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Luku 1

Matriisit, determinantit ja
lineaariset yhtaloryhmat

1.1 Matriisin maaritelma

Maaritelma 1.1.1. Matriisi on suorakulmainen taulukko muotoa

a1 a12 e A1y

a1 A2 A2n
A= . )

Am1 Amo ... Amn

jossa m on rivien lukumééra ja n on sarakkeiden lukumaard. Lukuja a;;
sanotaan matriisin alkioiksi tai elementeiksi. Matriisin A koko eli kertaluku
on m X n. Sanotaan, ettd A on m X n-—matriisi. Matriisia voidaan lyhyesti
merkita

A= [Clij] .
Huomautus. Luonnollisesti m,n € Z.

Huomautus. Mikali matriisin koko halutaan kirjoittaa nakyviin, kaytetaan
merkintda

a1 a12 Ce A1p

a921 929 ce Qo
Amxn = [aij]an =

Am1 Am2 ... Omn mxn

Huomautus. Matriisit A ja B ovat samat, jos ja vain jos ne ovat samanko-
koisia ja a;; = b;; aina, kun 7 =1,2,... ,mjaj=1,2,...,n.

Esimerkki 1.1.1. Matriisi

15 —-10
A=14 2 V2 6
10 5

1
on 3 X 4-matriisi, jossa esimerkiksi as; = 4 ja a5 = 5.
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Merkinta. Joukko R™*™ on kaikkien reaalialkioisten m x n—matriisien jouk-

ko.

Maaritelma 1.1.2. Kokoa n X n oleva matriisi on neliématriisi. Neliomat-
riisin alkioita a1, a9, ..., an, kutsutaan diagonaalialkioiksi. Jos a;; = 0,
kun ¢ # j, niin A on diagonaalimatriisi ja sitd merkitdan notaatiolla A =
diag(aiy, ..., ann).

Esimerkki 1.1.2. Matriisi

1 2 3
5 4 -3
07 -1

on 3 x 3-neliomatriisi, jonka diagonaalialkiot ovat 1,4 ja —1. Tama matriisi
ei ole diagonaalimatriisi.

Esimerkki 1.1.3. Matriisi
300
050
0 00

on 3 X 3—neliomatriisi, jonka diagonaalialkiot ovat 3,5 ja 0. Tama matriisi
on diagonaalimatriisi.

Maaritelma 1.1.3. Matriisin alimatriisi on sellainen matriisi, joka saadaan
poistamalla alkuperiisestd matriisista riveja ja/tai sarakkeita. Alkuperdinen
matriisi on myo6s itsensé alimatriisi.

Esimerkki 1.1.4. Matriisin

alimatriiseja ovat mm.

E _011,[1 2], [0].

1.2 Matriisien laskutoimitukset

Maaritelma 1.2.1 (Matriisien summa). Olkoot A ja B samaa kokoa olevia
matriiseja. Silloin niiden summa A 4+ B on

A+B: [aij—kbij].
Toisin sanoen matriisit lasketaan alkioittain yhteen.
Esimerkki 1.2.1. Lasketaan

103 21 —1] _[1+2 041 3+(-1)] _[3 1 2
—1 2500 4| |-140 240 544 | |1 2 9|



Esimerkki 1.2.2. Summaa

— Ot W
o 3 O

11 N
2 5
ei ole méaaritelty.

Maiaritelméa 1.2.2 (Matriisin kertominen skalaarilla). Olkoon A matriisi ja
c € R skalaari. Niiden tulo cA on

cA = [ca;;] -
Toisin sanoen matriisi A kerrotaan alkioittain skalaarilla c.

Esimerkki 1.2.3. Lasketaan

1 3 5.1 5-3 5 15
50-1 2| =[5-(-1) 5-2| =|-5 10].
0 1 5.0 5-1 0 5

Huomautus. Skalaarilla kertominen on aina méaritelty.

Maaritelmé 1.2.3 (Matriisien tulo). Olkoon A m x r—matriisi ja B r X n—
matriisi. Niiden tulo AB on m x n-matriisi

k=1

Toisin sanoen AB = C, missa c¢;; = Y ;1 Qixby;.

Esimerkki 1.2.4. Olkoon

1 2 3
=l A
2 -1 0], .

ja
4 1 4
B=10 -1 0
1 0 23X3
Silloin
AB — 1-44+2-0+3-1 1-14+2-(-=1)+3-0 1-44+2-0+3-2
S 2-44+(-1)-040-1 2-14+(=1)-(-1)4+0-0 2~4+(—1)-0+0-22X3

_[7 ~1 10]
8 3 8,.



Esimerkki 1.2.5. Olkoon

-l

3 1
B=14 35]|.
-1 0

ot

ja

Talloin AB ei ole maéritelty, silla A on 2 x 2-matriisi ja B on 3 X 2—matriisi
mutta 2 # 3.

Huomautus. (Ks. pykala ) Lineaarinen yhtaloryhma

a1x 4+ by =1
as + boy = co

voidaan kirjoittaa matriisimuodossa

1.3 Matriisialgebraa

Lause 1.3.1. Olkoot A, B,C € R™*™, Silloin

(1) A+ B = B+ A (kommutatiivisuus eli vaihdannaisuus)

(2) (A+ B)+ C = A+ (B+ C) (assosiatiivisuus eli liitanndisyys).

Todistus. Valitaan mielivaltaiset A, B,C' € R™*". Todistetaan ensin kohta
(1). Nyt

A+ B = [ai;] + [by] = [ai; + bij] = [bij + ay] = [bi;] + [ai;] = B + A,

joten kohta (1) on todistettu.
Todistetaan sitten kohta (2). Nyt

(A+B)+C = ([aw] + [bi ])”‘ [Cij]
= [agj + by + [cyj]
= [(as; + bij) + cij]

[merkinta, maar. [I.1.1]

[

[
= [a;; + (bij + ¢ij)] [reaalilukujen yhteenlaskun assosiatiivisuus]

[

[

[

matriisien summan maar. [L2.T]
matriisien summan madr. [L2]

= [ai;] + [bij + cij] matriisien summan madr. [L2.]

i+ (bi] + [ei])

= [a; matriisien summan madr. [L2]
=A+(B+0),

merkinta, méar. [[.1.1]

joten kohta (2) on todistettu. O



Lause 1.3.2. Matriisitulo on assosiatiivinen, tarkemmin sanottuna
(AB)C = A(BC),
kun kertolaskut ovat madriteltyja.

Todistus. Harjoitustehtava. O

Huomautus. Matriisien tulo ei ole kommutatiivinen eli vaihdannainen, toisin
sanoen on olemassa sellaiset matriisit A ja B, etta

AB # BA.
Esimerkki 1.3.1. Olkoon
A 1 0
1000
ja
01
B [0 0].
Talloin ) i
0 1
AB = _0 0_ ,
mutta _ _
00
BA = 0 ol

Esimerkki 1.3.2. Olkoon A € R?*? ja B € R**3. Tilléin tulo AB on
madritelty, mutta tulo BA ei ole maéaritelty.

Lause 1.3.3 (Osittelulait). Olkoon A € R™*", ja olkoot B,C € R™™. Til-
loin

(1) A(B+C)=AB+ AC.
Olkoon A € R™™  ja olkoot B,C € R™". Tdlljin

(2) (B+C)A=BA+ CA.

Todistus. Todistetaan kohta (1). Oletetaan sitd varten, ettd A € R™*" ja
B,C € R™™. Tillsin

= [a;;] [bij + cij] [matriisien summan maar. [[L2.1]

= > am(bj + ij)‘| [matriisien tulon méar. [L2.3]
k=1

= Z aikbr; + Z aikckj] [reaalilukujen ominaisuudet]
k=1 k=1

= Z aikbkj] + [Z aikckjl [matriisien summan maar. [L2.1]
Lk=1 k=1

= [aij] [bij] + [aij] [ci] [matriisien tulon méaar. [L2.3]

= AB+ AC, [madr. [LTT]



joten kohta (1) on saatu todistettua.
Kohta (2) on harjoitustehtava. O

Lause 1.3.4. Olkoot A, B € R™" ja a,b € R. Tdlloin
(1) a(A+ B) =aA+aB
(2) (a+b)A=aA+DA
(3) a(bA) = (ab)A
(4) 1A= A.
Todistus. Harjoitustehtava. O]
Lause 1.3.5 (Skalaarin siirto). Olkoon A € R™" B € R"™" ja a € R.
Talloin
(aA)B = A(aB) = a(AB).
Todistus. Harjoitustehtava. O]

Maaritelméa 1.3.1 (Nollamatriisi). Tarkastellaan m x n—matriiseja. Silloin
nollamatriisi 0 on sellainen matriisi, etta

A+0=0+A=A

aina, kun A € R™*". Voidaan my6s merkitd tdsmallisemmin 0 = 0

mxn-

Lause 1.3.6. Nollamatriisi on sellainen m xXn—matriisi, jonka jokainen alkio
on 0; ts. 0 = [0].

Todistus. Oletetaan, ettd A € R™*". Talloin
[ai;] +[0] = [ai; + 0] = [a] = A,

jossa ensimméinen yhtasuuruus saadaan matriisien yhteenlaskun ja toinen
reaalisen yhteenlaskun perusteella. Lauseen nojalla puolestaan A+[0] =
[0] + A. Siis on saatu, etté

A+0]=[0]+A=A
Nyt mééritelméan mukaan [0] on nollamatriisi. O

Huomautus. Nollamatriisi on yksikésitteinen. (Vain matriisi [0] toteuttaa

méaritelmén ehdot.)

Huomautus. On olemassa sellaiset matriisit A # 0 ja B # 0, ettd AB = 0.

Maaritelma 1.3.2 (Vastamatriisi). Matriisin A vastamatriisi —A on sellai-
nen matriisi, etta

A+ (-A)=(-A)+A=0.



Lause 1.3.7. Olkoon A matriisi. Talloin matriisi [—a;;] on matriisin A vas-
tamatriisi, ts. —A = [—ay;].
Todistus. Oletetaan, ettd A on matriisi. Talloin

A+ [=aiy] = lag] + [—ai;] = [ai; + (—aij)] = [0] = 0.
Kommutatiivisuuden perusteella [—a;;] + A = 0, joten mééritelméan [1.3.2]
nojalla [—a;;] on matriisin A vastamatriisi. O
Huomautus. Kullakin matriisilla A on yksi ja vain yksi vastamatriisi; se on
[—ais].
Maaritelma 1.3.3 (Erotus). Olkoot A, B € R™*™. Matriisien erotus A — B

on

A—B=A+(-B).
Lause 1.3.8. Olkoot A, B € R™ ", Tdlloin
A— B =a;; — bj].
Todistus. Harjoitustehtava. O]
Esimerkki 1.3.3. Lasketaan
[2 01_[4 —1]_[—2 1]
-1 5 -1 4 0 1|
Maaritelmé 1.3.4 (Identiteettimatriisi). Tarkastellaan nxn-nelidmatriiseja.
Matriisia I sanotaan identiteettimatriisiksi, jos
Al =TA=A

aina, kun A € R™". Voidaan my0s merkita tasmallisemmin I = [, tai
I1=1,.

Huomautus. Identiteettimatriisia voidaan kutsua myos identtiseksi matriisik-
st tai ykstkkomatriisiksi.

Lause 1.3.9. Identiteettimatriisi on sellainen n X n—diagonaalimatriisi, jon-
ka jokainen diagonaalialkio on 1.

Todistus. Oletetaan, ettd A € R™ " ja ettd B on sellainen n xn—diagonaalimatriisi,
jonka jokainen diagonaalialkio on 1. Tall6in

AB = [Z aikbkj] [matriisien tulon maar. [L.2.3]
k=1

=lang by +...+aj by + ...+ ap - byl [sigma-merkinté]
=lan-0+4+...4+a;-1+...+a;,-0 [oletus]
0+...4aj;+...+0] [reaalilukujen kertolasku]
[
[

reaalilukujen yhteenlaskul]

madar. [LTT]
joten AB = A. Vastaavasti saadaan, ettd BA = A. Siis AB = BA = A. Siis
maaritelmén nojalla B on identiteettimatriisi. O
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Esimerkki 1.3.4. Esimerkiksi

10
vl

ja

e}

10
I3=10 1
001
Huomautus. Identiteettimatriisi on yksikésitteinen. Siis n xn—diagonaalimatriisi,

jonka jokainen diagonaalialkio on 1, on ainoa n X n—identiteettimatriisi eli
matriisi, joka toteuttaa méadritelmén ehdot.

)

Maiaritelmé 1.3.5 (Kéédnteismatriisi). Olkoon A nelidmatriisi. Silloin B on
matriisin A kddnteismatriisi, jos

AB =BA=1.
Jos téllainen B on olemassa, niin sanotaan, ettd A on kddntyvd.

Esimerkki 1.3.5. Olkoon
ja

Talloin
2 5|13 5 10 3 512 =5
s g | O R i P R 2
Siis matriisi A on kddntyvé ja B on sen kdénteismatriisi.

Lause 1.3.10. Jos kddnteismatriisi on olemassa, se on yksikdasitteinen.

Todistus. Oletetaan, ettd A on kddntyva matriisi ja B, C' ovat sen kddnteis-
matriiseja. Talloin

AB=BA=1
ja
AC=CA=1.
Nyt
B=1IB [identiteettimatriisi, madr. [1.3.4]
= (CA)B [oletus]
= C(AB) [matriisitulon assosiatiivisuus, lause [I.3.2]
=CI [oletus]
=C. [identiteettimatriisi, maar. [1.3.4]
Siis kdanteismatriisi on yksikasitteinen. O]
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Merkinta. Kadntyvin matriisin A kadnteismatriisia merkitddn symbolilla

AL
Huomautus. Kun A on matriisi, niin
A+0=AA+(-A) =0,
ja kun A on neliomatriisi, niin
Al = Aja AA™' =1, kun A on kidntyvi.
Vastaavasti kun a on reaaliluku, niin
a+0=a,a+ (—a)=0,
ja
al=ajaaat =1, kuna #0.

Lause 1.3.11 (Tulon kéénteismatriisi). Olkoot A ja B kadntyvid matriiseja.
Silloin

(a) AB on kddntyvd,
(b) (AB)™' = B 1AL

Todistus. Oletetaan, ettd A ja B ovat kddntyvid matriiseja. Siis on olemassa
matriisit A7 ja B! Nyt

(AB)(B'A™ ) = A(BB WA ' = ATA = AA =1
ja
(B'A™)(AB)=B Y (A'A)B=B'IB=B"'B=1,

joten B~'A~! on matriisin AB kiédnteismatriisi. Siis AB on kddntyva eli
kohta (a) pitee ja (AB)™' = B7'A~! eli kohta (b) pétee. O

Maaritelma 1.3.6 (Potenssi). Olkoon A nelidmatriisi ja n € Z, . Talloin
(a) A°=1,
n kpl
——
(b) A" = AA"1=A... A

n kpl

—_—
(c) A" = (A" =A"1... A7! kun A on kidntyvi.
Lause 1.3.12. Olkoon A kddntyvd matriisi. Silloin
(a) A1 on kddntyvi ja (A7)~ = A,
(b) A™ on kddintyvi ja (A™)™' = (A™H", n € Z, U {0},

12



(c) (KA)™ = 1A, kun k # 0.

Todistus. Kohdat (a) ja (b) ovat harjoitustehtévid. Todistetaan kohta (c).
Oletetaan, ettd A on kdantyvd matriisi ja k € R, k # 0. Nyt

(k:A)(llgAl) _ (k:]i)(AAl) =T
ja

(]iA_l)(k:A) = (]ik)(A_lA) =17 =1,
joten (kA)™' = AL O
Maisritelma 1.3.7 (Transpoosi). Olkoon A = [a;] m X n-matriisi. Sen

transpoosi on sellainen n X m—matriisi B, etta

bz’j = CLjZ‘.
Merkitdan B = AT.
Esimerkki 1.3.6. Olkoon
1 2
A=13 4
5 6 3x2
Talloin
1 3 5
=13
246 2x3
ja

1 2
(ANT =13 4| =A
5 6 3x2

Lause 1.3.13. Olkoot A ja B kussakin kohdassa sopivan kokoisia matriiseja,
ja olkoon k € R skalaari. Silloin

(a) (AT)T = 4,

(b) (A+B)T =AT + BT,
(¢) (RA)T = kAT,

(d) (AB)T = BTAT,

Todistus. Kohdat (a), (b) ja (c) ovat harjoitustehtavid. Todistetaan téssa
kohta (d). Oletetaan sité varten, ettd A on m X n-matriisi ja B on n X k-
matriisi. Silloin AB on m X k-matriisi ja sen alkio paikassa ij (ts. rivilld i ja
sarakkeella j) on

T
Z aikbkja
k=1
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joten matriisi (AB)T on k x m-matriisi, jonka alkio paikassa ij on
T
Z ajkbki-
k=1

Merkitdain AT = [¢;;] ja BT = [d;;]. Silloin AT on n x m-matriisi ja BT on
k x n-matriisi, joten BTAT on k x m-matriisi, jonka alkio paikassa ij on

Z dikck]‘.
k=1
Nyt crj = aji ja di, = by;. Néin ollen matriisin BT AT alkio paikassa ij on
Z ajkbk:i-
k=1

Siis matriisit (AB)T ja BTAT ovat samaa kokoa ja niiden alkiot paikassa ij
ovat samat. Téten (AB)T = BTAT. O
Maaritelma 1.3.8. Matriisia A sanotaan symmetriseksi, jos

AT = A.
Esimerkki 1.3.7. Matriisi

o
~ o X
O S O

on symmetrinen.

Huomautus. Vain neliomatriisi voi olla symmetrinen.

1.4 Determinantti

Maaritelma 1.4.1. Olkoon A n X n—matriisi. Sen determinantti on
det A = Z Sgn(jl, . ,jn)a1j1a2j2 s anjn,
(jl?"'vj’n)
missa (ji, .. ., jn) kédy lapi kaikki joukon {1, 2, ..., n} permutaatiot. Merkinta

sgn(ji, - .., jn) tarkoittaa permutaation merkkia.

Huomautus. Determinantin maaritelméa [[L4.1] ei kuulu taméan kurssin vaati-
muksiin. Se késitelladn tarkemmin kurssilla Algebra 1.

Merkinta. Matriisin A determinanttia merkitdan notaatioilla det A ja |A|.

Huomautus. Reaalialkioisen matriisin determinantti on kuvaus R™**"™ — R.

Huomautus. Seuraavassa luvussa tarkastellaan determinantin laskemista ja
sen ominaisuuksia ns. kofaktoriesityksen avulla.

Huomautus. Determinanttia kaytetdan muun muassa kadnteismatriisien las-
kemiseen, yhtaloryhmien ratkaisemiseen ja tilavuuksien madrittamiseen.

14



1.5 Kofaktori

Maiéritelmé 1.5.1. Olkoon A n x n-nelidmatriisi (n > 2), ja olkoot 1 <
i, 7 < n. Silloin minori M;; on sellaisen matriisin determinantti, joka saadaan

poistamalla 4. rivi ja j. sarake matriisista A. Lukua (—1)""/M,; sanotaan
(alkion a;;) kofaktoriksi. Merkitaan Cj; = (—1)"7 M,;.

Esimerkki 1.5.1. Olkoon

3 1 —4
A=12 5 ©6
1 4 8
Saadaan esimerkiksi, etta
5 6
Mll - |4 8|

ja C1y = (=)' My, = My;. Saadaan myds, etti

3 —4
M=y ]

2 6
ja Csy = (—1)°T2 M5y = — M.

Lause 1.5.1 (Kofaktoriesitys 1. rivin suhteen). Olkoon A nxn—neliématriisi
(n > 2). Talloin

det A = a11C11 + a12Cr2 + -+ - + a1, Ch.

Todistus. Sivuutetaan. O

Huomautus. Kofaktoriesitys voidaan toteuttaa muiden kuin 1. rivin suhteen.

Lause 1.5.2. Olkoon A = [a],,.,. Silloin

det A = a.
Todistus. Sivuutetaan. O
Lause 1.5.3. Olkoon

a b

=l

2 X 2-matriisi. Silloin
det A = ad — be

Todistus. Harjoitustehtava. O]

15



Esimerkki 1.5.2. Lasketaan

10
det[O 1]:1-1—0-():1
ja

1 2
detl3 6] =1-6-2-3=0.

Esimerkki 1.5.3. Olkoon

o

A= |4
5

oL O =
(G200 V)

Silloin
310
detA=14 0 2
55 5

=3-C;1+1-Ci2+0-Ch3

0 2 42 40
_ a(_1\1+1 _1)1+2 1143
=3(=D" LD 5’+0( 1) 5‘
=3-1-(=10)+1-(=1)-1040-1-20
= —40.

Lause 1.5.4. Olkoon A 3 x 3—matriisi. Silloin det A voidaan laskea kaavalla
det A = a11a22a33 + a12a23031 + A13021G32 — Q13022031 — Q11023032 — (12021033

Todistus. Harjoitustehtava. O]
Esimerkki 1.5.4. Lasketaan

11
0 0 =0+1+0-0-2-0=—1.
1 2

= )

Maaritelma 1.5.2 (Kolmiomatriisi). Neliématriisi A = [a;;] on yldkolmio-
matriisi, jos jokainen alkio diagonaalin alapuolella on 0. Toisin sanoen a;; =
0, kun 7z > j.

Neliomatriisi A = [a;;] on alakolmiomatriisi, jos jokainen alkio diagonaa-
lin ylapuolella on 0. Toisin sanoen a;; = 0, kun ¢ < j.

Yla- ja alakolmiomatriisit ovat kolmiomatriiseja.

Esimerkki 1.5.5. Matriisi

o O Q
O Q-
~ D O



on ylédkolmiomatriisi. Matriisi

a 0
b 0
d [
on alakolmiomatriisi. Matriisi
[a 0 O]
0 b
10 0 c]

on diagonaalimatriisi ja talloin seka ylé- etta alakolmiomatriisi.

Lause 1.5.5. Jos A on kolmiomatriisi, niin
det A = a11a922 * * * App

Todistus. Todistetaan 3 x 3—alakolmiomatriisille. Yleinen tapaus voidaan to-
distaa induktiolla. Olkoon A 3 x 3—alakolmiomatriisi. Merkitaan

a 0 0
A=1b ¢ O
d e f
Nyt
a 0 O
b ¢ OZCL'011+O'012+0'013
d e f
e 0
_ae f
= a(cf — Oe)
=acf.

]

Lause 1.5.6 (Rivioperaatiot). 1) Olkoon A" matriisi, joka saadaan matrii-
sista A vaihtamalla kahden rivin paitkkaa keskenddn. Silloin

det A’ = —det A.

2) Olkoon A" matriisi, joka saadaan matriisista A kertomalla yksi rivi ska-
laarilla k € R. Silloin
det A" = kdet A.

3) Olkoon A" matriisi, joka saadaan matriisista A lisidmalld yksi rivi va-
kiolla kerrottuna toiseen riviin. Silloin

det A’ = det A.
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Todistus. Luennot ja harjoitukset. O
Esimerkki 1.5.6. Lasketaan

52 2| |-1 0 0
31 1|=[3 1 1
52 -3 |5 2 -3
10 0
——|5 2 -3
301 1
~10 0
——|14 5 0
3 11
——(-1)-5-1=5

Lause 1.5.7 (Nollarivi). Olkoon A neliématriisi, jonka jokin rivi koostuu

pelkistd nollista. Silloin
det A = 0.

Todistus. Oletetaan, ettd A on nelidmatriisi, jonka jokin rivi koostuu pelkisté,
nollista. Jos nollarivi ei ole ensimmaéinen rivi, niin olkoon A’ matriisi, joka
on saatu matriisista A vaihtamalla nollarivi ja ensimmaéinen rivi keskendén.
Talloin

det A=—detA'=—(0-C;; +0-Cly+---+0-C},) =—-0=0.

Jos nollarivi on ensimmainen rivi, niin

detA=0-C;;+0-Cj5+---4+0-C, =0.

O
Lause 1.5.8. Olkoon A neliomatriisi. Silloin
det A = det AT.

Todistus. Seuraa madritelmistd. Sivuutetaan. m

Seuraus. Rivioperaatioiden lisdksi voidaan kayttaa sararakeoperaatioita sa-
maan tapaan.

Lause 1.5.9 (Tulon determinantti). Olkoot A ja B samankokoisia neliémat-
riiseja. Silloin

det(AB) = det Adet B.
Todistus. Sivuutetaan yleisessé tapauksessa. O]

Esimerkki 1.5.7. Olkoon A neliomatriisi. Talloin

det A* = (det A)(det A) = (det A)* > 0.
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Lause 1.5.10. Olkoot A,B,Ce R™ " sellaiset matriisit, ettd c1; = ay; + b,
J=12,...,n, jaa;;=0b; =cyj, kuni=2,3,...,n, j=1,2,...,n. Silloin

det C' = det A + det B.
Todistus. Saadaan kofaktoriesityksesta. ]

Huomautus. Rivin 1 sijasta voidaan tarkastella muutakin rivié tai saraketta.

Esimerkki 1.5.8. Lauseen [1.5.10| perusteella

5 3 4 222 131 2
2 7T 9=1279+12 79
3 31 3 31 3 31

Huomautus. Yleensa
det(A + B) # det A + det B.

Maaritelmé 1.5.3 (Matriisin aste). Olkoon A m x n-matriisi. Sen aste on
r, jos matriisilla A on ainakin yksi r x r-alimatriisi, jonka determinantti ei
ole nolla, ja jokaisen (r + 1) x (r + 1)-alimatriisin determinantti on nolla.
Merkitadn r = rank A.

Huomautus. Jos A on m x n-matriisi, sen aste on korkeintaan min{m,n}.

Esimerkki 1.5.9. Matriisin
1 1 1
A=11 1 1
1 10

aste on = 2, silld matriisin A kaikkien 3 x 3-alimatriisien (mitka ne ovat?)
determinantit ovat nollia ja matriisilla A on 2 x 2-alimatriisi, jonka determi-
nantti poikkeaa nollasta (nimittain

= —1#0).

1 1
1 0.

Esimerkki 1.5.10. Matriisin

1 0 2
=10

aste on = 1, silld matriisin A kaikkien 2 x 2-alimatriisien (mitka ne ovat?)

determinantit ovat nollia ja matriisilla A on 1 x 1-alimatriisi, jonka determi-
nantti poikkeaa nollasta (esimerkiksi det[1] =1 # 0).
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1.6 Kaanteismatriisin kaava ja olemassaolo

Maaritelma 1.6.1. Matriisin A € R™™" adjungaatti on

011 021 Cen Onl

Cia Copn ... C,
adj A= [Cij]—r = ,12 .22 . . ’

Cln C2n s Cnn

Lause 1.6.1. Olkoon A neliomatriisi ja det A # 0. Silloin matriisi A on
kdantyvd ja

_ 1 :
A 1:detAadJA.

Todistus. Oletetaan, ettd A on sellainen nelidmatriisi, ettd det A # 0. Mer-
kitdén [Cy)" = [dy;]. Talloin

A(adj A) = [a;;] [Cy]" [adjungaatin mééar. [[.6.1]
= [a;j] [di] [merkinta]
- lz aikdkj] [matriisitulon maar. [L2.3]
k=1
= [Z aiijk] [transpoosin méér. [[.3.7]
k=1

= B. [otetaan kdyttoon tama merkinta]

Tarkastellaan matriisin B alkioita. Jos ¢ = 7, niin
k=1
Jos i # 7, niin
b,’j = Z aiijk = det A/,
k=1

missd, A’ on matriisi, joka on saatu matriisista A korvaamalla j. rivi 4. rivilla.
Talloin matriisin A’ 7. ja j. rivi ovat samat, joten det A’ = 0. Siis

detA 0 ... 0
0 detA
Aladjd) =1 : = (det A)I.
0 0 ... detA
Nyt
L L . 1
Al adj A) = ——(A(adj 4)) = ——(det A) = I
ja vastaavasti (3 adj A)A = I, joten adj A = A~ -
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Esimerkki 1.6.1. Olkoon

310
A=14 0 2
5 5 5
Talloin det A = —40 ja
0 2
= (— 1+1 = —
Ch=(-1) 5 5 10
4 2
= (— 1+2 = —
Cia = (—1) 5 5 10
4 0
Ci3 = (—1) 5 5 20.

Vastaavasti saadaan, ettd Cy; = —5, Cy = 15, Co3 = —10, U351 = 2, U39 =
—6, C33 = —4, jolloin

—-10 -5 2
adjA=|—-10 15 —6].
20 —10 —4
Siis
-10 -5 2
Atlt=—1-10 15 -6].
40 90 10 —4

Lause 1.6.2. Neliomatriisi A on kddntyvd, jos ja vain jos det A # 0.

Todistus. Olkoon A neliomatriisi. Oletetaan ensin, ettd A on kaéntyva. Tél-
16in A=! on olemassa. Nyt

AAT =1 [méar. [L3.5]
det(AA™") = det ]
(det A)(det A1) =1, [tulon determinantti, lause [1.5.9]

joten det A # 0.
Oletetaan sitten, ettd det A # 0. Télloin lauseen [1.6.1] nojalla kaénteis-
matriisi on olemassa ja néin ollen A on kaantyva. O]

Esimerkki 1.6.2. Olkoon

'
A= 0 1]
ja )
1 1
B = 0 0]
Silloin
det A=1+#0,
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joten A on kdantyva, mutta
det B =0,

joten B ei ole kaantyva.

Seuraus. Jos A on kddntyvé, niin
1
det A=" = :
¢ det A

Todistus. Oletetaan, ettd A on kadntyva. Télloin det A # 0. Lauseen [1.6.2]
todistuksen nojalla

(det A)(det A™1) =1,

joten tasta saadaan, etté

1
det A™! = :
¢ det A
O
Esimerkki 1.6.3. Olkoot A, B € R"*" sellaisia, ettd BA = I. Silloin
B=A"
Todistus. Oletetaan, ettd A, B € R"*" ja BA = I. Nyt
BA=1 [oletus]
det(BA) =det [
det Bdet A =1, [tulon determinantti, lause [1.5.9
joten det A # 0. Siis A~ on olemassa. Télloin
BA=1
(BA)A™' =T1A™! [kerrotaan oik. kiifinteismatriisilla A™"]
B(AA™) = A7! [matriisitulon assos., lause [1.3.2] ja méaér. [1.3.4]
Bl =A! [méaar. L35
B=A" [madr. [.3.4]
O

1.7 Lineaariset yhtaloryhmat

Maaritelma 1.7.1. Lineaarinen yhtaléryhmd on muotoa

a11T1 + @19T2 + ... + A1pTy = bl

(9121 + aooxo + ... + Aonly = bg

Am1T1 + Apale + ... + GppTy, = bm7

missa
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luvut xq, x9, ..., x, ovat tuntemattomia muuttujia,

termit a;; ovat vakiokertoimia,

17 on indekst,

termit b; ovat vakiotermejd.
Huomautus. Maaritelmassa [1.7.1| yhtaloita on siis m kappaletta ja tuntemat-
tomia muuttujia n kappaletta.

Huomautus. Jos tuntemattomia muuttujia on kolme, merkitdan niitd usein
symboleiden x1, x5, x3 sijaan symboleilla x, y, z. Jos tuntemattomia muut-
tujia on kaksi, merkitddn niita usein symboleiden z;, zo sijaan symboleilla

x, .
Huomautus. Lineaarisen yhtéloryhméan yhtalot koostuvat siis vakiolla kerro-
tuista muuttujista, joita on laskettu yhteen, seka vakiotermeista.

Esimerkki 1.7.1. Esimerkiksi

T+ 2y+32=2
r+ y+2z=1
204+ 3y — z2=2

on lineaarinen yhtaloryhmaé, jossa on kolme tuntematonta muuttujaa ja kol-
me yhtaloa.

Esimerkki 1.7.2. Yhtaloryhmat

r4+ay=1
T+ 2y=>5
ja
{J:—l-y:?)

r—y=-sinx
ovat eivit ole lineaarisia, mutta yhtaloryhmaét
r+y=3
T—y =2
ja
T+y=2>5
20— 2 =2

ovat lineaarisia.

Ratkaiseminen. Yhtédloryhméan ratkaisemisessa kéytetadn seuraavia ele-
mentaarisia rivioperaatioita:
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1. Kahden yhtéalon paikkaa voidaan vaihtaa.
2. Yhtalo voidaan kertoa puolittain nollasta eroavalla vakiolla.

3. Yhden yhtalon puolittainen monikerta voidaan lisdtéa puolittain toiseen
yhtaloon.

Esimerkki 1.7.3. Ratkaistaan yhtaloryhmé

r+3y =3
xr — 6y = —3.

Tehdéan ratkaisu ensin niin, etta eliminoidaan y toisesta yhtélosta. Télloin

{x—i—Sy:S

Toisaalta voitaisiin ratkaista yhtaloryhmé eliminoimalla x ensimmaéisesta
yhtalosta. Talloin

T+3y=3 | —II
{x—6y:—3

9y =6
{x—6y:—3.

Ylemmaésta yhtalostd saadaan, ettd y = %, jolloin sijoittamalla tdma toiseen
yhtaloon saadaan

r=06y—3

=6 2 3
3

=4-3
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Tarkistetaan ratkaisun oikeellisuus sijoittamalla se alkuperéiseen yhtalo-
ryhmééan. Saadaan

2
1+3-5=1+2=3,

2
1—6-521—4:—3,
joten ratkaisu on oikein.
Esimerkki 1.7.4. Ratkaistaan yhtéloryhma
T+2y+3z=2
r+ y+2z2=1
204+ y+ z=1.
Saadaan
r+2y+3z=2 | —I1
T+ y+2z=1
2r+ y+ z2=1 | —II
y+ z=1
r+y+2z=1
x - z=0 | +1
y+ z2=1
r+y+2z=1 | +111
Tty =1
y+ z2=1
22=0 | -
T +y =1
y+z=1 |2=0
z2=0
r+y =1
Y =1
z2=0
T+y =1 ly =1
Y =1
2=

N[

T =0.

Yhtéloryhmén ratkaisu on siis



Esimerkki 1.7.5. Ratkaistaan yhtaloryhma
T+ 2y+32=2
{x + y+2z2=1
Saadaan
r+2y+3z=2 | —IT
{x + y+2z2=1
y+ z=1
{x +y+22=1 | -1
y+z=1
{x +2z=0.
Merkitdan z = t, jolloin saadaan ensimmaisesta yhtédlosta y = 1—t ja toisesta
yhtalostd x = —t. Siis yhtaloryhmén ratkaisuksi saadaan
r=—t
y=1-—t, teR.
z=t

Huomautus. Kaytannossa lineaarisia yhtaloryhmia ratkotaan usein mate-
maattisilla ohjelmistoilla, esimerkiksi WolframAlphalla.

Maaritelma 1.7.2. Lineaarinen yhtdloryhma on homogeeninen, jos by =

oo =by, =0.
Huomautus. Homogeenisella lineaarisella yhtaloryhmalla on adrettomén mon-
ta ratkaisua tai vain ratkaisu z; = --- = x,, = 0 eli ns. triviaaliratkaisu.

Jos homogeenisessa lineaarisessa yhtaloryhméssa on enemman muuttujia
kuin yhtaloita eli jos n > m, niin ratkaisuja on aaretén maéra.

Esimerkki 1.7.6. Ratkaistaan yhtéloryhma
x4+ y+ 2=0
{:c +2y+22=0.
Saadaan
r+ y+ 2=0
{a:+2y+22:o | -1
r+y+z2=0 | —1II
{ y+z=0

x =0
{ y+z=0.
Merkitadn y = t, jolloin saadan, ettd z = —t. Siis ratkaisuksi saadaan
x =0
y = —t, teR.

z=1t
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1.8 Lineaariset yhtaloryhmat matriiseilla

Tarkastellaan lineaarista yhtéaloryhmaa

1171 + A12T2 + ... + A1pTn = bl

911 + Q999 + ... + AonTy = bg
Ap1T1 + Qp2To + ... + App®y = bna
jossa on n yhtéiloéd ja n tuntematonta x1, o, ..., x,.

Merkinti. Merkitédin X = [z1,...,2,]", B = [b1,...,by]" ja A= [a].
Talloin saadaan matriisiyhtalo
AX = B.
Jos A on kéantyvé, niin ratkaisu on

X =A"'B.

Lause 1.8.1 (Cramerin saant6). Tarkastellaan yhtdlod
(1.1) AX = B,

missd det A # 0. Olkoon A; matriisi, joka saadaan matriisista A korvaamalla
J. sarake matriisilla B. Toisin sanoen

bl a2 ... Qin

bg A929 ... Q9p
Al - . . . . )

bn Ap2 Apn,

aip b Ain

as by A2n
Ay = .

_a'nl bn Ce a'nn_

ja niin edelleen. Silloin yhtdlon (L.1) ratkaisu on

. _det Ay . _det A,
P det AT T det A
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Todistus. Oletetaan, ettd A on kaantyva matriisi, X = [xq,. .. ,mn]T ja B =

[b1,...,b,]". Nyt
1
X=A"'B= (detA adj(A)) B [lause [L6.1]
1
= Tt A(adj(A)B) [skalaarin siirto, lause [1.3.5]
1 |
= m([Cij]T t1) [adjungaatin méér. [1.6.1] ja oletus]
bn,
L [zn:C b- [tul aar. [1.2.3]ja t aar. [1.3.7]
= %ibk | - ulon maér. [1.2.3] ja transp. maér. [1.3.
det A | |
Talloin
1 n
f= o > bl
YT et A = Rk
1
det A ¢
~ det A
missa A; on kuten lauseessa madariteltiin. O
Esimerkki 1.8.1. Olkoon
I + 2&33 =6

—3([1 + 4$2 + 6$3 =30
—X — QZEQ + 3ZE3 = 8.

Talloin saadaan, etta

(10 2 1 6
A=|=3 4 6, X=|n, B = 30|,

-1 -2 3 N E

6 0 2 (1 6 2 1 0 6
Ay =130 4 6|, Ay=1|-3 30 6|, A;=|-3 4 30|.

8 —2 3 -1 8 3 -1 -2 8

Lasketaan determinantit, jolloin saadaan det A = 44, det A; = —40, det Ay =

72 ja det A3 = 152. Naiden avulla saadaan yhtaléryhmén ratkaisu

Ir =

T2

T3 =

—40  —10
4 11
21
44 11
152 38
44 117
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Huomautus. Olkoon A n xn-matriisi. Tarkastellaan lineaarista yhtaloryhméaa
AX = B. Jos det A # 0, niin yhtaléryhmalla on yksikésitteinen ratkaisu, joka
saadaan esimerkiksi Cramerin sadannolla. Jos det A = 0, niin yhtaloryhmall&
joko on aareton méara ratkaisuja tai ei ole yhtaan ratkaisua. Jos ratkaisuja
on dareton maara, ratkaisun parametrien lukuméara on n — rank A. Télloin
yhtaloryhmé ratkaistaan eliminointimenetelmaélla. (Todistus sivuutetaan.)

Lause 1.8.2. Olkoon A neliématriisi. Silloin seuraavat kohdat ovat yhtdpi-
tavia:

1. A on kddantyvd,

2. det A # 0,

3. yhtaloryhmdlla AX = 0 on vain trivieali ratkaisu X = 0,
4. yhtiloryhmd AX = B on ratkeava aina, kun B € R™*!,

Todistus. Kohtien (1) ja (2) yhtépitavyys on todistettu lauseessa [1.6.2] Ole-
tetaan, ettd A on kadntyva. Talloin

A

P e

1

(=R
|
=)

joten kohdasta (1) seuraa kohta (3).
Oletetaan sitten, ettd A on kaantyvi ja B € R™ !, Talloin

AX =B
X =A'B,

joten kohdasta (1) seuraa kohta (4).
Muut suunnat sivuutetaan. [l
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Luku 2

Vektorialgebraa

2.1 Geometriset vektorit

Vektorit ovat suuntajanojen ekvivalenssiluokkia. Yleensa ekvivalenssiluokan
edustaja ja vektori eli ekvivalenssiluokka samaistetaan. Kaksi vektoria ovat
samat, jos ja vain jos

1. niilla on sama suunta,

2. ne ovat yhta pitkat.

u v t
ad
Kuva 2.1: Vektoreita.

Kuvassa 2.1t #u =v # w # ¢t.

Summa. Vektoreiden summa saadaan yhdistdmalla vektorit alku- ja loppu-
pisteistdan kuvan [2.2] tavalla.

Kuva 2.2: Vektoreiden summa.
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Skalaarilla kertominen. Skalaarilla kerrottu vektori saadaan venyttamalla
(kun skalaari on > 1) alkuperéista vektoria kuvan [2.3| tavalla.

Kuva 2.3: Skalaarilla kertominen.

2.2 Vektoriavaruus R", n € Z,

Joukko R"™ on

n k
/—/\L
R*=Rx---xR
= {(u1,ug, ..., uy) | up,ug, ..., u, € R}.
Summa. Olkoot (uy,...,u,), (v1,...,v,) € R™ Silloin
(Upy ooy Up) + (V1o Uy) = (U + V1,00 Uy + Uy).

Skalaarilla kertominen. Olkoon (uy,...,u,) € R" ja k € R. Silloin

k(uy, ... uy) = (kuy, ..., kuy).

Nyt joukko R™ (varustettuna yo. laskutoimituksilla) on vektoriavaruus ja
sen alkiota kutsutaan wvektoreiksi. Merkitaan

u = (Up, ..., Up).
Huomautus. Vektoreiden yhtasuuruudelle patee
U=V E U =V1,...,U, = Uy
Esimerkki 2.2.1. Vektoriavaruuden
R? = {(uy,up) | u1,us € R}

alkioita voidaan havainnollistaa zy-tason nuolilla. Kuvassa P(3,2) on
piste ja u = (3,2) on vektori. Suuntajana ﬁ’ on vektorin u yksi edustaja.
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4_
n
3_
P32
| (3.4)
un
I‘I_
0
0 1 2 3 4

Kuva 2.4: Vektoreiden havainnollistus zy-tasossa.

2.3 Vektorialgebraa vektoriavaruudessa R"
Maaritelma 2.3.1. Nollavektori 0 € R™ on sellainen vektori, etta
u+0=0+u=u

aina, kun u € R".
Vektorin u € R"™ vastavektori —u € R™ on sellainen vektori, etté

u+ (—u)=(—u)+u=0.
Lause 2.3.1. Olkoot w,v,w € R" ja k,l € R. Silloin
(1) u+v = v+ u (kommutatiivisuus eli vaihdannaisuus),
(2) (u+v)+w=u+ (v+w) (assosiatitvisuus eli liitanndisyys),
(3) 0=(0,...,0) (nollavektori),
(4) —u = (—uq,...,—uy,) (vektorin w vastavektori),
(5) k(lu) = (kl)u,
(6) k(u+v) = ku+ kv,
(7) (k+l)u = ku+ lu,
(8) lu = u.
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Todistus. Oletetaan, ettd w,v,w € R" ja k,l € R. Todistetaan kohta (1).

Nyt
U+ v = (ug,...,u,)+ (v1,...,0,) [merkinté, luku
(uy + 1, .oy Uy + vp) [summa, luku
= (v +up,. .., U+ uy) [reaalialgebraal
= (v1,...,0,) + (ug, ..., uy,) [summa, luku
=v+u, [merkintd, luku [2.2]

joten kohta (1) on voimassa.
Todistetaan kohta (3). Merkitdaan 0 = (¢4,...,t,). Nyt

w+0=(up,...,u)+ (t1,... ) [merkinté, luku

= (uy +t1,. .. up+t,). [summa, luku [2.2]
Nollavektorin ominaisuuksien nojalla w + 0 = u, joten
U1+t1 :ul,...,un—l—tn:un.

Téasta saadaan, etta

joten kohta (3) on voimassa.
Todistetaan kohta (8). Nyt

lu = (1uy, ..., luy) = (ug, ..., u,) = u,

joten kohta (8) on voimassa. Muut kohdat ovat harjoitustehtévia.

[]

Maaritelma 2.3.2. Olkoot u,v € R”. Silloin vektoreiden u ja v erotus on

u—v=u+(—v).
Lause 2.3.2. Olkoot uw,v € R". Silloin
u—v= (U —V1,..., U, — V).
Todistus. Oletetaan, etta w, v € R™. Talloin

u—v=u+(—v)

reaalialgebraal
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[summa, luku
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2.4 Vektoreiden skalaaritulo eli pistetulo

2.4.1 Maaritelma

Maaritelma 2.4.1. Olkoot u,v € R”. Silloin niiden skalaaritulo (eli piste-
tulo) on
UV =UV + -+ UpUp.

Esimerkki 2.4.1. Olkoon u = (1,1,1) ja v = (2,0, 1). Silloin
u-v=1-24+1-04+1-1=3.

Huomautus. Pistetulo on ns. euklidinen sisdatulo.

2.4.2 Algebrallisia ominaisuuksia

Lause 2.4.1. Olkoot w,v,w € R", ja olkoon k € R. Silloin

(1) w-v="v-u, (kommutatiivisuus eli vathdannaisuus)

(2) u-(v+w)=u-v+u-w, (osittelulaki)

(3) (ku)-v = k(u-v)[=u- (kv)], (skalaarin siirto)

(4) u-u>0,jau-u=0 < u=0,

(5) u-0=0[=0"-u.

Todistus. Oletetaan, ettd u, v, w € R" ja ettd k € R.
Todistetaan kohta (1). Nyt

w-v=(up,...,u,) - (v1,...,0,) merkinta, luku [2.2]

=uv; + -+ + U,y skalaaritulon méaéar. [2.4.1
= (v, 0n) - (U, ..., uy) skalaaritulon méaar. 2.4.1]

[
[

= VU + -+ VU, [reaalialgebraal
[

=v-u, [merkinté, luku

joten kohta (1) pétee.
Todistetaan kohta (3). Nyt

(ku)-v = (k(uy,...,un)) - (v1,...,0,)
= (kuy,..., kuy,) - (vi,...,0) skalaarilla kertominen, luku
= (kup)vy + -+ + (kuy)vp skalaaritulon méaar. 2.4.1]

[merkinté, luku
[
[
= k(uwvr) + - + k(uyvp) [reaalialgebraa]
[
[
[

= k(uwvs + -+ + upvy) reaalialgebraal
=k((u1,...,up) - (v1,...,05)) skalaaritulon méaar. 2.4.1]
=k(u-v), merkinté, luku

joten kohta (3) patee. Muut kohdat ovat harjoitustehtavia. ]
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Huomautus. Onko voimassa
(u-v) - w=u- (v w)?

Onko olemassa sellaista vektoria v € R”, etté

aina, kun u € R™? Onko olemassa kdanteisvektoria pistetulon suhteen?

2.4.3 Geometrisia ominaisuuksia

Maaritelma 2.4.2. Vektorin u € R" pituus ||u|| on

|ul| = Vu - wu.
Kyseessa on ns. euklidinen pituus.

Huomautus. Pituudelle péatee
e
Esimerkki 2.4.2. Maaritelméan nojalla
1L DI = VIZ+12 = V2.
Lause 2.4.2 (Cauchy-Schwarz). Olkoot u,v € R". Silloin
u-v| < Jlul[ o]

Maaritelma 2.4.3. Olkoot u,v € R™ \ {0}. Silloin vektoreiden w ja v
vélinen kulma 6 € [0, 7] méaaritelldan kaavalla

[l [Jv]

ts. w-v
6 = arccos .
[|wll [Jv]]

Esimerkki 2.4.3. Olkoon u = (2,0) ja v = (1,1). Silloin

2:-1+0-1 2
cosf = = =

1
VZT0VIEFLZ 22 V2

joten 6 = 7.
Maaritelma 2.4.4. Vektorit w ja v ovat kohtisuorassa toisiaan vastaan, jos
u-v=0_0.

Silloin merkitdan v 1 v.
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Lause 2.4.3. Olkoot u,v # 0. Silloin
T
L 0=—.
ulve 5

Todistus. Oletetaan, ettd uw, v # 0. Nyt

92%@6059:0 [0 € [0, ]]
u-v
=0 [kulman médir. 243
[l [l]]
Su-v=0
Sulw. [kohtisuoruuden méér. 2.4.4]

[
Esimerkki 2.4.4. Vektoreille (1,1) ja (1,—1) patee (1,1) L (1,—1), koska
(1,1)-(1,-1)=1-1+1-(~1) = 0.

Maaritelma 2.4.5. Olkoot w, v # 0. Vektorit w ja v ovat yhdensuuntaiset,

jos
u = kv, k€ R\ {0}.

Silloin merkitédén u || v.

Huomautus. Jos k > 0, sanotaan, ettd vektorit ovat samansuuntaiset. Jos
k < 0, sanotaan, etté vektorit ovat vastakkaissuuntaiset.

Huomautus. Kun v € R" ja k € R,
[kv]| = Vkv - kv = \Jk*(v - v) = k| Vv - v = [k]||v]].
Lause 2.4.4. Olkoot u,v # 0. Silloin
ul|ve0=0twb=m.

Todistus. Oletetaan ensin, ettd w || v. Siis on olemassa sellainen k& € R\ {0},
etta u = kv. Talloin

u.v:(km)-’vzk‘(’U"U):kHvHZ

ja
|ull = [[kv]| = [k[ [[v]].-
Nyt
: k||lv|]? k
cosf= 2V _ il = — =41,

Jullloll (& ol lofl %]

joten 8 =0 tai 6 = 7.
Toinen suunta sivuutetaan. O
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Esimerkki 2.4.5. Pitadko paikkansa, etta
Lul|lvjav Llw=ulw,
2 ulvjavlw=u| w?

Ratkaisu. Vaite (1) on oikein. Oletetaan, ettd w || v ja v L w. Talldin
u = kv, missd k # 0, jav - w = 0. Nyt

u-w=(kv) w=Fkv -w)=Ek0=0,

joten u | w.

Viite (2) on vddrin. Annetaan téstd vastaesimerkki. Oletetaan, ettd u =
(1,0,0), v = (0,1,0) ja w = (0,0,1). Tall6in w - v = 0 ja v - w = 0, mutta
u # kw, koska 1 = k0 ei pade milladn luvun £ arvolla.

Huomautus. Olkoot u, v # 0. Silloin
ullvefu-vf = ulflv].
Lause 2.4.5 (Kolmioepayhtéls). Olkoot u,v € R". Silloin
lw+ vl < flul + [lv].
Todistus. Oletetaan, ettd w, v € R”. Talloin

lu+v]* = (u+v) - (u+wv)
=(u+v) - u+(u+wv) v

[pituuden méar.
[osittelulait, lause [2.4. 1
=u-utv-utu-v+v-v [osittelulait, 1ause241
= |ul®*+u-v+u-v+|v| [pituuden maar.
= ||’ + 2(w - v) + ||v|? [kommutatnwsuus lause 2.4.1]
< [l + 2fe - w] + [Jo|* [
< el + 2 [l o]} + [[0]* [
= (lull + [lv])*. [

u-v < |u-vl
Cauchy-Schwarzin lause [2.4.2]

binomin nelio]

O

Lause 2.4.6 (Pythagoraan lause). Olkoot u,v € R" sellaiset, ettd u L v.
Silloin
2 2 2
lw+o]” = flul”+ o]

Todistus. Todistus on samanlainen kuin kolmioepayhtalon todistus.
Luennot /harjoitustehtava. O

Lause 2.4.7 (Kosinilause). Olkoot kolmion sivujen pituudet a, b, ¢, ja olkoon
pituudeltaan a olevan sivun vastakkainen kulma «. Silloin

a? = b + & — 2bccos a.
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Todistus. Luennot /harjoitustehtava. O
Esimerkki 2.4.6. Olkoot kolmion sivujen pituudet 1,1, 1. Mika on kulma?
Ratkaisu. Lasketaan kulma kosinilauseella. Saadaan

12=124+12-2-1-1-cosa

cosa =

R

o =

2.4.4 Projektio

Olkoon a annettu suunta. Kirjoitetaan vektori 4 muodossa
U =7+ w,

missi v || @ (tai v = 0) ja w L a, mikéli se on mahdollista. Silloin v = ka,
w = u—ka ja w-a = 0. Siis osittelemalla erotuksen suhteen (luennot/harj)

saadaan
0=(u—*ka)-a [oletukset]
=u-a—(ka)-a [osittelu erotuksen yli
=u-a—k(a-a) [skalaarin siirto, lause [2.4.1]
—u-a—k|a|, [pituuden madr. 2.4.2]

joten saadaan, etta

k=0
lal
Nain ollen
u-a
v = 5Q
lall

Maaritelma 2.4.6. Olkoot u, a € R™. Silloin vektorin w projektio suuntaan
a on

proj,u = LL; a, a # 0.
|al]

11

a

o~ -
vV = proj,u
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Kuva 2.5: Projektio.

Kuvassa [2.5| on vektorin w projektio suuntaan a.

Huomautus. Projektioille patee
proj,u = proj_,u.

Huomautus. Projektion pituudelle pétee

. |u - al
[projoull = —5" |l
|al]
[l [laf |cos 6]
= — llall
|lal]
= [l fcos O] .
u
B 7
i
a G a o
A4 v
Kuva 2.6: Projektiokulma.
Kuvassa vasemmanpuoleisessa tapauksessa ||v|| = |lu||cosf ja oikean-
puoleisessa tapauksessa ||v|| = — ||ul| cos 6.

Esimerkki 2.4.7. Olkoon a = (1,1) ja u = (3,5). Silloin

Siis w =u —v = (—1,1), joten
u=v+w=(44)+(-1,1),

missé (4,4) L (—1,1).
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2.5 Vektoritulo eli ristitulo

2.5.1 Maaritelma

Merkinti. Yksikkikoordinaattivektorit vektoriavaruudessa R3 ovat
t=(1,0,0),57 =(0,1,0),k = (0,0,1).

Siis jokaista vektoria u € R3 kohti on olemassa sellaiset u;, us, us € R,
etta
u = Ul’l: + Ugj + ng.

Miiritelméa 2.5.1. Olkoot u, v € R3. Silloin niiden vektoritulo eli ristitulo
u X v on

Ug U3| . Uy 3 . Uy U2
uUXv= 7 — ] k
Vg U3 VT v V1 Vg
i § k
= |Up U U3Z|.
U1 V2 Us

Esimerkki 2.5.1. Olkoon u = (1,2,0) ja v = (3,0, 1). Silloin

cw 200 2,
WXU=1 11* 713 11773 o
=(2-1-0-0u—(1-1—0-3)j+(1-0—-2-3)k
— 2 — j — 6k.

2.5.2 Algebrallisia ominaisuuksia

Lause 2.5.1. Olkoot u,v,w € R3, ja olkoon k € R. Silloin
(1) uxv=—(vxu) (antikommutatiivisuus),

(2) ux (v+w)=uXxv+uXw (osittelulaki),

(3) (u+v)xw=uXxw+vXxw (osittelulaki),

(4) k(u x v) = (ku) x v = u x (kv) (skalaarin siirto),

(5) ux0=0xu=0 (nollavektorin tulo),

(6) uxu=0.

Todistus. Oletetaan, ettd uw, v, w € R3 ja k € R. Todistetaan kohta (1). Nyt

i J k i J k
uXv=|u uy uz|=—|v; v v3|=—(vXxXu),
V1 V2 U3 Up Uz U3

40



joten kohta (1) pétee.
Todistetaan kohta (4). Nyt

t 3 k 7 7 k
E(uxv)=Fk|uy us us kuy kus kus| = (ku) X v
V1 Vg Vs U1 V2 U3
ja
t 7 k 1 7 k
]{J(U, X ’U) =k U1 U Us Uq U9 Us | =u X (k”U),
V1 Uy Us ]{31)1 ]{?1)2 kf’U3
joten kohta (4) pétee.
Muut kohdat ovat harjoitustehtavia. O]

Huomautus. Yleisesti

u X (v X w)# (uXxXv)Xw.

2.5.3 Geometrisia ominaisuuksia

Lause 2.5.2. Olkoot u,v € R3. Silloin

1. uxvlu,
2. uxvlw.

Todistus. Oletetaan,
taa, ettd (u X v) -u = 0. Nyt

(uxv) - u=u-(uxv)

= (uy, ug, us) - (

Uz
g ul
V2
Uy U2
= U1 U2
U1 U2
0 0
= U1 U2
U1 U2
— 0,

Uus
U3

Uusg
us
U3

0
Uusg
U3

ettd u,v € R". Todistetaan kohta (1). Pitéé siis osoit-

Uy U3 Uy u3| |Ur U2
vy 3|’ v vz U1 o
Uy us Uy Uz
2 + us
V1 Vs V1 Vg

joten méaritelman nojalla (u x v) L u. Kohta (2) todistetaan vastaa-

vasti.

]

41



Lause 2.5.3 (Lagrange). Olkoot u,v € R3. Silloin
2 2 (.12
lu x o =[] v]° — (- )™
Todistus. Harjoitustehtava. O]
Lause 2.5.4. Olkoot u,v € R*\ {0}. Silloin
[ x v = [Ju] [lv]sin 6.
Todistus. Oletetaan, ettd u,v € R*\ {0}. Lauseen avulla saadaan, etta

2 2 2
I x o = [l [|v]|” — (- v)*

2 2
= [[ull* [lv]]" = (|| [v|| cos 0)
2

[Lagrangen lause [2.5.3]
[kulman maér. 2.4.3]
= |Ju|®||v]]* = ||u|? [|v]* cos® 6 [reaalilukujen potenssisdannot]
lv[[* (1 = cos® 6) [
[

— ||lul||? ||v]|? sin? 6.
|l

reaalilukujen ominaisuudet, yht. tekijé]

trigonometrian peruskaaval
Ottamalla tasta yhtélosta neliojuuri puolittain saadaan
[l x oll| = [[lul o] sin6].
Vektorin pituus on aina ei-negatiivinen ja sin @ > 0, koska 6 € [0, 7]. Siis
e x of] = Ju][[o]] sin 6.
O

Lause 2.5.5. Vektoreiden u,v € R*\{0} mddrdiimdn suunnikkaan pinta-ala
on ||lu x v|.

Todistus. Oletetaan, ettd u,v € R?\ {0}. Olkoon w suunnikkaan kanta ja h
suunnikkaan korkeus. Télléin h = ||v|| sin 6. Siis

A= [lufh = |lull o] sin 8,

joten lauseen nojalla
A=|uxv|.

h

11

Kuva 2.7: Suunnikas.
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Kuvassa on havainnollistus lauseen todistuksesta, kun 6 on terava
kulma.

Huomautus. Kahden vektorin maaraaman kolmion pinta-ala on puolet niiden
madrdaaman suunnikkaan pinta-alasta eli

1
A=— .
o]

Kuva havainnollistaa tilannetta.

11

Kuva 2.8: Suunnikkaan maaraama kolmio.

Huomautus. Pisteesta P(ay, as, ag) pisteeseen Q(by, bo, bs) kulkeva vektori on

u:]@:(bl—al,bg—ag,bg—ag).

Vektori voidaan laskea samalla tavalla missa tahansa vektoriavaruudessa R".
Kuvassa on vektori ﬁ) vektoriavaruudessa R3.

€Q(by, ba, b3)

P{al s a-’?j

Kuva 2.9: Vektori pisteestd P pisteeseen ().
Lause 2.5.6. Olkoot u,v € R*\ {0}. Silloin

uxv=0&ul| v

Todistus. Oletetaan, ettid uw,v € R*\ {0}. Nyt w x v = 0, jos ja vain jos
|u x v|| = 0. Lauseen 2.5.4nojalla ||u x v|| = ||ul| [|v]|sin 6, joten uxv = 0,
jos ja vain jos ||ul| [|[v| sinf = 0. Koska ||ul|, ||v]| # 0, tdmé on voimassa, jos
ja vain jos sin @ = 0. Edelleen tdmé on yhtépitavia sen kanssa, ettd § = 0 tai
6 = w. Lauseesta saadaan, ettd tdméa pétee, jos ja vain jos u || v. Siis
on osoitettu, etta

uxv=0&ul| v
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Huomautus. Olkoot uw,v € R*\ {0}. Silloin
ulov
Su-v=0
& Jlu x| = ull ]
ja
ul| v
Suxv=0
& |u-v] = |lul|v]

Lause 2.5.7 (Sinilause). Kolmiossa sivun pituuden suhde vastakkaisen kul-
man siniin on vakio.

Todistus. Olkoon kolmion kaksi sivua vektorit a ja b. Télloin kolmas sivu on
vektori b — a. Havainnollistus tasté on kuvassa [2.10]

a

Kuva 2.10: Vektoreiden muodostama kolmio.
Nyt saadaan yhtalot
bx(b—a)=bxb—bxa=axb
ja
ax(b—a)=axb—axa=axb.
Yhdistamélla ndma yhtalot saadaan
bx(b—a)=ax(b—a),
ja edelleen
16> (b—a)| = llax(b-a).
Lauseen [2.5.4] avulla saadaan nyt, etta
1] 16— al|sina = [la][ |b — al| sin(7 — 5)
6] [[b — al|sina = [la]/ [|b — al| sin 5
bl sina = [|a]| sin(/3)
lal _ lb]

sina sinf’
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2.5.4 Skalaarikolmitulo

Maidiritelméa 2.5.2. Olkoot u, v, w € R3. Silloin
u- (v X w)

on vektoreiden ns. skalaarikolmitulo

Lause 2.5.8. Olkoot u,v,w € R3. Silloin

Uy U2 U3
’U,'(’UX'U)): V1 Uy V3.
w; W2 wWs

Todistus. Harjoitustehtava. O

Lause 2.5.9. Vektoreiden w,v,w € R3\ {0} mddrdimdn suuntaissirmion
tilavuus on
V=lu-(vxw).

Kuvassa on havainnollistettu, kuinka tietyt vektorit u, v ja w méaa-
raavat suuntaissarmion.

A

Kuva 2.11: Vektoreiden méaardama suuntaissarmio.
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Todistus. Lauseen nojalla sairmion pohjan pinta-ala on
A=|vxw|.

Sarmion korkeus saadaan vektorin w projektion pituutena suuntaan v X w =

z eli
[u - 2|

=1

h = |[proj,u| =
Siis
V=Ah=lu-z|=|u- (v xw)|.
0

Esimerkki 2.5.2. Lasketaan k- (i x 7). Ristitulon ja pistetulon mééritelmien
avulla saadaan, etté

)
SO R
I
N

i
1 xg3=|1
0

ja
k-(ixj)=k-k=(0,0,1)-(0,0,1) = 1.

Vastaavasti skalaarikolmitulon kaavalla saadaan

Esimerkki 2.5.3. Skalaarikolmitulo
u-(uxwv)=0,

koska u | u x v. Geometrisesti tdmé tarkoittaa tapausta, jossa suuntaissar-
mion korkeus on 0 eli sdrmid on luhistunut suunnikkaaksi.

2.5.5 Vektorikolmitulot
Miiritelméa 2.5.3. Olkoot u, v, w € R3. Silloin

u X (v X w)

ja
(u X v) X w

ovat vektoreiden ns. vektorikolmituloja.

Lause 2.5.10 (kehityskaava). Olkoot u,v,w € R3. Silloin
uX (vXxw)=(u - wv—(u v)w.

Todistus. Harjoitustehtava. O]
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Luku 3

Suoran ja tason yhtalot

3.1 Swuora avaruudessa R?

Suora tunnetaan, kun tunnetaan sen yksi piste ja suunta.

LN}

(@

Kuva 3.1: Pisteen ja vektorin madraama suora.
Kuvassa B.1]

e [ on suora,

e P = P(xg,¥0,20) on suoran [ yksi piste,

° ﬁ =17y = X9t + YoJ + Zok on suoran paikkavektori,
e d =dit+ dyj + d3k # 0 on suoran suuntavektorsi.

Edella mainitut P ja d eivat ole yksikésitteisié.

Suoran yhtaloita
Parametriesitys vektorimuodossa

Suoran parametriesitys vektorimuodossa on

(3.1) l: rt)=ro+td, teR.
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Tulkinta. Kun ¢ kiy ldpi kaikki joukon R arvot, vektorin () kérki piirtdéa
suoran [. Muuttuja ¢ on ns. parametri.

Parametriesitys koordinaattimuodossa

Merkitdan
r(t) =zt)i+y(t)g + z(t)k.
Toisaalta
r(t) =ry+td
= 2ot + YoJ + 20k + t(di% + doj + d3k)
= (330 + tdl)l + (yo + tdg)] + (ZQ + tdg)k
Siis

J,’(lf) = xg + tdl
Z(t) = 2o+ tdg

Tulkinta. Kun ¢ kiy lapi kaikki joukon R arvot, piste Q(x(t), y(t), z(t)) kédy
lapi suoran [ pisteet.

Symmetrinen muoto

Oletetaan, etta di, ds, ds # 0. Télloin

. z(t) — o
==
‘= y(t) — Yo
dy
L z(t) — zo‘
ds
Siis
o)~z _ g —w0 _ () — 2
d1 d2 d3 7
ts.
(3.3) [P U St L —"

dy dy ds

Tulkinta. Suora [ koostuu niista pisteistd Q(x,y, z), joiden koordinaatit to-
teuttavat yhtalon ((3.3)).

Esimerkki 3.1.1. Maaritetdan suoran yhtalot, kun suora kulkee pisteiden
P(1,2,3) ja Q(4,1,5) kautta. Valitaan 7y = 7 + 25 + 3k. Valitaan suunta-
vektoriksi

d=PO=4i+j+5k— (i +2j+3k) =3 — j + 2k.
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Tasta saadaan yhtalo (3.1)) muodossa

l: r(t)=ry+td
— (i +2j +3Kk)+t(3%—j+2k), teR.

Toisaalta

r(t)=xz(t)i+y(t)j + z()k
= (1+3t)i+ (2—1)F + (3+ 20)k,

joten saadaan yhtalo (3.2)) muodossa

xz(t) =143t
I: dyt)=2—t (teR).
2(t) =3 + 2
Edelleen

L z(t) — 1

3
,_yt) -2

-1
_z(t) -3
t= 5 ,

joten saadaan yhtalo (3.3)) muodossa

. r—1 y—2 2z-3
3 -1 2

3.2 Suora avaruudessa R?

Asetetaan pykélan yhtaloihin, ettda zp = 0 ja d3 = 0. Talloin saadaan
yhtalot

(3.4) l: r({t)=ry+1td, teR,
(3.5) T it L A
‘ () = yo +tde ’
(3.6) : x;xozy;yo,kundl,dg#o.
1 2
Yhtélo (3.6) voidaan kirjoittaa muodossa
d
(3.7) Loy == (r— )
1



tal muodossa

d dvyo — d
(3.8) l: y:—2$+M:k’x+m,
dy dy

jotka ovat kulmakerroinmuotoisia yhtdloitd. Luku k on suoran kulmakerroin.
Suora voidaan kirjoittaa myos muodossa

da(z — x9) = di(y — ¥o)-
Kun merkitdan do = a ja —d; = b, saadaan
(3.9) a(z —xo) +b(y — o) = 0.
Maaritelma 3.2.1. Vektori n (# 0) on suoran [ normaalivektori, jos
nld,

missd d on suoran ! suuntavektori. Merkitaan

n L.
Lause 3.2.1. Olkoon | suora
(3.10) L+ alw— 20) + by — o) =0,
missd a,b # 0. Silloin
(a,b) L1,

ts. (a,b) on suoran | normaalivektori.

Todistus. Nyt

d=(-b,a).
Talloin
(a,b) -d = (a,b) - (=b,a) = a(—b) + ba = 0,
joten
(a,b) L d,
ja edelleen
(a,b) L1

Maaritelma 3.2.2. Suoran yhtélo (3.10) on normaaliyhtdlo.

Huomautus. Suoran normaaliyhtaloé voidaan kirjoittaa myos muodossa

(3.11) ax + by +c=0.
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Esimerkki 3.2.1. Olkoon [ suora

/- r—=To Y—Y

dy dy '

missé dy, ds # 0. Etsi jokin suoran [ normaalivektori n eli vektori, jolle pétee
n-d=0.

Ratkaisu. Selvasti
n = (dg, —dl) L (dl,dg) =d.

Esimerkki 3.2.2. Olkoon [ suora
l: y=kx+m,

missd k # 0. Saadaan

k 1
Talloin
d=(1,k) =1+ kj,
joten
n=—-ki+ 73,
silla talloin
n-d=0.

Lause 3.2.2. Pisteen P(xq,v0) etdisyys suorasta
l: axr+by+c=0

on
awo + byo + ¢

Va? + b
Todistus. Olkoon Q(x1,y:) jokin suoran [ piste. Lauseen nojalla vektori
n = (a,b) on suoran [ normaalivektori. Talloin

D

D = [jpro. 0P|

| (55

Ikl
_a(zo — 1) + b(yo — y1)]
T VaiR
amg + byo + ¢

Va? + b?

o1



Kuvassa 3.2l on havainnollistettu lausetta [3.2.2]

Hwg,un)

OTESRTY

Kuva 3.2: Pisteen P etéisyys suorasta [.

3.3 Taso avaruudessa R?

Taso p tunnetaan, kun tiedetéén tason yksi piste P ja tason (yksi) normaa-
livektori V.
Oletetaan, ettd P = P(xg, Yo, 20) ja N = At + Bj + Ck tunnetaan.

Normaaliyhtalo koordinaattimuodossa
Piste Q(z,y, z) # P kuuluu tasoon p, jos ja vain jos

PO L N.

Tama on edelleen yhtapitaviaa sen kanssa, etta

PO-N=0
((x —20)i+ (y — y0)d + (2 — 20)k) - (Ai + Bj + Ck) =0
A(x —x0) + B(y —yo) + C(2 — 20) = 0.
On siis johdettu yhtélo
(3.12) p: Alxr—x0)+ By —yo) + C(z — z) =0,
joka on tason p normaaliyhtilo koordinaattimuodossa. Kun merkitédan
E = —(Azo + Byy + Cz)
saadaan vaihtoehtoinen muoto yhtalolle
(3.13) Az + By+Cz+ E=0.
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Esimerkki 3.3.1. Kirjoita taso
p: x+2y—2—-5=0

muodossa ((3.12)).

Ratkaisu. Valitaan
N=A1+Bj+Ck=1+23 — k

ja

P(LC(], Yo, Zo) = P(O, 1, —3)
Talloin

p: Al —z0)+ By — ) +C(z —2) =0

(x—0)+2(y—1)+1(z+3)=0.

Esimerkki 3.3.2. Kirjoita taso
p: (x—1)+3@y—2)—2(z—5)=0

muodossa ((3.13)).

Ratkaisu. Yksinkertaisella algebralla

(x—1)+3y—2)—2(z—5)=0
r+3y—22—-1-6+10=0
r+3y—224+3=0.

Esimerkki 3.3.3. Etsi tasojen
p: z+y+z—-6=0
qg: v—y+z2z=0
r: 204+3y+2—-—3=0
leikkauspiste.

Ratkaisu. Leikkauspisteen on kuuluttava kaikkiin tasoihin eli sen on toteu-
tettava jokaisen tason yhtdlo. Siis saadaan yhtaloryhma

r+ y+z2=6
r— y+z2=0
2v 4+ 3y + 2z =3.

Sen ratkaisu on

r=-9
y=3
z =12,

joten leikkauspiste on P(—9,3,12).
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Esimerkki 3.3.4. Etsi tason
p: 204+3y+z2—5=0

ja suoran

leikkauspiste.

Ratkaisu. Nyt
N =21+33+k

ja
d=21—3 — k.
Talloin
N-d=2-2+3-(-1)+1-(-1)=0,
joten

N 1d.

Siis suora [ on tason p suuntainen ja nain ollen joko suoran [ jokainen piste on
tasossa p tai suoralla [ ja tasolla p ei ole yhtaan yhteista pistetta. Huomataan,
ettd piste P(1,2,3) € [, mutta P(1,2,3) ¢ p. Siis leikkauspistetta ei ole.

Toinen tapa ratkaista tehtdva on muodostaa yhtaloryhmaé. Leikkauspis-
teen on kuuluttava tasoon ja suoraan, joten sen on toteutettava molempien
yhtalot. Suoran yhtalosta saadaan

2
= ei z4+2y=>5

ja

3
5 = ei z+2z2=7,

jolloin ratkaistavaksi yhtaloryhmaksi saadaan

20 +3y+ z2=25
x+ 2y =5
x +2z="1.

Talla yhtaloryhmalla ei ole ratkaisua, joten leikkauspisteita ei ole.

Normaaliyhtilo vektorimuodossa

Merkitdan, ettd tason tunnetun pisteen P paikkavektori on ry. Olkoon 7
pisteen @) (# P) paikkavektori. Silloin vektorin r karkipiste (eli piste @)
kuuluu tasoon, jos ja vain jos

%:(T—TO)LN.
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Tama on edelleen yhtapitavia sen kanssa, etta
(r—mrg)- N =0.
On siis saatu johdettua yhtalo
(3.14) p: (r—mry) -N=0,
joka on tason p normaaliyhtdlé vektorimuodossa.
Esimerkki 3.3.5. Kirjoita tason
p: x+2y—2—-5=0

vektorimuotoinen normaaliyhtalo.
Ratkaisu. Valitaan N =4+ 25 — k ja P = P(0,1,—3), jolloin 7y = j — 3k.
Talloin yhtalo on siis
(r—rg)-N=0
(2 +yj+z2k)—(j—3k))-(¢+25 —k)=0.

Lause 3.3.1. Pisteen P(xg,yo, 20) etdisyys tasosta
p: Ar+By+Cz+FE=0

on
. |Ax0 + Byo + CZ() + E|

JELB O

Todistus. Olkoon Q(z1,y1, 1) jokin tason p piste ja IN tason p normaalivek-
tori. Silloin

D

D= [prinP]
@

IVl
_ JA(zo — 1) + Blyo — y1) + Cz0 — 1)
B VLB
_ |Azg + Byo + Cz — (Azy + Byy + Cz1))|
N VAZ T B2+ C?
. |A1’0 + Byo -+ CZ[) + E)|
= P+
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Parametriesitys vektorimuodossa

Taso tunnetaan, kun tiedetddn jokin tason piste P(xo, Yo, 20) ja kaksi tason
sellaista vektoria u ja v, ettd u }f v ja u, v # 0. Niitéd vektoreita sanotaan ta-
son virittajavektoreiksi. Olkoon rq pisteen P(xg, 3o, 20) paikkavektori. Silloin
saadaan tason yhtalo

(3.15) p: r(t,s)=ro+tu+sv, tsek.
Normaaliyhtélo vektorimuodossa on
p: (r—mry) - (uxwv)=0.

Parametriesitys koordinaattimuodossa

Merkitaan w = (uy,us,u3) ja v = (v1,v9,v3). Télloin voidaan kirjoittaa
yhtalon (3.15) koordinaatit erikseen yhtaloryhméksi

x(t,s) = xog + tuy + svy
(3.16) p: y(t,s) = yo +tug + sva  (t,s € R).
z(t,8) = zo + tus + svs

Esimerkki 3.3.6. Oletetaan, ettd taso p sisaltdd pisteen P(1,1,1) ja sen
virittavit vektorit

u=2t—3+k
ja
v=7—3k.

Kirjoita p muodossa (3.13)).
Ratkaisu. Lasketaan

i j k

uxv=12 -1 1|=2(¢+35+k).
0 1 -3

Valitaan tason normaalivektoriksi
N =1+4+33 + k.
Siis

p: Alr—x0) + By —yo) + C(z — 20) =0
(lz—1)+3(y—1)+1(z—1)=0
r+3y+2z—-5=0.

Esimerkki 3.3.7. Taso sisdltda pisteet P(1,1,1), Q(2,3,1) ja R(5,2,0).
Maaritéa tason yhtalo.
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Ratkaisu. Valitaan tason pisteeksi P(1,1,1) ja virittdjavektoreiksi
PO —i+2jia PE=4i+j—k.
Valitaan viela normaaliksi
N=0t+2j)x(4+j—k)=-2i+7—Tk.
Talloin saadaan, etta

x(t,s) =1+ t+4s
p: y(t,s)=1+2t+ s (t,s€R)
z(t,s) =1 - s

ja
p: 2@-1)+@w-1)—-7x—-1)=0.

o7
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