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Grundkurs Mathematik 11

Vorlesung 43

Quadratwurzeln

Wir betrachten die Quadratwurzel v/5, von der wir die algebraische Eigen-
schaft, dass ihr Quadrat gleich 5 sein soll, und eine geometrische Realisierung
schon kennen. Wir wissen auch, dass es innerhalb der rationalen Zahlen eine
solche Zahl nicht gibt. Es ist im Moment nicht klar, in welcher Weise es diese
Zahl gibt, zu welcher Zahlenmenge sie gehoren soll und wie mit ihr zu rech-
nen ist. Es ist aber klar, dass sie innerhalb der rationalen Zahlen eine ,, Liicke*
aufweist. In den néchsten Vorlesungen diskutieren wir Moglichkeiten, solche
Liicken zu erkennen, zu erfassen, zu lokalisieren, rational zu approximieren
und rechnerisch mit ihnen umzugehen. In einem weiteren Schritt werden wir
samtliche Liicken systematisch auffiillen und erhalten dadurch die reellen
Zahlen, die ihrerseits liickenlos, oder, wie wir sagen werden, vollsténdig sind.
Diesen Prozess kann man mathematisch mit einer Reihe von unterschied-
lichen Konzepten durchfithren, die alle letztlich zu ein und dem gleichen
Korper der reellen Zahlen fithren. Wir werden die folgenden Konzepte ken-
nenlernen.

e Cauchy-Folgen.
e Wachsende, nach oben beschrénkte Folgen.
e Dezimalzifferentwicklungen (Dezimalbruchfolgen).

e Intervallschachtelungen.
e Dedekindsche Schnitte.

Diese Konzepte besitzen jeweils viele Vor- und Nachteile, die wir spéter ein-
gehend diskutieren werden. Als mogliche Kriterien seien aber schon mal ge-
nannt.

) Néhe zur Intuition der Zahlengeraden.

) Rechnerische Zugénglichkeit.

) Einfachheit der Konstruktion der reellen Zahlen.

) Einfachheit des Nachweises von Eigenschaften der reellen Zahlen.
) Bedeutung iiber die Einfithrung der reellen Zahlen hinaus.

(6) Mathematische Eleganz.

(1
(2
(3
(4
(5
6

In dieser Vorlesung werden wir die Ideen, die diesen Konzepten zugrunde
liegen, beispielhaft an Quadratwurzeln vorstellen.
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BEISPIEL 43.1. Wir wissen, dass es keine rationale Zahl gibt, deren Quadrat
gleich 5 ist. Wir kénnen aber fiir jede rationale Zahl x einfach bestimmen,
ob ihr Quadrat 22 gréfler oder kleiner als 5 ist, und das Ergebnis kénnen wir
dann so interpretieren, dass x kleiner oder grofler als die nicht vorhandene
Zahl /5 ist (wir beschréanken uns im Moment auf positive rationale Zahlen).
Fiir x = 21ist 22 = 4 < 5 zu klein und fiir x = 3ist 32 = 9 > 5 zu grof.
Damit miissen wir uns iiber die rationalen Zahlen, die kleiner als 2 oder
aber grofler als 3 sind, gar keine Gedanken mehr machen. Ausy > = > 0
folgt aus den Anordungseigenschaften direkt y*> > 2, sieche Lemma 19.13
(8). Man muss also nur Rechnungen fiir rationale Zahlen zwischen 2 und 3
7

durchfiihren. Nehmen wir beispielsweise x = 3, so ist

7\? 49
~) =2 > 5.
(5) =5
9\? 81

11\* 121 .
(5) T 5 5
Wir wissen also, dass alle rationalen Zahlen oberhalb von % (wegen g > %
ist dies die bessere Grenze) zu grof§ und alle rationalen Zahlen unterhalb
von % zu klein sind, wir miissen also nur noch Zahlen zwischen % = 2,2
und % = 2,25 iiberpriifen. Das vermittelt eine gewisse Grofienvorstellung fiir
die ,gesuchte Zahl“ v/5, es gibt aber unendlich viele Zahlen, die ebenfalls
zwischen diesen beiden Zahlen liegen. Wenn wir endlich viele Zahlen dahin-
gehend iiberpriift haben, ob ihr Quadrat kleiner oder grofler als 5 ist, so
sind wir stets in einer vergleichbaren Situation, dass die Zahlen zwar einen
,kleinen“ Bereich eingrenzen, es aber darin unendlich viele Zahlen gibt.

Nehmen wir z = %, S0 ist

Bei xz = % ist

Ein anderer Ansatz ist es, direkt die Mengen

K = {IGQZ()‘I2<5}
und

= {$€Q20|$2>5}

zu betrachten. Dies ist eine Zerlegung von Q> in zwei disjunkte Teilmengen.
Dieses Paar (bzw. eine Menge davon, da sie ja die andere als Komplement
festlegt) ist eine exakte Beschreibung der durch v/5 in den rationalen Zahlen
bedingten Liicke, der Spur, die /5 auf den rationalen Zahlen hinterlésst.
Rechnerisch wurde zwar nichts gewonnen, da man nach wie vor fiir jedes
einzelne x durch eine Rechnung iiberpriifen muss, ob =z zu K oder zu G

gehort. Es ist aber immerhin ein mathematisches Objekt gefunden, das v/5
eindeutig beschreibt. Der Preis ist, dass dieses mathematische Objekt in der
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Potenzmenge der rationalen Zahlen angesiedelt und somit sehr abstrakt ist.
Es handelt sich um einen sogenannten Dedekindschen Schnitt.

BEISPIEL 43.2. Wir versuchen nun, die Zahl v/5 systematisch durch Dezi-
malbriiche zu approximieren. Wir wissen bereits

2 < V5 <3

(eine solche Abschétzung ergibt nur Sinn in einem angeordneten Korper,
in dem es ein Element v/5 gibt, die Grenzen links und rechts gehéren aber
jedenfalls zu Q). Was ist die beste Approximation mit einem Dezimalbruch
mit 10 im Nenner? Durch etwas Probieren erhélt man
22 23
E < \/g < E
Entsprechend erhilt man fiir den Nenner 102 die beste Approximation
223 224
m < \/g < m,
fiir den Nenner 103 erhilt man
2236 2237
000 < ¥ < 1000
u.s.w. Wenn man die vorhergehende beste Approximation um eine Zehner-
potenz verbessern moéchte, so muss man maximal vier néchste Ziffern durch-
probieren, man ergénzt die bisherige untere Ziffernfolge um eine 5 u.s.w. Die
ersten approximierenden Dezimalbriiche von unten sind
22 223 2236 22360 223606 2236067
7107 1007 1000° 10000° 100000’ 1000000~

Mit dem Intervallbegriff lasst sich die zuletzt formulierte Approximation
durch die Dezimalbruchfolge unter einen etwas anderen Gesichtspunkt stel-
len.

BEISPIEL 43.3. Aufgrund der Berechnungen in Beispiel 43.2 wissen wir, dass
in einem angeordneten Korper, der die /5 enthilt, diese in den zunehmend

kleiner werdenden Intervallen
22 23 223 224 2236 2237
2,3] 2 [+

10’ 10] [100 100] [1000 1000

liegt. Die Lange der Intervalle ist hier 1, 110, 130, 10100, .

es auch in Q und sie helfen bei der Lokalisierung von /5, auch wenn diese
Zahl gar nicht zu QQ gehort. Der Vorteil einer solchen Intervallschachtelung
gegeniiber der Dezimalbruchfolge ist, dass sie den Wert von beiden Seiten her
eingrenzt, wihrend die Dezimalbruchfolge direkt nur untere approximierende
Werte liefert. Wenn man beliebige konvergente Folgen betrachtet, so weifl
man nur, dass grundsétzlich eine Approximation vorliegt, ohne dass man
dies quantitativ ausdriicken kann. Bei einer Intervallschachtelung gibt jedes
beteiligte Intervall eine direkte Eingrenzung, aus der der maximale Fehler
unmittelbar abschéatzbar ist.

o) 2

Diese Intervalle gibt
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Eine spezielle Methode ist die Intervallhalbierung. Dabei halbiert man das
zuvor gefundene Intervall in zwei gleichlange Hélften und schaut, ob das ge-
suchte Element zur kleineren oder zur grofleren Hilfte gehort und nimmt
dann das passende Intervall als nichstes Intervall. Bei diesem Verfahren hal-
biert sich die Intervalllinge mit jedem Schritt. In unserem Beispiel erhélt
man

5
[273] 2 [275]
) [2,9]
4
179
2 [g@]
35 9 71 9 143 9 143 287
D | —,-] D D

61 2 5 2 e 2 e sl 2

Das Heron-Verfahren

Die in Beispiel 43.2 angefiihrte Dezimalbruchfolge wirkt vertraut, weil die
Dezimalziffernentwicklung vertraut ist, und weil das das ist, was der Taschen-
rechner ausspuckt. Es gibt aber Folgen, die weit schneller die Quadratwur-
zel berechnen und die auch der Taschenrechner verwendet. Das sogenannte
Heron-Verfahren (auch babylonisches Wurzelziehen genannt) ist ein typisches
Beispiel dafiir, dass Dezimalbruchfolgen im Allgemeinen nicht optimal sind,
und es kiinstlich wére, sich auf sie zu beschranken.

BEISPIEL 43.4. Wir wollen die Quadratwurzel einer natiirlichen Zahl ,be-
rechnen®, sagen wir von 5. Eine solche Zahl z mit der Eigenschaft 2> = 5
gibt es nicht innerhalb der rationalen Zahlen, wie aus der eindeutigen Prim-
faktorzerlegung folgt. Wenn € R ein solches Element ist, so hat auch —x
diese Eigenschaft. Mehr als zwei Losungen kann es aber nach Aufgabe 42.12
nicht geben, so dass wir nur nach der positiven Losung suchen miissen.

Obwohl es innerhalb der rationalen Zahlen keine Losung fiir die Gleichung
x? = 5 gibt, so gibt es doch beliebig gute Approximationen innerhalb der
rationalen Zahlen dafiir. Beliebig gut heifit dabei, dass der Fehler (oder die
Abweichung) unter jede positive Schranke gedriickt werden kann. Das klas-
sische Verfahren, um eine Quadratwurzel beliebig gut anzunédhern, ist das
Heron-Verfahren, das man auch babylonisches Wurzelziehen nennt. Dies ist
ein iteratives Verfahren, d.h., die nédchste Approximation wird aus den vor-
ausgehenden Approximationen berechnet. Beginnen wir mit a := zy := 3
als erster Ndherung. Wegen 22 = 3> = 9 > 5 ist xp zu groB, d.h. es ist
zo > /5. Aus a® > 5 (mit a positiv) folgt zunichst 5/a*> < 1 und daraus
(5/a)? < 5,d.h. 5/a < /5. Man hat also die Abschitzungen

5
a<\/5<a
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wobei links eine rationale Zahl steht, wenn rechts eine rationale Zahl steht.
Eine solche Abschéitzung vermittelt offenbar eine quantitative Vorstellung
dariiber, wo /5 liegt. Die Differenz a — 5/a ist ein Maf fiir die Giite der

Approximation.

Beim Startwert 3 ergibt sich, dass die Quadratwurzel von 5 zwischen 5/3 und
3 liegt. Man nimmt nun das arithmetische Mittel der beiden Intervallgrenzen,
also

Wegen (%)2 = 439 > 5 ist dieser Wert wieder zu gro und daher liegt /5
im Intervall [5 - %, g] Von diesen Intervallgrenzen nimmt man erneut das
arithmetische Mittel und setzt
15
Tty 47

2 21
als néchste Approximation. So fortfahrend erhilt man eine immer besser
werdende rationale Approximation von v/5.

Wi

o =

BEISPIEL 43.5. Wir berechnen eine approximierende Folge zu v/5 wie in
Beispiel 43.4, allerdings mit dem Startwert 2. Die ersten Folgenglieder sind
9 161 51841
T47 727231847
Der letzte Wert stimmt schon in acht Nachkommastellen mit dem wahren
Wert iiberein.

Heron von Alexandria (1. Jahrhundert n.C.)

Allgemein ergibt sich das folgende Heron-Verfahren.
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VERFAHREN 43.6. Es sei ¢ € K ein positives Element in einem angeordne-
ten Korper. Die Heron-Folge zum positiven Startwert xq ist rekursiv durch

Tn + o
Tpi1 = —
definiert.
Man berechnet also sukzessive das arithmetische Mittel aus z,, und <. Das

Produkt dieser beiden Zahlen ist ¢, somit ist die eine Zahl groﬁer und die
andere Zahl kleiner als y/c. Die Idee des Verfahrens liegt darin, in der Mitte
dieser beiden Zahlen eine bessere Approximation zu finden. Die Folgenglie-
der der Heron-Folge sind offenbar stets positiv. Typischerweise startet man
mit einer natiirlichen Zahl als Anfangswert die in der Groflenordnung der
Quadratwurzel von c liegt.

Die Idee, die dem Heron-Verfahren zugrunde liegt, kann man auch so ver-
stehen: Man mochte ein Quadrat mit dem Flacheninhalt ¢, also mit der Sei-
tenldnge /c konstruieren. Man gibt sich eine approximierende Seitenlinge
x vor und betrachtet das Rechteck, dessen eine Seitenlinge x und dessen
Flacheninhalt ¢ ist. Dann muss die zweite Seitenldnge gleich £ sein. Wenn x
zu grof} ist, muss < zu klein sein. Fiir das néchste approximierende Recht-
eck nimmt man als eine Seitenldnge das arithmetische Mittel aus den beiden

Seitenldngen des vorhergehenden Rechtecks.

SATZ 43.7. Es sei K ein angeordneter Korper und ¢ € K. Es sei xg ein
positiver Startwert und (z,,), oy die zugehdrige Heron-Folge. Dann gelten fol-
gende Aussagen.

(1) Firn > 1 ist

und

2

c

— <ec
(xn)

(2) Die Heron-Folge ist ab dem ersten Glied fallend.

(3) Es ist
c c
C[=
] € [
fiirn > 1.
(4) Fir die Intervalllingen
by = x, — <
In
gilt die Beziehung
1
£n+1 - EL




und bei ¢ > 1 gilt insbesondere

1
gn—l—l S ZE?L

Beweis. (1) Es gilt
2—c = (
2
n 1 —1—20—1— 20 —
— 1 —C
_20+ 2
— n 1
2
- ( )
> 0.
Somit ist

2
T, = ¢

2
Wegen z,, - .= = c folgt nach Lemma 19.13 (8), dass (é) < cist.
(2) Aufgrund von (1) ist

c\° 9
— <c<zx
Tn

und aufgrund des strengen Wachstums des Quadrierens im positiven
Teil ist

c
— < x,.

Tn
Nach Aufgabe 24.9 liegt das arithmetische Mittel stets zwischen den
beiden Zahlen, also ist
c

- S Tn41 S L.
Ty

(3) Dies folgt aus (1) und (2).
(4) Nach der Rechnung in Teil (1) ist

2
C 33721+1 — C ]. C
Tn+1 — = = 4 Tp — — | -
Tn+41 Tn+41 Tn+41

Beic > 1 ist
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Das eben beschriebene Verfahren liefert also zu jeder natiirlichen Zahl n eine
Folge, die eine durch eine gewisse algebraische Eigenschaft charakterisierte
Zahl beliebig gut approximiert. Bei vielen technischen Anwendungen geniigt
es, gewisse Zahlen nur hinreichend genau zu kennen, wobei allerdings die
bendtigte Giite der Approximation von der technischen Zielsetzung abhéngt.
Es gibt im Allgemeinen keine Giite, die fiir jede vorstellbare Anwendung
ausreicht, so dass es wichtig ist zu wissen, wie man eine gute Approximation
durch eine bessere Approximation ersetzen kann und wie viele Schritte man
machen muss, um eine gewiinschte Approximation zu erreichen. Dies fiihrt
zu den Begriffen Folge und Konvergenz.

Folgen

Wir wiederholen die Begriffe Folge und Konvergenz in einem angeordneten
Korper, die wir schon in der 28. Vorlesung im Kontext des Divisionsalgorith-
mus erwahnt haben.

DEFINITION 43.8. Es sei M eine Menge. Eine Abbildung
N— M, n+— z,,

nennt man auch eine Folge in M. Eine Folge wird haufig in der Form

(xn)neN

geschrieben.

Eine Folge wird zumeist als (x,), oy, oder einfach nur kurz als (x,), ge-
schrieben. Manchmal sind Folgen nicht fiir alle natiirlichen Zahlen definiert,
sondern nur fiir alle natiirlichen Zahlen > N. Alle Begriffe und Aussagen las-
sen sich dann sinngemé&fl auch auf diese Situation {ibertragen. Grundsatzlich
gibt es Folgen in jeder Menge, fiir die meisten Eigenschaften, fiir die man
sich im Kontext von Folgen interessiert, braucht man aber eine zusétzliche
,topologische Struktur®, eine Struktur, mit der man ,,N&he“ erfassen kann,
wie sie in einem angeordneten Korper existiert. Dies gilt insbesondere fiir
den folgenden zentralen Begriff.

DEFINITION 43.9. Es sei (x,),.y eine Folge in einem angeordneten Kérper
und es sei x € K. Man sagt, dass die Folge gegen x konvergiert, wenn
folgende Eigenschaft erfiillt ist.

Zu jedem € € K, € > 0, gibt es ein ng € N derart, dass fiir alle n > ngq die
Beziehung

|z, —x| < €
gilt. In diesem Fall heiflit x der Grenzwert oder der Limes der Folge. Dafiir
schreibt man auch

lim z, = =.
n—o0

Wenn die Folge einen Grenzwert besitzt, so sagt man auch, dass sie konver-
giert (ohne Bezug auf einen Grenzwert.), andernfalls, dass sie divergiert.
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Man sollte sich dabei die vorgegebenen e als kleine, aber positive Zahlen
vorstellen, die jeweils eine gewiinschte Zielgenauigkeit (oder einen erlaubten
Fehler) ausdriicken. Die natiirliche Zahl ng ist dann die Aufwandszahl, die
beschreibt, wie weit man gehen muss, um die gewiinschte Zielgenauigkeit zu
erreichen, und zwar so zu erreichen, dass alle ab ng folgenden Glieder in-
nerhalb dieser Zielgenauigkeit bleiben. Konvergenz bedeutet demnach, dass
man jede gewiinschte Genauigkeit bei hinreichend groflem Aufwand auch er-
reichen kann. Je kleiner die Zielgenauigkeit, also je besser die Approximation
sein soll, desto hoher ist im Allgemeinen der Aufwand.

Statt mit beliebigen positiven Zahlen € kann man bei einem archimedisch an-
geordneten Korper auch mit den Stammbriichen, also den rationalen Zahlen
%, k € N, arbeiten, siche Aufgabe 28.35. Zu einem ¢ > 0 und x € K nennt
man das Intervall |z — ¢, 2 + €[ auch die e- Umgebung von x.

a-g a

| e
$ <

&
o
&
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