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Lineare Algebra

Vorlesung 16

Vorli mag so ziemlich alles. Nur Handies findet sie blod. Sie sind definitiv nix
zum Fressen. Aber auch nix zum Spielen, da sie ablenken, ohne zu zerstreuen.

Die Determinante

Kann man einer quadratischen n x n-Matrix ,,auf einen Blick“ ansehen, ob
sie invertierbar ist? Gibt es einen Ausdruck in den n? Eintrigen der Matrix,
mit dem man dies entscheiden kann? Diese Frage wird positiv durch die
Determinante beantwortet.

DEFINITION 16.1. Es sei K ein Korper und sei M = (a;);; eine n x n-
Matrix tiber K. Zui € {1,...,n} sei M; diejenige (n — 1) x (n — 1)-Matrix,
die entsteht, wenn man in M die erste Spalte und die i-te Zeile weglésst.
Dann definiert man rekursiv die Determinante von M durch

det M = {211 . fa}ls n=1,
Zi:l(_l)H— a;;pdet M; firn > 2.

Die Determinante ist nur fiir quadratische Matrizen definiert. Die in der
Definition auftretenden Matrizen nennt auch Streichungsmatrizen. Fiir kleine
n kann man die Determinante einfach ausrechnen.

BEISPIEL 16.2. Fiir eine 2 x 2-Matrix
a b
= (2 u)

a b
det (c d) =ad—cb.
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Als Merkregel fiir eine 3 x 3-Matrix verwendet man die Regel von Sarrus. Man
wiederholt die erste Spalte als vierte Spalte und die zweite Spalte als fiinfte
Spalte. Die Produkte der durchgezogenen Diagonalen werden positiv genommen,
die Produkte der gestrichelten Diagonalen negativ.

a1; Aaiz2 i3
BEISPIEL 16.3. Fiir eine 3 x 3-Matrix M = | as1 ags as3 | ist
a31 a3z Aas3

11 aiz2 a3

det | a21 a2 ag3 | = a11a22a33+a12a93a31 401302130 — 013022031 — Q11023032 — Q1202133 -

agy Qaz2 as3
Dies nennt man die Regel von Sarrus.

LEMMA 16.4. Fiir eine obere Dreiecksmatriz

by
0 by =«
M =
0 0 b,_1 =*
0 0 b,

18t
det M = blbg' . ‘bnflbn.

Insbesondere ist fiir die Einheitsmatriz det E,, = 1.

Beweis. Dies folgt mit einer einfachen Induktion direkt aus der Definition
der Determinante.
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Multilineare und alternierende Abbildungen

Wir fithren zwei Begriffe ein, die wir im Moment hauptséchlich zum weiteren
Verstandnis der Determinante brauchen.

DEFINITION 16.5. Es sei K ein Korper und seien Vi,...,V, und W Vek-
torrdume iiber K. Eine Abbildung

O Vix-oxV, —W
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heift multilinear, wenn fir jedes ¢ € {1,...,n} und jedes (n — 1)-Tupel
(U1, .., Vim1, Vi1, . .., Uy) mit v; € V; die induzierte Abbildung

‘/i — W, Vi /> (I)(Ul, ey Vi1, Uy Vi1 e e ,Un),

K-linear ist.

Bein = 2 spricht man auch von bilinear. Beispielsweise ist die Multiplikation
in einem Korper K, also die Abbildung

Kx K — K, (z,y) — xy,

bilinear. Ebenso ist zu einem K-Vektorraum V mit Dualraum V* die Aus-
wertungsabbildung

VXV* —>K7 (va) '—>f(U),
bilinear.

LEMMA 16.6. Es set K ein Korper und seien Vi, ..., V, und W Vektorrdume
tiber K. Es set

b Vix--xV,—W
eine multilineare Abbildung und es seien vyj, ..., vpm,; € Vjunda;; € K.Dann
15t

mi Mmn
o E @1V, - - -, E AinVin, | = E Qi1 'ainnq)(villa .
i=1 i=1

(il,...,in)e{l,...,ml}x---x{l,...,mn}
Beweis. Siehe Aufgabe 16.17. O

DEFINITION 16.7. Es sei K ein Korper, V und W seien K-Vektorrdume und
sei n € N. Eine multilineare Abbildung

P V'"=Vx...-xV —W
————

n-mal
heifit alternierend, wenn folgendes gilt: Fallsinv = (vq,...,v,) zwei Eintrige
tibereinstimmen, also v; = v, fiir ein Paar ¢ # j, so ist
d(v) = 0.

Bei einer alternierenden Abbildung muss an jeder Stelle der gleiche Vektor-
raum stehen.

LEMMA 16.8. Es sei K ein Kdorper, V und W seien K-Vektorriume und sei
n € N. Es sei
O V'=VXx---xV—W
—_———

n-mal

eine alternierende Abbildung. Dann gilt

(I)(Ula sy Up15Upy Upg1y - o+ 3 Us—1, Usy Us g1 - - - >Un> = —q)(’l)l, coey Upa1, Vs, Upg, -

D.h. wenn man zwei Vektoren vertauscht, so dndert sich das Vorzeichen.

o Vin).

vy Us—1,Upy Usa1y - - -

?



Beweis. Aufgrund der Definition von alternierend und Lemma 16.6 gilt

0 = @(Ula--'7UT—I7U7‘+vsavr+17'"7Us—l7vr+vsavs+17"~7Un)
= q)(vla"'7UT—17U7‘71}T‘+17"'7v8—17U57v8+17"'7vn)+q)(vla"'7U7"—1avsavr+17'"7Us—1av7”avs+1a

g

Die Determinante ist eine alternierende Abbildung

Wir wollen zeigen, dass die rekursiv definierte Determinante eine multilineare
und alternierende Abbildung ist, wenn man die Identifizierung

Mat, (K) = (K")"

vornimmt, bei der einer Matrix das n-Tupel der Zeilen der Matrix zugeordnet
wird. Wir fassen also im Folgenden eine Matrix als ein Spaltentupel

U1

Un
auf, wobei die einzelnen Eintrége v; Zeilenvektoren der Léange n sind.
SATZ 16.9. Es sei K ein Korper und n € Ny.Dann ist die Determinante
Mat, (K) = (K")" — K, M — det M,

multilinear.D.h., dass fiir jedes k € {1,... ,n}, firjen—1 Vektoren vy, ..., Up_1,Vps1,---,Un €
K" und fiir u,w € K™ die Gleichheit
V1 (%1 U1
V-1 Vk—1 Vk—1
det |u+w | =det| wu +det | w
Vk+1 Uk+1 Uk+1
Un Un, Un,

und fir s € K die Gleichheit

U1 U1
V-1 Vk—1
det | su = sdet U
Vk+1 Vk+1
U’I’L ,U’VL

qgilt.



Beweis. Es seien

U1 U1 U1
V-1 Vk—1 B V-1
M= u | M:=| w und M := |u+w |,
Vk+1 Vk+1 Vk+1

wobei wir die Eintrige und die Streichungsmatrizen analog bezeichnen. Ins-
besondere ist alsou = (a1, ..., ag,) und w = (ayy, ..., a,) . Wir beweisen
die Aussage des Satzes durch Induktion nach n, wobei der Fall n = 1 klar
ist. Fir ¢ # kist a; = ajy = aj; und

det M; = det M; + det M|

nach Induktionsvoraussetzung. Fiir i = k ist My = M| = Mk und es ist
ag1 = ak1 + ap,. Insgesamt ergibt sich

det]\7[ = Z(—l)”ldﬂ det Ml

=1
n

= > (=1 (det M; + det M))
i=1, itk )
+(=1)" (an + ag,y ) (det My,)
= Z (—1)“_1(1,1‘1 det Mz + Z (—1)“—1&1‘1 det Mz/

i=1, ik i=1,i#k
+(—=1)*ag, det My, + (—1)Fa),, det M,

n

= Z(—l)i“ail det M; + Z (—1)"a; det M]
i=1 i=1, ik,
+(—=1)al, det M,

— Z(—l)i“ail det M; + Z(—l)”lag1 det M
i=1 i=1

= det M + det M".

Die Vertraglichkeit mit der skalaren Multiplikation beweist man dhnlich, sie-
he Aufgabe 16.22.

0
SATZ 16.10. Es seit K ein Korper und n € Ny.Dann ist die Determinante
Mat, (K) = (K")" — K, M — det M,

alternierend.



Beweis. Wir beweisen die Aussage durch Induktion iiber n, wobei es fiir
U1
n = 1 nichts zu zeigen gibt. Es sei alson > 2und M = | : | = (ay),;
Un
Die relevanten Zeilen seien v, und v, mit r < s. Nach Definition ist det M =
S (=1)"ta; det M;. Nach Induktionsvoraussetzung sind dabei det M; =
0 fiir ¢ # r,s, da ja dann zwei Zeilen iibereinstimmen. Damit ist

det M = (—=1)""a,q det M, + (—1)*"tay, det M,

wobei a,; = ag ist. Die beiden Matrizen M, und M, haben die gleichen Zei-
len, allerdings tritt die Zeile z = v, = v, in M, als die (s—1)-te Zeile und in
M, als die r-te Zeile auf. Alle anderen Zeilen kommen in beiden Matrizen in
der gleichen Reihenfolge vor. Durch insgesamt s —r — 1 Vertauschungen von
benachbarten Zeilen kann man M, in M, iiberfithren. Nach der Induktions-
voraussetzung und Lemma 16.8 unterscheiden sich daher die Determinanten
um den Faktor (—1)*7""1 also ist det M, = (—1)*""!det M,. Setzt man
dies oben ein, so erhdlt man

det M = (=1)""a,; det M, + (—1)*ay det M,

= aq((-1)"" detM + (=1)**(=1)* """ det M,)
= an((=1)""" 4+ (=1)*7") det M,

— an((-1) by ) det M,

= 0.
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Durch die Eigenschaft, alternierend zu sein, vereinfacht sich das Berechnen
der Determinante. Insbesondere kann man gut iiberblicken, wie sich die De-
terminate bei elementaren Zeilenumformungen verhilt. Wenn man eine Zeile
mit einer Zahl s multipliziert, so muss man die Determinante auch mit s
multiplizieren. Wenn man Zeilen vertauscht, so dndert sich das Vorzeichen
der Determinante. Wenn man eine Zeile (oder ein Vielfaches davon) zu einer
anderen Zeile hinzuaddiert, so dndert sich die Determinante nicht.

SATZ 16.11. Es sei K ein Korper und sei M eine n X n-Matrix tiber K.Dann
sind die folgenden Aussagen dquivalent.

(1) Es ist det M # 0.
(2) Die Zeilen von M sind linear unabhingig.
(3) M ist invertierbar.
(4) Es ist rang M = n.
Beweis. Die Beziehung zwischen Rang, Invertierbarkeit und linearer Un-

abhéngigkeit wurde schon in Korollar 12.16 gezeigt. Es seien die Zeilen line-
ar abhéngig. Wir kénnen nach Zeilenvertauschungen annehmen, dass v, =



Z?;ll s;v; ist. Dann ist nach Satz 16.9 und Satz 16.10

Ul 'Ul
. n—1 .
det M = det : = Zsl- det : = 0.
Un;l i=1 U'n,—l
Z?:} S;U; Vj

Es seien nun die Zeilen linear unabhéngig. Dann kann man durch Zeilen-
vertauschungen, Skalierung und Addition einer Zeile zu einer anderen Zeile
die Matrix sukzessive zur Einheitsmatrix transformieren. Dabei dndert sich
die Determinante stets durch einen von 0 verschiedenen Faktor. Da die De-
terminante der Einheitsmatrix nach Lemma 16.4 gleich 1 ist, muss auch die
Determinante der Ausgangsmatrix # 0 sein.

O
rrs r1+r2+r3
BEMERKUNG 16.12. ™
Bei K = R steht die Determinante in einer engen Beziehung zu Volumina
von geometrischen Objekten. Wenn man im R™ Vektoren vy, ..., v, betrach-

tet, so spannen diese ein Parallelotop auf. Dieses ist definiert als
P = {syv1 + -+ 5,0, | 5; € [0,1]}.

Es besteht also aus allen Linearkombinationen der Vektoren, wobei aber die
Skalare auf das Einheitsintervall beschrinkt sind. Wenn die Vektoren linear
unabhéngig sind, so handelt es sich wirklich um einen ,,voluminésen* Kérper,
andernfalls liegt ein Objekt von niedrigerer Dimension vor. Es gilt nun die
Beziehung
vol P = [det (vq,...,u,)],

d.h. das Volumen des Parallelotops ist der Betrag der Determinante derjeni-
gen Matrix, die entsteht, wenn man die aufspannenden Vektoren hinterein-
ander schreibt.

Fiir einen Beweis der eben genannten Beziehung zwischen Determinante und
Volumen siehe Satz 7.2 (Maf- und Integrationstheorie (Osnabriick 2022-
2023)).
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