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Ueber unendliche, lineare Punkfmannichfaltigkeiten.

Von Geora Cantor in Halle a. d. Saale.

L 1817)

In einer, im Borchardt’schen Journale, Bd. 84, pag 242
herausgegebenen Abhandlung habe ich fur ein sehr weitreichendes
Gebiet von geometrischen und arithmetischen, sowohl continuirlichen,
wie discontinuirlichen Mannichfaltigkeiten den Nachweis gefiihrt, dass
sie eindeutig und vollstindig einer geraden Strecke oder einem discon-
tinuirlichen Bestandtheile von ihr sich zuordnen lassen.

Hierdurch gewinnen die letzteren Mannichfaltigkeiten, wir nennen
sie lineare Punkitmannichfaltigkeiten oder ktrzer lineare Punkimengen,
welche also entweder eine continuirliche, endliche oder unendliche,
gerade Strecke bilden oder doch mit allen ihren Punkten in einer
solchen, als Theile enthalten sind, ein besonderes Interesse, .und es
diirfte daher nicht unwerth sein, wenn wir denselben eine Reihe von
Betrachtungen widmen und zuniichst im Folgenden ihre Classification
untersuchen wollen. Verschiedene Gesichtspunkte und damit verbundene
Classificationsprincipien fithren uns dazu, die linearen Punktmengen
in gewisse Gruppen zu fassen. Um mit einem dieser Gesichtspunkte
zu beginnen, erinnern wir an den Begriff der Ableifung einer gegebenen
Punktmenge P, welcher in einer Arbeit iiber trigonometrische Reihen
(Math. Annalen, Bd. V, pag. 129) dargelegt worden ist; in dem jiingst
erschienenen Werke Dini’s (Fondamenti per la teorica d. funzioni d.
variabili reali, Pisa, 1878) sehen wir diesen Begriff noch weiter ent-
wickelt, indem er als Ausgangspunkt fiir eine Reihe bemerkenswerther
Verallgemeinerungen von bekannten analytischen Sitzen genommen
wird.*) Der Begriff der Ableitung einer gegebenen Mannichfaltigkeit
ist {iibrigens nicht auf die linearen Mannichfaltigkeiten beschrinkt,
sondern gilt in gleicher Weise auch fir die ebenen, riumlichen und
n-fachen stetigen und unstetigen Maunichfaltigkeiten. Auf ihn wird,
wie wir spiter zeigen wollen, die einfachste und zugleich vollstindigste
Erklirung resp. Bestimmung eines Continuums gegriiudet.

*) Man vergleiche auch: Ascoli. Nuove ri;:herche sulla serie di Fourier,
Reale Academia dei Lincei (1877 —178)

Mathematische Annalen, XV. 1



2 G. Caxson,

Die Ableitung P’ einer linearen Puuktmenge P ist nimlich die
Mannichfaltigkeit aller derjenigen Punkte, welche die Eigenschaft eines
Grenzpunkies von P besitzen, wobei es nicht darauf ankommt, ob der
Grenzpunkt zugleich ein Punkt von P ist oder nicht.

Da hiernach die Ableitung einer Punktmenge P wieder eine be-
stimmte Punktmenge P ist, so kann auch von dieser die Ableitung
gesucht werden, welche alsdann sweite Ableitung von P genannt und
mit P” bezeichnet wird; durch eine Fortsetzung dieses Verfahrens er-
hilt man die »‘* Ableitung von P, welche mit P® bezeichuet wird.

Hier kaun es nun vorkommen, dass der Progress der Ableitungen
P, P’,...zu einer Ableitung P® fithrt, welche aus Punkten besteht,
die in jedem endlichen Bereiche nur in endlicher Anzahl vorkommen,
g0 dass P®™ keine Grenzpunkte und folglich auch keine Ableitung hat;
in diesem Falle sagen wir von der Punktmenge P, dass sie von. der
ersten Gattung und von der mt®® Art sei. Bricht aber die Reihe der
Ableitungen von P, die Reihe P, P”, P, ... P, ... nicht ab, so
sagen wir, dass die Punktmenge P von der sweiten Gattung sei.

Leicht erkennt man hieraus, dass wenn P von der ersten Gattung
und n'er Art ist, alsdann auch P’, P”, P” ... zur ersten Gattung

gehoren und dabei resp. von der n—1ten, p—2ten g __3ten. .. Art
sind, dass ferner, wenn P zur zweiten Gattung gehort, ein gleiches
auch von allen ihren Ableitungen P’, P” . . . gilt. Bemerkenswerth
ist ferner, dass alle Punkte von P”, P” ... auch immer Punkte von
P’ sind, wihrend ein zu P’ gehoriger Punkt nicht nothwendig auch
ein solcher von P ist.

Weiter ergeben sich wichtige Charaktere einer Punktmenge P,
wenn ihr Verbalten zu einem gegebenen, continuirlichen Intervall
(a - -+ B), (dessen Endpunkte wir als ihm zugehtrig ansehen) ins Auge
gefasst wird. Hier kann es vorkommen, dass einzelne oder auch alle
Punkte dieses Intervalles zugleich Punkte von P sind, oder auch dass
kein Punkt von (& - .- f) Punkt von P ist; im letzteren Fall sagen
wir, dass P ganz ausserhalb des Intervalles (« - .. f) liegt. Liegt P
theilweise oder ganz im Intervalle (« - - - 8), so kann der bemerkens-
werthe Fall eintreten, dass jedes noch so kleine in (a B) enthaltene
Intervall (p - -. &) Punkte von P enthilt. In einem solchen Falle
wollen wir sagen, dass P im Infervalle (« - - - B) diberall-dichi sei.
Beispiele von solchen im Intervall (& - - - f) tberall-dichten Punkt-
mengen sind: 1) Jede Punktmenge, zu welcher alle Punkte des Inter-
valles (« - - - §) als Elemente mitgehoren, 2) die Punktmenge, welche
aus allen denjenigen Punkten des Intervalles (a - - - §) besteht, deren
Abscissen rationale Zahlen sind, 3) die Punktmenge, welche aus allen
denjenigen Punkten des Intervalles (« - - - 8) besteht, deren Abscissen
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Ynd i

2".

rationale Zahlen der Form

Zahlen) sind.

Aus dieser Erklarung des Ausdruckes ,tiberall-dicht in einem ge-
gebenen Intervalle folgt, dass wenn eine Punktmenge in einem Inter-
valle (@ - - - B) nicht diberall-dicht ist, ein in jenem enthaltenes Inter-
vall (p - .- d) nothwendig existiren muss, in welchem kein einziger
Punkt von P liegt. Ferner lisst sich zeigen, dass wenn P im Inter-
vall (« . . - B) liberall-dicht ist, alsdann von P’ nicht nur ein Gleiches
gilt, sondern dass auch P’ qalle Punkte des Intervalles (e . - - §) zu den
ibren hat. Diese Eigenschaft von P’ liesse sich auch zum Ausgangs-
punkte der Erklirung des Ueberall -dicht-seins in einem Intervalle
nehmen, indem man sagen kann: eine Punktmenge P wird in einem
Iutervalle (a - - - B) tiberall-dicht genannt, wenn ihre Ableitung P’
alle Punkte von (@ - - - B) als Elemente enthilt.

Ist P tiberall-dicht in einem Intervalle (« .- - f), so ist P auch
tiberall-dicht in jedem andern Intervalle (a’- - - f°), welches in jenem
Intervalle enthalten ist.

Eine in einem Intervalle (a - - - B) tiberall-dichte Punktmenge P
ist nothwendig von der sweiten Gattung; denn auch P’ und daher
auch P”, P”, ... sind alsdann im Intervalle (« - - . B) iiberall-dicht,
dieser Progress der Ableitungen von P ist daher ein unbegrenzter,
d. h. P gehdrt der sweiten Gattung an.

Daraus ziehen wir den Schluss, dass eine Punktmenge P der
ersten Gattung in irgend einem vorgegebenen Intervalle (& - - - B) sicher -
nicht iberall-dicht ist, dass folglich immer innerhalb (e ---g) ein
Intervall (y - . - d) gefunden werden kann, welches keinen einzigen
Punkt von P enthilt. ,

Ob nun auch umgekehrt jede Punktmenge der sweiten Gattung so
beschaffen ist, dass ein Intervall (- .- ) existirt, in welchem sie
iberall- dicht ist, diese Frage wird uns spiter beschiftigen.

Wir kommen nun zu einem ganz andern, nicht weniger bedeu-
tungsvollen Eintheilungsgrunde fiir lineare Punktmannichfaltigkeiten,
namlich zu ihrer Mdchtigkeit.

In der oben angefithrten Abhandlung*) haben wir allgemein von
zwei geometrischen, arithmnetischen oder irgend einem andern, scharf
ausgebildeten Begriffsgebiete angehorigen Mannichfaltigkeiten M und
N gesagt, dass sie gleiche Michtigkeit haben, wenn man im Stande
ist, sie nach irgend einem bestimmten Gesetze so einander zuzuordnen,
dass zu jedem Elemente von M ein Element von N und auch um-
gekehrt zu jedem Elemente von N ein Element von M gehort.

(wo # und m ganze, rationale

*) Borchardt’s Journal, Bd. 84, pag. 242.
. 1%
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Je nachdem nun zwei Mannichfaltigkeiten von gleicher oder ver-
schiedener Michtigkeit sind, konnen sie einer und derselben Classe
oder wverschiedenen Classen zugetheilt werden. Diese allgemeinen
Regeln lassen sich nun im Besondern auf die linecaren Pumkimengen
anwenden und es zerfallen daher dieselben in bestimmte Olassen; die
Punktmengen einer Classe sind alle von gleicher Michtigkeit, dagegen
Punktmengen, welche verschiedenen Klassen zugetheilt sind, verschie-
dene Michtigkeit haben.

Jede specielle Punktmenge kann als Reprdsentant derjenigen Classe
betrachtet werden, in welche sie gehort.

In erster Linie bietet sich hier die Classe der n's Unendliche ab-
zihlbaren Punktmengen dar, d. h. diejenigen Punktmengen, welche
mit der natiirlichen Zahlenreihe: 1,2,3,...,v, ... gleiche Miichtig-
keit haben und sich also in der Form einer einfach unendlichen Reihe,
mit einem allgemeinen von v abhiingigen Gliede, vorstellen lassen.
In diese Classe gehdren beispielsweise alle Punktmengen der ersten
Gattung; aber auch viele Punktmengen der sweiten Gattung fallen in
diese Classe, wie beispielsweise: 1) die Punktmenge, welche aus allen
Punkten eines Intervalles besteht, deren Abscissen rationale Zahlen
3ind*), 2) die Punktmenge, welche aus allen Punkten eines Inter-
valles besteht, deren Abscissen algebraische Zahlen sind**).

Sodann tritt uns diejenige Classe linearer Punktmengen entgegen,
als deren Repriisentant wir ein beliebiges stetiges Intervall, z. B. die
Menge aller Punkte betrachten, deren Abscissen >0 und <1 sind.

In diese Classe gehoren beispielsweise:

1) Jedes stetige Intervall (... f).

2) Jede Punktmenge, die aus mehreren getrennten, stetigen Inter-
vallen (¢...B), (& ...f), (¢”...B") ..., in endlicher oder unend-
licher Anzahl besteht.

3) Jede Punktmenge, welche aus einem stetigen Intervalle da-
durch hervorgeht, dass man eine endliche oder abzihlbar unmendliche
Mannichfaltigkeit von Punkten @,, @,, . . ., @,, ...daraus entfernt***).

Ob diese beiden Classen die einzigen sind, in welche die linearen
Punktmengen zerfallen, soll hier zunéchst noch nicht untersucht werden;
dagegen wollen wir den Nachweis fithven, dass dieselben in Wirklich-
keit wverschiedene Classen sind; um dies zu beweisen ist zu zeigen
nothig, dass irgend zwei Repriisentanten dieser beiden Classen sich
nicht eindeutig und vollstindig einander zuordnen lassen.

Als Repriisentanten der zweiten Classe wiihlen wir auch hier

*) Man vergl. Borchardt’s Journal, Bd. 84, pag. 250.
**) Man vergl. Borchardt's Journal, Bd. 77, pag. 268.
*+¢) Man vergl. Borchardt’s Journal, Bd. 84, pag. 264.
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das stetige Intervall (0. ..1); wiirde diese Mannichfaltigkeit zugleich
in die erste Classe gehoren, so miisste eine einfach unendliche Reihe

mu“’z; vy @y,

existiren, die aus allen reellen Zahlen >0 und <1 besteht, so dass
jede solche Zahl ¢ an einer bestimmtien Stelle in jener Reihe vor-
handen wire. Dem widerspricht aber ein sehr allgemeiner Satz,
welchen wir in Borchardt’s Journal, Bd. 77, pag. 260, mit aller
Strenge bewiesen haben, nimlich der folgende Satz:

nHat man eine einfach unendliche Reihe

@), Wy, ..., O, .

von recllen, ungleichen Zahlen, die nach irgend cinem Gesetz fortschreiten,
so lasst sich in jedem vorgegebenen Intervalle (« ... p) eine Zahl y
(und folglich lassen sich deren umendlich viele) angeben, welche nicht
in jener Reihe (als Glied derselben) vorkommd.

In Anbetracht des grossen Interesses, welches sich an diesen Satz,
nicht blos bei der gegenwirtigen Erorterung, sondern auch in vielen®
anderen sowohl arithmetischen, wie analytischen Beziehungen, kniipft,
diirfte es nicht iiberfliissig sein, wenn wir die dort befolgte Beweis-
fibrung, unter Anwendung vereinfachender Modificationen, hier deut-
licher entwickeln.

Unter Zugrundelegung der Reihe:

@y, @yyony Gyy. ..,

(welcher wir das Zeichen (@) beilegen) und eines beliebigen Inter-
valles (... ), wo & < @ ist, soll also nun gezeigt werden, dass in
diesem Intervalle eine reelle Zahl 7 gefunden werden kann, welche in
(w) nicht vorkommt.

I. Wir bemerken zuniichst, dass wenn unsre Mannichfaltigkeit
(@) in dem Intervall («...f) mcht tiberall- dicht ist, innerhalb dieses
Intervalles ein anderes (p ...d) vorhanden sein muss, dessen Zahlen
sammtlich nicht zu (@) gehdren; man kann alsdann fiir % irgend eine
Zahl des Intervalls (y ... 0d) wihlen, sie liegt im Intervalle (a...p)
und kommt sicher in unsrer Reihe (@) nicht vor. Dieser Fall bietet
daher keinerlei besondere Umstéinde; und wir kénnen zu dem schwic-
rigeren {ibergehen.

II. Die Mannichfaltigkeit (o) sei im Intervalle (« ... ) dberall-
dicht. In diesem Falle enthélt jedes, noch so kleine in (a...p) ge-
legene Intervall (y...d) Zahlen unserer Reihe (w). Um wzu zeigen,
dass nichisdestoweniger Zahlen 7 im Intervalle («...p) existiren,
welche in (@) nicht vorkommen, stellen wir die folgende Betrachtung an.

Da in unserer Reihe:

@, Gy, ..., O .
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sicher Zahlen innerhalb des Intervalls (a ... ) vorkommen, so muss
eine von diesen Zahlen den kleinsten Index haben, sie sei ,,, und eine
andere: @,, mit dem niichst grosseren Index behaftet sein.

Die kleinere der beiden Zahlen o,,, ®., werde mit o', die grossere
mit g bezeichnet. (Ibre Gleichheit ist ausgeschlossen, weil wir voraus-
setzten, dass unsere Reihe aus lauter ungleichen Zahlen besteht.)

Es ist alsdann der Definition nach:

el < <P, .

ferner:

% < %)
und ausserdem ist zu bemerkeu, dass alle Zahlen @, unserer Reihe,
fiir welche p < x, nicht im Innern des Intervalls (e’ ... §) liegen, wie

aus der Bestimmung der Zahlen w,,, @, sofort erhellt Ganz ebenso
mogen @.,, @,, die beiden mit den kleinsten Indices versehenen Zahlen
unserer Reihen sein, welche in das Immerc des Intervalls («...8)
fallen und die klemere der Zahlen @y, O, werde mit e, die grossere
mit B” bezeichnet.

Man hat alsdann:

o <ad <P <P,
2 < %y < %,
und man erkennt, dass alle Zahlen @, unserer Reihe, fiir welche
p < %, nicht in das Innere des Intervalls (a” ... ") fallen.

Nachdem man unter Befolgung des glexchen Gesetzes zu einem
Intervall (a®-Y, . .. =) gelangt ist, ergiebt sich das folgende Intervall
dadurch aus demselben, dass man die beiden ersten (d. h. mit niedrigsten
Indices versehenen) Zahlen unserer Reihe (@) aufstellt (sie seien s, ,
und @, ), welche in das Innere von (e~ ... 0—1) fallen; die kleinere
dieser beiden Zahlen wird mit «"), die grossere mit §/” bezeichnet.

Das Interyall (a...p") liegt alsdann im Innern aller voran-
gegangenen Intervalle und hat zu unserer Reihe (@) die eigenthiimliche
Beziehung, dass alle Zahlen @,, fir welche u Z x3,, sicher nicht in
seinem Innern liegen. Da offenbar:

y <y <23 <oy Koy < Kygeg < Hgyy .o
uud diese Zahlen, als Indices, gance Zahlen sind, so ist:
%3, S 2,
und daber:
' v < %3y 5
wir konuen daher, und dies ist fiir das Folgende ausreichend, gewiss
sagen:
Dass, wenn v eine beliebige ganze Zahl ist, die Grisse o, ausser-
halb des Intervalls (« ... p™) liegt.
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Da die Zahlen «, «”, «, ..., ™, ... ihrer Grosse nach fort-
wihrend wachsen, dabei jedoch im Intervalle (« ... ) eingeschlossen
sind, so haben sie, nach einem hekannten Fundamentalsatze der Grossen-
lehre, eine Grenze, die wir mit 4 bezeichnen, so duss:

A = Lim «™ fiir v = 0o,
Ein Gleiches gilt fiir die Zahlen g°, 87, 8, ..., ", - - -, welche fort-

withrend abnehmen und dabei ebenfalls im Intervalle (... ) liegen;
wir nennen ihre Grenze B, so dass:
B == Lim g fiir v = oco.
Man hat offenbar:
a®” < A s B < ﬁ"'-

Es ist aber leicht zu sehen, dass der Fall 4 < B hier nicht vor-
kommen kann; da sonst jede Zahl o, unserer Reihe ausserhald des
Intervalles (4 ... B) liegen wiirde, indem o, ausserhalb des Intervalls
(e ... B) gelegen ist; unsere Reihe (@) wiire im Intervall (a...f8)
nicht wberalldicht, gegen die Vorausselzung.

Es bleibt daher nur der Fall 4 = B iibrig und es zeigt sich nun,
dass die Zahl:

n=A4=2B
in unserer Reihe (w) mich¢ vorkommt. )

Denn, wiirde sie ein Glied unserer Reihe sein, etwa das o', so
hiitte man: 7§ = o,. .

Die letztere Gleichung ist aber fiir keinen Werth von v moglich,
weil  im Innern des Intervalls (a® ...p"), @, aber ausserhalb
desselben liegt.

Halle a. d. 8., im Januar 1879, (Fortsetzuug folgt.)



Ueber unendlich-vieldeutige geometrische Aufgaben,
insbesondere iber die Schliessungsprobleme.

Von A. Hurwirz in Hildesheim.

Es giebt in der Geometrie eine grosse Anzahl von Sitzen, die
aussagen, dass ein gewisses Ereigniss unendlich oft Statt hat, sobald
es nur ein Mal oder endlich oft eintritt.

Schon die &ussere Form dieser Sétze weist auf den Zusammenbang
hin, in welchem dieselben mit jenem Fundamentalsatze der Algebra
stehen, dass eine Gleichung mit einer Unbekannten, die mehr Wurzeln
hat als ihr Grad angiebt, unzihlig viele Wurzeln besitzt, indem sie
durch jeden Werth der Unbekannten befriedigt wird. )

In der That zieht man aus diesem Satze sofort die Folgerung:

Kann man bei einer, im Algemeinen n- deutigen Aufgabe, deren
Lisungen durch die Wureeln' einer Qleichung n'* Grades bestimmé
werden kinnen, im speciellen Falle mehr als n Losungen nachweisen,
so hat sie in diesem Falle unzdhlig viele Losungen.*)

Fir die von uns zu gebenden Anwendungen dieses Kriteriums auf
geometrische Aufgaben, ist es zweckmiissig dasselbe in folgende speciellere
Fassung zu bringen: .

nEindet swischen den Elementen einer einstufigen rationalen Mannig-
faltigkeit, &. B. den Punkten einer rationalen Curve, eine (algebraische)
. Correspondens (m, n) Statt — eine Correspondensz, vermioge welcher

jedem Elemente P w Elemente P’ und einem Elementc P’ m Elementc
P cnisprechen — und lassen sich bei dieser Correspondens mehr als
(m + n) Coincidenzen aufweisen, d. h. Elemente, in denen swei cinander
entsprechende Elemente susammenfallen, so hat die Correspondens un-
endlich viele solcher Elemente, und swar ist jedes Element Coincidenz-
element.

Zu letzterem Schlusse, dass jedes Element Coincidenzelement ist,
berechtigt uns der Umstand, dass die Gleichung, welche die Coincidenzen

*) Vgl Schubert, diese Annalen Bd. X, ,,Beitrige etc.*, den als Princip
von der Erhaltung der Anzahl bezeichneten Satez.
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der betreffenden Correspondenz bestimmt, unter der gemachten Voraus-
setzung, durch jeden Werth der Unbekannten befriedigt wird.

Ist die Correspondenz (m, n), welche mehr als (m + n) Coinci-
denzen hat, eine symmetrische (wie z. B. simmtliche weiter unten
zu betrachtende Correspondenzen), so bemerkt man leicht, dass dann
jedes Element mit mindestens swei der ihm entsprechenden Elemente

zusammenfillt.
" Wir wenden nun den so eben aufgestellten Satz auf die Schliessungs-
probleme an, und werden sehen, dass sich die bei letzteren auftretenden
merkwiirdigen Sitze mit grosser Leichtigkeit dabei ergeben.

I. Es mogen zwei Kreise M, und M, gegeben sein, und es liege,
der leichteren Anschauung wegen, M, in M,. Es giebt nun unendlich
viele Kreise, welche, im Zwischenraum von M, und M, liegend, diese
Kreise bertihren. Nehmen wir einen derselben — er moge M, in
P, berilhren — und construiren wir, von ihm als erstem ausgehend,
eine Reihe von Kreisen, von denen jeder den vorhergehenden und die
beiden festen Kreise M, und M, beriihrt!

Der (n + 1)* Kreis der Reihe berithre M, in P, ,; soll derselbe
wit. dem Ausgangskreis zusammenfallen, so muss P, mit P, coin-
cidiren. .

P.41 lassen wir daher dem Punkte P, entsprechen. Alsdann
haben wir auf M, eine symmetrische (2, 2) Correspondenz. (Es ist
hier nothig zu wissen, dass die Berithrungspunkte von M, mit den
beiden, einen Kreis der construirten Réihe auf der einen und der
andern Seite berithrenden Kreisen, die ausserdem auch M, und M,
beriihren, durch eine quadratische Gleichung gefunden werden, um
streng schliessen zu konnen, dass unsere Correspondenz wirklich eine
algebraische (2,°2) Correspondenz ist.)

Im Allgemeinen giebt es also 4 Coincidenzstellen.

Diese brauchen wir fiir unseren Zweck gar nicht aufzusuchen;
wir konnen so fortfahren:

Schliesst sich eine solche Reihe von Kreisen dadurch, dass der
n* Kreis den ersten, Ausgangskreis wieder beriihrt, so hat unsere
Correspondenz 21 Coincidenzpunkte, indem der Berithrungspunkt eines
jeden Kreises der Reihe mit M, ein zweifacher Coincidenzpunkt ist.

Sobald daher 2% > 4 oder #» > 2 ist, muss nach unserm Satze
jeder Punkt des Kreises M, ein (zweifacher) Coincidenzpunkt sein.

Es ist klar, dass es fiir obige Deduction unwesentlich ist, ob M,
in M, liegt, oder ob diese Kreise irgend welche andere Lage zu ein-
ander einnehmen.

Wir konnen somit folgenden Satz aussprechen:

nLiegen 2 Kreise M, und M, so, dass Eine Reihe von Kreisen
existirt, welche M, und M, beriihren und von denen jeder den vorher-
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gehenden, der erste dem letzten, beriihrt, so giebt es unendlich viele
solcher Kreisreihen, und der Ausgangskreis kann unter den M, und M,
berithrenden Kreisen willkiirlich ausgewdhlt werden.**)

II. K, und K, seien zwei Kegelschnitte. Von einem Punkte P,
des Kegelschnitts K, ausgehend, kann man durch fortgesetates Tangenten-
ziechen an K, ein (n 4 1)-Eck P, P, ... P,;, construiren, dessen
Ecken P simmtlich auf dem Kegelschnitte K, liegen und dessen Seiten,
mit Ausnahme der letzten, P,, P,, den Kegelschnitt K, bertihren.

Dieses (» + 1)-Eck geht in ein, K, ein- und K, umbeschriebenes,
n-Eck iiber, wenn der erste Eckpunkt P, desselben mit dem letzten
P, .1 zusammentillt,

Die Correspondenz zwischen Punkten P,, P, ist eine (sym-
metrische) (2, 2) Correspondenz; sie hat also im Allgemeinen 4 Coinci-
denzen.

Es zeigt sich nun bei naherer Untersuchung, dass die durch diese
4 Coincidenzstellen gelieferten geschlossenen Polygone uneigentliche
Polygone sind.

e . . . 2
Ist nimlich # eine gerade Zahl, so construnire man ein ?—'g——-Eck,

A, A, ... Aups, dessen erste Ecke A, einer der gemeinschaftlichen
* kN

Punkte von K, und K, ist, dessen andere Ecken simmtlich auf K,
liegen und dessen Seiten bis auf die letzte, Aa.4s 4,, Tangenten von
T

K, sind.
n+

Betrachtet man nun den letzten Eckpunkt, A,s, dieses T2 -Ecks
KN

als Punkt P,, so sieht man sofort, dass derselbe mit einem der beiden
ihm entsprechenden Punkte P,;, zusammenfillt. Jeder der 4 gemein-
schaftlichen Punkte liefert so einen Coincidenzpunkt der Correspondenz.

In @hnlicher Weise zeigt sich, dass bei ungeradem %, die 4 gemein-
schaftlichen Tangenten von K, und K, die 4 Coincidenzen veranlassen.

Existirt nun ein wirkliches, sich schliessendes, zugleich K, ein-
und K, umbeschriebenes n-Eck, so ist jede Ecke desselben eine
2-fache Coincidenz der (2, 2) Correspondenz, da sie, als Punkt P,
oder P,;; betrachtet, mit ihren beiden Punkten P,y; resp. P, zu-
sammenfillt. Die (2, 2) Correspondenz hat also in diesem Falle 4 + 25
Coincidenzen, daher nach unserem Satze unendlich viele, jeder Punkt
des Kegelschnitts K, ist (zweifacher) Coincidenzpunkt. Also:

»Giebt es Ein n-Eck, welches einem Kegelschnitte K, ein- und
einem andern K, umbeschrieben ist, so giebt es deren unzihlig viele,
und jeder Punkt von K, ist Ecke eines solchen n- Ecks.“**)

*) Steiner, Systematische Entwicklungen etc., im Anhang
*) Poncelet, Traité des propriétés projectives, Section IV.
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Auch bei diesem Beispiele hiitten wir nicht nothig gehabt, die in
jedem Falle auftretenden 4 Coincidenzen aufzusuchen, da schon allein
aus der Existenz eines wirklichen, siclr schliessenden Polygons gefolgert
werden kann, dass die betrachtete (2, 2) Correspondenz mehr als 4
Coincidenzen hat. —

»Giebt es Ein Polygon von ungerader Seitensahl, welches einem
- Kegelschnitte K, einbeschrieben ist, und dessen Eckpunkte die Pole der

thnen gegeniiberliegenden Seiten sind in Bezug auf cinen festen Kegel-
schnitt K,, so giebt es umzdhlig vicle solcher Polygome wvom derselben
Seitenzahl, und jeder Punkt von K, ist Eckpunkt eines derartigen
Polygons.*

Dieser Satz ergiebt sich mittelst unserer Methode fast in derselben
Weise, wie der Satz der Poncelet’schen Polygone. KEr enthdlt als
speciellen Fall das bekannte Theorem in sich, dass einem Kegelschnitte,
welchem Ein in Bezug .auf einen andern Kegelschnitt sich selbst con-
jugirtes Dreieck einbeschrieben werden kann, unendlich viele solcher
Dreiecke eingezeichnet werden konnen.

III. In etwas anderer Weise leitet sich der Satz iiber die Stei-
ner’schen Polygone her.

Es liege eine Curve 3ter Ordnung vor. Auf derselben mogen 2 feste
Punkte P und @ angenommen werden.

Von einem Punkte 1 der Curve ausgehend, kann man ein ihr
einbeschriebenes (2n 4 1)-Eck 123 ... (2% 4 1) construiren, dessen
Seiten, mit Ausnahme der letzten 1, (2% 4 1), abwechselnd durch P
und Q gehen; 12 durch P, 23 durch @, 34 durch P u.s.f.. Fallt
der Punkt 1 mit dem Punkte 27 -4~ 1 zusammen, so haben wir ein
Steiner’sches Polygon — ein der Curve einbeschriebenes 2n - Eck,
dessen Seiten abwechselnd durch P und @ gehen.

Dies fithrt uns darauf, zwischen den Strahlen des Strahlbiischels

P eine Correspondenz aufzustellen, so dass dem Strahle P1 der Strahl

P (2n + 1) entspricht, wo der Punkt 2n 4 1 in oben vorgeschriebener
Weise aus dem Punkte 1 erhalten wird. Es entsteht eine (2, 2) Corre-
spondenz; also giebt es 4 Coincidenzstrahlen.

- Diese Coincidenzen werden aber im Allgemeinen nur dadurch ein-
treten, dass der Punkt 2 mit 2% 4 1 zusammenfillt, in welchem Falle

ja auch der Strahl P1 mit dem Strahle P, 2n -4 1 coincidirt.

In der That, da P,1,2; Q,2,3; P,3,4;... P, 2n—1, 2n;
Q,2n,2n 4 1; je drei Punkte der Curve dritter Ordnung sind, die in
gerader Linie liegen, so sieht man sofort, dass wenn der Punkt 2 mit
2% 4 1 zusammenfillt, auch Punkt 3 mit 2n, Punkt 4 mit 2n—1...,
schliesslich (4 1) mit (»+2) zusammenfallen muss. Folglich werden
sammtliche 4 Coincidenzen der Correspondenz entweder durch die 4
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von P oder durch die 4 von @ aus an die Curve gehenden Tangenten
veranlasst, je nachdem n gerade oder ungerade ist,

(Ist » gerade, so liegen die Punkte (» 4 1) und (n 4 2) mit P
in gerader Linie, im andern Falle mit @.)

Tritt es aber Ein Mal ein, dass ein Punkt 1 mit dem zugehorigen
Punkte 2% 4 1 zusammenfillt, dass also Ein Steiner’sches Polygon
existirt, so hat unsere Correspondenz mehr als 4, ndmlich 4 4 2n,
Coincidenzen, und folglich ist dann jeder Strahl ein Coincidenzstrahl
der Correspondenz, jeder Punkt 1 fdllt mit seinem entsprechenden
Punkte 2% 4 1 zusammen. Also:

»Giebt es fiir 2 Punkte P und Q einer Curve dritter Ordnung Ein
Steiner’sches Polygon, so giebt es fiir dieselben unsihlig viele, jeder
Punkt der Curve ist Eckpunkt eines solchen Polygons.“*)

IV. C, sei eine Raumcurve 4'r Ordnung erster Species; s und o
zwei Secanten derselben (sie doppelt schneidende Strahlen). Wir wollen
nun sagen, ein Punkt a der Curve bestimme mit einer Secante der-
selben einen andern Punkt b, indem wir unter b den vierten Schnitt-
punkt verstehen , welchen die durch die Secante und a gehende Ebene
mit der Curve gemein hat.

Ein beliebiger Punkt 1 der C, bestimmt in diesem Sinne mit der
Secante s einen Punkt 2, 2 mit der Secante ¢ einen Punkt 3, 3 mit
s einen Punkt 4, 4 mit ¢ einen Punkt 5 u. s. f. Fillt der, durch
Fortsetzung dneser Construction erhaltene (2n-4 1)*¢ Punkt mit dem
Ausgangspunkt 1 zusammen, so bilden die Punkte 1,2,3...2n ein
windschiefes 2%-Eck, welches der C, einbesclm'eben ist , und. dessen
unpaare Seiten simmtlich mit der Secante s, dessen paare Seiten mit
der Secante ¢ in einer Ebene liegen, oder, was dasselbe ist, diese
Secanten schneiden.

Betrachten wir nun s als Axe eines Ebeunenbiischels und stellen
in diesem eine Correspondenz auf, so dass einer Ebene s1 eine Ebene
8, 2n 41 entspricht, wo der Punkt 2n 4 1 der Curve aus dem Punkte
1 derselben in der oben vorgeschriebenen Weise gefunden wird, so
erhalten wir eine symmetrische (2, 2) Correspondenz; also im All-
gemeinen 4 Coincidenzebenen.

Es zeigt sich aber durch eine dhnliche Betrachtung, wie sie oben
bei den Steiner’schen Polygonen durchgefihrt wurde, dass diese
Coincidenzen entweder durch die 4 durch s oder durch die 4 durch o
an die C; gehenden Tangentialebenen (deren Beriithrungspunkte im
Allgemeinen verschieden sind von den s und C; resp. ¢ und C, ge-

*) Steiner, Crelle’s Journal Bd. 88, Clebsch ibid, Bd. 63, E. Weyr
daselbst Bd. 71 und Bd. 73.
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meinschaftlichen Punkten) hervorgerufen werden, und keine sich
schliessende 2%-KEcke liefern.

Existirt Ein solches, so giebt es unzihlig viele, da unsere Corre-
spondenz dann mehr als 4, namlich 4 4 2#n Coincidenzen hat. Daher:

1, Giebt es Ein (windschiefes) 2n- Eck , welches einer C, einbeschrieben
ist und dessen unpaare Seilen simmilich eine feste Secante s der C,
und dessen paare Seiten simmtlich eine feste Secante 6 der C, schnezden
so giebt es unzihlig viele solcher 2n- Ecke.*

Berticksichtigt man noch, dass alle Secanten einer C,, die eine
feste Secante derselben treffen , eine Regelschaar 2'*® Grades bilden,
so kann man den eben gefundenen Satz auch so aussprechen:

»B, und R, seien zwei verschiedeme durch eine Raumcurve C,
vierter Ordnung, erster Species, gehende Regelschaaren zweiten Grades.
Gicbt es nun FEin der C, eingeschricbenes 2n-Eck, dessen umpaare
Seiten der Regelschaar R,, dessen paare Seiten der Regelschaar R,
angehiren, so giebt es unedhlig viele solcher 2n- Ecke; jeder Pumkt der
C, ist Eckpunkt Eines 2n- Ecks von genannter Eigenschaft.'*)

Es sei nebenbei bemerkt, dass nicht nur aus den Strahlen der
Regelschaaren R, und R, unter der gemachten Voraussetzung unzihlig
viele der C, einbeschriebene 2 n- Ecke gebildet werden konnen, sondern
auch aus den Strahlen der Leitschaaren R’ und R, von R, resp. R,.
Dieses erkennt man sofort, wenn man die Ecken eines aus den Strahlen
von R, und R, gebildeten 2n-Ecks aus einer der Spitzen S der 4
Kegel 2t Ordnung, die durch die Raumcurve hindurchgehen, auf
diese projicirt. Die Projectionspunkte bilden niémlich ein 2#-Eck,
dessen Seiten Strahlen von R,’ und R,’ sind. (Dabei ist unter der
Projection eines Punktes 4 der C, von einer der Spitzen S aus auf
die C,, derjenige Punkt 4" zu verstehen, in welchem die Gerade SA
die Raumcurve, ausser in 4, noch trifft.)

Durch Projection der C, von einem ibrer Punkte aus auf eine
Ebene entsteht der Satz der Stein er’schen Polygone, durch Projection
von einer der Spitzen S aus ein Satz, der den der Poncelet’schen
Polygone als speciellen Fall in sich enthilt.

V. Herr Darboux giebt in seinem Buche, ,Sur une classe
remarquable de courbes et de surfaces‘ (Gauthiers-Villars, 1873)
pag. 183 u. ff. mehrere Sitze als Erweiterungen des Poncelet’schen
Theorems®*). Zu derselben Klasse von Sitzen gehort auch der
von Herrn Klein im XIV. Bande dieser Annalen pag. 168 bewie-
sene Satz.

*) Biehe E. Weyr, L c.
**) Siehe auch Clifford, Proceedings of the London Mathem. Soc.
Bd. 7, p. 34.
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Mittelst unserer Methode lassen sich jedoch diese Sitze, wie- die-
jenigen, welche Herr Darboux im Institut vom Mai 1870 mittheilt,
nicht ohne Weiteres ableiten®).

Dieses liegt bei den Darboux’schen Siitzen z. B. daran, dass
bei den zu betrachtenden Correspondenzen Voraussetzungen statt-
finden, die durch die Anzahl der durch sie bedingten Coincidenzen
nicht erschopft werden.

Diese Siitze- beziehen sich auf specielle Falle, in denen iiber-
bestimmte Aufgaben (fiir welche mehr Bedingungen gegeben sind, als
die zu bestimmenden Stiicke im Allgemeinen gleichzeitig erfiillen kénnen)
unzihlig viele Losungen haben.

Um solche Sitze mittelst unseres Kriteriums zu beweisen, hat
man folgendes Verfahren einzuhalten, welches in vielen Féllen zum
Ziele fihrt.

Aus den Bedingungen der Aufgabe greife mau so viele heraus,
als fiir sich genommen eine, im Allgemeinen, endlich-deutige Auf-
gabe bestimmen. Nun untersuche man mittelst unseres Kriteriums, ob
diese so entstehende Aufgabe in jenem speciellen Falle unziihlig viele
Losungen hat.

Ist dieses der Fall, so nchme man von den unberiicksichtigt ge-
bliebenen Bedingungen der urspriinglichen Aufgabe wieder so viele
heraus, als hinreichen, um aus jenen unziihlig vielen Lésungen eine
im Allgemeinen endliche Anzahl als diejenigen zu bestimmen, die die
neu hinzugenommenen Bedingungen erfiillen.

Jetzt kann man wieder untersuchen, ob diese Losungen in dem
betreffenden speciellen Falle nicht in endlicher, sondern in unendlicher
Anzahl vorhanden sind. :

So fahrt man fort, indem man immer mehr und mehr von den
gegebenen Bedingungen in die Betrachtung hineinzieht.

Dieses Verfahren kann natiirlich nur dann angewandt werden,
wenn es moglich ist, die Bedingungen der betreffenden Aufgabe zu
trennen.

Die soeben angegebene Methode gestattet z. B. den folgenden Satz
zu beweisen — ein Beweis, der iibrigens nicht ohne alle Umstinde
ist, weshalb ich ihn hier nicht entwickeln will:

wDie 8 Seitenflichen von irgend 2 einer Raumcurve 3« Ordnung
einbeschriebenen Tetraeder sind Schmiegungsebenen einer anderen Raum-
curve 3'" Ordnung. Beide Raumcurven haben eine solche Lage eu ein-

*) Das Nimliche gilt von einem Satze, den mir Herr Klein mittheilt:
Man kann einer Kuimmer’schen Fliche funffach unendlich viele Tetraeder gleich-
seitig einschreiben und umschresben. Vergl. dessen bez. Abhandlung im 1I. Bande
dieser Annalen.
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ander, dass es, ausser jenmen zwei, noch unzihlig viele andere Tetraeder
giebt, die der ersten einbeschrieben und der zweilen umschrieben sind,
und swar ist jeder Pumkt der ersteren Raumcurve Eckpunkt Eines
solchen Telraeders.

Dieser Satz ist jedoch nur ein specieller Fall viel allgemeinerer
Sitze, die ihre naturgemisse Begriindung finden in der Betrachtung
von Punkt- Involutionen auf Raumcurven 3' Ordnung, und von in-
volutorischen Beziehungen zwischen den Gruppen solcher Involutionen,
und welche die in einer Richtung den Darboux’schen ebenen Sitzen
entsprechenden réumlichen Sitze sind. Letztere lassen sich auch leicht
durch die auf den Raum tibertragenen Methoden Darboux’s beweisen.

Schliesslich sei noch darauf hingewiesen, dass unser Kriterium
immer nur das Resultat ergiebt, dass gewisse Aufgaben unendlich
viele Losungen haben, wenn sie Eine oder eine endliche Anzahl von
Losungen besitzen; nicht aber auch die Moglichkeit, dass dieser Um-
stand wirklich eintreten kann, was in vielen Killen nicht selbstver-
stindlich ist.

Berlin, den 18, December 1878.




Sur la Théorie des Caractéristiques pour les Coniques.*)

Von HarpmEN in Paris.

Dans deux communications adressées & I'Académie des Sciences
de Paris**), j’ai indiqué des modifications qu’il est nécessaire de faire
subir & la théorie connue des caractéristiques pour les coniques. Je
me propose de donner .ici un apergu des résultats que j'ai obtenus dans
I'étude de cette théorie, et que j'ai développés dans un mémoire qui
n'a pu étre publié jusqu'a présent.*¥*)

L Position de la question.

1. On donne, je le rappelle, le nom de systéme de coniques dans
un plan & I'ensemble des coniques de ce plan qui satisfont & quatre
conditions communes. Le probléme principal auquel se rapporte 1la
théorie des caractéristiques est de trouver le nombre des coniques,
appartenant & un systéme donné, qui satisfont, d’autre part, & une
condition également donnée. En conséquence, cette théorie doit en-
seigner quels sont les éléments numériques, ou caractéristiques, qu'il
faut connaitre pour le systtme et pour la condition, et comment on |
doit combiner ces éléments numériques afin d’obtenir le nombre cherché. |
Ppur qu’il y ait lieu & une théorie sur ce sujet, il faut évidemment |
supposer entre ces deux données, le systtme et la condition, unel|
certaine indépendance; et on n'a jamais manqué de le faire. Mais cette |
indépendance doit étre définie avec précision, et c’est par la queI
jentrerai en matiére.

2. Disons tout d’abord que la question est portée sur le terrain
de la géométrie projective; par suite, toute condition imposée a une
conique devra étre mise sous forme projective. Pour la mettre sous
une telle forme, on peut convenir d’employer un procédé unique,

comme je vais I'expliquer.

*) Abgedruckt aus den Proceedings der London Mathematical Society,
Vol. IX, No. 188, 134. (Sitzung vom 13. Juni 1878.)
**) 4 Septembre et 13 Novembre 1876. V. Comptes Rendus, T. Ixxxiii,
pp- 537 et 886,
#t) Ce mémoire vient d’étre publi¢ (Journal de 1I'Ecole Polytechuique,
XLVe Cahier), [Februar 1879.]
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Soient, dans un plan, quatre points fixes ¢, 4, v, w et un autre
point z, et désignons par ¢, ¢, ... X, X’ les coordonnées de ces points
par rapport & deux axes. Pour abréger, employons la notation

(tuv)y=|t ¢ 1],
u o 1
v v 1
et posons:
(1) g EuX D) . wuX) wot)
(v X) (vwt) ’ (qu) (wut)

Si les quatre points fixes occupaient des positions particuliéres,
savoir % & l'infini sur I'axe des X, v & linfini sur l'axe des X', w &
l'origine des coordonnées, et que ¢ efit ses deux coordonnées égales &
I'unité, il résulterait de cette hypothése: x = X, 2" = X’. D’autre
part, = et 2 sont les rapports anharmoniques de deux faisceaux de
droites obtenus en joignant soit v, soit %, aux quatre autres points.
Si donc on fait le changement de coordonnées marqué par les équations
(1), z, o' étant les anciennes coordonnées et X, X’ les nouvelles, on
exécute ainsi une transformation homographique quelconque en in-
troduisant, & cet effet, quatre points ¢, u, v, w arbitraires, mais fixes.
Donc une condition quelcongque imposée & ume figure peut étre traduite,
sous forme projective, par une relation numérique entre les coordonnées
de cette figure et celles de quatre points.

3. Revenons maintenant aux coniques, et posons la question:

Soit & une condition projective donnée entre une comigue et quatre
points t, w, v, w;

Soit, dautre part, S un systéme de coniques domné;

On envisage les coniques du systéme S qui satisfont a la condition
O, et Von demande de discuter le probléme de la recherche de ces coniques,
o examinant:

1% Sl y a des solutions indépendantes des points t, u, v, w, et
quelles somt ces solutions;

20, Quel est le nombre des solutions distinctes qui dépendent de ces
points, lorsqu’ils restent indétermines.

La discussion compldte exigerait, en troisiéme lien, I'examen des
diverses particularités que peuvent présenter ces dernitres solutions
en se réunissant soit entre elles, soit avec les précédentes, lorsque les
points arbitraires de ® occupent des positions particulieres. Cette
dernitre partie de la discussion est formellement exclue de notre pro-
gramme, et cest en quoi consiste l'indépendance supposée entre le
systtme S et la condition ®.

4. A Végard de la premidre catégorie de solutions, on peut des
Vabord &tre fixé sur leur nature. Par une transformation homographique,

Mathematische Annalen. XV. 2
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une conique a peut &tre transformée en une autre conique arbitraire a’.
Soit @ une conique, qui, dans un systéme S, satisfasse i une condition
®. Par une transformation homographique, changeons a en a’ et, en
méme temps, les points ¢, u, v, w de ® en ¢, w, v', w'. La conique a’
satisfait & la condition ® ainsi transformée. Si maintenant on suppose
que a satisfasse & ®, quels que soient ¢, u, v, w, il en est de méme
de a’. Donc une conique arbitraire &’ satisfait & la condition ¢, ce
qui est impossible. Donc a ne peut étre une conique. Donc les solutions
qui sont inddpendantes des arbitraires de la condition ® ne sont pas
des coniques, mais des figures particuliéres, limites de comiques dans le
systéme, ow coniques dégénérées.

En second lieu, si S est un systtme de véritables coniques, les
solutions qui dépendent des arbitraires de ®, et qui, en conséquence,
varient dans le systéme avec ces arbitraires, sont de véritables coniques.
Ainsi la distinction ci-dessus des solutions en deux catégories, revient
exactement & la distinction des solutions étrangeéres fournies par les
coniques dégénérées, et des solutions fournies par de véritables coniques.
C'est de ces dernitres qu'il s’agit de déterminer le nombre. Je vais
exposer ici la solution du probléme dans un cas particulier, pour lequel
les résultats se démontrent avec une extréme facilité, et ont exactement
la méme forme que dans le cas le plus général. En ce qui concerne
le cas général, je renverrai, pour la démonstration, au mémoire dont
j'ai parlé plus haut, et qui sera publié ultérieurement.

II. Systdmes de coniques, et coniques dégénérées.

5. Considérons d’abord, pour plus de simplicité, des coniques con-
juguées par rapport & un triangle fixe, Soient @ =0, R=0, S=0
les équations des cdtés de ce triangle, dont je désignerai par ¢, r, s

les sommets respectivement opposés & ces cdtés. L'équation d’une
quelconque de ces coniques est:

@ 9@+ 9. B + 9,8 =0. :
Cette conique dégénére en deux droites ou en une droite suivant que
un ou deux des coefficients g deviennent nuls. Mais, si I'on envisage
un systéme de coniques (2), cette observation ne suffit pas. Les g
sout alors des fonctions d’'une variable @, et il est nécessaire d’examiner
quelles sont les diverses maniéres dont ces fonctions parviennent a la
limite zéro. De 13 trois modes de dégénérescence & distinguer:

10, Dégénérescence A.— Un seul coefficient devient nul, par exemple
g,- La conique se réduit a deux droites passant en g. Il est aisé de
voir que, pour g, infiniment petit, les tangentes menées & la conique
par un point arbitraire la touchent en deux points infiniment voisins
de g. Ainsi ce mode de dégénérescence est caractérisé par ce fait que
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les tamgentes mences dun point quelconque a la conique font enire elles
un angle infiniment petit.

2°,  Dégénérescence A'.— Deux coefficients infiniment petits, mais
dun méme ordre; par exemple g, et g,. La conique-limite est la
droite S. Ce mode de dégénérescence est caractérisé par ce fait que
la conique est rencontrée par une droile quelconque en deux points in-
finiment voisins; mais les tangentes issues d'un point quelconque ne
coincident pas. .

3. Dégénérescence B. — Deux coefficients infiniment petits, mais
d’ordres différents; par exemple g, du 1e ordre, et g, d’ordre supérieur,
1 + h. Les deux caractéres précédents existent alors simultanément.
Une droite quelconque coupe la conique en deux points dont la distance
d est infiniment petite, Les tangentes issues d'un point quelconque font
entre elles un angle 0 infiniment petit. Il y a alors liew de considérer
un nombre positif h, tel que d" : 0 ail une limite finie, différente de 2éro.

On remarquera que, d’aprés les propriétés des fonctions algébriques,
il existe toujours un tel nombre & commensurable, si, comme nous le
supposerons, le systéme est algébrique. )

6. En méme temps que le systétme (a), contenant la conique
dégénérée a, considérons un systeme corrélatif (a’), et soit a’ la conique
qui y correspond & a. Soient, pour a', désignés par d’, d°, A’ les
éléments analogues. Il est visible que d’ est du méme ordre infinitésimal
que &, et 0" du méme ordre que d. Donc &’ est l'inverse de &. Donec:
dans deux systémes corrélatifs, deux coniques dégénérées suivant le mode
B se correspondent, et leurs mombres caractéristiques h sont réciproques.
Les coniques dégénérées suivant le mode A correspondent d des coniques
dégénérézs suwant le mode A'. °

Ces résultats sont d’ailleurs mis en évidence au moyen de I’équation:

9295+ 9:9. B>+ 9,9, 5 =0,
qui représente la polaire réciproque de (2) par rapport & une conique fixe.
7. Cette étude, faite pour un systéme de coniques conjuguées par

rapport & un triangle fixe, s'applique & un systéme quelconque, en
vertu d’'une remarque trés-simple.

Soit, dans un systéme (a), une conique a qui dégénére. Je prends
arbitrairement un point s et une droite @ passant en s. Les points
y, 2, ol g coupe @, peuvent étre différents ou infiniment voising; mais,
en tous cas, leurs limites different de s, qui est arbitraire sur @.
Done le conjugué harmonique de s par rapport & y, #, a une limite
différente de s. On peut répéter le méme raisonnement pour toute
droite @ menée par s, et conclure que la polaire de s a une limite
qui ne passe par 8. De méme aussi le pole de @ a une limite qui
n'est pas sur Q. Donc, dans la série des triangles respectivement con-

2.
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jugués par rapport d chacume des comiques d'un systéme, et ayant un
sommet fize ainsi qwun des cotés aboutissant d ce sommet, le triangle
qut répond d une conique dégéndrée est um triangle véritable, cest-d-dire
non dégénéré. On peut donc encore raisonner sur I'équation (2) comme
ci-dessus, et en tirer les mémes conclusxons, que ne modifie en rien
- la mobilité du triangle grs.

8. Pour la question qui nous occupe, ce n’est pas le nombre &
lui-méme, caractéristique du mode B de dégénérescence, qui doit inter-
venir, mais deux nombres entiers, dont A est le quotient.

Ayant un systéme algébrique (a) de coniques @, on peut d'une
infinité de manitres trouver une courbe (k), telle que ses points %
correspondent uniformément aux coniques a du systtme. M. Clebsch
a, par exemple, démontré*) que la courbe, lieu des poles d’une droite
fixe par rapport aux coniques a, satisfait a cette condition. Ayant une
pareille courbe, on peut lui substituer une quelconque de celles qui
lui correspondent point par point, et varier ainsi & Vinfini le mode de
représentation du systéme (a) au moyen d’une courbe (k).

Soit K un point d’une telle courbe (%), et, s'il est singulier, consi-
dérons une des branches superlinéaires ou linéaires, disons abréviative-
ment un des cycles (%,), entre lesquels se répartissent les branches de
la courbe en ce point. Si le point k se déplace sur ce cycle (k) aux
environs de K, la conique a du systéme (a) varie aux environs de la
conique limite A, qui correspond & K. Aux divers cycles dont Porigine
est en K peuvent correspondre des limites diverses 4 de la conique a,
comme aussi ces limites peuvent coincider. De méme aussi une pareille
conique A peut correspondre & divers points K de la ligne (k). Mais
ces diverses circonstances n'importent,pas pour la question actuelle:
le point %k variant sur deux cycles différents (%,), (%,) de la courbe (%),
la conique a aura deux limites 4,, 4, qui, méme si elles coincident,
devront &tre envisagées comme distinctes.

Supposons maintenant que 4, soit une conique dégénérée suivant
le mode B, et qu'ainsi deux des coefficients de (2), g,, g,, soient nuls.
Soit 4 T'ordre de multiplicité du cycle (%,). Plagons % sur ce cycle a
une distance de K infiniment petite d'ordre 1. Pour ce point %, g, et
g, sont infiniment petits. Soient m et m 4 n leurs ordres respectifs.
Ces deux nombres sont entiers, d’aprés la théorie des fonctions algé-
briques. Le quotient % : m n’est autre que le nombre & ci-dessus défini.
Mais les nombres m, n eux-mémes sont caractéristiques de la conique
dégénérée A,. En effet, ils restent inaltérés si 'on change arbitraire-
ment la courbe (%), comme cela résulte de la proposition suivante,**)
appartenant & la théorie générale des fonctions algébriques:

*; Mathematische Annalen, T. VI, p. 4.
**) Bulletin de la Société Math. de France, 1. IV. p. 32.
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. Soient (k), () deux courbes algébriques se correspondant point par
point; @ un cycle (k,) de Vune correspond un seul cycle (k') de Tautre.
Soient 4, X les ordres de multiplicité de deux cycles correspondants:
un point placé sur (k,) a distance infiniment petite d'ordre A de Vorigine
de ce cycle correspond un point placé sur (k') & distance infiniment
petite dordre X' de Uorigine de ce dernier cycle.

J’appellerai le nombre m l'ordre et le nombre n la classe de la
conique dégénérée. On peut résumer comme il suit la définition de
ces deux nombres:

Soit (k) ume courbe dont les poinis k correspondent uniformément
auz coniques a dun systéme (a). Soit K un point de cette courbe, et
soit aussi (k,) un cycle de branches ayant som origine en K, et dordre
de multiplicite A. Prenons, sur ce cycle, a distance infiniment petite
Vordre A un point k, et soit a la conique qui correspond d ce point.
Soit ym Vordre infinitésimal du segment intercepté par a sur une droite
arbitraire, et 4n Vordre infinitésimal de Vangle des tangentes mences d
a par un point arbitraire. Les nombres m, n ne changent pas s U'on
change la courbe (k). Iis seront appelés, le premier Vordre, le second
la classe de la conique dégénérée a.

D’aprés cette définition, il n’est plus besoin de considérer trois
modes de dégénérescence des coniques, mais un seul; car le mode A de
dégénérescence correspond au cas ow lVordre est nul, et le mode A’ au
cas ot la classe est nulle. Enfin, suivant le raisonnement du No. 6,
on apergoit que dans deux systémes corrélatifs, Uordre d'ume comique
deégénérée de Uun quelconque d'entre eux est égal a la classe de la conique
dégénérée correspondante dans Uautre.

9. Pour bien préciser ces notions, prenons immédiatement un
exemple que suggere naturellement le mode actuel d'exposition. En-
visageons un systéme composé de coniques (2) conjuguées par rapport
& un triangle fixe grs, et, en outre, umicursal; c'est-a-dire que les
rapports des variables g sont des fonctions rationnelles d’'une variable
indépendante @. Il est manifeste qu'on peut choisir cette variable o
de telle sorte, 1° qu'en égalant chacun des g & un polynome entier
en @, les trois polyndmes soient d'un méme degré; 2° qu'a chaque
systeme de valeurs des g ne corresponde qu'une seule valeur de .
Enfin il ne doit exister aucune racine commune & la fois aux trois
polyndmes, puisqu’il ne s'agit que des rapports des quantités g.

Ceci entendu, on apergoit immédiatement qu'a une racine n’appar-
tenant qu'a un seul polyndme correspond une conique dont la classe
est précisément 'ordre de multiplicité de cette racine, et dont 'ordre
est nul, ou, en d’autres termes, une conique dégénérée suivant le mode
A. A une racine commune & deux polyndmes et y ayant le méme
ordre de multiplicité, correspond une conique dégénérée suivant le mode
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A, c'est-ia-dire dont la classe est nulle et dont l'ordre est égal a
Vordre de multiplicité de la racine. Enfin, d’une maniere générale,
i une racine multiple d’ordre m dans un des polyndomes, et d'ordre
m -+ n daus un autre, correspond une conique dégénérée d’ordre m et
de classe n.

Dans cet exemple o l'on peut créer des coniques dégénérées en
aussi grand nombre qu'on voudra, il est 4 remarquer que toutes celles
du mode B se superposeront & un nombre limité d’entre elles, saus que
cependant il y ait aucune difficulté i les distinguer les unes des autres.

®

III. Nombres caractéristiques relatifs & une condition pour une conique.

10. Ainsi que je I'ai montré plus haut (No. 2), une condition
quelconque ® pour une conique peut étre envisagée comme une relation
numérique entre cette conique et quatre points ¢, u, v, w, cette relation
étant, en outre, projective. Supposons-la exprimée au moyen des
coefficients de I'équation ponctuelle de la conique. Alors @ est repré-
sentée par l'évanouissement d’un covariant de a?, contenant les co-

ordonnées de quatre points indépendants. Quelques-uns de ces points
peuvent y manquer. S'ils manquent tous, on a un invariant de a2,
c’est - a-dire son discriminant. Je le mets de coté, et il demeure entendu
qu’il ne 8’agit ici que de covariants. En outre, I'équation ® = 0, entiere
par rapport aux coordonnées de ¢, .. . w et aux coefficients de a2, doit
étre indécomposable en facteurs de méme forme. En d’autres termes,
il g'agit de conditions indécomposables.

Dans l'équation ® = O supposons que le triangle de référence soit
conjugué par rapport a la conique @, c'est-a-dire supprimons tous les -
termes contenant les coefficients des rectangles, a,,,.... Comme
ci-dessus, appelons g les coefficients des trois carrés; groupons les
termes par rapport i ces quantités; désignant par ®, ce que devient
&, écrivons alors:

3) &, = ZHg;g]9; -

Les coefficients tels que H sont des fonctions des coordonnées de
t, u, v, w. Comme ® est un covariant, il est visible que @, est
symétrique par rapport aux g, quant aux exposants, c’est-a-dire qu'au
terme mis en évidence dans (3) correspondent, comme existant effec-
tivement, ceux qui s’en déduisent par la permutation des exposants, le
coefficient H étant d'ailleurs changé. Considérons l'ensemble de ces
divers termes, et caractérisons-le par les exposants, en I'appelant le
groupe (%, %, 6), et convenant de supposer = > gy > a. Entre ces trois
nombres existe d’ailleurs la relation

4) ® + x + 6 = ¢ = constante.
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Ce sont ces groupes d’exposants qui vont jouer ici le role prépondérant,
et je dois entrer dans quelques détails & leur sujet.

11. Parmi les groupes (z, %, 0), il en est un au moins pour lequel
¢ est nul. Sans quoi, ®, contiendrait le facteur g, g, g,, et, par suite,
& contiendrait en facteur le discriminant de a2, ce qui est contre
Fbypothése.

En méme temps que @, considérons une condition corrélative @'
On pourra exprimer cette condition en remplagant dans ® les coefficients
de I'équation ponctuelle de la conique par ceux de l'équation tangen-
tielle, en méme temps que les coordonnées de ¢, %, v, w par les co-
ordonnées de quatre droites. On aura donc ®," en remplagant, dans ®,,
les g par leurs inverses, et chassant les dénominateurs. Pour obtenir
le résultat définitif, imaginons d’abord que nous multipliions par
(919.95)°- Alors au terme g7 g% g5 correspond le terme gi "g; *g5". Si
T est le maximum de =, I'équation obtenue contient alors le facteur
(9192952 Ce facteur doit étre supprimé. Si l'on pose alors:

f = minimum de (y + 0), M=c—§,

on trouve quau groupe (=, %, 6) correspond le groupe (#', y, o)
ainsi défini:

i =7+21—4 =43 +d=2c—38,
(5) Z=“+6—ﬁ’ “l>xl>6"
°'=x+¢—ﬁ, ’ -
On passera de méme de («, 7/, ¢') & (%, g, 6) par des équations
analogues:
n=n 47 —a, ,
®) {x —7 o —a :;gif
6=y +0—a, ’

Ces équations conduisent & définir autrement les groupes d’exposants,
en introduvisant les nombres qui s'échangent entre eux par dualité.
On considérera pour ® les deux nombres «, § et pour chaque groupe
de termes les deux nombres ¢, ¢’. On dira alors, au lien du groupe
(=, z, 6), le groupe (@, ¢’). On aura d’ailleurs d’aprés (5) et (6)
M 1=0 —oc+p, =z=c+p—0,
et on remarquéra que la condition ¢ > z > 6 donne:

(8) B = maximum de (26— ¢'), « > maximum de (206" —a).

12. Parmi les groupes (¢, o’), quelques-uns sont & distinguer
comme devant seuls jouer un role. Ce sont ceux que I'on peut appeler
minima. Je dirai qu'un groupe (o,, 6,") est non-minimum ¢&'il en
existe un autre (6, o) tel que I'on ait & la fois
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6i<a,, d<o,
une des deux inégalités pouvant se réduire & I'égalité. Tous les groupes
non- minima éliminés, il en reste quelques-uns. Ce sont les derniers
que j'appelle minima. On peut les obtenir ainsi: rangeons les divers
groupes dans lordre croissant relativement & 6. Parmi ceux ou ¢ est
le méme, prenons seulement celui od ¢ est le plus petit, et omettons
les autres. Puis, dans ceux qui restent, ne retenons que ceux qui se
trouvent, & partir du premier, rangés par rapport a ¢’ dans l'ordre
décroissant. Les groupes qui restent sont minima. Comme on l'a
observé (No. 11), une des valeurs de ¢ est zéro. Il en est de méme
de ¢’. Les groupes minima ainsi rangés forment donc une suite telle que

) 006)) (6,0) (0,0,) . .. (60) ... (6:0),
0; < Gip1,  6; > Oiqa,
et, en outre, les inégalités (8) ont lieu.

13. Je vais maintenant montrer que si l'on domne d volonte la
suite (9) et les deux mombres «, f satisfaisant aux inégalites (8), @l
existe des covariants ® ayant les mombres caracléristiques a«, B et les
groupes minima donncs.

Je prouve cette proposition en formant un tel covariant ® comme
il suit. Soit P(@) une fonction homogene, de degré ¢, des coefficients
de a?, et a coefficients arbitraires. Soit de méme TT(¢) une fonction
homogeéne, de degré o, des coefficients de 'équation tangentielle de la
conique, équation dont le premier membre est représenté par le symbole
(abg)®. Soit enfin D le discriminant de a®. Pour chacun des groupes

donnés (9), par exemple pour le groupe (o, ¢’), considérons la fonction
(10) H(o,6)=D°-T (—26+06) P(a—2d+0),
dans laquelle, d’aprés (8), les degrés sont positifs, comme il convient.
Pour chacun des groupes, nous varions, bien entendu, a volonté les
coefficients des fonctions P et TI. Je fais maintenant

&= XH(s,0),
et je dis que la condition ® = 0 satisfait aux conditions demandées.

1% & est homogéne par rapport aux coefficients de a®. Car D est
du 3me degré, les coefficients de 'équation tangentielle sont du 24 degré;
donc le degré de H (o, o) est:

(11 36+ 2(B—264+0)+a—26+06=284%c.
Done ® = 0 exprime uune condition pour la conique a?.

2. Un changement de coordounées tel que (1) v’altéere pas la
forme des fonctions envisagées, mais rend seulement leurs coefficients
des fonctions de ¢, u, v, w. La forme de Uéquation ® = O est donc
inaltérée par une substitution homographique.
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30, Les groupes minima de ® coincident avec la sutte (9), et les
nombres caractéristiques sont o, . C'est 1a le point le plus important
a prouver. L’égalité (11) prouve déja que le degré de ® est (28 + a).
Si maintenant on remplace dans ® les coefficients a de I'équation
ponctuelle par ceux a de l'équation tangentielle, il faut comme on sait
remplacer

@iy &ij) D

®ijy D Qij,y Dz,

Les degrés de P et TT dans (10) s'échangent entre eux, et D est
affecté de l'exposant (8- ¢"), dont le minimum est . Le facteur D#
supprimé, on a le degré de @’ en transposant les lettres dans celui
de ®. Donc le degré ¢ de &' est (2a+p8). Donc «, § sont bien
les nombres caractéristiques de ® que définissent les équations (5) et (6).

En ce qui concerne les groupes minima de ¢, annulons, conformé-
ment au No. 10, les coefficients des rectangles de a?, et remplagons
les coefficients des carrés par les lettres g. Au lieu de (10) nous
pouvons alors écrire:

(11) Hy(0,0)=(9,9:95)" (91925 9293, 9s9)¢ 7471 ><(gy, 92, 95) 727+

Dans ce produit il existe évidlemment un groupe de termes dans
lesquels les exposants sont, en ordre croissant, 6, f— 6+ ¢, a4+ —0,
cest-a-dire, d’aprés (7), un groupe (6, ¢’). Il reste & montrer que,
relativement & tous les autres groupes déduits du méme produit, le
groupe (6, ¢') est minimum. Or deux lettres au moins, daus un terme
quelconque, ont simultanément des exposants non inférieurs & la somme
(B— 6+ 0") des deux premiers exposants dans (11). Soit done (o, 6,")
un autre groupe déduit de (11). L’exposant moyen g, dans ce groupe,
est, suivant (7), f—o6,+06,". Il n'est pas moindre que f—0&+¢’. Donc:

par

6  —6, >0 —o.

Mais aucune lettre ne peut avoir un exposant moindre que 6. Donc
6, est au moins égal a 6. Donc aussi, d’aprés la derniére inégalité,
6, n'est pas moindre que ¢’. Donc le groupe (o,, 6,) différent de
(6, 0’) n'est pas minimum. Donc (6, ¢') est le seul groupe minimum
provenant de H (o, 6'); ce qui démontre la proposition annoncée.

14. On peut former d'une maniére plus géométrique un covariant

® ayant des groupes minima choisis & volonté, A cet égard, je me
contenterai ici d’un énoncé facile & démontrer au moyen des résultats
du No. 13.

Soit, sur ume droite L, trois poinls domnés y, #, t; soient x, '
les points ow L est rencontrée par ume comique a. Considérons les deux
rapports anharmoniques (y, 2,1, x) et (y, 2,t, &), et soit r leur différence.
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Soit ausst, par un point 1, trois drodtes données Y, Z,T; soient
X, X' les tangentes menées par 1 a a. Considérons de méme la difference
Rdcsdeuxrwwmrmmzqucs Y,z,1,X), (¥,2,T, X').

Soit maintenant, pour une conique a, la condition

b =[(r R*) =X Ar*" R*=0,

f étant un polynome entier. Les groupes dexposants minima (0, 6’) de
la condition ® coincident avec les groupes minima formes avec les nombres
t et ©. Les mombres a, B sont cgaux respectivement au double du
maximum de ©' et de t.

On peut, dans I'énoncé de cette derniére condition, substituer & »
la longueur de la corde interceptée par a sur L, et & R le sinus oun
la tangente trigonométrique de I'angle des tangentes issues de . Les
conclusions ne seront pas altérées. Mais, de la sorte, la condition
n'est plus énoncée sous forme projective.

15. Revenons maintenant & la considération d’un covariant ¢ quel-
conque, et de la fonction ®, qui s'en déduit (No. 10). Les coefficients
H de cette fonction dépendent des arbitraires ¢, u, v, w. Si, comme
on en est convenu (No. 3), on laisse ces arbitraires indéterminées, les
quantités H jouissent de la propriété suivante, qu’il est essentiel de
mentionner pour la rigueur des démonstrations subséquentes:

Entre les quantités H il n'existe aucune relation linéaire et homogéne
rdentique
(12) - pH+pH 4+ H 4 - =0,
dans laguelle p, p', p”, ... soient des constantes indépendantes de t, u, v, w.

Pour le prouver, rappelons-nous comment ® a été supposé déduit
d’'une équation quelconque & laquelle doivent satisfaire les coefficients
de I'équation d’une conique. C'est en faisant dans cette équation le
changement de coordonnées (1). Or il est visible que ceci revient a
remplacer dans les coefficients a;;, symboliquement écrits a;a;, les
symboles

Gy, Q) a3,
par
(tvw) a., (tww) a,, (tuv)ay,.

Puis, pour obtenir ®;, on supprime les termes qui contiennent
les coefficients des rectangles, et on remplace les coefficients des carrés
par les lettres g. D’aprés cette observation, on se convaincra aisément
que la quantité H, coefficient du terme mis en évidence dans (3), est
par rapport aux lettres u, v, w affectées de l'indice 1 (en appelant
Uy, %,, g les coordonnées de u, . ..), homogene et du degré 2¢ -+ 2x;
par rapport & ces mémes lettres, affectées de l'indice 2, du degré
2¢ 4 2y; et par rapport & ces lettres affectées de l'indice 3, du degré
2¢ 4+ 20. Donc les coefficients H de deux termes qui different entre
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eux par les exposants des g, different eux-mémes par leur composition
en égard aux indices des lettres w, v, w. Donc lidentité (12) est
impossible.

~ IV. Du nombre des coniques d'un systéme, qui satisfont & une
condition.
16. Comme je I'ai annoncé au No. 4, je vais traiter le probleme
pour un cas particulier. La condition ® sera’ quelconque, mais le
systeme sera un de ceux dont la définition a été donnée au No. 9;

il sera composé de coniques conjuguées par rapport & un triangle fixe,

et unicursal. Les trois quantités g sont alors des polyndomes entiers
d’une variable @, et d'un méme degré. Remplagant les g par ces
polyndmes dans ®,, ‘jai un nouveau polyndme entier en @, dont les
racines répondent aux coniques du systéme qui satisfont & ¢. La
question proposée (No. 3) est donc ici ramenée & la discussion des
racines de ce polyndme.

J’examinerai d’'abord quelles sont les racines indépendantes des
arbitraires ¢, #, v, w de la condition @&, et quel est leur nombre. Je
démontrerai ensuite que les autres racines sont simples; elles répondent,
comme on sait, aux véritables solutions cherchées. Le nombre de ces
racines sera donc celui des solutions. J'obtiendrai d’ailleurs le nombre
de ces racines comme la différence entre le degré du polyndome et le
nombre des racines de la 1% catégorie.

17. Soit Q une racine du polyndéme, que je continuerai a désigner
par ®,; et supposons que cette racine ne varie pas avec ¢, 4, v, w. En

désignant par p la valeur de g7 g¥g; (No.10) pour @ = Q, et de méme
par p, p” ... les valeurs des autres termes, on a, d’aprés 'hypothese:

pH+pH +p"H + .- =0,

qui doit étre une identité. D’aprés le No. 15, cette identité est impos-
sible. Donc p, p’, p” . .. sont nuls séparément. Mais, parmi ces quan-
tités, il en est qui ne contiennent pas le facteur g,g,9; (No. 11). Donc
deux au moins des quantités g sont nulles. D’ailleurs les trois g ne
sont pas nuls & la fois (No. 9). Donc la racine Q correspond a une
conique dégénérée dans le mode 4’ ou le mode B, ce qui est conforme
aux observations du No. 4. Il s'agit maintenant de calculer l'ordre de
multiplicité de cette racine. Soient m, m + n les ordres de multiplicité
de la racine Q dans deux des polyndomes g. Parmi les termes du groupe
(=, 2, 6) (No. 10), celui qui contient le facteur (@ — Q) avec I'exposant
le moindre, le contient au degré o (m + n) 4+ ym. Si maintenant,
comme au No. 12, on introduit au lieu de =, g, 6 les nombres «, §,
g, o, on a d’apres (7):

6(m4n) + gm=c(m+n)+ (6’ —c+p)m=0n+ d'm -+ fim.
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Si done, considérant les divers groupes (o, ¢’) de &,, on pose
(13) 9 == minimum de (6n-+ o' m),

on en conclut que @, contient le facteur (w —Q) au moins au degré
pm + p. Mais je dis aussi que @, ne contient pas ce facteur & un
degré plus élevé. En effet, ce facteur étant supprimé (m--y) fois,
il reste dans ®, des termes qui séparément ne contiennent plus le
facteur (@ —Q). L'ensemble de ces termes ne peut pas le contenir
de nouveau; car en faisant @ = Q, on aurait encore une identité telle
que (12), et qui est impossible, quand ¢, u, v, w restent indéterminés.
Ainsi Vordre de multiplicité de la racine Q dans @, est précisément
Bm + y.

Que 'on prenne successivement chacune des racines Q qui appartien-
nent & deux des polyndémes g, et que pour chacune d’elles on forme
le nombre analogue & p, que l'on fasse ensuite la somme ' de ces
nombres y; que Yon désigne ensuite par M la somme des nombres m,
c'est-a-dire la somme des ordres de multiplicité de ces racines Q pris
pour chacune d’elles dans celui des deux polyndmes g ou cette racine
entre effectivement, mais le moins de fois; la somme des ordres de
multiplicité de ces racines Q dans ®, est égale & S M 4 T.

On remarquera: 1°, que les nombres m, #n sont l'ordre et la classe
de la conique dégénérée qui répond & = Q; 29, que les groupes
minima (g, ¢’) de &, concourent seuls & former les nombres tels que
7, ce qui justifie l'introduction des groupes minima dont j'ai parlé
plus haut; 3° parmi les valeurs de ¢, ¢’ il y a toujours les valeurs
zéro. Donc, si I'un des nombres m, » est nul, p l'est aussi, c’est-a-dire
que les coniques dégénérées suivant le mode B concourent seules a
la formation du nombre I; 4° enfin, si &, ne contient qu'un seul
groupe minimum, qui est alors (0, 0), y est toujours nul, et par suite
aussi I.

18. Démontrons maintenant que les autres racines du polyndome
entier ®; sont simples. §'il en était autrement, ce polynéme pourrait
se décomposer en Y20, ¥ et © ayant pour coefficients des fonctions
entieres des coefficients de ®,, par suite des fonctions entiéres des
coordonnées de ¢, u, v, w. Ainsi ®, se décomposerait de la sorte
toutes les fois qu'on y mettrait pour la conique qui y figure uné conique
du systéme envisagé; par suite, en raisonnant comme au No. 4, on en
conclurait que cette décomposition a lieu pour une conique quelconque.
Donc 1a condition ® serait décomposable, ce qui est contre I'hypothese.

19. Les trois polyndmes g sont, par hypothése, d'un méme degré
a. En conséquence, le degré le plus élevé des termes de ®, est
a (® 4+ x + 6) ou (Nos. 10 et 11) @ (28 + ). C'est précisément le
degré de ®,; car un abaissement de ce degré exigerait une identité
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telle que (12) et qui est impossible, Donc le nombre des racines
variables avec ¢, w, v, w est:

N—=a@f+ta) —BM —T=ca+ B 2a—M)—T.

Pour obtenir la signification géométrique des nombres a et (2a — M)
qui dépendent du systdme seul, il suffit de choisir deux exemples:
19 Soit ® la condition de passer par un point u. On a alors:

O, = g,u} + 9,35 + 9395~
Iei (Nos. 10 et 11) ¢ =1, B =0; et il y a un seul groupe d’exposants
minima (0, 0). Donec ''=0. Si donc g est le nombre des coniques
du systéme qui passent par le point arbitraire u, on a p = a.

20, Envisageons maintenant la condition corrélative, toucher une
droite. D’aprés le No. 11, il suffit d’échanger «,f et 6,d. Donc
Fr=0,a=0,=1. Donc, si » est le nombre des coniques qui
touchent une droite arbitraire, on a v = 2a — M. La formule
devient ainsi

(14) N=ap+pv—T,

et satisfait explicitement au principe de dualité. Dans cette formule,
les éléments relatifs & la condition ® ont été ici définis pour une
condition quelconque. La démonstration précédente a trait & un systéme
particulier. Mais j’'ai donné (Nos: 7 et 8) les définitions des nombres
m, n relatifs & une conique dégénérée d’un systéme quelconque; d’autre
part, les caractéristiques w, v ont une définition qui s’applique aussi a
un systéme quelconque. Il n’y a donc aucune difficulté & appliquer &
un tel systéme la formule (14). J'énonce ici, sans le démontrer, que
cette application est légitime, et je renvoie, comme je l'ai dit précé-
demment, pour cette extension & un mémoire plus étendu qui sera
publié ultérieurement.

20. Deux cas particuliers de la formule (14) sont & signaler, en
se conformant aux remarques du No. 17.

Théoréme I.— Si un systéme de coniques, dont les caractéristiques
sont g, v, ne contient aucune conique dégénérée suivant le mode B, le
nombre des comiques de ce systéme qui satisfont, d’autre part, a une
condition projective quelconque, dont les arbitraires restent indeterminées,
est ap 4+ Pv, a et B cdlant deux nombres entiers qui me dépendent que
de cette condition.

Remarque. — Les nombres a, 8 ont été définis par une représen-
tation algébrique de la condition (No. 11); mais le théoréme I en donne
maintenant une définition géométrique, que l'on obtiendra en appli-
quant ce théoréme a la condition envisagée et & deux systemes différents,
qui n’sient point de coniques dégénérées du mode B.

Le secoud cas particulier & signaler est celui ot la fonction ®, ne
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contient qu'un groupe minimum (0,0). Dans ce cas, la formule (14)
se réduit encore & ap -+ v, quel que soit le systéme. Pour substituer
4 ce critérium algébrique un critérium géométrique, il suffit de con-
sidérer un systdme particulier contenant une conique dégénérée du
mode B. En se plagant & ce poiut de vue, on verra aisément que
Fon peut dire:

Théoréeme I1.— Soit S le faisceau des coniques qui ont, en un point
donné, des contacts du 3™¢ ordre avec une courbe domnde. Si le nombre
des coniques de ce faisceau, qui satisfont a ume condition ® est a 4+ B,
le nombre des coniques dun systéme quelcongue (w, v) qui satisfont d
cette méme condition ® est toujours ep -+ fv.

Ajoutons maintenant que: Si un systéme S emvisagé me satisfait
pas a la restriction énoncée aw théoréme I, et si une condition ® ne
satisfait pas a la restriction énoncée au théoréme II, le nombre des
coniques de S qui satisfont 6 © est inférieur @ ap 4 pv, et en différe
d’'un terme complémentaire T.

21. Il reste maintenant a donner & ce terme complémentaire I
une forme géométrique. Imaginons une fonction entiére ¥ de deux
variables z, y, ainsi composée

Y =TAzoy7,

les coefficients A étant arbitrairement choisis, et les exposants ¢, ¢
étant les exposants minima de ®,. L’'équation ¥ = O représente, en
coordonnées rectilignes, une courbe qui passe & l'origine des coor-
données, sauf au cas ol existe le groupe (0, 0). Dans tout autre cas,
la nature de ses branches a Porigine des coordonnées définit complete-
ment les groupes minima (6, 6’), et en donne une ¢mage. Appelons
cette courbe ¥ affachée & la condition .

Envisageons maintenant le cycle de branches de courbe représentés
par les équations:

(15) z=o"f(w), y=o"g(a),

ol f et @ sont des développements arbitraires suivant les puissances
entidres et ascendantes de @, commengant par des termes de degré
zéro. Le nombre des intersections des branches de ce cycle et de ¥,
réunies & l'origine des coordonnées est évidemment égal au minimum
de (6n+06'm). C'est justement I'expression (13) de l'élément . Com-
posons donc une courbe X qui, pour chaque conique dégénérée, d’ordre
m et de classe n, d’'un systéme S, contienne un cycle de branches tel
que (15). Alors le terme complémentaire I sera représenté par le
nombre des points qu'ont en commun, & l'origine des coordonnées, les
courbes W et £. On peut varier & I'infini les courbes ¥ et X pour une
méme condition ® et un méme systeme S, puisque c’est la nature de
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leurs branches autour d'un point qui seule intervient. Je prendrai,
par exemple, les définitions suivantes:

Pour thaque conique d'un systéme considérons les deuz mombres R?
ct r? définis dans Vénoncé du No. 14, et prenons-les, le premier pour
Uabcisse, le second pour Uordonnée d'un point. La conique variant dans
le systéme, ce point décrit ume courbe, que mous diroms attachée au
systéme. {On peut, suivant la remarque du No. 14, remplacer R et
r par un sinus et une longueur.)

Soit une condition ® pour une comique. Supposons ume comique
conjuguée par rapport i un triangle abe; soit p un des points on cette
conique rencontre be, et soit g un des points ou elle rencontre ab. Pour
cette conique, la condition peut s'exprimer par une relation ¥ (z,y) =0 entre

a\? b\2
r= (’gb‘) ) Y= (‘ﬁ‘c‘ '
La courbe représentce par Uéquation ¢ (x,y) = 0 sera dite attachée d
la condition .

Ces définitions posées, on peut dire alors:

Théoreme III.— Le terme complémentaire relatif ¢ un systéme et
@ une condition cst égal au nombre des points qu'ont en commun d
Uorigine des coordomnées la courbe altachée aw systéme et la courbe
attachée a la condition.

V. Exemples.

22. Je vais donner ici quelques exemples du calcul de la formule
(14) en envisageant des conditions ®, données sous des formes géo-
métrigues,

Je suppose que la condition ® consiste en une relation projective
entre la conique a et une conique donnée b. Cette condition sex-
prime, comme on sait, par une relation entre les coefficients du discri-
minant de a 4 Ab, et cette relation est homogeéne par rapport aux
coefficients de @, ainsi que par rapport & ceux de b. Il en résulte
aisément que cette relation peut aussi étre envisagée comme une
équation symétrique et homogene entre les trois racines 4, 4', " de ce
diseriminant, et réciproqwement. Je suppose la relation mise sous cette
derniére forme, et, sans la transformer, je vais faire le calcul de la
formule (14) relatif & cette condition et a4 un systeme arbitraire.

En premier lieu, le degré de I'équation, par rapport & 4, 4’, 1",
est aussi celui de ®,. Soit ¢ ce degré, on a déja

28+ a=c,
suivant les formules (6). Si a est une conique dégénérée, d’ordre m

et de classe %, il est visible que deux des 4 sont infiniment petits,
I'un d'ordre m, I'autre d’ordre m 4 n, exactement comme les g (No. 8).
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Faisons donc 4 infiniment petit d’ordre m 4 », 4’ infiniment petit
d’ordre m. Si le premier membre de l'équation devient ainsi infini-
ment petit d'ordre p, on aura

p=pFm-+y.
En choisissant de diverses manidres les nombres m, #, on déterminera
ainsi B et les groupes (¢, ¢') de la condition.

Dans beaucoup de cas, la relation entre les 4 n'est pas immédiate-
ment donnée sous forme symétrique. Quand il en est ainsi, on la rend
symétrique en faisant le produit des facteurs dissymétriques différents,
obtenus par la permutation des lettres. Il est clair qu’alors on peut
faire porter le calcul sur un seul facteur. Ces généralités admises, je
prends des exemples concrets.

23. Soit d’'abord pour @ la condition que a touche b. Cette condi-
tion s’exprime par
o=A41—1=0,

kN

Il y a six facteurs analogues & multiplier entre eux. Donc:

26+ a=6.
On en pourrait déduire ¢ = f = 2; car il est manifeste que « et
p sont des nombres égaux. Mais appliquons ici notre méthode. Le
facteur ¢ n’est infiniment petit que si 4 et ' sont tous deux infiniment
petits; et si les ordres respectifs de 4 et 4" sont m +n et m, 1 — 4’
est d'ordre m. Donc deux des six facteurs sont infiniment petits d’ordre
m, les autres restent finis. Donc

m -+ p=2m.
Donc y est toujours nul, et B est égal & 2. Done, suivant un
théoréme bien connu: le nombre des coniques dun systéme (g, v) quel-
conque qui touchent une conique donmmée est égal a 2 (u+v). Clest un
exemple du théoréme II.

24. Soit r le rapport anharmonique des quatre points d'intersection
de a avec une conique fixe b, considérés sur a; soit s le rapport an-
harmonique des quatre mémes points, considérés sur b, dans le méme
ordre; ¢t envisageons successivement les deux Conditions définies, pour
la comique a, par les équations

=8 —krt =0, p=s5r7—k=0,

k étant un nmombre domné et p, q des entiers positifs premiers entre ewx.
A l'égard de la condition ¢, on trouvera sans peine, si p > g,
que le facteur type est:

@ = A9 —A")P-e—kAr(A—2" ).

En raisonnant, comme au No. 23, on trouvera que
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Si p > q, le nombre des coniques d'un systéme (u, v) quelcongue,
qui satisfont a la condition @, est (6p—4q) u 4 2qv; et aussi,

St p < q, ce nombre se change en 2pp + (69 —4p)v.

Ces deux nombres se réduisent de mowtic si k= — 1; e, st k=1,
ils doivent étre diminués de 2 (u+v) et ensuite divisés par 2. Ces deux
circonstances proviennent de ce que, dans le premier cas, ¢ est
symétrique en 4, 4, et que, dans le second, il devient symétrique
aprés suppression du facteur (4 —4').

Ainsi la condition ¢ donne encore exemple du théoréme II.

Mais il n'en est plus de mémeé de la condition y. Le facteur
type est alors

Y= (A—2"ypH 9k A—1")pH2",

et Ton en tire les conclusions suivantes: .

Soient w, v les caractéristiques d'un systéme S, N’ la somme des
classes de celles des coniques dégénérces de S pour chacune desquelles le
rapport de la classe i Vordre est inférieur ¢ p: q, e¢¢ M’ la somme des
ordres des autres coniques digénérées. Le mombre des coniques de S
qui satisfont & la condition ¥ est:

6(pu+qv) —2Ngqg— 2M’p.

On voit qu'ici il y a un terme complémentaire 2 (N'g+4 M" p) qui
est nul dans le cas seulement od le systtme S ne contient aucune
conique dégénérée suivant le mode B.

On remarquera encore que, sik=—1, le résultat doit étre divisé par
2, et si k=1, il doit étre diminué de 2 (u+v) puis divisé par 2.

25. Voici un dernier exemple o le calcul se fait d'une maniére
analogue. On donne deux conmiques fixes b, ¢, et Uon enmvisage, pour
une conique a, la condition que le rapport anharmonique de ses points
d'intersection avec b, pris sur a, soit égal au rapport anharmonique de
ses points dintersection avec ¢, pris sur c.

Soient 4, 4, 1" les racines du discriminant de @ + Ab, et aussi

-4, U, U" les racines du discriminant de a 4 lc. Le facteur est ici:

P=AN—a)(I—=1")— ¥ (A —2") @'—1").

Il faut permuter entre elles les lettres 4 et aussi les lettres I, ce qui

donne 36 combinaisons. Mais, ainsi que je vais le montrer, 12 seule-

ment de ces combinaisons sont distinctes, en sorte quon aura:
2+ e =3><12 =30,

d’'od 'on pourrait déji conclure @ = f = 12.
Si I'on désigne par r, s les deux rapports anharmoniques, on ob-
Mathematische Annalen. XV. 3
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tiendra six facteurs distincts en donnant successivement & s six déter-
minations distinctes sans altérer r. Ces six facteurs dérivent donc de
(r —s) par le changement de s seulement. Puis en changeant succes-
sivement 7 on aura six groupes de six facteurs chacun. Mais trois de
ces groupes contiennent I'expression (r —s) et trois autres l'expression
(s—7), comme on le voit en faisant le méme changement a la fois
sur r et sur s dans (r—s). Donc il y a en tout 12 facteurs, savoir
les 6 facteurs qu'on déduit de (» —s) par le changement de s seul,
puis 6 facteurs respectivement égaux et de signes contraires aux pré-
cédents. Il suffira donc d’opérer sur 6 facteurs déduits de (r —s) par
changement de s seulement, et de doubler les résultats. Ainsi je n’ai
qu'a permuter les lettres ! dans ¢ en supposant, par exemple:

4, 1 ipfiniment petits d'ordre m 4 n,
l” l' ”» » m
a7, 1”, finis.

Il est évident que les facteurs seronf d’ordre m, & moins que le second
terme, qui contient déja 4’ (41— 4”), ne contienne ({—1’). Donc 4 fac-
teurs sont d’ordre m, et il y a exception pour les deux suivants:

@ = A —1") (1" —T) — ¥ (A—A") 4 =17,
P =AE =)V~ — ¥ (A—1) (=),

qui sont d’ordre m + n ou d'ordre 2m suivant que % cst inférieur ou
supérieur & m. De la enfin la conclusion suivante:

Soient, pour un systéme de comiques, @, v les caractéristiques, N'
la somme des classes de celles des coniques dégéncrées pour chacune
desquelles la classe est inférieure a Vordre, et M" la somme des ordres
des autres comiques dégénérées. Le mombre des comiques de ce systéme
qui satisfont a la condition ci-dessus est 12 (u+v) — 4 (M"4N")*).

Si, aulieu de cette condition, on envisageait celle qui consisterait
en ce que les deux mémes rapports anharmoniques fussent égaux et
de signes conlraires, on verrait immédiatement que le résultat précédent
devrait &tre simplement réduit de moitié.

26. Pour que lon se rende compte des circonstances qui s’offrent
dans les exemples précédents, j’ajoute ici quelques considérations géomé-
triques au sujet du rapport anharmonique de quatre points, pris sur
une conique qui dégénere. '

Soient 1, 2, 3, 4 les points d’intersection de deux coniques a, b,
et 1,11, II1, 1V les points de contact de b avec les tangentes communes

*) Dans ma communication du 13 Nov. 1876, adressée & I’Académie des
Sciences, j'ai énoncé fautivement ce résultat, en le divisant a tort par 2.




Sur la Théorie des Caractéristiques. 35

a aetd. On sait que le point de rencontre de deux cordes conjuguées
quelconques du premier systéme est aussi un point de rencontre de
deux cordes conjuguées du second. En conséquence, si & un point
d’'un des systémes on associe un des points de I'autre, en le choisissant
d’ailleurs & volonté, il en résulte une association parfaitement déter-
minée entre les points des deux systémes, association définie par cette
condition que deux cordes conjuguées quelconques d’'un des systemes
concourent avec leurs associées.

Ceci entendu, on a cette proposition: le rapport anharmonique
des quatre points 1, 2, 3, 4, considérés sur la comique a dans un ordre
quelcongue, est égal au rapport anharmonigue des points 1, T, 111, IV
sur la conique b, pris dans Uordre correspondant par association.

Supposons que a, faisant partie d’'un systéme, dégénére suivant
le 3me mode. Soient D et d la droite et le point, limites de a, le
point d sur la droite D; p, g les points de rencontre de b et D; r, s
les points de contact de b avec les tangentes issues de d. Les coniques
a et b ont en commun deux points 1, 2 infiniment voisins de p, et
deux points 3, 4, infiniment voisins de ¢. Leurs tangentes communes
ont avec b deux points de contact infiniment voisins de 7, et deux
points de contact infiniment voisins de s. Si deux points associés
portent le méme numéro, on voit aisément que, sulvaut la disposition
des points 1, 2, 8, 4, le point I étant censé voisin de’ 7, ce sera en
méme temps le point III ou le point IV qui sera aussi voisin de r.
Dans le premier cas, le rapport anharmonique

111 IIIIv

(1, 1, I, 1V) = . AL

croit au-deld de toute limite; dans le second, il a I'unité pour limite.
En méme temps, le rapport anharmonique associé (1, 2, 3, 4), considéré
sur b, a zéro pour limite. Par suite, le tableau suivant montre que
ces deux cas n'‘en font qu'un, et qu’aux deux valeurs zéro du rapport
anharmonique de 1, 2, 3, 4 sur b correspondent les valeurs 1 et co du
rapport anharmonique de I, II, III, IV.

1 1 w—1 "]
@ — l—w —

(] l—w © o—1
0 o 1 1 c© 0
1 1 0 o) 0 1)

Mais, d'aprés la proposition rappelée plus haut, les rapports an-
harmoniques de I, II, IlI, IV coincident avec ceux de 1, 2, 3, 4
envisagés sur a. Donc on voit que le rapport anharmonique de
ces derniers points, envisagé sur l'une des coniques, devenant zéro,

3‘
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il devient 1 ou co quand on l'envisage sur l'autre. C'est la ce qui
explique les circonstances rencontrées dans les exemples précédents.

VI. Des équivalents,

27. Jusqu'ici j’ai considéré exclusivement des conditions indécom-
posables. J'introduis maintenant des conditions composées. Soient
¢ =0, " =0, +-. diverses conditions. L’'équation 0 =& =" ¢"...
définit une condition composée, que l'on pourra dire la somme des
composantes pour la raison suivante. Soit N' le nombre des coniques
d'un systtme (@) qui satisfont & ®’; soit N” le nombre des coniques
de (@) qui satisfont & ®”; - .. soit enfin ® le nombre des coniques
de (a) qui satisfont & ®; on a N=N"+ N"+4 ...

Soient ® et ®; deux conditions telles que le nombre des coniques
d’'un systéme (a) qui satisfont & l'une ou & l'autre soit le méme, et
que cette circonstance ait toujours lieu, quel que soit (a). Je dirai
que ® et ®, sont deux conditions éguivalentes.

~

28. Considérons, cemme au No. 21, une courbe ¥ .attachée a
une condition ®, supposons cette courbe décomposée, & l'origine des
coordonnées, en ses branches linéaires ou superlinéaires, et soient

z=:t?, y=tf’f(t)

les équations qui représentent une de ces branches. La letire f désigne
un développement suivant les puissances entiéres et ascendantes de f,
commengant par un terme constant; et p et ¢ sont deux nombres
entiers positifs. De plus, les coefficients 4 de I'équation qui définit
¥ (No. 21) restant indéterminés, on sait par la théorie des courbes
algébriques que p et ¢ sont premiers entre eux. Soient (p, q), (9, q)---
les couples de nombres analogues, l'identité de deux couples étant
d’ailleurs possible. ]

Pour T'objet actuel, on peut remplacer la courbe ¥ par la courbe
composée

0=V, = (@*—By’) (a* —B'y?) - - -

En effet, en vertu de lindétermination des coefficients 4, B, - - -
le nombre des intersections confondues & Porigine, avec une courbe
quelconque, sera le méme pour ¥ ou pour V¥,.

Or, d’aprés un résultat du No. 14, ¥, est composée des courbes
attachées aux diverses conditions

2t = CR¢», 729 — C’Rip', -

Désignons par (p, g) une telle condition ¢lémentaire. Nous avons
ce premier résultat, que la courbe attachée & ® est la super-
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position ou la somme des courbes attachées a plusieurs conditions
élémentaires.

D’aprés le No. 14 encore, les nombres analogues & & et § sont, pour
la condition (p, q), respectivement 2q et 2p. Done, pour la condition

®,, somme de (p, 9)_» ¥, ¢), - -+, on a:
e=2@+9+-) B=20+r+)

Mais, suivaut le No. 12, ces deux derniers nombres sont précisément
égaux respectivement a 20, et 205 Si l'on fait

t=a—a, b=f—f,

les inégalités (8) montrent alors que @ et b sont des nombres
positifs,

Désignons par P et par D la condition, pour une conique, de
passer par un point ou de toucher une droite; il résulte de ce qui
préceéde l'équivalence

®—=aP+bD+ o+ @, q)+---

En effet, 1a condition composée, représentée par le second membre, a
la méme courbe attachée et les mémes nombres @, § que la condition
®. Donc elle lui est équivalente. Done

Théoreme 1V.— Une condition quelconque est équivalente é la somme
d'un nombre limité de conditions élémentaires.

On peut dés lors remplacer les propositions précédentes par le
Théoreme IV et le suivant:

Théoreme V.— Soit, dans un systéme, de caractéristiques p, v, une
conique dégenérée d'ordre m et de classe m; soit, pour cette figure, y le
plus petit des deux produits mq, np. Soit enfin I la somme des nombres
analogues d y pour toutes les coniques dégénérdées du systéme. Le nombre
des comiques de ce systéme qui satisfont a la condition (p, q) est
2(qu+pv) —T.

On pourra conventionnellement mettre au nombre des conditions
(», g) les deux conditions P, D, en supposant: -

P=04), D=(,0)

Pour tout autre cas, p, g seront des entiers premiers entre eux.
La convention précédente a l'avantage de réduire & sa plus simple
expression la formule qui donne le nombre des coniques satisfaisant a
cinq conditions séparées, formule dont la recherche fait la suite naturelle

du mémoire actuel.

29. Les exemples envisagés au paragraphe V revétiront maintenant
les formes suivantes:
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Pour la condition ¢ du No. 24, on aura:

Sip>q, o = (6p—4q) P+ 29D.
Sip<yg, 9=2pP+ (6g—4p) D.
Pour la condition y de ce méme No. 24, on a:
vy=2pP+ 29D+ 2(q, p);

et pour celle du No. 25,
©=4P+ 4D+ 4(1, 1)

Ces exemples me paraissent suffire & éclaircir les théories exposées
dans ce mémoire.




Zur Theorie
der partiellen Differentialgleichungen zweiter Ordnung.

Von A. V. BickLunp in Lund.

In zwei friheren Abhandlungen im XI. und XIII. Bande dieser
Annalen habe ich mich mit partiellen Differentialgleichungen héherer
Ordnung, die erste Integrale besitzen, beschiftigt, und in der letzten
Abhandlung besonders das gegenseitige Verhalten der ersten Integrale
einer solchen partiellen Differentialgleichung untersucht, die zwei oder
mehrere vollstindige erste Integralschaaren, jede Schaar ausgedriickt
durch eine Gleichung von der Form:

eine arb. Function von (f| (7, z,, - za, 1'%, 2t¢, ... Diffqu.v. 5),
fy (&, 2y, -+ Tny 1% 2w ... Diffqu.v.2)) = 0,

besitzt. Indem man den dort eingeschlagenen Weg verfolgt, gelangt
man zu verschiedenartigen Systemen von Differentialgleichungen, fiir
die gemeinsame Integralmannigfaltigkeiten von m Dimensionen (falls
n die Zahl der unabhiingigen Variablen ist) existiren. Systeme zweier
partieller Differentialgleichungen 2. O. mit zwei unabhiéngigen Variablen,
von denen jedes eine unendlichfach unendliche Schaar von Integral-
flichen besitzt, sind schon in der letzten der oben citirten Abhand-
lungen erdrtert worden*). Das allgemeinere System zweier partieller
Differentialgleichungen 2. O. mit zwei unabhiingigen Variablen und
mit gemeinsamen Integralflichen, deren KElemente (sxypqrst) alle
gemeinsamen Elemente (2zypgqrst) der Gleichungen umfassen, hat
nur oo' Integralflichen. — Das sind, im Falle n = 2, zwei verschie-
dene Arten von Paaren von Gleichungen 2. O., die Integralflichen zu
einer grosstmdglichen Zahl**) gemein haben. — Zu den letzt an-
gegebenen allgemeineren Gleichungspaaren kommt man auch durch

¥) Solche Systeme sind, wie ich in der citirten Abbandlung bemerkt habe,
auch schon friher betrachtet worden, (Darboux, Comptes rendus T. LXX))

**) Ich behalte diesen Ausdruck bei, um zu bezeichnen, dass die Elemente
der Integrale simmtliche Elemente des Gleichungspaares umfassen. -
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die Entwickelungen der erwihnten Abhandlung, namentlich durch den
Satz der 20. N. daselbst. Ich stelle daher hier zuerst eine Discussion
dieses Satzes an.

Fir » > 2 wird die Zahl der Arten von Paaren von partiellen
Differentialgleichungen 2. O. mit Integral- M, zu einer grosstmoglichen
Zuhl eine grossere. Der dritte Paragraph dieser Abhandlung soll sich
mit einer besonderen Art von Gleichungspaaren mit drei unabhingigen
Variablen und mit Integral-M, zu einer grosstmoglichen Zahl be-
schiiftigen, fiir welche sodann im vierten Paragraphen allgemeine Bei-
spiele gegeben werden.

Hier wird das Problem von der Integration der partiellen Diffe-
rentialgleichungen 2. O. so gut wie nicht beriihrt. Aber es ist offen-
bar, dass, wenn partielle Differentialgleichungen bekannt sind, die
mit einer vorgelegten Gleichung 2. O. Integralfiichen gemein haben,
diese Flichen durch einfachere Operationen erhalten werden miissen,
als Integrale einer Gleichung 2. O., von der von vornherein keine
anderen Gleichungen der genannten Art bekannt sind; ebenso ist leicht
ersichtlich, worin diese Vereinfachungen bestehen. Man kann sogar,
— ich habe es an verschiedenen Stellen der Abhandlung im XIII. Bd.
d. A. bemerkt, — aus solchen Griinden Gattungen von Gleichungen
2. 0. angeben, die durch Systeme gewohnlicher Differentialgleichungen
vollstindig gelost werden. Eine ganz andere Art von Vereinfachung
des Integrationsproblems ist die, welche fiir eine partielle Differential-
gleichung 2. O. sich darbietet, von der eine infinitesimale Beriihrungs-
transformation, durch welche die Gleichung in sich selbst iibergeht,
bekannt ist. Ich habe die Frage, wie die Kenntniss einer infinitesi-
malen Berithrungstransformation der Gleichung 2. O. in sich selbst zu
verwerthen sei, nicht vollig unberiihrt lassen wollen, und desshalb die
Entwickelungen des 2. Paragraphen gegeben. — Die drei letzten
Paragraphen der gegenwiirtigen Abhandlung setzen die Kenntniss der
in meiner Abhandlung im XIII. Bd. d. A. 8. 411 iiber Charakteristiken
von Gleichungen 2. O. enthaltenen Theorie voraus.

§1.
Ueber Systeme von partiellen Differentialgleichungen des Raumes von
drei Dimensionen.

1. Ich betrachte zunichst, ebenso wie in der 20. N. meiner Ab-
handlung im XIII. Bande dieser Annalen, eine lineare partielle Diffe-
rentialgleichung n'e Ordnung, die zwei erste Integrale hat, die resp.
zwei distincten Integralschaaren zugehoren, und nehme an, dass ein
jedes dieser Integrale selbst ein Integral hat, das durch eine partielle
Differentialgleichung k'r resp. m' Ordnung ausgedriickt ist. Die-
jenigen beiden partiellen Differentialgleichungen n — 1tr O., welche
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die erwihnten ersten Integrale darstellen, miissen immer, da letatere
nicht in derselben Integralschaar enthalten sind, einem jeden gemein-
samen Elemente (z,z,y,p,q, --n—1* Diffqu. v. 2) charakteristische
Richtungen zuordnen, von demen % — 2 fiir beide Gleichungen ge-
meinsam sind, — dies schon desshalb, weil sonst die Gleichung
nter Ordnung ihren Elementen (2,z,y, p, q... ' Diffqu. v. 5) mehr als
n charakteristische Richtungen, nimlich alle die charakteristischen
Richtungen ihrer ersten Integrale, zuordnen wiirde, was unméglich
ist. Daneben miissen jene Gleichungen n — 1'r O. Integralflichen zu
einer grosstmoglichen Zahl gemein haben®). Das Alles ist iibrigens
damit #quivalent, dass von den ersten Derivirten in Bezug auf z,y
der beiden partiellen Differentialgleichungen n — 1tr O. die eine Deri-
virte eine algebraische Consequenz der anderen sein muss.

Die partielle Differentialgleichung k' 0., die ein Integral der
einen jener Gleichungen n — 1tr Q. darstellt, muss dann mit der
anderen Gleichung n — 1'r . so verbunden sein, dass jedem ihrer
gemeinsamen Elemente (2z2y pg ... n— 1** Diffqu. v.2.) k oder wenigstens
k — 1 fiir beide Gleichungen gemeinsam charakteristische Richtungen
zugeordnet werden, und dass gemeinsame Integralflichen zu einer
grosstmoglichen Zahl existiren. Algebraisch: es muss, wenn F = (),
@ = 0 die Gleichungen Z'r resp. # — 1'* Ordnung sind, von den
‘Gleichungen:

&*F iy i & d d
M) o =0 d gy =0, dy..-k’—‘ v ae =0 Gy="
wenigstenseine eine algebraische Consequenz deranderen sein, so dass sich
also wenigstens ein Werthsystem von Verhiltnissgrossen 4,, 1,, ... gy, 4,
muss finden lassen, das unabhingig von den besonderen Werthen der
n'e» Differentialquotienten voan 2 die Relation befriedigt:

¢ dar- F d —k d’—kl'v
(2) ll dx n—k+ Qd n—k-—ldJ+ +1n—k+l d n—k

1
+l‘|”p+ zd./ =0-

Nun schreibe ich:

d._kl" ]
o= 0a T Ge+ ot anEn + A,
d» I'F .
da gy % + a8+ -+ arpEre + Ay,
d""‘F

dy—t A én ki1 F G&urys + - - F Gprtagr + Auois

*) Beildufig: Derjenige Streifen, der durch die eine Gleichung n — 15tr O
auf einer beliebigen (nicht gemeinsamen) Integralfiiiche der anderen Gleichung
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und
d
’a:‘ =b & + bye, + - - -+ baa + By,
d

73...—=bl£2-|--b2§3—|-- LA +bnsn+l+Bl;

WO &, &, ... &41 die ' Differentialquotienten von 2 bezeichnen.

Als erste Bedingung eines Werthsystems der 4, u, das der ge-
stellten Forderung geniigt, ergiebt sich dann die, dass identisch
sein muss:

B) A udu 4 A v (@, + gy 0t a6 - @ v
+ (,"'I +“1“)(bl +b,u+bau?+ v ._I_b. un—1)=0’

d. h. dass die beiden Gleichungen in u:

4 a, + a4 + azu? + - - - 4+ aput =0,
) by + by + byt 4 - - - + bpurt =0

k — 1 Wurzeln gemein haben, oder geometrisch ausgedriickt, dass
F=0, p=0 jedem gemeinsamen Elemente (¢2ypg - -- n — 1> Diffqu. v. 5)
Ik — 1 gemeinsame charakteristische Richtungen zuordnen miissen. Als
zweite Bedingung eines solchen Werthsystems der 4, p erhdlt man
die, dass wirklich fiir die Gleichungen (1) gemeinsame Schaaren von
Werthen ¢, &,, - - - €441 existiren miissen®); geometrisch, dass jede
fir F'= 0, ¢ = 0 gemeinsame charakteristische Richtung auch zu
fiir diese Gleichungen gemeinsamen charakteristischen Streifen fiihren
muss. — Wenn die linke Seite der Gleichung (4) ein Factor der linken
Seite der Gleichung (5) ist, so giebt es zu jedem fiir F =0, ¢ =0
gemeinsamen Elemente (zzypgq ---n —1% Diffqu. v. 5) % gemeinsame
charakteristische Richtungen. Von den Gleichungen (1) miissen jetat
die zwei letzten aus den iibrigen folgen, und jede fiir F = O charak-
teristische Richtung muss daher auf fiir diese Gleichung und fiir
@ = 0 gemeinsame charakteristische Streifen fiihren.

Halten wir uns ein wenig bei diesem Falle auf. — Betrachten
wir eine Integralfliche von JF = (. Sie enthidlt wenigstens einen
Streifen von KElementen (szypq--- n— 1~ Diffqu. v. ), die simmtlich
der Gleichung @ = 0 zugehéren. Wenn derselbe keine gemeinsame
Charakteristik fir F = 0, @ = O ist, so miissen, da nun, fiir ein

ausgeschieden wird, ist ein charakteristischer Streifen der letzteren Gleichung. —
Dies wird in ganz dersclben Weise hergeleitet wie der Satz p. 103 meiner Abh.
im XIIL Bd,
*) D. i. die Relation:
L4+ 24+ -+ ln—.k+[Au-k + B, + us By =0
muss ebenfalls befriedigt werden,




Partielle Differentialgleichungen, 43

jedes der genannten Elemente,’ % und —:—: gleichzeitig mit den

(n—k)e Derivirten von F in Bezug auf z, y verschwinden, die
Charakteristiken fiir = 0, die von jenen Elementen ausgehen und
die Integralfliche erzeugen, ebenfalls der Gleichung ¢ = O als Charak-
teristiken zugehdren, und folglich jene Integralfliche auch ein Integral
von @ = 0 sein. Ist der anbemerkte Streifen eine gemeinsame Charak-
teristik fir =0, ¢ =0, so findet sich, wiederum wegen des fiir
die Elemente des Streifens stattfindenden gleichzeitigen Verschwindens

von % , g—;’ mit dem der (» —k)t» Derivirten von F, ein zweiter un-

endlich benachbarter Streifen von Elementen (2zypq...n—1%° Diffqu.v. 5)
derselben Integralfliche, der ebenfalls der Gleichung n — 1%tr O, @ =0
geniigt. Wir konnen diesen neuen Streifen in derselben Weise be-
handeln wie den friiheren, und leiten so einen dritten ab, u.s. w., —
so dass wir schliesslich die ganze vorgelegte Integralfliche als der
Gleichung @ = O zugehirig erhalten. Die vorgelegte Integralfliche
war aber eine beliebige Integralfliche von F' = 0. Also: F = 0 muss
jetst ein Integral von @ =0 ausmachen.*)

Hiernach gehen wir zu dem Falle zuriick, wo nur £ — 1 der &
charakteristischen Richtungen, die durch F'—0einem Elemente(szypq...)
zugeordnet werden, auch fiir ¢ = O charakteristische Richtungen sind.
Dabei ist besonders bemerkenswerth die Form derjenigen Gleichungen,
durch welche der eben beschriebene Zusammenhang zwischen F = 0
und @ = 0 ausgedriickt wird. — Weil £ — 1 der Wurzeln der Gleichung
(5) auch der Gleichung (4) als Wurzeln zugehdren, und auf Grund
von (3) die m — & iibrigen Wurzeln derselben Gleichung (5) die
Wurzeln der Gleichung:

Mddut+A,u4 - -+ A gpur*=0
sind, so miissen 4,,4,, 4,,... proportional linearen Combinationen
der Grossen b sein:

Ai=APBYb + 90, + ),
wo A einen (unbekannten) Proportionalititsfactor bezeichnet und
B9, B, . .. Functionen der genannten ¥ — 1 fiir (4) und (5) gemein-
samen Wurzeln sind. — Ebenso hat man:

i = B(e}a, 4+ a,)%a, 4 - ),
wo B einen (unbekaunten) Proportionalititsfactor, und «,?, &\, ...

*) Vorausgesetzt jedoch, dass auch im Unendlichen jene Abh#ungigkeit der
zwei letzten der Gleichungen (1) von den ibrigen Statt hat. Denn soust wiirde
man aus dem Vorhandensein eines der Gleichung ¢ = 0 zugehirenden Streifens
einer Integralfiiche von F == 0, wenn dieser Streifen unendlich weit gelegen whre,
nichte schliessen kdnnen.
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gewisse Functionen jener 1 — 1 gemeinsamen Wurzeln vou (4) und
(5) bezeichnen.
Insbesondere hat man:

A = Ab, p,= Bay,

und, wegen (3), 4,4, + u,b, =0, also: 44+ B=0. Man kann
daher in den obigen Ausdriicken der 4;, u; setzen: 4 =1, B=— 1.
Nun fihren wir in die % 4 2 Gleichungen, in welche die Identitat
(2) zerfallt, fur 4, p jene Ausdriicke ein. Durch dieselben werden
n — Lk 4 2 der n 4 2 Gleichungen erfiillt. Die iibrigen % bleiben als
Bedingungen' fiir I', ¢ zuriick. Sehen wir F' als bekannt an; jene %
Gleichungen werden dann, vermdge der oben anfezeigten Form der
Ausdriicke von 4, g, lincare homogene particlle Differentialgleichungen
erster Ordnung fir @; — 2, 2,9, p, q, .. . n — 1> Differentialqu. v. <
fungiren hierbei als unabhiingige Variablen. .

Daraus folgt u. A., dass, wenn einc partielle Differentialgleichung
ke 0. zu zwei Gleichungen n — 1% 0.: ¢, = C, ¢, = C (wo C
eine willkiirliche Constante bezeichnet) in einer solchen Besichung steht,
dass erstens jedem Elemente (z,z,y, p, q, . . . n — 1% Diffqu. v. 2) der
Gleichung k- O. eine Schaar von k — 1 charakteristischen Richtungen
zugehort, die gugleich charakteristische Richtungen von @, = C, @, = C
sind, und dass zwcitens dieselbe Gleichung kv O. sowohl mit jeder
Gleichung @, = C als auch mit jeder Gleichung @, = C Integralfliichen
2u grosstmoglicher Zahl gemein hat, — diese Gleichung ker O. in genau
derselben Dezichung zu jeder Gleichung von der Form:

cine arb. Function von (p,, @,) =0
steht.

Wenn nimlich ¢,, ¢, zwei Losungen eines Systems linearer ho-
mogener partieller Differentialgleichungen 1#er Q. sind, so ist auch:
eine arb. I'(¢y, @,), eine Losung desselben Gleichungssystems.

Dieser Satz ist in der Abhandlung im XIII. Bd. d. A. zwar nicht
ausdriicklich angegeben worden, aber er ergiebt sich ohne Miihe aus
dem in der 20*» N. daselbst Auseinandergesetzten. In dieser Nummer
ist die Beziehung zwischen einer Gleichung ktr O., die ein gemein-
sames Integral von n — k, verschiedenen Schaaren zugehorenden ersten
Integralen einer linearen Gleichung nter O. darstellt, und irgend einer
der Gleichungen n — 1%r O. einer anderen ersten Integralschaar der-
selben Gleichung n'c O. entwickelt worden, und diese Beziehung ist
genau die hier zwischen F'=0 und ¢, =C dargelegte. Die Gleichungen
7 — 1ster O, einer und derselben ersten Integralschaar sind von der
Form: F(y,,%,)=0. Die Gleichungen ¢,=C, %,=Cund F(¢,,¥,) =0
haben zu jedem Elemente (2, z, vy, p, g, - - - # — 1*'¢ Diffqu. v. 2) die-
selben » — 1 charakteristischen Richtungen, und mit der Gleichung
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ks O. dieselben ¥ — 1 charakteristischen Richtungen gemein. Jetzt
brauchen wir blos das, was, wenn es sich nur um den Zusammenhang
zwischen der Gleichung %> O. und F'(9,, v,) =0 handelt, unwesentlich
ist, abzustreifen, d. h. wir brauchen blos die Forderung fallen zu lassen,
dass ¢, = C, ¥, = C und somit alle F (¢, ¥,) = 0 mehr als die k—1
letztgenannten charakteristischen Richtungen gemeinsam besitzen, um
fir ¢,, ¥, solche Functionen setzen zu kénnen, wie die obigen @,, @,.

Jetzt betrachte ich die partielle Differentialgleichung m'er O., durch
welche das anfangs angenommene Integral von @ = 0 dargestellt wird,
und setze dann m = n — k 4+ r, wo r Null oder eine ganze positive
Zahl < k — 1 bedeutet. Die Gleichung m'e O. selbst bezeichne ich
mit ® = 0. — Von den Gleichungen fiir die nt*" Differentialquotienten
von g:

d;,-?—k= ’ dxu—k—l—d;=' T ;I_y;.--'i— I ’e '(}y'kj

a*F P ) atF FTe_,  dTe o
muss, da ®=0 ein Integral von @ =0 ist, wenigstens eine Gleichung
eine algebraische Consequenz der anderen sein. Also miissen sich die
4, u so bestimmen lassen, dass identisch wird:

Ay F A0 4 Ay u™H) (@, F ayt 4 - - -+ Grp1uF)
+ (&t out e W) (6 + et i ut M) =0,

folglich: jedem gemeinsamen Elemente von F =0, & = 0 werden »
gemeinsame charakteristische Richtungen zugeordnet. Noch melr, jedem,
den beiden Gleichungen (und ihren Derivirten) gemeinsamen Werth-
systeme von (¢, 2,4y, p, q, . .. n— 1% Diffqu. v. ) kommt eine Schaar
von oo” den beiden Gleichungen gemeinsam zugehdrenden Werth-
systemen der nte» Differentialquotienten von 2 zu, jedem dieser Elemente
(2,%,9,p, q,...nt* Diffqu. v. 2) eine Schaar von ebenfalls co” den-
selben Gleichungen gemeinsam zugehorenden Werthsystemen der(n--1)sten
Differentialquotienten von g, u. s, w. So dass, wenn r > 0, jede der
genannten r charakteristischen Richtungen zu gemeimsamen charak-
teristischen Streifen Anlass giebt, und dass, sei » = 0 oder > 0, die ge-
meinsamen Elemente von F = 0, ® = 0 sich zu Integralflichen eu-
sammenfiigen.

Selbstverstiindlich konnten mehr als » gemeinsame charakteristische
Richtungen existiren; 7 ist nur eine Minimumszahl derselben. Immer
existiren gemeinsame Integralflichen, die die gemeinsamen Elemente
der Gleichungen erfiillen.

2. Wir werden jetzt sehen, wie diese Theorie fiir partielle Diffe-
rentialgleichungen 2ter Q. sich gestaltet. Dann schreiben wir k= 2.
Eine Gleichung 2ter O, kann, nach dem oben Entwickelten, in einer
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solchen Beziehung zu einer Gleichung mter Q. stehen, dass jedem ihr
und der Gleichung m'er 0. gemeinsamen Elemente (2, z,y,p, q,...m'
Diffqu. v. 2) eine fiir beide €leichungen gemeinsame charakteristische
Richtung, oder sogar (falls m > 2) dieselben zwei charakteristischen
Richtungen zugeordnet werden, und dass in beiden Fillen gemein-
same charakteristische Streifen, die sich zu Flichen zusammensetzen,
existiren. Auch ohne derartige gemeinsame charakteristische Richtungen
zu besitzen, werden die beiden Gleichungen gemeinsame Integralflichen
zu einer solchen Zahl besitzen konnen, dass diese Flichen alle den
beiden Gleichungen gemeinsamen Elemente (z,z,y, p,q,...m* Diffqu. v.£)
umfassen. — Die analytischen Bedingungen eines solchen Systems von
Gleichungen 2tr und m'er Q. sind aus der vorangehenden allgemeinen
Erorterung leicht zu gewinnen.

3. Ich setze jetzt m =1 (wodurch # =3, r =0 wird) und
schreibe die Bedingungen auf, die erfiillt werden miissen, damit eine
partielle Differentialgleichung 1str O. f= 0, die alle ihre oo® Charak-
teristiken mit der Gleichung 2'r O. F' =0 gemein hat, zu Stande
kommen konne. Man hat nur auszudriicken, dass von den fiinf
Gleichungen:

ar ‘dF at ar dar

=0 =0 35=0, ;7 —0, §f—0
zwei Gleichungen aus den iibrigen folgen. Entwickelt nach den dritten
Differentialquotienten von 2, die ich mit %, v, w, @ bezeichne, sind
diese fiinf Gleichungen von der Form:

a® 4 a,u 4+ a,v + a;w=0, b 4 bu- b,v=0,
b 4+ b,v + by,w=0,
a® 4+ av + aw+ta, =0, b4 bw-4b,w =0,
und die fraglichen Bedingungen werden diese :
a,b,> — a, b, b, + a35,* =0,
6) a®b b, — b®@a b, — bVa,b, =0,
avb b, — ba b, — Vagh, =0-

Durch Einfithrung derjenigen Werthe von 7, s, ¢, die durch Elimi-
nation aus den Gleichungen:
— ar af

F = 0 ) —d—z‘ = 0 ) - dy_ ==
sich ergeben, werden jene Gleichungen (6) particlle Differential-
gleichungen 1% O, fiir /. Dic Forderung der Existenz einer Gleichung
[ = c ist dquivalent der Bedingung, dass jene Gleichungen () eine
gemeinsame Losung zulassen sollen. Diese Bedingung ist in erster
Hand als eine Bedingung fiir I = O aufzufassen.
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Aus einem fritheren, im Anfange der ersten Nummer bewiesenen
Satze folgt, dass f==—c ein erstes Integral von F =0 sein muss. —
Spiter (N. 6.) werden wir diesen Satz auf etwas andere Weise be-
griindet sehen.

Die Gleichungen (6), als partle]le Dlﬂ'erentlalglelchungen 1ster O,
fiir f betrachtet, konnen eine gemeinsame Ldsung mit zwei arbitriren
Constanten besitzen. Eine Losung mit einer grosseren Zahl arbitrérer
Constanten ist desshalb unmoglich, weil drei partielle Gleichungen
1ser Q. zwischen fiinf Variablen (z, y, 2, p, ¢) hochstens eine Ldsung
mit zwei arbitriren Constanten gemein haben konnen. Wenn die
Gleichungen (6) eine Losung jener Art gestatten, so muss die zu-
gehorende Gleichung 2'er O, F' = O erste Integrale zu grosstméglicher
Zahl besitzen. Dieselben werden durch die genannte Losung angegeben.

4. Aus dem am Ende der ersten Nummer Entwickelten folgt fiir
k=2, n =23, r =0, dass eine partielle Differentialgleichung 1ster O.
f=0 mit einer partiellen Differentialgleichung 2t O. F' = 0 zweifach
unendlich viele Integralflichen gemein haben kann, ohne dass die
beiden Gleichungen Charakteristiken gemein haben. Es ist hierzu nur
erforderlich, dass von den fiinf Gleichungen:

aF _ dF af g, & *f _o

dx a5 =% gz Tady = ay
eine eine algebraische Folge der anderen sei. Diese Bedingung driickt
sich s0 aus. Es muss sein:

(M b,a® 4 b,aM — a, 4% — a, b — @, =0,
was, wenn F bekannt ist, und fiir r, s, £ ihre aus den Gleichungen:
- ar _ af
F=0, -;-=0, dy =0

hervorgehenden Werthe in 2z, z, y, p, ¢ eingesetzt werden, eine par-
tielle Differentialgleichung 2tr O. zur Bestimmung von f wird.

Die Gleichung F = 0 ist somit eine Gleichung 2¢r O. all-
gemeinster Art.

5 [ (e, z, ¥ P, q) = 0 sei eine partielle Dlﬂ'erentmlglelchung
14 Q,, die zu einer gegebenen Gleichung 2t Q. F' = 0 in der durch

die Gleichung (7) ausgedriickten Beziehung steht. Durch irgend eine
Berithrungstransformation :

X=f(s,2,9,9,9),

Y= .I( ))
Z = )y
P—"‘—-‘P;( )s

Q='p2( )a.
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R=v, (s,2,y,p, Q7rrs)t)’
S =1, ( )
T = vy ( )y

bilden wir jene Gleichung f = O auf die 'Y Z-Ebene ab. Die Linien-
elemente (Y, Z, ¢)) dieser Ebene werden dabei Bilder der Charak-
teristiken von f=0. Die oo? Integralflichen, die dieser Gleichung
und F = 0 gemein sind, erscheinen als Bilder von co? Curven jemer
Ebene. Anderseits wird diese Curvenschaar analytisch durch eine
Gleichung & (Z, Y, Q, T') = O dargestellt. Auf eine solche Form muss
also F =0 mit Hiilfe von f= 0 gebracht werden kionnen. — Jede
Gleichung 2tr O. der Y Z-Ebene kann als Bild eines derartigen
Gleichungssystems wie F' = 0, f = 0 interpretirt werden. -

6. Wenn f=0 in der durch die Gleichungen (6) formulirten
Beziehung zu F = O stiinde, so dass oo® fiir beide Gleichungen ge-
meinsame Charakteristiken existirten, so wiirden auch unbegrenzt un-
endlich viele gemeinsame Integralflichen aus diesen sich zusammen-
setzen lassen.*) Dann aber miisste die entsprechende Gleichung 2ter O.
der YZ-Ebene: ®(Z,Y, @, T) =10, eine solche zweifach unend-
liche Curvenschaar reprisentiren, fiir deren Curven unbegrenzt unend-
lich viele osculatorische Enveloppen sich ergeben wiirden. Solche
Curvenschaaren kann es nicht geben, es sei denn, dass jede Curve
einer solchen zweifachen Curvenschaar in jedem ihrer Punkte immer
von einer unendlich benachbarten Curve derselben Schaar berithrt wiirde.
Aber nur in einem Punkte (oder in einigen Punkten) kann eine be-
liebige Curve einer zweifachen Schaar von einer unendlich benach-
barten Curve derselben Schaar beriihrt werden.**) Und niemals gibt

*) Entsprechend niimlich den ! Werthen von u, v,w,®, die jedem fir
¥ =0, f=0 gemeinsamen Elemente (¢, z,y,p, q,r,s,?) durch die zweiten
Derivirten der letzteren Gleichung (in denen die ersten Derivirten von F' = 0 ent-
halten sind) zugeordnet werden. .

*#) Sei

f(y’ 2,1, ."') =0
irgend eine zweifache Curvenschaar der Y Z-Ebene. Durch Elimination von
g, d1,du aus den folgenden Gleichungen:

'y +aef@=0, fAOdi+f (s)dp=0,
(‘3%*fw(3/)+€l”a%‘f'(‘)) ar +(-Eau f+aq aa“ r (z))dy-;eo

gewinnt man die Gleichung einer Curve, welche die Curve: f(y,£,4,u) =0,
in ihren Beriihrungspunkten mit unendlich benachbarten Curven:

fy,s 2+da, ptdp)=0,
schneidet. Sollte also f= 0 eine zweifache Curvenschaar darstellen, von deren
Curven jede beliebige von .allen ihr unendlich benachbarten Curven der Schaar
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es mehr als oo! osculatorische Enveloppen von Curven einer gegebenen
zweifachen Curvenschaar.*)

Die Gleichung 2ter O. F = 0, von der hier die Rede gewesen ist,
kann also nicht, wie die in der vorigen Nummer besprochene allgemeinere,
zu einer Gleichung 2t Q. der ¥ Z-Ebene Anlass geben. Auf Gleichungen
Jter, 4ter | 0. derselben Ebene konnen nur Gleichungen 3ter, 4ter . . O,
des Raumes filhren. Es bleibt also nur die Moglichkeit iibrig, dass
die Bilder aller gemeinsamen Integralflichen von f=0 und F =0
die ganze Ebene bedecken, so dass alle Curven dieser Ebene Bilder
von solchen Integralflichen sind; d. h. aber, wie frither in N, 3. be-
hauptet wurde: f==0 ist ein Integral von F = 0.

7. Ich setze jetzt m = 2, k = 2. Zwei Fillle sind dann zu unter-
scheiden: der Fall n =3, r =1 und der Fall n =4, »r =< 0. (Vgl
den Schluss von N. 1.)

Im ersten Falle besitzen die beiden Gleichungen 2tr 0. F = 0,
® = 0 oo® Charakteristiken gemein, die sich zu unbegrenzt unendlich
vielen Flichen zusammensetzen. Die eine der ersten Derivirten jener
Gleichungen muss jetzt eine algebraische Folge der anderen sein. Dieses
driickt sich durch zwei lineare partielle Gleichungen 1ster ), zwischen

beriihrt wiirde, 8o miisste f == 0 ein Integral der Gleichung der eben construirten
zweiten Curvenschaar (1, p variable Parameter der Schaar), deren Gleichung ist:

(r@ ZfO—1'@f FO)f @ =(r @5 ro-ro,re)re=o

sein,
Die letztere Gleichung schreibt man kiirzer so:

8 1y fy
rwsr(Fe)— f‘)oy T )="

und sieht dann sogleich ein, dass:

;’%y_))_ = eine Function von (y, 2, f)

sein muss. Das allgemeine Integral dieser Gleichung lautet:
[ == eine arb. Function von (9y. 2, i, p),
und die Curvenschaar f=20 wird also durch die Gleichung:
. ¢ine arb. F (9 (y,%,0), 1, p)=0,
ausgedriickt. Aber diese Gleichung, die dquivalent ist folgender:
oy, 2)=v@1,n),
ist nur einfach unendlich in Bezug auf 1, u, und durch dieselbe wird also keine

zweifache Curvenschaar repriisentirt. — Hierdurch ist die im Texte aufgestelite
Behauptung bestittigt.

*) Sie sind als singulire Losungen der Gleichung 2ter O,, die die zweifache
Curvenschaar darstellt, zu bezeichnen.

-
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F, ® aus*) Und F (oder ®) muss also so beschaffen sein, dass
diese Gleichungen eine gemeinsame Losung & (oder F) zulassen.
Im zweiten Falle wird von den zweiten Derivirten von F=0, ®=0:

a® + a8 + a6 + aye; =0, b + b, & + by&, + bygy =0,
a®™ + a8, + a8 + a3, =0, b + by, + byey + bye, =0,
a4 a6 + a6, + a6, =0, b + by &5 + by&y + by, =0,
(unter &, &,, &, &,, & die vierten Differentialquotienten von £ verstanden)

eine Gleichung eine algebraische Folge der anderen. D. h. es muss
sein:

(8)  b,a® + ba® + byath — g, b — g, — g, b = 0.

Diese Gleichung wird, wenn fiir die in a® etc., b ete. vor-
kommenden u,v,w, @ ihre Werthe in z,z,y, p, q,r,s, ¢ aus den
Gleichungen:

aF ar do do

=0 Gy =0 Gz=0 Zy=0
gesetzt werden, eine Gleichung, die ® bestimmt, wenn F' als hekanut
angesehen wird.

Jetzt existiren blos oo? fiir F = 0, ® = 0 gemeinsame Integral-
flichen. Aber F = O ist auch jetet eine Gleichung 2'r O. allge-
meinster Art.

§ 2. .
Ueber partielle Differentialgleichungen 1'** und 2% 0., die von einer
infinitesimalen Beriihrungstransformation ungeéindert gelassen werden.

8. Man weiss aus den Arbeiten von Lie, dass, wenn von vorn-
herein eine infinitesimale Berithrungstransformation bekannt ist, durch
welche eine partielle Differentialgleichung 1#tr O. in sich selbst iiber-
geht, die Losung dieser Gleichung immer Vereinfachungen zulisst.
Aehnliches gilt auch von partiellen Differentialgleichungen 2ter (und
hoherer) Ordnung. Hat man in irgend einer Weise von einer solchen
Gleichung gefunden, dass sie eine infinitesimale Beriihrungstransfor-
mation gestattet, so ist damit zugleich auch ein Schritt zur Reduction
dieser Gleichung gemacht. — Ich werde jetzt erstens allgemein von
infinitesimalen Beriihrungstransformationen des Raumes von drei Di-
mensionen sprechen, und sodann, wenn auch nur kurz und unvoll-
stindig, ihre Beziehung zu partiellen Differential- Gleichungen er-
ortern.

*) Auf S, 85 der Abh. im XIII Bd. d. A. sind diese Gleichungen angegeben
worden.
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Damit eine infinitesimale Transformation:

dz=:¢L(2,2,9,9,49),

dy = ‘EM( ) )

9 dz=¢N( ), (¢ eine unendlich kleine Constante)
dp = ‘EP( ),
dg=¢@Q( )

eine Berithrungstransformation sein soll, miissen erstens L, M, N den
folgenden Relationen geniigen:¥*)

[x+sL,y+sM]=0, f[y+eM,24eN]=0, [z+4eN,z+eL]=0,

oder, wenn zweite (und hobere) Polenzen der infinitesimalen con-
stanten Grosse & vernachlissigt werden:

oM __ oL oN __ oM oN oL 8L

20 — o1’ oa Pap Y9 P TI7
woraus sich ergiebt:
2% o0 __ 20 20
(10) L——ap M= g’ N=p op +4q- o7 .

(¢ eine beliebige Function von z,y, 2,9, ¢.)

Und weiter folgt, weil die Gleichung: d#z’' — p'd2’ — ¢'dy’ = 0,
in der 2’ =2+ ¢L,--- ¢ =9+ £Q, eine Folge der Gleichung
dz — pdz — qdy = 0, sein muss:

dN dL aM dN dL aM

Gz P —la =P Gy TPay 1y =
oder:

an  P=—(G+05), e=—(%

Hier ist, ich wiederhole es, ® eine beliebige Fuuctlou von g, 2, 9, , q.
Die Transformation selbst bezeichne ich als eine Transformation ®.**)

Y (e, 9]= (%x+paa"; aa;:;

aw e _ M VA %
+ 8:) op + oz

Vgl. Lie: Begriindung einer Invarianten - Theorie der Berdhrungstransfor-
mationen, M. A, Bd. VIII, p. 239. — Wegen der Anwerdung der Theorie der
infinitesimalen Beriihrungstransformationen auf partielle Differentialgleichungen
1ster O, vergleiche man die Abhandlung von Lie: Allgemeine Theorie der par-
tiellen Differentialgleichungen erster Ordnung. Zweite Abhandlung M. A. Bd. XI,

*¢) Ich will gleich hier bemerken, dass cine allgemeine Beriihrungstrans-
formation, die ® (2, 2,v,p,9) in &' (Z,X, Y, P, Q) iiberfiibrt, nicht die Transfor-
mation @ in dic Transformation ¢’ verwandelt. Siche weiter unten N, 15.

40
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Eine infinitesimale Berihrungstransformation fiihrt einen jeden Streifen
ciner gewissen dreifach umendlichen Streifenschaar in sich selbst tiber.
Fiir die Transformation ® sind es die Charakteristiken von ® = O, die
in dieser Weise invariant bleiben. — Das ist eine unmittelbare Folge
der Form der Ausdriicke (10), (11) fir L, M, .- - Q.*)

Man bemerke auch, — was eine einfache Consequenz hiervon ist,
— dass durch die Transformation ® ecine belicbige Fliche des Raumes
in eine unendlich benachbarte Fliche tibergefiihrt wird, die zur Schnill-
curve mit der ersteren eben die Bertihrungscurve zwischen dieser Fliche
und einer Integralfliche von ® = 0 hat.

9. Sei ¥(2,2,y,p, q9) =0 eine Gleichung, die durch die Trans-
formation & nicht gedndert wird. Wir betrachten ein Element
(2° z° y° p° ¢°), das fiir ¥ = O und ® = O gemeinsam ist, und wenden
auf dasselbe die Transformation ® an. Das Element geht dadurch in
ein unendlich benachbartes Element iiber, das der von (2° z° y* p° ¢°)
ausgehenden Charakteristik von ® = O zugehort. Dieses neue Element
muss auch ein Element von ¥ = O sein, weil diese Gleichung durch die
Transformation ® nicht geindert werden soll. Auf dasselbe wenden
wir sodann die nimliche Transformation ¢ an. So kommen wir zu
einem dritten Elemente von ¥ = 0, das ein drittes Element der vorher
genannten Charakteristik yon ® = 0 ist. U. s. f. So dass sich also
die ganze von (2° z° y° p° ¢q') ausgehende Charakteristik von ® =0
als aus Elementen von ¥ = 0 besteliend herausstellt. Darum: Die
Gleichung ¥ = 0 muss mit ® = 0 einfach unendlich viele Integral-
flichen gemein haben (Integralflichen nimlich, die von oo?, aus Ele-
menten von ¥ = O zusammengesetzten, Charakteristiken von ¢ — 0
erzeugt werden). — Dieses folgt auch sofort aus der Gleichung (12)
der folgenden N. 12.

10. Weiterhin gilt folgender Satz, der fiir die Theorie der An-
wendung der infinitesimalen Beriihrungstransformationen von grund-
legender Bedeutung ist:- Je swei partielle Differentialgleichungen erster
Ordnung, die mit einander in Involution liegen, werden von jeder Be-
riihrungstransformation, also auch von einer jeden infinitesimalen Be-
rithrungstransformation, in zwei wiederum involutorische Gleichungen
verwandelt.

*) Die Grisse ¢ in den Gleichungen (9) ist eine unendlich kleine Constante.

. . o 0® o
Eine Transformation: dx =« “ep dg=-~-¢ —,0.»,—+q~-&—
Function von z, 2, 9, p, ¢, multiplicirt mit einer infinitesimalen Grosse, ist, ixt
keine Fliichentransformation des ganzen Raumes. Sie besitzt diesen Charakter
nur fiir die Elemente von ® = 0, oder es sind nur die Integralfliichen dieser

Gleichung, die wiederum in Flichen transformirt werden,

, in der & eine
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11. In Folge dieses Satzes muss die Gleichung:
(Wf] =0, vereint mit ¥ =0,
von der Transformation ®, die die Gleichung ¥ =0 in sich iiber-
fihrt, unverindert gelassen, oder in [Wf] = 0 verwandelt werden.
D. h. wenn wit 0¥, df,d [¥f] die von der Transformation ® be-

wirkten Aenderungen von V¥, f, [¥f] verstanden werden: es muss fiir
alle Elemente (2 z y p g) von ¥ =0, wenn [¥f] =0 ist, auch sein:

S(¥fl=0=[¥+ 0¥, f+ of] — [¥[].
Hier ist, — immer die Elemente von ¥ = 0 allein in Rechuung ge-
bracht, — 0¥ =0, weil ¥ =0 durch die Transformation ¢ un-
geindert bleiben soll,

3f = — & ((©f1+ ® IL) und o[¥f1=—¢([&,[¥1]+ 02 1¥7)):

Also erhidlt man nun, unter Vernachlissigung infinitesimaler Grossen
hoherer Ordnung, aus dem Obigen:

[©, (¥f1] +® 2 [¥f1=0, und [¥,0f]=0, d. i
[v,er1+ 070 =0-
Diese Relationen beweisen, dass die zwei Gleichungen:
[¥f1=0, [of]+ oL =0,

als lineare partielle Gleichungen fiir /" aufgetasst, nachdem vermittelst
¥ = 0 eine der Variablen z, y, 2z, p, ¢ entfernt worden ist, zwei ge-
meinsame Ldsungen f besitzen. Um eine Losung zu erhalien, braucht
man, nach Lie’s und Mayer’s Theorien, nur eine Lisung ciner ge-
wissen (durch rein algebraische Operationen aus den gegebenen
Gleichungen herzuleitenden) linearen particllen Gleichung erster Ord-
nung mit zwci unabhingigen Variablen aufzusuchen. Hat man eine
solche gefunden, so hat man damit ein involutorisches System:

‘I’:O; f=0

gewonnen, das von der Transformation ® vollig ungeiindert gelassen
wird; so dass diese Transformation die Schaar der gemeinsamen Inte-
gralflichen von ¥ =0, f= C, — welchen constanten Werth auch
C habe, — in sich selbst iiberfuhrt.

Wenn dann ¢ (2, z, y, p, q) = C die Gleichungsschaar*) darstellt,
die den zwei folgenden Gleichungen geniigt:

[Yo] =0, [fo]=0,

*) Es giebt nur eine solche.
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aus denen vermittelst ¥ =0 und f= C zwei der Variablen 2,y, 2, p, ¢
entfernt sind, so muss die Anwendung der Transformation ® auf irgend
eine der Gleichungen der Schaar @ = C eine andere Gleichung der-
selben Schaar ergeben; d. i. es muss sein:

[©g] + & 22 — F(g),
wenn vermittelst ¥ = 0, f = C zwei der Variablen z, y, 2, p, ¢ ent-

fernt werden. Also, wenn ¥ statt j 1;1 (%- geschrieben wird, miissen

die folgenden drei Gleichungen fiir ¥ mit einander vertriglich sein:
¥¥1=0, [f4]=0, [O¥]+ oL =1.

Sind es nun p, ¢, die durch ¥ = 0, f= C eliminirt worden sind, so
haben wir jene drei Gleichungen zur Bestimmung einer Function ¢
von z,y, z zu verwenden, Sie ergeben
0

%:‘ =A(z,y, ), %—;; = B(z,y, #), _a%‘ =C(z,9,9),
woraus P durch cine Quadratur gefunden wird.

In 4, B, C kommt der Parameter C der Gleichung f= C vor.
Daher erhiilt man durch die genannte Quadratur:

v=19(z,9,20C)+ C.
Die Flichen ¢ (x,y,2,C) 4 C =0 bilden cine vollstindige Lisung
der anfinglichen Gleichung ¥ = 0.
Es wird hieraus klar geworden sein, worin die Vereinfachung be-
steht, die sich jetzt zur Ermittelung der Losung von ¥ = O darbietet.
12. Die Bedingung dafiir, dass die Gleichung ¥ = 0 durch die

Transformation ® ungeiindert bleibt, driickt sich so aus. Man muss
haben: '

oY " 2y
ng‘”+g—yd!/+"'+—a"q"dq=o:
wenn fir dx,dy,--- dg die Werthe (9) gesetzt werden. D. i. fiir
die Elemente von ¥ = 0 muss identisch sein:

(12) [@o¥]+o 2¥ —o.

Hieraus folgt: Wenn eine partielle Differentialgleichung erster Ord-
nung swei Transformationen ¥, y gestaliet, so gestattet sic auch die ge-
sammte Schaar von infinitesimalen Beriihrungstransformationen: ¢ 4 4y,
wo A eine arbitriire Constante oder eine (¢, z,y, », q), die mit ¥ =0
involutorisch liegt, bedeutet.

Denn, wenn ® = ¢, ® = y zwei Losungen von (12) sind, so ist
auch ® = y 4 417, vorausgesetzt, dass 4 die angegebene Bedeutung
hat, eine Losung derselben Gleichung.
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13. Kennt man zwei infinitesimale Transformationen ¥,z einer
Gleichung 1. O. ¥ = 0, so kennt man also auch, nach der 9. N.,
eine Schaar von Gleichungen, niimlich:

% = eine arb. Constante,

die mit ¥ = O involutorisch sind. Daher wird jetzt durch Integration
einer gewohnlichen Differentialgleichung zwischen zwei Variablen eine
vollstindige Losung von ¥ = O erhalien.

14. Es st leicht, nach den Auseinandersetsungen der 11. N., einen
Fall anzugeben, wo die Losung einer Gleichung ¥ = 0, die swei Trans-
formationen ¥, y gestattet, bloss durch eine Quadratur erhalten werden
kann. Wenn nimlich die Transformation ¥ das Gleichungssystem :

Y=0, v+ 47=0,
welchen constanten Werth auch A2 habe, immer in sich selbst tiber-
fihrt, so fithrt sie auch die Schaar der Integralflichen jenes Systems
in sich selbst tiber. In Folge dessen wird, wie am Ende der 11. N.
erklart worden ist, diese Schaar durch eine Quadratur erhalten. Die
Gleichung derselben lautet:
o (z,y,8, A) = eine arb. Const.,

und stellt eine vollstindige Losung mit zwei willkiirlichen Constanten,
von denen 4 die eine ist, der Gleichung ¥ = 0 dar.

Die Bedingung, dass ¥ jene Eigenschaft besitzt, driickt sich durch
die Gleichung aus:

W+ 99t —y 5t =

Das ist aber genau dieselbe Gleichung, welche auch ausdriickt,
dass ¢, y permutable Transformationen sein sollen. Demnach ist es
fir eine derartige Reduction des Problems der Ldsung von ¥ =0
nothwendig und hinreichend, dass die Transformationen ¢, y permu-
tabel sind.

Was unter permutablen Transformationen verstanden wird, und
wie man die Bedingungsgleichung fiir permutable infinitesimale Be-
ribrungstransformationen findet, will ich kurz erkliren.

Zwei Transformationen werden (von Lie und Klein), als ver-
tauschbar oder permutabel bezeichnet, wenn es gleichgiltig ist, in
welcher Ordnung man dieselben anwendet. D. h. falls die Transfor-
mation 9, auf ein beliebiges Element (z z y p q), das ich ¢ nenne, an-
gewandt, zu ¢/, und die Transformation y, auf dieses ¢’ angewandt,
zu ¢’ fuhrt, und man findet, dass die Transformation y, auf ¢ an-
gewandt, zu einem Elemente &, und die Transformation ¢, auf dieses
¢ angewandt, wiederum zu ¢” fithrt, so sind die Transformationen g
und 7 permutabel.
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Von zwei permutablen Transformationen gilt also auch dieses,
dass, wenn man auf ein Element ¢ erst die eine Transformation, & Mal
nach einander, und hierauf die zweite Transformation, m Mal wieder-
holt anwendet, dieselbe neue Lage e, fiir e resultirt, als wenn auf ¢
erstens die letzte Transformation, m Mal wiederholt, und sodann die
erste Transformation, & Mal wiederholt, angewandt worden wire. %
und m sind beliebige*) ganze Zahlen.

Der analytische Ausdruck dafiir, dass zwei infinitesimale Beriih-
rungstransformationen permutabel sind, lasst sich folgendermassen
entwickeln.

Wir fassen z,y, 2z, p, g als Punktcoordinaten eines Raumes R,
von fiunf Dimensionen, und also die Transformationen ¥, y als infini-
tesimale Punkttransformationen dieses Raumes aof. Dann erkennen
wir, dass die erste Transformation, auf einen und denselben Punkt
(z,9,2,p,q wiederholt angewandt, denselben langs einer Charak-

teristik der linearen Gleichung [¥/] + ¥ <L = 0%%), kurz 4(f) = 0,

filhrt, und dass die zweite Transformation, ebenfalls wiederholt auf
einen und denselben Punkt angewandt, denselben lings einer Charak-

teristik von [zf]+7 2L =0, kurs B(f) = 0, fibrt. Weun nun

ein Punkt e durch %-malige Wiederholung der ersten Transformation
nach ¢ kommt, und sodaun ¢ durch m-malige Wiederholung der
zweiten Transformation nach ¢” gefiihrt wird, so muss man, — falls
die Transformationen permutabel sind, — zu derselben Lage ¢” ge-
langen, wenn man erstens die zweite Transformation, m Mal wieder-
holt, auf ¢, und sodann auf die so erhaltene neue Lage dieses Punktes
die erste Transformation, ¥ Mal wiederholt, anwendet. Aber der Punkt
¢’ wird, auf Grund seiner ersten Entstehungsart, ein Punkt derjenigen,
von Charakteristiken von B(f) = 0 erzeugten (Integral-) M,, welche
durch die, durch e zu ziehende Charakteristik von 4 (f) = 0 hindurch-
geht, und, wegen seiner zweiten Entstehungsart, wird er ein Punkt
derjenigen, von Charakteristiken von A (f) = O erzeugten (Integral-)
M,, welche durch die, durch den nimlichen Punkt e zu ziehende
Charakteristik von B (f) == 0 hindurchgeht. Dies gilt, wie man auch
k und m variire, — und sie sind ganz beliebig zu variiren. Also
miissen die beiden in Rede stehenden M, in allen Theilen zusammen-
fallen.

D. L. falls die Transformationen ¥ und 3 permutabel sind, miissen
die Gleichungen

*) Endliche oder unendlich grosse.
**) Wo f die unbekannte Function von (z, y, #, p, ) bezeichnet, die
durch die partielle Gleichung definirt wird.
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A(N=[f1+v 3 =0 BU)— [l +1 5 =

ein vollstindiges System, d. i. eines mit drei gemeinsamen Lésungen,
bilden, also
A (B(f)) — B(A(f)) = « A(f) + BB(),

sein. Aber hierdurch sind die permutablen Transformationen ¢, g
keineswegs vollstindig analytisch charakterisirt. Denn dass man durch
jede der beiden oben angegebenen Operationen (ich nehme der Ein-
fachheit wegen k == m = 1) gerade zu demsclben Punkte ¢’ gelangt,
wird hierdurch noch nicht ausgedriickt. Hierzu ist vielmehr, wie die
wirkliche Berechnung der aus jeder Operation resultirenden Lage von
¢’ lehrt, nothig, dass, — wenn man

an=aL+a, 2L+ Bn=8L+8 L+

setzt, und also vom Punkte (z,y, 2, p, q¢) durch die erste Operation
zum Punkte (x —ed, — & B, + e B(4),y— &4, — ete.,- - -) und
durch die zweite Operation zum Punkte (zx — &' B, — ¢4, 4 ¢¢ A(B,),
y— & B, — ete., - - -) kommt, — sich ergebe:

A(B)— B(4)=0; (i=1,2,..-5)

m. a. W.: es muss¥) [py] + ¢ 3:— -1 aa—': gleich Null sein. Die

augenscheinliche Symmetrie in Bezug auf ®, y wird dadurch bedingt,
dass, — damit ¢, 5 permutabel seien, — die beziigliche Relation durch
eine Permutation von ¢ mit y sich nicht &ndern darf.

Es ist also die Relation:

(3) b2+ v 22—y 2% =0,

eine fiir zwei permutable Transformationen ®, y nothwendige Be-
dingung. Dass sie auch hinreichend ist, so dass durch sie die Eigen-
schaft der Vertauschbarkeit von ¢, 3 vollstindig ausgedriickt ist, veri-
ficirt sich durch den obigen Nachweis, dass die Lage: z + dx
+ d’z 4 d’dz etc., zu der die Ausfilhrung erst der Trausformation ¥,
und dann der Transformation 3 das Element (¢ xy p ¢q) fibrt, jetat
immer mit der Lage: z 4 d’'z 4 dz 4 dd’'z, etc. zusammenfillt, in
welche die Anwendung der beiden Transformationen in umgekehrter
Reihenfolge das Element (¢ 2 y p q) bringt.

Note. Fiir ein weiteres Eindringen in die Anwendung von iufini-
tesimalen Berithrungstransformationen auf partielle Differentialglei-

*) Man ersieht dies am leichtesten, wenn man die Transformationen 4, g
durch H,, H, (siche die Note am Ende dieser N.) ersetzt, und sodann von der
Jacobi’echen Identitat: (H, (Hy /) + (He(fHy") + (f(HyHy)) =0 Gebrauch macht.

L]
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chungen 1. O. verweise ich auf Lie’s oben citirte Arbeit im XI. Bande
d. A. Das Obenstehende ist nur ein kleines Bruchstiick seiner Theorie,
und kann sogar kaum eine richtige Vorstellung von derselben geben.
Denn Lie’s Theorie verdankt ihre Ausbildung vornehmlich der ge-
schickten Form, unter der dort die infinitesimalen Beriihrungstrans-
formationen analytisch dargestellt sind. Zu dieser Form kann man
aber sofort von der hier angewandten auf folgende Weise gelangen.

Man setze nur etwa z,, z,, z, statt z,y, s und — ;’,—' )y — —;:'L statt
3

P, ¢; und bestimme sodanu H durch die Gleichung:
H=p;®(s,2,9.p9).

H wird dann homogen vom ersten Grade in Bezug auf p,, p,, p,. Die
friihere Transformation ® wird hernach die Transformation H genannt.
Die Gleichung (12) nimmt dann die sehr einfache Form an:

(1) (HY) = 0%)

(wo selbstverstindlich ¥ jetst = ¥ (z,, z,, Z,, — ﬁ'—' ,y — %) ist),
—z» Wenn f vom nullten Grade in
Bezug auf p,, p,, p, ist. — Aus der Form der Gleichung (12) ersieht
man (das ist eine Bemerkung von Lie, die in seiner Theorie gewisser-
massen eine, Hauptrolle spielt), dass, wenn ¥ =0 die zwei infini-
tesimalen Beriihrungstransformationen H,, H, gestattet, sie immer auch
die Transformation (H, H,) gestattet. Denn wenn H=H,;, H=H,
zwei Ldsungen von (12" sind, so wird auch H = (H,H,) eine Losung
derselben Gleichung, und, wenn H,, H, homogen vom ersten Grade
in p,, p,, p; sind, so ist auch (H, H,) homogen vom ersten Grade in
denselben Grossen. Setzt man H, = p,¥(2,2,9, p,9), H,=p; 1(2,7,¥, p, @),
8o kommt:

[
(HiH) = —py (v2] + v 55 —1 5%

Wenn daher (bei Zugrundelegung der friiheren Bezeichnungen) eine
partielle Gleichung 1. 0. ¥ (2, z, y, p, ) = 0 die Transformationen
¥, x gestattet, so gestattet sie auch die Transformation

ox oY
el +v¢ 57 —2 5,

(U V)—Z -aU aV —_ ng: GV) Die Frage nach den infinitesi-

malen Beruhrungatransformatwnen einer partiellen Gleichung 1. O.
l
‘V(G‘, gy Ty, — Ps y — )""0

findet also ihre Ldsung durch diejenigen [ntegrale H von (12'), die in Bezug auf
P4, Psy P; homogen vom ersten Grade sind.
[}
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Die Bedingung fiir die Vertauschbarkeit der Transformationen
H,, H, lautet einfach so: (H, H,)=20.

15. Fibrt man auf eine infinitesimale Beriihrungstransformation
irgend eine endliche oder infinitesimale Berithrungstransformation aus,
so muss, nach dem Begriffe der Berithrungstransformationen, hierdurch
eine neue infinitesimale Bertthrungstransformation entstehen. — Wenden
wir auf die infinitesimale Berﬂhrungstransformation'

[}
da:==saa—p, dy=¢5. , do= e(p iy +q ¢),

dp=—¢ (55 + P'af)’ “4=—‘(W+9"a7)'
(¢ eine infinitesimale Constante)
die Berlihrungstransformation:

X=F| (ﬂ,x,yanQ)’

Fﬂ( )’

(14) Z=Fy( )
P=¢I( )’

Q"d’z( )'

an, so resultirt die folgende Transformation:
(15) X = & ([F,0] — & 2%), ¥ =& (1F,0] — 0 &), ...
P,

4Q = & ([0, ] — @ A

Nun wissen wir, dass, wenn U, ¥V zwei beliebige Functionen von
3,2,9,p,q, und U, V' ihre durch (14) hervorgehenden Ausdriicke
in Z, X, Y, P, Q bedeuten:

(16) WV =[F®)[UV]?)

ist. Wenn also ¢'(Z,X,Y, P,Q)=9®(s,2,y,p, ¢), 8o wird das
System (15) identisch mit dem folgenden:

dX = ¢ ([F, ), [X&s — & ﬁ.ﬂ), oy
4Q = ¢ ((F,0), [@¥1 — & %%

oder wenn [F,®,], gleich'o (z, 2,9, p, @) = ¢ (Z, X,Y, PQ) ge
setzt wird:

v
az+ az ap+ B}

[ V]""(ax"‘P az) ap +-

Y [UV),. =
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dX=¢ (p' 29" _ P’ BF_',> ,

0z
aY=e (¢ G~ aaI:')’
(n az=s(¢ (PG5 + @ 5q)—o 52,
P=—+((Gx + P»a—“r})+¢' W)
W0=—+(¢{Gr +e )+ )

Die hier auftretenden Differentialquotienten von F,, F, - .- ®, in

Bezug auf ¢ kbonnen in einer einfachen Weise durch die Function g’

und ihren Differentialquotienten ausgedriickt werden. Man hat zu dem
Zwecke nur die Jacobi’sche Identitit *)

(18) [flev]]+ (e N+ [v[fel]=— —[wl— -‘-[wf] 5 -[f«P]

anzuwenden.

Hieraus und aus (16) ergiebt sich, wenn man setzt: /= F,
¢=DF,, y=0=, (und bemerkt, dass [F, F,]=[F,®,]=0, [F,9,]=o0,
wie {ibrigens schon aus (16) folgt):

Iy , , F, Fy .
¢ 5% =0 [XoTh=[F,[F,0,)], = — Y [F,0,), =— 21y,
und aus dhnlichen Griinden:
, F, .,
¢ Z‘é [FLF 0 )=~ T e
’ ’ v I
O (Poe+Qi0)= B F,0)], =—a—'o+3F'¢.o+[F,,e¢.1,,
aber
[Fi00,). = + &, [Fiol =0 — %1 0 0,
daher: ] .
3—3) ~ 25 g o
Weiter: ,
’ 3 3 ’ ¢ ’
— 0 (5%(“""1)5%' =[¢,[F2¢-¢]r],=——aa';‘ 9,
rry ’ P, ’
— ¢ (3405 )=[®:lF0) ] =T ¢
‘olglich:

*) Diese Formulirung derselben, fir den Fall, dass 2 selbst in £, g, 9 auf-
tritt, ist gegeben von Mayer im IX. Bd, d. A. p. 870.
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8F,_ 03¢ 0F,__ 8¢ 0F, o
(19) '"3;' d.P’ ‘a_‘!__W7 . (P )’
¢ P,

oo pie. n +Qa" "

In Folge hiervon nellmen die Glelchungen (17) die Form an:
dX =¢ (o -|— ¢
20’ ¢ o¢
dQ = — ¢ (9 (‘;)y" + @ ’gg")‘l“b (a—f +¢ 07 ),
oder, wenn ¥ (Z, X, Y, P, Q) durch die Gleichung:
(20) V=09
bestimmt wird:

v Ad A oY oY
@1) dX=cop ’Y“‘oe’ dZ=: (P p+Q55—Y)
) A
dP——E(—a—X ) dQ._..——E((,l, -;/:

Dies ist genau die oben angegebene Form einer infinitesimalen
Beriihrungstransformation ¥. Also:

Eine Berithrungstransformation, die®(2,z,y,p,q) in ®'(Z, X, ¥, P, Q)
verwandelt, fihrt die infinitesimale Beriihrungstransformation ® in die
infinitesimale Beriihrungstransformation o' & diber. Hier beseichnet ¢
eine Function von (Z, X, Y, P, Q) und zwar die fiir die erst genannte
Beriihrungstransformation charakteristische Function [X P),, — diese
in ihyen Ausdruck in Z, X, Y, P, Q dibergefiihrt gedacht.

Nur in einem einzigen Falle wird die neue infinitesimale Be-
rithrungstransformation (21) die Transformation @ sein, némlich, wenn,

;ne aus den Gleichungen (17) ersichtlich, »a.I" 3; '=a:;' 8;;, 0,
l

= Const. In diesem Falle und nur in diesem ist auch ¢ = Const.
Also:

Eine Beriihrungstransformation, die so eingerichtet ist, dass sie
Functionen bloss von (z, y, p, q) in Functionen bloss von (X, ¥, P, Q)
liberfithrt , und nur eine solche Transformation, fiibrt die Transforma-
tion ®(z, 7, y, p, ¢) in die Transformation ¢'(Z, X, ¥, P, Q), — wo
® =& ist, — tber.

*) Beilaufig sei bemerkt, was sich hieraus ohne Weiteres ergiebt: Die
infinitesimale Transformation

dX=¢ 2 = 0F — ¢ OFs =2 40— fP
J\saz,dl saz,d7 sdz,ll’ 832 dQsaz

ist selbst eine Beriithrungstransformation, namlich die Transformation ¢’
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16. Als Zusatz zu N. 13. konnen wir Folgendes zufiigen. Falls
von einer partiellen Differentialgleichung 1. O. bekannt ist eine infini-
tesimale Transformation @, die sie gestattet, und eine endliche Be-
rithrungstransformation, die zwar die Gleichung 1. O., aber nicht die
Gleichung ¥ = O unveriindert liisst, so ktnnen wir hiervon denselben
Gebrauch machen, als wenn von vornherein zwei infinitesimale Be-
rithrungstransformationen der Gleichung 1. O. bekannt wiren. Denn
die genannte endliche Berithrungstransformation fithrt die Transforma-
tion ¥ in eine zweite infinitesimale Berithrungstransformation iiber,
welche die partielle Gleichung 1. O. invariant lisst. —

17. Zwei permutadle Transformationen @ (s,2,9.p,9), ¥(%,2,9,9,9)
werden von irgend einer Beriihrungstransformation (14) in zwei wiederum
permutable Transformationen & (Z, X, Y, P, Q), ¥Y(Z, X, Y, P, Q) ver-
wandell.

Denn die Transformation ¢ geht in die Transformation ¢ ®' und
die Transformation ¢ in die Transformation ¥’ iiber, — wo

¥ (Z,X,Y,P,Q) = ¢ (z,w,y,p) q) und ¥'(Z,X,Y,P,Q) = ¥(2,2,9,0,9)-
Jetzt aber ist:
[pv) +9 50—y 22 0.

Also:
() oVl + & ¥ w22 o
Weiter:

[OY¥]r = [09, ¥ ]r = @*[®'V]r 4 oY [P 0]z + 0P [¥]r -
Nach (19): ‘ -

, P’ L
[ elr= — %—f + o%z—, [e¥]r = “’ —9%7--
Darum schliesslich, auf Grund von (a):
A4 ¢
[OV]e+ & 2% —w 2% —0.

Wie zu erweisen war, —

18. Aus der 8. N. folgt, dass die_Transformation ® (2,z,y,p,9),
angewandt auf ein Element (¢xypqrst) der Gleichungen & = 0,

‘;:—’— 0, % = 0%*), ein unendlich benachbartes Element (¢zypqrst)
derselben Gleichungen ergiebt, das zu gleicher Zeit der vom ersten
Elemente bestmunten charakteristischen Reihe von Elementen (zzypgrst)

von & =10 ( dz — 0, :—;—"i = O) zugehort. Wenn also eine Gleichung

*) D. i. angewandt auf eine unendlich kleine Fliichencalotte von ¢ = 0,
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2.0. F(s,2,9,p,q,7, 5,t) =0 durch eine Transformation & in sich
selbst iibergefdhrt wird, so muss nothwendig eine unendlich-malige
Wiederholung dieser Transformation aus einem jeden fiir F = 0,
o=0 (%g—= 0, % = 0) gemeinsamen Elemente (zzypqrst) eine
ganze Reihe von oo! zu je zwei unendlich benachbarten vereinigt liegen-
den Elementen (zzypqrst) liefern, die F = O zugehdren und Elemente
einer fir ® = O charakteristischen Reihe sind. Daher kenné man in
diesem Falle von vornherein eine partielle Differentialgleichung der
ersten Ordnung, namlich ® = 0, die zweifach unendlich viele Integral-
flichen mit F = O gemein hat. — Dies leuchtet auch aus der folgen-
den Gleichung (22) unmittelbar ein.

19. Nicht jede partielle Differentialgleichung der swesten Ordnung
gestattet eine infinitesimale Beriihrungstransformation. Die Bedingung
fir die Existenz einer solchen erbalten wir folgendermassen. Wird
F(e,z,9, p, q, 7, S, t) = 0 durch die Transformation ® nicht gedndert,
50 muss nothwendig der Gleichung*

Fas 4+ o dy+ 4 at=0

geniigt werden, wenn man fiir dz,dy,- - - dq die Werthe (9) und fiir
dr, ds, dt die daraus folgenden Werthe, das sind die von u, v, w, @

freien Theile der Ausdriicke — & —f: y — & 7‘: ?;y )y — ‘;1;—: *) einsetzt.
Die fragliche Bedingung lautet dann so:
oF oF\od 3F oF\oo MNoF 3‘1’ 30 oF
99) (X 4.9 2)09% 4 (90X 4 ,07)0®
@) GF+o5% ap+ 9455 %) o
b(oo) 3F OB pon 3F b = aaI'

Die linke Seite dleser Glewhung, glelch Null gesetzt, ergiebt nach
Vertauschung von ® mit f die Gleichung (7); — jedoch mit dem
Unterschiede, dass fiir die hier in den Differentialquotienten von F
vorkommenden 7, s, ¢ beliebige der Gleichung F = O gentigende, nicht
wie in der Gleichung (7), — (in dieser ® statt f geschrieben) — bloss

die fir F =0, 3% —0 , 4% _ 0 gemeinsamen Werthe zu setzen sind.
? dz dy g

Im Allgemeinen giebt es keine Function @ von z, y, 2, p, g allein,
die der Gleichung (22) geniigt, und daher auch im Allgemeinen keine
infinitesimale Berithrungstransformation von F = 0. Die Gleichung
(22) ist als die Definition der Gleichungen 2. O., die infinitesimale
Berihrungstransformationen gestatten, aufzufassen. —

%) Theile, die ich jetzt, wie in N. 3. die cntsprechenden Ausdriicke fiir f,
mit — b, _ 00, — ¢3! bezeichne.
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Die erwiihnte Gleichung (7) der 4. N. hat eine gegeniiber allen
(infinitesimalen und endlichen) Beriihrungstransformationen von F = 0
invariaute Beziehung. — Dieser Satz entspricht dem in der 10. N. fir
partielle Differentialgleichungen erster Ordnung angegebenen. — Ent-
sprechend dem Satze der 12. N. findet man, dass, wenn die Transfor-
mationen o, z*) die partielle Differentialgleichung 2. 0. F =0 un-
veriindert lassen, diese Gleichung auch durch die Transformation
¥+ 4y, — wo 4 eine arbitrire Constante bedeutet, — nicht geiindert
wird.

20. Wenn die partielle Differentialgleichung 2. 0. F(g,z,y,p,q,7,s,t)
== 0 die infinitesimale Benihrungstransformation ®(g,z,y,p, q) gestattet
8o kann man in folgender Weise jener Gleichung 2. O. eine verein-
fachte Form ertheilen.

Man sucht zuniichst zwei Schaaren von je einfach unendlich vielen
Integralflichen von ®(s,z,y,p,q) = 0. Es mdgen

f(z,y,2) =4,

(%, Z) il
die Gleichungen dieser Schaaren sein. Auch wird als bekannt voraus-
gesetzt eine Flachenschaar, die man aus irgend einer beliebigen Fliche,
die kein Integral von ® == O bildet, durch unendlich-malige Wieder-
holung der Transformation ® erhilt. Sei

¥(z,y,8) = v
die Gleichung einer solchen Schaar. Statt 4, g, v schreibe ich X, Y, Z
und wende sowohl auf die vorgelegte partielle Differentialgleichung 2. O.
wie auf die infinitesimale Beriihrungstransformation ® die Punkttrans-
formation

X = f(z,9,2), Y= o,9,2), Z=1yv(y,s2)
an. — Die infinitesimale Transformation ® geht dann, wegen der Wahl

der Functionsformen f, ¢, ¥ in die Transformation: d X =0, d¥Y = 0,
dZ = ¢¥(Z) tiber. Wenn also & durch die Gleichung:

£ “f'v(/)’

statt Z eingefiihrt, und 2" = X, y' = Y gesetzt wird, so nimmt die
fragliche Transformation die Form an: dz’ =0, dy =0, d& =¢, —
und wird also fiir den Raum (2, ¢/, 2") eine Transformation Eins.

Die Form F, (¢, «,y,p,q,7,s,t)=0, worunter in den neuen
Variablen z', ¢/, £ die anfiingliche partielle Differentialgleichung 2. 0.
erscheinen soll, muss daher eine Gleichung 2. O. darstellen, die die
Transformation Fins gestattet. Nach der Gleichung (22) muss also

*) ¢, z Functionen von z, v, 2, p, ¢ bezeichnend.
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oF,
o7 =0
sein, d. i. die Gleichung 2. O. F = 0 muss in den neuen Variablen
sich so schreiben:
Fl (z’) y"Pli q') r'; s') t') =0.
21. Gesetzt, F' = 0 gestatte zwei infinitesimale Beriihrungstrans-
formationen, die permutabel sind; etwa die Transformationen:

L4 (’:. zZ,9,049, 1579049,

oy oy
) +v 55 —15,=0.

Man filhre dann nach der vorigen N. die Transformation ¢ fiber in
die Transformation Eins und zugleich die Gleichung 2. O. t@ber in die
Gleichung: F,(z, ¥, p, q, 7, &, t') = 0. — Die Transformation y geht
dabei iber in eine Transformation g, (¢, 2, ¥, p’, ¢'), die nach N. 17.
mit der Transformation FEins permutabel sein, also die Gleichung

g%' = O befriedigen muss und somit von der Form ist g, =y, («,¥,9’,¢).

wWo:

Durch eine Berithrungstransformation von der Form:
' =1, 9,7,9),
¥ =190, 0,
=27 + y £ (xly y'7 p’: q'))
wird (N. 15. Schluss) die Transformation z, in eine Transformation
z” und also die vorliegende Gleichung F = 0, da sie die Transforma-

tionen Eins und z” gestatten soll, nach (22) in eine Gleichung von
der Form:

F '(x": v,9",7",s 1) =0
verwandelt.

Von den Gleichungen der letzten Korm habe ich aber im 1X. B.
dieser Annalen S. 318 gezeigt, dass ihre Losung von derjenigen einer
linearen Gleichung: Ry 4 Ss+ Tt 4+ U=0, wo R, S, T, U ge-
wisse Functionen von z,y,s,p,q bedeuten, abh#ngt. (Die lineare
Gleichung wird durch Anwendung der mehrdeutigen Flichentransfor-
mation: z = 2", y = y”, 2 = q", gewonnen.) Also: das Problem der
Liosung einer partiellen Differentialgleichung 2. O., die swei bekannte
permutable infinitesimale Beriihrungstransformationen gestattet, findet durch
eine lineare partielle Differentialgleichung 2. O. mit ebenfalls nur zwei
von einander unabhingigen Variablen seine Erledigung.*)

————e -

*) Dass das Resultat der von mir in N, 17. meiner Abhandlung im IX. B.
d. A, S. 318—320 dargelegten Theorie in dieser Weise ausgesprochen werden
kann, wurde mir von Lie im Febr. 1876 brieflich mitgetheilt, '

Mathematische Annalen. XV, 5
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§ 3.
Ueber Beziehungen, die zwischen partiellen Differentialgleichungen der
ersten und zweiten Ordnung des Raumes von vier Dimensionen statt-
finden kinnen.

22. Eine jede partielle Differentialgleichung 1. O.

(a) (2, 2, Z,, 23, Py, Doy P3) = 0%)
lisst sich vermittelst irgend einer Beriihrungstransformation von der
- Form:
X, = [ (2, 2, %), 2y, s P22 P3),

X7=‘f1( ):
X3=f2( . )
@) Z = f,( o
P = g ( )
P,=o,( ),
P,= g, ( )

auf den Raum X, = 0, wie ich in der eben citirten Abhandlung im
IX. B. d. A. beschrieben habe, abbilden. Betrachten wir nun weiter
eine partielle Differentialgleichung zweiter Ordnung dieses Raumes
X, =0:
(b) F(Z, Xy, X5, Py, Py, Pyy, Py, Pyy) =0.
Durch dieselbe wird ein System von unbegrenzt unendlich vielen nach
~ Curven (Charakteristiken) sich osculirenden Flichen vertreten. Fiibrt
man fir Z, X;, P;, Py ihre, der Berlihrungstransformation (23) zuge-
horenden Werthe in 2, 23, pi, pix €in, so verwandell sich die Gleichung
(b) in eine partielle Differentialglcichung 2. O. des Raumes (¢, z,, z,, z,)
von vier Dimensionen, dic mit der partiellen Differentialgleichung 1. O.
(r) so verbunden ist, dass simmitliche fiir dic beiden Gleichungen ge-
meimsamen Werthsysteme von (2, Zi, Diy Pir, P - -) 2u Mannigfaltig-
keiten von drei Dimensionen cusammengefiigt werden kinnen.
Entsprechend den Charakteristiken von (b) finden sich charakte-
ristische M, der Gleichung 2. O., die zu gleicher Zeit der Gleichung
1. O. (a) als charakteristische M, zugehdren. Auf jeder gemeinsamen
Integral- M, der beiden Gleichungen giebt es zwei Schaaren derartiger
M,. — Die Charakteristiken von (a), durch welche jene M, erzeugt sind,
werden im Allgemeinen mnicht charakteristische M, der Gleichung 2. O.;
das sind sie nur dann, wenn dic Gleichung 1. O. sclbst ein Integral
der Gleichung 2. O. ausmachi.

*) Mit p;, D,z D1 ete. werde ich die ersten, zweiten, dritten ete. Differen-

o1}
0z oz —_ 9% _ ote. von £ bezeichnen.

. 'e - - P p P
tialquotienten ox;’ ¢xomy’ cxomox,
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Wenn némlich die Charakteristiken von (a) charakteristische M,
einer Gleichung 2. 0.*) wiiren, und diese Gleichung vermoge (a) auf
eine Form (b) reducirt werden konnte, so miissten allein durch die
Gleichungen:

dZ = P,dX, + P,dX,, dP;= PndX; + P;3dXs, ete.
(1=2,3),

wo das Verhiltniss dX,:dX, arbitriir, die genannten M, zu cha- «
rakteristischen M, sich zusammenfassen lassen; es wtrde also eine
beliebige Richtung (d X, : dX;) eine charakteristische Richtung der
Gleichung (b) ausmachen, was unmoglich ist. Also kann jetzt unser
System von Gleichungen der 1. und 2. O. nicht durch eine Gleichung
(b) ausgedriickt werden. D. h. aber, erst der ganze Raum (ZX, X,)
ist ein vollstindiges Bild dieses Gleichungssystems. Daher muss (a)
ein erstes Integral der Gleichung 2. O. darstellen.

23. Die analytische Bedingung dafiir, dass die Gleichungen:

f (82,2, 25 2,,05,05) = 0,
P (8, Ty, T, Ty, Dy, Doy Pys P11y Pi2y - - - Pg3) = 0,

ein System von der eben beschriebenen Beschaffenheit bilden, erhalt
man folgendermassen. Die zweiten Derivirten der Gleichung f == 0
bestimmen zusammen mit den ersten Derivirten von @ = O diejenigen
Werthsysteme der p;r, die ich als fiir die beiden Gleichungen f == 0,
@ =0 gemeinsame Werthsysteme der dritten Differentialquotienten
von £ bezeichne. Diese Gleichungen sind von der folgenden Form:

b4 + by pyyy + bopayy + b3psy =0,
b + by py1p + byPas2 + by P3y = 0,
b3 4 b, 445 + byPays + b3pss =0,
b - by pryy + 820922 + b3Psa =0,
b - by Pias + baDags + bsPsas =0,
b6 + by pys3 + byPoss + bypags = 0,

V4 a4y D1+ @y9Proy + BiaDy3y - B Pogy + Gas Pogy + B33Payy = 0,
a®4-ay, 9410+ A12Py20 Qi3 Digat B2 D200+ Bay gy + B3y Pray = 0,
a® - ayy P13+ GyaDig3 + Ay Prs3 - B2aDass+ Bg3Pags+ A3 Dyss = 05*F)

und sie sind nur dann mit einander vereinbar, wenn dxe folgende Re-
lation Statt hat:

*) Vgl. meinen Aufeatz in diesen Annalen Bd. XI11I, S, 411.
29 Bf .
*% _ ==
) @ = F] 2 y b‘ 0 .,k 1,2’30

5t
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(24) 0,15 + @y, 009 + a5 bUD 4 6,y b0 + ) BE - @y V)
— b aM — b,a® — ba® =0,

Durch diese eineige Gleichung in 2, z;, p;, pix, vereint mit den Glei-

chungen: @ =0, ;—af' =0, di:f.» =0, dia{; — 0, wird die fragliche Be-

‘gichung swischen [= 0, @ =0 analytisch ausgedriickt. Die durch
Differentiation aus f= 0, @ = 0 herzuleitenden Gleichungen fiir die
hoheren Differentialquotienten von g reduciren sich namlich jetzt, auf
Grund der genannten Relation, auf eine Zahl, die immer um zwei Ein-
heiten niedriger ist als die Zahl der in die Gleichungen eingehenden
hochsten Differentialquotienten von 2.

Wenn iusbesondere @ = O die Charakteristiken von f=0 zu
eigenen charakteristischen M, besisse, also, nach dem Vorigen, f =0
ein erstes Integral von ¢ = O wire, so wiirden die drei letzten der
obigen neun Gleichungen fiir die p;;; eine algebraische Folge der sechs
ersteren sein. —

Aus der vorangehenden Relation (24) folgt, dass ¢ = 0 keine all-
gemeine Gleichung 2. O. ist. Eine allgemeine Gleichung 2. O. lisst
ndmlich kein von den p;: freies Integral f=0 jener Relation zu.
Vgl. N. 29. _

Zu bemerken ist, dass jede partielle Differentialgleichung 2. O.,
die eine infinitesimale Beriihrungstransformation gestattet, eine Glei-
chung jener Gattung ist (— aber nicht umgekehrt ist jede Gleichung
dieser Gattung eine Gleichung, die eine infinitesimale Berithrungstrans-
formation gestattet). Denn besitzt eine Gleichung 2. O. ¢ = O eine
infinitesimale Berithrungstransformation f, d. i. die Transformation:

dai=e )L deme (Spigl 1), ap=— (55 +0 ZL),
so muss sie mit der Gleichung 1. Q. f = 0, gerade in der oben von
den gleich bezeichneten Gleichungen 2. und 1. O. angegebenen Weise,
Integrale zur grosstmoglichen Zahl, — M, und charakteristische M,, —
gemein haben.

24. Zu der Gleichung (b) der N. 22 fiigen wir eine zweite Glei-
chung 2. O.
(e) ®(Z, X,, Xy, Py, Py, Py, Py, Psa)'=0,
hinzu, die mit ihr Integralflichen zu grosstmoglicher Zahl gemein
hat. Wenn die beiden Gleichungen (b) und (c) ein System mit ge-
meinsamen Charakteristiken bilden, so gehen sie, durch Einsetzun:s
der Werthe von Z, X;, P;, Py in 8, z:, p;, pix aus (23), in zwei par-
tielle Differentialgleichungen 2. O. des Raumes (¢z,z,z,) von vier
Dimensionen iiber, die mit einander und mit der partiellen Gleichung
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1. 0. (a) gemcinsame charakteristische M, zu griosstmiglicher Zahl und
von diesen erzeugte Imtegral-M, besitzen.

Wenn es aber keine fiir F = 0, ® = 0 gemeinsame Charakteristik
giebt, so werden zwar die entsprechenden partiellen Differentialglei-
chungen 2. O. des Raumes (#z) Integral-M; zu einer grésstmoglichen
Zahl, aber keine charakteristische M, mit der Gleichung (a) gemein
haben. )

25. Statt der partiellen Differentialgleichung 2. O. (c) betrachte
ich jetzt eine partielle Differentialgleichung der 1. O.:

(d) f(za X‘)) st -Pza 1)3)=0v
die mit (b) Integralflichen zur grésstmoglichen Zahl gemein hat. Sie
ist das Bild in (Z X, X,) einer mit (a) involutorischen Gleichung 1. O.:

97(5, Zyy Ty Xy, PanrPs) =0.

Entsprechend dem Satze in der 3. N., dass, wenn eine Gleichung
2. 0. (b) die Charakteristiken einer Gleichung 1. O. (d) zu eigenen
Charakteristiken hat, die letztere Gleichung ein Integral der ersteren
sein muss, folgt, dass, wenn die von den Charakieristiken der Glei-
chungsschaar :

4+ 4p=0 (4 variabel)

erzeugten charakteristischen M, des involutorischen Systems f=0, ¢ =0
charakteristische M, einer Gleichung 2. O. des Raumes (2x) sind, diese
Gleichung nothwendig jenes System als Integral besitsen muss, so dass
alle Integral-M, jenes Systems Integrale der Gleichung 2. O. sind.

26. Zwei partielle Differentialgleichungen der 2. O. kdonnen in
einer solchen Beziehung zu einander stehen, dass ihre simmtlichen
gemeinsamen Elemente (22;p;piipixi) sich zu M3 zusammensetzen. In
diesem Falle muss es, behaupte ich, auf jeder gemeinsamen Integral-M,
ool gemeinsame charakteristische M, geben.

Denn, seien F = 0, ® =0 die zwei partiellen Differentialglei-
chungen der 2. O. Ihre ersten Derivirten :—f“ =0, —g% = 0 sind
beziiglich von der Korm:

Aupui+ Apiei+ - - -+ Anspni+ 4i=0,
Bupui+ Bupisi+ - - - + DBsspssi + B:i=0,%
(=123

und zu jedem Elemente (¢z;p;pix) einer gemeinsamen Integral-M,; ge-
hort daher eine Schaar von, jenen Gleichungen gemeinsam geniigen-
den Werthen der p;y, die ausgedriickt ist durch die Gleichungen:

WA = O0F _2¢
) Aik apu ’ Bik ap'_k
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P+ 4000 = Q13g5 Doy + ADra = gy

Pist + A1 = Gyaps Doay + AaPyoy = oy Dasy + AaD13 = 33y,
ete.,

wo 4,, A, das folge;xde Gleichungspaar befriedigen :
Q=A4,, — A, A, — A3 Ay + Ay A7+ Ay 4y A, + 4554,? = 0,
Q=B — B,,4,— B34, + By 4,*+ Byyd, 4,4 Byd,* = 0,

und ay,, natiirlich gleich Dy + Ay, ete. ist, — unter p},, die der
genannten Integral-M; zugehdrenden Werthe der dritten Differential-

quotienten von £ verstanden. (Siehe meine Abhandlung im XIII. Bande
dieser Annalen S. 414—417.)

Nach der iiber F =0, ® =0 gemachten Voraussetzung muss
sich jetzt zu einem jeden, dlesen Gleichungen (und ihren ersten De-
rivirten) gemeinsamen Werthsysteme von (2z:p:pispir)), also insbe-
sondere auch zu einem jeden der Werthsysteme (), ein System von
Werthen der vierten Differentialquotienten p;4;n von 2 finden lassen,
das den zweiten Derivirten:

(25)

_EF o, 9
dx;dx, ' dx;dzy

=0,

gleichzeitig gentigt. Dann aber muss fir alle diese Werthe von
(2Zipipixpiri) die Relation:

@ F oF  ao . .
(26) Z ( ap‘k d-‘t‘dz‘ ap‘t dxidxk') = 0, (‘, k=], 2, 3)

dievon den P vollig frei ist, Statt haben.

Hier ist, unter Vernachlissigung der Glieder mit den pi1im, die
sich aus der Relation (26) von selbst wegheben:

3
d.r‘da:, (az‘ +P‘az + 21’" ap, op, T Z Bru 3P,,)
X
. (37; +m 2,—, + 219:& 35, + Zpau Bp,,.,.) F,
dz,dz, (az, +nt+ 2 Pri gy, 6p + 2 Pras 31%.)

. (55; + pe a'} + 21’1& o + Zﬂmnkm) P

‘Berticksichtigt man nur die Glieder, welche die dritten Differential-
quotienten von z enthalten, so erhdlt man:
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da: dz,‘ 21’4&. o1, +2Pmap menka_l‘);“—; F+
+ 2""1"".0 ((‘,;; +pi b_z + ZPH 35;) 3'3,%

0 0 0\ oF
+ me (37,; +0 5+ 2?» a—p-‘) FT
rs

Um nun auszudriicken, dass die Relation (26) fiir alle p;y, die
den Gleichungen («) gem’igeu Geltung hat, filhre man in dieselbe fiir
die p;x; ihre Ausdriicke in p,,, und den p?,6 aus () ein, und setze
sodann die Coefficienten der verschiedenen Potenzen von p,,, einzeln
gleich Null.

Der Kiirze wegen schreibe ich:

au 0 9 0
dz, statt (7;.— + 0 55 +2Pua—p~) U

U ¢
o statt (512.. A ops 4 3?:. + 4 3?:. + g l’Pu + 47 0P ) U,
und wenn sodann die genannten Werthe von p;;,:

Py =— ki + @+ P A,
Py = — Pty @0+ 104 ),
Py = — Pyihy (0 + 204 )
Pui= Pyt + (P — Pl )
Py = Pyt A+ (05 — P?n"n 4y,

Py = Pidy + (0% — P )
(lo = -1
benutzt werden, so kommt:

G S (et )
-(h_,(l’?lx_-'l’ll')éa;v +2 Prr3p,, )F
+ d'i (i =) 57 2 m“BP )
+a% (J.b_,(p‘l’,, )5y "’Z””* o, )+

Nun folgt aus der ersten Derivirten von F'=0 in Bezug auf z;:

2 gi': Pirs == eine Function von (s, zi, pi, pir);
ik



12 A. V. Bickrunp.

ebenso aus der ersten Derivirten von @ = 0 in Bezug auf z;: '
2—3%?— pirt = eine Function von (2, z;, pi, pir).
& ik

Der Coefficient ftir p},, oder fiir (l_’?u — p,,,)? in der Relation (26),

nachdem man darin die eben gefundenen Ausdriicke fiir die dz!:;
(1 F 3

und die analogen fir die df:w— substituirt hat, verschwindet auf
10y
Grund der Relationen (25). Bemerkt man weiter, dass 4, = — 1, und:

& 2 8 \oF _ dQ
& 3\ do 4
(Td_m]"' Zm;fjgma_i,; o0 T daz,

ist, wo Q, Q die linken Seiten der Gleichungen (25) bezeichnen, und
4,, 4,, bei den Differentiationen als constant betrachtet werden; —
so kann man den Coefficienten fiir p,,, oder fir (p,,, —p,) in der in
der genannten Weise umgeformten Relation (26) so schreiben:

2By — By 4, — Bys4y) ‘,,%—4-(3,,—23,, A, — By a,) 3_3.
+(Bys — ByyA,—2By,i,) 7"%

— (A, — ApA — Ay, %—(A.z—u,,a, ——A,g,)%%
—(Ayy— Ay —2 A5 4,) %,

d. i., wenn wieder auf die Relationen (25) Bezug genommen wird,

oQ (a aQ 0Q (dQ a o (dQ aQ
7 Cam H A )+ 5 (o ) — g Gag H o)
o (dQ aQ
— i, (am )"
Soll also die Relation (26) in der angefithrten Weise, also fir alle

Elemeunte (2zip:ipitpizi) der Gleichungen («), gelten, so ist dafiir in
erster Hand erforderlich, dass:

0Q (4 aQ’ o (4 e o (dQ AN
7 Cam Hhga) + o, Gy +heds) — 50 Gy +4g,)
o (adQ aQ

— o1y (g, Theaz)=0-
Aber in die Gleichungen Q=0, Q" =0 hat man sich immer fiir ¢, p;, pi;
diejenigen Werthe derselben ausgedriickt in =z,, z,, z,, die der be-
trachteten Integral- M, zukommen, eingesetzt zu denken. Daher stellen
diese Gleichungen Q = 0, Q' == 0, wenn i, 4, als partielle Differential-




Partielle Differentialgleichungen. 3

quotienten % bez. g:; aufgefasst werden, ewei particlle Differential-
gleichungen 1. 0. fiir z, dar, die, wegen der jetzt gefundenen Re-
lation zwischen Q, @, ecinfach unendlich viele Lisungen:
z, = @ (&,, z3, C), gemein haben.

Eine jede dieser Liosungen, vereint mit der Gleichung jener fiir
F =0, ® =0 gemeinsamen Integral-M;: 2z = f(z,, z,, z;), reprisen-
tirt, nach den Auseinandersetzungen der zwei ersten Nummern meiner
Abhandlung im XIII. Bde. d. A., 8. 411, eine M,, die eine fur die
Gleichungen F = 0, ® = O gemeinsame charakteristische ¥, ist.

Also wird, wic oben behauptet wurde, jede gemeinsame Integral-M,
unserer Gleichungen 2. 0. von fiir beide Gleichungen gemein-
samen charakteristischen M, erzeugt.

Die zweite Relation, auf welche die Forderung der Unabhingig-
keit der Relation (26) von den verschiedenen Werthen der pi; der
Schaar () fiihrt, nimlich die Bedingung dafiir, dass das von (p%,, —p,,,)
freie Glied der in der oben genannten Weise umgeformten Relation (26)
verschwindet, wird diese: . :

29 &F  oF a¢ —0
2;(317,,‘ dx,dx, o0p;: dz‘d:ck) ’

wenn fiir die p,,, die Werthe pf,, gesetzt werden. Dass dieser Relation
geniigt wird, ist aber schon in der Annahme einer durch jene cha-
rakteristischen M, gehenden Integral-M; ¢ = f(x,, x,, 2;) enthalten. —

Ein Beispiel zweier solcher Gleichungen 2. O. bildet ein Paar von
Gleichungen, von deren ersten Derivirten in Bezug auf z,, x,, x, die
eine hinsichtlich der dritten Differentialquotienten p;x; von z eine alge-
braische Folge der anderen ist. Diese Gleichungen besitzen gemein-
same charakteristische M,," aber dieselben werden, wie ich in meiner
Abhandlung im XIII. Bde. d. A., S. 423—427 bewiesen habe¥), von
Mannigfaltigkeiten einer Dimension, die fiir beide Gleichungen gemein-
same charalkteristische M, sind, erzeugt.

Ein zweites Beispiel eines derartigen Gleichungspaares liefern zwei
erste Integrale zweier Gleichungen 3. O., die selbst wieder Integrale
verschiedener Schaaren einer und derselben linearen Gleichung 4. O.
sind. Die gemeinsamen Integral-M, jener Gleichungen 2. 0. sind von
(fir die beiden Glgichungen nicht gemeinsamen) charakteristischen M,’
erzeugt, so dass eine jede der oben genannten fiir beide Gleichungen
gemeinsamen charakteristischen M, in zweifacher Art aus derartigen
M’ zusammengesetzt ist, niamlich aus zwei distincten Schaaren solcher
M\, von denen die M,” der einen Schaar fiir die eine Gleichung 2. O.

*) Vgl aoch unten N. 81.
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allein, die M, der anderen Schaar fiir die zweite Gleichung 2. O. allein
charakteristische M|’ ausmachen. (Vgl. N. 32

Dies ist noch nicht ein Beispiel zweier Gleichungen 2. O. allge-
meinster Art, die in derselben Beziehung zu einander stehen wie F=0,
®=0. Zwei derartige Gleichungen haben nur den Charakter zweier
solcher intermedidrer zweiter Integrale einer linearen Gleichung 4. O.,
oF o0

I’ T nicht einander proportional sind. (VgL

deren Derivirte
Nr. 33.)

27. Zu einer Gleichung 2. O, allgenieinster Form giebt es keine
zweite Gleichung 2. O., die mit ihr ein solches System bildet, wie die
obige Gleichung ® = 0 mit ¥ = 0. Eine Gleichung 2. 0., die mit
einer gegebenen Gleichung 2. O., die von der allgemeinsten Form ist,
Integral-M, zu einer grosstmoglichen Zahl gemein hat, bildet mit der
gegebeneu Gleichung ein solches System, dessen Elemente (¢z; pi pir), —
eben die gemeinsamen Elemente der zwei Gleichungen des Systems, —
einmal, und nur einmal zu M, zusammengesetzt werden konnen.

Die Gleichungen, durch welche diese Beziehung zwischen F' = O,
® = O analytisch auszudriicken itt, wiirden durch Differentiation und
im Verein mit den Gleichungen:
dF do o0 &F oF a0
az, =0 g5, =0 ¥ = 2(817,,, dz,dz, — Opy dzid.tk) =0
solche Werthe fiir die dritten Differentialquotienten von ¢ ausgedrickt
durch s, 2;, p;, pix geben, die wirklich Differentialquotienten einer
Function von z,, z,, x; sein konnten; d. h. es miissten jene Glei-
chungen fiir die p;; so beschaffen sein, dass ihre ersten Derivirten
(in Bezug auf z, z,, z;) von einem Werthsysteme der p;x. befriedigt
werden konnten.

Um die betreffenden Gleichungen wirklich aufzustellen, hiitte man
von den Gleichungen auszugehen, die fiir die py,s,... nothig sind, da-
mit diese Elemente einer fiir ' = 0, ® = 0 gemeinsamen Integral- M,
zugehbren konnen. Fiir die p;x; sind diese Gleichungen die schon ge-
nannten. Fiir die p;;,, sind es diese:

@ F o ay
dzdz =0 '—_dz‘dxk =0, 45, =0

(Y _@F 0,
2 (apm dz;dzdx, ap,,,,, da: d:c )“=
¥ de 0 ay _0.
2 ( 0Py Gz dxpdz; 0Py, —d‘_"md“’n) o
28. Zwischen Gleichungspaaren F = 0, ® = 0 dieses allgemeinen

Charakters und den in N. 26. behandelten fallen alle diejenigen, deren
Elemente (zz;p;p;) sich so zu M, zusammenfligen, dass zwar nicht
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alle gemeinsamen Elemente (2;p; pii pirs) der beiden Gleichungen (und
threr ersten Derivirten) dadurch erfiillt werden, aber doch jene Ele-
mente (27;p;pi) durch die genannten M; mehrmals hervorgebracht
werden, indem es unendlich viele (co®) dieser M, giebt, die ein be-
liebiges jener Elemente (zz;p;p::) enthalten.

29. Eine Gleichung 2. O. allgemeinster Art kann mit einer Glei-
chung 1. O. Integral-M,; hochstens zu einer solchen Zahl gemein haben,
dass dadurch die Elemente (sz;p;) der Gleichang 1. O. nur einmal
erfiillt werden; d. i. dreifach unendlich viele gemeinsame Integral-M,.
Das Problem, die Gleichungen aufzustellen, die einen solchen Zusam-
menhang zwischen den partiellen Differentialgleichungen definiren, fallt
mit dem Probleme zusammen, Functionen p;. von (2, #;, p;) zu be-
stimmen, die der Gleichung 2. O. und den ersten Derivirten der Glei-

chung 1. O. geniigen, und deren erste Derivirte eben die Bedeutung
von p; i haben, :

§ 4.

Von partiellen Differentialgleichungen hiherer Ordnung des Raumes
von vier Dimensionen.

30. Von Charalderistiken partieller Differentialgleichungen hoherer
Ordnung. — Durch eine jede Mannigfaltigkeit von co? vereinigt liegen-
den Elementen (sz; 12t . . . k—1%¢ Diffqu. v. ) ldsst sich eine In-
tegral- M, einer gegebenen Gleichung k. O. legen. Es folgt dies daraus,
dass es zu jedem der genannten Elemente (2;1%°2' ...k — 1*¢ Diffqu.
v. £) oo' Werthe der k' Differentialquotienten von # giebt, die den-
jenigen M, zukommen, die durch jene Schaar von oo? Elementen
(ez:1%=.. .. k—1% Diffqu. v. £) hindurchgehen. Aus diesen oco' Werth-
systemen der k' Differentialquotienten von z scheidet die Gleichung
k. O. eines, oder wenigstens eines, aus. Diesem Werthsysteme kommen
erstens oo! Werthsysteme der (5 1)*<" Differentialquotienten von 2 zu,
die denjenigen M, angehdren, welche durch die eben erhaltene Schaar
von zweifach unendlich vielen der Gleichung k. O. zugehbrenden Ele-
menten (gx;1%t¢...kt Diffqu. v. £) hindurchzulegen sind; — zweitens
aber wird, vermittelst der ersten Derivirten der Gleichung k. O. ein
einziges derartiges Werthsystem bestimmt, das einer Infegral-M; zu-
gehdren kann.

Nur in einem Falle (— wegen der Ausfithrung des Beweises des.
Naichstfolgenden verweise ich auf die zwei ersten Nummern meiner
Abhandlung im XIII. B. d. A., S. 411 —) werden alle jene oo' Werth-
systeme der (k- 1)st» Differentialquotienten von 2 den ersten Derivirten
der Gleichung k. O. gentigen, so dass unbegrenzt unendlich viele In-
tegral-M, jetzt durch die genannte zweifache Schaar von Klementen
(8z;1%e . . . ke Differentialquotienten von #) hindurchgehen.
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Wenn nimlich mit 4,, A,, 4; symbolisch so gerechnet wird, dass
bei Ausfithrung der Potenz:
(Ayvy + 4,v, + 4yv,)*
fir den Coefficienten von v,‘vf"vs", der bis auf einen Zahlenfactor
gleich 4,'4,» A, ist, der partielle Differentialquotient von
F(z, Ziy Piy 2, - - - ke Diffqn. v. 2)

in Bezug auf geschrieben wird, so hat man folgenden Satz:

92 oz ’"a o

Wird durch die Gleichung: s =f(z,, x,, ;) eine belicbige Intc-
gral-M, der partiellen Differentialgleichung k. O. F = O_reprisentirt,
und setst man fir s, p;, - - - k¢ Diffqu. v. g die Werthe ausgedriickt in
Zy, Ty, 3, die jener M, cukommen, so wird durch die Gleichung:

(27) (A, da T 4 8::: 4, dz ) =0
eine Function ¢ (z,, z,, z,) bestimmt, welche die folgende Bedeutung fiir
die partielle Differentialgleichung F = 0 hat. Die Gleichung ¢ = Const.
bestimmt susammen mit der obigen Gléichung: z = f(x,, x,, z;), eine
M®, d. i. hier eine Schaar von sweifach unendlich vielen Elementen
(8xipi - - - k' Diffqu. v. 2), die unendlichfach unendlich vielen Integral-
M, in derselben Weise wie der M, : z = f(x,, Z,, &;), 2ugchort.

Solche M,®, d. i. solche Schaaren von zweifach unendlich vielen
Elementen (zz;p;---k* Diffqu. v. 2) nenne ich charakteristische M,
der particllen Differentialgleichung k. O. — Unter Umstinden kaun die
partielle Differentialgleichung %'*» Grades und erster Ordnung (27), die
sie definirt, sich in KFactoren auflosen, also in Gleichungen niederen
Grades zerfallen. Giebt es einen linearen Factor von (27), so haben
wir charakteristische M,, die in einer ausgezeichueten Weise von be-
sonderen M,, — den Charakteristiken dieser linearen partiellen Dif-
ferentialgleichung 1. O.: der angenommene lineare Factor gleich Null,
— erzeugt sind. Diese M, sind als fiir die partielle Differentialglei-
chung k. O. charakteristische M, zu bezeichnen. (Vgl. die mehrmals
citirte Abhandlung im XIII. Bd. dieser Annalen.)

31. Zwei partielle Differentialgleichungen der 3. 0.: F=0, =0,
zwischen deren ersten Derivirten eine lineare Relation Statt hat:
(28) da: +P'zd_,,, +P3§f llgg_lad___lsdx =0, —
wo u, A nur z, Z;, Pi, Pix, Piry enthalten, — haben erstens Integral-2f,
zu einer solchen Zahl gemein, dass durch dieselben alle fiir die beiden
Gleichungen gemeinsamen Elemente (2z;pipiipir;) erschopft werden.
Diese Integrale gehoren zugleich einer jeden der beiden linearen par-
tiellen Differentialgleichungen 4. O. an:
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dF
4=y dw +l"2 d.’c, +f‘3 dz' =0,

BEA‘ ﬂ,_+l’_¢i'a:7+13d_a'.=0’
d 0A 0B
eren Differentialquotienten % ' Fp, . Vermdge der Relation (28)
Pitim’ OPixim

einander gleich sind, so oft solche Werthe von (¢, zi, pi, pizi) benutzt
werden, die gemeinsamen Elementen von F' = 0, ® — (0 zukommen,

Aus dieser letzten Bemerkung folgt, dass, wenn man eine der
genaunten Integral-M; betrachtet, und entweder diejenigen auf der-
selben verlaufenden M, bestimmt, die fir die Gleichung 4. 0. 4 =0
charakteristisch sind, oder aber diejenigen M, bestimmt, die fiir die
Gleichung 4. O. B == 0 charakteristisch sind, man in beiden Fillen
dieselben M, erhalten muss. Denn die Gleichungen der auf der be-
trachteten Integral-M, verlaufenden charakteristischen M, von 4 =0
resp. B = 0 sind (siehe die Gleichung (27)) von der Form:

4
(o, 22 2 +a, 3"’ +a,- ‘—o0, (522 22+ b, d"’ + b, 3%) =0 bez,,

und bler sind die symbollschen Producte a‘a,”as*, b,/b,mb;", nach
dem was eben bemerkt wurde (nach Gleichung (28)), eipander gleich,
— 80 dass die zweite der zuletzt aufgeschriebenen Gleichungen mit
der ersten identisch ist. —

Weiterhin, weil F = 0 ein erstes Integral von 4 = 0 ist, so
milssen die Charakteristiken von F == 0 ebenfalls Charakteristiken von
4 = 0 sein, also muss, — wenn man sich immer dieselbe Integral- M,
zu Grunde gelegt denkt, —

(“1 g: + az + as
einen Factor dritten Grades entha.lten ) dass
) o9
(41 Fr + a, 33,+a‘8b,
o9
—-(a|a:+2 +3d:)(|a¢+ an'+u3a::)
Es stellt dann

4

4

die Gleichung der charaktenstlschen M, von F =0 dar.
Und weil ® = 0 ein Integral von B = 0 ausmacht, so ist

g o 0P\t
. (b: o, T 0252, T 0 3_,‘3) )
d. i. hier

4

(a,dq’-{—, +13,
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von der Form:

0
(8 22+ B, 722 + B, 52) (00 2% + 00 22 + 0, 52),
wo pos
(ﬂt 'd_x;"l'ﬁz dw + B85 ::)":'O
die Gleichung der Charakteristiken von ® = O darstellt.

Folglich hat man identisch (fiir irgend eine den Gleichungen F'=0,
® =0 gemeinsame Integral-M, : z = f(z,, z,, 2,)):

(a.g-§+ 'zaq’+ 33:)(103' ()xg+“”"%%
=B+ + 822 (o 52+ ,§:+ 5 42),
d. h.
(“ld + 2dtp+ sg:;)

(v| 3: + v, '0: +9.| ) (Wnl(j;p‘)+2 @y, g:' 03:: +---4+® 13( ).)
(B 3%+ B2 + By 52)

0 2o 9 2917 |
(“1 3: + u, “P +“1 ) (7‘7“ 5%)4‘2 120: 6: + Ty 5% )

Es giebt also auf jeder fiir I'= 0, ® = 0 gemeinsamen Intcgral-M,
eine Rethe vom, fiir beide Gleichungen gemeinsamen charalteristischen
M,. Sie befriedigen durch ihre Gleichungen: @ = C die partielle Dif-
ferentialgleichung erster Ordnung und zwciten Grades:

By (aw) + 2@y, 5 aw aw + @y *—) =0.

Ausserdem verlaufen auf jener JW3 zwet ausgescichnete Schaaren von M,
von denen die M, der einen Schaar Charakieristiken von

o9
'oa:+ 23x+ 3_"'—" ’

und also Charakteristiken von ® = 0, dic M, der anderen Schaar Cha-
rakteristiken von

+”za:+ "T= )

und also (ﬂmrakterzstzkcn von F = 0 sind.

32, Ich nehme jetzt an, dass F = 0 ein erstes Integral: f = 0,
und ® = O ein erstes Integral: ¢ — O besitzt, und dass keines der-
selben zu gleicher Zeit ein Integral der anderen Gleichung 3. O. ist.

Die beiden Gleichungen 2. O. f =0, @ = 0 haben Integral-Af,
zu einer solchen Zahl gemein, dass durch dieselben ihre simmtlichen




Partielle Differentialgleichungen. 79

gemeinsamen Elemente (2 z; p; pix pir:) erschopft werden, — denn dig
Gleichung (28) liefert eine lineare Relation zwischen den zweiten Deri-
virten von f, ¢ in Bez. auf z,, z,, ,, die fiir alle Werthsysteme
(2 2i s Pix Piri), die den Gleichungen f =0, @ = O nebst ihren ersten
Derivirten gentigen, erfiilllt sein muss. (N. 26.)

Betrachten wir dann eine fiir f=0, ¢ = 0 gemeinsame Inte-
gral- M. Die auf derselben verlaufenden Charakteristiken fiir =
=0 werden Charakteristiken fiir =0 resp. ® = 0. Also muss
man haben:

o9 op Jdg \3
(% oy + % 52y + % 52,) >
d. i. hier:
0
(”Iaz +vza q,'l"'vs ) ( ll(d q’) +2ﬁl?;:d::+ +w33(a;:) )
gleich
0 0
(’”ta:"*‘mza:;'i‘mm )(":‘3%:"" ’3a:,+ 33 )
wo
* a, % h. %3 9m,) =
die Gleichung der zu f =0 zugehongen Chara.kteristiken ist, — und

(ﬂ, v, +ﬂz v+ 8y af)
d. i. hier

(“la‘p'l" %g::'l‘“« )(@—n(a .p) +2% ng;g: ?,a—:"‘""f'wss(%)z) )
gleich

(”ldz"l‘”zaw + "a:)(l'dx 2(,,,; + 2 13 )

wo
R .

die Gleichung der zu @ = O zugehérigen Charakteristiken darstellt.
Da nun weder f=0 noch ¢ =0 ein fiir F=0, & =0 ge-
meinsames Integral bildet, so kann

0 0

Wn( ) + 2@, d:. A

weder gleich ) , o <
@ 9 P Y\
(85 red 45
noch gleicl '
0 \2

(‘" rre A, d:c + 4 Y Dy
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sein. Darum:
2

("1 3x!+"2 3" + %5
)
(‘az+*3:+322)(n‘9:+"2 +"3"“

(zl-?»‘?—+z 2+ 452

ox 2 9z
0
=(“| oz, -+ u 13,,, + u4 3:)( 133 +’”23:;+m3

ﬁ'“(—“’)+2 12 g: g:;"l‘ s P 3,,)
=(m, 'g:l‘l' aal +”‘33:)(”| g: +n 23.: + n, - )

Die zwei ersten Gleichungen beweisen, dass die Charakteristiken fiir
[=0,9p=0,F==0, & = 0, die auf den gemeinsamen Integral- M,
verlaufen, aus charakteristischen M, susammengesetet sind. Weiterhin
folgt aus der dritlen Gleichung, dass jede der vorhin erwihnten fiir
F =0, ® =0 gemeinsamen charakteristischen M, jetzt, — wenn man
nur die M, betrachlet, die auf einer fir f =0, ¢ = 0 gemeinsamen
Integral- M verlaufen, — aus oo! fir f= 0 und oo! fir ¢ = 0
charakteristischen M, susammengesetzt ist.

Frither (N. 26.) haben wir gesehen, dass auf jeder fiir f= 0,
¢ == 0 gemeinsamen Integral- M, eine Schaar von oo! fiir beide Glei-
chungen gemeinsam charakteristischen M, gelegen ist. Aus dem nun
Entwickellen folgt, dass eine jede dieser M, eimerseits aus oo! fiir =0
charakteristischen M, nimlich aus oo? Churak'wristiken von

0
‘8:!: + n, a: +”3 =

andererseits aus oo' fiir ¢ =0 charal»tenstzschcn M, pimlich aus oo
Charakteristiken von

m, d:c +m, - —|—m3 —3-£._=0’

. erzeugt ist.

33. Zwei partielle Differentialgleichungen 2. 0., — sie mdgen
[==0, ¢ =0 heissen, — die Integrale einer und derselben linearen
partiellen Differentialgleichung 4. O. sind, miissen, wenn sonst die
partiellen Differentialquotienten von f in Bezug auf die p;: nicht denen
von ¢ in Bezug auf dasselbe p;; proportional sind, in dem durch die
Gleichung (26) ausgedriickten Zusammenhange stehen. Die lineare
partielle Differentialgleichung 4. O. muss néimlich fiir irgend eines der
Elemente (2 p; pix piri), die den ersten Derivirten jener pariiellen
Gleichungen 2. O. geniigen, sowohl die Form:
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Ay dm'+ 12 gz, da:,+ g dzf' =0,
als auch die Form:

ar da? dat
l‘nlf,,%+#|:'3;jg?+"‘+!4&17;c%=0
annehmen. Hieraus folgt aber die von den p:1;m unabhingige Rela-
tion zwischen f und @:

a ar
Ay dz*+ l"da:dx,+ ’='("113£‘:'+!‘123;'_3’x;+"'»

die genau die Relation (26) ist. (Die angefiihrte Gleichung zicht

99
ap ete.)

Ueber die Beschaffenheit der gemeinsamen Integral- M, von f =0,
@ = 0 ist oben gesprochen worden. Ebenso haben wir gefunden, dass,
wenn =0, ¢ =0 in zwei ersten Integralen der Gleichung 4. O.
enthalten sind, diejenigen Charakteristiken derselben, die auf einer
gemeinsamen Integral - M; verlaufen, aus charakteristischen M, bestehen.

Umgekehrt, nur wenn das letztere der Fall ist, aber dann immer,
konnen die 4, g als Functionen von 2, z;, p;, pix 80 bestimmt werden,
dass durch

namlich nach sich, dass 1), =

+1?d}t,+1'3d:c ) l‘ld:+l‘2d:;+l"ad;. 0

zwel (Jrlelchungen 3. 0. von dem Charakter zweier erster Integrale der
Gleichung 4. O., hinsichtlich der fir f= 0, ¢ == 0 gemeinsamen Ele-
mente (8 Z; p; Yix piri), dargestellt werden. Von jenen Gleichungen 3. O.
gilt namlich jetzt der Satz, dass man, sobald Werthe von (g,;, pi, pix, Pix i),
die den Gleichungen*f =0, ¢ =0 und ihren ersten Derivirten in
Bezug auf z,, z,, z, geniigen, benutzt werden, zwischen den ersten
Derivirten der Gleichungen 3. O. eine lineare von den p;z;, unab-
hiingige Relation von der Form (28) erhilt.

Indem wir als allgemeinen Fall das festzuhalten haben, dass es
fir die lineare partielle Differentialgleichung 4. O. keine derartigen
Gleichungen 3. O. giebt, haben wir auch keine fir f=0, ¢ =0
charakteristische M, auszuzeichnen.

§ 5.
Ueber die Erweiterung anf dem Raum von » -4 1 Dimensionen.
34. KEnteprechend den vorangehenden Satzen findet man ohne
Miihe Sitze iiber partielle Differentialgleichungen des Raumes von
n 4+ 1 Dimensionen. Nur auf einen Satz, zu dem die Erweiterung

des in N. 22—25. Erorterten fithrt, will ich besonders aufmerksam
machen.

Mathematische Annalen. XV. 6
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Ich beschrinke mich zuerst auf den Fall n = 4, also auf einen
Raum von fiinf Dimensionen.
Hat man eine partielle Differentialgleichung 1. O.:

[ (8, 2y, &y, 2y, Ty, Pys Py, 05, D) =0,
so kann man dieselbe auf einen Raum von vier Dimensionen so ab-
bilden, dass dabei einer jeden Kliche des Raumes eine Integral- Bf,
von f =0, sogar einem jeden Flichenelemente des Raumes eine
Charakteristik von f= 0 entspricht.

Betrachten wir nun eine partielle Differentialgleichung der 2. O.
dieses letzten Raumes von vier Dimensionen, und nehmen wir an, dass
sie eine Gleichung mit charakteristischen M, ist. Dann stellt sie sich
als Bild einer Gleichung 2. O. des Raumes von fiinf Dimensionen dar,
die mit f =0 charakteristische M, und aus ihnen erzeugte Integral-
M, gemein hat. Die jene M, erzeugenden charakteristischen M, von
f=0 sind nur dann Charakteristiken der Gleichung 2. O., wenn die
erstere Gleichung selbst ein Integral der letzteren bildet.

Eine partielle Differentialgleichung 2. O. allgemeinster Art jenes
Raumes von vier Dimensionen kann als Bild einer partiellen Differential-
gleichung 2. O. des Raumes von fiinf Dimensionen aufgefasst werden,
die mit der Gleichung 1. O. f = 0 charakteristische M, gemein hat,
die ihrerseits sich zu Integral- M, zusammensetzen.

Zwei involutorische partielle Differentialgleichungen der 1. O.:

g @ 20,02 p) =0,

9 ( )=0,
konnen auf einen Raum von drei Dimensionen so bezogen werden,
dass jedem Flichenelemente des Raumes dabei eine charakteristische
M, jenes Gleichungspaares entspricht. — Betrachten wir eine partielle
Differentialgleichung 2. O. dieses Raumes von drei Dimensionen. Die-
selbe ist als Bild einer partiellen Differentialgleichung 2. O. des Raumes
von fiinf Dimensionen anzusehen, die mit dem angegebenen Gleichungs-
paare charakteristische M, gemein hat.

Diejenigen M,, die diese M; erzeugen und fiir das anfingliche
Gleichungspaar charakteristisch sind, werden nur dann fir die Glei-
chung 2. O. selbst charakteristische M,, wenn diese das genannte
Gleichungspaar als Integral enthillt. Schliesslich wiirden wir partielle
Differentialgleichungen 2. O. des Raumes von fiinf Dimensionen er-
halten konnen, die in #bnlicher Beziehung zu einem aus drei unter
einander involutorischen Gleichungen 1. O. zusammengesetzten Systeme
stehen,

Was ich hier besonders hervorheben mochte, ist das Auftreten
von charakteristischen M, fiir partielle Differentialgleichungen 2. O,
des Raumes von fiinf Dimensionen. Denn in derselben Weise werden
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wir zu partiellen Differentialgleichungen 2. O. eines Raumes von n 4 1
Dimensionen gelangen, fiir welche nicht nur, wie immer, charakte-
ristische M,_;, sondern auch charakteristische M, ;, M, 4, etc. exi-
stiren. — Als Beispiel einer partiellen Differentialgleichung der 2. O.,
die charakteristische M, zu einer solchen Zahl besitzt, dass dadurch
alle Elemente (2 z;p; pix) der Gleichung erschopft werden, kdnnen wir
diejenige betrachten, die aus dem involutorischen Gleichungssystéme:

fi(e, 2y, TayDyy " Pay €, Cpyt - G)=C,

. f?( )=c”’
fi( )= o), —

wo
[fifa] =0 und v=ﬂg”__2ﬂ__l, _

durch vollstindige Differentiation in Bezug auf z,, - -- z, und nach-
herige Elimination der willkiirlichen Constanten ¢ entsteht. — Die
charakteristischen M, jenes involutorischen Gleichungssystems werden
vimlich eben Charakteristiken der in der genannten Weise resul-
tirenden partiellen Differentialgleichung 2. O.

Aber es -gilt weiter moch der Sals, dass jede Integral-M, dieser
Gleichung 2. O. eine sie gans bedeckende Schaar von charakteristischen
M; enthilt.

Ich beweise im Folgenden diesen Satz fur den Kall n = 3, k =2;
der allgemeine Beweis kann analog geftibrt werden.

Wir betrachten eine partielle Differentialgleichung 2. 0., die aus
den beiden Gleichungen

(8, %y, By, T3y D1y Doy Py, €15 €3y G, €) =€,

®( )=¢",
wo ' (f 9] = 0,
durch Differentiation nach z,, z,, #, und Elimination der willkiirlichen
Constanten ¢ entsteht, und weiter irgend eine Integral- M, derselben.

Ein Element (2 z; p: pix) dieser M, fihrt zu einem ganz bestimmten
Gleichungspaare :

f(e, 2y, 2,, 25, Py, Puy sy €,°) €,°% 65" ¢,°) = ¢4,
9 ( ) =26
dessen Gleichungen®) das Element enthalten; — und alle co® Elemente

(2 ; pipix) der M, bestimmen somit eine dreifache Schaar von Glei-
chungspaaren :

\
*) Mit ibren ersten Derivirten in Bezug auf z,, 2, x; vereint.
6#
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f (8, @, Ty, %3, P1s P2y P32 4, 8, ) = 0,

@ ( ) = O)
wo 4, u,v die Parameter der Schaar bedeuten. Esmoge F' (2, z,,%,, 4,2, P2, Ps)
=0das Umhiillungsgebilde der oo’ Gleichungen f=0, & (2, z,, Z,, T5, P, Py Ps)
=0 das Umbhiillungsgebilde der co® Gleichungen ¢ = O bezeichnen.
Dann haben die partiellen Differentialgleichungen 1. 0. F =10, & =0
die vorliegende M, als gemeinschaftliches Integral. Dieselbe M, ist
auch ein Integral einer jeden der partiellen Differentialgleichungen 1. O.:
F+4 4d =0 (4 eine willktirliche Constante). Diejenigen Charakte-
ristiken der letzteren Gleichungen, die von irgend einem Elemente
(¢ z p) der genannten M, ausgehen, erzeugen eine auf dieser M lie-
gende M,, die selbst ein Umhiillungsgebilde von charakteristischen M,
von zweifach unendlich vielen der anfinglichen Gleichungspaare:
[(e,2,p,¢)=¢, @(2,2,p,6) ==c" wird.

In Folge hiervon werden alle die co! Werthsysteme der p;:, die
jener M,, als zweifacher Schaar von Elementen (2 z p) aufgefasst, zu-
gehoren, eben der partiellen Differentialgleichung 2. O., die den Haupt-
gegenstand unserer Betrachtungen bildet, geniigen. Desshalb gehen
durch jene M, uuendlich viele Integral- M; der Gleichung 2. O. hin-
durch; jene M, wird also eine fiir die Gleichung 2. O. charakteristische
M,. Auf jeder Integral- M, dieser partiellen Differentialgleichung 2. O.
findet sich also eine Schaar von oco! charakteristischen M,, die Um-
hiillungsgebilde der erwdhnten fur die anfinglichen Gleichungspaare:
f(z,z,0,¢) =¢, @(2,2,p,¢) = ¢ charakteristischen M, sind. —
Dasselbe Raisonnement, auf die letzterwidhnten Gleichungen 2. O. des
Raumes R, angewandt, filhrt zu dem oben angegebenen Satze.

Man bekommt ndmlich Mannigfaltigkeiten von oo* zu je zwei
unendlich benachbarten vereinigt liegenden Elementen (2 z;p;), deren
simmtliche Werthsysteme von p,; der vorgelegten partiellen Differen-
tialgleichung 2. O. geniigen, — und auf jeder Integral- M, findet man
oo+ derartige M;. Weil ihre simmtlichen Elemente (2 z:p; pi:) der
Gleichung 2. O. geniigen, miissen sie fiir diese Gleichung charakte-
ristische M, sein, wie ich die letzteren in der Abhandlung im XIII.
Bande dieser Annalen 8. 411. definirt habe. Die Eigenschaft einer
jeden jener M, vermittelst simmtlicher ihrer Elemente (2 z;p; p:x) der
Gleichung 2. O. zu geniigen, fiihrt ndmlich in erster Hand zu den
Gleichungen Q;; = O (siehe S. 421 d. citirten Abh.), die die charak-
teristischen M, definiren. — Z. B. k=% — 2. Wenn die Gleichung
2. 0. F (2, i, piy pix) = 0 von der gesammten Schaar der p;, einer
M, 5, deren Gleichungen sind:

E=f(TyZyy*+ Tn)y, Ty =0 (T, Ty " Tn), Ty =" (3,2, -+ Tu),
p=1( )y D= 2( )
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befriedigt werden soll, so ist diese Bedingung damit identisch, dass
dieselbe Gleichung F = 0 nach Substitution der folgenden Ausdriicke

VON Py3, Pigy * * - Pagy Pags * * * Pan I Pyy,y Pray Pogt

a v ’
3—£: — Py P (%)) — P ¥ (%) — Py =0,

0 , !
a.::):‘ — P 9 (B) — P ¥ (@) — Py =0,

0 , ’

a_i.’: — P @ (%3) — Do ¥ (T5) — Pp3 =0,
B oy @ (@) — Dy ¥ (@) — Pyg =0
dz, P31 @ &) — P 3) — Ps3 ’

ete.
(siehe S. 418 der citirten Abhandlung)

von p,,, Py, Py, frei werde. Desshalb muss sein:

oF oF 9o oF F 0 OF Opnn
oomt oo Buy I My O Dy BT e

0Py 0Py ' Opu Opy 0Pas 0Py Opan 0Py
oF | oF 0pw_y OF Opu y 4 OF Opu_ . 4 OF Opan __
—371_:—'_ 0Pss 3p..+ 0Dy 0Py +-t 0Pn OPi2 + +3P~~ 0 ?
OF | OF opa OF Opu, . | OF Opu ., OF Opes _g.
3Pu+ T al’u+ 0Py 0Pn +eet 0P 3Pg+ +3pnn 0P

Das sind aber gerade die Gleichungen Q, =0, Q,=0, Q=10
8. 420 d. c. A. Waeil also durch die Gleichungen der obigen M, s
diese drei: &, =0, Q,=0, Q,, =0, befriedigt werden, so ist
jene M, 5 eine fiir die Gleichung 2. O. charakteristische M, ;.

Lund, im November 1878.



Ueber Multiplicatorgleichungen *).

Von FerLix KiLEIN in Minchen.

Hier meine Methode zur Aufstellung der Multiplicatorgleichungen. —
Betrachtet man @, , @, als homogene Verinderliche, so sind g,, gy, '7A
resp. von den Geraden — 4, — 6, — 1 und reproduciren sich bei jeder
linearen ganzzahligen Substitution von der Determinante 1:

{“’1' = o, + fao,,

0, =yo, + do,,

sofern man bei 'J/A von einer zwolften Einheitswurzel absicht. Man
kann nun zeigen, dass allgemein jede homogene Function von o,, @,
von einem negativen ganzen Grade, welche sich bis auf einen Factor
bei den in Rede stehenden linearen Substitutionen reproducirt, eine
ganze Function von g,, g,, 'J/A ist. — Die Sache ist genau so, wie
bei den endlichen Systemen linearer Substitutionen, und man hat z. B.
auch folgende Satze: dass g, die in Bezug auf ®,, @, genommene
Hesse’sche Form von log A ist, und g, die Functionaldeterminante
beider (immer abgesehen von einem numerischen Factor).

Sei nun A’ die Discriminante, welche bei einer Transformation
vom Primzahlgrade n auftritt. So hat A" (»n 4+ 1) Werthe, also ';’/Z'
deren 12(n4 1). Aber es zeigt sich, dass bereits die symmetrischen
Functionen von nur (% 4 1) richtig ausgewihlten Werthen von /A’
unter die eben erwihnte Kategorie von Functionen fallen, also ganze
Functionen von g,, g,, /A sind. Setzt man, der Kiirze halber, fiir
'"WA' 2, so erhilt man also eine Gleichung (% --1)*» Grades fiir s.
Da '//A von der Dimension (—1) in ®,, @, ist, so hat der Coefficient
von g*+1—* die Dimension x und ist dementsprechend als ganze Func-
tion von g,, g5, '//A aufzubauen.

*) Aus einem an Herrn Brioschi gerichteten Briefe, der in den Rendiconti
del Istituto Lombardo abgedruckt wurde (Sitzungsbericht vom 2. Januar 1879). —
Der Ausdruck ,, Multiplicator* bezieht sich auf das durch 'ﬁ normirte Integral,
siche diese Annalen t. XIV, pag. 144, 148.
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Jetzt betrachte man insbesondere den Werth:
VE (%) =n-d T~y =g (2).

Vermehrt man @ = i—'— um 1, so erhilt dieses # die Einheitswurzel
nis

¢ ® zum Factor, wihrend bei dem urspriinglichen /A die Einheits-

in

wurzel e® zutritt. Bei dieser Aenderung muss die fiir # bestehende
Gleichung ungeiindert richtig bleiben; es muss sich also aus allen
Gliedern derselbe Factor herausheben. Hieraus folgt, dass der Coeffi-
cient von +1—* die Form hat: YA . G, wo A die kleinst positive
ganse Zahl ist, welche in Besug auf den Modul 12 su nx congruent
ist, und G eine ganse Function von g,, g; allein ist. Insbesondere
schhesst man: So oft 1 grosser als x wird, ist der Coefficient von
v +1-% qdentisch Null,

Auf Grund dieser Sitze kann man die Multlphcatorglelchung fiir
ein beliebiges primzahliges # ohne Weiteres der Art nach anschreiben.
Man findet, dass bei #=12u 4+ 1 nur g,* und gg® auftritt; bei
n=12p 4 5 stellt sich das g, ein, bei n = 12u 4 T das g,; bei
7 = 12p + 11 treten beide, g, und g,, auf. Fiir n =15, 7, 13 stimmt
dies Resultat mit meinen fritheren Formeln iiberein*); fiir n = 11 erhilt
man in Uebereinstimmung mit IThren Angaben**):

8 4 ) 2
s"+a-A‘—’-z“+b-A"g,-s‘+c-Aﬁg:,-s3+d-Aﬁgzz-zz
1
+e-Blg,g 54 f=0

wo a, b, - - - numerische Coefficienten sind.

Was nun diese numerischen Coefficienten angeht, so beweist man
n—1

ohne Weiteres, dass der letzte den Werth (—1) ? .x hat, und dass
alle anderen, bis auf den vorletzten, durch # theilbar sind. Man hat
ausserdem folgende Regeln, welche freilich gerade den Fall n =11
(mod. 12) nicht betreffen:
1) Fiir n=12u + 1 oder = 12u -+ 5.
Setet man g, = 0, so verwandelt sich die linke Seite der Multiplicator-
gleichung, nach Abtrennung cines quadratischen Factors, in ein voll-

stindiges Quadrat.

*) Annalen XIV, pag. 143, 148,
**) Brioschi in den Annali die Matematica, (Ser. II) t. IX, pag. 167: Sopra
una classe di equazioni modulari. (Nov. 1878).
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2) Fiir n = 12u + 1 oder 12p 4 7.

Setst man g, = 0, so verwandelt sich die linke Seite der Multipli-
catorgleichung nach Unterdriickung eines quadratischen Factors in einen
vollen Cubus.

Man kann iiberdies die numerischen Coefficienten der Gleichungen,
welche fiir g, = 0 oder g, = O entstehen, allemal als rationale Func-
tionen von Einheitswurzeln a priori angeben; doch habe ich diesen
Gegenstand noch nicht hinlénglich untersucht. Um die bei 5 = 11
auftretenden Zahlencoefficienten zu bestimmen, habe ich mich daher
einstweilen der Reihenentwickelungen nach aufsteigenden Potenzen von
g bedient, und so das Resultat erhalten, welches ich Ihnen bereits in
meinem ‘vorigen Briefe*) mittheilte:

27—90.11. /A .55 40-11.12g, /A .2*—15.11-216g,- VA .8
+2:11.(129,)%. VA . 82— 12g, - 216g,- 'P'A - 2 —11=0%*)

¥*) Yom 26. December 1878,

*¥) Untersuchungen derselben Art, wie die im Texte besprochenen, hat mit
mir ungeféhr gleichzeitig Hr. Kiepert aufgenommen und in neuerer Zeit weiter-
gefiihrt. Seine Resultate, auf welche ich hiermit verweisen will, sollen demn#chst
im Borchardt'schen Journale veriffentlicht werden [Marz 1879.]

Miinchen, den 30. December 1878.




Ueber die Gleichungen achten Grades und ihr Auftreten
in der Theorie der Curven vierter Ordnung.

Von M. NoeTHER in Erlangen.

Sobald man bei einer €urve vierter Ordnung eine Wurzel der
Gleichung 36' Grades adjungirt, welche die 36 Schaaren von Be-
rihrungscurven dritter Ordnung bestimmt, so reducirt sich die Glei-
chung fiir die 28 Doppeltangenten auf eine allgemeine Gleichung vom
achten Grade. Es sollen nun im Felgenden neue geometrische Eigen-
schaften der Curve dargelegt werden, die sich an die Untersuchung der
Gleichungen vom 8 Grade kniipfen.

Solche Untersuchungen sind aber von verschiedener Seite an-
gestellt. Sie beziehen sich zuniichst auf die Modulargleichung achten
Grades, welche bei der Transformation siebenter Ordnung der ellip-
tischen Kunctionen zwischen den vierten Wurzeln aus dem urspriing-
lichen und dem transformirten Modul besteht. Nach den Andeutungen
von Galois hat Betti*) deren Gruppe von 2.168 Substitutionen, bez.
von 168 nach Adjunction der Wurzel aus der Discriminante, analytisch
entwickelt und hiernach fiir die Existenz einer Resolvente siebenten
Grades, mit einer Gruppe von 168 Substitutionen, den Beweis erbracht.
Sodann hat Kronecker**) eine hieraus folgende Function von sieben
Buchstaben, welche durch die 168 Substitutionen unverindert bleibt,
also bei allen Permutationen der 7 Grossen nur 30 Werthe annimmt,
angegeben. Endlich ist Hermite***) wiederholt auf die Darstellung
der Gruppen von 168 Substitutionen bei 8 und bei 7 Grossen und auf
die Bildung der Function der 8 Grossen, welche dabei 7 Werthe an-
nimmt, eingegangen.

%) Betti, ,,Sopra I'abbassamento delle equazioni modulari etc.“, Ann. di
Scienze m. e. f. da Tortolini, IV. (1863), und spitere Mittheilungen.

) Kronecker, ,,Ueber Gleichungen des 7% Grades“, Monatsber. der Berl.
Acad,, April 1858. Die in dieser Note bezeichnete Eigenschaft der speciellen
Gleichung 7%» Grades ist, wie unten anzugeben, etwas zu modificiren,

*) Hermite, ,Sur la théorie des équations modulaires*, Paris 1859; auch
in den Compt. Rend. und den Ann. di Matem. von 18569 etc.




90 M. Noernes.

* An allen diesen Orten ist die wesentlichste Eigenschaft der ent-
sprechenden Gleichungen Tt Grades: dass sich thre T Wurzeln zu T
Tripeln ordnen, nicht angefiibrt. Aus diesem Grunde ist auch der Zu-
sammenhang dieser Betrachtungen mit solchen, welche Mathieu®)
von anderer Seite her iiber die Gleichungen achten Grades angestellt
hat, nicht klargelegt worden, insbesondere in C. Jordan’s ,, Théorie
des substitutions¢ nicht angegeben. Mathieu bildet eine Function
von 8 Grossen, welche durch 8.168 Substitutionen unverindert bleibt;
unter Adjunction einer solchen Function der Wurzeln einer Gleichung
achten Grades ordnen sich dieselben in Quadrupel, und man wird, da
die Gruppe zusammengesetzt ist, direct zu einer Resolvente siebenten
Grades gefiihrt. Aber diese Resolvente hat dieselbe Tripeleigenschaft
und Gruppe, wie die oben angefiihrte; esbleibt also hier noch zu ent-
wickeln, wie man zugleich auch indirect auf diese Gleichung kommen
kann, indem auch der Uebergang von der Mathieu'schen Gleichung
zu einer Gleichung achten Grades mit der Gruppe der Modulargleichung
muss ausgefiihrt werden konnen. Ich will dabei nur erwihnen, dass
neuere noch zu citirende Arbeiten “zeigen, dass die Gleichungen sieben-
ten Grades mit Tripeleigenschaften, also auch die Mathieu’sche Glei-
chung, durch elliptische Functionen geldst werden konnen.

Da sich diese Resultate und Zusammenhinge in #usserst einfacher
Weise, welche von zahlentheoretischen Betrachtungen keinen Gebrauch
macht, darstellen lassen, so entwickele ich dieselben zundchst. Ehe
ich sodann die Anwendung auf gewisse, bei den Curven 4‘* Ordnung
bisher ‘noch nicht betrachtete Kegelschnittsysteme mache, bilde ich
noch diejenige Bezeichnungsweise der Doppeltangenten in den Paaren
von 8 Grossen aus, die, aus den Hesse’schen und Aronhold’schen
Arbeiten von Cayley entwickelt, jetzt allgemein angewendet wird**).
Ich fiihre diese Ausbildung iiber das eigentliche Bediirfniss des vor-
liegenden Aufsatzes hinaus, da hierdurch erst die Operationen fiir alle
an der Curve zu studirenden Systeme leicht verwerthbar werden.

§ 1.
Die Sieben-Systeme. Tripelsysteme.
Acht Grossen
Zoy Tyy Tyy ©** Ty
kann man auf 7-5 -3 = 105 verschiedene Weisen in je 4 Paare ordnen;
es giebt also symmetrische Functionen solcher 4 Paare, etwa

*) E. Mathieu, Comptes Rend. 1868 etc. Ferner: , KEtude des fonctions de
plusieurs quantités etc.*, Liouville’s Journ., Sér. II, VI (1861), und ,,Sur la résolu-
tion des équations etc.*, Ann. di Mat, di Tortolini, 1V (1861).

**) Siche Salmon’s ,,Higher plane curves*, iibers. von Fiedler, Cap. VI.
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K = 2,2, + 7,25 + 2,2, + %42;,
die unter allen 1-.2.3...8 Substitutionen, welche die Grossen z;
unter einander permutiren, 105 verschiedene Werthe annehmen. Eine
solche Function sei zur Abkiirzung im Folgenden mit
K = [01, 23, 45, 67]

bezeichnet. Wir behandeln zunichst die Aufgabe, alle’ Systeme von je -
1 Functionen K anzugeben, derart, dass die 7 Functionen eines Systems
alle 28 Paare ik, jedes einmal, enthalten.

Um ein solches System zu erhalten, zerlege man die 4 Paare von
K auf die 3 moglichen Weisen in je 2 Doppelpaare:

(a) 01,23, 45, 67,
(b) 01, 45; 23, 67,
(e) 01, 67; 23, 45,
und mache nun alle innerhalb der Doppelpaare moglichen Vertauschun-
gen der 8 Grossen O, 1,.-.7. Aus (a) erhilt man dann die beiden

neuen Functionen:

4, = [02, 13, 46, 57], 4, = [03, 12, 47, 56],
oder aber die beiden folgenden: 4

4, =[02, 13, 41, 56], 4, = [03, 12, 46, 57];
ebenso aus (b): .

B, = [04, 15, 26, 37], B, = [05, 14, 27, 36];
oder aber:
B, = [04, 15, 27, 36], B, = [05, 14, 26, 37],
und aus (c): '

C, = [06, 17, 24, 35], C, = [017, 16, 25, 34],
oder :

C/ = [07, 16, 24, 35], C, = [06, 117, 25, 34].
Nimmt man nun K, ferner die beiden Functionen A oder die beiden
Functionen A’, weiter die beiden B oder die beiden B, endlich die
beiden C' oder die beiden C’, so hat man 7 Functionen, welche offen-
bar ein System der gesuchten Art bilden.

Aber die 2% auf diese Weise aus der Function K gebildeten Systeme
zerfallen wieder in swei wesentlich von einander verschiedene Gattungen.
Aus zwei Paaren ¢k und il, welche eine Grosse ¢ gemeinsam haben,

leiten wir namlich eindeutig ein neues Paar %l her. Verbindet man
auf diese Weise alle Grossenpaare von K mit je zwei entsprechenden
irgend einer andern der Functionen, welche aber kein Paar mit K
gemein hat, etwa

K =(071,23, &5, 67),
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und umgekehrt die von K’ mit jenen von K, so erhilt man im Ganzen
entweder 8 neue Paare oder aber nur 4 neue Paare; denn sobald zwei
dieser 8 Paare zusammenfallen, etwa in 12, so wird X' von der Form
(02, 13, 46, 57)

und es fallen dann auch die iibrigen 6 paarweise zusammen. Wir
unterscheiden ,also unter den Functionenpaaren K, K', welche kein
Grossenpaar gemeinsam haben, zwei Arten: die erster Art seien solche,
welche auf nur 4 neue, die sweiter Art solche, welche auf 8 neue
Grossenpaare fithren. Diese Beziehungen bleiben bei jeder Substitution
erhalten. .
- Die 4 Grossenpaare, auf welche ein Functionenpaar erster Art
fithrt, bilden eine neue Function K”. Und da bei drei Grossenpaaren
1k, tl, kl jedes aus den beiden andern folgt, so muss dasselbe fir die
3 Functionen K, K', K” gelten. Von den 3 Functionen K, K', K~
filhren also irgend zwei eindeutig auf die dritte, und wir bezeichnen
daher solche 3 Functionen als ein Functionentripel. Ein solches Tripel
geht ebenfalls durch jede auf die 8 Grossen O, 1, . .- 7 ausgeftihrte
Substitution wieder in ein &hnliches Tripel iiber.

Unter den Functionen K, 4;, 4/ - . - bilden

‘ K, 4,, 4,
ein Functionentripel; ebenso:
K, 4/, 45,

.........

Ferner bilden 4,, B, ein Functionenpaar erster Art, aber 4,, B, ein
solches zweiter Art. Die aus 4,, B, abgeleitete Function ist C,
und die Bildungsweise unserer Functionen zeigt, dass ebenso 4,, B,, C,,
ferner auch A/, B/, C/, etc. Tripel bilden. Hiernach folgen aus K
zwei Systeme von je 7 Functionen, nidmlich:

Z =K, 4, 4, B, B, C, G,
2'=K, Al,} 4, Bl,) Bz': 01,’ G,
von der Eigenschaft, dass man aus den 7 Functionen eines der Systeme
auf sieben verschiedene Weisen Tripel bilden kann, wobei man zwei
der Functionen eines Tripels in ganz willkiirlicher Weise aus dem
System herauswihlen kann; nidmlich aus X die Tripel
K A,4,; K B, B,; K C,C,;
4,B,C;; 4,B,0,; A4,B,C,; 4,B,C,
und aus X’ die 7 Tripel
K A'4); K B/'B,); K C/Cy;
4/B/C/; A/B)C); 4,B/C); 4,B,C,.
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Ein solches Tripelsystem X hat weiter die Eigenschaft, dass es
aus jeder seiner Functionen auf gleiche Weise abgeleitet werden kann,
wie es aus K geschehen ist. So kommt man offenbar, von A, aus-
gehend, zunidichst auf die 3 Functionenpaare erster Art, welche je mit
A, ein Tripel bilden:

k4, B, B,(C,

und diese liefern, in Verbindung mit 4,, wiederum X. Dasselbe gilt
vom Tripelsystem X'

Die iibrigen 6 oben aus K abgeleiteten 7-Systeme von Functionen
besitzen wesentlich andere Eigenschaften, als diese beiden Tripelsysteme.
In einem solchen, z. B.

K’ Al’ A?) Bl’ 'B2’ Cl” 02'$

zerfallen, wenn man K auszeichnet, die iibrigen 6 Functionen zwar
noch in 3 Paare der ersten Art, welche auch mit K je ein Tripel
bilden; aber dies geschieht nicht mehr, wenn man irgend eine andere
der 7 Functionen, als K, herausnimmt. Diese Systeme sind also einer
ihrer Functionen, XK, ausschliesslich zugeordnet und folglich un-
eigentliche.

Es giebt im Gangen 30 Tripelsysteme von der Form ZX. Denn
irgend eine der 105 Functionen K fithrt nach dem Gesagten auf zwei
Tripelsysteme, und jedes solches System ist aus irgend einer seiner

7 Functionen ableitbar, so dass man 102'2 = 30 derselben erhilt.

Von den uneigentlichen Systemen giebt es 630; denn sie sind den
105 Funetionen K zu je 6 einzeln zugeordnet.

§ 2
Gruppe G eines Tripelsystems. Quadrupelsystem der acht Grdssen.
Nach § 1. giebt es symmetrische Functionen der sieben Functionen,
aus denen X besteht, etwa das Product derselben: '
X = [01, 23, 45, 67]-[02, 13, 46, 57] [03, 12, 47, 56] -
[04, 15, 26, 37] [05, 14, 27, 36] [06, 17, 24, 35] [07, 16, 25, 34],
=K-4,-4,-B,-B,-C,-C,,
welche unter allen anf die 8 Grossen O, 1, - .- 7 ausgefiihrten Sub-
stitutionen genan 30 numerisch von einander verschiedene Werthe an-

nehmen. Die Function X geht also durch -1;2—'3?)"1§~ = 8. 168 Sub-
stitutionen in sich tber, welche die Gruppe G von Z bilden. Wir
wollen diese Substitutionsgruppe G genauer untersuchen.

Es giebt eine in G enthaltene Gruppe H von 8 Substitutionen,
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welche jede eingelne der sicben Functionen von X in sich dberfiihrt.

Sei némlich (k) die Substitution .
(k) = (01) (23) (45) (67),

welche nur die Grissen jedes Paares von K unter sich vertauscht,

ebenso
(a,) = (02) (13) (46) (57),

(a,) = (08) (12) (47) (56),
(b)) = (04) (15) (26) (37),
(6,) = (05) (14) (27) (36),
(e) = (06) (17) (24) (35),
(c2) = (07) (16) (25) (34), ,
analog aus 4, 4,, - - - definirt. Auch diese Substitutionen zerfallen
in Tripel, so ndmlich dass
(B)? = (a4)* = (a))* =1,
(%) (ay) (a;) = (k) (a)) (a)) = (ay) (k) (@) = - - - =1,
also (%), (@,), (a,) ein Tripel bilden. Aus irgend solchen drei dieser

7 Substitutionen, die kein Tripel bilden, z. B. aus (%), (a,), (b,) setzen
sich also die iibrigen zusammen; némlich:

®) (@) =(a2), B O)=() (@) (b)) = (o)
®) (ay) (b)) = (),
und es folgen aus den dreien keine anderen Substitutionen, ausser der
identischen 1. Die 7 Substitutionen bilden also eine Gruppe und sie
lassen sich als das Product der drei gegen einander vertauschbaren

Gruppen
1, (&);

1, (ay);
11 (bl)’

darstellen. Ferner #ndert keine der Substitutionen irgend eine der
7 Functionen von X, sie bilden also die oben bezeichuete Gruppe H.

Indem die 7 Functionen K, 4,, - - - C, durch die 8 Substitutionen
der Gruppe H ganz unveriindert bleiben, erhillt man, durch Anwendung
aller 8- 168 Substitutionen der zusammengesetzten Gruppe G auf die Grossen
0,1-..7, eine Gruppe I von nur 168 Substitutionen unter den 7
Grossen K, 4,,---C,. Diese, der Gruppe G isomorphe Gruppe I
ergiebt sich auch direct durch Betrachtung der Tripeleigenschaften,
welche die 7 Functionen von X besitzen. Denn dieselben erlauben
nur, zwei der 7 Functionen an beliebige Stellen zu riicken, die dritte
der Functionen ist dann unter den 7 eindeutig gegeben, aber die vierte
kann noch alle 4 weiteren Werthe annehmen, wonach die iibrigen
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eindeutig bestimmt sind; in der That 7 .6 - 4 = 168 Substitutionen.
Zugleich sieht man aus dieser Eigenschaft noch, dass diejenigen Sub-
stitutionen der Gruppe I, welche eine der 7 Functionen von X un-
gedndert lassen, eine solche Gruppe von 24 Substitutionen bilden, wie
sie bei einer Gleichung 4'*» Grades auftritt.

Aus der Betrachtung der Function X folgt noch eine Beziehung
der Gruppe G zu einer Eigenschaft der 8 Grossen 0,1, - - -7, welche
der Beziehung der Gruppe I zur Tripeleigenschaft der Functionen
K, 4,,---C, analog ist. Vermodge X ordnen sich namlich die Grossen
0,1.-.7 zu Quadrupeln an, indem 4 Zahlen eines solchen Quadrupels
(wie 0, 1, 2, 3) in jeder der 7 Functionen von X entweder nur in 2
oder in alle 4 Paare vertheilt auftreten, nie in 3 Paare; und die 4
ein solches Quadrupel zu 0, 1, - - - 7 ergiinzenden Zahlen bilden eben-
falls ein Quadrupel von X (wie 4,5,6, 7). Die 8 Grossen lassen sich
also in Quadrupelpaare ordnen, und zwar kann man offenbar, um ein
Quadrupel zu erhalten, drei Grossen ganz willkiirlich aus den 8 Grdssen
herauswiahlen, wodurch dann die vierte eindeutig bestimmt ist. Hieraus
ergiebt sich, dass ;—% =T solcher Quadrupelpaare in X existiren.
Alle Substitutionen, welche X in sich tiberfilhren, konnen auch diese
Quadrupelpaare nur untereinander vertauschen; sie sind also in der

Gruppe einer symmetrischen Function dieser 7 Quadrupelpaare, etwa:

8s={[0,1,2,3] + [4,5,6,71} {[0, 1,4,5] +[2,3,6, 1]} {[0, 1,6, 7]
+ [2,3,4,5]}

{(0,2,4,6]1+[1,3,5,71} {[0,2,5,7] + [1,3, 4,63} {[0,3,4, 7]
+[1,2,5,61} {[0,3,5,6] + [1,2,4, 7]}

(wo [0, 1, 2, 3] eine symmetrische Function von 0, 1, 2, 3 vorstellt)

enthalten. Umgekehrt sind vermdge der Quadrupeleigenschaft durch
4 Grossen, die kein Quadrupel bilden, wie 0, 1, 2, 4, die tibrigen ein-
deutig festgelegt; man kann also durch die aus dieser Eigenschaft
folgende Gruppe drei der Grossen mit beliebigen andern aus den 8
Grossen O, 1, - - - T vertauschen, was eine 4'° Grosse festlegt, wihrend
eine finfte dann noch alle 4 weiteren Werthe annehmen kann. Aus
dieser Eigenschaft folgt daher eine Gruppe von der Ordnung 8-7.6-4
= 8. 168, der Ordnung von G, so dass dieselbe mit G identisch wird.
Die in G enthaltene Gruppe H lasst wieder jedes einzelne der 7 Qua-
drupelpaare von S unveriindert, so dass diese 7 Paare nur wieder zu
einer G isomorphen Gruppe von der Ordnung 168 fiihren.
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§ 3.
Die @leichung achten Grades.

Aus § 1. und § 2. ergeben sich fiir die allgemeine Gleichung -
f=0 vom 8t Grade, deren Wurzeln z,, z,, - - - z, seien, die fol-
genden Resultate. Zundchst existirt eine Resolvente vom Grade 30,
R = 0, welcher X geniigt. Wenn eine Wurzel X derselben bekannt
ist, so reducirt sich die Gruppe der Gleichung f = 0 auf G, nimlich
auf diejenigen 8 - 168 Substitutionen, welche X in sich iiberfithren.
Man kann, da sich auch die Function S rational durch X ausdriickt,
den Affect der Gleichung dann dahin aussprechen, dass sich ihre
Wourzeln zu Quadrupeln ordnen, d. h., dass zwischen vier ihrer Wurzeln
eine symmetrische rationale Relation besteht:

e (xl; Ly Ly, zm) = 07

in der drei Wurzeln ganz beliebig angenommen werden kénnen, die
vierte Wurzel aber dann eindeutig bestimmt ist. Aus 4 solchen
Wurzeln, die kein Quadrupel bilden, ergeben sich dann, mit Hiilfe
von X, die 4 anderen rational.

Um, nach Adjunction von X, die Gleichung f= 0 zu l6sen, hat
man zunichst die Resolvente siebenten Grades aufzustellen, P = 0,
welcher die sieben Functionen von X (deren symmetrische Functionen
sich durch X rational ausdriicken) geniigen. Der Affect dieser Gleichung
siebenten Grades lidsst sich so aussprechen, dass sich ihre Wurzeln zu
Tripeln ordnen, d. h. dass zwischen drei ihrer Wurzeln eine symme-
trische rationale Relation besteht, in der zwei Wurzeln beliebig aus-
gewiiblt werden kdnnen, wonach dann die dritte Wurzel eindeutig be-
stimmt ist. Aus drei solchen Wurzeln, die kein Tripel bilden, setzt
sich dann jede andere rational zusammen. Die Gruppe dieser Gleichung
ist die der zusammengesetzten Gruppe G isomorphe Gruppe I' von 168
Substitutionen. Zur Losung dieser Gleichung hat man von ihr eine
Wurzel zu suchen, sodann eine Gleichung dritten Grades und zwei
quadratische Gleichungen aufzul6sen.

Nach Losung dieser Gleichung siebenten Grades, P = 0, reducirt
sich die Gruppe von f= 0 auf die Gruppe H von 8 Substitutiozen.
Und da diese Gruppe als Product dreier gegeneinander vertauschbarer
Gruppen von je 2 Substitutionen, nimlich

LE);  Li(a); 1,0),
darstellbar ist, so hat man noch nacheinander drei quadratische Glei-
chungen aufzulosen, um die Wurzeln der Gleichung 8" Grades selbst
zu erhalten.

Die nacheinander auszufithrenden Operationen sind also: die Be-
stimmung einer Wurzel einer Resolvente 30'» Grades, die Auflésung
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einer speciellen Gleichung 7'» Grades (mit Tripeleigenschaft), und die
dreier quadratischer Gleichungen.

Dass die Resolvente 30'*" Grades auf eine solche vom 15t Grade,
unter vorheriger Adjunction der Quadratwurzel aus der Discriminante
von f =0, zurlickkommt, wird die weiter folgende Darstellung der
Gruppe G von selbst zeigen.

§ 4.
Darstellung der Gruppe G.

Die zusammengesetzte Gruppe G von X liisst sich als Product der
(sruppe H mit 168 geeignet bestimmten Substitutionen darstellen. Man
kann sogar auch auf verschiedene Weisen Gruppen von 168 Substitu-
tionen finden, welche, mit H verbunden, zu G fiihren, z. B. dadurch,
dass man diejenige Gruppe von 168 Substitutionen aufstellt, welche
eine der Grossen 2z, z,, * - - , unveréndert ldsst, etwa z,.

Innerhalb dieser Gruppe existiren wieder Untergruppen von

1:1 = 24 Substitutionen, z. B. diejenige J, welche eine der 7 Func-

tionen von 8, etwa das Quadrupelpaar
) (0,1,2,314+(4,5,6, 7
unveriindert lidsst. Indem dieselbe die 4 Grossen 0, 1, 2,3 nur unter

sich, und ebenso die 3 Grossen 4,5, 6 unter sich vertauschen kann,
sieht man sogleich, dass dieselbe sich aus den 4 Gruppen

1, (01) (23);

1, (02) (13);

1, (123) (654), (132) (645);

1, (01) (45)
als deren Product darstellt.

Verbindet man mit dieser Gruppe J die Potenzen (¢)?, (3)', - - - (¢)% -
der cyklischen Substitution
() =(0413256), ,

so hat man im Product dieser Gruppe I (von der Ordnung 7) mit J
die Gruppe I.J von 168 Substitutionen, welche in G enthalten ist

und z, unveréindert lisst. Die Gruppe G stellt sich also als das Pro-
duct I.J - H dar.

Alle Substitutionen von G, welche zwei der Functionen von S,
etwa
) 8,=[0,3,5,6]+[1,2,4,7],

S, = [1, 2, 5, 6] + [O’ 3,4, 7]
unverindert lassen oder nur mit einander vertauschen, iindern auch
die dritte Function von S

Mathematische Anpalen. XV. 7
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§ = [0, 112’ 3] + [4: 5:6a 7]

nicht. Dieselben sind also in H - J enthalten, und sie ergeben sich
als das Product von H mit den beiden in J enthaltenen Gruppen

1,(01) 23), (02)(13), (03)(12);
1, (03) (56).

Die eine Hilfte dieser Gruppe, namlich das Product von H mit
1,(03) (12), (03)(56), (12)(56),

indert weder s, noch s,. Diese vier Substitutionen und die in H ent-
haltene Gruppe
1, (ap) = (03) (12) (47) (56)

erzeugen ferner eine Gruppe von 8 Substitutionen, welche die beiden
Theile, aus welchen s, besteht, fiir sich unveréindert lassen, ebenso
die beiden Theile von s,. Und durch dieselbe Gruppe von 8 Substitu-
tionen gehen auch die beiden Theile von s, einzeln in sich tiber. Fiigt
man ferner diesen 8 Substitutionen die Substitution (01) (23) hinzy,
so erhilt man 8 neue Substitutionen, durch welche der erste bez.
zweite Theil von s, in den ersten bez. zweiten Theil von s, fibergeht,
die beiden Theile von s, aber ebenfalls einzeln unverindert bleiben.

Diese Darstellung der Gruppe G lésst weitere Schlilsse fiir die
Gleichung 8'» Grades und ihre Resolventen zu. Zuhidchst zeigt sie,
dass alle 8 - 168 Substitutionen von G sich aus einer geraden Zahl von
Transpositionen zusammensetzen. Unter der ,alternirenden Gruppe
1.2...8
—
Zy, %y, + - - &; unterwerfen kann, nimmt daher X oder S nur 15 Werthe
an; und die ibrigen 15 Werthe werden durch ungerade Substitutionen
aus jenen erhalten. Hierdurch ist die letzte Bemerkung des § 3. ge-
rechtfertigt.

Nimmt man ferner fiir die Functionen, aus denen S besteht, die
Ausdriicke

so="{(@ + 2, + 2, + z,) — (& + 7, + 2, + )},

i ={(@ + 23 + 5 + 20) — (& + 2, + 2 + 7)),

s, = {(@ + & + 2, + 7)) — @ + 7, + 2, + %)},

ete.
so stellt sich, unter Adjunction von S, nicht nur s, als rationale,
symmetrische Function von s,, s, dar, sondern auch Js, als solche von
VS, V5, Eine weitere Quadratwurzel /s, geniigt, um alle tbrigen
V's; eindeutig zu erhalten, und damit auch die Grossen z; selbst als
lineare Functionen der Js;.

von allen geraden Substitutionen, denen man die 8 Grissen
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§ 5.
Darstellung der Gruppe G' von 168 Substitutionen.

Die 15 Tripelsysteme, welche aus X durch alle ungeraden Sub-
stitutionen hervorgehen, zerfallen, wenn X bekannt ist, nach § 1. in
zwei Arten: in sieben Systeme, von denen jedes je eine Function mit
Z gemein hat (wie das Tripelsystem X des § 1.) und in acht weitere
Systeme, %, Z,, - - - 2, die mit X keine Function gemein haben.
Die 7 Systeme sind den 7 Functionen von X einzeln zugeordnet. Die
8 Systeme X, .. ZX; gehen durch die Gruppe G von 8 .168 Sub-
stitutionen (sogar schon durch H, wie man sich leicht iiberzeugt) in
sich iiber; und die Gleichung 8“n Grades, welche diese 8 Systeme
liefert, ist der urspriinglichen Glelchung 8ten Grades, nach Adjunction
von Z, ganz #quivalent. Diejenigen Substitutionen, welche X und
zugleich eines der 8 Systeme, X,, in sich iberfiihren, bilden eine
Gruppe G’ von 168 Substitutionen, die in G enthalten ist. Wir wollen
eine solche aufstellen.

Transformirt man die oben genannte, in G enthaltene cyklische
Substitution

(?)=(0413256)
durch die ungerade Substitution

© — (06) (45) (12),
so geht dieselbe in (s—1¢s) = (7)%, also durch diese Transformation die
Gruppe I der Potenzen von (i) in sich ilber. Die aus X vermittelst
der Substitution (s) entstehende Function X, bleibt also durch I eben-
falls unveriindert; ebenso — und wir wollen statt X hier diese Func-
tion betrachten — die aus S vermittelst (s) entstehende Function S;:

S, ={16,1,2,3]+[0,4,5,71} {(6,2,4,5] + [0, 1,3,71} {[0,2, 6, 7]
+ [1, 3,4,5]}
{[0156]+[2347]}{[1467]+[0235]}{[356 1]

+100,1,2,41} {[0, 3,4, 6] +[1,2,5,7]} -

Aus den 168 Substitutionen G soll nun die Gruppe von 24 Sub-
stitutionen ausgesondert werden, welche eine der Functionen von S,
etwa

s =1[0,1,2,3] + [4,5,6, 7]
unveriindert ldsst. Nimmt man zuniichst aus G = H - I - J diejenigen
24 Substitutionen, welche auch 7 in sich iiberfithren, so ist dies die
oben angegebene Gruppe J. Aus dieser Gruppe J, welche 4,5, 6
unter einander vertauscht, kdnnen in G’ nur diejenigen 6 Substitu-
tionen enthalten sein, welche, neben 7, zugleich 2 ungeiindert lassen,
wie der Ausdruck S, zeigt; und von diesen fihrt nur die Gruppe J'
T
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1, () = (013) (654), ()
S, in sich dber. Da die Gruppe I durch (j°) in sich transformirt
wird, so liefert das Product von I und J* die Gruppe von 21 Sub-
stitutionen, die in G’ enthalten ist und 2z, unverindert ldsst.
Weitere Substitutionen von G = H - I-J, welche zugleich S,
unverindert lassen, sind offenbar

(p) = (01) (23) (47) (56),
(1) = (02) (13) (45) (67),
und die hieraus gebildete Gruppe P oder 1, (p), (p,), (»p,). Da ferner
diese Gruppe P durch J’ in sich transformirt wird, so hat man im
Product P-J’ 12 in G’ enthaltene Substitutionen. Nimmt man end-
lich die Gruppe . ‘
Q- 1,(9) =(07) (15) (26) (34)
hinzu, welche in G und G’ enthalten ist und wo ferner (g) die Gruppe
P.J’ in sich transformirt, so hat man im Product P.J - @ die in
‘G’ enthaltene Gruppe von 24 Substitutionen, welche
5%=1[0,1,2, 3]+ 14,5,6,7]
unverdndert lasst.
Endlich stellt auch das Product IPJ’ @ die Gruppe G’ von 163
Substitutionen selbst dar.
Diejenigen Substitutionen von .G’, welche zwei der Grissen, etwa
z, und z, unveréndert lassen, also auch in I . J’, enhalten sind, bilden
die Gruppe von 3 Substitutionen

1, (57)=1(013) (664), (5')
Unter ihnen giebt es, die Identitit ausgenommen, keine Substitutionen
mehr, welche noch eine dritte Grosse festlassen. Das Product dieser
3 Substitutionen mit der Gruppe 1, (¢-p,) bildet in G’ diejenige
Gruppe von 6 Substitutionen, welche z,, z, unveriindert lasst oder mit
einander vertauscht. Im letzteren Falle gehen auch 0,1, 3, in 4, 5,6
fiber.

Diejenigen -in G’ enthaltenen Substitutionen, welche drei beliebige
der 8 Grossen x,, - - - ; nur unter sich vertauschen, bilden ebenfalls
eine Gruppe von 3; sollen diese 3 Grossen z. B. z,, z;, z, sein, so
muss durch diese Gruppe z; und z, fest bleiben, und man hat wieder

die Gruppe
L, (G GO

Die Substitutionen von G, welche zw&i der Functionen von S, z.B.
s,=1[0,3,5,6]411,2,4,7]
s,=[1,2,5,6]4 [0, 3,4, 7]

in sich iberfiihren, bilden eine Gruppe von 4 Substitutionen:
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1, (9), (p), (gpy)
und deren Product mit der Substitution (p) fihrt s, und s, in einander
iiber. Durch diese 8 Substitutionen bleibt auch die dritte Function

von S
S = [0’ l) 27 3] + [4; 5’ 6; 7]
unverindert.

§ 6.
Die Gleichung 8" Grades unter Adjunction zweier Tripelsysteme.

Die Entwicklungen des § 5. sagen fiir die Gleichung 8 Grades
Folgendes aus: Man adjungire zunichst die Quadratwurzel aus der

Discriminante }D, sodann eine Wurzel S einer Resolvente 15t Grades;
ferner eine analoge Grosse S,, als Wurzel einer der urspriinglichen
Gleichung nach den ersteren Adjunctionen i#quivalenten Gleichung 8ter
Grades. Man gelangt dann, fiir die 7 Functionen von S, wieder zu
einer Gleichung 7' Grades, welche die ,,Tripeleigenschaften hat, mit
einer Gruppe G’ von 24 - 7 Substitutionen, und deren Auflosung liefert
die Wurzeln der gegebenen Gleichung 8 Grades eindeutig.

Gegeniiber der Auflosung des § 3. kommt also das Aufsuchen von
S, hinzu, woftir nur die dort zuletzt aufzuldsenden drei quadratischen
Gleichungen fortfallen.

Die Gleichung 8= Grades erhilt nun, nach Adjunction von y'D,
S und §;, die Eigenschaft, dass sich alle ihre Wurzeln durch irgend
drei derselben rational ausdriicken lassen, und zwar in folgender Form:
seien etwa z,, z,, 7, drei der Wurzeln, so hat man:

Zy = @ (2, Ty, %),
Ty =1 (24, Zs, %),
wo @ und o rationale cyklische Functionen der 3 Argumente sind;
ferner
xy =% (%4, %5, %),
Ty =1 (%4 %4, %5),
Zy =y (5, %, 7,),
wo z eine rationale Function. Durch Vertauschung von z,, z,, z,
bez. mit z,, z,, z; gehen nur z, und z, in einander iiber.
" Die Gleichung T Grades é@ndert gegen § 3. ihren Charakter

nicht; nur dass die am Ende des § 4. erwithnten J/s, rationale Func-
tionen von solchen drei Grdssen s; werden, die keine Tripel bilden.
Eine solche Gleichung 8 Grades, bei der nach Adjunction von
VD die beiden Functionen S und S, adjungirt sind, ist die Modular-
gleichung, welche in der Transformation 7'er Ordnung der elliptischen
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Functionen zwischen den 4'*» Wurzeln aus den beiden Moduln auftritt.

Dies zeigt sich bei einer analytischen Darstellung der Gruppe G'.

Transformirt man die ganze Gruppe G’ zundchst durch die Substitu-

tion (124) in die ihr dhnliche Gruppe G”, so geht (i) iiber in
(#")=(0123456).

Schreibt man also oo statt des Index 7, so kann man diese Substitu-
tion darstellen durch

@) =(12s+1), (mod. )
wo der Index 2z alle Werthe 0,1, --. 6, co anzunchmen hat. Die
Substitution (:?j°%) von G’ transformirt sich in

(77) = (124) (365),

d in

und man hat
V)=1(2]122), ()= (2 I —:Z—) (mod. T).

Verbindet man diese drei Substitutionen (:”), (;”), (¢”) mit einander,
so erhilt man die Gruppe

d ';:iﬁ , (mod.T), (¢=0,1,--.6,00),
wo a, f8, v, 0 alle ganzzahligen Werthe annehmen konnen, fiir welche

ad — By
einem quadratischen Rest (1, 2, oder 4) von 7 congruent wird. Diese
Gruppe enthélt 168 Substitutionen und wird mit G” identisch; sie ist
aber die Gruppe der oben bezeichneten Modulargleichung, nach Ad-
junction von J’D (wozu die von /—T7 geniigt, nach Hermite).

Die Gleichung siebenten Grades, auf welche die Modulargleichung
direct zurtickzuftihren ist, hat die frither bezeichneten ,,Tripeleigen-
schaften**. Die Bezeichnung des Affectes dieser Gleichung 7'*n Grades,
wie sie Kronecker ausspricht*): ,dass irgend eine Wurzel aus je
drei andern rational dargestellt werden kdnne®, muss daher so auf-
gefasst werden, dass diese Darstellung nicht durch drei beliebige
Wurzeln, sondern nur durch solche drei geschehen kann, welche kein
Tripel bilden.

Umgekehrt kann man die Gleichungen 7' Grades, mit deren Auf-
losbarkeit mittelst der bezeichneten Modulargleichung sich neuere Unter-

*) Monatsber, d. Berl. Akad., Apr. 1868. Statt der dort angegebenen Affect-
function kanp auch ohne Aenderung der Gruppe die folgende genommen werden:

(a+0+d) (at+c+9g) (atetf) b+cte) b+1+9) (c+d+1) (d+etg).
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suchungen von Klein*) und Gordan, die erst theilweise publicirt
sind, beschiftigen, kurz als die allgemeinsten Gleichungen T Grades
mit der Tripeleigenschaft charakterisiren. Dieselbe Auflosung lassen
dann auch die Mathieu’schen Gleichungen 8' Grades, d. h. die
allgemeinsten Gleichungen 8'® Grades mit der Quadrupeleigenschaft zu.

§ 1.

Anwendung auf die Doppeltangenten der allgemeinen Curve 4'' Ordnung.
Bezeichnungssystem.

Bei einer Curve 4'r Ordnung, f, existiren bekanntlich zwei Arten
von Curven 3 Ordnung, welche f in je 6 Punkten beriihren: solche
erster Art, bei welchen die 6 Bertihrungspunkte nich auf einem Kegel-
schnitt liegen, und solche sweiter Art, bei welchen dieses der Fall ist.
Von der ersteren Art existiren 36, von der zweiten Art 28 dreifach
unendliche Schaaren. Die 28 Doppeltangenten sind den 28 Schaaren
zweiter Art eindeutig zugeordnet; ihre gewdhnliche Bezeichnungsweise
durch die Combinationen (¢k) von 8 Zahlen

1,2,---8

ist aus ihrer Beziehung zu einer Schaar erster Art, die aus den 36
beliebig ausgezeichnet wird, hergenommen. Ich will hier zunichst
diese Bezeichnungsweise mit ihren Operationsregeln so erweitern, dass
der Uebergang zu beliebigen Schaaren einfach wird. In Bezug auf
die Begriindung dieser Erweiterung sei jedoch auf friihere Arbeiten**)
verwiesen.

Es mbgen ¢, k, I- - - irgend welche Zahlen aus der Reihe 1, 2,...8,
und aus ihnen zunichst die Zeichen

(%) = (ki) |
gebildet sein. Aus einer ungeraden Anzahl solcher Zeichen (a), (b), - - -
werden neue Zeichen gebildet, durch die Aequivalenz:

(@) + () + () + - - - = (abe-+2);

hierbei soll in (abc---) jede Vertauschung von Zahlen erlaubt sein,
und zwei gleiche Zahlen sich gegenseitig aufheben; also

*) Ber. der Erlanger Soc., 10. Heft, p. 110, 119 (1878): ,,Ueber Gleichungen
Te» Grades‘, sowie in diesen Annalen, Bd. XIV p, 428: ,,Ueber die Trans-
formation siebenter Ordnung der elliptischen Functionen.*¢
**) C. Jordan, Traité des subst. ete., pag. 229.
H. Weber, Theorie der Abel'schen Funct. vom Geschlecht 8, pag.-18.
M. Noether, Zar Theorie der Thetafunctionen etc., d. Ann. XIV,
p. 250.
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GF) + (m) + (vp) — (kImnp) = (ilkmnp)
= (80) + (km) + (np) = ---
(Zk) + (In) + (mn) = (ikinmn) = (ikim),
(k) + &1 + 1) = (o).
Diese Zeichen combiniren wir wieder in ungerader Anzahl zu
Summen; es folgt dann

(0) + (&) + (im) = (&) + (k) + (1) + (F) + (Im) = (klm),
und allgemeiner
(0) + (@) + (b) == (ab),

wenn a, b irgend welche der Zeichen (ik), (¢kim), (V) - - - sind.

Ferner sei auch
(0)=(123456178),

also:

(iklm) = (npqr), (kimnp) = (¢r),
wenn sich die Zahlen ¢,%,---7 zu 1, 2, ... 8 erginzen. So hat
man z. B.

(0) = (123.-+8) == (81) + (82) + - - - + (87).

Die Zeichen (ik), aus zwei von einander verschiedenen Zahlen
gebildet, seien ungerade, die aus vier oder acht von einander ver-
schiedenen Zahlen gebildeten Zeichen gerade Charakteristiken genannt.
Von den ersteren Zeichen, mit welchen die aus 6 verschiedenen Zahlen
gebildeten identisch werden, existiren 28, von den letzteren 36,
und zwar 35 von der Form (1kim), eines aus 8 Zahlen, namlich
(12.--8) = (0).

Wir fithren weiter Zeichen ein, welche der Summe einer geraden
Anzahl von Charakteristiken équivalent sind, némlich:

(ik], [ikim],
indem im Uebrigen dieselben Rechenregeln gelten, wie obeu; also

(©) + Gkim) = () + (m) = (ikm] = (5D + (k) = ) -+ (KD
0)+ (k) = (Gk)+ @) =[kil] — [kl] == (kimn) 4 (mn).
Weunn sich in einer solchen Summe alle Zahlen gegenseitig aufheben,
so wird die Summe gleich 0:
0=(0)+ (123---8) = (1k) + (Lz) = (1234) 4 (5678)
== (12) + (34) + (56) + (18).

Diese Zeichen [:k] und [¢kim] mbgen ,, Gruppencharakteristiken‘ ge-
nannt werden. Es giebt 63 solcher, welche von O verschieden sind.

Auf alle Charakteristiken konnen wir nun weiter Substifutionen

anwenden, nach folgenden Regeln: Sei (s) eine beliebige Charakte-
ristik; eine daraus abgeleitete Substitution {s}
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- transformirt eine Charakteristik (a) in (as), wenn a und (as)
beide gerade oder beide ungerade sind, und lésst im andern
Falle (a) unverindert;

transformirt eine Gruppencharakteristik [a] in [as], wenn
von den 3 Charakteristiken (a), (s), (as) keine oder zwei
gerade sind, und lasst im andern Falle [a] unverdndert.

Durch diese Substitutionen {s} gehen alle Gleichungen und Aequi-
valenzen zwischen den Charakteristiken wieder' in richtige iber; ins-
besondere wird eine Summe, die O ist, wieder 0.

Es ist bei der Anwendung dieser Substitutionen iibrigens zu be-

achten, dass die 64 Substitutionen {0}, {ik}, {ikIm} fir sich noch
nicht eine Gruppe bilden. Diejenigen Substitutionen, welche (0) un-

geindert lassen, konnen alle aus den {i%} zusammengesetzt werden.
Die geometrische Bedeutung einer Gleichung

(i,k,) + (izkz) +--+ (t3rksr) =0
ist, dass die 4r Berithrungspunkte der 27 Doppeltangenten (i, k,), (i,%,)- -

durch eine Curve 7 Ordnung aus [ ausgeschnitten werden. Daher
bedeuten die Beziehungen:

(121 =13)4+@B)=1H+2)=-++----- —(18)4(28),
(1234] =(12) 4 (34)=(13)+ (24)=(14) +(23)=(56) +-(78)
=(57) + (68)=(58)+(67),
dass jede der 63 Gruppen 6 Paare von Doppeltangenten enthilt, wobei
die Berihrungspunkte je zweier Paare einer Gruppe auf einem Kegel-
schnitt liegen.
Die Bedeutung einer Beziehung

(&) + (82F,) 4 - - - 4 (G3r—1 ker—1) == (0) oder (Imnp)

(I<m<n<p)
ist, dass die 4r — 2 Berilhrungspunkte' der 27 — 1 Doppeltangenten
(44k), (3,%k,) - - - nicht durch eine Curve 7' Ordnung aus f ausge-

schnitten werden konnen. Die 2r — 1 Doppeltangenten und 3 weitere,
deren Charakteristikensumme ebenfalls (0), bez. (Imnp) ist, bilden
vielmehr eine Berihrungscurve, deren Berithrungspunkte zusammen
durch eine Curve (r+1)tr Ordnung aus [ ausgeschnitten werden.
Solche 27 — 1 Doppeltangenten gehdren mit den 3 zum selben System,
dem die Charakteristik (0), bez. (Imnp) beigelegt wird.

Die Zuordnung der Charakteristiken (i%) zu den Doppeltangenten
geechieht so: In der Aequivalenz

(0) = (81) + (82) + - - - + (87)
hat die rechte Seite die Eigenschaft, dass die Summe von irgend dreien
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der vorkommenden Charakteristiken einer geraden Charakteristik aqui-
valent ist; wobei dann zu der Summe kein achtes (:%) hinzugefiigt
werden kann, ohne dass diese Eigenschaft verloren geht.

Dieser Eigenschaft entsprechend ordnen wir die Charakteristiken

(81), (82), - - - (87)

in beliebiger Folge irgend 7 solchen Doppeltangenten zu, bei denen
nicht die Berilhrungspunkte von beliebigen dreien derselben auf einem
Kegelschnitt liegen. Dem (,Aronhold’schen) System dieser 7 Dop-
peltangenten ist zugleich die Charakteristik (0) beigelegt.

Hierdurch ist die Zuordnung aller iibrigen (ik) eindeutig gegeben.
So ist (12) diejenige Doppeltangente, welche, allein ausser der bekann-
ten (81), zugleich in den 5 bekannten Gruppen

[13] = (81) + (83) = (12) + (23),
[14] = (81) + (84) = (12) + (24),

[17] == (81) + (87) = (12) + (27)
enthalten ist. Oder die Construction von (12) erfolgt auch daraus,
dass das 7-System und das System der drei: (81) 4 (82) + (12) die-
selbe Charakteristik (0) besitzen.
Es giebt, der Charakteristik (0) zugeordnet, 8 verschiedene Aron-
hold’sche 7-Systeme:

O)=012)+ (13) + - - -+ (18),
—(21) + (23) + - - - 4+ (28),

= (B1) 4 (82) 4 - - -+ (8).

Je zwei von denselben haben eine Charakteristik gemein, und man
kann so die 8 Systeme selbst beziigl. durch 1, 2, - . - 8 bezeichnen.
Hiernach ist es klar, dass die Systeme der Charaktenshk (0) von
den Systemen der itbrigen geraden Charakteristiken (ikIm) in unserer
Bezeichnung ausgezeichnet sind. Um zu diesen zu gelangen, braucht

man nur die Systeme von (0) durch die Substitution {ikIm} zu trans-
formiren. So erhdlt man z. B.

(1234) = (34) + (24) + @3) + (15) + - - - + (18)
= (61) + (52) + (53) + (54) + (67) + (68) + (18)

Will man dann umgekehrt durch die Bezeichnung 0,1, 2, ... 8§
diese letzteren Systeme auszeichnen, so braucht man nur etwa
(39)=(1'2), (24)=(13), @3)=(1'4), (15)=(I'5), -+, (18)=(1'8),

(1234)=(0")
zu setzen, woraus auch
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(0)== (34) + (24) + (23) = (12 3'4),
(12) = (1234) + (34) + (0) = (0) + (I'?) + (I'Z3'4) — (3Y), ete,,
sodass die acht 7-Systeme von (1234) in die Form tibergehen:

0) = (1) + (I3) 4 - - - 4 (I'8),
=@1)+ @3) +---+(@9),

§ 8.
Die Systeme von sieben Kegelschnitten.

Adjungirt man irgend eine Wurzel (0) der Gleichung 36'* Grades,
welche die den 36 geraden Charakteristiken zugeordneten Systeme, z. B.
die 36 Schaaren von Berilhrungscurven 3tr Ordnung erster Art, be-
stimmt, so wird die Gleichung fiir die Doppeltangenten auf eine Glei-
chung 8‘* Grades zuriickgefithrt, nimlich diejenige, welche die acht
Aronhold’schen 7-Systeme von (0) bestimmt. Wir konnen daher die
in den ersten Paragraphen dieses Aufsatzes flir die Gleichung 8¢ Grades
aufgestellten Resolventen geometrisch deuten. Um dabei die frithere
Bezeichnungsweise mit der des § 7. in Uebereinstimmung zu bringen,
haben wir nur die dortige Wurzel z, oder den Index O iiberall durch
den Index 8 zu ersetzen. Die Substitutionen, welche hier anzuwenden
sind, ergeben sich dabei, da sie (0) unverindert lassen sollen, ein-
fach aus denen der Paragraphen 1—6., indem man tiiberall die Trans-
position (ik) durch {ik} erset.zt

Unter der Function

(ikes 0k, doks, 44k
sei hier der Kegelschnitt verstanden, welcher durch die 8 Berithrungs-
punkte der vier Doppeltangenten (i, %,), (3,%,), (3:k;), (3,k,), fiir welche

(iky) + (k) + (iaks) + (i) =0
hindurchgeht. Aus den 6 Paaren von Doppeltangenten in jeder der
63 Gruppen werden 15 solcher Kegelschnitte erhalten und jeder dieser
aus 3 verschiedenen Gruppen, so dass es, wie bekaunt, 315 solcher
Kegelschnitte giebt.
Jeder dieser Kegelschnitte ist 12 verschiedenen geraden Charakte-
ristiken zugeordnet. Der Kegelschnitt

K —[81, 23, 45, 67]

gehort pamlich zu (0) insofern, als er aus jedem der 8 Aronhold-
'schen 7-Systeme von (0) eine und nur eine Doppeltangente heraus-
nimmt; und da weiter die Substitutionen
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{8123}, {8145}, {8161}, {8246}, {8257},
{8347}, {8356}, {8247}, {8256}, {8346}, {8357}

K in sich iiberfithren, so gehort K ebenso zu den Systemen der durch
diese 11 Substitutionen aus (0) hervorgehenden:

(8123), (8145), - - - -

Umgekehrt sind jeder geraden Charakteristik 105 verschiedene Kegel-
schnitte K zugeordnet.

In § 1. haben wir nun aus den 105 Kegelschnitten, welche (0)
zugeordnet sind, 30 eigentliche Systeme von je 7 Kegelschnitten, mit
,» Tripeleigenschaft ¢, gebildet. Aus irgend einem der 7 Tripel eines
solchen Systems

Z=1K, 4, 4,, B,, B,, C, C,

konnte man auf acht verschiedene Weisen 3 Doppeltangenten heraus-
nehmen, deren Charakteristikensumme = (0) ist, die also eine (0) zu-
geordnete Berithrungscurve 3! Ordnung erster Art bilden. Die Systeme
Z haben zugleich die Eigenschaft, dass die 7 Doppeltangenten irgend
eines der 8 Aronhold’schen 7-Systeme von (0) auf die 7 Kegelschnitte
von X vertheilt vorkommen.

Aber die 7 Kegelschnitte von = gehen durch die 8 Substitutionen

{0}, {8123}, {8145}, {8167},
- {8246}, {8257}, {8347}, {8356}

alle in sich iiber. Hieraus folgt, dass das System X noch zu 7 weiteren
geraden Charakteristiken

(8123), (8145), - - - -

auf gleiche Weise, wie zu (0) gehort. Wenn man daher aus den 3
Kegelschnitten irgend eines Tripels von X, etwa von K, 4,, 4, irgend
3 Doppeltangenten, von jedem Kegelschnitt eine, herausnimmt, so muss
deren Charakteristikensumme gerade und einher der 8 Grossen (0),
(8123) - - - #quivalent sein. Und ferner muss dann in den 4 #brigen
Ausdriicken B,, B,, C,, C, immer je eine Doppeltangente enthalten
sein, welche mit den 3 aus K, 4,, 4, beliebig genommenen zusammen
ein Aronhold’sches 7-System von (0), bez. (8123), - - . bilden.

Endlich folgt daraus, dass zu jeder der 36 geraden Charakte-
ristiken 30 Systeme der Art X, jedes X aber zu 8 geraden Charakte-
ristiken gehort:

es giebt bei der Curve 4%" Ordnung 30 ;5—36— = 135 Sieben- Kegel-

schnitisysteme mit Tripeleigenschaft.

In § 1. sind aus den (0) zugeordneten Kegelschnitten 630 weitere,
aber uneigentliche Systeme von je 7 Kegelschnitten gebildet worden,
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wobei jedes System ebenfalls alle 28 Griossen (¢k) umfasst. Bei diesen
uneigentlichen Systemen, in welchen je ein Kegelschnitt ausgezeichnet
ist, wird man nur nach der Anzahl der aus einem solchen Kegelschnitte
folgenden Systeme fragen. Nun hat man fiir die aus

K = [81, 23, 45, 67]
zu bildenden Gruppen ausser den in K explicite stehenden Zerlegungen
noch die folgenden:

[8123] = (82) + (13) = (83) + (12) = (46) + (6T) = (47) + (56),

[8145] = (84) + (15) = (85) + (14) = (26) + (37) = (21) + (36),

[8167] = (86) + (17) — (87) + (16) = (24) + (35) = (25) + (34),
Fasst man hier die erste Reihe paarweise in zwei Kegelschnitte zu-
sammen, was auf 3 Arten geschehen kann, ebenso die zweite und die-
dritte Reihe, so erhilt man noch auf 3 verschiedene Arten je 6 Kegel-
schnitte, welche mit K verbunden, ein 7-Kegelschnittsystem geben.
Drei dieser 27 aus K abgeleiteten Systeme sind eigentliche Systeme
mit Tripeleigenschaft und von diesen wieder 2 der Charakteristik (0)
zugeordnet. Von den ibrigen 24 Systemen sind 18 nur aus solchen
7 Kegelschnitten zusammengesetzt, die zugleich 4 geraden Charakte-
ristiken (6 davon der (0)) zugeordnet sind; 6 Systeme, bei welchen
eine solche Zuordnung zu einer geraden Charakteristik tiberhaupt nicht
stattfindet. In jedem dieser 24 Systeme ist K ausgezeichnet; es giebt
also von diesen uneigentlichen 7-Kegelschnittsystemen bei der Curve
4tr Ordnung iiberhaupt :

. 315 - 24 = 1560,

von Tripelsystemen aber '

316- 8

1

wie schon oben gefunden ist*).

Um nun mit Halfe der hier nachgewiesenen Systeme die Doppel-
tangenten der Curve vierter Ordnung zu bestimmen, wird man zun#chst
irgend eine der 36 Schaaren von Beriihrungscurven dritter Ordnung
erster Art, (0), aufzusuchen haben, sodann eines der 30 Tripelsysteme
von 7 Kegelschnitten, welche der gefundenen Schaar zugeordnet sind;
weiter die einzelnen Kegelschnitte dieses sehr speciellen Systems X selbst.
Endlich bestimmt man die Doppeltangenten selbst durch 3 quadratische
Gleichungen. Denn die 4 Doppeltangenten eines Kegelschnitts von X
werden vermdge irgend eines der 6 ibrigen Kegelschnitte schon in
zweimal zwei Paare zerlegt und durch 2 quadratische (leichungen be-

— 135,

*) Hiernach ist eine beiliufige Bemerkung am Schlusse des § 4. meines Auf-
satzes, d. Aon. XIV, S, 248, zu corrigiren.
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stimmt; bei einem zweiten Kegelschnitte geniigt alsdann schon eine
quadratische Gleichung zur Aufsuchung seiner Dopp@ltangenten und
die ibrigen Doppeltangenten sind dann eindeutig gegeben. -— Durch
Auszeichnung von X zerfallen die iibrigen 29 (0) zugeordneten Tripel-
systeme in 14, 7 und 8. Kennt man- auch von den letzteren 8 noch
eines, so geniigt die Aufsuchung der 7 Kegelschnitte von X zur Be
stimmung aller 28 Doppeltangenten. Dieser Fall, in dem (0), Z und
das weitere Tripelsystem adjungirt ist, tritt bei der speciellen Curve
4ter Ordnung auf, die F. Klein in dem oben citirten Aufsatze (Annalen
Bd. XIV) behandelt hat.

Erlangen, Januar 1879,




Untersuchung der Kegelschnittnetze, deren Jacobi’sche Form
oder Hermite'sche Form identisch verschwindet.¥)

Von
JosepH Hann in Bensheim.

I. Einleitung.

1. Es seien in symbolischer Darstellung die drei quadratischen
Formen
fi=al=a? f,=0b"= b:?, fi=c'= ez’
gegeben, die als von einander verschieden angenommen werden,**)
Die Jacobi’sche Form derselben ist die Determinante ihrer ersten
Ableitungen

| G:Q, G:G, a4,
b:b, byb, biby | = (abc)azb.c..
[ 6Cy €6 €2ty

Diese cubische terniire Form soll symbolisch bezeichnet werden durch
D= D.3. Die Hermite'sche Form von f,, /,, f; lasst sich in den
Symbolen der letzteren darstellen durch den Ausdruck — (beu) (cau) (abu),
woftir die Symbole u3,= u5,, eingefilbrt werden sollen. Ersetzt man
die u; durch die Determinanten (zy);, 50 dass 4, — Z,y; — Z3y, u. 5. W,
so ist (Rosanes 1. c. pag. 274):

a;® aza, a}
ud, = — (beu)(cau) (abu) = b,> bb, b’ |-
Cx? ez Cf

Der Zweck der vorliegenden Arbeit ist die Beantwortung der Frage,
von welcher Art Kegelschnittnetze sind, deren Jacobi’sche Form oder

*} Auszug aus der im Juni 1878 zu Giessen erschienenen Inaugural-Disser-
tation des Verfassers.

**) In Bezug auf SBymbolik und Bezeichnungsweise herrscht véllige Ueberein-
stimmung mit der Arbeit des Herrn Rosanes (Ueber Systeme von Kegelschnitten,
Math, Appalen, Bd. VI, S. 264), auf dessen Resultate sich die folgenden Unter-
suchungen dberdies vielfach stiitzen werden.
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Hermite’sche Form identisch verschwindet.*) Ich wurde zu diesen
Untersuchungen durch Herrn Prof. Pasch in Giessen veranlasst und
wihrend derselben durch seinen freundlichen Rath auch mehrfach
unterstiitzt.

2. Wenn in der Folge die Glieder einer Summe dadurch aus einem
entstehen, dass die Buchstaben a, b, ¢ cyklisch vertauscht werden, so
werden wir, um diese Summe anzudeuten, einem der drei Glieder das
Zeichen X vorsetzen; im Fall, dass die Buchstaben a, ¥, ¢’ vertauscht
werden, kommt das Zeichen X’ zur Anwendung. Es ist somit

Z(beu)a, = (abc)uy, X (bcu)(adu)=0.

Folgende Identititen werden spiter zur Anwendung kommen:

) 3D.2D, = (abc) Xayb, ¢,

() 6D.D,D, = (abc) Z(azbye,+azb,cy),

(1) D3u, = Za,2(beu)bcz,

(1v) 3D.2Du, — 3D.D2u, = Za2(beu)b.c. — Za.?(beu)bye,.

I[. Untersuchung der Kegelschnittnetze, deren Jacobi’sche Form
identisch verschwindet.

3. Es wird nun zuerst gezeigt werden, duss zwischen den drei
Formen f,, f,, f; eine quadratische Relation besteht, sobald die
Jacobi'sche Form derselben identisch verschwindet. Wir gelangen zu
dieser Relation, indem wir von der Form (D D'«)? D, D, ausgehen und
ihren Werth, ausgedriickt durch die Symbole der Formen a,? b.? c.?
aufsuchen. -

Aus den Identititen (I) und (II) leitet man die folgenden ab:

3(DD w)?D,D; = (abc) D, Za.(bD u)(cD’'u),
60 D'u)(eDu) D, = (a'b'¢) = {a,(b'bu)(c’cu) + az(B'cu)(cbu)}.

Multiplicirt man die zweite mit (abc)a, und summirt dann iiber abe,
" so ergiebt sich:

18(DD'u)* D, D= (abc)(@'b'¢) ZZ aa,[(b'bu)(c cu)+ (b'cu)(c'bu)],

und wenn man diese Gleichung mit .2 multiplicirt und eine bekannte
Identitét beriicksichtigt:

18(D D'u)* D, D u,?
=XX a.az(beu)(b'cu)- T a,a,[(V'bu)(c cu)4 (b cu)(cbu)].

*) Was das Verschwinden der Jacobi’schen Form betrifft, so wird in den
Vorlesungen iiber Geometrie von Clebsch, herausgegeben von Lindemann,
Bd. 1, S. 304 irrthimlich behauptet, dass es die Ausartung des Netzes in ein
Biischel nach sich zieht. Dass der daselbst gegebene Beweis nicht ausreicht, findet
sich in den ,,Zusttzen und Verbesserungen* S. 1047 erwilhnt.
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Wegen (beu)(b'c'u) = (b'bu)(ceu) — (b'eu)(c'd ;4) ist ferner
18(DD'u)*D, D, u,=
22X aza.[(V'bu)(c'cu) 4 (Veu)(cbu)]- X’ a, a{(b'bu)(c'cu) — (b'cu)(c'bu)].

Lost man die ersten Summen auf, so erhdlt man 18(DD'w)*D, D u,?
gleich dem Producte der beiden Factoren

a: 2" az[(bbu)(c'ou) 4+ (V'eu) (bu)]+ b, Z’ az[(b'cu) (Cau) + (b'au) (c'ew)]
+ c. Z'a,[(bau) (cbu)+ (b'du) (c'au)],
a, 2 a [(bbu) (Ceuw) — (b'ew) (Cbu) ]+ by ' a[(b'cu) (c'au)— (b'au) (¢'cu)]
+c: X a, [(b'au)cbu) — (b'bu)(c'au)],
welches dargestellt werden kann in der Form
A,,a.2 + A0t + Agye? + 2400, + 24,,c.a, + 24,0, b,
wo zundchst
Ay =Z2"a[(V'bu)(c'cu) + (V'eu) (cbu)] - 2 ax[(b'Du)(c'eu) — (b'cu)(c'bu))
ist und wieder die Form
B, a;? 4 B, b2 + Byt + 2By,bicy + 2By cra, + 2 By, ab;
hat. Es ergiebt sich:
B,y = (b'bu)*(c’cu)® — (b cu)?(c'bu)?,

B,, = (cbu)*(a’cu)? — (c'cu)*(a'du)?,
Byy = (a'bu)*(Veu)® — (a'cu)?(b'bu)?,
2B, = — 2(b'cu)(beu)(a’'bu)(a’cu) = — 2(b'c'u)u’,,

2By = — 2(ca’u)(beu) (b'bu) (¥ cu) =0,
2B,y = — 2(a'b'u) (beu) (¢ du)(c'cu) = 0.
Daraus folgt der vereinfachte Ausdruck von A, und analog fallen 4,,
und Ay, aus, nimlich:
Ay =Z"at[(b'bu)?(c cu)*— (b cu)?(c'bu)?] — 2ud, (V' ¢ u)bc:,
Apy =27 a2 (¥ cu)? (¢ au)— (¥ au)? (¢ cu)?] — 24, (¢ ') aal,
Ay =X"a2[(V au)?(c' bu)*— (' bu)?(cau)’] —2us, (a'b'u)azb..
Wir gehen jetzt zu den Formen A,,, A4,, A,, iiber. Es ist
24y =X’ a,[(b'ew) (c'au) + (b'au)( c'cu)] - 2’ a [(b'au)(c'bu) — (b'bu)(c'au)]
+ Z a,[('cu) (Cau) — (b'au) (c'cu)] - 2’ a, [(Vau)(cbu) 4 (bdu)(c'au)]
=0}, a:2 4 Cp b2 + (3,62 + 2Cy5 b ¢, + 2Cyy ceaz + 20, a5b:.
Hierbei ist

Mathematische Annalen. XV. 8
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Gy = — 2(bew) (V' ¢ u)(b au)(c au) = — 2(bcu)ul,
Cy, = — 2(bcu)(ca’'u)(cau)(a'au)=0,
Cy3 = — 2(beu)(a'b'u)(a au)(b'au) =0,
20,3 = 2(@'au)?(beu)(d'cw),
2C,, = 2(Vau)*(beu)(ca'w),
20, = 2(cau)*(bcu)(a’V'u).
Da A;, und A,, analog behandelt werden kénnen, so erhilt man:
24,y = — 2u},(beu)az? + 2(beu) X' (a’au)? (V' ¢ w)bzc;,
24, = — 2u,(cau)b;® + 2(cau) Z'(a’'bu)*(b'c¢' u) bzck,
24,, = — 24’ (abu) c;? + 2(abu) Z’(a’ cu)? (b’ c'w)bece
und daraus endlich:
Q) 18(D D' u)* D. D uz?
= 22X a2a?[(b'bu)?(ccu)® — (b'cu)?(c du)?]
+ 22X (@’ au)?(bew)bsc, (b’ u)bscx
— 243, [a;? (b'c'u) bece -+ b2 (C'a’w) czaz+-c.2 (aD'u) a2 bz]
—2u,[a;? (beu) bac. 4022 (cau)c a4 c:*(abu)a.b,].
4. Die Grosse X" a.?a;2[(V'du)? (¢ cu)?*— (b cu)?(c’'bu)?] heisse F.
Sie stellt eine quadratische Form der gegebenen Formen a.?, b.?, ¢’

dar und nimmt, wenn (a’a)? durch F,;, (bcu)? durch Fy; u. s. w.
bezeichnet werden, folgende Gestalt an:

ff(F”F”——ng)-l- /.;(F&Fu_ F:l)+ fz(Flan—P?z)
F20f5(Fo Fyy—Fy Fog)+ 23, (Fy Fiy "‘F-nFm)
+2£1fo(Fos Fyy — Fyy Fy)

oder in Determinantenform :

| F, F, Fy f |

F'Il E)‘l ‘F"I.'l f2 .

Fy Fy Fy fy

fi Lo ofi 0

Die Summe der beiden in (V) auftretenden Trinome ist — 4u,u_ D}

nach Identitit (ILI). Das auf F folgende Glied in (V) ldsst sich ein-

fach berechnen, wenn man zuniichst die Identitit (IV) benutzt; sub-
stituirt man darin fiir y; die Determinante (a’w);, so erhélt man:

—3(@ Du)* D, u, = Z(a’au)?(beu)bzc. — Za,?(bcu) (ba w)(ca's)

re-

und wenn man noch mit ("¢ u)d;c; multiplicirt und fiber a'b'¢
summirt:
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—3Z (@’ Du)* (b’ u)bzcz D, u,
= XX (a'au)? (bew) byc. (b'cu) b ¢, — 2X" a,? (bew) (ba'w)(ca'u) (b'c'w) Uz
= ZX'(a'au)? (bow)b, c; (b'cu) by cz — ud u, D.*.
Zur Berechnung der linken Seite dieser Relation benutzen wir eine

Identitat, welche Herr Rosanes in der bereits citirten Abhandlung
aufgestellt und mit Nummer 12 bezeichnet hat:

Z'a2 (b cu)bcy = 2u, D2 Dy — u, D2 D, + (zyA)uy.
Setzt man darin y; = (Dwu);, so ergiebt sich:
Z'(a" Du) (V' u)bzce = — u; D(D' Du)? + (Dyeg — w:D4)  uy,
folglich )
X (@'au)(beu)bcz(b'c’'u)bzce
= 3(D'Du)*D, D,u,? — 3(Dsthg—tuz D 4)? gtz D, + u3u, D2,
und die Formel (V) geht also schliesslich iiber in:
18 (D D'“)2 D, Du?
= F — 4uju, D;* + 6(D D u)*D,Dyu,?
— 6(Drug — 42D 42 ugt4s D 4 2034, D;}
= F — 2u4u.D,® 4 6(DD'u)? D, D, u,?
— 6uu, D3 4 12D 2uu3 Dy — 603D, DYy,

Wir sind demnach zur Darstellung der Determinante F' durch die

Symbole der Jacobi’schen und Hermite’schen Form gelangt, welche
lautet ;

(VI) F=12(DD w)?D,D;u,? 4+ 8ujyu, D,?
— 1244 D 4D, w2+ 6uysDy D usd.
5. In dieser Relation liegt nun die.Beantwortung der ersten der
yestellten Fragen; denn sie sagt aus, dass, sobald die Jacobi’sche

Form von drei terniiren quadratischen Formen identisch verschwindel,
zwischen diesen dres Formen eine Relation sweiten Grades besteht, nim-
lich F =0 oder ausfithrlicher
| Fll F, 21 F3I / 1
F 12 F 22 FB’I f 2
F13 F23 F 33 f3
ol h O
Sind die drei Formen f,, [, /, binir, so existirt, ohne dass eine
Bedingung hinzuzutreten braucht, zwischen denselben immer eine
Yuadratische Gleichung, welche aus der soeben aufgestellten dadurch
entsteht; dass statt der Contravarianten F;; die entsprechenden Inva-
8*

=0,
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rianten der bindren Formen eintreten. (Vergl. Clebsch, Theorie der
bindiren algebr. Formen, pag. 205, wo die betreffenden Invarianten
mit D,, u. s. w. bezeichnet sind.) Fasst man in der That solche drei
binidre Formen f,, f,, f; als ternére auf, in denen die eine Variabele
fehlt, so kommt ihnen eine identisch verschwindende Jacobi’sche
Form zu und die citirte Gleichung erscheint der unsrigen gegenilber
als ein besonderer Fall.

6. Wenn D.3 und mithin F verschwindet, so sind die drei Formen
fis f2y fs von sehr specieller Beschaffenheit. Wir haben dann eine
Gleichung von der Gestalt XA, fify = 0, wo die A;; von z,%,z;
nicht abhéingen, und untersuchen zuerst den Fall, wo die Determinante
X+ A,  A,, Ay nicht verschwindet. Die Gleichung lisst sich in diesem
Falle so transformiren, dass nur noch zwei Glieder vorkommen, d. h.
in dem Netz der Kegelschnitte f; =0, f, =0, f; =0 giebt es drei
Curven g, =0, g, =0, g, =0, welche dasselbe in gleicher Weise
bestimmen, wie f; =0, f, =0, f, = 0 und durch deren Einfiihrung
die einfachere Gleichung

9192 = 95°

entsteht. Dieser kann auf zweifache Weise geniigt werden. Entweder
sind die drei Formen nur durch constante Factoren von einander ver-
schieden, was aber das Verschwinden der Determinante £+ 4,,4,, Ay
nach sich ziehen wiirde, oder sie sind reducibel und es ist g, = y,*,
92 = Y,°, Y3 = Y, ¥,, wobei die y lineare Functionen der z sind. Nun
héingen f;, f,, f; in linearer Weise von g,, g,, g, ab und lassen sich
daher als quadratische Formen der zwei Variabeln y,y, darstellen.
Demnach zerfallen simmtliche Kegelschnitte des Netzes in zwei durch
denselben Punkt (y, = 0, y, = 0) gehende Gerade.

7. Die Gleichung F = 0 enthilt in den Coefficienten die Variabeln
%,, %,, u, und es muss daher gepriift werden, ob durch Verinderung
dieser Grossen verschiedene Gleichungen entstehen kénnen. Nun haben
wir gesehen, dass vermoge einer solchen Gleichung die Formen f), f,, f;
sich in bindre transformiren lassen. Es werde, in y,y, ausgedriickt,
h =e2 =B/, fy =p7; dann ist

F, = (ee)uy?, Fpy = (By)*u,? v. 5. w.
Aus der Determinante F sondert sich demnach der Factor u,! aus,
nach dessen Beseitigung die Gleichung F =0 die w,u,u, gar nicht
mehr enthilt.

8. Die Determinante F' ist die adjungirte Form der in irgend-
welchen Variabeln v,v,v; quadratischen Form ¥V = X F,v;v;. Die
Determinante X4 A4,, 4,,4,, ist daher das Quadrat der Determinante
von V, welche mit D bezeichnet werde, so dass

“-"_'*_'.FHF22F33=D; zi411A22A33=D2-
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Wenn demnach F = 0 eine reducible Gleichung zwischen f,, f,, fi
darstellt, so ist dies nur dadurch mdglich, dass sie da.s Quadrat einer
linearen Glelchung wird.
Der Werth von D ergiebt sich folgendermassen. Es ist fiir
= (zy):
'Fn F,, Fy (azay—ayaz) (a:b,—ayb3)* (az6) — 6y ¢a)?
IF,, F,, F,.,' (bzay—byaz)?® (bzby — byby)?* (bacy — bycs)?

,F s Fap Fy L] (es dy — €yaz)? (czby — e V) (czCy — y¢l)?
! Py l r s I-
az:? azay al| a? — 2aya, a;’ I
2 P l 9 , g0 ’9
= b,* bzb, b2 by —2bb; b =2uwud,,
\ R
61 Cey a2 G2 — 266, P |

d. i. gleich dem doppelten Quadrat der Hermite’schen Form. Mithin
ist 24 A,, 4,, Ay gleich dem vierfachen Biquadrat derselben Form.
Die Gleichung F =0 reducirt sich demnach auf das Quadrat einer
linearen dann und nur dann, wenn die Hermite’sche Form ver-
schwindet. Damit erledigt sich die Frage, unter welchen Bedingungen
zwischen den Formen f,, f,, f; eine lineare Relation besteht. Es kann
namlich eine lineare Relation nur damn statifinden, wenn ausser der
Jacobi’schen Form auch die H er mite’sche Form identisch verschwindet;
nur fiir diesen Fall gehoren die drei Kegelschnitte einem Biischel an.
Wenn dagegen die Jacobi’sche Form verschwindet, ohne dass zugleich
die Hermite’sche Form verschwindet, so existirt, wie in den Art.
und 6 gezeigt wurde, zwischen den drei Formen f), f,, f, eine Re-
lation zweiten Grades und die entsprechenden Kegelschnitte sind redu-
cibel mit demselben Doppelpunkt.

In der bereits citirten Abhandlung hat Herr Rosanes folgende
oben benutzte Identitit nachgewiesen:

as2bycy(becu) + b2 ay (cau) + c.la,by(adu)
=2u,D}?D, — u,D.*D, 4 (xyA)’uy4,

aus der man schliessen kann, dass die Formen a.?, b.?, c;* durch eine
lineare homogene Gleichung verbunden sind, sobald ihre Jacobi’sche
und ihre Hermite’'sche Form verschwindet.

9. Insbesondere konnen die drei Formen a.?, b,%, c;> Ableitungen
einer cubischen Form sein. Die Jacobi’sche Form der drei ersteren
ist dann die Hesse’sche Form der letzteren. Verschwindet dieselbe
identisch, so zerfillt die cubische Form in drei lineare Factoren,
zwischen welchen lineare Abhangigkeit stattfindet, wie Herr Pasch
in Crelle’s Journal, Band 80 pag. 169 nachgewiesen hat. Es existirt
dann asuch zwischen ihren ersten Ableitungen eine lineare Relation
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und hieraus folgt, dass zugleich die Hermite’sche Form identisch
verschwindet.

Die Hermite’sche Form von drei quadratischen Formen nimmt
iberhaupt, wenn sie sich nicht auf Null reducirt, in dem Fall, dass
die Jacobi’sche Form identisch verschwindet, eine besondere Gestalt
an; sie wird namlich gleich dem Cubus einer linearen Form, welche
gleich Null gesetzt die ‘Gleichung des allen Kegelschnitten gemein-
samen Doppelpunktes darstellt. Um dies zu beweisen, machen wir
von der Thatsache Gebrauch, dass die drei Formen f,, f,, f, als bindre
betrachtet werden konnen (vergl. Art. 7.): f, = a2, f, = 8,2, f; = »,°.
Fir die Hermite’sche Form finden wir die Determinante

l |“n Gy Ogp : z® 2%, z,"

Bz B=By By = By Biy Bn| %Y %Y+ Ty Ty, = («fy) us®.
P2t V=Py P (P P Y| 9 2049, v,

Es ist aber u; =0 die Gleichung des allen Kegelschnitten gemein-
schaftlichen Doppelpunktes (y, =0, y, = 0).

)t eza, o

III. Untersuchung der Kegelschnittnetze, deren Hermite’sche Form
identisch verschwindet.

10. Suchen wir nun die Beschaffenheit von terniren quadratischen
Formen zu ermitteln, deren Hermite’sche Form identisch verschwindet.
Diese im Verhiltniss zur vothergehenden viel einfachere Untersuchung
geht aus von einer Relation, in welcher Herr Rosanes (pag. 279 der
citirten Abhandlung, Relation 14) den allgemeinen Kegelschnitt des
durch die Formen f,, f,, f; erzeugten Netzes in den Symbolen der
Jacobi’schen und Hermite’schen Form ausdriickt unter der Voraus-
setzung, dass das Netz sich nicht auf ein Biischel reducirt:

Lag? by c,’!
a,? b ¢
i a b? ¢t
Verschwindet namlich die Hermite’sche Form, die Jacobi’sche da-
gegen nicht, so bleibt rechts nur das Product 4(zyz)D,D,D, stehen,
d. h. alle Kegelschnitte des Netzes sind dann reducibel. Beriicksich-
- tigen wir jetzt, dass im Fall 43, = 0 die Bedingung fiir die Existenz
einer doppelten Geraden im Netz

2(AA°'A")Ds4Dys Dy + (AAA)AANA"Y (AN A) (A'A"A")=0

erfiillt ist. Ist I, = O die Gleichung dieser Geraden und sind m,=0,
ny==0 zwei andere Gerade, die jene in verschiedenen Punkten schnei-
den, so konnen wir durch Variiren von y und ¢ bewirken, dass die

=4(zyz)D. Dy D, —2(y20)(2z2D) (zy A).
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Gleichung (zyz) = O einmal m, == 0, das andere Mal n, = 0 darstellt
und demnach zu constituirenden Kegelschnitten des Netzes wihlen
,*=0, m.(L,l.+ M,m,+ N,n,)=0, n.(L,l.4+M,m.+ N,n,)=0,
wo weder L,, M,, N, noch L,, M,, N, zugleich verschwinden. Wird
I, =8, m, = 3,, n; = 2, gesetzt, so muss der allgemeine Kegelschnitt
des Netzes

s+ pe, (L2, + M2, + Ny#y) + vay(Ly2, + Mye, + Nyzg) =0
reducibel sein, d. h. seiie Determinante muss fiir alle 4, g, v ver-
schwinden. In der cubischen Form der Grossen 4, g, v

22 pL, vL, |
8L, 2uM, BN, + "’M2|
vL, uN +vM, 2vN,

sind also die simmtlichen Coefficienten gleich Null zu setzen. Dadurch
erhdlt man:

M!=0, N*=0, 2M|N,— M,N, =0, L,(L, Mz"L2M1)=.”;
L,(L,N,— L,N,) =0,
woraus man schliesst:
M =0, Ny=0, M,=0, N, =0,

d. h. die constituirenden Kegelschnitte des Netzes nehmen die Formen an:

82=0, 2,8,=0, 22 =0;
demnach haben sie die Gerade 2,=0 gemein. Sobald die Hermite'sche
Form eines Kegelschnitinelzes verschwindet und nicht gleichseitig die
Jacobi’sche, sind alle Curven des Netses reductbel und haben eine
Gerade gemein. Das Verschwinden der Hermite’schen Form hat also
zur Folge, dass das Netz sich entweder auf ein Biischel reducirt oder
aus reduciblen Kegelschnitten mit einer gemeinschaftlichen Geraden
besteht. Es kann auch beides zugleich eintreten.

Die Jacobi’sche Form eines Netzes nimmt, sobald die Hermite-
'sche Form identisch verschwindet, eine besondere Gestalt an; sie wird
gleich dem Cubus einer linearen Form, welche die allen Kegelschnitten
gemeinschaftliche Gerade darstellt. Die Jacobi’sche Form von g7,
2,2y, 8,24 ist namlich 2g,3.

IV. Bemerkungen iiber den Zusammenhang der Kegelschnittnetze mit
den Linien 3. O.

11. Die Polarkegelschnitte einer Linie 3. O. bestimmen im All-
gemeinen ein Netz und man kann daher auch umgekehrt nach einer
Linie 3. O. fragen, deren Polarkegelschnittnetz mit einem gegebenen
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Netze congruent ist. Diese Frage lasst sich auf ein System von 18
homogenen linearen Gleichungen mit 19 Unbekannten zurtickfiihren,
welches immer auf eine oder unendlich viele Arten losbar ist. Daraus
darf man aber nicht schliessen, dass es immer eine Linie 3. O. giebt,
deren Polarkegelschnittnetz sich mit dem gegebenen deckt; denn jenes
" System driickt nur aus, dass alle Polarkegelschnitte der unbekannten
Linie 3. O. dem gegebenen Netz angehoren, nicht aber das Umgekehrte,
und es bleibt daher jedesmal zu untersuchen, ob diese Polarkegel-
schnitte das ganze Netz umfassen. Die Entscheidung hieriiber hangt
nun von einer Combinante ab, die Herr Gundelfinger (Ueber das
simultane System von drei ternéiren quadratischen Kormen, Crelle’s
Journal Bd. 80 pag. 73) mit s bezeichnet hat und die sich durch die
Symbole der Jacobi’schen und Hermite’schen Form folgendermassen
ausdriicken ldsst:

s=18(AA A" Dy Dy Do+ NAN A)ANA) AL ATYA A" A”).

Wenn s von Null verschieden ist, so ergiebt sich eine bestimmte
Linie 3. O., deren Herstellung Herr Gundelfinger daselbst ange-
geben und von der er gezeigt hat, dass unter ihren Polaren alle Kegel-
schnitte des gegebenen Netzes vorkommen. Bei den vorstehend be-
handelten Netzen ist aber s = () und es mag daher ihr Zusammenhang
mit den Linien 3. O. bier noch erdrtert werden.

12. Verschwindet die Jacobi’sche Form eines Nétzes, die Her-
mite’sche dagegen nicht, so sind alle seine Kegelschnitte reducibel
und haben denselben Doppelpunkt. Die Polarkegelschnitte einer Linie
3. 0. kénnen ein solches Netz nicht bestimmen, weil ihre Hesse'sche
Form verschwinden miisste und die Polarkegelschnitte einer Linie 3. 0.,
deren Hesse’sche Form verschwindet, einem Bilschel angehoren. Da-
gegen exzistirt eine dreifach unendliche Mannigfaltigheit von Linien 3. 0.,
deren Polarkegelschnitte einem Netz der beschriebencn Art angehoren.
Denn eine solche Linie 3. O. zerfillt jedenfalls in drei durch den ge-
meinsamen Doppelpunkt der Kegelschnitte (y, =0, y, = 0) gehende
Gerade und ihre Gleichung ldsst sich daher schreiben:

& ¥:® + 3a,9,°%, + 34,49, + ay9,> = 0.
Umgekehrt liefert jede Curve 3. O., die jenen Punkt zum dreifachen
Punkt hat, als Polarkegelschnitte ein Biischel und alle diese Biischel
zusammen bilden das gegebene Netz.

13. Auch wenn die Hermite’sche Form eines Netzes verschwindet,
ohne dass die Jacobi’sche sich auf Null reducirt, kann eine Linie
3. O. nicht existiren, deren Polarkegelschnitte jenes Netz bestimmen.
Es giebt jedoch eine sweifach umendliche Manwigfaltigkeit von Linien
3. 0., deren Polarkegelschnitte dem gegebenen Nelz angehiren. Ist 2,=0
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die allen Kegelschnitten des gegebenen Netzes gemeinsame Gerade, so
muss die Linie 3. O. eine Gleichung haben von der Form

. 2 (4,2 + 4,2, + 4,2,) =0,
wo die drei Geraden g, == 0, z, = 0, g, = 0 nicht durch einen Punkt
gehen diirfen. Umgekehrt stellt jede Gleichung dieser Art eine Linie
3. 0. mit der verlangten Eigenschaft dar.

14. Reducirt sich sowohl die Jacobi’sche als auch die Her-
mite’sche Form auf Null, so artet das Kegelschnittnetz in ein Biischel
aus. Es hat aber jede Linie 3. O., deren Polarkegelschnitte ein Biischel
bilden, einen dreifachen Punkt und jeder Polarkegelschnitt hat diesen
Punkt zum Doppelpunkt. Demnach kann nur ein Biischel von Kegel-
schnitten in Betracht kommen, dessen simmtliche Elemente reducibel
sind mit demselben Doppelpunkt.

Es seien also zwei binire quadratische Formen f, und f, gegeben;
es soll eine bindre cubische Form gefunden werden, deren beide Ab-
leitangen aus den gegebenen zwei Kormen sich linear zusammen-
setzen lassen. Sind die Doppelelemente der Serie f, 4 4/, von einan-
der verschieden, so konnen wir zwei Formen y,? und y,2 zu Grunde
legen und schreiben ayy,® + 3a,y,’y, + 3a,y,9,% + a,y,® fir die ge-
suchte cubische Form. Hier miissen nun a, und a, verschwinden,
wihrend @, und @; unbestimmt bleiben. Fallen hingegen die Doppel-
elemente zusammen, so verschwindet die Resultante der Formen f, und
f,; wir diirfen setzen f, = y,9,;, f, = 9,95, W0 ¥,, ¥,, y; in linearem
Zusammenhang stehen. Die cubische Form muss den Factor y; im
Quadrat enthalten, also die Gestalt y,?u haben, wo u eine beliebige
lineare Form von y, und y, ist. Es ergiebt sich in beiden Fillen eine
cubische Form, in welcher zwei Coefficienten unbestimmt bleiben, welcher
also ein Biischel von Linien 3. O. entspricht.




Die Multiplicitat der Schnittpunkte zweier algebraischen Curven.
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0. Storz in Innsbruck.

Die Schnittpunkte zweier algebraischen Curven m'e und n'er Ord-
nung F(z,y) =0, G (z,y) =0, worin z,y beliebige projectivische
Punktcoordinaten bedeuten, haben theils endliche, theils uuendliche
Coordinaten. Die Schnittpunkte der ersten Art werden mit Hilfe der
Resultante beider Gleichungen — man eliminirt entweder y oder z —
gefunden, die der zweiten Art, indem man die Gleichungen durch die
Substitution

x &,

T = ;:‘ )y, Y= I’
homogen macht und diejenigen gemeinsamen Werthsysteme derselben
bestimmt, wofiir z; = 0 ist. Bekanntlich geniigen die zugehdrigen
£y, &, den Gleichungen

Un (@), 1,) =0, Va(®),2,)=0,

wenn U, (x,y) die Glieder hochster Dimension in z,y von F(z,y),
Va(x,y) eben dieselben von G (z,y) bezeichnen. Zur Bestimmung
der Multiplicitat jedes einzelnen Schnittpunktes werden nach dem Vor-
gange Plickers gewthnlich Continuitétsbetrachtungen angeweudet.
Abgesehen davon, dass dieses Hilfsmittel fiir schwierigere Fille kaum
ausreichen diirfte, ist es bisher noch nicht geniigend begriindet, ja
geradezu geeignet, den algebraischen Charakter des Problemes zu
verdecken. Die Multiplicitdt eines Schnittpunktes ist eine demselben
zugeordnete Zahl, welche vermoge ihrer Definition die Eigenschaft
besitzt gegenilber allen linearen Transformationen der homogenen
Coordinaten unverénderlich zu sein. Erst in diesem Sinne kann sie
als eine geometrische Grosse betrachtet werden.

Ich lernte eine von dieser Auffassung geleitete Behandlung des
Problems der Multiplicitdt zuerst durch die Vorlesungen des Herrn
Kronecker tiber , algebraische Gleichungen* im W. 8. 1870/71
kennen. Herr Kronecker definirte die Multiplicitit der endlichen
Schnittpunkte z, y, mittelst der im § 2. angefiihrten Resolvente
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E(u; @, @,) und gab ausfithrlich die Begriindung dieser Definition.
Er erwdhnte auch die in § 1. aufgestellte allgemeine Resolvente
E(u, v; @, ), aus welcher ich nach seinem Vorgange die Definition
der Multiplicitat aller Schnittpunkte beider Curven abgeleitet habe.
Die genannten Resolventen lassen sich auch betrachten als das Product
der Gleichungen aller Schnittpunkte, dessen Bildung Clebsch gelehrt
hat*). Die symbolische Rechnung zeigt dann unmittelbar die Un-
veranderlichkeit der Multiplicitit gegeniiber den linearen Transfor-
mationen, so dass auch auf diesem Wege die obige Forderung voll-
standig erfillt ist. .

Wenn somit theoretisch das in Rede stehende Problem vollstindig
gelost ist, so gewinnt erhohtes Interesse die Frage: Wie kann die
soeben definirte Multiplicitit eines endlichen Schwittpunktes z,, y, un-
miltelbar, d. 3. ohne Hilfe von Transformationen aus den gegebenen
Gleichungen F = 0 G = O bestimmt werden? Die Antwort darauf ist
leicht zu finden , aber schwierig zu begriinden. , Man stelle alle Wurzeln
Y, der Gleichung F'= 0 auf, welche fir lim = = z, sich der Grenze
Yy, ndhern, desgleichen alle Wurzeln y,” der Gleichung G = O von der-
selben Eigenschaft und entwickele das Product

TTe—w
nach steigenden (ganzen) Potenzen von x — z,. Der Exponent des
ersten Gliedes dieser Reihe giebt genau die Multiplicitdt des Punktes
Ty Yo 80.4**)

Der allgemeine Beweis dieses Satzes , um den ich mich seit mehreren
Jahren bemitht habe, wird erméglicht durch die von den Herren
Halphen und H. L. S. Smith entdeckten charakieristischen Zahlen
einer nach steigenden gebrochenen Potenzen von z — z, fortschrei-
tenden Reihenentwickelung (vgl. Nr. 6.). Vermittelst derselben kann
nimlich bestimmt werden, wie oft das Product TT' den Kactor z —
enthdlt, wenn die y,,y, auf je eine Gruppe von Wurzeln beschriinkt
werden — eine Zahl (vgl. Nr. 10.), die auch Herr Smith bereits ge-
geben hat (Proceedings of the London M. Society VI p. 160).

Durch den vorstehenden Satz lisst sich erkliren, wie so der Grad
der Resultanten von F = 0 G = 0 nach z oder nach y grosser sein

*) A. Clebsch, Vorlesungen iiber Geometrie etc. I. Band 1876 p. 281.

**) Bei Begriindang der Multiplicitit des Puuktes z, y, als Schnittpunktes
zweier Curven, von denen mindestens eine nicht algebraisch ist, miisste mau zeigen,
dass die in diesem Satze definirte Zahl bei allen Transformationen

z = oy z 4 gy 4 o, Y =Bz + by + bs
ungedudert bleibt. Auch dies kann mit Hilfe der im § 6. gebrauchten Sitze ge-
leistet werden.
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kann als die Gesammtmultiplicitiit der endlichen Schnittpunkte*), und
wie so die Grade dieser beiden Resultanten von einander abweichen
konnen (§ 6.).

Bezeichnungen. Die Functionen ¥ (z,y), G (x,y), welche keinen
gemeinsamen Factor in z, y hesitzen sollen, seien in z beztglich vom
Grade m — u, n — v, in y beziiglich vom Grade m — u', n —v
(>0, m>p - ete.) KEs wird gesetat

F(z,y) -_;2,. = fr(y) = S I (x).l

n—v n—vy'

G(z,9)= D) a9, (y) = 2 v g @)s°
[

und nach dem Homogenmachen

zym F(z,y) = ®(2), 25, 73), 23" G (z,y)= ‘I’(a:,,a:,,a:s)
Dabei sei der Grad in z, von ®, ¥ beziiglich m — p”, n — »". Fir
die Resultanten wird nach Herrn Kronecker geschrieben

X = Ij {F’ G} =f" gy 1—[ (yr—9s)
(r=1,2...m—p, s=1,2...0—7)

n—v g m—, ’ r=]’2.”m_“.
Y =R (F,6) = fo g+ | [ @~ al) {s=,,2...,,_v

Hier bezeichnen y, die Wurzeln von F =0, y, die Wurzeln von
G =0 fiir einen Werth von z, wofiir weder f,'(z) noch g, (z) ver
schwindet. Die analoge Bedeutung haben z,, z,’.

Bei der geometrischen Interpretation ist im Folgenden z, =0 ge-
wohnlich als Gleichung der unendlich fernen Geraden angenommen.
Die Schnittpunkte z; — O heissen daher manchmal ,,unendlich ferne.”

§ 1.
Definition der Multiplicitit aller gemeinsamen Punkte der Curven
b=0 ¥=0.

1. Es seien
.=a,z,+a,:v,+a3a;3, v="F0z+8,2,+ B,
zwei lineare Functionen der z, deren Coefficienten ausser den folgenden
Beschriinkungen villig beliebig gedacht werden konnen.

*) Faa de Brumo (Théorie générale de I'Elimination 1859 p. 93) halt deo
Grad der Resultanten und die Anzahl der gemeinsamen Ldsungen fiir identisch.
Er scheint hierbei von einer anderen Ansicht iiber die unendlichen gemeinsame?
‘Werthsysteme (vgl. 1. ¢, p. 101) auszugehen als die in der analytischen Geometrie
tibliche ist. Ich habe dieselbe im § 8. ausfiihrlich begriindet.
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a) Die Ausdriicke

@By —ayfy=4,, e;f—ep=4, ef;—af =A
diirfen nicht simmtlich verschwinden.

b) Ist A, nicht Null, und man fithrt an Stelle der beiden Ver-
inderlichen 2;, zx, wo ¢,k die nach Weglassung des Zeigers & noch
iibrigen von den Nummern 1, 2, 3 bezeichnen, in ® =0 ¥ =0 u, v
ein, so soll in den transformirten Gleichungen

A;.n & (24, 2y, Z3) = Py (24, 4, v),

Ay Y (), 2y, 23) == W), (@4, %, V)

von den Gliedern z}', z; wenigstens eines nicht verschwinden. D. i.
u=0 v =0 ist nicht ein Schnittpunkt der Curven ® =0 ¥ = 0.

¢) Der Ausdruck u :v darf nicht fiir zwei der gemeinsamen Werth-
systeme z,(", 2,00, z,(? denselben Werth erhalten — oder der Punkt
4=0 v =0 soll nicht auf der Verbindungslinie von zwei Schnitt-
punkten beider Curven liegen.

Bildet man nun die Resultante von ®;, ¥, in Beziehung auf z,, so
findet man

R, (,v) == R (®s, ¥2) = 4" E (u,v; @, f),
z

wo E eine ganze homogene Function der %, v von der Dimension mn,
und eine ebensolche der «, 8 von derselben Dimension ist, welche
niemals identisch verschwindet und falls vorstehende Bedingungen noch
fir andere Werthe des Index % als den eben gewihlten zutreffen,
immer dieselbe bleibt.

Satz. ,,Jedem gemeinsamen, Werthsysteme z,0, 2,7, 2,0 entspricht
ein Wurzelfactor der Resolvente E
w0 — oul) = u (B, + B2, + By2,")

— v (6,7, + @2, + ay2,).

und die Zahl, welche anzeigt, wie oft derselbe in E vorkommt, beseichnet
genau die Multiplicitit des Punkies z,", x,”, 2, als Schnittpunktes
der Curven ® =0, ¥ = 0.

»E enthilt keine anderen Factoren als die ebengenannten, so dass

die Summe der Multiplicitiiten aller Schwittpunkte mn betrigt.
Der Einfachheit wegen sei & = 1; 80 dass man zu setzen hat

() Az,= 4,2, + B4 — agv, Az, = Az, — fu + a,v.

Man sieht unmittelbar, dass der Coefficient von z,* in ®, eine ganze
homogene Function der 4, v von der Dimension m—£%, und eine eben-
solche der @, B von der Dimension m + k. Da nach Voraussetzung
das Glied z,m ®(4,, 4,, 4;) in ®, und das Glied z,* ¥ (4,, 4,, 4,) in
¥, nicht zugleich verschwinden sollen, so kann R, nicht identisch Null
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sein. R, ist homogen in %, v und von der Dimension mn; und eben-
falls homogen in Beziehung auf die sechs Coefficienten &, 8 und von
der Dimension 3mn.

Nach dem Vorgange des Herrn Kronecker ldsst sich R, un-
mittelbar aus R, ableiten, woraus ersichtlich werden wird, dass R,
den Factor A,™* enthilt und dass

R, : A" =R, : A" = E (4, v; af).
Um R, zu bilden hat man in ®, ¥ fir z,, z; zu substituiren

A,z = 4,7, — fyu + ayv, A,z = A7, + fiu — v
und nachher z, zu eliminiren. Statt von den urspriinglichen Coordi-
naten z iiberzugehen zu den ehen angenommenen

YWW=0, 9 =2, Y =u
kann man auch zuerst auf das System
h=2 Yo=1u%, Y=20
transformiren und hernach den Uebergang zum Systeme y ausfithren.

Dabei ergeben sich, wie leicht zu ermitteln ist, folgende Transfor-
mationsformeln :

«, ’ ’ ﬂ v A A ’
.’/1=T:!h + 9, "‘A: Ys» .’/2=_:,!,h y Y= j;!:'—;

wodurch ®, (z,,u,v) - @, (4,,9,,9;) in ®, (4,95, 9) = Py (25, 4, 1)
iibergeflihrt wird. Ma.n findet daher nach dem Satze uber die Trans-

formation der Resultante
R, —R{d’z; ¥,} =R, (A,y, A’y') (A') R, (u,v).

Nun ist R, eine ganze Function der «, §, sowie R,, also muss R,
den Factor A,m* enthalten. Setzt man wie oben

-Rl =A™ E (uv, af),
R, = A,""E (uv, af),

R, = A" E (uv, af).

Die Resolvente E (uv, «f) zerfillt nun in mn Factoren uv’ — v+,
worunter auch gleiche vorkommen kdnnen. Unter den Wurzeln der
Gleichung E = O erscheinen selbstverstindlich alle folgenden

un o)
oy zl( 14+ "ﬂ’:m‘l‘ o 1’:(') Bizy "V + Ba s+ By 2y
Umgekehrt: ist u', v’ eine Wurzel von E = 0, so existirt nothwendig
ein Werth z,’, so dass

O, (z),u,v) =0, V¥ (z/,u,v)=0.

so folgt auch

und ebenso natiirlich
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Setzt man z, «’, v in (1) ein, wodurch man z,, z,” erhalten moge,
so folgt auch, da
A" O (2 2,25) = (4,2, 4,2, + fyu — agv, 4,2, — B, u + a,v)
=0, (2,,4,v)
u 8. w,
Oz, 2,,2y) =0, V¥(z/,2,),2)=0.
Somit muss z,’, z,, z, eines der Werthsysteme sein, welches beiden
gegebenen Gleichungen geniigt.

Nach c)erkennt man ferner, dass verschiedenen Punkten z,(0, 2,0, 2"
verschiedene Wurzelfactoren der Resolvente entsprechen.

2. Es ergiebt sich leicht, dass die in dem Satze der vorhergehenden
Nummer als Multiplicitit des Punktes z,(") z,) 2.7 beseichnete Zahl von
dem wurspriinglich gewdhlten Coordinatensysteme der z,xz,z; unabhiingiy,
somit eine geometrische Grosse ist.

In der That fihren wir an Stelle dieser Coordinaten neue: X, X, X,
ein durch die Formeln

(1) 2y o1 Xy + 002 Xy + 0 Xy (h=1,2,3),

wodurch die Functionen ®, ¥ beziiglich in @, ¥ iibergehen sollen,
so dass
ey Xy 46, Xy + 05 X, --0) = O(X), X,, X;)

u. s. w. Indem wir die linearen Functionen

@) W=eo'X +a) X, +a/ X5, o =p'X +p;'X,+ X,

in der oben angegebenen Weise benutzen, bilden wir E' (v, v’; o, §).
Dabei moge A,” als von Null verschieden angesehen werden, so dass
wir E' durch Elimination von X, aus den Gleichungen

A" =@/ (X,,uw,v), A*¥Y =V¥/(X,,u,7)
erhalten.
Um von den Gleichungen ® == 0 ¥ = 0 auf die letztgenannten

zu kommen, wurden nach einander die Coordinaten z, z,z, durch
X, X, X, und diese durch y,,y, d. i

Y = XU Y = “'7 Y; = v

ersetzt. Wir konnen aber auch diesen Uebergang so ausfubren, dass
wir zundchst von z,z,z, zu z,y,y, transformiren und dann noch

z, durch X, ersetzen. Es seien p,, die adjungirten Elemente des
Schemas

und lene] = C0)
3) {“1: Yan + “z: Va2t “3171.3 = “h} h=1,2,3):
By a1+ By Pas+ By 7as =B (b 12,3);

80 dass man hat
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Ay = a,fy — 3, = Cey,y 4+ ¢,y 4y + ¢35 4y),

Ay = a3y — &,y = C(Cy "4/ + ¢}y, 4)'+ €y 3 4y),

Ay =,f, — a,py = C(cyy, A+ 3, 4, + ¢5,3 47)-
Lost man die Gleichungen (1) nach X, X, X, auf und substituirt in (2),
so folgt
(4) C-pp=ez+ ez + g7y, C-yy =2 + b7, + B3y,
durch welche Formeln die erste der obigen Transformationen vollzogen

werden kann, falls man annimmt, dass 4, > 0. Fiir die zweite folgt
aus der Gleichung

zy = ¢, X, + ¢, X, + €3 X5
in Verbindung mit beiden Gleichungen (2):
A ’ ’ . 4 r
(B) ¢ Xi=A =z + (138, — ¢1B5) Y2+ (cr205 — C13@7) Ys+
Vermbge der Gleichungen (4) findet man
A" O (), 2y, 23) == ¥, (2,, C¥y, Cyy),
wo @, dieselbe Bedeutung hat wie in Nr. 1., und

Al 1 v, — . A, \m»

o, (_CTZ,- X, —--y Oy, Cy) =0 (X, 9, ya) (A:') :
Aehnliche Formeln vermitteln die Functionen ¥ und ¥,". Demnach
ergiebt sich -

,{? {0/, ¥/} =A""E (9,,95: «' §)

A/ \&¢mn A mn
=( A',) : _'C'}‘i,’—) Ifl {"Dn (%, Cyy, Cyy), V¥, (-- )} ’
worin der dritte Factor nach Nr. 1. = 4,m* C**E (y,y,, «8). Substituirt
man daftir diesen Werth, so folgt schliesslich die Identitit
(6) E'(w,v;af) =EWY; ap);
dabei hat man fiir a,, f4 die Ausdriicke (3) zu setzen.
Ist bei beliebigen «, B

E(uv;af) = I—I{uv('l — U},
so folgt nach (6) r

E'(Wv;ef)= H{u'v(” — v un}mr
jedoch fiir a,, B, die Werthe (3) gesetzt. Es kommt mithin in E’ jeder

Wurzelfactor genaw so oft vor, als der entsprechende in E. Denn da
nach (3)

ul =, +...=0C {“l’ X, 4 o) X, + a X,"’} ’
v = C{ﬂl’ X\ + B, X, + By X:,"’} ’
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so konnen zufolge der Bedingung c¢) in Nr. 1., der auch die Geraden
=0, v =0 geniigen miissen, nicht zwei Factoren w'v\? — v'u(
einander gleich werden.

§ 2
Die Resolvente der endlichen Schnittpunkte.

3. Die Bedeutung der allgemeinen Resolvente E (uv, ), welche
identisch verschwinden wirde, falls der Punkt 4=0, v =0 ein
Schnittpunkt beider Curven wire, besteht darin, dass sie durch ihre
irreducibeln Factoren die irreducibeln Theile des Schnittpunktsystemes
¢ =0, ¥ =0 kennen lehrt. Die unendlichen Schnittpunkte, wofiir
2, = 0 ist, bilden immer solche Theile. Bezeichnen wir die Coordi-
naten derselben mit §,9, §,, 0, so hat man dafiir

v — vul® = u (B, §,0 + B,£,0) — v(e, {9 4 a,§,0)
= £, (B, u — a;v) + §0 (B,u — ayv).
Der Complex der Factoren
[u.v(i) _— vu(ﬂ]lﬂi .

bildet einen in den Coefficienten der Gleichungen ® = 0, ¥ = 0 ganzen
rationalen Ausdruck.
" Dies ergiebt sich sofort durch folgende Specialisirung von E.
Setzen wir
U= 2 + a,r,, v =,
80 dass

4=a, 4,=-—uq, 4, =0,
80 kdnnen «, e, noch immer auf unbegrenzt viele Arten so angenommen
werden, dass die beiden ersten Bedingungen in Nr. 1. erfiillt bleiben,
also E nicht identisch verschwindet. Man wird auch leicht bewirken,
dass die Gerade @, %, 4 @,%, == 0 nicht zwei endliche Schnittpunkte
beider Curven verbindet. Unter dieser Voraussetzung giebt die Resol-
vente, die wir nur mit E (4, 2,; @,, @,) bezeichnen, noch immer die
Multiplicitit aller endlichen Schnittpunkte in der oben festgeseteten Weise
an. Es ist

E (4, 733 @) a))
= n{"‘xs(“nelm'l'“z EO)}™ H{“”sm—xs (o 2,4 ey 2,®) }™
i k
wo der Index % sich auf die endlichen Schnittpunkte bezieht. Da
dieser Ausdruck eine ganze Function der Coefficienten von ®, ¥ dar-

stellt, so kann man unmittelbar schliessen, dass auch der Coefficient
der hochsten Potenz von u, d. i. wenn z,® — 1 gesetzt wird,

U{“ngt(‘) + a, g'z("’}m‘

Mathematische Annalen.” XV. 9
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eine ganze Function der genannten Coefficienten sei. Somit wegen
der Willkiirlichkeit von «,, @, auch das Product

H(u V) — pu@)m;

in der allgemeinen Resolvente.
Betrachtet man die Grossen «,, a,, — u : Z; als Liniencoordinaten,
so stellt die Gleichung
E (%, 53 ¢, @,) : 2™ = 0
das Product der- Gleichungen aller mn Schwittpunkie der beiden

Curven dar.
4. Um zu den Coordinaten z,y zuriickzukehren, hat man

Zy =x, Z =y, z =1,
xlli) = %, a;z(l') =Y, xs(l) =1

zu setzen. Dann wird die Resolvente der endlichen Schnitipunkte
- E(u, l;al’a2)= E(4; ¢, a))
definirt durch die Gleichungen:

R {F(z, L—alz), @ -- .)}.—_—a_:m-;E(u;a,a,),

R(F(E52%0,4), (6] T (=) Es ).

Um d1eselbe zu erhalten , fihrt man demnach in die urspriinglichen
Gleichungen statt einer der Veridnderlichen z, y % ein durch die Formel
% =0,z -} «,y und eliminirt die andere.

Es soll nun im Folgenden gezeigt werden, dass die Multiplicitit
eines endlichen Schnittpunkies zyy, beider Curven F =0, G = 0, wie
ste im Vorstehenden definirt wurde, uibereinstimmt mit dem Exponenien
von z — z, aus dem in der Resultante X vorkommenden Producte

H'(yr - y'l) )

worin Y., Y, nur auf dicjenigen Wurzeln der Gleichungen F =0, G =0
besogen werden, welche fiir z = x, in y =y, ubergehen, d. i. durch
diejenigen Reihenentwickelungen dargestellt werden, welche in der
Umgebung der Stelle z,y, stattfinden.

Der Beweis dieses Satzes gelingt nur in einfachen Fillen durch
divecte Vergleichung von E (u,a,a,) mit X. Wenn E (u; 1,0) nicht
identisch verschwindet (was aber voraussetzt, dass wenigstens eine der
Gleichungen F = 0, G = () von demselben Grade in y ist, als ibre
Dimension in z, y betrigt), so hat man )

E(z;1,0)=X,
woraus der Satz unmittelbar folgt, falls neben z,y, kein anderer
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(endlicher) Schnittpunkt mit der Abscisse %, vorhanden ist. — Auch
wenn wenigstens entweder die Function fy (z) in z vom Grade @', oder
9o (z) vom Grade v' ist und wenn f,' (z), g, () keinen Theiler in z
gemein haben (d. i. wenn die beiden Curven keine zur y- Axe parallele
Asymptote gemein haben), lassen sich E (; «,a,) und X in unmittel-
bare Beziehung setzen (vgl. Nr.27.). Bei weiterer Specialisirung von
F, G scheint dies in allgemeiner Weise nicht mehr moglich. Es wird
daher nichts iibrig bleiben als zu bestimmen, wie oft das oben erwihnte
Product TI' den Factor x — z, und wie oft E (u; «,a,) den Factor
*— e, x, — a,y, entRall.

8§ 3.
Hilfssitze fiber die Umkehrung der Reihen.

5. 1. Satz. ,Ist gegeben die nach ganzen positiven Potenzen

1
von z' fortschreitende Reihe-

L]

a+~l a+L
(M Yy =2a,2"+ o,z ‘+"'+arz L. («>0),
so liefert dieselbe fiir z eine einsige Umkehrung nach Potenzen
1

ron (L)

. ! _l+_!- l+ r
2) x=(fl’°)"+ b, (—2’;—)" “44 b,(;’;)“ “a.,
wo b, = — a,: aa, und allgemein

1 6, . . a, G Bt
b= ——-- oy -+ ganze Function von w e T a

Daran schliesst sich folgender
2. Satz. ,,Wenn die Reihe (1) in Wirklichkeit nur die folgenden
Glieder enthalt .

3) y==a0x“+a'a,"'+n--|-a")x""’+u-+,

und die Exponenten «, a’ - --.a¢-" den kleinsten gemeinschaftlichen
Nenner !, < 1 besitzen, so haben die auf das erste Glied folgenden
Glieder der Reihe (2) Exponenten vom Nenner [, a.

Ist a@ der erste Exponent in (3), der sich nicht mehr auf den
Nenner I, bringen lisst, so ist in (2) das erste Glied, dessen Exponent
sich nicht mehr auf den Nenner ! ¢ bringen lisst, sammt seinem
Coefficienten

® Cide 2 N
1 o ¢y « “«
-1 '—(E) .

a

Setzt man in (3) z=1' und l=1,¢9(g>1), so beginnt diese
N 9%
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Reihe mit s Gliedern, deren Exponenten Vielfache von g sind. Stellen
wir daher der Gleichung
4) Y = ag ¥4 -+ a0 L.
die folgende ) v ' Ca—n
Y .=ao¢“ +...+a(‘—l)¢"

gegeniiber, deren Umkehrung die Form hat

=0 {1+ a%9@)} ¥ =a0",
so ist unmittelbar ersichtlich, dass der Anfang der Entwickelung von

4

t nach Potenzen von w, wenn .
y = a, 0!
ist, aus der Gleichung (4) von der Form sein muss
1 a® ta—q ‘
t=o{ltwg@) - -e +-,

woraus durch Erheben zur Potenz I obiger Satz unmittelbar folgt.
Denn l(e® — o) kann unmdglich ein Vielfaches von g sein.

6. Nunmehr schreiten wir zur Definition der fiir eine Entwickelung
von der Form (1) charakteristischen Zahlen. Fiir unseren Zweck wihlen
wir die folgenden:

1) Die Werthe der Exponenten «, «, - - - ,, welche so bestimmt
sind, dass «, der niichst hohere Exponent in der Entwickelung (1), der
sich nicht mehr auf den Nenner bringen lisst, welchen « in seiner
reducirten Form besitzt; a, der niichst hohere Exponent nach «,, dessen
Nenner nicht mehr in dem kleinsten gemeinschaftlichen Vielfache ¥,
der reducirten Nenner von «, und «, enthalten ist u. s. f. e, endlich
ist der kleinste Exponent, dessen Nenner in der reducirten Form
selbst ist.

2) Ist in der reducirten Form

@« = {;'7 “l=% Tty Gy= ‘—?",
so fiigen wir zu den obigen (s -+ 1) Zahlen noch die folgenden (s 1)
gangen Zahlen: g, V,, V,--- V,_4, 1, wo V,, wie schon bemerkt, das
kleinste gemeinschaftliche Vielfache von ¢, ¢,; ¥, dasvon q,q,, ¢, ",
endlich ¥,_, das von g, g, - - - ¢,-1 bedeutet.

Die genannten 2s + 2 Zahlen mogen die Halphen’schen Zahlen
heissen. Sie sind zwar von jenen Zahlen, welche Herr Halphen als
charakteristische eingefiihrt hat (vgl. Liouville’sJourn. 3. sér. Bd.II. p. 89),
verschieden, doch lassen sich die letzteren durch die hier gebrauchten
unmittelbar ausdriicken. Von den a. a. O. mit g, g,, - - - ¢, bezeich-
neten Zahlen stimmt ¢ mit der oben ehenso bezeichneten Zahl iiberein,
weiter ist

v, v, 1
Q|='“q' ’ Q1=‘;‘7:‘7"'; G=p -

s—1
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Die andere Gruppe p, p,, « - - p, wird durch die Formeln gefunden
p=eqg, p="V(g—a) p=7V,(,—a), - p=1(0—e).

7. Herr Halphen hat nun einen wichtigen Satz aufgestellt, den
wir hier folgendermassen wiedergeben:

3. Satz. ,Sind

0<e<e---<a; ¢V, Vy---, Vicyyl
die charakteristischen Zahlen der Entwickelung
y=ayz*+ -+ Azt .. -+ Az A2t

so sind fiir die umgekehrte Reihe die charakteristischen Zahlen

ﬁ=_‘: ﬁl ¢.+l ",ﬁa “+1

ag, aV,, aV,, cee, eV, al.
Die Entwickelung selbst lautet: '

p=(2) - LA (L - L L(LY ..
| ..._l._(ao)‘_|_

Herr Halphen hat a. a. O. einen Beweis dieses Satzes nicht
mitgetheilt. Er folgt jedoch, wie ich bereits bei der ersten Durchsicht
der genannten Abhandlung bemerkte, leicht aus dem 2. Satze. In der
That ergiebt sich nach demselben, dass in der ersten Liicke Glieder
stehen miissen, deren Exponenten sich auf den Nenner ga=p bringen

— 1

lassen. Das Glied (g;y ' ist das erste, welches diese Eigenschaft nicht
mehr besitzt. Dabei st das kleinste gemeinschaftliche Vielfache W, von
p und des Nenners s, der reducirten Form von B, genau « V,. Setzt
man ndmlich mit Herrn Halphen V, = gl, und
=+ qzl !
8o ist &, relativ prim zu I,. Nun ist emerseits
f=2Ftl 1= 4
andererseits hat man W, == pn, und
bhi=—< + P”x !

wo m, relativ prim zu =, Daraus folgt m, =k,, n, =1, also
W| =Pl' = Vlo

In der zweiten Lticke stehen Glieder, deren Exponenten sich auf
den Nenner « ¥, = W, bringen lassen. Vom Exponenten g, gilt dies

nicht mehr und zwar ist das kleinste gemeinschaftliche Vielfache W, von
p und der reducirten Nenner von f,, B, genau « V,. Denn man hat wieder

Pln
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k
V2= V‘lz’ a2=¢,+—V'!l'—,
wo k, relativ prim zu /,; und daraus
B,= 33'-1-—-1 "ﬁt+'W?jh—'
Andererseits sei W, = W, - n, und
pz = pi + —W:”.; )
so ist m, relativ prim zu n, und daher n, =< 1,, also
W = W -l =aVl. =aV-
U.s. f. ‘. b " :

1
8. Die Coefficienten a, der nach Potenzen von z° fortschreitenden
Entwickelung (1) sind, wenn diese Wurzel aus z als eindeutig definirt
betrachtet wird, vieldeutig; man erhilt aus einem Werthe alle Gibrigen
durch Hinzufiigung der w'e® Wurzeln der Einheit, wenn w der Nenner

des Exponenten a« -} —;~ in der reducirten Form ist. Wird gesagt,
dass in einer zweiten Entwickelung

y=a/z+ .-

alle Glieder bis einschliesslich des Gliedes z T 7 dieselben Coefficienten
besitzen, so ist damit eigentlich gemeint, dass a® = a* sei. Sollten
aber a, a, das erste Paar verschiedener Coefficienten sein, so kann
ihr Quotient nicht eine w'* Wurzel der Einheit sein.

§ 4.
Es wird bestimmt, wie oft der Ausdruck TT" den Factor z— =z, enthilt.

9. Um zu ermitteln wie oft der Factor £ — z, in dem Producte
jener Differenzen y, — y,’ erscheint, welche von solchen Wurzeln der
beiden Gleichungen F'== 0, G =0 gebildet werden, die fiir lim z =7z,
in y, iibergehen, stellen wir jede Gruppe dieser Wurzeln der ersteren
Gleichung mit jeder Gruppe derselben aus der letzteren Gleichung zu-
sammen. Die Summe der auf diese Weise erhaltenen Exponenten von
x — x, zeigt an, wie oft dieser Factor in TT" vorkommt.

Fir die Gleichung F =0 bestehe irgend eine der genannten
Gruppen aus I, fiir G = O irgend eine aus I’ Wurzeln. Die erstere
Gruppe sei dargestellt durch die Entwickelung

Y—Yo=0a,(&—%)*+ -+, («>0);
die letztere durch die Entwickelung
Y—Yo=10ay (@—2)*+---, (@>0).
Bei der Untersuchung der von diesen Wurzelgruppen herriihrenden
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Il Differenzen in TT’ hat man zu unterscheiden, ob « > o oder a < o
oder e == ¢ ist. Setzt man

@ = _:“ ’ o= '67_ ’ i
so ergiebt sich der Factor x — 2z, im ersten Falle genau ¢! mal, im
zweiten genau ¢/ mal, im dritten, wenn bereits die Coefficienten a,, a,’
verschieden sind, zufolge Nr. 8. genau el = ¢l Male.

10. Ist aber a == o und a,=a,, 8o’ mag (z—z,} (>«) das
erste Glied sein, dessen Coefficienten in den obigen Entwickelungen
sich unterscheiden. Dann hat man folgenden Satz. ,Sind o, «,,.--a;
g, Vy, - - - Vi digjenigen charakteristischen Zahlen der einen, wie der
anderen Entwickelung, welche auf den gemeinsamen Anfang der beiden
Reihen — also bis sum Gliede (x— z,)’ ausschliesslich — entfallen;
so liefern die betrachteten Gruppen den Factor x — z, genau Q mal:

1 11 1 1
Q=U {“(l—q)‘*'“n(g“ﬁ)'l'“z(vj -7+
' 1 1
+ e V..,V +~g—:}.'“
Dieser Ausdruck héingt nur von den Halphen’schen Zahlen im
gemeinsamen Theile beider Reihen und von dem Exponenten desjenigen
Gliedes ab, bei dem die Reihen von einander sich zu unterscheiden
beginnen.
Beweis. Es sei L das kleinste gemeinschaftliche Vielfache von
I, 7, so dass wenn & der grosste gemeinschaftliche Theiler dieser Zahlen
und ! == 8h, I' =90h" ist, L =1h"=1Th. Kerner bezeichne ¢ eine
primitive L'* Wurzel der Einheit. Denn hat man fiir die I'*® Wurzeln
der Einheit :
&= 1" (r=0,1...1—1),
und fiir die I''*® Wurzeln der Einheit
& =13 (=0, 1...7—1).

’

Setzt man z — z, = £, 80 kann man ¥ und V/E 80 bestimmen,
dass wenn u, «' ganze Zahlen sind von der Art, dass
“

u
T =7 =0,

[} r

ke = (E%)“ = (E%) u"

Die hierher gehorigen 1I' Differenzen y, — y, bestehen demnach an-
finglich aus Gliedern von der Form

(a) E' {8‘,‘-—8;“'} —_ g? {‘rk'u . ‘alm‘} ,

welche verschwinden, falls (r—s) ' =0 (mod. L). Wenn nun die
reducirte Form von ¢

auch ist
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so ist
. ., _ Lo Kuir—s) v.r—s)
Ku=—-, I -
Also verschwinden die Differenzen (a) dann und nur dann, wenn r —s
ein Vielfaches von w ist. Setzt man noch ! = fw, I' = f'w, so ent-
fallt das Glied (a) aus fU = [l Differenzen y, — y,.

Dieses vorausgesetzt seien in reducirter Form

p b4
a:=T, al=_'_

q"..., a‘_.qT.

Das erste Glied (a) & (627 —¢&,”?), wobeil =g - g, I =gq- g sei, ver-
schwindet dann und nur dann, wenn r — s durch g theilbar ist, in
welchem Falle aber auch alle Glieder von y, — vy, bis su dem mil
Factor £ ausschliesslich verschwinden. Diejenigen Differenzen y, — v,
in welchen schon das erste Glied stehen bleibt, liefern nun £ in der
Potenz

(b) a(ll'—gl')=ll’-a(l—_;.).

Das Glied mit g, das nunmehr in g Differenzen y, — y,” den
Anfang macht, verschwindet aber, falls » — s auch durch g, theilbar
ist. Da jetzt » — s durch ¥, ebenfalls theilbar ist, so verschwinden
~ mit ihm alle Glieder bis zu §=. Setzt man wie in Nr. 7. V, =gql,
so muss in ¥ — s = gd d durch [, theilbar sein. Dies findet statt in

—g— - U von den zuriickgebliebenen Differenzen. Diejenigen unter ihnen,
1

in welchen {* am Anfange sich behauptet, liefern somit § in der
Potenz

€) o (g0 — il:—)=-ll'a, (%— bo):

Von den noch ibrigen Differenzen y, — y,, deren Anzahl gi:1
= Il : V, betragt, beginnen nur diejenigen wirklich mit §= , wofiir
r — s == V,d, nicht durth g, theilbar istd. i.,, wenn wieder V,=V,l,, d,
nicht durch /,. Die Anzahl derselben ist

gy __gv _w W,
A Ly vy Le3
sie geben £ in der Potenz

wo_w : |
(d) &y — ;) |
|

Und so geht es fort bis zu denjenigen Differenzen y, —y,’, welche |

mit £°¢ beginnen und noch £ in der Potenz ‘
\

w w
©) Wy T

liefern. In der That sind noch —l—;;— Differenzen vorhanden, in denen
¢
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auch £°¢ und alle noch zum gemeinsamen Theile der beiden Ent-
wickelungen gehorigen Glieder verschwinden. Sie beginnen aber sicher
mit {#; denn wie bereits in Nr. 8. bemerkt ist, kann der Quotient der
Coefficienten von Ef keine w'* Wurzel der Einheit sein (w Nenner von
B in reducirter Form). Demnach folgt aus ihnen { genau in der
Potenz

® _‘:,:_ B

Die Summe der Zahlen (b) — (f) ist eben Q.

11. Tm 11. Bande dieser Annalen (p. 59) habe ich unter Voraus-
setzung, dass | =1 sei, fir die Multiplicitit des Schnittpunktes z,y,
den Ausdruck aufgestellt:

p=Fk(—e,) + k (eo—ey) + - < - + kr—1(er-3—0r—1) + kror—1.
Hier waren die Exponeuten der im gemeinsamen Theile beider Ent-
wickelungen wirklich vorhandenen Glieder

L) LT _kL'_‘_;
1! i [}

k. :1 der Exponent des ersten Gliedes, das verschiedene Coefficienten
besitzt. Ferner bezeichnete ¢, den grossten gemeinsamen Theiler der
Zahlen k,, l; ¢, den voun %,, g, u. 8. f. ¢,—; den von k,_,, @r—s-.

Liisst man aus dem Ausdrucke p diejenigen Glieder weg, welche
thatsdchlich Null sind, so gelangt man ebenfalls auf die Zahl Q der
vorigen Nr.

In der That es sei

k P
- l— == (f == —q— y
also ! = g,¢. Nun sind durch eine Reihe von Gliedern
b ko K
T i ]

die reducirten Nenner g oder Theiler von ¢, folglich milssen %,, k, -
durch g, theilbar sein, so dass

@ =0 =@Qy=""°* = 0i-1.
Ist @, der erste Exponent, der sich nicht mebr auf den Nenmer ¢
bringen lisst, so folgt zundchst

p=fa(l =) +a(g—7)+ ],

wobei g; den grdssten gemeinsamen Theiler von ¢, und %; in

bezeichnet. Setzt man ¥V, == g;l,, 8o ist leicht zu sehen, dass g, : ¢
ein Vielfaches von I, sein muss; denn
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@ e

muss durch V, theilbar sein. — Man findet somit
kel (2D,
und da %; : ¢; noch durch % theilbar sein miisste, so folgt 2 =1, in-
dem ¢, griosster gemeinsamer Theiler von %;, @, sein soll. Es ist also

0 1 & 1

_Q—o— = —l-l— ’ T = 7’— .
q. e. d. — Schliesst man in &hnlicher Art weiter, so gelangt man
leicht zur Einsicht, dass g mit @ Ubereinstimmt.

§ 5.
Es wird bestimmt, wie oft die Resolvente E (u; a1, @) den Factor
% — w, enthilt.

12. Setzt man in der ersten Formel fiir E (u; @, ,) in Nr. 4.
“=a0, e =06 (v=0z1y)
so folgt
# E ("‘2”3 «,0, o) = ?{F(x) v_dz): G(- ')} =E ("; g, l) *

Demnach ist, wie bereits in Nr. 3. angedeutet wurde, E (u; a,a,) in
Beziehung auf u, ¢,, «, eine ganze homogene Function von der Dimen-
gion m#n und man hat

E (u; @, &)) = a,™ E (v; 0, 1).
Somit kann man sich darauf beschrinken zu untersuchen, wie oft
E (v; ¢, 1) den Factor

V=0 =0— {07, } ¥
enthilt. ’ Loz, of

Die Gleichungen
1) F,(z,v)=F(z,v—02)=0, G (x,v)=G(z,v—o02)=0
sind bei willkiirlichem ¢ in z beziiglich vom Grade m,n. Und zwar
haben a2m, z* die Coefficienten
Ay=Un(1,—0), By=V.(1,—0).

Bezeichnen nun X, X, - - X,, die Wurzeln von F, =0; X,' X, -.- X;
die von G, =0 bei beliebigem v — welche Zahlen stets endlich
sind —; so findet man

E(;o, ) =4, B[ [(X. — X)),

r=1,2...m
§=1,2...08 /"
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Zur Losung unserer Aufgabe stellen wir die Reihenentwickelungen
von X, X" aus den Gleichungen
F,(X,09)=0, G,(X,v)=0
in der Umgebung von v = v, auf. Dabei brauchen wir nur diejenigen
zu berficksichtigen, welche fir v =y, X = X' = X, geben. Aus (1)
folgt aber, dass in diesem Falle X,, v, — ¢ X, ein gemeinsamer

Schnittpunkt der Curven F'= 0, G = O sein muss. Wiirde man aber
setzen

Xy=12,, v,—0X,=y,
unter z,y, einen von Z,y, verschiedenen Schnittpunkt der Curven ver-
stehend, so hiitte man

Yo — % + 6(%—2) =0
d. i. 6 wilrde einen der Werthe annehmen, welche in Nr. 3. ausdriick-
lich ausgeschlossen wurden. Demnach finden die hier in Betracht
kommenden Entwickelungen nur in der Umgebung des den Gleichungen
(1) gemeinsamen Punktes z,, v, statt.
13. Solche Entwickelungen ergeben sich fiir ]ede der Gleichungen
2. B. F, = 0 aus jeder Reihe

(@) Y—Yo=0y(& —2)*+ - - + 4 (x—zo)" +

vermoge der Gleichung

@) v—vy=0(x—z) +y—Yy=0(x—x,))+ay(x —Z,)*+

Nach dem Satze in Nr. 7. erkennt man sofort, dass im Falle « > 1
die charakteristischen Zahlen fiir die lmtwwkelung von z—x, =X — z,

nach gebrochenen Potensen von v — v, dieselben sind wie die der Reihe
auf der rechten Seite der Gleichung (3), d. i. wenn

o€ = %’ @ a5 q, V', Vz.' . Vc—l} l
diese Zahlen sind fiir die Reihe (2), so sind die Zahlen fur die Ent-
wickelung X — z,, falls ¢ > 1 (« > 1):

1, @, a .+ a; Lg, Vi Viery
falls g =1 («>1):

1, e :--a;- 1, V,V,--- V4, L
Die genannte Entwickelung ist daher im Falle q >lae>1

(48) X — g, = . (_) 4. =4 ( A
(Wobeiv—vo=m gesetzt lst), im Falle q—-l, a>1
(4b) X—-wo=%+---—‘—:l(%)“'+---

Im Falle q=¢; 1 endlich hat man hier ¢ durch ¢ 4 @, zu er-
tetzen. Dann aber muss man zu den fritheren Beschrinkungen von
6 (Nr. 3.) noch hinzuftigen, dass ¢ -} a, nicht verschwinden darf.
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Wenn dagegen a < 1, so sind die charakieristischen Zahlen der
Reihe fir X — x, offenbar genau diesclben wie die der Reihe x — z,
welche aus (2) erhalten wird. Es gelten daftir genau die Formeln in
Nr. 7., z. B. es ist

®) X—g= () 4o LA (e

Da umgekehrt aus jeder Entwickelung von X — z, nach positiven
ganzen oder gebrochenen Potenzen von @ vermdge der Formel

Yy— Y=o —d@—xz)

eine Entwickelung von y — y, nach positiven Potenzen von z — z,
folgt, so erhellt, dass es ausser den durch die Formeln (4), (5) ange-
deuteten Entwickelungen von X in der Umgebung der Stelle u,, z,
keine anderen giebt, welche die Gleichung ¥, = O befriedigen.

14. Wenn wir nun die Entwickelungen von X — z, mit denen
von X' — z, paarweise zusammenstellen, um zu sehen, wie oft jedes
Paar den Factor v — v, liefert, so werden wir mit Riicksicht auf die
Unterscheidungen, welche in Nr. 9. und 13. gemacht werden mussten,
folgende Fille zu trennen haben

. e< o, I<a<d,
l=a<d,
e<l,a>1,
e<lo =1,
e <ad <1;

II. a> @

mit den fiinf analogen Unterarten;

L e=da, a>1,
=1,
a <1,

In den Fillen I, Il und im Kalle III, wenn schon die ersten
Coefficienten der beziiglich den Gleichungen F'= 0, G = 0 geniigen-
den Entwickelungen
©6) {y—yo=ao(x_zo)“+""

Y— Yo =0 (T—2)"+ - - -
verschieden sind, erkennt man sofort, dass aus der betrachteten Gruppe
von Differenzen X, — X, der Factor v — v, gerade so oft heraustritt,
als der Factor x — z, aus der entsprechenden Gruppe der y, — y.-
Nebmen wir z. B. den Fall I, 5 vor. Ist

a=—¢- a’=e
i T

T
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go tritt im letzteren Ausdrucke der Factor z — z, el-mal auf. Die
entsprechenden Zweige X — z,, X' — z, sind jetzt beziiglich al = e-
und «'l’ = e'fach. Wir erhalten somit v — v, aus dem ersteren Aus-
drucke in der Potenz

% -ee =el.

15. Etwas ausfithrlicher gestaltet sich die Betrachtung des Falles
1L, falls a,=a, ist. Dann sei (x—z,)’ das erste Glied, vom An-
fange an gerechnet, dessen Coefficienten in den Reihen (6) sich von
einander unterscheiden.

a) Essei « > 1. Zufolge des 1. Satzes in Nr. 5. stimmen in der
Reihe (4a) und der entsprechenden fiir X’ — z, tiberein alle Coeffi-
cienten bis zum Gliede mit @#, bei welchem verschiedene Coefficienten
stehen miissen. Entfallen nun auf den gemeinsamen Anfang der Reihen
(6) die charakteristischen Zahlen

@, 0 -0 q, V‘... v,
so stehen im gemeinschaftlichen Theile der Reihen (4a), falls ¢ > 1,
die beiden Reihen zugleich zukommenden charakteristischen Zahlen
Lee - ---a; 1,¢, V- V.

Bildet man damit und mit der Zahl 8 den Werth @ in Nr. 10., so
findet man, dass derselbe ungeéindert bleibt:

, 1 11 , 1
W= p)+e(a =+ =W {(-+ -}
Achnliches gilt, wenn g = 1 ist und wenn .
b) a=1 st
¢) Es sei ¢ <1. Nach dem oben genannten Satze treten die

Reihe (5) und die entsprechende fiir X' — z, in den Coefficienten
auseinander beim Gliede mit dem Exponenten

™ e MLl L e
woraus ersichtlich ist, dass zugleich mit der Ungleichung

o < B < g (resp. aiyy)
die folgende besteht
1 o 1 ’
ﬁt = at+ —1 < Ve S ‘+‘l1+_ —_ ] = p‘_‘_l(resp. p¢+l)-

o
Zusammengehalten mit Nr. 7. und 13. zeigt dies, dass auf den gemein-
samen Anfang der beiden Entwickelungen von X — z,, X' — z,
genau die charakteristischen Zahlen

1
! By, .- Bi; g, ¢ Vy, ---aV,

entfallen, welehe somit fiir beide Reihen diese Eigenschaft besitzen.
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Demgemiiss haben wir nach Nr. 10. — wenn el =¢e, al’ = ¢ ist —
zu bilden den Ausdruck

1 1 1 y
et (= Aol )
Setzt man hier

B, =L;|‘_'__ 1. =t —
und fir y den Werth (7), so folgt ohne Schwierigkeit

Rt i)+ e (ai )+ =

Auch in diesem Falle liefert die Gruppe der e¢ Differenzen X, —X,
den Factor v — v, genau so oft, wie die Gruppe der Il’ entsprechen-
den Differenzen y.—y, den Factor z — z,.
Damit ist endlich der in Nr. 4. aufgestellte allgemeine Sate voll-
stiimdig erwiesen. ‘
§ 6.
Die Resultanten X und Y.

16, Aus dem im Vorstehenden entwickelten Satze erhellt unmittel-
bar, dass dic Resullante X den Factor xz — z, genau so oft enthill,
als die Summe der Multiplicititen aller Schmittpunkte betrdgt, welche
die Abscisse x == z, besitzen (d. i. der Punkte 2, =z,, z,=1y,, 2, =1),
wenn nur z — z, weder Factor von f,(x) noch von g, (z) st. Demn
unter dieser Voraussetzung liefert keine der beiden Gleichungen F=0),
G=0 fiir y Reihen nach steigenden, ganzen oder gebrochenen Po-

|

tenzen von z — z,, welche mit einer negativen Potenz dieses Aus- |

druckes begmnen

Da man in § 4. und § 5. die Veriinderlichen z und y vertauschen
kann, so folgt auch der analoge Satz filr die Resultante Y. Sie ent-
hilt, wenn f,(y) und g,(y) durch y — y, nichi theilbar sind, den

Factor y—y, genau so oft, als die Summe der Multiplicititen aller |

Schnitipunkte betrigt, welche die Ordinate y = y, besiteen.

Es ist leicht zu zeigen, dass der letstere Safe auch dann noch
richtig bleibt, wenn nur eine der Functionen fy(y), g,(y) fiir y=y,=!
verschwindet. Nehmen wir an, es enthalte f;(y) den Factor y —
genau c¢-mal, wihrend g,() nicht verschwinde. Ferner sei in

me—

F(z,y) = am—r=rf(y) =0,

r, der kleinste Index von der Art, dass /; (y) nicht mehr verschwindet
fir y =b. Setzt man in dieser Gleichung
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L

und entwickelt & in der Umgebung von y = b, ¢ = 0, so erhilt man
Potenzreihen von der Form

(® s=by(y—b)' 4 -
entsprechend einer Gruppe von ! Wurzeln. Nach einem bekannten
Satze (vgl. den Aufsatz des Verfassers im VIII. Bande dieser Annalen

p- 438) folgt
Zle=1,, Ze=c.

Setzt man die Reihen )
s y—b) °
in das Product der Wurzeln
® J[@—=), =12 m—p;s=1,2...n—9)
e

ein, so ergiebt sich demnach, dass dasselbe y — b auch noch in der
Potenz

+ .-

—B—v)Ze=—(n—v)c
hefert Diese negative Potenz von y — b wird aber durch den Factor
fo*~" in Y vollstindig getilgt. .

17. Wenn aber fy(y), 9,(y) beide fiir y = b verschwinden, so wird
die m dem Ausdrucke f*—" g,»—# vorkommende Potens von y — b nichi
mehr vollig getilgt. Bezeichnen d, s, dasselbe in Bezug auf die Glei-
chung G = 0, was c, 7, bezliglich F' = Q0 — so ergeben sich auch aus
der ersteren Entwickelungen fir 2 von der Form

' o

T= s y—% "+---

woftr
ZV =g, X==d.
Demnach folgt aus (b) y — b in der Potenz
© { — (m—v—s))Ze — (m—p—r) X — T
- — —v—s)c — (m—p—r)d — T,

wenn — T den Exponenten von y — b in dem von den unendlichen
Waurzeln, deren Anzahl bez. r,, s, ist, herrihrenden Theile von (b) be-
deutet. Figt man (c) zu (» — ¥)c 4 (m—p)d, so bleibt noch
(d) csy+dr,—T=2D
d. i. eine Zahl, welche nicht Null sein kann.

In der That folgt leicht, dass D nicht kleiner sein kann als die
Keinere der Zahlen ¢, d. Stellt man die unendlichen Wurzeln gruppen-
weise zusammen, so ist entweder
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Die entsprechenden 11’ Wurzeldifferenzen liefern im ersteren Falle den
Divisor y — b hochstens ¢l’-mal, im letzteren genau l¢-mal. Ist L’
das grosste " in den Paaren der ersten, L das grosste ! in denen der
zweiten Art, so hat man

T<cL +dL.
Da nun unmbghch zugleich L =17,, L ==s, sein kann, — denn
sollten nur Paare einer z. B. der ersten Sorte vorhanden sein, so hitte
man L = 0 zu setzen — so ergiebt sich

T<esy+ dr,
und ferner vermége

D> (s, — L) + d(r, — L)
auch der obige specielle Satz.

18. Da die Resultante Y nur verschwinden kann fiir solche Werthe
von y, welche zu endlichen Schnittpunkten beider Curven oder zu ge-
meinsamen Factoren der Functionen f,(y), g,(y) gehoren, so kann man
jetzt bemerken: Sind keine solche Factoren vorhanden, so ist der
Grad ¢ in y von Y genau gleich der Gesammtmultiplicitdt & der end-
lichen Schnittpunkte. Sind aber solche Factoren da, so ist g grosser
als &2 ¢=¢+4 A. — Aechnliches gilt bezfiglich der Resultante X.

Die nichste Aufgabe wird nun sein, den vorstehenden Ueberschuss
A mit der Multiplicitdit m, des Punktes z, =0, 2, = 0 als Schnitt-
punktes der gegebenen Curven zu vergleichen.

Um m, zu bestimmen, setzen wir in ® =0, ¥ =0

'x. ’ &,
d. h.in F=0,G=0
1 t
Z==—;, y=—z—

Es sei demnach
z"'F(z, ‘) H(t, 2), 2G z, z) =J (¢, 2);

also, wenn f,(y), g,(y) beztiglich von den Graden g — h, v —i iny
sind und .

L (%) =g, (t2), 2279, (’;‘) =, 2)
gesetzt werden, nach den Dimensionen der Glieder in ¢, £ geordnet,
H(t, 2)= ¢* ¢, (t, #) + Glieder hoherer als p'r Dimension,
J (¢, 8) = & ¥,(t, 2) + Glieder hoherer als vt Dimension.
Die Ermittelung von m, erfordert die Aufstellung aller Entwickelungen
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von ¢ in der Umgebung der Stelle 2 = 0, ¢ = 0 aus den Gleichungen
H=0, J=0. Sie haben die Form

e

. t=a, z-‘. +...
©) fir die erste, .
t=a/s" +-..

fir die zweite Gleichung.

Zunichst findet man, dass H(¢0) nur aus solchen Gliedern von
F bestehen kann, die in z und y von der Dimension m sind. Sind
diese in z vom Grade m — u — M, so ist in H(¢, 0) das niedrigste
Glied vom Grade u 4+ M in {. Demnach hat man 2l = u 4 M.
— Ferner ist

f) HQO,2) = e fo_y (1)
und daher, wenn fn_, (z) vom Grade m — u — 0, in z ist,
Ze=up-}9,.

Dieses vorausgesetzt, ist es leicht {tber die Reihen (e) noch Niheres

zu erfahren. Sie zerfallen in zwei Classen, je nachdem »;- > 1 oder
;— < 1. Fir die Reihen der ersten Classe werde %‘—, fiir die der zwei-
1

ten —Z— geschrieben.
Setzt man in H = 0 wieder
t= 2y,
so folgt nach Division mit 2+
) +2fi@) + - -+ 2" #fauly) =0,

also fiir y, weun die Wurzeln von f;(y) mit b bezeichnet werden, Ent-

wickelungen von der Form
S

® y=b+4 ¢ 4. .-

wobei

@) Zly=p—h, Z(e—1)=28, Ze=p—h+34,

sind. Letzteres folgt leicht nach (f), wobei noch durch z¢ zu divi-

diren ist.

Setzt man aber in H =0 2= t{u und dividirt durch #, so er-

giebt sich
wo(hw+¢{.--}=0,

wo @,(1,0) von Null verschieden ist. Also haben wir Entwickelungen
A J+e

(h) u=dt’+---, g=dt? 4+---,

wobei

Mathematische Anwalen. XV. 10
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Zg=h, Zf=M,
und konnen demnach setzen, indem wir diese Reihen umkehren,
= X@+f)—h+ M,
Ze,=Xg=h.
Zh+Zlh=p+ M, Ze+ Zey=p+3,

so sind ausser den Entwickelungen (g), (k) keine mehr vorhanden.
Fir die zweite Gleichung J = O findet man @hnlich

Da

%21, Il =v—i, Ze =v—i+ g,
F<1, ZB=i4+ N, Ze¢ =i

Dabei ist angenommen, dass in G die Glieder hochster Dimension in
z nur vom Grade n — v — N, g,_,(z) vom Grade n — v — &, ist.
Nun bilden wir TT(¢, —¢,), ausgedehnt auf die Entwickelungen (e),

g—h h+M welches wir nach den eben angegebenen
Classen der Wurzeln in vier Theile zer-
) I I legen. Die Multiplicitit m, setzt sich
v — 1

somit aus folgenden Theilen zusammen.
Aus (I) folgt 2 in der Potenz

(w—n)(v—19)+ R, (B>0);
- aus (II) in der Potenz
v—0)Ze=(v—1)h;

i+ N| I | v

aus (lII) in der Potenz

(0 —h) Ze, = (u — h)i;
aus (IV) in der Potenz S. Somit hat man

m, =pv—hi+ R+ S.

Dabei ist S > hi, falls hi > O ist. Theilt man némlich die in (IV)
vorkommenden Wurzeln in zwei Reihen von Paare

1> 2> 3 —-2—<-.E:<1.

s> S (f-10)+ 3 (5 L.1)
8> DEE)+ DEE) = Doy ey = hi.

Ist hi == 0, so reducirt sich m, auf wr 4+ R. Denn wenn z. B.
h =0 ist, so verschwindet auch M, so dass in vorstchendem Schema
nur die Felder I, III tibrig bleiben. Das erstere liefert # in der Potenz
g(v—17i)+ R, das letztere in der Potenz p?, so dass m;=pu v+ R folgt.

80 ist

also
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Es ergiebt sich somit der folgende Sats:

»Setet man in den Gleichungen F =0, G =0, 2= 1:2, y=t:2
und stellt aus denselben simmtliche Entwickelungen von t nach ¢ in der
Umgebung der Stelle z =0, t = O her, — bezeichnet man ferner mit
R den aus solchen Reihen fiir y —t: 2 erwachsenden Exponenten von
z, welche mit keiner megativen Potenz von 2 beginnen, mit S aber den
Theil der Multiplicitat m, des Punktes z, =0, z3 =0, welcher von
den mit einer niedrigeren als der ersten Potenz von 2 beginnenden Reihen
fiir t stammt; so ist

m,=puv+4+ R+ 8.

s Dabei ist 6 = S — hi und eine positive ganze Zahl, wenn f,(y),
90(y) n y nur den Grad beziiglich w- h, v—¢ erreichen (h >0, 1>0).- -
¢ = O tritt dann und nur dann ein, wenn hi = 0, d. i. wenn von
den genannten Functionen wenigstens die erstere den Grad p, oder die
letztere den Grad v in y erreicht.

19. Es lisst sich ferner zeigen, dass wenn ¢ = ¢ + 1 den Grad
von Y in y bedeutet, R = 4 ist.

Nach (d) hat man 4 = Z(cs, + dr, — T'), wobei das Summen-
zeichen auf simmtliche verschiedene Factoren von f,(y) oder g,(y) be-
zogen werden kann. Die Entwickelungen, mittelst deren 7' in Nr. 16.
bestimmt ist, d. i.

@ s =F=by—H" +- -

sind aber die Umkehrungen der Reihen (g).*)

Um nun das Product der Differenzen der unendlichen Wurzeln in
Nr. 16. zu bilden, setze man '
2"—-2’_

’ _L_ T,
’
2.z, .

1 .
xr=—37, x'=ll’ Xy — Xy =

Die Sitze in Nr. 7. und 10. in Verbindung mit der in Nr. 15.¢) vor-
gefiihrten Rechnung lehren, dass TT(s,—2,) y — b genau in derselben
Potenz liefern, wie die entsprechenden Reihen (g) #. Bezeichnet man
ihren Exponenten mit U, so hat man demnach £ U = R.

Unter Beriicksichtigung aller Wurzelgruppen (i) in der Umgebung
der Stelle y = b, # = 0 folgt dann

T DU+ 0=l +e)—U
=2e-21’+26'-2l— U=cs, 4+ dr,— U,.

1=D'U=Rq.e.d .

*) In den Formeln (i) ist Xe=c. Vergleicht man damit (g), so folgt I, =e,
daher X1, = 3¢, bezogen auf alle verschiedenen Factoren von f,(y). Man findet
somit in Uebereinstimmung mit (g%) X, =pu — h. .

somit

10*



148 0. Srorz.

20. Analog der Formel m, = uv + 4 4 & erhilt man fir die
Multiplicitit m, des Punktes z, == 0, z, = 0:
my=p'v + ¥+ 0.
Dabei ist ¢ + 2" = ¢ der Grad der Resultante X in z und 8’ in @bn-
licher Weise wie & zu bilden.
Auch die Multiplicitit m; des Punktes z, =0, 2, =0 d.i. z=0,
y == 0 wird durch das Verfahren von Nr. 18. gefunden. Es wird sich
ergeben
my=u'v' + R + 8"
21. Bezeichnet @ die Gesammtmultiplicitit aller unendlich fernen
Schnittpunkte, @, die derjenigen unter ihnen, welche weder auf z,=0,
noch auf z,=0 liegen, so hat man o = @, + m, 4 m,, also:

o=pv+uyv4+i4+i 4040+ 0,
Setzt man mn — pv — p'v = A, so ergiebt sich daraus fiir die Ge-
sammimultiplicitat & der endlichen Schwitipunkte

(k) f=mn—0 =D —A— A — 3 — 0 —a,.%

Somit betrigt ¢ hochstens A — A — A’ — &,. Man kann hinzufiigen:
Die Zahl & ist gleich A — 2 — X' — o, dann und nur dann, wemn
von den Functionen f,(y), g,(y) wenigstens entweder die erste vom Grade
u oder die sweite vom Grade v in y und ebenso von den Functionen
1Y (%), 9/ (x) wenigstens entweder dic erste vom Grade y' oder die zweilc
vom Grade v in z ist. D. i. wenigstens in einer der beiden Gleichungen
F = 0, G = 0 miissen schon die Glieder hochster Dimension in z, y
den Grad der Function F, bez. G in z erreichen und ebenso in einer
den Grad derselben in y. — Denn unter den angegebenen Bedingungen
ist 0 = 6’ = 0 und nur unter ihnen.

Aus (k) ergiebt sich ferner fiir denm Grad ¢ von X in =

§=¢4+AV=0—-4—0—0—a,*™
() {fiir den Grad q von Y in y
g=cte+i=0—1—-8—0—o0,.

*) Chasles (Compt. Rend. T. 75, p. 786 und T. 76, p. 126) giebt fiir ¢ den
Ausdruck A — o, wobei o zunliichst als die Gesammtmultiplicitat aller unendlich
fernen Punkte ausserhalb der Axen z, =0, z,=—0 erklart wird. Spiter wird
dieser Satz dahin berichtigt, dass o auch Theile der Multiplicititen der Punkie
Ly=0 Zy==0, &, =0 xy— 0 enthalten konne. Unsere Untersuchung hat daswu
gefiihrt, die in die Chasles’sche Zahl o eingehenden Theile der genannten
Multiplicititen zu priicisiren.

*%) Man kann auch setzen

. g =mn— (o,+m)—p'y —&
und erhiilt so die von Hrn, N6ther (diese Annalen IX, 8. 177) angegebene Formel.
A. a, O. steht fir m, n, p', +', o, + m,, 8" bezliglich n, N, k', K; r, r".
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Sind die Zahlen 4, 4’ von einander verschieden, so weichen die Grade
g, ¢ von einander ab.*)
Damit
=0A—4A—0w, g=A—%—o
seien, ist nothwendig und hinreichend das Bestehen der oben ange-
fihrten Bedingungen.

Besitzen die Functionen f,(y), g,(y) einen grossten gemeinschaft-
lichen Theiler in y vom Grade a; f,’(z), g, () einen solchen in z vom
Grade ¢’, so hat man nach Nr. 17. 4 > «, ' > o/, somit nach (1)

<A —a—o,, <A —d —o,.
Es kann somit nicht sein ¢ =mn — o', g = mn — a, wie Faa de
Bruno versichert (a. a. O. p. 100 und dazu die unter ,,Errata‘ an-
gegebene Abénderung).

Man bemerke endlich, dass e=A dann und nur dann, wenn neben
0 =0 =0 auch noch ®, =4 = A’ =0, d. i. wenn zu den vorstehen-
den Bedingungen noch hinzutritt das Fehlen unendlich ferner Schnitt-
punkte ausserhalb der Axen z, =0, z, = 0 und das Fehlen gemein-
samer zu diesen Axen paralleler Asymptoten. Und ¢ = A wird statl-
finden dann und nur dann, wenn neben & = &’ = 0 noch @, = 4 =0,
Somit ist die letztere der eben erwdhnten Forderungen dahin einzu-
schrinken, dass wenigstens keine zur Axe z, =0 parallele Asymptote
beiden Curven gemein sei, oder dass f,(y), go(y) keinen KFactor y — b
gemein haben.

§ 1.
Die Multiplicitit der unvollstéindigen Gleichungen gemeinsamen Werth-
systeme 7, =0, 2, =0 und z, =0, z, = 0.

22. Begriff einer in Beeug auf eine der Verdnderlichen z, y un-
vollstindigen Gleichung von beliebiger Ordnung. Die Gleichung
F(z,y) =0, in z vom Grade m — u, heisst in Bezug auf z unvoll-
stindig von der ersten Ordnung, wenn die Glieder m'er Dimension in
z,y in z schon den Grad m — g (u > O) erreichen. Sie heisst un-
vollstindig von der sweiten Ordnung, wenn die Glieder m'er Dimension
nz,y in z nur den Grad m — g — u, (4, > 0) erreichen und erst
die Glieder von der Dimension m — A in z von einem hiheren und
zwar vom Grade m — g sind. Dabei muss 0 < A < p sein. In einer
beziiglich  von dritfer Ordnung unvollstindigen Gleichung erreichen
die Glieder m'er Dimension in z, y in z nur den Grad m — g — g,
nach ihnen erst die Glieder von der Dimension m — h; in z einen

*) Dass, wenn 1=1" =0, ¢ =g sei, hat Minding gezeigt. (Crelle’s J.
XXXI, p. 6.)
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hoheren und zwar den Grad m — g — g, und endlich erst die Glieder
von der Dimension m — h in z wieder einen hoheren und zwar schon
den Grad m — u. Dabei hat man 0 < b, <h<p, O< g, < g,
Allgemein nennt man die Gleichung F = 0, die in z tiberhaupt vom
Grade m — g ist, unvollstindig von der (k- 1)'» Ordnung, wenn die
Glieder mter Dimension in z vom Grade m — u — yu;, nach ihnen erst
die Glieder von der Dimension m — h;_, in 2 von einem hdheren und
zwar vom Grade m — g — gy, sind u. s. f. Erst die Glieder von
der Dimension m — h, erreichen in z den Grad m — p — g, und
erst die von der Dimension m — h wieder einen héheren und zwar
endlich den Grad m — p. Die Zahlen 0 < hx—y, hy_s---hy, h
wachsen bests'mdig, ohne die Grenze u zu iiberschreiten, die Zahlen
By Bk—1 -+ @y > 0 nehmen beatandlg ab.

Bezelchnet man mit [y, r] eine ganze Function von y, welche den
Grad r nicht {iberschreitet und setzt m — g — p’ = g, so hat man fir
unvollstindige Gleichungen F' = 0 von 1—3. Ordnung folgende Dar-
stellung

2[1,a+r]rx"' = ’+ [J,m~u]rz”' #or=0;

e-+1
St r—Hpam—n=rt SHgurlonsr
¢ “

m—

+ 27 [ym—y ) am—n—r = 0;
e+1

uy—1 Ma—1
Styutr—hlan—n—r + Sy, pobr— ], s
0 I

+ Vrlyyutr]am—e—r 4 Drlyym—pul,zn-r-r = 0.
# eT1

In &hnlicher Art unterscheide man die Gleichungen F== 0 hin-
sichtlich des Aufiretens der Potengen von y. Die darauf beziiglichen

Zahlen mdgen mit %', b, ---; @, g, py - - - bezeichnet werden.
Fiir die zweite Gleichung G(z,y) = O bedeuten 6 =5 — v — v
¢,¢ -3 ¥y, v, - die den vorstehenden Grossen analogen.

Die eben gegebene Classification der Gleichungen F = 0 ritbrt
der Hauptsache nach von Bézout her (Théorie générale des équations
algébriques 1779, p. 139). Jedoch wird a. a. O. immer A" =h,
hy="hy -, ¥ =14,14 =1 .-, gesetzt, was eine ganz iiberfliissige
Beschrinkung bildet.

23. Bézout hat tiber den Grad der Resultanten X, Y zweier
unvollsténdiger Gleichungen 1.—3. Ordnung Sétze aufgestellt (1. c. p. 45,
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l. c. p. 156 ff.), womit die Ergebnisse der hier gefiihrten Untersuchung
jedoch nicht durchaus tibereinstimmen. Auch fehlt idiberall die Angabe
der zum Bestehen derselben ausreichenden Bedingungen,

Der erste Satz wurde bereits in Nr. 21. angefithrt: ,, Der Grad
der Resultante X zweier Gleichungen, von denen wenigstens eine beziig-
lich x und eine beziiglich y von keiner hoheren als der ersten Ordnung
unvollstiindig ist, betrigt mn — pv — w'v'.“ Dabei diirfen jedoch die
beiden Gleichungen ausser den Systemen #,=0 z3=0, z,=0 z;,=0
kein unendliches Werthsystem gemein haben und die Functionen f,(y),
go(y) keinen gemeinschaftlichen Theiler y — b besitzen.

Der Satz kann auch auf die Fille, dass eine der beiden Glei-
chungen in Bezug auf x oder eine in Bezug auf y vollstindig ist oder
dass beides zugleich stattfindet, angewendet werden. Ist z. B. F =0
beziiglich z vollstindig, d.i. kommt darin 2™ vor, so hat man g = 0
zu nehmen (da in Nr. 21. m; = O zu sefzen ist). Von den eben er-
wibnten ausreichenden Bedingungen bleibt noch die erste bestehen,
welche besagt: @, =0. U. s. f.

Um weitere Sédtze zu entwickeln, miissen die Zahlen 8, 4’ in den
Formeln (1) von Nr. 21. bestimmt werden. Die Definition derselben
gestattet, jede fiir sich ou ermitteln, wodurch die Rechnung moglichst
vereinfacht wird.

Wir haben uns demnach mit den in Nr. 18. eingefithrten Glei-
chungen H(t, z2) =0, J(¢, 2) = O niher zu beschiftigen, wobei die
Betrachtung der ersteren geniigt.

24, Zufolge des a. a. O. angedeuteten Verfahrens hat man

ze=1:5=1:%u, y=1:u
zu setzen und die Gleichung

U=wnsF (L, L) =0

zu untersuchen. Nach den Formeln in Nr. 22, findet man, falls F
beziiglich = von der (k- 1)*® Ordnung unvollstindig ist:

@) T=u (o) tuh 8 (A4 - ) oo o 1E (Le o)
+ 8% (At ) 84T () = 0.

Dabei ist

B2hShSh- Sh >0 0<py<p< <
Die Constanten Ay, A, - - - Ay sind simmtlich von Null verschieden.
In den Liicken stehen ganze Functionen von ¢, u, welche mit Aus-
nahme der in der letzten befindlichen sicher mit ¢ = u = O ver-
schwinden;

Aus (4) ist v nach steigenden Potenzen von ¢ in der Umgebung
der Stelle 4 = 0, ¢ — 0 zu entwickeln.
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Setzt man wie in Nr. 18.

!
® cu=dgt’ +---, yL=.,
80 hat man
(6) Zg=h, Zf=M= .

a) k=1. Die Gleichung (4) reducirt sich auf die folgende:
(M Wyt o)ty o) BHI () =0,

Bezeichnet © den grossten gemeinschaftlichen Theiler von %, g, und
ist h=9-H, p =28 .M, so gicbt es & Entwickelungen, deren jede
1

nach Potensen von t” fortschreitet. Dabei ist « = M, : H. Die Sub-

stitution £ = t#, 4 = @ - z% in (7) filhrt zu einer Gleichung, welche

durch 7*# theilbar ist und fiir t =0 (d. i. { =0 ¥ =0) in
B4, 4+ 4, =0

itbergeht. Somit ldsst sich @ nach ganzen positiven Potenzen von t
entwickeln, womit der Satz erwiesen ist.

2) k=2. Dann liegt die Gleichung vor
(8) w(Agt )kt (dy o) s (Ay o) 1 (o0) =0
Es sind drei Hauptfille zu unterscheiden. Der Kiirze wegen sei

E‘Lh‘—“ =0 h—i—’;‘h' =0y (0| § 92)

o) 0,<0,. Es giebt & Entwickelungen (5), wofury=H, a=M,:H.
Dabei ist & grosster gemeinschaftlicker Theiler von 4, u, und =494,
u,=494M,.

B) o, =0, =u,: h. Alle Reihen beginnen mit t¥:2 (vgl. u. c)).

¥) @, > 0,. Es giebt swei Schaaren von Reihen. Die Reihen der
ersten Art beginnen sémmtlich mit # und es ist dafir g =h,
Zf =, — #;; die der zweiten Art beginnen simmtlich mit & und
es ist dafir Zg=»h — h,, Ef=p,. Um dies einzusehen geniigen
die Substitutionen in (8):

=1k, y=o0th,

(N, : H, reducirte Form von ¢,) und die analoge.

c) Auch bei Betrachtung der allgemeinen Gleichung (4) treten
die eben erwihnten Fille hervor.

a) Ist & grosster gemeinschaftlicher Theiler von &, . — h = 8 H,
e = O M, — so giebt es & Entwickelungen, wofiir g = H, = M,
wenn

+a»>md1 ,,> >——~~(—l 2..-k—1).
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pf) Wenn aber einige der Zahlen 2% _ Bt ‘sind, ohne dass
h h

r

cine derselben diesen Werth tiberschreitet, so ist moch fiir alle Reihen
a= M, : H — Besteht in der That diese Gleichung fiir r = s,

.(8< 8 <), 80 setze man in (4) { = ¥, u = @ - v*. Dann
folgt nach Division durch *** aus denselben fiir v — 0
) A0’ f+ 4,0%% ... 4 4, =0,
(hy=4®8,- H.-.). Diese Function zerfallt in Factoren von der Form
(@ —x,)?, Zi, = 9.

Jeder Wurzel @ = o, der Gleichung (9) entsprechen demnach Reihen
von der Form

0 — off =¢,t +
wobei Z{ =1,. Es ergiebt sich also

My

u=t% o cot‘”-l- }

1
d. i. eine Reihe nach steigenden Potenzen von #7. Eine Reduction
dieses Exponenten kann nicht erfolgen. Denn sollten sich alle Expo-
nenten r: Hl, worin r relativ prim zu [ ist, auf einen kleineren
Nenner bringen lassen, so miisste H durch eine Zahl w theilbar sein,
die zu I relativ prim ist. Dann aber hitte man im Exponenten des

ersten Gliedes % = Hy (v eine ganze Zahl) d. i. | = vw, was eben
als unmoglich erklirt wurde. Es ist ferner
2ge=2X(ZHl)=HZXi,=9H=h,
ebenso T f = p,;.
7) Ist ein Bruch vorhanden:
"—’_—lif— >t - » 80 ist auch -';." > —h—iL,: .

r

Dieses vorausgesetat, kann man folgende Sitze erweisen:
Angenommen es sei ¢ die grosste der Zahlen

(10) f"_hi_“L, (r=1,3-..k—1)
und ¢ > "% und o sei die kleinste der Zahlen

(11) iy (r=1,2 - k—1),

welche somit < i"- sein muss.
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1. Bescichnet “* 222 den crsten der Briiche (10), dessen Werl

) a
= @, so existiren Entwickelungen von u nach t, welche mit t€ anfangen.
Dafiir ist g = hay 2f = pr — fa.

2. Beseichnet —-*,- den leteten der Briiche (11), dessen Werl
— b

= 0, S0 existiren Entwickelungen von u nach i, welche mit t° anfangen.
Dafiir ist 2g =h — hy, Zf = po.

Der Beweis dieser Sitze wird durch denselben Schluss gefiibrt,
welcher in dem gerade vorhergehenden Abschnitte f) angewandt ist.
Man bezeichne mit &, den grossten gemeinschaftlichen Theiler von
Bx — Ma, ha, setze

Pk‘—'l‘a=‘9¢'Na, ho =9, H,
und mache in (4) die Substitution

t =1l U= o',

u. 8. wW.

Da o > ",: > ¢, so sind die Entwickelungen der zweiten Classe

von denen der ersten wesentlich verschieden. Man wird daher nach
(6) schliessen:
ha + (h—hs) <h, (e — tha) + 10 < 2

ha < hsy the < fha und a > b.
Endlich folgt noch: '
3. Fiir alle noch ausserdem vorhandenen Entwickelungen (5) von
w nach t liegt o swischen den Grenzen o und ¢.
Dass nicht ¢ > ¢ sein kann, folgt daraus, dass

ha > ho> m, hra 4 pr > heo + pr > m,

somit alle Glieder von (4) mit alleiniger Ausnahme von «“* in { von
einem bdheren Grade als p, wiren, was unmoglich ist. Entwickelt
man aus (4) ¢ nach Potenzen von %, so sieht man auf ihnliche Weise
ein, dass 1: a nicht grosser als 1: 0 sein kann. In der That wiren

BB bt su 4+ 2m

*) Von den Reihen (5) kann man sofort zu den Entwickelungen von x 805
der Gleichung F(z, y) = 0 nach fallenden Potenzen von y ilbergehen. Man findet
o f+ 1
g=cyl oo oL endg
Bestimmt man den Grad iu y dieser Entwickelungen nach dem bekannten Ver-
fahren (vgl. Serret C. d’Algdbre sup. 4. éd. I p. 641), so findet man leicht als
grossten Werth von 14 1: « im Falle y) 14 (h—h,): p,  wozu 3f = p, gebdrt
Auch ist nun ersichtlich, dass a nicht kleiner sein kann, als b,

d. i
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25. Analog den Entwickelungen (5) von  nach ¢ aus der Glei-
chmg U=04d. i. H= O seien die aus J = O bezeichnet mlt

(12) u=d, t" + - -§-=a'.

Um die Zahl S von Nr. 18. zu finden, hat man die Gleichungen s=tu,
worin % durch (5) bez. (12) zu ersetzen ist, umzukehren. Dadurch
folgt entsprechend den Formeln (5), (12) bez.

/+F 1
"—(a.) SR
(13)
g 1
‘=(au) +on e
1. Satz. Sind beide Gleichungen F =0, G = 0 in z genau von
der zweiten Ordnung unvollstindig, so ist & gleich der kleineren der
" Zahlen hv,, ip,, falls dieselben ungleich sind. Ist aber hv, = ip,, so
ist 0 sicher nicht kleiner als ithr gemeinsamer Werth.
Man hat jetzt in (13) a =, : h, @' =14
Zg=h, Z(f+9)=wm+h; Z¢=i, Z(f+g)=»+i.
Bei Betrachtung des Productes TT(t,—¢#,) = Z sind drei Fille zu un-
terscheiden.

) ‘;.' > 1“- d.i. « > o', Aus jeder der (h+4pu,). (i4v,) Dif-
ferenzen in Z tritt genau z in der Potenz 1:(14-a)=nh: (h + u,).
Somit ist S == h(i4v,), § =S — hi == hv,. — Ebenso folgt, wenn

B) ’;‘L < ? ist, 0 =1ip,.

) ';: = % Es ist 4 mindestens gleich hv, = iu,; kann aber

auch grosser sein. Da fiir die Curven F =0, G =0 die Ent-
wickelungen nach fallenden Potenzen von z existiren bez.

y=(a.) SR

y=(a‘.,') HEARR
s0 besitzen dieselben im Punkte z, =10, ;=0 nur krummlinige
Asymptoten.

2. Satz. Ist die Gleichung F =0 in x von hoherer [(k-1)*]
als zweiter Ordnung unvollstindig, G = 0 dagegen genau von der zweiten
Ordnung; so hat man, falls ip, > hv, ist, 8 = hv,; falls ig, < hv,
ist, § > ip,.
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Man weiss nun, dass « — v, : ¢+ und dass Z aus (b4 p:)-(i4v,)
Factoren besteht. — Es sei
o) L;.’—g 1; Daher ist & <1;5 und ¢ <
« < e¢. Demnach hat man
S=(+v)Zg=(G+v)h, 0=hy,.
B) ﬁk’- < —:—‘ Nun konnte ’—: > i}:— oder % > ""; sein

By oy -
W=y’ somit sicher

d. i. ¢' > «. Damit wiirde sich ergeben
S>(@+v)h+w)  —— oder 0> tu > iy,

Wenn aber 'f—' < t oder < —~—h—— wiire, so dass & < a, 80 wiirde
(]

wie oben in «) folgeu 0> hy, > iy,.

Sind endlich Entwickelungen (5) vorhanden von der Art, dss
der erste Exponent « grosser, gleich oder kleiner als v, :4¢ ist, s
seien filr die ersteren f, g bezeichnet mit f,, g,, fiir die letzteren mit
f2» 92, mithin

f fs
' > i ’ y: s T‘
Man findet danu unmittelbar .
82 (+v) Zg + 1 Z(f,+9,) =hi+ v, 29, +iZ,,
da Xg, 4+ Zg, = h nach (6). Es ist aber
Zg 2 hay Zfy 2 o,

0=8—hi>vh, + ipuy > tu,.

26. Mit Hillfe der in Nr. 24. b) gegebenen Erorterung kann die
Zahl & auch in dem Falle leicht bestimmt werden, dass beide Gler-
chungen F =0, G =0 in z genau von der dritten Ordnung unvoll-
stindig sind. Es wird geniigen das Resultat hier anzufithren. g, 0.
haben dieselbe Bedeutung wie a. a. O. und ihnen entsprechend sei

also

1 4
A
Man hat dann, falls

L ¢<e, 0,<0,

1. h'l’gzi#p 6=i."’2’
IL ¢ > @5 0,<0,,

2. _’t"' >0, > 0y 0 =1y,

3. 9|>02>_,-; = hv,,

4. 01>“—>02’ =iy + byv,,

= %
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111. 0 > @y, 06, > 0y,

5. o, >‘°'22 03 > 09 0 =ip,,
6.0, >0, =>0,>0,, = kv +igy + 5 (@ —py),
1. 0, 2 6,> 0, > @y, = iy + hyv,.

Zu diesen sieben Fillen kommen noch sieben andere hinzu, welche
aus ihnen durch Vertauschung der auf die Gleichung F == 0 sich be-
zichenden Zahlen mit den auf G = O sich beziehenden (und umgekehrt)
abgeleitet werden. — Steht im Eingange links der vorstehenden Tafel
in den Zeilen 1—7 ein Gleichheitszeichen, so kann die Zahl § den
angegebenen Werth auch iiberschreiten.

21. Bestimmt man durch Beriicksichtigung der Ordnung der Un-
vollstandigkeit der beiden Gleichungen F'= 0, G = 0 in Bezug aufy
nach dem eben gegebenen Verfahren auch die Zahl 4, so findet man
fir den Grad ¢' der Resultante X in z nach Nr. 21.

(14) ¢ =A—4A—0—0 —o,. .
L. B. Sind beide Gleichungen sowohl nach z, als auch nach y genau
ron der sweiten Ordnung unvollstindig und ist ausserdem

hv, 2 iy, Ko 2 Ve,
s0 hat man fiir 8 die kleinere der Zahlen hv,, iu; fiir 0° die kleinere
der Zahlen W v,’, i'u,’ 2u seteen. Die fiir den in Rede stehenden Fall
von Bézout gegebene Tafel der Werthe von ¢ (I. c. p. 156) stimmt

damit nur in der 4. und 5. Zeile unbedingt tiberein,*)
Hitte es sich statt der Formel (14) bloss um die Relation

<A —0d-—-9
gehandelt, so hitte Minding’s Verfahren (Crelle J. XXXI, p. 1) auch
wm Ziele gefithrt. Aber es ist nicht abzusehen, wie es auf diesem
Wege gelingen kann, die Zahl & 4 &' in die Multlphcltaten m,, m,
zu zerlegen d. i. zu den Relationen

m>d, my>9’
2 gelangen. Dies leistet zunichst die Kronecker’sche Resolvente
E(4; @, @,). Zufolge Nr. 3. hat man nur zu ermitteln, durch welche
Potenz von @, bez. a, sie zum mindesten theilbar ist — zwei Fragen,
welche sich getrennt behandeln lassen. Will man die genannte Potenz
von @, erhalten, so betrachtet man wie in Nr. 12. E(v, 6, 1) d. i die
Resultante nach z der Gleichungen

F(z,v—dzx) =0, G(:c,v—oq:)=0.

%) Zur Vergleichung mit den Formeln von Bézout hat man zu setzen:
m=t, p=t—a, py=a—a, p'=t—a, p/=0—a, h=K=t—1% A=10,
¢ =D. Die auf die zweite Gleichung G = 0 beziiglichen Zablen sind a. a. O.
mit Accenten versehen % =t u. 8. W.
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Diese Gleichungen werden nach fallenden Potenzen von  und der
Coefficient jeder solchen Potenz nach steigenden Potenzen von o ge-
ordnet. Beh#lt man nur das erste Glied eines jeden Coefficienten bei,
so gelangt man durch Betrachtung der Resultante zweier binirer
Formen des m'*® und n'*" Grades zu der oben verlangten Potenz vons.
Die Untersuchung erfordert die Herstellung von Entwickelungen nsch
steigenden Potenzen von o. — Das KErgebniss derselben kann man
mit Hiilfe der Sitze von Nr. 21. leicht angeben. Ist z = 0 (d. . haben
die Functionen f,(y), 9,(y) keinen gemeinschaftlichen Theiler y — ),
so folgt ,
g=40—V—-0—0—a,=c¢,

somit ist E(v; 6, 1) von demselben Grade in v, wie ¥ =g(y) iny.
Demnach wird eine Identitit von der folgenden Form bestehen:

(13)  E(v;0,1) == a7+ {C . g(v) - y(my), 9 (¥)) + o H(o)},

worin H(¢) eine ganze Function von ¢ und der Coefficienten der Glei-
chungen ¥ =0, G = 0, C eine solche der letzteren allein bezeichnet.

Es ist nicht schwierig "diesen Satz durch wirkliche Ausfiihrung
der oben angedeuteten Rechnung xu beweisen. Man findet insbeson-
dere, falls wenigstens eine der Gleichungen F'= 0, G = O in Beznyg
auf z genau von der ersten Ordnung unvollstindig ist,

0=0, C=(—1p=,
Wenn beide Gleichungen in z genau von der sweiten Ordnung unvol-
stiindig sind und hv, < iy, ist, so ergiebt sich
0 = hv,, C = (—1yA/B,

l=(m—h—1)n—i—1)+14+n(m-p)+hv+i4d,
wo A, dieselbe Bedeutung hat wie in (4) von Nr. 24. und B, in der
Gleichung G = 0 dem A, entspricht. U. s. f.

§ 8.
Definition der Multiplicitit der gemeinsamen unendlichen Werthsysteme
der Gleichungen ¥ = 0, G = O nach einer anderen Ansicht.
28. Man fdhre in die Gleichungen F'= 0, G = 0, deren Grad
in z beziiglich p, ¢, in y beziiglich r, s sein mdgen, ein

x=-ﬂ- y=ﬂ

zy’ Ye
und betrachte x,, y, als villig unabhingig von einander. Wird gesetst
-?(F’ G) = f(), 1}(1?, G)=y(y)r

so folgt unmittelbar
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. R F (2, 9) 54 G(-)f = 2)f () = 9z, 2,
Rfa, F(z, 35)s 5, G () = 0f (35) = v, v,

wo @, ¥ homogene Functionen bez. in z,, z, und in y,, y, von der-
selben Dimension P = ps + gr sind.

Bei Begriindung des Begriffes der Multiplicitit der gemeinsamen
Werthsysteme brauchen hier nur lineare Transformationen der Ver-
inderlichen 2,, z, einer- und der Verdnderlichen y,, y, andererseits
beriicksichtigt zu werden. Dadurch erleidet aber die Zusammensetzung
der Resultanten ¢, ¢ keine wesentliche Verinderung. Man wird daher
die Multiplicitdt nur in folgender Weise definiren konnen.

Diejenigen gemeinsamen Werthsysteme, zu welchen weder z,=0,
noch y,=0 gehort, fallen mit den endlichen Schnittpunkten der Curven
F=0, G =0 nach der ersten Ansicht zusammen. Mir legen jedem
derselben die i § 1. und 2. definirte Multiplicitit bei. Die Summe der
so erhaltenen Multiplicititen sei & wie in Nr. 18.

Trennt man von der Resultante f(z) den Factor vom Grade & ab,
welcher den Abscissen der eben erwiahnten Punkte entspricht, so bleibt
nach § 6. noch ein Factor vom Grade 4’ in 2 zuriick. Die von einander
verschiedenen Factoren desselben (z—a)® liefern nach Nr. 18. gemein-
same Werthsysteme z = a, y, =0 (y; 2 0) und zwar sei die Multi-
plicitit eines jeden derselben genau «. Demnach ist Za = 4. In &hn-
licher Art definiren wir die Multiplicititen B der gemeinsamen Werth-
Systeme (x, 0) 2,=0, y=>. — Ist der Grad von g(y) e+1 80
hat man also Zp=4.

Der noch iibrige Rest P — ¢ — 1 — 1’ sei die- Multzplmtat des
gemeinsamen Werthsystemes z, =0, y, =0 (z, 2 0, y, 2 0).

Zufolge dieser Annahmen ist die Summe aller Multiplicititen P.

29. Die letzte Definition bedarf aber der Begriindung.

Das Werthsystem z, = 0, y, — 0 ist den Gleichungen

x?y" (x’ y‘) O zgy;G%, —z:)=0

dann und nur dann gemeinsam, wenn die Grade in y von f,(y),g,(y) beziig-
lich niedriger sind als 7, s; woraus von selbst folgt, dass auch £,'(z), g,'(%)
beziiglich unter den Grad p, g sinken. Nun ldsst sich leicht zeigen,
dass unter der eben gemachten Voraussetzung P—s — 41— 4" > 0
ist, sonst aber — d. i. wenn wenigstens entweder f,(y) vom Grade »
oder go(y) vom Grade s in y ist — P— ¢— 41— 1" =0 ist.

Im ersteren Falle verringern sich jedenfalls die Dimensionen m, n
in z, y beider Gleichungen; es sei daher
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m=p+r—d (@d>1), n=q-+s—e (ex1).
Um die Relation (%) in Nr. 21. anzuwenden, hat man
p=r—d, r=s—e, w=p—d, v=g—e,
also A = P -— de zu setzen. Man findet demnach wirklich
e+A4+AV<P—de<P.

Im letzteren Falle sind die Glieder hochster Dimension entweder
in F zry" oder in G 29y*. Somit kommen nach der Ansicht der
analytischen Geometrie iiber die Schnittpunkte von F =0, G =10
auf der Geraden z, =0 keine anderen gemeinsamen Punkte dieser
Curven vorals , =0 23 =0, 2, =0 z, =0. Also ist @, = 0. Und
da auch £,(y), g,(y) einer- und £’ (x), g,/ (x) andererseits der a. a. 0.
aufgestellten Bedingung entsprechen, so hat man e = A — 1 -1
d. i. wegen de =0, A= P eben ¢ =P — 1 — 1.

30. Zur Vergleichung beider Auffassungen moge der. einfachste
Fall, dass in F das Glied z?y", in G das Glied z?y* wirklich vorhan-
den sei, betrachtet werden.

Nach der ersten Ansicht sei fiir die endlichen Schnittpunkte zu-
sammengenommen & die Multiplicitit. Ausserdem hat man nur noch
die Schnittpunkte 2, =0 z; =0, x, = 0 z; = 0; zufolge Nr. 181
mit den Multiplicititen

m =rs-+ 4, m.,=pq+1.
Dabei muss sein
e+ my + my = (e+4+2) + pq + rs = (p+a) (r+9).

Nach der sweitfen Ansicht ist die Gesammtmultiplicitiat der end-
lichen gemeinsamen Werthsysteme ¢, die der gemeinsamen Werth-
systeme z = a, y, = 0 ist 4, endlich die der gemeinsamen W erthsysteme
2,=0, y=2> ist- 4.

Aus der vorstehenden Gleichung folgt in der That

e+ A4+ AV =ps+rqg=P.
Innsbruck, 1. Mirz 1879.
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Die Factorenzerlegung ganzer Functionen und damit zu-
sammenhéngende Eliminationsprobleme.

Von
Jurros Konie in Budapest.

Die Betrachtungen, die Gauss bei dem zweiten Beweise des
Fundamentalsatzes der Algebra angewendet hat, lassen sich in zwei,
ihrem Inhalte nach wesentlich verschiedene Schlussreihen zusammen-
fassen. Die erste derselben kann man als Anwendung eines Elimi-
nationsprincips charakterisiren, das Gauss, wie aus der Abbandlung
(Werke, Bd. 3, pag. 31) hervorgeht, wohl gekannt und beniitzt, aber
nicht allgemein ausgesprochen hat. Hieran reiht sich dann, gewisser-
massen ganz selbstindig, ein Gedanke, der eigentlich eine Methode
zur Auflosung algebraischer Gleichungen angiebt, und darin besteht,
dass man die Gleichung f(z) = 0 als coexistirend mit der Gleichung
F'(u, z) = O betrachtet. Wird nun die Form von F passend gewihlt,
so dass die Eliminationsgleichung in u aufgelost werden kann, so wird
damit die urspriingliche Gleichung in Factoren zerlegt, also gleich-
falls gelost.

In dem Beweise, den Gordan im X. Bande der Annalen fiir
das Fundamentalprincip der Algebra gegeben, besteht die wesentliche
Vereinfachung eben in der passenden Wahl von F'(u, z), so dass Grad
und alle weiteren Eigenschaften der u-Gleichung beinahe unmittelbar
abgelesen werden konnen, und es ist damit ein algebraischer Beweis
des in Rede stehenden Satzes gewonnen, der an Klarheit und Kiirze
kaum mehr iibertroffen werden kann.

Trotzdem wird es vielleicht nicht ohne Interesse sein, wenn ich
hier den andern Grundgedanken der Gauss’schen Abhandlung zum
Gegenstande der Untersuchung mache. Dort wird das erwiihnte Elimi-
nationsprincip_eigentlich nur dazu beniitzt, die in Folge der Wahl
der Gleichung F(u, ) = 0 complicirtere u-Gleichung vollstindig zu
discutiren. Dasselbe enthilt aber, allgemein gefasst, die vollstindige
Losung des Problems der Factorenzerlegung ganzer Functionen, so
dass also die ,,Demonstratio nova altera® eigentlich das Material fiir

Mathematische Annalen. XV. 11 '
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. zwei von einander ganz unabhingige Beweise des Fundamentalsatzes
liefert, die beide rein algebraischer Natur sind, von denen der eine
seinen naturgemissen Platz in der Theorie der Formen, der nun mit-
zutheilende hingegen in jenem Theile der Algebra findet, dessen Wesen
in der Anwendung combinatorischer Methoden liegt.

1.
Das Gauss'sche Eliminationsprineip.
Es sei das System von algebraischen Gleichungen vorgelegt:
(1) @i(uy, %y, -5 Ay, 4y, -+, An; By, By,- -+ B,) =0,
(¢=1,2,.--,7r459),

mit der Aufgabe, durch Elimination der B ‘hieraus ein System von
Gleichungen in der Form

F o(u, w, A ---A4,)=0,

F, (u,, wu.,, A --- A4,)=0,
@)
Fo_(r_syu,, A --- 4,)=0,
F, (4, 4, -+ 4,)=0,

zu bestimmen. Die Aufgabe ist bekanntlich immer und zwar dorch
algebraische Operationen an den urspriinglichen Gleichungen ldsbar;
die wirkliche Ausfihrung der verlangten Rechnungen stdsst aber, mit
Ausnahme der einfachsten Fille, auf Schwierigkeiten, die wenn auch
in gewisser Beziehung rein mechanischer Natur, doch in der That
uniiberwindlich sind.

Im Folgenden kénnen aber die Eliminationsresultate mit Hilfe
anderweitiger Betrachtungen direct hingeschrieben werden, wenn wir

Ag== Cg bl (—- l)k Ealaz oo Op,
d. i. gleich der %-gliedrigen Combinationssumme von # Elementen
a,,---a, setzen.*) Die « unterliegen keiner wie immer gearteten
Beschrinkung, und es existirt demnach, wie bekannt, keinerlei Rels-
tion zwischen den Grossen C.

Es soll nun nachgewiesen werden, dass die unter diesen Voraus
setzungen enthaltenen Resultate immer in die allgemeinsten iibergehen,
wenn statt der Grossen C die A gesetzt werden, oder mit anderen
Worten, dass jene Festsetoung fiir die A an den aus der Elimination
hervorgehenden Gleichungen nichts dndert, also wiikrend des Eliminations:
processes immer gestattet ist.

*) Die folgenden Betrachtungen bleiben genau dieselben, wenn man dif ¢
als Functionen von «;- - - @, definirt, deren Functionaldeterminante nicht identisch

verschwindet.
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Sei, um dies nachzuweisen, die allgemeine Form einer der Glei-
chungen (2), wie sie die durchgefiihrt gedachte Rechnung ergiebt:

3) Zgri(4y, .- Ay) utul =0
und die entsprechende unter der erwihnten Voraussetzung abgeleitete:
4) Zyai(Cy, - - - C) utul =0,

Setzt man nun statt der 4, ... 4, in (3) die C, - . - C, ein, so
muss die entstandene Gleichung mit (4) vollstéindig tibereinstimmen.*)
Der Quotient zweier entsprechender Coefficienten muss gleich werden;
es ist also :

9,1 (Crs -+ C,) /Y (Cis--- Cy) .
P (A Te,¢(Crr - Cy)

Waire diese Gleichung nicht identisch erfiillt, so ergibe sich daraus
eine Relation zwischen den Grossen C, die nur fiir specielle « existirt,
wihrend die Elimination mit Hilfe solcher « ausgefithrt werden kann,
die diese Relation nicht erfilllen. Man erhilt also simmtliche y Quo-
tienten aus den g Quotienten durch einfache Vertauschung von C
mit A, Mit anderen Worten: Die beiden Gleichungen miissen, mit
Ausnahme der angewandten Zeichen A und C, identisch sein.

Ein Unterschied konnte nur noch darin bestehen, dass die ganze
Gleichung (3) mit einem von den w unabhingigen Factor

(4, ---4s)
multiplicirt erschiene, wihrend der entsprechende Factor in (4) ¢(C, .-+ Cy)
wire. Aber auch hier muss durch Vertauschung der 4 mit C ¢ in o
fibergehen, und zwar in identischer Weise, da sonst wieder eine Rela-
tion zwischen den « bestinde. Es muss also der Form nach auch
@ = 9 sein.

Wir haben in den bisherigen Betrachtungen den Fall unberiick-
sichtigt gelassen, dass zwischen den A irgend welche Relationen be-
stehen. Sind solche von der Form

1(4y---43)=0,
so gelten natiirlich ebenso viele zwischen den «, die durch die
Gleichungen

2(Cy -+ ) =0

gegeben sind. Dann ist der Satz von der Identitit entsprechender
Qoefﬁcienten natiirlich so zu verstehen, dass die gegebenen z-Rela-
tionen zur Transformation benutzt werden konnen, was aber bei (3)

*) Das System der Gleichungen (2) kann natiirlicherweise noch in unendlich
vielen verschiedenen Formen geschrieben werden; eine derselben, und diese sei
eben (3), muss aber durch Vertauschung von A mit C die unter den erliuterten
Voraussetzungen erhaltenen Eliminationsresultate von neuem liefern,

11*
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ebenso gut wie bei (4) geschehen kann, Dann kann man jeder der
Gleichungen unendlich viele Formen geben, die aber wieder durch
einfache Buchstabenvertauschung in einander iibergehen miissen.

Das Wesen des soeben abgeleiteten Eliminationsprincips mag noch
folgendermassen gefasst werden:

Wenn in einer Eliminationsaufgabe die Grossen A,, A,,:- - 4,
als bleibende Constanten vorkommen, so kann man statt ihrer die Werthe
&y, -y 0n, gleichsam als ideale Zahlen einfiihren, und sie — ohne
Vorausseteung des Fundamentalsalzes der Algebra — behandeln, wie
wenn sie die Wurzeln der Gleichung:

i A4+ + A4, =0
wiren. In dem Schlussresultat kdnnen nur ihre symmetrischen Func-
tionen vorkommen, die dann avf gewdhnlichem Wege durch die 4
auszudriicken sind.

In der erwihnten Abhandlung hat Gauss dieses Princip zweimal
angewendet, allerdings ohne es von den Anwendungen losgeldst zu
begrtinden; das erstemal (art. 6.—9.) zum Beweis des Satzes, dass
f(z) und f'(z) dann und nur dann fiir ein gleiches 2 verschwinden,
wenn die Discriminante gleich null ist. In dem Beweise kommt es
darauf an, die Annahme zu vermeiden, dass f(x) = O {iberhaupt eine
Wurzel haben muss. Fiir den Fall dass die Zerlegung von f(z) be-
kannt ist, ist der Satz unmittelbar einzusehen; und da es sich um die
Elimination von z aus die 4 enthaltenden Gleichung handelt, so darf
derselbe nach den vorhergehenden Entwicklungen auf den Fall iiber-
tragen werden, wo diese Zerlegbarkeit nicht zugegeben wird. Das
Eliminationsresultat muss nmlich eine Potenz des Differenzenproductes
der « und zwar eine gerade Potenz sein, weil es eine symmetrische
Function der « ist; also eine Potenz der Discriminante; die Grad-
vergleichung zeigt endlich, dass es die Discriminante selbst ist.

2.
Die Resolvente (*)* Grades fir die Gleiohung ntce Grades.
Sei nun die Gleichung n'» Grades
f@)=an+ Azt 4 - + 4, =0
vorgelegt, von der wir in bekannter Weise voraussetzen, dass sie

reelle Coefficienten und eine von O verschiedene Discriminante besitze.
Dann betrachten wir statt f(z) == O die Gleichung

F()=f(s-+u) ="+ B, #~1+ - -+ B, =0.
Alle Sitze tiber Factorenzerlegung, die in Bezug auf letstere
Gleichung entwickelt werden, gelten dann natiirlicher Weige auch fir
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die erste Gleichung. Und dier Annahme, dass die Coefficienten der
ersten Gleichung die entsprechenden Combinationssummen der Werthe
a, - - - ey sind, ist gleichbedeutend damit, dass die Coefficienten der
zweiten Gleichung aus @y — p,-..a, — pu in gleicher Weise ge-
bildet sind.

Der Werth von g soll im Laufe der Untersuchung in passender
Weise bestimmt werden. Da die zweite Gleichung aus der ersten
durch lineare Transformation entsteht, deren Determinante gleich 1
ist, so ist vor Allem klar, dass ihre Discriminante unveréndert bleibt.

Wenn wir nun alle Werthe von

(=1) (a—p) (@3 —8) - -~ (&—n)
bilden, die aus dem hingeschriebenen durch Permutation der ¢ ent-
stehen, so sind die Combinationssummen dieser Grossen symmetrische
Functionen der « oder « —p, und haben, wenn man diese durch die
4 oder B ausdriickt, eine bestimmte, reelle Bedeutung. Die in dieser

Weise entstehende Gleichung vom Grade (:) ,

F(u)=0
hat demnach bestimmte, mittels eines fertigen Algorithmus zu berech-
nende Coefficienten, die rationale Functionen der B, oder anders aus-
gedrickt, der 4 und g sein werden.

Es soll nun vor Allem nachgewiesen werden, dass p immer so
gewdhlt werden kann, dass die Discriminante der Gleichung F (u) =0
nicht verschwindet. Diese Discriminante, in gewdhnlicher Weise be-
rechnet, wird eine ganze Function von p sein, deren Coefficienten
ganze Functionen der 4 sind. Wenn diese Coefficienten nicht simmt-
lich verschwinden, so giebt dies, als Bedingung fiir das Verschwinden
der Discriminante, eine Gleichung in g, und man kann dann in ein-
fachster Weise einen Werth von g bestimmen, der dieser Gleichung
nicht gentigt. Wir haben also nur nachzuweisen, dass ein Verschwinden
simmtlicher Coefficienten nicht stattfinden kann. In der That, wiirde
hieraus folgen, dass auch die Discriminante der urspriinglichen Gleichung
f(z) = O verschwindet. Wir bezeichnen diese mit D.

Unter der Voraussetzung, dass die 4 in erwidhnter Weise als
Combinationssumme der & darstellbar sind, ist diese Folgerung leicht
zu ziehen. Denn es ist dann die Discriminante von F (%) == 0 ein
Product von Ausdriicken folgender Form:

(ey—p) (0y—p) - - - (0r—p) — (2 =) (ot —p) - - - (& — )
und damit dieses Product unabhingig von dem Werthe, den wir p
ertheilen, verschwinde, muss dies mit irgend einem der Factoren der
Fall sein. Fur einen solchen folgt aber daun, dass der Coefficient
jeder Potenz von p fiir sich verschwinden, dass also das System von
Gleichungen bestehen muss:
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o0, t=aa, -,

’ ’ ’
a|a1...a'_1+... =ala2...ar_l+...,

ai+a2+...+ar=“ll+a{+,..+arr.
Dieses Gleichungssystem besagt aber, dass die Werthereihe
' Gy Gy = &y
von der Anordnung abgesehen, mit der Werthereihe

’

a‘,’ a2,’ e s . ar
iibereinstimmt. Da nun zwei solche Werthereihen nicht in allen Indices
iibereinstimmen, so folgt hieraus, dass zwei «, z. B. «; und a, gleiche
numerische Werthe haben, also die Discriminante der urspriinglich
vorgelegten Gleichung f(z) = 0 verschwindet. Die Umkehrbarkeit
dieser Folgerung ist evident.

Wir miissen uns aber nun wieder von der Voraussetzung befreien,
unter welcher dieser Beweis gefilhrt wurde. Im Allgemeinen erhalten
wir die Discriminante der Gleichung F (u) =0 in der Form:

o+ np 4 rp® + o+ npt
und es fragt sich, ob die Gleichungen:

r,=0, r,=0,..., =0
iiberhaupt zusammenbestehen konnen. Dass fiir gewisse in bestimmter
Weise gewihlte 4 dies in der That der Fall ist, ist nach dem Vor-
Lergéhenden bekannt. Die Gleichungen widersprechen sich nicht, und
die 4-Werthe, die dem Gleichungssysteme entsprechen, miissen schliess-
lich auch einem reducirten Systeme Geniige leisten, welches die
Form hat:

@i (4iy A1,y - -+, 4a) =0,
(G=1,2,-n)-

Selbstverstindlich kdnnen einige dieser Gleichungen identisch ver-
schwinden. Da dies die Bedingungen fiir beliebige A sind, miissen
dieselben auch bestehen, wenn man statt der A die Combinations-
summen C setzt. So erhilt man also:

@:(Ci, Cigry - -+ Co) = 0.

Nun folgt aber aus @; = a; nach dem Fritheren ¢; = 0. Und es muss
@; durch «; — «; theilbar sein. Da nun ¢@; eine symmetrische Func-
tion der «, so folgt hieraus, dass @; durch D theilbar ist, und diese
Eigenschaft bleibt natiirlich bestehen, wenn wir auch statt der C die
A setzen. Wenn aber der Ausdruck ¢ nicht alle 4 enthilt, ist diese
Theilbarkeit absurd, und es miissen also alle - Gleichungen mit Aus-
nahme der ersten identisch verschwinden.
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Das Zusammenbestehen der Gleichungen r = 0 ist daher an die
eine Bedingung: ..
(4 4y, -+, Aa) =0 .
gekniipft. Dann schliessen wir aber wie friiher, dass ¢, durch D
theilbar ist. Sei ¢ die hochste Potenz der Discriminante, die in g,
enthalten ist, so wird:

@, (4y, -+, Aa)=Dryp(4,, - -+, 4a)-

Nun kdnnen die r-Gleichungen auch dadurch zusammenbestehen,

dass = 0 ist. Geben wir wieder zu den C iiber, so folgt aus

v(Cy, -y C) =0,
wieder:

O == O,

d. h. ¢ als Gleichung in e&; aufgefasst hat die Wurzel «,, ist also
durch ; — o3 theilbar und, wie wieder hieraus folgt, auch durch D
theilbar. Dies ist aber nicht moglich, da wir aus ¢ schon die hichste
Potenz der Discriminante herausgehoben verlangten. % darf also ein
hestimmtes «; nicht enthalten und enthilt also kein einziges «, also
auch kein C; ¥ muss also auch urspriinglich von den A unabhingig
sein und ist demnach eine reine Constante.

Demnach ist in der That die Bedingung dafiir, dass die Diseri-
minante der Gleichung F'(w) = O ohne Rucksicht auf den Werth von
p verschwinde: D¢ =0, wenn D die Discriminante der urspriinglich
vorgelegten Gleichung bedeutet. v

Da nun D als nicht verschwindend vorausgesetzt wird, kann die

Gleichung

rotrnpe+- -+ npt=0
nicht identisch erfiillt sein, und wir denken fiir das folgende g immer
so bestimmt, dass es diese Gleichung nicht befriedigt.

3.

Gleichungen, denen die Coefficienten eines beliebigen Factors fiir eine
gegebene ganze Function geniigen.

Die im Folgenden zu untersuchende Gleichung denken wir uns,
den im vorhergehenden Artikel enthaltenen Erdrterungen gemiss, durch
eine einfache lineare Substitution so umgestaltet, dass die zugehbrige
Resolvente F (u) = O eine von Null verschiedene Discriminante besitzt.
Diese schon transformirte Gleichung sei:

4 A+ .-+ Ap 2+ 4, =0,
und wir wollen nun direct die Bedingungen untersuchen, unter welchen
man einen Factor r'e® Grades fiir das gegebene Gleichungspolynom
bestimmen kann. Soll demnach
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At Ay 1z Aa
= (@ +w &= Sty 34) (@~ + B 2=~ -+ B.)
sein, so erhilt man durch Vergleichung der einzelnen Potenzen von
z ein Gleichungssystem folgender Form:

 + B, = 4,,

%, + By, + B, = 4,,

Uy Bn—r = An'
Dieses System von Gleichungen muss nun wenigstens eine reelle Werth-
reihe der Grossen w und B zulassen, wenn das urspriingliche Gleichungs-
polynom einen reellen Factor rte® Grades haben soll. Da aus den 4
vorausgesetzt, dass das System iiberhaupt moglich ist, die B sich linear
bestimmen, wird es zur Discussion desselben am geeignetsten sein,
durch Elimination der B ein System von r Gleichungen mit den Un-
bekannten u herzustellen. Die zu untersuchenden Gleichungen haben
aber die in Art. 1 behandelte Form, und wir diirfen demnach wabrend

des Eliminationsprocesses die A in der Weise aus den & zusammen-
gesetzt denken, dass das Gleichungspolynom

(—a) (—a) - - - (B—an)
wird, wihrend das Eliminationsresultat auch dann richtig bleibt, wenn
wir diese Voraussetzung fallen lassen.

Nun lassen sich aber die Eliminationsgleichungen mit Hilfe der
auf rationale Functionen von n Elementen bezfiglichen Sitze unmittel-
bar hinschreiben. Denn der Factor r*» Grades muss jetzt die Form

(F—a) (@—ay) - - (@—a)
besitzen, und die Werthe von %, sind demnach:
(=) eea,---a
und die durch Permutation der « hieraus entstehenden. Die Gleichung
fiir u, ist demnach keine andere als die im vorigen Art. behandelte

Resolvente vom Grade (:) , deren Discriminante in Folge unsrer Fest:

setzungen nicht verschwindet. Dann kann man aber die zugehbrigen

%; * * * %y durch lineare Gleichungen bestimmen. Es ist z. B.
U= (—1YZea, .- a,

wo die Summation auf die Elemente «, - - . &, bezogen wird; dieser

Ausdruck gestattet aber alle jene Permutationen der @, die u, nicht
verindern, und man hat aus dem Lagrange’schen Satz iiber #haliche

Functionen:

F’ (ur)ws = ©i (ur),
eine lineare Gleichung fir u;, Die Ableitung dieser Gleichung wird
nur dann illusorisch, wenn F”(u,) mit F (u,) zugleich verschwindel
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und es tritt dann eine Gleichung hoheren Grades an ihre Stelle. Um
diesen — allerdings nur scheinbaren — Ausnahmefall zu vermeiden,
mussten die im vorhergehenden Artikel enthaltenen Betrachtungen ein-
geschoben werden.

Das Eliminationsresultat ist demnach auch in allgemeingiiltiger
Weise:
F(u,)=0,
F’ (ur) - wy = O, (ur),
F' (uy) + thy—y = O,_1(%,),
wo F’ (u,) fiir kein der ersten Gleichung entsprechendes u, verschwinden

kann. F(u,) =0 ist die friher behandelte Resolvente (:)m. Grades.

Und das Problem, einen reellen Factor r'* Grades fiir eine ganze
Function n'» Grades zu bestimmen, ist somit darauf zuriickgefiihrt, eine
reclle Wursel der Resolvente zu finden. Beide Aufgaben werden zu-
gleich moglich oder unméglich sein.

Fir » = 2 ergeben sich hieraus, in wenig gednderter Form, die
in Gauss’ Abhandlung enthaltenen Resultate. Hierauf weiter ein-
zugehen, wiire wohl iberflissig; nur die Bemerkung moge noch Platz
finden, dass dann die obigen Formeln die einfachste Anweisung zur
numerischen Berechnung der complexen Wurzeln enthalten.

Im Folgenden wollen wir aber r so zu bestimmen suchen, dass
die zu benutzende Resolvente direct von unpaarem Grade sei, also das
Problem der Factorenzerlegung direct auf dic Bestimmung einer recllen
Wurzel einer Gleichung von unpaarem Grade suriickgefiihrt werde.

4.

Directe Bestimmung eines reellen Factors durch die reelle Wurzel
einer @leichung von ungeradem Grade.

Wir setzen selbstverstindlich voraus, dass die Gradzahl der zu
betrachtenden Gleichung eine gerade Zahl ist, da im entgegengesetzten
Fall ein Factor ersten Grades immer bestimmt werden kann.

Sei nun zuerst der Grad der Gleichung keine Potenz von 2; dann
wird derselbe:

n=2%.q,
und wir setzen dann einfach:

r = 2%,
Dann wird:

(") = 2tg(2tqg—1) (2Fq—9) ... (2Fg—2F41) .
r Fot—(2f_y...2.1
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Nun ist 2*g—s und 2*—s immer durch dieselbe Potenz von 2
theilbar, und wenn man diese wegschafft, enthalten Zahler und Nenner

nur ungerade Zahlen, und es wird demnach (:) = (2;4) in der That

eine ungerade Zahl.
Wenn zweitens der Grad der Gleichung eine Potenz von 2 ist:
n =2k,
dann setzen wir
7= 2k-1,
und erhalten
(n) et neEt—9... 2t g .- @21+
2&—1(21'—1_1) (2k-—l__2) e (2“1_3) c 2.1
Nun ist wieder 2*—s und 2*—!—s durch dieselbe Potenz von 2
theilbar, wenn s nicht null ist, und man erhélt in diesem Falle

()=,

wo v eine ungrade Zahl bedeutet.

Der Grad unserer Resolvente enthilt also in diesem Falle noch
einmal den Factor zwei; dieselbe wird sich aber in Folge der unter
ihren Coefficienten stattfindenden Relationen durch Auflésung einer
Gleichung »'» Grades in quadratische Factoren zerlegen lassen.

Bevor wir hierauf ndher eingehen, mbdge noch die Bemerkung
Platz finden, dass unter den Resolventen, die dem untersuchten Typus
angehoren, sich tiberhaupt keine findet, deren Grad eine ungerade Zahl
ist; denn es ist:

(2*-2: —r (2‘—‘+r) (23‘_’;-1-) 2‘—-23,‘— ok _gk—l_ g

wo der Nenner des zuletzt stehenden Bruchs hochstens die 2*—2te Potenz
von zwei enthiélt. Fir alle der betrachteten Classe angehorigen Resol-

3 der Grad durch 4 theilbar.

Wir gehen nun nidher auf die Relationeén ein, die zwischen den
Coefficienten der Resolvente 27" Grades stattfinden, und sind nach
dem Friuheren berechtigt, wihrend der Aufstellung dieser Relationen
die Zerlegbarkeit der urspriinglichen Gleichung anzunehmen. Dann

venten ist also, wenn r nicht gleich >

ist jede Wurzel der Resolvente ein Product von % Elementen «, und

je zwei derselben %; und u,/ geben als Product das letzte Glied der
urspriinglichen Gleichung A4,.

Das letzte Glied der Resolvente ist demnach 4’ -

Fir das vorhergehende erhilt man:

(12—t Zugty - - - Ugy—y = (— 1) A"~ Zu,,
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und dhnlich fiir die iibrigen, und daher, wenn man die Resolvente
ausfiibrlicher:
Fu)=u+ Ku—1+ .- 4+ Ky, 14 + K3, =0
schreibt, die folgenden Coefficientenrelationen:
Kiv A-'
sz—l = A" lKu

Kvs—i = A' iKU
so dass, wenn man noch der Kiirze wegen

r—r
Vv—r =y’ + é_

setzt, die Resolvente die Form:
77+K| Vv—1+"'+K,_|Vy+.Kr=O

annimmt; hier wurde allerdings der Factor w” entfernt; dies ist aber
gestattet, da die Resolvente durch den Werth 4 = O nicht befriedigt
werden kann. Sonst miisste A4, verschwinden, und dies gibe den
Factor 2 fir die urspriinglich vorgelegte Gleichung. Uebrigens ent-
hielte dann auch die Resolvente die Wurzel  mehrfach, und dieser
Fall wiirde durch die lineare Transformation umgangen. Nun hat man

bekanntlich
V,=V,2*—24,

.V: = V:—l .V] —4 V,_g,
und erbélt demnach die Resolvente in der Form

®(V)=0,
als Gleichung »*» Grades in

V=u+ .

Da nun aus derselben immer ein reeller Werth von V bestimmt
werden kann, giebt die letzte Relation, als Gleichung in % aufgefasst,
zwei Werthe des w. Diese Auflosung wird aber nicht immer geniigen,
demn wir verlangen eine reelle Factorenzerlegung, also auch reelle
Werthe von . Ohne tieferes Eingehen auf die Resolvente erhilt
man durch diese Auflésungsmethode nur dann mit Gewissheit reelle
u-Werthe, wenn A, negativ ist.

Um aber den Fall, dass A4, positiv ist, zu absolviren, betrachten
wir statt der Resolvente F'(u) =0 die folgende Gleichung F'(u)- F'(—u)=0,
wo es unmittelbar klar ist, dass eine Wurzel der letzteren auch immer
eine Wurzel der ersten bestimmt.

Dies wird aber in der zuletzt erhaltenen Form:

O (V). ®(—V)=0,

und weiter
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oder da bei der ausgefiihrt gedachten Multiplication die ungeraden
Potenzen von ¥ herausfallen :

¥ (V) =0,
wo ¥ abermals vom 2te® Grade ist. Da aber
Vi—w4 4 424
in der Form
A\?
(u—2) +44

geschrieben werden kann, so erhilt die Resolvente schliesslich die
Form:

X(U? =0,
wo X wieder vom v'*® Grade und
A
U=u— Y

ist.

Von der X-Gleichung ldsst sich aber nun zeigen, dass ihr con-
stantes Glied negativ ist. Um dieses zu berechnen, diirfen wir wieder
die % in bekannter Weise aus den a zusammengesetzt denken. Dann
geniigen der Gleichung, wenn wir wieder mit %; und %/ zwei solche
Werthe bezeichnen, deren Product gleich 4, ist, alle Werthe (u; — )2,
deren Zahl eben », so dass das gesuchte letzte Glied der Gleichung
wird: i ’

(—1y {(“1_“0 (U —)) - -+ (Uy— “',)}z,
wo die Eintheilung der u so fixirt sein mag, dass alle jene u ohne
Accent geschrieben sind, die «, enthalten. Nun ist aber schon:
(#y— %)) (Uy—)) - - - (uy—t4y)

eine symmetrische Function der -«. Dass sie sich fiir eine Permutation
der «, die &, ungedndert lasst, nicht @ndert, ist unmittelbar klar; wir
untersuchen nun, was bei einer Vertauschung von e, mit ¢, geschieht.
Dort, wo u; diese beiden enthilt, geschieht gar keine Aenderung; in
den iibrigen geht % in ein « iiber, und umgekehrt, es vertauschen
sich zwei Factoren, indem sie zugleich das Zeichen wechseln; da dies
aber bei beiden geschieht, bleibt der Werth derselbe. Dass der Factor
u; — u; in sich selbst iibergeht, und dabei nur das Zeichen wechselt, ist
nur dann moglich, wenn die Zahl der « gleich zwei ist, was dem Fall
der Gleichung zweiten Grades entspriche. Dieser Fall, den wir hier
nicht zu betrachten haben, ist in der That ein Ausnahmsfall, der
einzige, wo eine Zerlegung in reelle Factoren nicht immer moglich.

Da nun schon das Product (%,—wu,’) - - - (4,—u,’) durch die Coeffi-
cienten der Gleichung ausdriickbar ist, erhidlt das letzte Glied der

Gleichung 7% = 0
X(U?) =
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die Form:
(=1 [g4, - - 4P
was, da v eine ungerade Zahl ist, in der That einen negativen Werth
ergiebt.
Hieraus folgt aber ein positiver Werth fir U2, demnach ein
reeller Werth fiir U, und schliesslich unter der Voraussetzung, dass
A, positiv ist, aus der Gleichung

u—i==l7
%

ein reeller Werth von u, der — eventuell mit geindertem Vorzeichen —
auch der Resolvente F (u) = 0 geniigen muss.

Damit ist aber auch fiir diesen letzten Fall die Zerlegung der
Gleichung 28t Grades in swei reelle Factoren vom Grade 2»—! geleistet,
und bis auf die Auflésung einer Gleichung zweiten Grades mit reellen
‘Wourzeln ist die einzige irrationale Operation, die hierbei auszufithren
ist, die Bestimmung einer reellen Wurzel in einer Gleichung von un-
geradem Grade. .

Budapest, Februar 1879.



Ueber die Reduction Abel’scher Integrale auf elliptische und
hyperelliptische.
Von
Leo KoniesBerGER in Wien.

Im 4t Hefte des 86'» Bandes des Borchardt’schen Journales
habe ich die Frage behandelt, ob sich von vornherein charakteristische
Eigenschaften fiir die Moduln derjenigen elliptischen Integrale angeben
lassen, auf welche sich gewisse Abel’sche Integrale von der Form

S VRG) as

reduciren lassen, worin f eine rationale und R eine ganze Function
von z bedeutet; ich fand dort, dass, wenn ein A bel’sches Integral
erster Gattung — und auf Integrale erster Gattung sind, wie ich frither
gezeigt habe, alle Transformationsprobleme zuriickzufiihren — von der
Form

[ @ ¢/R@Y as,

worin # > 2, auf ein elliptisches Integral reducirbar sein soll, dies nur
fiir #» =3, 4,6 der Fall sein kann, und zwar haben die elliptischen
Integrale, auf welche sich die Integrale

Jr@ VR@Y 4z, [v() WR@Y as

reduciren lassen, wenn im ersten Falle r =1, 2, im zweiten r=1, 2, 4, 5

ist, den Modul der complexen Multiplication %I/2+ V3 oder einen

aus diesem trausformirten, wihrend die elliptischen Integrale, auf
welche die A bel’schen

Jv@ VE@Y dz
zuriickfithrbar sein kdnnen, worin r = 1, 3 ist, den complexen Multi-

. 1 . . . .
plicationsmodul l/? oder cinen aus diesem transformirten besitzen.
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Mit Ricksicht auf die in der vorliegenden Arbeit folgenden Un-
tersuchungen will ich auf Grund des in der oben citirten Arbeit
bewiesenen Satzes, dass gleiche Multiplicatoren nur dann zwei ver-
schiedenen Moduln der complexen Multiplication zugeh6ren kdnnen,
wenn die Moduln in einander transformirbar sind, und zufolge der
Bemerkung, dass die elliptischen Integrale

das dz
= Jie =t
ds l " dy 1 ' dt -1
e aeon — 2 e (Y ="1)

die eomplexe Multiplication mit den Multiplicatoren
23, cos%'+isin2—;, coszs—"+i§in26—’

besitzen, den obigen Satz so aussprechen, dass die Integrale von der
Form

Jv@ VBGY 4z, [v@) YR@Y 4z, [4(@) VR@Y ds,
mit den oben angegebenen Beschrinkungen fiir die Zahl r sich nur
auf die resp. Integrale

und f Vi

__ds

Jrs

welche die 3' und 4'* Einheitswurzel zu Multiplicatoren haben, redu-
ciren lassen konnen.

Es blieb jedoch noch eine wichtige Frage unerledigt, nimlich alle
Abel'schen Integrale der bezeichneten Form ansugeben, welche auf
elliptische Integrale reducirbar sind, und die vollstindige Beantwortung
dieser Frage soll den Gegenstand der vorliegenden Arbeit bilden, indem
ich zugleich die Frage der Reduction selbst etwas zu verallgemeinern
suchen werde.

Sei die irreductible algebraische Gleichung

f(z,9) =0,
fir welche wir die zugehdrigen Abel’schen Integrale untersuchen
wollen, eine algebraisch auflosbare, so dass in der bekannten A bel’-

schen Bezeichnungsweise y als algebraische Function p'* Ordnung
dargestellt die Form hat

cos 2% + i 8in

1 2 n—1
Yy=0%+ar"+ap"+ -+ adap”,
worin g, , ¢,, * - - gs—1 und p algebraische Functionen g — 1'** Ordnung
bedeuten, und n fiir die folgende Untersuchung jede positive ganze
Zahl vorstellen darf; sei ferner ein Integral
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f F(z, y)dz

vorausgesetzt, das sich durch eine algebraische Transformation aof
elliptische und hyperelliptische Integrale reduciren lisst, so dass

(¢) F(z,y)dx = F, (2,,) Rep, 41(2,)) d2, +F, (327VRSP-+1(32)) dsy+-

+ F, (e, Rap,41(2)) d2,+u+ 4, logy, + 4,logv, +-
+ 4gloge,

Bsp+1(8);, Rapt1(2), - - - Rap,4+1(8)
ganze Functionen von 2 von dem Grade bedeuten, den der Index angiebt,
81y Byy c By Uy Yy, Vg -
algebraische Functionen von z, und 4,, 4,,.--4 Constanten vor-
stellen. .

Mit Hiilfe &hnlicher Schliisse, wie ich sie in meinen ,,Vorlesungen
tiber die Theorie der hyperelliptischen Integrale® fiir die Behandlung
des Transformationsproblems gemacht, kann leicht gezeigt werden,
dass dann jedenfalls auch eine Begichung von der Form existirt

J.F(z,y)dx=2Fl (gg),’/Rm_’_l(@_)) gy
+2'Fz(§i”»thﬁ'T))dci”+--.

Py S -
+ () By () 28
+ M+ B, log ¥, +---+ B, log Vo,
worin 8 eine positive ganze Zahl, die Grossen
€, 8, ... g;':

Lisungen einer algebraischem Gleichung p,'» Grades sind, deren Coeff-
cienten rational aus z und y zusammengesetet sind, die Irrationaliliten

I/ Rsp,+x(‘€(xr))’ I/ Rsp,+x(§¥))' I/ Rip,+l.(§;::))
mit Hiilfe eben dieser Grissen x und y durch die resp. Grissen "
rational ausdriickbar sind, endlich die Grossen
U, vV, V,y -+ Vo
rationale Functionen von x und y bedeuten.

Und endlich wird ebenso, wie fiir die Transformation der hyper-
elliptischen Integrale hergeleitet worden, folgen — alle diese Sitze

wird, worin
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gelten ganz allgemein filr die Transformation Abel’scher Integrale
irgend eines Geschlechtes auf Abel’sche Integrale desselben oder eines
andern Geschlechtes —, dass fiir die Integrale erster Gattung

& agn gt agy T+ e
le—(_t{r)) Vhﬁp,-f—l (K(Zr)j VB’p,.+l (t;r )

ist, worin k irgend eine der Zahlen 0, l,2,---p,—l bedeutet und
F,(z, y) dz ein Abel’sches Differential erster Gattung vorstellt, welches
der obigen Annahme gemiss die Form haben wird

=F,(zy)dz

1 n—1
() (Qo + le + Q?P + - Quip " ) dz.

Es ist somit das ursprﬂnghche Problem wieder auf die Behand-
lung des Reductionsproblems der Integrale erster Gattung zuriickgefiihrt,
indem gezeigt worden, dass jedenfalls sur Gleichung f(z,y) — 0 ge-
hirige Integrale erster Gattung existiren miissen, welche auf je ein zu
Jjedem hyperelliptischen Integrale der rechten Seite von () gehoriges System
gleichartiger hyperelliptischer Integrale erster Gattung reducirbar sind
oder auf je ein elliptisches Integral erster Gattung von den in der Glei-
chung (&) befindlichen elliptischen Integralen.

Von den Integralen erster Gattung der Form (8) wollen wir fiir
jetzt nur die Fundamentalintegrale einer niheren Untersuchung unter-
werfen und als solche die in den Formen

fQoda:, fQ.P%dz, .. .fQ,,_lpt?dz

enthaltenen definiren; es seien die mothwendigen und hinreichenden
Bedingungen dafiir aufzustellen, dass ein Fundamentalintegral erster

Gattung
» (4
j Qep" dz,

worin @ und » relativ prim sind, auf ein elliptisches Integral erster
Gattung zuriickgeftihrt werden kann, wobei wieder nach dem oben an-
gefilhrten, allgemein giiltigen Satze angenommen werden darf, dass
die Gleichung

M | erP dz =fV—(t)

50 befriedigt werden kann, dass 2 und }/p(2) rationale Functionen von
L4
z und Qep” sind.
Ich kdnnte nun auf die aus der Theorie der complexen Multipli-
cation hergeleiteten Resultate meiner oben erwiihnten Arbeit mich

Mathematische Annalen. XV, 12
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- stiitzend, unmittelbar schliessen, dass #» nur die Werthe 2, 3, 4, 6
haben kann, ziehe es jedoch vor an dieser Stelle jenes Resultat noch
einmal in einer etwas verinderten Form abzuleiten, wie es fiir den
Uebergang zur Reduction auf hyperelliptische Integrale sich als noth-
wendig erweisen wird.

Lisst man némlich die Variable 2z einen geschlossenen Umkreis

(4 L
von der Art beschreiben, dass p® in den Werth ap® tibergeht, worin
€ == co8 2—:- + i sin 27"
ist, und gehe vermoge des vorausgesetzten rationalen Zusammenhanges

zin g, Vole) in Vo@)

tiber, so wird sich die Beziehung ergeben

d¢ —. de
@ Vol " Vet
fir welche # und { durch eine algebraische Gleichung mit einander
verbunden sind. Setzt man die Polynome ¢(s) und @ () in der
Legendre’schen Normalform voraus — was nur der Kiirze halber
wegen der folgenden Einfilhrung des &-Moduls geschieht —, so liefert
bekanntlich die Bedingung der algebraischen Beziehung zwischen s
und § fiir die Perioden des elliptischen Integrales die Relationen

meo =areo -4 asa,
mo =oare 4 as'o’,
worin m, r, 8, ¢, § positive oder negative ganze Zahlen bedeuten, oder
ar —m as
ar’ as’ —m
d. h. es muss a die Losung einer ganssahligen quadratischen Gleichung
PEL
sein. Nun kann aber @ =¢ * nur die Losung einer quadratischen

ganzzahligen Gleichung sein, wenn n = 2, 3, 4, 6 ist, und diese Glei-
chungen lauten, wenn der Fall # = 2 ausgeschlossen wird,

e+ a+1=0, a24+1=0, oa? —a+41=0;
daraus ist aber auch die Form der zugehorigen Moduln der &-Functionen
sofort zu erkennen, denn aus den oben aufgestellten Periodenbeziehungen

=0, .

folgt durch Elimination von ¢, wenn 2% = 7 gesetzt wird, die qua-
dratische Gleichung

s 1?4+ 2(r—8)-t—4r=20
also

e e T S S S R (T
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und da vermdge der obigen Bestimmungsgleichungen fiir « die drei
Relationen zwischen den Transformationscoefficienten gelten mfissen

2
m(r—}-s) —1.01 m 1,

==
rs —r's L rs —78

so folgt leicht, dass die &-Moduln in den drei in Frage kommenden
Fillen die beiden verschiedenen Formen haben werden

. T V—3 und =2 B

Beachtet man ferner, dass, wenn zwei Glelchungen von der Form
ag dz _dt ds,
= - und =1
Voo Valel Voutd  * Vaulen
mu gleicher Zeit bestehen, die entsprechenden Periodenbeziehungen

mo=aro-+ ecso’, mo, =aro,+ aso,
awischen den §-Moduln

20 20,
—_— = f’ T‘ = t‘
die Beziehung liefern
mysr + 2(rm‘—r,m)
ms,

tl=

und jeder linearen Beziehung zwischen &-Moduln auch wirklich eine
algebraische Transformation entspricht, so wird immer, wenn iiber-
haupt eine Reduction auf elliptische Integrale moglich, diese Reduction
auch auf die Integrale

" ds ' ds —_1 dt
Vee—1' JVe—1’ Vz“ i ij(y‘ 2 Jyi—¢e
ausfithrbar sein, und es folgt somit der Satz,
dass wenn ein Abel’sches Fundamentalintegral erster Gattung

von der Form
e
erp" dz

auf ein elliptisches Integral reducirbar sein soll, dies nur fiir
n=2,3,4,6 der Fall sein kann, und zwar werden fiir n=3,4,6
dic beiden einsigen Formen der reducirten elliptischen Integrale

ds und é! .

| £ Ve—1

sein.

Es wird sich jetzt darum handeln, die Form aller jener reducir-
baren Abel’schen Integrale festzustellen und die Transformationen an-
zugeben, welche diese Reduction leisten — eine Aufgabe, die voll-
stindig gelost werden soll fiir den Fall, dass ¢, und p algebraische

12%
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Functionen Otr Ordnung sind oder dass die zu untersuchenden Abel’-
schen Integrale von der Form sind

f ¥ (2) (JR@)dz.

Legen wir zuerst die Reductionsgleichung

3) f Q.p dz = ',,_,)

unserer Betrachtung zu Grunde, aus welcher eine Bedingung fir das
Polynom ¢(2) sich aus der Theorie der complexen Multiplication der
elliptischen Functionen nicht ergiebt, und lésst man z einen ge-
schlossenen Weg von der Art beschreiben, dass p} den entgegenge-
setzten Werth annimmt, wihrend ¢ und Y@ () in ¢ vnd Vo (£) tiber-
gehen, so erhilt man

' df
2 d 4z _
.f Q'p 7= V (z Voo

und daher, wenn
p(8) = (1—2*) (1—k2")

gesetzt wird, )
T az
4) 2anP d$=fﬁzr);

worin bekanntlich Z sich als das Product einer in z und Q.%p ratio-
nalen Function in Q,pt darstellt, wihrend )/ (Z) eine rationale Func-
tion von z und @,2p bedeutet. Es ist aber auch leicht zu sehen, dass,
wenn

®) Z = fi@ Q’p)Qirt, Vo(Z) =Tz, ¢’p)
ist, wegen
d(Ql P)
9 fl (z) Ql‘p)
AZ = [.éft.@;;fﬂl 41 : J Q pldz
az
Vol — F(z) pr*dx

wird, worin F(x) eine algebraische Function w'*r Ordnung bedeutet,
sich also ein auf elliptische Integrale reducirbares Abel'sches Integral
der betrachteten Art ergiebt. Es ist die Untersuchung somit auf die
Erfillung der Gleichungen (5) zuriickgefihrt, oder darauf, dass 4

V(1—f,(x,@,*p)* @’ p) 1 —F*f, (2, @’ D) O\*p)

sich als rationale Function von z und @Q,2p darstellen lisst.
Betrachten wir den speciellen Fall, dass @,?p eine algebraische
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Function O'r Ordnung, also eine rationale Function ist, so wiirde eine

Function L
Z =f(z) V' R(z),

worin f(z) eine rationale Function und R(z) eine ganze Function von
z bedeutet, so zu bestimmen sein, dass

VIl — @) R@)][1 — k*f*(z) B(2)],

worin die Constanten in f(z), in R(z) und k selbst passend zu wilhlen
sind, eine rationale Function von z wird, oder es werden jene unbe-
stimmten Coefficienten der Bedingung gemiigen miissen, dass

(1 — (@) R@) (1 — Bf2(2) R(2)

nur Doppelfactoren besitet; alle diese und nur diese Fille werden die
auf je ein elliptisches Integral reducirbaren hyperelliptischen Integrale
erster Gattung liefern; sugleich ist mit diesen Integralen die Substitution
gefunden , welche sie in die elliptischen Integrale viberfiihrt.

Wie das Problem fur den oben zu Grunde gelegten Fall der alge-
braischen Function u'* Ordnung weiter zu behandeln ist, soll hier
nicht nidher erdrtert werden; ich gebe die dabei in Anwendung kom-
menden Betrachtungsweisen in einer im 3'** Hefte des 87'* Bandes
des Borchardt'schen Journals demnéchst erscheinenden Arbeit tiber
die , Erweiterung des Jacobi’schen Transformationsprincips‘ aus-
fihrlich an, in welcher die Unmdglichkeit der algebraischen Trans-
formation fiir Abel’sche Integrale, deren p > 2 ist, nachgewiesen
wird, eine Untersuchung, die mit dem Gegenstande der vorliegenden
Arbeit in engem Zusammenhange steht.

Ich gehe jetzt zur Untersuchung der Gleichung

(6) f@e?’d‘”—fh,_l

tiber, in welcher ¢ die Werthe 1 oder 2 annehmen darf und s sowie

2
V£ —1 wiederum als rationale Functionen von z und Qr % betrachtet
werden diirfen. Dies Problem lisst eine bedeutende und fiir das Nach-
folgende sehr wesentliche Vereinfachung zu.
Aus (6) gehen :ﬁmlich, wenn gleschlossene Wegeldurchliufils,
welche, wenn @ = ¢ ° gesetat wird, p® successive in ¢p ® und a?p®
liberfihren, die Beziehungen hervor

£

('3
7 S gp—_ G5 ds ] S gy G5
(M) Qep® dzx i Ve 0Qep® dz Vo

in welchen
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2. e
3l=/‘(x; qus), Ved—1 = F |z, ers)’
@) 22=f($, a(’er—g_), VF=F , “? QQP—g—)y

Loy =f (”’“2" qu%), Ved—1 =F (x, a2 er%)

ist, worin f und F rationale Functionen der in ihnen enthaltenen
Grossen und zwar in den drei Gleichungssystemen dieselben bedeuten.

Nun folgt aber aus (7) durch Addition der drei mit 1, e—¢, a—%
multiplicirten Gleichungen

)

Vz’——x-l- Vs.’ + Vgi_l ’
und vermbge der mit Hilfe der Substitutionen

5, =2,, &=aZ,, z,=u0Z,
hergeleiteten complexen Multiplicationsgleichungen

ds__ __az, _ dn ____otdz, ds, " a'®dz,
Ver—1 VZi—1' Vai-1 Vzg—1' V=1 VZi-i

die Beziehung

£
10 3 — _ 4z iz, aZz,
1o 3" dz VZE—1 * VZ#—1 * Vzi—1'’

£
worin, wenn der Kiirze halber @, p® =y gesetzt wird, den Gleichungen
(8) zufolge

Z,=f(z9) y VZp—1=F(z,y) ,
(1) Z, = **f(z, aty), VZ’—1=F(z, aty),
Zy = ot f (m,a%y), VZi—1=F(q, “"y)»
sein wird,
Setzen wir nun zur Addition der drei elliptischen Integrale der
Gleichung (10) nach dem Abel’schen Theorem
(12) a2+ a2+ ag—bysL—1 =0,

welcher Gleichung die drei Werthe Z,, Z,, Z, mit den zugehdrigen
Irrationalititen geniigen sollen, so folgen nach (11), wie man leicht
sieht, fiir die Constanten a,, a,, a,, b die drei Bestimmungsgleichungen
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a, (Pz+ Q.9+ R,y*) + a, (Py+ @y + R,y :
+ ap — b (B+Qy+Ry*) =0,
12 | Prt o Quy e Ray?) - 0y 2 (P00 Qg+ o)
+a—b(B +a¢Qy +ate Ry} =0,
a,o¢(P, +a’¢'Q,y+u?R2y2)+a, a?(P + o @y + et R,y*)
+a,—b(P +ea*eQy+ et Ry*)=0,

worin die Grossen

P?) Q‘!) R2’ ‘P!’ QI) RI ’5B|, Ql) ERl
rationale Functionen von z und y® = @,%p¢ sind.

Multiplicirt man nun das Gleichungssystem (12) der Reihe nach
mit

1 1 - 1,
1 at  afe,
1 afe a®, .

und addirt je drei Gleichungen, so folgt
Ry + 0,0y +a,-1—3B =0,
4, @9+ a, Py +ay-0—dRy*=0,
a,P, +aRy+a,-0—0Qy=0,
und hieraus wiederum durch Multiplication der drei Gleichungen mit
1, y, y?, wenn ausserdem die eine Constante a, = 1 gesetzt wird,
Liy+a,-1—b-M =Ny¢,
L,y+a,-0—b-M,=N,y?
a; - Lyy + a,-0—b - My= Nyy?,
Ly; L,, Ly, M,, M,, M;, N,, N,, Ns
wiederum rationale Functionen von 2 und y® = @,3p¢ sind. Somit
wird also, wenn U, V, W den Charakter ebensolcher Functionen haben,
(13) 4=Uy, o="V.y b=W.g
sein und sich daher vermdge der Gleichung

(£4-ay 24-a,)? — b2 (£ —1) = (6 — Z,) (s —2,) .("-Za) (¢ —2),
aus welcher fir .= 0

worin

hervorgeht, nach (11) und vermdge des Umstandes, dass
ZZyZy=[(z,9) - f(x, ety) f (z, o*ey)

sich als rationale symmetrische Function von y, ey, ai¢y rational

durch z und y? ausdriicken lisst, die Bestimmuugsgleichung

(14) Z=T-y
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ergeben, worin T eine rationale Function von z und @,®p¢ bedeutet,
und Z der Gleichung geniigt

dz, _+ d& az, _  daz
Vzi ¥z, VZi—1 Vzr—1

Zugleich folgt aus der Glelchung (12) die zu Z gehorige Irra-
tionalitdt in der Form

7] — 2 +aZ+a
V1= Ztnita

oder nach (13)
Vﬁ:ﬁ=ﬂi%ﬁl=ﬂ

eine rationale Function von 2 und @g3p¢.
Wir erhalten somit den Satz, dass, wenn ein Abel'sches Integral

£
von der Form / Q,ps dz auf ein elliptisches Integral reducirbar scin
soll, die Reductionsgleichung

[

lauten muss, in welcher

L
Z="T-Qp’ uwnd Y23 —1=1,

sind, wenn T und T rationale Fumctionen von x und Q°p® bedeuten.
Betrachten wir jetzt wieder den Fall, in welchem @, und p rationale
Functionen von z bedeuten, so dass es sich um die Gleichung

(15) f V(@) (VR@fdz= (AL

handelt, worin, wie eben gezeigt worden,

(16) Z=f(z) JR@), VZ°—1=F ()
sein muss, wenn f(z) und F'(z) rationale Functionen, R(z) eine ganze
Function von z bedeutet, und suchen wir nunmehr alle méglichen
Formen von (z) und R(z) anzugeben, fur welche eine Reduction auf
ein elliptisches Integral moglich ist. Da nun aus (16)

4Z =(&f(@) FoL + [ (@) VBE) dz,

also

. 0
+ (@) B () + f () B () S
iz =s J
I Fare——— VE@) s

folgt, die Existenz der Gleichungen (16) somit immer eine solche Re-
ductionsformel fiir die betrachtete Gattung Abel’scher Integrale nach
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sich zieht, so wird das Problem jetzt darauf reducirt sein, Z der ersten

der Gleichungen (16) gemiss so zu bestimmen, dass J/Z% —1 eine
rationale Function von z wird, oder f(x) und B(x) so eu wdihlen, dass

Vi@ R(z)e—1
rational i x ausdriickbar ist; sind die Constanten in f(z) und R(z)
so bestimmt, dass der Ausdruck unter der Wurzel nuwr Doppelfactoren
besitst, so Uefert fiir das mach Gleichung (17) hergestellte Abel’sche
Integral die erste der Gleichungen (16) die sugehirige Transformation,
und simmtliche Abel’schen Integrale dieser Form, welche auf elliptische
Integrale reducirbar sind, werden durch den Ausdruck dargestellt

f f@) R (@) + f () R(z) o
x.
R@ Vi@ Rz —1 (@)

Man findet leicht durch Abzihlung der in f(z) und R (z) ent-
haltenen Constanten und Zusammenstellung dieser Zahl mit der Anzahl
der durch die Existenz der Doppelfactoren geforderten Bedingungs-
gleichungen, dass nur wenn R(z) vom dritten oder einem niedrigeren
Grade ist, die Reduction auf elliptische Integrale stets moglich wird,
dass jedoch, wenn der Grad dieses Polynoms grosser als 3 ist, zwischen
den Coefficienten desselben gewisse Bedingungen stattfinden miissen,
welche durch die obige Methode unmittelbar gegeben werden.

Genau dieselbe Entwickelung liefert fiir die Existenz der Gleichung

/er dz /VZ(Z'—l)
die Beziechungen

Z=1T.y9 }/Z(Zs'—l)“"U'.'lv

('3
wenn ¢, p® =y gesetzt wird und T und U rationale Functionen von

z und y® = Q,°p® bedeuten. Sind wieder ¢, und p rationale Func-
tionen, so folgen filr die Gleichung

(18) Jr@VE@ e = [ 2
die nothwendigeﬁ Beziehungen
(19)  Z=f(z) JB@)* und yZ(Z* —1) = F(z) (/R(=)),

in welchen f(z) und F(z) rationale Functionen von z sind. Da aber
aus (19) wiederum

Q
-+ (@) R (@) — f (2)R(x)
azZ 8 I
VZo—1) @ F@) (VR (@) ) dx
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folgt, so wird man zur Auffindung aller zur 6'* Wurzel gehdrigen
Abelschen Fundamentalintegrale erster Gattung der obigen Art, nur
die rationale Function f(z) und die gance Function R(z) so zu be-
stimmen brauchen, dass
f(®) [f()* B(x)¢ — 1]
em vollstindiges Quadrat wird; man erhilt dann alle Integrale mit den
zugehorigen Substitutionen.
Gehen wir endlich zur Untersuchung der Gleichung

fQ"P dz _fVJ'—l

tiber, ftir welche die Untersuchung theils der Einfachheit wegen theils
aber auch wegen der weiteren Reductionsfragen auf hyperelliptische
Integrale in etwas verinderter Form gefihrt werden soll.

Genau in der fritheren Weise erhilt man aus den 4 Gleichungen

?

T . d! ‘Q T — __d‘!__ — R
QQP dx—yz“_l’ 4 Q(’p dz Q?p dz Vl‘—l
('
—-!:QQQP‘ dx=i/_;d“4 -

die Beziehung )

. (4

4 d‘l . d‘. d33 -_ dz‘
e ¢

@) ACer dr =g+ T s s Ve

e
worin, wenn zur Abkiirzung @, p* =y gesetzt wird,

8 = f(x,9) Vet —1=F(z,y),
(21) 2, = [(z, 1Y) Vm = F(z, #y),
=[x —y) Ve&'—1=F(z —y),
N 5= (5 —*Y) Vai—1=F(5—ity)
o Bildet man nun |
ds, ___dn ___ dz,
2 —1 Ve'—1 VZi—1

nach dem Abel’schen Theorem, indem wir
(e—1(a,24a) — by —1=0

setzen, so findet man leicht mit Beriicksichtigung der Gleichungen (21)
genau in der friiher angegebenen Weise, wenn U und ¥ rationale Func-

e
tionen von z und @y2p" bedeuten, fiir die Coefficienten die Bestimmungen
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ay=1, a=0U, b=7V.y,
sodass aus der Gleichung
(6—1)%(ay2+1) — V' (s'— 1) = (2—1) (2 —#,) (2 —25) (¢ — %)
firz=0

11—
Zl= sl" =T

folgt, wahrend sich
Zt‘ — 1= (Zl-l)(baiz|+l) = T, . y

ergiebt, worin wieder 7' und T, rationale Functionen von z und
e
y* = Qg?p® bedeuten.
Genau ebenso wird offenbar
d g dzy, — aZ,
Va—1  Va'—1  VZzi—1
folgen, worin die Werthe von Z, und /Z,* — 1 aus den fritheren hervor-
gehen, wenn nur iy an die Stelle von y gesetzt wird, und sich daher

Z,=1T, VZ,—1=141T/y

ergiebt, wenn 7T’ und 7|" die entsprechenden rationalen Functionen

L
von z und — g = — Q,*p” sind.
Aus der Gleichung (20) folgt aber

e
4 aZ,
4Qop" dx = VA‘ + . V‘Z,—‘:i
oder, wenn
gesetzt wird,
e ' .
4er4 d3= d_Z| _ _dZ,

, Vii—1 " Vz =1’
worin
Zy= T=t+uy, VZ—1= T,y=y(t,+wy),
Zy=i—eT'=i~e(t—uy?), VZ/*—1=iT'y=iry(t,—u,y?)
und ¢, u, ¢,, 4, rationale Functionen von z und y* = @,*p¢ sind.
Setzt man aber .
dz, az’ azZ
VZi—1 ' Vz;gv =1 Vzi—i?
80 ist nach dem Additionstheorem
7= ZVZ A1+ 2 VZ —1
14222
oder wie unmittelbar zu sehen,
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Z=1L. 9y
und ebenso :
l/ Z—1=M- v,
worin L und M rationale Functionen von z und y* = @;*p¢ bedeuten.

Wir sehen somit, dass, wenn ein Abel'sches Fundamentalintegral
erster Gattung der betrachteten Art auf ein elliptisches Integral reducir-
bar sein soll, die Transformationsgleichung

f Q"p dz = VA'
[

lauten muss, worin
_(’. e
Z=L.er , ;/Z4_1_Meezp8

ist, und L und M rationale Functionen von x und @,*p¢ bedeunten.
Aber es lisst sich noch eine weitere Transformation mit dieser
Bezichung vornehmen; setzt man nimlich — p# statt pt, so erhilt man

) .
g = | 92
) .j ep” do Vzi—i
worin
3¢ e
Z =—LQ®p*, VZT—1=MQp",
und durch Subtraction der beiden lntegralgleichungen nach dem
Additionstheorem

worin, wie leicht zu entwickeln,

K2
§="U-Qp*, VF—1=7
wird, und U und V rationale Functionen von z und @,*pe bedeuten.
Fihren wir somit die frither gebrauchten Bezeichnungen wieder
ein, so ergiebt sich fir die als nothwendig erkammte Gestalt der Re-

ductionsformel
erP dz= VZ4—1

L .
ZT’QQP4) VZ"_I""‘TU

worin T und 7| rational aus z und Q,*p® zusammengesetzt sind.
Sind jetzt wiederum @), und p rationale Functionen von z, hgndelt
es sich also um die Beziehung

Jr@ VEG) da= [372,

die Beziehung
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in welcher :
. Z=[@)(VRE®), VZ'—1=F(),

und f(z) und F(z) rationale Functionen von z bedeuten, so folgt wieder
unmittelbar, dass, weil aus diesen letzten Bestimmungsgleichungen

)
- (@R () +f () R(x)
az 1 N
VZi1 R@) F(2) (VB (@)f dz

sich ergiebt, alle jene reducirbaren Fundamentalintegrale erhalten wer-
den, wenn man die in
[()* Rz}t — 1
enthaltenen Constanten so bestimmt, dass dieses Polynom nur Doppel-
factoren enthilt.
Somit wire die Frage nach den auf je ein elliptisches Integral
reducirbaren Fundamentalintegralen erster Gattung der obigen Art

vollstindig beantwortet, da die Form derselben und die Transfor-
mationen selbst festgestellt worden sind.

Gehen wir noch in Kurzem auf die Frage der Reduction der
Abel'schen Integrale erster Gattung von der Form

f v(2) YR@Y do

auf hyperelliptische Integrale derselben Gattung néher ein — es handelte
sich, wie gezeigt worden, stets nur um das Transformationsproblem
der Integrale erster Gattung — so' wird die zu untersuchende Gleichung
nach den am Anfange dieser Arbeit gemachten Auseinandersetzungen
folgendermassen lauten

29 YR@) do= [ LE030y [ fEdn f(55) d2,
( )f V@ B@) dz V'v(ﬂ:) qu(zg) Volz,) ’

worin f(s) eine ganze Function hochstens vom p — 1'*» Grade bedeutet,
@(2) ein ganzes Polynom vom 2p - 1'*® Grade ist, und

81y B3y %p
die Losungen einer algebraischen Gleichung pte® Grades
@3) o+ f(znVE@D ) e + - + £ (@ VE@)) =0

sind, deren Coefficienten rational in z und (7/R(z))" ausgedriickt sind,
wahrend die zugehdrigen Irrationalititen durch die Gleichung be-
stimmt sind

(233) , ¢ (5') = F("’ z’ (;/RG‘))’.)’

in der F eine rationale Function bedeutet.



-
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Nimmt man r wiederum relativ prim zu » an, und ldsst = einen
geschlossenen Umkreis derart beschreiben, dass (VR(@) in

27

¢” (VE@) =e«(VR@)
iibergeht — die Wahl grade dieses Umkreises geschieht nur der Kiirze
der Darstellung halber — so mdgen *

21,8, 8, VE(_!.—), VW%), ce V‘P(‘ep)
Cn gz, et :p: V‘;’—(—:_D) V‘I_’(—gjr e ’/‘P(;p)

iibergehen, und wir erhalten die Beziehung

R@ )V dee [ [it)dt  (ft)dL fiede,
(24) « w(x)(’f/R(:c))_ dz Vo) +fV¢(t:) +- +f Yoty

in

welche mit (22) verbunden die Gleichung

f¢,)ag, fls,)dz,
w3 [
(29) ‘ ,f 9 (&) (2,

liefert, worin §;, §,, - - - §p die Losungen der algebraischen Gleichung

@) e+ c(VE@) e+ +£ 5 (VRE@))=0

darstellen, withrend die zugehdrigen Irrationalititen durch den Ausdruck
Vo @) = F(t, z, « (/E@))
bestimmt sind.

Bezeichnen wir die Periodicititsmoduln des Integrales erster Gattung
an den 2p Querschnitten mit

’ ’ ’
@y @y, Oy, Oy, -+ Wp, Op

und bemerken, dass vermoge der Gleichungen (23) und (26) ein alge-
braischer Zusammenhang zwischen ¢ und { besteht, so folgt leicht,
dass, wenn man in der Gleichung (25) einen der Integrationswege
der z-Variablen den ersten Querschnitt einmal schneiden lisst, auf der
linken Seite, da die rechte Seite in den Grenzen unverindert geblieben
ist und nur um eine additive Constante vermehrt worden, die Grenzen
nur in die anderen Losungen der zwischen s und § bestehenden alge-
braischen Gleichung iibergegangen sein konnen, und dass, weil die
Anzahl dieser {-Werthe nur eine endliche ist, wir jedenfalls den ersten
Querschnitt so oft werden durchschneiden konnen, bis einmal zwei
Werthsysteme der p Grossen { einander gleich werden; dann wird auf
der linken Seite die der rechts hinzutretenden constanten Grosse, welche
ein ganzes Multiplum von @, ist, équivalente Constante nur von dem
Durchschneiden der Querschnitte durch die Integrationswege der linken
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Seite herstammen, somit nur ein ganzes Vielfaches der 2p Periodicitits-
moduln sein konnen. Verfihrt man ebenso mit jedem der 2p Periodi-
cititsmoduln, so ergiebt sich da.s folgende System von Gleichungen:

amy 0 = a0, + by, 4 a, 0, + b0, + - + G105+ byp0g,
amy' @)= an o, + bj1@ + ap o, + bz @) + - - - 4 aip @p + bip 05,
“"'2 “72 = au“’n + bzt“’t + A9 0y + bn“’z + a0+ by,
amy0p = Gy1 @, + bplwl + Gp3 @, + bp!“’z + -+ app 0, 4 byp 0y,
und daher die Bestimmungsgleichung fiir «

[ ay —am, by CGyy by e ayy bi» !
(27) an bl’l—am]' aiz bys - - a]jp b1'p ;=0_
as1 bp1 aps bps -+ - agp bgp—amy
Wir finden somit, dass, wenn eine Reductionsgleichung von der -
i

Form (22) miglich sein soll, a« = e T die Lisung einer Gleichung’ 2p“"
Grades mit rationalen Coefficienten sein muss — woraus nach bekannten
Principien die Feststellung der moglichen Werthe fiir die Zahl % her-
vorgeht.

So wird die Méglichkeit der Reduction auf hyperelliptische Inte-
grale erster Ordnung, fir welche p == 2 ist, fiir n die Werthe

2,3,4,5,6,8,10, 12

erfordern, und wenn man nur diejenigen hyperelliptischen Integrale
complexer Multiplication mit den Multiplicatoren

 LIO LI e A

e 5 , e 8 , e 10 , e 13
in Betracht zieht, welche binomischen Polynomen vom Grade 5, 8,
10, 12 entsprechen, so wird leicht zu sehen sein, dass sie simmtlich
der ersten Ordnung angehdren, da von den dieser Ordnung unmittel-

bar angehorigen Integralen erster Gattung

(atbz)dz
f Va'—1
abgesehen,
63‘
o= J
57i

8 dt — dt
£ Srarvenms TS vz veimy )
ni

vermoge der Substitutionen z? = eTy, y+ —;- = 2,
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* zdx 1 dy
Vo—1  2) Vy—i
bxi
atde e [ ydy
Z= SN TS

LT

vermoge z2=1y,

e 8 dt + [ _de
2 Ve+nee—) —J Ve—=1)e—1)

vermodge derselben Substitutionen, ferner

__dr L 4y ____ 1 [ tdt_
Vzo—1 y(y —1) e ) Vice’
zdx :
Vav—1 Vy‘-—— 1’
zrdzx 1 ydy :
Tei o e~ ne

zdz 1 (' ydy
Vaooi  2) V=1’
i
dz e [ dy ‘

Ve e

1ni .
=—_— {fy4t°—-3~t—+fy(t'—l)(4t3—3t) } ‘

vermodge der Substitutionen z? == ye , ¥+ ; = 2t, .
T;gl ‘/Vys_T=——l- V_i‘_t vermoge 22 =y, y* = % , |
sdz 1 Bdz 1 dy |
Var—1 Vy‘— Veri—1 &) Vy—1’
4 \
‘zdz e (1 dy

Voi—1 2 Vv o+

'hu ‘

' tat . i
JVw 3t + Ve—hao—3se ‘

Es sei nun die Aufgabe gestellt, die Abel’schen Fundamental-
integrale erster Gattung von der Form {

J;p (x) (’vlli (®) dx
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zu ermitteln, welche auf hyperelliptische Integrale mit der Irrationalitit
Vairti 1

zuriickfilhrbar sind, oder die nothwendigen und hinreichenden Be-
dingungen fiir die Existenz der Gleichung

ep+t
e [oe) (VE®)dz= yfii'l‘f"

f(za)ds. flsp) ds,
+ [Tt o+ Va+ioy

aufzustellen, in welcher f(2) eine ganze Function hochstens vom
p—1t" Grade bedeutet, wihrend s,, s,, - - -, g,, wie frilher gezeigt
worden, die Lésungen einer Gleichung pte» Grades

2p+1 2p+1

@) e+ (z.(VE@)) 2+ +1 (2 (VR@)) =0

bedeuten, in welcher f,, f,, - - -, f, rational aus den in ihnen ent-
haltenen Grossen zusammengesetzt sind, und die zu jenen z- Grossen
gehorigen Irrationalititen durch einen Ausdruck von der Form be-
stimmt sind

(30) ;/a*P'H 1= F(e(,, z, (’;/-%(,ij)') )

in welchem F wiederum eine rationale Function vorstellt.

Nehmen wir wieder an, dass » und 2p-}1 relativ prim sind,
und lassen z successive geschlossene Umliufe beschreiben, welche
p+l
VR(a;)) resp. in

(e, «(Via), o(ia), e (”V‘—+13<z>)'

iiberfihren, worin

_ami_
o= 8ﬁ9+l
gesetzt ist, bezeichnen wir ferner die der Multiplication der Irrationa-
litit mit &’ entsprechende, aus (29 )hergeleitete algebraische Gleichung,

deren Liésungen
. . 215y, %35y * * *y Pps
sein sollen, mit

2p+1

N\ 2p+1 (7
o0 #+£,(z, (VB )1 + - + 1o, (VE@)) =0,
und driicken die zugehirigen [rrationalititen durch

Y1 = F (s, 2, (VE@) )

Mathematische Annalen. XV,
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oder mit Hilfe von Gleichung (31) durch

(82) Y@ =1, (x w(2;/+‘112(2))') st
2p41 2p+1 )r

+ @, (a"; “' VR(z))) "'p_"'l" i ol 1(&‘, ( V R(z)
aus, so erhilt man die Integralgleichung

Bp+l _ \r flz,)dz,,
(33) u'/vp(x)( VR@®) dz = A
(29, 23, )dz
+/V‘!p+l_l + + ’/zsp-fl_‘
und indem man die letzte Gleichung mit «—* multiplicirt und die Summe
der so entstehenden Gleichungen fir s =0,1,2,...2p nimmt,

00 @t o (Viwa— Sie 3 e

Setzt man
1(6) = Ay + Aot Ays? + - - + Ap_ro1,
so geht (34) in

(83) (2p+1)./:b(1-')(2:/-%(z)) dw=§' A 2 2/;/,*”1 2

iiber, und mit einer solchen Theilsumme

. S35 [ 50

wollen wir uns im Folgenden beschiiftigen.
Macht man auf den Ausdruck (A,) die Substitution

(36) 5@; == a te. )
worin m, aus der Congruenz bestimmt wird
37 m,(x+1)=s mod (2p41),

welche, wenn wir 2p 4 1 als Primzahl annebmen, wie es fiir die
hyperelliptischen Integrale erster Ordnung der Fall ist, stets auflosbar
ist*), so geht (A,) in

*) Diese Annahme ist jedoch fiir das Folgende nicht nothwendig; denn
wenn ein Integral der Form
2*dz

Var+r ]
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(@, j‘ﬁlfyi—f_—'

iber, und die in diesen Integralen vorkommenden Variabeln und
Irrationalititen gentigen nach den Beziehungen (31), (32), (36) den
Gleichungen

p+1

38wt atr-mf, (3,00 (VR E) Yot (VR@) ) =0

und

Vt:,—‘:’f-‘——l.— alr—Dm, (a:, o (g;}%(;))r) for
( 2p+1

+ ol P=Im ®, (z’ o ;/R (z))') t::g + - Pp (x, ac(g;}-!_ifl_(;))') .

Setzen wir nun

6 Und dt VAL YA ZgaZ,

lll
0 24} Vet T 1/7."'+‘—n+ +sz*ﬁ+l_1 ’
so ist nach dem Abel’schen Theorem eine Function p(f) vom p(p+ 1)ten
Grade

@) p(t) =tre+V gy pyyy_ 1 tPEHV=1 f .. 4 q t+ gy
und eine Function ¢(f) vom p?— 1t Grade

(42) q#) =Dbp 1 1P+ bp_st#" 2 .. - + bt + by

80 zu wihlen, dass die Gleichung

43) p(H) —q)YPrHi—1=0

befriedigt wird durch die p(2p-1) Werthe £,, und die dazu gehorigen

Irrationalititen; nach Bestimmung der Coefficienten a und b in den
Polynomen p(¢) und g(f) wird durch

) py— qp@rti— = [ [ [ ] ¢—te)- =2 - t—13,)
§ e

vorkommt, in welchem x 4 1 und 2p 4 1 den grdssten gemeinsamen Theiler &
haben, g0 dnes x + 1 = 3.5, 2p 4 1 = 3. p ist, so setze man

£ =y, also #*H =y, z""“—y"

- ® q:_ dy
Vi, e Vy'z K

somit ein ebemnsolches Integral, jedoch von einer medngeren Ordnung und so
beschaffen, dass jetzt e — 1 4 1 == ¢ und 7 relativ prim sind, wie es oben zur
Aufldsung der Congruenz (37) gefordert ist.

und erhilt

13%
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die Gleichung geliefert, deren Losungen die gesuchten neuen Integral-
grenzen sind.

Beachtet man, dass die in Gleichung (43) vorkommende Irrationali-
tdit nach (39) durch eine ganze Function p — 1 Grades des ent-
sprechenden ¢ dargestellt ist, so wird der Factor des unbestimmten
Coefficienten b, die Form haben

b, : alp=m g, (x, a’(,Vl;l(ﬂﬁ_))r) tor—t

2p+1

2p41
+ ar-tmg, (5,0 (VR@) )iz 14+ ops (5 (VR ) 1
setzt man ferner die Potenzsumme der Losungen der Gleichung (3%)

tf.+t§‘.+-°'+tsa= su s

und addirt von den p(2p-+1) Gleichungen (43) je p, die zu den
Losungen derselben Gleichung (38), also zu demselben s gehorven,
nachdem sie der Reihe nach mit

1 1 .o 1
tx+l %41 L. t:,+l
. ]
tﬁ'-H) t§§¥+l) . ti'(:‘-l-l)

fE- DD o=@ty | he—DE+D
multiplicirt sind, so erhilt man das folgende System von Gleichungen,
in welchem s =0,1,2, ... 2p zu setzen ist:

(48) S, pip+1) + Ap(p+1—1t Sspipan—1 + -+ + @, Se1 + @, 850

ep4-1 r
+bp’—l{ olp—hm, ‘Pl(x: “'( ;R—(x)) ) S p(p4n) -2
2p41 \r 2pt1
+ alr-2m g, ("’» “’( ;} R(: (x)) ) S pipt—st -+ ‘Pl’—l(x’ “'( ;}R—(T)) ) S
+1 \r 2p+1
+b 2 s{a(p—l)m, P (.’C, o ;}R (%) ) oP(P+l)—8+ “+ Pp1 (x)a’(;R (x)) )
+

2p-+1

+ bo{afr-')m:qo.(x,a'(;/f?(“ac) r)S.,_l +~--+q>,4(x,a'(’:5?<x)))s.(. ~|

und noch p — 1 &dhnlich gestaltete, die sich von der Gleichung (45)
nur dadurch unterscheiden, dass alle zweiten Indices des S um resp.
x4+ 1, 2(x+1), 3(x+1),--+,(p—1) (x+1) Einheiten erhoht sind.

Fassen wir jetzt die gleichartigen 2p 4 1 Gleichungen (45) auf,
welche den Werthen s =0, 1, 2, - - . 2p entsprechen, und beachten,
dass, wenn fiir Sy; als Potenzsumme der Losungen der Gleichung (29;
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8p+1  \r " 2p41  (or 2p+1 _ \2pr
S =% + 8 (VE®) + 6(VR@) +-+u(VED)
gesetzt wird, sich
2p+1 r
(4‘5) Ser = u-"":{?[z + a‘%;( V R(x )
2p+1 2p+1_ \%pr
46 (VE®D) +-+arer 0,y B@) |
ergiebt, so wird, wenn bemerkt wird, dass aus den einzelnen Klam-

mern, welche die Factoren der b-Coefficienten bilden, die resp. Ein-

heitswurzeln
a_(p:_l)m.’ a—(p’-—%)m,, ceey o—90-m,

heraustreten, wihrend die Klammern wieder die Form annehmen

40 b amfi o+ @8 (VEG@)

+arr, (VE®) +: oMy k(@)
die Addition der 2p 4 1 Gleichungen (45), wenn der Kiirze halber

3p+1 r
(VE@) =y
gesetzt wird, wie leicht zu sehen, folgendermassen bewerkstelligt
werden.
Bezeichnen némlich & und n gegebene ganze Zahlen und bestimmt
man, was immer moglich ist, zwei ganze Zahlen 7, und u, aus den
Congruenzen

. 1)=¢
(48) 7 (x+ } mod (2p+1)
| g (1) =7 ’
wo x die oben definirte Zahl bedeutet, so wird in der Additions-
gleichung der Coefficient von a, lauten

(49) 91'2‘ a—tm,_l_\) J 3(1 amg+s

[ 0

2p-+1 )2r 2p+1 )2pr
{

2 2
+(§.y? s a—lm,-{-za + P + S.ySp s a—nn,+2pa,
0 [
und der von by

2 2p 2
(50) A., ﬁ:a - ""'c-'— B,,yE a— Mg+ + v _|_ My'-'p M “-—’rm,+2m, .

[ [} [}
und wenn man beriicksichtigt, dass nach den Congruenzen (37) und (48)
—&m, 4+ 7,5=-0 mod (2p+1) und — ym, 4 u,s =0 mod (2p+1)
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ist, so folgt, dass der Coefficient von a, nur noch lautet
<, !/" [}

wihrend der Coefficient von b,
Tyyr

wird, und somit das Resultat der Addition:

Tpip41) Y PP 4 ap (py1) 1 Tp(ppny 1 YP V1o g, T 4"+ @y Ty
+ oo Ty P - byrs Tpr_syP" 2+ b, Ty + b, Ty y™ ="

worin die § und T rationale Functionen von z bedeuten.
Multiplicirt man die 2p- 1 Gleichungen (45) der Reihe nach mit

1 « a...a%
1 o« ot ... atP
1 P obr. .. a‘?’,

wodurch also, wenn mit («®)?, (€)!- - - (ae)*P multiplicirt wird, in (45)
jede der a und b-Grdssen nur mit o®’ multiplicirt wird, so lautet,
wenn die Gleichungen addirt werden, der Coefficient von a,:

(52) 9{22‘ c—omter 4B,

: 2
yé ;" a"'”‘:+(0-l-l)l+.,,+8.yap E:a—lm,+(2p+{fn
[

und der von by:

2 2p 2,
(53) A,,Sa—'lm.*l'?t..l_BnyZ. a—qm,+(p+l):+_ "+M,,ygpi’,a_'l”'o+lip+l“'_

0

oder es wird mit Beriicksichtigung der obigen Congruenzen und Wabhl
dhnlicher Bezeichnungen wie oben, das Resultat der Addition die
Form haben:

= © 7, 1)—e@ 5@ i 1)—t1—¢@ . ), 70— @, r
B4) Tyl P T 0y Ty YOI LY T e, T

+ bp‘—l T;g!_‘ yu,,s._x-e + bpa-g T;S)_ , y“p'l—2 ... +b, T:") y-n—e +b, T‘(f) y&,—fz

worin fiir ¢ der Reihe nach 0,1, 2,--.2p zu setzen ist, oder wenn
mit y¢ multiplicirt wird:

@ o 3@ olp ) 30 %
(80) Loy T+ 0y 1 Ly (ppna ¥ TP a0 By

+bpa -1 1;3)_13/“9’-! + bp&_a T;g.).z yupq_g"l' ot + bo 1"(,9) y"‘ =0-.
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Man sieht leicht, dass in all’ den Gleichungen, welche man auf
dieselbe Weise aus der Gleichung (45) herleitet, nachdem in derselben
die zweiten Indices von S um resp. x 4 1, 2(x41),--- (p—1) (x+1)
Einheiten erhoht worden, nur statt ¢ und % die Grossen & + (x41)6
und 9 + (x+ 1) 3 auftreten werden, wenn der Index von S um (x4-1)J
Einheiten erhoht ist, und wenn man daher wieder zwei ganze Zahlen
v, und w, aus den Coungruenzen bestimmt:

ve(x+1)=s+ (u+1)a}
56 mod (2p+41
©0) won(x+1) = n + (a-1a f 200 ETD:
so wird die der Gleichung (51) analoge Gleichung folgendermassen
lauten:

° v 0d o ~06 vo
3"1»(:»+1)y 2t )+aP(p+l)—l r’Zp(;.»+u 1Y p(p+l)—l+ +a 1 y'+a

+b ,_lT:,"_ly"’P"l-'- P,__zT;’,"_’y“’p'-—ﬂ_i_... +5, I‘:"y"a =0;

4
wenn man aber beriicksichtigt, dass wegen

(x4+1)(w,—0)=¢ und (x+41)r,_=¢ mod 2p+1)
auch
ve =7, 4 0 (mod 2p+41) ebenso w,=— u, + 6 (mod 2p-1)

folgt, so ergeben sich, wenn die Gleichungen mit y—7 multiplicirt
werden, endlich die p(2p-+1) Bestimmungsgleichungen fiir die im
Abel’schen Theorem vorkommenden Constanten ¢ und b in der Form:

(BT Wy ™ r I+, Ty 92 o 0 Ty

+bp1‘1T;""_ly"p’-l_l_bpbgT::’_’y“p’—s+.,,+bJT§"y%=O,
worin fiir ¢ alle Zahlen 0,1,2,...2p, fiir § die Zahlen 0,1,2,..-.p—1
zu setzen sind.

Aus diesem Gleichungssystem (57) ist nun unmittelbar zu ersehen,
dass, wenn

To(p+1) — To(p+1)—0 = la, Tp(p+1) — Upi—c = Vg
gesetzt wird,
v,
Gppt-o=Us - 9%, bp_o="Vo -y
wird, worin U, und ¥, rationale Functionen von z sind, und man
erhilt somit

(88) () — g7+t —1)
=[tp(p+l) + U,_f/"'t“p“)—l-l— oot Uppayy—rgfrp =144 Up‘p+l)yup(,+l)]s
- [Vly'l tp’—l+ V'zy" tp,-g + R o Vp"—l y""_lt"l‘ Vpi pr‘ ]n [t’1’+1— 1] .
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Da nun nach den Congruenzen (48)

T+ (x+1) =p(p+1)

Top+n—a(x+1) =p(p+1) — 0 } mod (2p-+1)
also

(69) (x+1) [T+ — Tpr4n—o] == (¥+ o = ¢ mod (2p+-1)

und ebenso
Top+n (x+1) = p(p+1)

also “p’—q(”""‘l) :_‘p2 -0

(60) (x+1) [Fpcpsn—tip—s] = (x+1)v6 == p + ¢ mod (2p+1)
ist, so wird, wenn man fiir ¢ die Substitution macht

(m) t=w. !Il,
worin 4 eine Liosung der Congruenz
(61) Ax+1)=1 mod (2p+1)

sein soll , ein Posten des ersten Quadrates der Gleichung (58) lauten
Usy'o+3le(p+1)—0] . yp(p+1)—0
oder vermoge der Congruenzen (59) und (61), wie leicht zu sehen,

U yte (p+1gpp(p+1)—0

worin 11, wieder eine rationale Function von z ist; ferner wird ein
Posten des zweiten Quadrates der Gleichung (58)

Vay"a"‘l(l’"")wp"’“
oder vermdge der Congruenzen (60) und (61)
Byyrr o+ . gpp'—0

worin B, auch wieder eine rationale Function von z bedeutet.
Die Gleichung (58) nimmt daher die Form an:

(62) p(? — q@p (et —1)
=y [(wpr+) - w1 Wy o))

— (Bywr' = - Bpe) 2 (wrrH1yA B+ — ]
wobei in der Klammer [ ] die Coefficienten der Potenzen von o rationale

Functionen von z sind.

Untersuchen wir jetzt die rechte Seite der Gleichung (44); es it
offenbar nach Gleichung (38)
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ﬁ ﬁ E—t)
— ﬁ{a)% t‘"+ a(p—l)lh. f (a: ol (2;‘71-21(.%)) ) tr=td.tfy (x, w(p-z(x)) )}

und wenn auch hier die vorher gebrauchte Substitution (m) ange-

wandt wird,
2
ITIIe—
¢ 4
2
-1 {“’ ™y ap? - ol? I A0S, g 60 0P (s, a’y)}

oder endlich, weun man beachtet, dass aus den beiden Congruenzen
(37) und (61)

m, = si mod 2p—41)
folgt,

(63) ﬁ ﬁ (—te)
: S
— [T {rvrwr-+@ymmigo-sip s eopuri - +fywe),

woraus zu erkennen, dass das Product eine symmetrische Function von
Y, ay, ey, - - - &*Py

ist und dasselbe somit eine ganze Function von w wird, deren Coeffi-
cienten rationale Functionen von z vorstellen.

Beachtet man nun, dass die aus den Beziehungen (44), (62), (63)
hervorgehende Gleichung des Abel’schen Theorems als Coefficienten
der hochsten w-Potenz auf der linken Seite die Grosse

y2ip(e+1)
hat, wihrend (63) als Coefficienten der héchsten w-Potenz
yiritp+1

liefert, so wird der vermodge der Substitution (m) nach Gleichung (44)
tbrig bleibende Theil

Yw—2,) (Yw—2,) - Yw—2,)
= r[wr+ My w0r =1 - My 190Dy ]
sein, worin M,, M,, - - - M, rationale Functionen von z bedeuten, oder
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(E—2Z)- - (b= Zp) =17 + W, 121 + Moyt p =24 - - My got
d. h. die Grossen Z,, Z,, - - - Z,, welche die Grenzen der p Additions-
integrale der Gleichung (40) sind, sind die Losungen einer algebraischen
Gleichung der Form
(64) 7 + Myyte=t + My yPlér=2 - - - + %v‘"‘ =0
in welcher

2p+1  \r
y=(VE@)
ist und MWM,, M,, - - - M, rationale Functionen von z sind.

Endlich werden sich nach Gleichung (43) die zu den Z-Grenzen
gehorigen Irrationalititen in der Form ergeben

]/12p+1 —l=—F¢.

Dieses hiermit erhaltene Resultat konnen wir auch so aussprecheu:
die Gleichung (40) ist so beschaffen, dass, wenn man
(65) Zy = Wy
setet, worin
2p+1__ \r
y=(VR@) und i@x+1) =1 mod (2p+1)
ist, die Grossen

Wn Wz: o Wp
die Losungen einer Gleichung
(66) We - MmMWe—t ... WMy W M, =0

sind, deren Coefficienten rational aus x zusammengesetzt sind, wdihrend
die Irrationalititen
;/"W;E»-FT yrerth 1
oder
(67) VY WEH R@pir—1

sich als rationale Functionen von W, darstellen lassen, deren Coefficien-
ten wiederum rational aus x susammengesetst sind.

Es ist aber auch leicht zu sehen, dass alle durch die Gleichungen
(65), (66), (67) definirten Z-Grossen auch wirklich eine Reductions-
formel eines Abel'schen Integrales der angegebenen Art auf hyper-
elliptische Integrale ptr Ordnung liefern. Denn da aus (65) folgt

2p+l rd

(68) dZ, = (;1-}‘;1 W ft(‘:} + dx ) VR(x)) de,

aw .
worin ——a—;— nach Gleichung (66) sich als rationale Function von W,

und z darstellen lésst, ferner nach (67)
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VZgr+t —1 =f(Wy, 2),
worin f eine rationale Function bedeutet, so wird
rl .R (x) dW
A"dZ ¥ W, V) + da: . ’P'.“___)"(""")
Sl/‘ap+1_’_l=$ W) We (;/R(a:) as,
und da die rationale symmetrische Function der W-Grossen sich aus
der Gleichung (66) als rationale Function von z ausdriicken lisst,

ausserdem der Exponent der Irrationalitit in Folge der Congruenz
A(x+4+1)==1 mod (2p+41) r ist, so erhalten wir die Beziehung

A"dz 2p+l r
2{/"/2—{;‘*1 g / (‘E) V‘R(x) dzl

also eine Reductionsformel der hetrachteten Art; in den obigen Formeln
(65), (66), (67) sind also sammtliche Beziehungen ecnthalten, welche
derartige Transformationen liefern.

Ist p =2, haben wir es also mit dem Reductionsproblem

S VAR VA Zidz,

68 D (YR@) de= [ "L 7" SR

o frermara= [JE0 4 05

zu thun, so werden, wenn eine Zahl 4 aus der Congruenz bestimmt ist
' A(x+1) = 1 (mod. b),

und :

(69) Z =W, (V R(_‘”))rly Z,= W, (V R—(a:_))'l

gesetzt wird, W, und W, die Ldsungen einer quadratischen Gleichung
(70) Wid M W4+ M, =0

sein miissen, deren Coefficienten M, und WM, rationale Functionen
von z sind, wihrend

VWER@ —1 und YWRER@pR — 1
rationale Functionen von W, resp. W, und z sein sollen.
Da aus (70)

=4 Ly — 1,
folgt, so wird, wenn
W3R(zpr — 1 =R, + N, YWM,? — 4M,

gesetzt wird, worin 9, und N, rationale Functionen von z bedeuten,
welche sich aus M, M, und E(z) zusammensetzen ,

/ S
Vw4 0,y — 4, = B, 4+ B, /057 — 49,
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und .
l m, R YW — 453&; = ¢, — B, YW — 4,

sein miissen, wenn 93, und , wieder rational aus x zusammengesetst
sind, und daraus endlich

VR — R (I, — 4W,) = PBy2 — $,2 (W' —4My),

"wonach die rationalen Functionen von z ,, M, und R(z) so be-
schaffen sein werden, dass der Ausdruck

9N, — N2 (M2 — 4M,)
nur Doppelfactoren hat, alle diesen Bedingungen geniigenden Func-
tionen und nur diese werden nach Gleichung (68) auf »t¢ hyperelliptische
Fundamentalintegrale erster Ordnung reducirbare A bel’sche Integrale
der betrachteten Form liefern.

Wie fir hyperelliptische Integrale hoherer Ordnung die Bedingungs-
gleichungen herzustellen sind, denen nach den Gleichungen (66) und
(67) die Coefficienten der Substitutionsfunctionen M,, My, - - - M, und
des Polynoms des A bel’schen Integrales unterliegen miissen, zeige ich
in der schon oben erwiihnten, demnichst im 3t Hefte des 87te= Bandes
von Borchardt’s Journal erscheinenden Arbeit ,,Erweiterung des
Jacobi’schen Transformationsprincips® und ich behalte mir die An-
wendung der dort gegebenen Methoden auf die oben behandelten Probleme
bis zur Verdffentlichung dieser Arbeit vor.

Wir figen zum Schlusse noch ein Wort zur Losung der allge
meinen, urspriinglich gestellten Aufgabe hinzu, die durch die Glei-
chung (35) ausgedriickt war; nachdem die Summe (4,) in die Form
(40) gebracht worden, worin die Grossen Z,, Z,, - - - Z, und die
dazu gehorigen Irrationalititen den durch die Gleichungen (65), (66),
(67) ausgedriickten Bedingungen geniigen, werden wir die Gleichung
(35) in die Form setzen konnen

’ 5 ’ 2"’"'}__ "’ . & erdzlx / d7 l
10) (zp+1)/w(x)(;/lm))dz —EAx{ V222+T1+'”+/W”' |

und die Grossen Z,x, Zsx, - + + Zpx mit den dazu gehdrigen Irrationali-
titen geniigen den (65), (66), (67) analogen Gleichungen.

Da nun aber, wie oben gezeigt worden, sich bei Erfiillung dieser
Bedingungen stets

* 21 \r
2’9 z/::;;i*/ = f (@) (VR @) ds

ergiebt, so folgt, dass
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' F'3 ('4 T .- - M
[ 1 V,Zzz-'-l—l

2p+1 r
=/(AAo%(3’) + 4,9@ + -+ Ap19p-1()) (’/R(-T*)) dz
wird, d. h. dass dann die Reduction fiir willkiirlich gewiihlte 4,, 4,,---

A, mbglich ist und

(@) =4, 9)(2) + 4,9,(z) + - - - + 4p—1Pp—1(2)
wird. Die Losung des oben behandelten Problems giebt also auch die
Losung der allgemeinen Aufgabe.

Wien.



Sur une propriété des formes algébriques préparées;

par C. L Paige, de Liége.

M. Sylvester & récemment fait connaitre différentes propriéiés
des formes algébriques dont les termes sont affectés des racines carrées
des coefficients polynomiaux. Dans ce cas, il appelle la forme algébrique,
preparee.

Par exemple

4/ a1 n -2 2
a:=aoa:'.'+]/la,x1 x.,-l—]/za,xi' zz 4 -+ apzz,

est une forme binaire préparée.
Il remarque que si l'on effectue sur les variables d’'une forme quel-
conque une substitution

knl kn?"'knu;

les paramétres sont soumis & une certaine substitution dépendante de
la premiere et il exprime ce fait en disant que la substitution effectuée
sur les variables en induit une autre sur les coefficients.

Si Fon désigne, en général, par K,,, le mineur de %,, dans le
déterminant 0, on dit que la substitution

o Ky K K, !
ETN I
Ky Kn | K

3 ? d ? I ] |

A1

3 ? & 27778

K,

est contraire & la premiere.
Cela posé, le théoreme de M. Sylvester prend la forme suivante:
Deuz substitutions conlraives opérées sur les variables dune forme
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algébrique préparée, induisent deux substitutions conmtraires, opérées sur
les coefficients.

M. le Prof. Lipschitz a démontré ce théoréme d'une fagon tout
a fait générale et fort élégante®).

Nous nous proposons de faire connaitre une seconde propriété de
ces formes, relative aux substitutions, propriété en quelque sorte corré-
lative de la premiére.

Le- théoreme que nous allons énoncer permet de démontrer la
proposition fondamentale de M. Sylvester et nous semble offrir, sur
I'autre, quelque avantage au point de vue de la simplicité: nous n’aurons
d’ailleurs & employer, dans le cours de cette démonstration, que des
congidérations purement algébriques.

Nous appelons substitutions transposées les deux substitutions

kn kn : Ll- i kn kﬂ e kul
kzt kn tt kh |, kn kn - kag
. . . I . . . .
kul kn! A au | kln k?u A nn

On a ce théoréme:
Deux substitutions transposces opcrées sur les varmbles d'une forme

préparée induisent deux substitutions transposées sur les coefficients.
Nous en donnerons une démonstration fondée sur la notation sym-

bolique de M. Aronhold, en nous bornant d’abord aux formes binaires:

nous ferons voir ensuite qu’elle est générale.
Soient

kl; k2l kll kl?

ko Ky ky Ky

deux substitutions transposées opérées sur une forme:

’

a, = (3,2, a,2,)"
= byat + (’,‘) b2, 'z, + (g) bot" 2, -+ bay”
Cette forme deviendra, successivement
(a)/ %+ a,z, )" =byz'*+ (’1') bz 1y 4+ -+ baz,)®,
A+ Az =Aa+ () Az ey + -+ Al

On sait que
ay =k a, + kyyay,
ay = kyay + kya,,
et que

*) American Journal of Mathematics, t. I; p. 836.
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A, =k a, + £, a,,
A, =ky,a, + kya,.

bp = (k) a,+ Ky a,)* (Kyy 0y Kyp0,)7,
Ay = (kyyay 4Ky @) 2 (Kyp 8y +Kypa,)

Les coefficients de a,"%a,? et de a,"*a,?, dans ces deux développe-
ments sont respectivement

Moo =2 (320) () e rs st
(A = 2 (329 (9) 1o+ ki ki .

() Ao = () hard

a cause de la relation

@=5) ) G)-6=9 () Q)

On peut écrire -
ap= Apoay+ Apia + -+ Ayga;+ -+ Agaaa,
AS=[Aqolag +[Ag1]ay + - - - +[Agplay + - - - + [Aga]Ga.

Si nous désignons par e,, @,, @, les coefficients des formes préparées
correspondantes, nous aurons .

/n , "o % A
Gp == n Gp; “p=l/;ap5 @p = }/ZA;'-

¥4

Par suite

Par suite

or il résulte de I’égalité

n n
(q) [Aq.»] =(p) Ap.a)
cette propriété:

Le coefficient de o, dans ey est égal au coefficient de ey dans e,.
Ceci démontre le théoréme. Il nous parait inutile d’insister sur ce
point. Supposons maintenant qu'il s'agisse de la forme générale

az = (8,248, %y -+ axZ)".

1
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Par deux substitutions contraires, cette forme deviendra

(2 + a5 + -+ @)

Az + Ay + - -+ Asa)®,

et

et 'on aura
a}; = (kPla’l + kpﬁaz + - + kpuan),

Ap = (Fipa; + krpay 4 - - + Fapan).

et

Appelons
byy byy -+ -by; b/, 0),---b'; By, B,, .- B,
les coefficients de ces trois formes (iéveloppées et
P, P,..-P
les coefficients polynomiaux correspondants.
Soit, par exemple .
bp=as a7 ---as’, oo ¢ +7r +-.--+5 =mn, et de méme
by =a/%a,”---ay¥, o0 ¢ +7r+-..-+5=mn.
Nous aurons ainsi
by = (kyyay+-Eypay 4 - Finan)? (By @) - kypay+ -+ Rauan) -
SHUNVIES SPISSRNE S0

Le coefficient de b, = a,7a,” - - - a,*, dans ce développement sera

ZQ(t“ Oyyeety) R(tyy 09y 0o ct4y) -+ S(tuy ny v+ %a) k:; ket:
,":T k;; k;;"' k:; k;: kx“a"' k::,

ol

Lt Fla=q, vt vt Foa=2" Uyt Uyt fup=5,
(1) let

4o+ Au=q, L+v,t - Fuy=r, -t vat - Ua=s,
Qty, vy, %), R(y, vy, u,)--- ete. désignent les coefficients poly-
nomiaux correspondants.

De méme, le coefficient de b,=a,?a," - - -a,’, dans le développement
de By = B\ B,”---B,* sera
ST 01y VB (00 g) o+ 8y 04, -+ wh) Bl B oo B

|3 TR T AL AL )

1n nn ?

ol
@) {tl"*" b ti=q, v/Fv, A va=r, o F0) o Fug=s,
b e Fu =g, B o uy = b vt =S

Mathematische Annalen. XV. 14
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On voit, d’aprés. cela, qu'a chaque terme du premier développement
en correspondra un, dans le second, dont la partie littérale sera la
méme, & cause des conditions (1) et (2).
Si l'on a
=1t =29, ta=u,
vy =1,, Uy=10,, 0, =y, etc.,
les coefficients numériques
Q-R--.8, Q-R...§&
seront dans le rapport de Py a P,.
Si nous désignons par A, , le premier développement, par [A, ]
le second, on aura donc o
Py (Ap,p]l =Py - App.
Cette relation établie le reste de la démonstration se fait comme
précédemment.

Liége, 28 février 1879,




Ueber singulare Tangenten algebraischer Flachen.

Von

H. Krey in Gottingen.

Von den anzahlgeometrischen Problemen, welche sich auf die’
singuldren Tangenten algebraischer Flichen beziehen, waren bis vor
einigen Jahren nur wenige gelost. So lange man darauf bestand, die
betreffenden Gleichungen wirklich gu bilden, was wohl in den meisten
Fillen unausfiihrbar ist, musste man auf grosse Schwierigkeiten stossen.
Dagegen haben die Methoden der Gradabziihlung, welche in den letaten
Jahren, besonders durch Zeuthen und Schubert, zu einer hohen
Ausbildung gelangt sind, die Bestimmung der Anzahlen in manchen
Fillen ermoglicht. So hat Schubert (Math. Ann. XI) fiir die punkt-
allgemeine Fliche viele derartige Probleme geldst.

Im Folgenden sind einige dieser Resultate veraligemeinert. Die
zu Grunde gelegte Fliche wird nicht punktallgemein vorausgesetzt,
sondern soll die gewthnlichen Singularititen besitzen; ferner sollen
im Falle einer Punktfliche die sog. points-pinces der Doppelcurve und
die points-clos der Cuspidalcurve, fiir eine Classenfliche die plans-
pinces und plans-clos nicht ausgeschlossen sein.

Die Bezeichnung der Singularititenzahlen ist dieselbe wie in der
Zeuthen’schen Abhandlung: Révision et extension des formules
numériques de la théorie des surfaces réciproques (Math. Ann. X).
Um ferner eine kurze Ausdrucksweise zu haben fiir die Bedingungen,
denen die hier zu betrachtenden Geraden geniigen, deute ich diese
Bedingungen symbolisch an, und setze ihre Zeichen in Parenthese
neben einander. Es mdge bedeuten

b” die Bedingung, die Doppelcurve » mal zu treﬂ'en;

¢, » ,» Cuspidalcurve v ,, ,,
7, » »» Fliche an » Stellen emfach zu beriihren;
E " v ebene Schnittcurven der Fliche an » ver-

schiedenen Stellen zu treffen;
g die Bedingung, eine Gerade zu schneiden;
14*
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B die zweiwerthige Bedingung, die Doppelcurve zu treffen,
und im Schoittpunkte eine eigentliche Beriihrung mit der
Fliche zu haben; und zwar der Art, dass der Schnittpunkt
ein dreifacher ist;

C die entsprechende Bedingung fiir die Cuspidalcurve.

Sind vier Bedingungen gegeben, so soll durch die neben einander
gesetzten Bedingungszeichen zugleich die Anzahl der ihnen geniigenden
Geraden, bei drei Bedingungen dagegen die Ordnung der Regelflache
derjenigen co' Geraden angedeutet werden, welche ihnen geniigen.
Hiernach ist z. B.

(*T) die Ordnung der Regelfliche derjenigen Geraden, welche
die Doppelcurve zweimal treffen, und anderswo eine eigent-
liche Beriihrung mit der Fliche haben;

(b*TE) die Ordnung der von den weiteren einfachen Schnittpunkten
der Geraden dieser Regelfliche gebildeten Curve;

(T3 die Ordnung der Regelfliche der dreifachen Tangenten; u.s.f.

Ferner soll mit 7T, eine Haupttangente, mit 7, eine vierpunktige
Tangente bezeichnet werden, u. s, f.,, so dass z. B.

(T3T) = Grad der Regelfliche der noch einmal beriihrenden Haupt-
tangenten;

(T, T) = Anzahl der noch einmal berithrenden vierpunktigen Tan-
genten.

Von den Schubert’schen Correspondenzsitzen, welche hier zur
Anwendung kommen, sind besonders die folgenden drei wichtig:

) & =c+d—y,
() eg=c+ a4+ g.— gy,
() &b = cd— g,.

Hinsichtlich der Bedeutung und des Beweises dieser Formeln muss
auf Schubert’s ,,Beitriige zur abzihlenden Geometrie* (Math. Ann. X)
verwiesen werden. Die erste bezieht sich auf oo! Punktepaare im Raum,
und ist eine leichte Verallgemeinerung des gewdhnlichen Chasles'schen
Correspondenzprincips; die zweite und dritte beziehen sich auf o«
Punktepaare, und sind Folgerungen aus (I). So erhilt man z. B. (Il)
wenn man aus einem irgendwie algebraisch definirten zweistufigen
Systeme von Punktepaaren diejenigen co! Paare heraushebt, welche
ihren Verbindungsstrahl eine gegebene Gerade schneiden lassen, und
auf letzteres System, unter Zuhiilfenahme des Princips der speciellen
Lage, die Formel (I) anwendet.

Die Ergebnisse obiger Iformeln bediirfen einer Reduction wegen




Ueber singuliire Tangenten. 213

der unbrauchbaren Coincidenzen; die Bestimmung der Vielfachheit der
letzteren kann wohl in einigen Fillen Schwierigkeiten machen, ihre
Controle wird aber erleichtert durch den Umstand, dass in der Raum-
geometrie die eigentliche Tangente, sie sei einfach oder singulédr, sich
selbst dualistisch entspricht. Ein grosser Theil der von Schubert
erhaltenen Resultate: z. B. ldsst sich von der ordnungsallgemeinen
Fliche sofort auf die classenallgemeine Fliche iibertragen; man braucht
nur #» mit #° zu vertauschen. In dem allgemeineren Falle einer weder
ordnungsallgemeinen noch classenallgemeinen Fliche wird man ver-
langen miissen, dem Endresultate eine Form zu geben, aus welcher
das dualistische Entsprechen ersichtlich ist; die Zwischenresultate,
welche die genannte Eigenschaft nicht haben, konnen mehr oder
weniger complicirt ausfallen.

1. Die Regelfliche der dreifachen Tangenten. Hiilfssitze.

Wendet man die Correspondenzformel (II) an auf je zwei der
1» —4 weiteren Schnittpunkte der oo? Doppeltangenten der Fliche, so
ergiebt sich als Zahl der Coincidenzen

(1) 25 (n—b5) (6 —2a+12) + (n—4) (n—b5) (& —9),

die jedoch zum Theil in die Doppel- und Cuspidalcurve fallen; abzu-
ziehen ist also

2071 + 3 (cI?.
Zur Berechnung dieser Zahlen miissen einige Hiilfsséitze vorausgeschickt
werden.

Sei B eine Curve der Ordnung b, mit % scheinbaren Doppel-
punkten, zuniichst ohne wirkliche vielfache Punkte. Ihre Sehnen,
welche eine feste Gerade schneiden, beschreiben eine Regelfliche vom
Grade

@ R b(b-—l)_l_k

wie sofort aus dem Princip der speciellen Lage folgt.
Diese Regelfliche hat B zur (b —1)fachen Curve; die Classe des
Ortes ihrer Tangentialebenen lings dieser Curve ist

3) b(b—1) (b—2) — 2 (b—1)k.

Damit ndmlich eine Tangentialebene eines Punktes 4 der Curve durch
einen gegebenen Punkt P des Raumes gehe, muss eine durch 4 gehende
Erzeugende der Regelfliche den aus P iiber der Curve construirten
Kegel in A berithren. Man erhdlt nun eine Correspondenz, wenn man
jedem der beiden Schnittpunkte einer Erzeugenden von R mit B jeden
der b — 2 weiteren Schnittpunkte dieser Erzeugenden mit dem Kegel
entsprechen ldsst. Der Ort der letzterenist von der Ordnung b R —b(b—1);
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Coincidenzen treten ein, wenn entweder die Erzeugende von R den
Kegel beriihrt, oder durch einen der 2k Punkte von B geht, welche
zu Doppelkanten des Kegels Anlass geben; nach (I) erbiilt man also

b(b—1)(6—2) + 2[bR—b(b—1)] — 2(6—2) R — 2k (b—1),

d. i. die oben angegebene Zahl.

Eine andere Correspondenz entsteht, wenn man einem Punkte X
der Curve die R — (b—1) Punkte ¥ entaprechen lésst, in welchen
die Regelfliche von der Geraden PX noch getroffen wird; es tritt
eine Coincidenz eines Punktes Y mit einem Punkte X nur dann ein,
wenn entweder der Punkt X Schnittpunkt mit einer dreifachen Sehne
ist, oder wenn er eine Tangentialebene der Regelfliche durch P
schickt. Zieht man also von dem Ergebnisse der Formel (I), d. h. vou

b(R—b4+1)+b(R—0+1) —b(R—-0b41)
die Zahl (3) ab, und dividirt die Restzahl durch drei, so erhdlt man

die Anzahl der dreifachen Sehnen der Curve B, welche eine feste
Gerade schneiden :

) G-k —Ls0-10-2.%

Geht ein scheinbarer Doppelpunkt in einen wirklichen Doppelpunkt
tiber, so gehen b — 2 dreifache Sehnen verloren; der vorige Ausdruck
wird also auch dann noch gelten, wenn man unter k die Zahl der
scheinbaren Doppelpunkte versteht. Nihert sich ein dritter Curven-
zweig einem wirklichen Doppelpunkte D, so giebt es 2 (b —3) drei-
fache Sehnen, welche zwei Schnittpunkte in der Néhe von D haben,
und eine dreifache Sehne, welche alle drei Schnittpunkte in der Nihe
von D hat; diese letztere ist nach demjenigen Punkte der festen Geraden
gerichtet, von welchem aus die beiden Zweige des wirklichen Doppel-
punktes einen scheinbaren Selbstberithrungspunkt bilden. Fiir einen
dreifachen Punkt der Curve gehen mithin verloren

b—242(0—3)4+1

dreifache Sehnen, und man hat

(5) (Dbd) = (b—-2).k — 4 b(b—1) 0—2)— Bb—T)t.
An die Stelle des Ausdrucks (2) tritt die Zahl

©) (bg) = O 45—

Unter der Voraussetzung /= 0 hat man ebenso fiir die Cuspidalcurve

*) Dieses Resultat ist wohl zuerst von Salmon gefunden; vgl. dessen Raun-
geometrie, #ltere Ausgabe, pag. 462 der Fiedler'schen Uebersetzung; man vgl.
auch Zeuthen: Anpali di matematica Serie Il T. IlI pag. 184,
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(5a) (cco) = (c—2) h— 5 c(c—1) (¢ —2),

(6a) (ceq) = <52+ h.

Weiter folgt hieraus .
(7)  (bboy—=c- [%“) +k— 3t] — 7. (2b—3) — 38 (b—1),
(Ta) (ccb)=2b- ["—‘-“{—‘L + h] —2p(c—1)— B(Bc—4),

mit Beriicksichtigung des Umstandes, dass durch eine Spitze der
Cuspidalcurve (Punkt 8) die Doppeleurve in der Richtung der Spitzen-
tangente hindurchgeht (Zeuthen, 1. c. pag. 467 Anm.).

Wendet man jetzt die Formel (II) an auf je zwei der n—4
weiteren Schnittpunkte der Sehnen der Doppelcurve, so erhélt man, nach
Abzug der unbrauchbaren Coincidenzen

8  (®dT)=2nm—5) F—30)+ 2= (n_4) (n—5)

— (k—3H) (n—4) n—5) — 3 -2 (bdbd) — 3 - (bbde),
oder, nach Einsetzen der in (5) und (7) angegebenen Ausdriicke, und

nach einigen Umformungen mittelst der zwischen den Singularititen
bestehenden Relationen *)

(8) (bbT) =2ak — 4b* + 4nb — 4bo + b — 3at + 18¢
+ g ag+2b0+4g + ; ar 4 3y — 96 — 4b.
Auf ganz analoge Weise ergiebt sich

(8a) (ceT)=2n(n—5)h 4 <=1 (n—4) (1 —5)
— h-(n—4) (n—5) — 2. (ccb) —3 -3 - (ccc)
= g (c*—c) + 4nc —cp — % (r438) —2¢* — 6¢

— 4y 4 r — 58 — 8¢co + 3Ber;
und
(9 Gel)=2n(n—>5)(bc—2y—38) 4 be(n—4) (n—5)
— (n—4)(n—>5)(be—2y—38) — 2-2.(bbc) — 2-3-(ccd)
= 2abc — 6bc — 8bo — bf + 3br — 2ay + 169
— 3aB + 2¢q — 4co + cf + 248.

" ¢) Man erhdlt diese Relationen aus den Zeuthen'schen Gleichungen
(1)—(238) pag. 454 ff., nach Weglassung der dort eingefihrten aussergewShn-
lichen Singularitdten.
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Dieselbe Correspondenzformel (11) wende man jetzt an auf je zwei
der n —4 weiteren Schnittpunkte der co? die Doppelcurve schneidenden,
anderswo die Fliche beriihrenden Tangenten, und erhslt

(10) 3T?) =21 [2n(n—5) (a—2)b—20—j)+bla —4)(n -4 (s —5)
— (n—-4) (m—5) (ab—20—4)—2-2-(bbT) —3-(beT)]
—a?b— I (n?—n—20) 4 32 ¢ 4 2bj — 8b — 8¢
+ Sei+ 302
— 2ap — yaj — 2bx — -be+ 4nb — 10ab + 68
+ 67 + 5 bo;

_analog

(10a) (cT*)=T', 2nmn—>5)(@—2)c—36—y) + c(a—3) n—4)(n—5)
—-(;—4) n—>5(ac—36—y) —2@®cT)—2-3(ccT)]
=a’c ——;—x(n’—n—20)+306+cj+ (b+3c—%a) 1—2¢x
—3r—l2c—47—9,3+8nc+—;—cd—3a6——%c’—9ac.

Hiernach ergiebt sich nun die Gradzahl der Regelfliche der dreifachen
Tangenten zuniichst in folgender Form:

(11) 3-(I%)=2nn—>5) (0 —2a+12) 4 (n—4) (n—>5) (6" —9)

-—2[a2b——%j(n’ —n—20) + 320 4 2bj — 8b — 8¢
+%cj+%bx——2ao——;—aj—2bx—%}bc+4ub
— 10ab+6ﬂ+6y+%ba]

—3 [a"c——%z(n*—-n—%)+306+cj+(b+3c—- 1a)z
—2¢x—3r — 12c-—4r—9ﬁ+8nc+%co‘
— 3a06 — —g-c’ — 9ac] .

Es giebt bekanntlich zwei Combinationen der Singularititenzahlen,

welche sich selbst dualistisch entsprechen; die eine ist a; als die zweite
kann man wihlen

(12) 6+ 2r—3c+ 4+ 3y [Zeuthen, Gl (23)].
Man suche nun auf der rechten Seite der Gleichung (11) moglichst

viel durch a,c,c,r, 7, 6,06, j, §, 1, 1 suszudriicken, wobei u. a. die
folgenden Relationen niitzlich sind:
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4w =4a+4 ¢ — 6 —2j — 3y,
4x=c¢ + 364 6j + 9y,

20 =a(a—1)—n — 3=,

40=4na —8a —c — 116 — 65 — 97,
B=c+3r—50+4 3+ 47,
2¢=20—8—.

Bei der Herleitung des Ausdrucks (11) ist y° vernachlassigt; nach
Zeuthen’s Untersuchungen ist der singulire Punkt einer plan-clos
g vierfacher Punkt der Cuspidalcurve; es erfihrt also die Zahl (5a),
d. i. der Grad der Regelfliche der dreifachen Sehnen dieser Curve,
eine Reduction; dem Ausdrucke (6a) wiirde — 6 y° hinzuzufiigen sein;
endlich wiirde (10a) um ein Vielfaches von y vermindert werden
miissen.

Dem Ausdrucke (13) sind diese vernachlissigten Terme bereits
hinzugefiigt. Man erhilt die gesuchte Zahl in ihrer normalen Korm:

(13) 3(T%)=a*—6a2—40a—(3a—12) (o +a')—(-:- a.—22) (c4¢)

—3a(2j+2j"+31+32) + 24 (j+4°) + 100 (z+7)
+ 15(6+2r—3¢c+4j43y).

2. Die Anzahl der vierfachen Tangenten.

Um die Ordnung der Curve der Beriihrungspunkte der dreifachen
Tangenten unter der Voraussetzung j' =0, y'=0 zu bestimmen, mogen
hier diejenigen Sitze aufgestellt werden, welche den Schubert’schen
Sitzen (13), (30), (28), (29), (31), (32), (51) entsprechen.

Von den oo? Tangenten, welche ihren Berithrungspunkt auf einer
ebenen Schnittcurve E, der Fliche haben, gehen a durch einen Punkt,
und liegen # in einer Ebene; daher a 4 n = Grad der Regelfliche
der eine feste Gerade schneidenden, auf E, berithrenden Tangenten.
Diese Regelfliche trifft eine zweite ebene Curve E, der Fliche in

n(a+n) — 2n )
nicht auf E, liegenden Punkten; dieselbe Zahl ist also auch der Grad
der Regelfliche derjenigen Tangenten, welche auf E, beriihren und
E, schneiden; ihr Restschnitt hat die Ordnung
(14) % @a+4n2—2n)—2n2 —an=n® — 4n? 4 a(n?—n);
dieses ist die Zahl der Tangenten, welche auf E, beriihren und E,
und E, schneiden.

Man wende jetzt die Correspondenzformel (III) an auf je zwei
der n — 2 weiteren Schnittpunkte der Tangenten mit Beriihrungspunkt
in einer gegebenen Ebene. Da aus einem gegebenen Punkte der Doppel-
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oder Cuspidalcurve a Tangenten gehen, welche auf E berithren, so
sind 2ba 4 3ca unbrauchbare Coincidenzen in Abzug zu bringen;
man erhilt

(15) n®—4n*+4 a(m*—n)—n- (n—2) (n—3) — 2ba — 3ca
=a4n*—6n

far die Ordnung der Curve der zweiten Beriihrungspunkte derjenigen
Doppeltangenten, welche einen Berithrungspunkt auf E haben.

Die Ordnung der Curve der Beriihrungspunkte der eine feste Gerade
schneidenden Doppeltangenten (= Grad der Regelfliche derjenigen
Doppeltangenten, welche einen Beriihrungspunkt in einer gegebenen
Ebene haben) ist
(16) n(a —6) 4 20" [Satz (28) bei Schubert].

Die Ordnung des Ortes der einfachen Schnittpunkte dieser Doppel-
tangenten ist also
(17) n(@+0d) —2[na—6)+247
= Grad der Regelfliche der eine ebene Curve treffenden, anderswo
die Fliche berithrenden Doppeltangenten, = (ET'?).

Von der Regelfliche ausgehend, deren Grad in (16) bestimmt ist,
findet man mit Hiilfe von (15)

(18) n[n(a—6) + 201 —2(a*+n*—6n) — 21 (a —6)
= (n*—2n) (a—6) + 208 — 2a4* — 2n? 4- 121

als Zahl der Doppeltangenten, welche in einer E, einen einfachen
Schnittpunkt, in einer E, einen Berithrungspunkt haben, = Ordnung
des Ortes der Berithrungspunkte der eine gegebene ebene Schnittcurve
treffenden, anderswo die Fldche berithrenden Doppeltangenten.

Dieses Resultat, combinirt mit (17), wenn fiir den Augenblick
die Ausdriicke nur angedeutet werden, giebt fiir die Ordnung des
Ortes der sonstigen einfachen Schnittpunkte der Doppeltangenten,
welche in einer Ebene schon einfache Schnittpunkte besitzen
(19) | n-(17)—2.(18) —n (6 —2a+412)

=(n?—n)0+4(n*—8n)d' +4a’—4an*46an-428n*—60n
== Anzahl der Doppeltangenten, welche auf E, und E, je einen ein-
fachen Schnittpunkt haben.

Nunmehr kann man die Correspondenzformel (III) anwenden auf
je zwei der » — 4 weiteren Schnittpunkte der co® Doppeltangenten;
das Symbol cd ist die in (19) berechnete Zahl; g, = 0" - (n —4) (n—5);
da ferner durch einen gegebenen Punkt der Doppelcurve, bez. Cus-
pidalcurve § — 4a -4 28, bz. d — 3a - 18 anderswo berithrende Doppel-
tangenten gehen, so ist noch hinzuzuftigen

—2b(0—4a+428) — 3c(0—3a+18).




Ueber singulire Tangenten. 219

Man erhilt so fiir die Ordnung des Ortes der Beriihrungspunkte
der dreifachen Tangenten
(200 ad+4 (n—20)08" 4 28a + 2an — 3ac 4 30¢c — 32n.

Hiermit ist auch die Ordnung des Ortes der einfachen Schnittpunkte
der dreifachen Tangenten gegeben, da (7) bereits bekannt ist. Auf
je zwei dieser Schnittpunkte wiirde man das Correspondenzprincip (I)
anzuwenden haben, um die Zahl der vierfachen Tangenten zu finden;
ein Theil der Coincideuzen fillt jedoch wieder in die Doppel- oder
Cuspidaleurve; ihre Anzahl muss zuniichst berechnet werden.

Berechnung von (1% und (¢T®).

Nach (6) schneidet die Regelfiiche (b2g) noch in einer Curve
der Ordnung

@1) (BE) = n [ﬂ”g—"- + k—3t] — 2b(b—1);
analog ist
(21a) (?E) = n[ ce=b 4 h] — 2¢(c—1).
Aus
folgt cbenso (beg) =be 4 (be—2y—38)
(22) (beE) = (2n—4) be — n(2y + 3p).

Die Regelfliche der Tangenten, welche eine feste Gerade schneiden
und ihren Berlhrungspunkt auf einer ebenen Curve E der Fliche haben,
ist vom Grade a 4 n; sie schneidet die Doppeleurve in

b(a+mn) — 4b

nicht auf E gelegenen Punkten; mit anderen Worten: Die Tangenten,
welche die Doppelcurve schneiden und ihren Berithrungspunkt auf E
haben, bilden eine Regelfliche vom Grade b (a4 n) — 4b. Da diese
die Doppelcurve zur a-fachen, die E zur b-fachen Curve hat, so folgt
fir die Ordnung ihres Restschnittes

(23) n[b(a+n)—4b] —2ab — 2bn = (n—2) ab 4 (n*—6m) b

= Ordnung des Ortes der Beriihrungspunkte der Tangenten (b ET).
Die entsprechende Zahl fiir die Cuspidalcurve ist

(23a) (n—2)ac + (n*—5n) c.
Man wende die Correspondenzformel (II) an auf je zwei der n — 3
weiteren Schnittpunkte der Geraden, welche die Doppelcurve und eine

ebene Curve treffen, und erhiilt, mit Beriicksichtigung der nach (21)
und (22) zu hestimmenden Ausnahmecoincidenzen
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(24) (VET)=(n—4)(2n"—2n—6)b — 2.2 (O*E) — 3 (beE)
= (2na—2n—8a+16) b — 8b* — 12bc + 12n¢
+ 2ng + 12ny 4 9np;
ebenso

(24a) (cET)=(n—4)(2n*—2n—6)c —2-3(*E) — 2 (b¢cE)
=2na—8a+12)c—8bc—12c*43nr+4ny 4 15a8.
Aus (23) und (24) folgt, da die Regelfliche (b ET) die Doppel-
curve zur [n (a—4) — 2a]-fachen, die ebene Curve zur [(a—2)b —2¢—]-
fachen Curve hat, fiir die Ordnung ibres Restschnittes
(25) BE*T)=n(OET)—2(23) —n[(a—2)b—2¢—j]
—2b[n(a—4)—2a]
=2n%ab — 40?0 — 13nab — 8nb?* — 12nbc 4 38ab
+ 8ab 4 2n%q 4+ n*(12¢4 1294 98) + 2ne + nj
(25a) (cE*T)=n(cET)—2(23a) —n[(a—2)c—306—1]
—2¢[n(a—3)— 2a]
= 2n%ac — 13nac+ 30nc 4 8ac — 8nbc — 12a¢*
+ 4n%y 4 3n*r + 1508 — 20%c +n (304-%).
Um di¢ Ordnung des Ortes der Beriihrungspunkte der Doppel-
tangenten (bT'T) zu bestimmen, wende man (III) an auf je zwei der
n — 4 weiteren Schnittpunkte der co? die Doppelcurve schneidenden,

anderswo die Fliche beriihrenden Tangenten. Die Symbole cd wmd
ge der Formel (IIT) haben hier folgende Werthe:

cd= bET); gi=0b(a—4)(n—4)(n—>5);
man erhilt daher, mit Beriicksichtigung der Ausnahmecoincidenzen:
(26) (bE*T) — b(a—4) (n—4) (n— 5)
—2b[(b—1)(a—4)—2(e—4)—j] — 3¢[b(a—3)—2¢—)]
= a?’b 4 nab 4 56b — aj — 14ab — 2ndb — 2ap — 3be¢
fir die Ordnung des Ortes der Beriihrungspunkte der Doppeltangenten

&TT).
Die entsprechende Zahl fiir die Cuspidalcurve ist
(26a) (cE*T) — c(a—3)(n—4)(n—b)

— 2b[c(a—4)—30—y] — 3c[(c—1)(@—3)—3(6—2)—g—1]*
= a%’c 4 nac 4 2bc — 12ac 4 36¢ — n’c — 3a6 — ay.

*) Die durch einen gegebenen Punkt P der Cuspidalcurve gehenden, diese
Curve noch einmal treffenden und an einer dritten Stelle die Flache berihrenden
Tangenten machen einen Theil der Schnittkanten zweier Kegel (c— 1)ter uad
(a—3)ter Ordnung aus. Von den Schnittkanten der beiden Kegel liegt eine io
der Tangente der Cuspidalcurve in P,




Ueber singuliire Tangenten. 221

Die Bestimmung von (b71'%) und (¢I'3) l#sst sich nun auf zwei ver-
schiedene Arten erreichen. Der erste, mehr directe, aber ziemlich be-
schwerliche Weg wiirde etwa folgender sein.

Von den Regelflichen (% E), (c* E), (bc E) ausgehend, deren Grade
in (21), (21a), (22) bestimmt sind, erhdlt man
@) BEN=nb*E)—n(k—3t)—2b[(b—1)n—20],
(27a) (P E?)=n(c*E) —nh—2¢c[(c—1)n—2¢],
(28) (bcEY)=n(bcE)—n(bc—2y —3B)—2b(ne—2c)—2¢c(nb—2b).
Die Anwendung von Formel (1II) auf die weiteren Schnittpunkte der
Sehnen der Doppelcurve u. s. w. giebt fiir die Ordnung der Curve der
Berithrungspunkte der Tangenten (8T), (¢*T), (beT)

(29) (BE?) — 21 (0 —4)(n —5) — 26 (k— 3t—b+-2)—3c (F—31),

298) (@E?) — 2 (n- ) (n—5)—2bh—3c(h— c+92),

(30) (bcE? — be(n—4)(n—5)—2b(bec—c—2y—38)
—3¢(be—b—2y—3p).
Die Ordnung des Ortes der einfachen Schnittpunkte dieser Tangenten
ist also bezw.
(81) B*TE)=n(b*T)—2-129) —2b[(a—4)(db—1)—2(¢—4)—J),
(Bla) (*TE)=n(c*T)—2-(29a) —2¢[(a—3)(c—1)—3(c - 2)— y—1],
(32) (Be¢TE)=n(beT)—2-(30) —2b[c(a—4)—306—]
—2¢[b(a—3)—29p—j].

Die rechts vorkommenden Zahlen (3*T), (¢*T), (beT) sind bereits
in (8) und (9) berechnet.

Da die Regelfliche (b%) die Doppelcurve zur (kK —3¢—0b - 2)fachen
Curve hat, so folgt
33) (B3E)=n % —2b(k—3t—-0+42),
(33a) (c3E)=n(c®)—2¢c(h—c+2),
(34) (Be)y=c(B®)—y[2(k—3t—b4+2)—1]—3B8[k—3t—b+2],
(34a) (b)=b(c®)—2y(h—c+2)—B[3(h—c+2)—1].
Durch Anwendung von (I) auf die weiteren Schnittpunkte der Geraden
®), (%), (d*c), (c*b) ergiebt sich
(35) B*T)=2m—T7)(B*E)—(n—6) (n—T) (b*) —4-2 (b*) —3-(b*¢),
(35a) (T)=2(n—T7)(c*E)—(n—6) (n—T7)(c®)—2 (be®) —4-3(cY),
(36) (B2eT)=2(n—T1)(b%E)—(n—6) (n—1)(b%)—3-2(b%*)— 2-3(b%?),
(36a) (c?0T)=2(n—T)(c*bE)— (n—6) (n—T)(c*b)—2-2(b%*)—3-3(c%) .
Dieselbe Formel giebt, auf je zwei der (n—6) weiteren Schnittpunkte
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der Tangenten (b2 T), (c*T'), (bcT') angewendet, mit Beriicksichtigung
von (31) und (32)

(37) 2 T)=2(n -7)-(31) — (n—6)(n—T) (B2T)—3.2(33T)

. —3(%1T),
(37a) 2(c*TH=2(n—171)-(31a)—(n—06)(n—17) (*T)-—2(c*bT)
—3-3(e*T),
(38) 2(bcT’)==2(n—7) «(32) —(n—06)(n—")(beT) —2-2(b%T)
—2.300e7).
Endlich giebt die nochmalige Anwendung von (I) auf die weiteren
Schnittpunkte der Doppeltangenten (b7%) und (¢ I'?) -
(39) 3(T)=2n—1)(bT*E)—(n—6)(n—T)(bT?)—2-2(p*1?)
—3(beT?,
(39a) 3(cT)=2m—7)(cT*E)—(n—06)(n—T)(cT?)—2(bcT?
—2.3(c*1).

Auf der rechten Seite lassen sich (b1?FE) und (cT?E) mit Hilfe
von (26) berechnen:

(40) bOT*E) =n (bT?) —2.(26) — 2b(0—4a-28),
(408) (¢T*E)=mn (¢T? — 2 (26a) — 2¢(d —3a+18).
In (36) und (36a) ist
(b?cE) = n(b%c) — 2b[(b—1)c—2y —3p] — 2¢(k—3¢),
(c*bE) =n(c?b) — 2bh — 2¢[(c—1)b — 2y — 38].
Somit wiren alle zur Berechnung von (b7'3) und (¢T'®) dienenden
Zahlen bestimmt, bis auf die in (35) und (36) vorkommenden
®Y, (¢, @,
iiber welche noch Folgendes bemerkt werden moge.

Setzt man zuniichst die Doppelcurve ohne wirkliche vielfache
Punkte voraus, so ergiebt sich (b') aus (b%) in ganz analoger Weise
wie (b%) aus (b%g), durch zweimalige Anwendung von (I). Die Tan-
gentialebenen der Fliche (b3) lings ihrer (X — b 2) fachen Curve
bilden einen Ebenenort von der Classe

(02— 65— 2k) (k—b+2) + 9(BY).

Ist wieder P ein beliebiger Punkt, und ldsst man einem Puunkte X
der Curve die (b*) — (k — b 2) Punkte entsprechen, in welchen die
Flache (b%) von der Geraden P X noch getroffen wird, so erhilt man

b)) —k+b—2]

Coincidenzen; in Abzug zu bringen ist die vorige Zahl; von dem Reste
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ist alsdann der vierte Theil zu nehmen, und man erbdlt das bekannte
Resultat®)

4y  fr—2bk4+E— L ap—2)0—3)0—13)

fir die Zahl der die Curve viermal schneidenden Geraden. Diese
Zahl vermindert sich um

A@=D 4 gk — 26+ 5 — (@—1)],

wenn d scheinbare Doppelpunkte in wirkliche iibergehen; man braucht
dann in (41) nur k¥ durch ©# — d zu ersetzen.

Riickt einem wirklichen Doppelpunkte D ein dritter Curvenzweig
unendlich nahe, so hat die Curve noch

(k—d)—3b+9
in endlicher Entfernung von D liegende Punktepaare, welche, fiir
diesen Punkt, je einen scheinbaren Doppelpunkt liefern; da ferner die
gemeinschaftliche Tangentialebene der beiden Curvenzweige von D b—5
in endlicher Entfernung von D gelegene Punkte der Curve bestimmt,
so gehen bei dem Uebergange zu einem dreifachen Punkte

2[(k—d) —3b4+91+b—5
vierfache Sehnen verloren.
Gehen von den d =t 4 d, wirklichen Doppelpunkten ¢ in drei-
fache Punkte ilber, so gehen

42)  4¥-D Lok —a—3b 49 —2(¢—1)] +1(-5)

vierfache Sehnen verloren; die Zahl der scheinbaren Doppelpunkte
reducirt sich um 2¢, wird also k¥ — 3¢ — d,.

Schreibt man % statt ¥ — d,, so erhilt man nach Abzug der
Zahl (42)

43) ()= (k—3t2+ 1 (k—3t) — 20(:—38) 4 (b 4)¢
— o bO—2)(6—3)(b—13).

Aus (41) erhdlt man (¢*), wenn man % durch h, b durch ¢ ersetat;
die 8 Spitzen der Cuspidalcurve machen keine Reduction erforderlich.

Um (b¢?) zu finden, denke man sich die beiden Curven B und C
ein wenig aus ihrer Lage entfernt, und, der grdsseren Deutlichkeit
wegen, die Spitzen f der Curve C im Uebergange aus einem Doppel-
punkt begriffen, so dass die beiden Curven keine wirklichen Schnitt-
punkte mehr haben, dle Gesammtcurve dagegen 2y + 38 neue schein-
bare Doppelpunkte erhilt. Auf diese Gesammtcurve der Ordnung b 4 ¢,

*) Man vergl, z. B. Zeuthen: Apnali di matematica. T. III. pag. 189.
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mit k¥ — 3¢ 4 h -4 bc scheinbaren Doppelpunkten, ¢ dreifachen Punkten
kann man die Formel (43) anwenden; von dem Ergebnisse ist abzu-
ziehen (b%), (c*), (b3¢), (b¢?); ferner die Zahl der die Gesammtcurve
viermal schneidenden Geraden, welche aus den 2y 4 38 scheinbaren
Doppelpunkten entstehen, bei dem Uebergange in die urspriingliche
Lage der beiden Curven also verloren gehen. Die Aufstellung des
ziemlich weitliufigen Resultates moge hier unterbleiben.

Wenn j° und 3’ von Null verschieden sind, kann der Ausdruck
(43) keine Giiltigkeit mehr haben; es hat namlich die Doppelcurve die
sehr specielle Eigenschaft, mit der ganz in der Flache liegenden singu-
liren Geraden einer plan-pince (» —7) Punkte gemeinschaftlich zu
haben [Zeuthen, pag. 478].

Der zweite Weg, den man zur Berechnung von (b T’) und (c1?)
einschlagen kann, ist folgender.*)

Die Punkte der Doppelcurve, welche der Regelfliche (7'%) ange-
horen, sind:

1) die Punkte, von welchen die dreifachen Tangenten (bT?)
ausgehen;

2) solche Punkte, in welchen ein dreifacher Schnittpunkt einer
dreifachen Tangente liegt;

3) diejenigen Punkte der Doppelcurve, welche die Tangente
dieser Curve die Fliche noch einmal beriihren lassen; eine
solche Tangente ist Doppelerzeugende der Regelfliche (T3);

4) die points-pinces; durch jeden derselben gehen & —4a+29
Erzeugende der Regelfliche [vgl. Zeuthen pag. 473]; die
letztere hat eben so viele Flichenschalen, welche den scharf
gewdlbten Kamm, den die Fliche in der Nihe eines Punktes
J besitzt, beriihren,

Analoges gilt fiir die Schnittpunkte der (7'%) mit der Cuspidal-
curve; nur fallen hier diejenigen Punkte weg, welche den unter 3)
genannten entsprechen wiirden, weil die Tangenten der Cuspidalcurve
iberhaupt nicht als Doppeltangenten angesehen werden kdnnen.

Zur Berechnung der Anzahl der unter 2) genannten Punkte dient
(26) oder (40). Man lasse einem Punkte der Doppelcurve die
(n —6) (0 —4a+28) Punkte entsprechen, in welchen die von ihm
ausgehenden Doppeltangenten (b T'?) die Fliche noch treffen, und wende
() an; die Ordnung des Ortes der erwihnten weiteren Schnittpunkte
ist in (40) angegeben. Ausnahmecoincidenzen treten ein fiir die Punkte
B, 7, t (dreifache Punkte der Fliche). Man findet

*) Ein dhnliches Verfahren wiirde zur Bestimmung von (b7'?) und (cT?) ge-
fihrt haben.
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(BI)=bn—6)(0—4a+23)+ 6 (bT? — 2 -(26)
—2b(0—4a+28) — 28(0 —4a+26)—3p(0 —Ha+36)
—3t(0 —6a-48).
Hinsichtlich der Coefficienten von ﬁ, 7,t vgl. man Zeuthen pag. 463;
insbesondere ist zu bemerken, dass von den & — 4a 4 28 Doppel-
kanten des Tangentenkegels mit Scheitel g zwei in die Selbstberiihrungs-
kante (Tangente der Doppelcurve) fallen. Die Ausrechnung giebt,
nach einigen Reductionen:
(44) (BT*)=8nb—9ab —4af — 3ay + 12p — 14ap
+ a*b + 1929 + 90y — 4aj + 6bj + 845 — 3bx
+ 3be — 3bc + ¢0 -+ 3bn" 4 1048 - 288b.
In #hulicher Weise findet man
(44a) 2(CT) =c(n—6)(0—3a-+418)4+6(cT?)—2.(264q)
— 2¢(0—3a+18)—4p(0 —4a+26)—y(d—5a+36)
=4q%c—12¢x—18r —60y—6¢c0+42066 —22a06
+ 3¢6—15884-68nc—3c*— l4ac—4aff—ay
— 288¢+4-18006 4 18¢cy+6by+ 6¢cj— 3y (n* —n—20).
Es bleibt noch iibrig, die Zahl der unter 3) aufgefiihrten Punkte zu

berechnen.
Unter den Tangenten der Doppelcurve giebt es
b(g—2) — 25 — 4y — 12,
welche dieselbe Curve noch einmal treffen. Man wende nun (I) an auf

je zwei der n — 4 weiteren Schnittpunkte der Tangenten der Doppel-
curve, und erhilt als Zahl der brauchbaren Coincidenzen:

(45) 2(n—5)(ng—4b) — (n—4)(n—5)q—2[b(g—2) —25s—4y —12t]
—3[eqg—3y—68]—28%) .
=(a—16)g+160—48—3y —4j.

Jeder dieser Schnittpunkte der Doppelcurve mit der Regelfliche (7'3)

ist ein vierfacher.
Hiernach ergiebt sich:

(46)  B(T%) = (BT + 2 -(BT?)+ 4 (45) + (¢ — 4a+29);
(46a) ¢ (T = (cT%) + 3 - (CT?) + g (8—Da+46).

. *) Die 'ITangente der Doppelcurve in einem Punkte B schneidet die Fliche
sechspunktig. Die Coefficienten von §, y und ¢ controlirt man durch Betrachtung

des speciellen Falles der classenallgemeinen Fliche. Fiir eine solche ist die ge-
suchte Anzahl

wWe— 8n'5 4 Tn'¢ 4 28n'3 4 220n'2 — 9920 4 960.
wie aus den Schubert’schen Sitzen (56) und (58) folgt.
Mathematische Annalen. XV. 15
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Damit sind (b7T%) und (¢T'3) auf schon berechnete Anzahlen zuriick-
gefibrt.
Berechnung von (T'%).

Die weiteren Schnittpunkte der dreifachen Tangenten bilden eine
Curve, deren Ordnung aus (20) zu entnehmen ist; durch Anwendung
der Correspondenzformel (I) erhilt man

4(T4) = 2(n —T1)[n(T°) —2-(20)] — (n —6) (n —T)(T")
—2bT%—3(cT?),
und mit Benutzung von (46)
(47) 4(T%) = (a—42)(T%)—4(n—T)-(20)+8-(45)
+ 4(BT?)+9(CT?) +2j(3—4a~+29)+37(8 —Ba+46),
wo nun der erste Term rechts bereits die verlangte, sich selbst dua-

listisch entsprechende Form hat. Die Ausrechnung giebt, nach ge-
horiger Umformung:

12(T%) = a* — 1203 — 148 a? 42256 a—- (6 a? — 60 a — 1464) (64 o)
— (3a?— 94a+1404) (¢ + ¢) + 6(62 +62)+ 3 (*+¢%)+6(c’+C)

+(60a—1827) (64 2r—3c+ 45+ 37%)

— 6a%(2j+3242j + 37)+ 120a(j+j)+436a(x+1)

+2178(j+4) — 422 (x+1)+ (40 +2¢) (64 97)

(46 +20)(65 +97) +6 2j+ 37+ 27 + 31 )%
wo wieder die bisher vernachlissigten j', 3’ hinzugefiigt sind.

Von den Ausdriicken (20), (44) und (44a) kann man noch eine

_andere Anwendung machen. Lasst man einem Berithrungspunkte einer
dreifachen Tangente die weiteren Schnittpunkte derselben entsprechen,
so erhilt man nach (I) die Anzahl der noch zwei mal berithrenden
Haupttangenten

(48) (T,T?) — 18(T%) + (n—12) (20) — (BT?) — 2(CT?).

Auf die Umformung der rechten Seite soll hier nicht eingegangen
werden, .

3. Die Regelflichen (7,7") und (7).

Lisst man einem Punkte der Doppelcurve die n — 4 weiteren
Schnittpunkte der durch ibn gehenden Sehnen entsprechen, so erhilt
man ein zweistufiges System von Punktepaaren, welches insofern von
besonderer Beschaffenheit ist, als die Punkte erster Art nur ein ein-
stufiges System bilden. Wie Schubert an vielen Beispielen gezeigt
hat, gilt die Formel (II) auch fiir diesen Fall; man hat nur fir das
Symbol ¢* Null zu setzen. Ks ergiebt sich so:
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(Bb) = 2n(k—38) + "7V .2t —4) — 2(n—4) —3)
—2B(b—1) — 3p(b—2) — 3t(b—3).

Die Coefficienten der in den Punkten 8, y, ¢ stattfindenden Aus-
nahmecoincidenzen werden mit bestimmt durch die Ordnung des Kegels
iiber der Doppelcurve aus einem solchen Punkte.

In dhnlicher Weise findet man

(Be) =n(bc—2y—38) + bec(n—4) — (be—2y—3B8) (n—4)
—2B(c—2) - 3y(c—1) — 3tc
=nbc — 2Bc — 3pc — 3tc — 5y — Bp.
2(Cb) =n(bc—2y —3B8) + be(n—4) — (be—2py—3B)(n —4)

—4B(b—1) —y(b—-2)
= nbc — 4b8 — by — 88 — 6y.

2(Ce) = 2nh4 S0 . 2(n—4) —2h(n—4) — 4p(c—2) — y(c—1)
=8h+c(c—1)(n—4) —4fc —yc+ 88+ ».

Dieselbe Formel (II) wende man jetzt an auf je zwei der n —3 weiteren
Schnittpunkte der Tangenten mit Beriihrungspunkt auf der Doppel-
curve, und erhilt

(49) (BT)=2n—4)ne +2b(n—3)(n—4) — o(n—3){(A—4)
— 2(Bb) — 3(Bc)
=2ab 4+ 4b+ap — 4 — 3y — 140 — 4j;
analog:
(49a) (CT)=2(n-4)no+ c(n—3)(n —4) — o6(n—3) (n—4)
— 2(Ch) — 3(Ce¢)
=ac+ac 4 2¢c+ 3r — 166 — 38 — 1.
Es sei bemerkt, dass diese Ausdriicke zur Berechnung von (b 7% und
(¢T?) hitten dienen konnen. Da ndmlich die Regelfliche der eine
feste Gerade schneidenden Doppeltangenten vom Grade & 4 ¢’ ist, so

hat man mit Beriicksichtigung des Verhaltens dieser Fliche in den
Punkten j und g

b(@+0) = (BT?) + 2(BT) + 4q + (a—4)j;

¢c(@+8) = (TY + 3(CT) + (a—B)z;
man bestitigt so die in (10) und (10a) auf anderem Wege herge-
leiteten Resultate.

Lasst man jedem der beiden Beriihrungspunkte einer Doppeltan-
gente jeden der » — 4 weiteren Schnittpunkte entsprechen, so giebt

15*
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(II) den Grad der Regelfliche der noch einmal berithrenden Haupt-

tangenten:

B0) (I3T)=n(n—4)(a—6)+ 2n(0—2a-}+12)
+2(n—4)(0'—0) — (BT) — 2CT)

1 15 N o (8 N oL c
=Ga-De+)+Ea-3) (0+0)+ 24a
+4 a2i+314+27437) — 388G+ — ", 1+ 1)
— 6(642r —3c—4j5'—3y).
Die Haupttangenten, welche ihren Beriihrungspunkt in einer gegebenen
Ebene haben, bilden eine Regelfliche vom Grade
(61) 2n 4 x°  [Satz (22) bei Schubert],
dagegen bilden die Haupttangenten mit einem einfachen Schnittpunkte
in einer gegebenen Ebene eine Regelfliche vom Grade
(52) n(x—6) 4+ (n—3)x" [Satz (23) bei Schubert).
Der Restschnitt der Regelfliche (51) ist von der Ordnung
n(n-4x») — Gn;

diese Zahl ist zugleich die Ordnung des Ortes der Berithrungspunkte
der Regelfliche (52). Die Ordnung des Ortes der weiteren einfachen
Schnittpunkte dieser Regelfliche ist also
5B3) p(x—06)+(n—3x"] — 3[n(2n+x)—6n] — n(x—6)
= Anzahl der Haupttangenten mit einem einfachen Schnittpunkte in
je einer von zwei gegebenen Ebenen.

Man bedarf der Kenntniss dieser Zahl, um die Correspondenzformel
(III) auf je zwei der » — 3 weiteren Schnittpunkte der Haupttangenten
anwenden zu konnen. Das Symbol cd ist (53), g, ist (n —3)(n— 4)x’;
wegen der unbrauchbaren Coincidenzen ist in Abzug zu bringen

2b(x—12) 4 3¢c(x—38).

Die Ordnung des Ortes der einfachen Berithrungspunkte der Tangenten
(T,T) ist hiernach
(54) ax 4 (n—12)x" — 12n(n—2) 4 240 4 24c.
Die Zahl der Doppeltangenten, welche einen einfachen Schoittpunkt
in einer Ebene, einen Beriihrungspunkt in einer zweiten gegebenen
Ebene besitzen, ist in (18) berechnet. Durch Anwendung von (11I)
auf die Punktepaare, welche aus dem Berithrungspunkte einer Doppel-
tangente und einem einfachen Schnittpunkte bestehen, erhilt man
(55) (n*—2n)(a—6) 4 2nd" — 2a% — 202 4 120

—2(n—4)0" —2(a—8)b — 2(a—6)c

= (2a—24)n 4 (a —24)x" } 24a




Ueber singulire Tangenten. 229

fir die Ordnung des Ortes der Inflexionspunkte der Tangenten (7,T).
— Unter den Haupttangenten der Fliche sind diejenigen ausgezeich-
net, welche ihren Inflexionspunkt auf der Doppelcurve haben. Um
den Grad ihrer Regelfliche zu finden, wende man (II) an auf die
Punktepaare, welche aus einem Punkte der Doppelcurve und aus einem
der weiteren Schnittpunkte der daselbst dreipunktig schneidenden Ge-
raden bestehen, und erhalt

(56) ne + 2b(n—3) —e(n—3) — 29 — 38 — 5y — 6¢

- =D50—2b—-2¢+p+7.
Ist die Doppelcurve als vollstindiger Schnitt zweier Flichen gegeben,
und ohne singulire Punkte, so kann man die Gleichung der in Rede
stehenden Regelﬂﬁche wirklich bilden durch Elimination der z aus
XX =0, Dl axk% X, XXy =0

Z‘a:‘aa:

in Verbindung mit den Glelchungen der Doppelcurve; als tiberfliissigen
Factor enthdlt die Resultante zweimal die Gleichung der Tangenten-
fliche der Doppelcurve.

Von den Haupttangenten geht man zu vierpunktigen Tangenten
iber durch Hinzuftigen der Bedingung, dass einer der n — 3 weiteren
Schnittpunkte mit dem Inflexionspunkte zusammenfalle. Bei einer
Fliche mit Singularititen wird man eine Tangente I', mit Beriihrungs-
punkt P und Tangentialebene E nur dann zu den im eigentlichen
Sinne vierpunktigen Tangenten zihlen, wenn nicht nur 7, in P vier-
punktig schneidet, sondern auch E vier mal zihlt unter den n’ durch
T, an die Fliche zu legenden Tangentialebenen. Die Regelfliche (56)
wird man also nicht als der (7',) angehorig betrachten wollen; ebenso
wenig die Tangentenfliche der Cuspidalcurve. Durch Anwendung von
(IT) auf die Berthrungspunkte und weiteren Schnittpunkte der Haupt- -
tangenten wiirde man also fiir (7)) erhalten

67 2n(n—3) + n(x—6) + x' (n—3) — x(n—3) — 3r — (56).

Aber eine weitere Reduction ist erforderlich wegen der Punkte 2*).
Die Haupttangenten eines Punktes, welcher einem beliebigen Punkte
der Cuspidalcurve unendlich nahe liegt, weichen in ihrer Richtung von
einander und von der Tangente der Cuspidalcurve unendlich wenig
ab. Ganz anders verhalten sich die Haupttangenten in der Nihe eines

point-clos, wie die analytische Darstellung zeigt. So lange g endlich

und von Null verschieden ist, verhilt sich die Fliche in der Nihe eines
solchen Punktes wie die folgende:

*) Man vergl. die ausfihrliche Discussion der Eigenschaften dieser Punkte
bei Zeuthen, L c. pag. 479 ff.
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z=az?4 2bzy 4 cy’ + dx Yzy [Leuthen, pag. 482].

Die Gleichung der Projection des Haupttangentenpaares in der £-Ebene
fir den unendlich nahen Punkt z,, %,, %, ist, wenn zur Abkiirzung

z —x,=&, Y—Y=1, —:°— = A gesetzt wird:
i,
(G a+2art) & + (40474 ] ai)tn + (@eal - $ ) —=o0.

Damit diese Gleichung fiir einen gegebenen Werth von i bestehe, hat

i} einer Gleichung vierten Grades zu geniigen; d. h. die Haupttan-
genten in der Nihe eines point-clos nehmen in der singuliren Ebene
alle moglichen Lagen, und zwar eine gegebene Lage viermal an.

Von den weiteren Schnittpunkten einer solchen Haupttangente
liegt einer dem Berithrungspunkte unendlich nahe, und zwar in einer
_ Entfernung, welche im Allgemeinen proportional ist zu z, oder y,.

Der Ausdruck (57) ist daher noch um 4y zu vermindern; man
erhilt

(58) (T) = —8a+ (0+0)+ 5 (c+¢)+ 8(G+) + 2 (x+1)
+ 2 (o+2r—3c—4j' —37).

Die Curve S, der Berithrungspunkte der vierpunktigen Tangenten wird
ausgeschnitten durch die von Clebsch berechnete Fliche S der Ord-
nung 11n — 24, welche die Doppel- und Cuspidalcurve ganz enthalten
muss; der Restschnitt hat die Ordnung

(59) S, =n(11n —-24) — 22p — 27c.*)

Die Coefficienten 22 und 27 erschliesst man entweder durch Anwendung
der Correspondenzformel (III) [vgl. Satz (44) bei Schubert], oder
auch durch Betrachtung des speciellen Falles der classenallgemeinen
Fliche; fiir eine solche ist die Curve der Beriihrungspunkte der eigent-
lichen vierpunktigen Tangenten von der Ordnung »' (115 —24). (n'— 1),
die Flidche S von der Ordnung 11#'(n"— 1)? — 24; der weitere Schnitt
beider Flichen, von der Ordnung

w'(n—1)2[11n" (0 —1)2—24] — ' (110" —24)(n' — 1),

muss ganz in der Doppel- und Cuspidalcurve liegen, deren Ordnungs-
zahlen bekannt sind; daher die Coefficienten 22 und 27.

*) Wegen der ganz in der Fliche liegenden singuliren Geraden j° und 7'
witre noch eine Reduction anzubringen; die Angabe dcrselben fehlt auf pag. 612
vop Salmon-Fiedler's Raumgeometrie.
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4. Die Anzahl der fiinfpunktigen Tangenten.

Zu ihrer Bestimmung kann man von der Regelfliche (7,7") oder
auch von der (7,) ausgehen. Schligt man den letzteren Weg ein, so
geben die folgenden Punkte zu unbrauchbaren Losungen Anlass:

1) die Punkte f; die Tangente der Doppelcurve schneidet da-
selbst sechspunktig;
2) die sonstigen Punkte der Doppelcurve, welche der Curve S,
angehdren ;
3)die ¢ + 2r — 3¢ — 45 — 3y Punkte der Cuspidalcurve, in
welchen die Schmiegungsebene mit der Tangentialebene zu-
sammenfillt; die Tangente der Cuspidalcurve schneidet da-
selbst sechspunktig;
4) die Punkte g; in jedem derselben giebt es vier fiinfpunktig
schneidende Tangenten.
Der Berechnung der Anzahl der unter 2) genannten Punkte muss
Folgendes vorausgeschickt werden.

L#sst man der Schmiegungsebene eines Punktes der Doppelcurve
die beiden zugehbrigen Tangentialebenen entsprechen, so kann man
auf das so definirte einstufige System von Ebenenpaaren die Formel
(1) anwenden, und erhilt .

2540 — 2¢
als Zahl der Punkte der Doppelcurve, in welchen die Schmiegungs-

ebene mit einer Tangentialebene zusammenf&llt; zu ihnen gehdren auch
die Punkte y; es bleiben also noch

(60) o+y+4g—60
nicht singulire Punkte der Doppelcurve, welche die erwihnte Eigen-
schaft haben; die Tangente der Doppelcurve schneidet fiinfpunktig; sie
hat mit der einen Flichenschale eine Inflexion, mit der anderen eine
einfache Beriihrung.

Die in (56) bestimmte Regelfliche schneidet dle Fliche noch in
einer Curve der Ordnung

n(de—2b—2q+p+y) — 16b;
lisst man daher einem Punkte der Doppelcurve die 4(%z — 4) einfachen
Schnittpunkte der daselbst beriihrenden Haupttangenten entsprechen,
so ergiebt sich zuniichst als Zahl der Coincidenzen:
4nb — 320 4+ 4(be—2b—2q+4B+7%);
abzuziehen ist die Zahl (60); ferner veranlassen die Punkte 8, y, ¢
Reductionen; man erhilt so
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(61) 4nb — 328+ 4(5e—2b—29+B+7)
— (e+7+4¢—6b) — 88 — 9y — 12¢%)
als Zahl der unter 2) aufgefiihrten Punkte.

Die Anzahl der Punkte 3) entspricht sich selbst dualistisch; aus
diesem Grunde wiirde die Controle ihres Coefficienten durch Uebergang
zur Reciprocalfliche illusorisch werden; ihre Vielfachheit lisst sich aber
auf folgendem Wege ermitteln. ‘

Man betrachte die Fliche sechster Ordnung

(s—azy)? — (y—bx?)* =0
mit der Cuspidalcurve y — bx?, z = abz®. Fiir den Punkt
Px=y=2=0)
fallen sowohl die Schmieguugsebene der Cuspidalcurve als die Tan-
gentialebene der Fliche in die Ebene g = 0.

Sei P,(x=¢, y=>be?, 2==ab¢?) ein dem Punkte P benachbarter
Punkt der Cuspidalcurve, und & von der ersten Ordnung unendlich
klein; es sind zu untersuchen die Eigenschaften der Haupttangenten
in solchen Punkten der Fliche, welche von P, um ein unendlich Kleines
zweiter Ordnung entfernt liegen. Ein solcher Punkt sei

P, (:c==a, y=be 442, z=abe3+(l*+al) 53)
wo 4 endlich und von Null verschieden ist; nimmt man ihn zum neuen,
innerhalb des genannten Spielraums veridnderlichen Anfangspunkt und
bezieht auf ihn die Coordinaten £, 5, {, sp hat man in der ursprilng
lichen Gleichung der Fliche zu setzen:
s=c+E y=0F+N2+n s=(abtartil)e 4o
Die Gleichung der Tangentialebene in P, ist
f=pE+anm,

p= (ab+ai.—3bl§) &5 q= (a+i;- 41*) &,

Man findet hieraus weiter fiir die Gleichung der Projection des Haupt-
tangentenpaares in der z-Ebene

wo

2w 4 2ant—30)e . nE 4 3P —bA)e - B2 =

woraus beildufig folgt, dass man einen Punkt der parabolischen Curve

erhalt far A =4—‘7:3_:»b9 p» dass also die parabolische Curve einen Zweig

durch den Punkt P schickt.

*) Die Coefficienten von @, y, ¢ verificirt man durch Betrachtung des speciellen
Falles der classenallgemeinen oder ordnungeallgemeinen Fliche.
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Zur Abkirzung sei
m=2b— -;-aa*i 2;/;42,1 +bi — Labdd,
also
n=mef, {=(pt+gme)§
die Gleichungen einer Haupttangente; setzt man diese in die Gleichung
der Fliche ein, so erhidlt man nach Theilung mit §3 die cubische

Gleichung, von welcher die §-Coordinaten der drei weiteren Schnitt-
punkte abhiingen:

5 -(5) —302(m—28)- (1) + (a4 3byw—1267m—382441207) - &

+ (m—2b) [—~8amat — (m—2b)2+6b4] = 0.

Das Verschwinden des letzten Gliedes dieser Gleichung ist die Be-
dingung ftir eine vierpunktige Tangente; durch Einsetzen des Werthes -
von m und durch Rationalmachen erhilt man

(3~ 1 a)[(3a249b)2 —6abat 4-a2b] = 0.

Die Curve S, schickt also drei Zweige durch den Punkt P; von den
weiteren Schnittpunkten liegen zwei dem Bertihrungspunkte in erster
Ordnung unendlich nahe. Der gesuchte Coefficient ist somit 3 - 2.¥)

Durch jeden Punkt y endlich schickt die Curve S, vier Zweige,
welche die daselbst fiinfpunktig schneidenden Geraden berithren; die
letzteren sind Grenzlagen eigentlicher vierpunktiger Tangenten, sind
also auch Erzeugende der Regelfliche (7). Daher die Reduction
— 87; ein funfter Schnittpunkt liegt dem Berithrungspunkte in zweiter
Ordnung unendlich nahe.

Nach (59) beschreiben die einfachen Schnittpunkte der vierpunktigen
Tangenten eine Curve der Ordnung

n(T,) —4(1la—13n+-6¢);
die Formel (I) giebt also als Zahl der Coincidenzen eines weiteren
Schnittpunktes mit dem Beriilhrungspunkte:
(n—8) (11a—13n4-6¢) + 4(T)).
Hiervon ist abzuziehen
48 + (61) 4+ 6(0+2r—3c) 4 87%.
Das Resultat ist

(62) (T =— 206+ L@+0)— L (@0+0) + 2 (i+))

+ ?:1. (x+7) + 15(642r—3c—45 —37).

*) Man vgl. die von Zeuthen in , Almindelige Egenskaber ved Systemer af
plane Curver* gegebene Regel in Betreff der Vielfachheiten der Coincidenzen,
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Zur Bestitigung kann man von der Regelfliche (7T, T) ausgehen,
und dem Inflexionspunkte den einfacheu Berithrungspunkt entsprechen
lassen. Diese Herleitung ist insofern bequemer, als die Punkte 8, g
und die erwihnten ¢ 4 2 — 3¢ Punkte der Cuspidalcurve nicht zu
Coincidenzen Anlass geben; nur die Tangenten in den Punkten (60)
kommen als uneigentliche fiinfpunktige Tangenten in Wegfall. Man
erhilt .

(54) + (55) — (50) — (60),
iibereinstimmend mit (62).

5. Berechnung von (7,7) und (T,%).

Auch hier kann man zwei Wege einschlagen; will man von den
vierpunktigen Tangenten ausgehen, so miissen zuvor (b7T,) und (¢T,)
berechnet werden; weit schneller gelangt man zum Ziel, wenn man
von den dreifachen Tangenten ausgeht, und jedem der Berithrungs-
punkte jeden der beiden anderen entsprechen lasst.

Man braucht dann nur zu kennén die Zahlen (13), (20) und (45):
die Anwendung von (I) giebt

(63) (T,T)=4-(20)— 6.(T%) — 2. (45)
=—8a?+112a+(5a—52)(c+¢) + (e +84) (640
— 224 (j 44 — 394 (147
+(-§ a—18) (6 + 2r —3¢ — 45" — 37).

Weniger einfach ist die Berechnung von (T,?); man muss von

den Tangenten (T, T) ausgehen, und dem einfachen Beriihrungspunkte
die n — 5 weiteren Schnittpunkte entsprechen lassen. Nach (I) erhalt
man als Zahl der Coincidenzen
(64) (n—T) - (54) — 3 - (85) + 5 - (50).
Aber zu unbrauchbaren Coincidenzen geben Anlass diejenigen Tan-
genten (1, T), welche ihren einfachen Berithrungspunkt auf der Doppel-
oder Cuspidalcurve haben; man bedarf also noch der Kenutniss der
Zahlen (B17,) und (CT,).

Da die Haupttangenten, welche eine feste Gerade schneiden, eine
Regelfliche vom Grade x 4 x" bilden, so hat man nach (56)

OT;) =b(x+x) —3 (50 —2b—29+p+47);
(eTy)=c(x+x)— 8r — 8.

Die Coefficienten von r und g sind nicht leicht direct zu erkennen;
man verificirt sie aber durch eine andere Herleitung von (¢T;). Auf
den oo? Geraden, welche die Cuspidalcurve treffen, und anderswo die
Fliche berithren, betrachte man den Berithrungspunkt und einen

analog ist
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weiteren Schnittpunkt als Punktepaar, und wende (IT) an; es ergiebt
sich so

(¢Ty)=cn(n—4)+n(ac—2¢—36—3) 4+ c(a—3) (n—4)

— (n—4) (ac—36—7) — (c¢B) — 2 (cC);
die Ausrechnung bestitigt die obigen Coefficienten.

Die Tangenten mit einem Beriihrungspunkt in einer Ebene, einem
einfachen Schnittpunkt in einer zweiten Ebene bilden eine Regelfliche
vom Grade na + n* — 2n [vgl. (14)]; unter ihnen giebt es also

b(na+n*—2n) — 2ba — 4bn,
welche die Doppelcurve treffen in Punkten, die in keiner der beiden
Ebenen liegen. Die entsprechende Zahl fiir die Cuspidalcurve ist
c(ma+n"—2n) — 2ca — 3cnm. .
Durch Anwendung von (III) auf die oben erwihnten oo? Punkte-

paare erhdlt man fiir die Ordnung des Ortes der Beriihrungspunkte
der Tangenten (b 7))

b(na+n*—2n) — 2ba — 4bn
—bla—4)(n—4) —2b(b—2) — 2¢b
=bBa—n+c -12);
und fiir die der Tangenten (¢ T,):
¢t — ne 4 3ac — 8e.

Damit ist auch gegeben die Ordnung des Ortes der einfachen Schnitt-
punkte dieser Tangenten, néimlich

' n-(bT,) — 3(Bab—nb+bc—12b) — 20 (x—12) -
W, :

n-(eT;) — 3(c*- ne+3ac—8¢) — 2¢(x—8).
Lisst man die weiteren Schnittpunkte einer Tangente (b7,) dem
Schuittpunkte mit der Doppelcurve entsprechen, so kann man (I) an-
wenden, um (B7T,) zu erhalten, muss aber wegen der Punkte 8, 7, ¢

28 (x—12) 4 3y (x — 14) + 3¢(x—18)
in Abzug bringen; man erhiilt
(BT,) = ¢x — 9nb + 1500 — Yab + 27y + 54t + 98
— 159 4+ 30q 4 5bx’ — 3bec.
Fiir die Cuspidalcurve ist abzuziehen:
4(04+2r—30) + 4B (x —12) + » (x — 14) 4 85;

es wird ‘ .

2(CT,) =20x%x — 5nc+ 80¢c — 3¢* + Hex' — 40r — 40y

— 4 (6+2r—3¢) — Yac + 408 4 14y,
Aus (64) erhdlt man jetzt
2. (T7) = (n—T) - (54) — 3 - (85) + 5 - (50) — (BTy) — 2(CTy),
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und nach Einsetzen der berechneten Zahlen und gehoriger Umformung:
333

(63) 2(Ty) =+ x? 4 1084 + 22 (6+0) — 22 (c+¢)

— 22 G+5) — T ) — 81 (o+2r—Bc— 4/ —37).

6. Einfluss der singuliren Geraden ;' und j.

Da diese ganz in der Fliche liegen, so treten sie in den meisten
Fillen mit auf als uneigentliche Losungen in der Zahl derjenigen
Geraden, welche, in Bezug auf die Fliche, vier Bedingungen geniigen.
So gilt z. B. der Satz

’ (BY) = n* (2n*—6n+3), *)
welchen Schubert [a. a. O. Satz (7)] einem grossen Theile seiner
weiteren Resultate zu Grunde legt, nicht mehr, wenu Gerade j' oder
g vorhanden sind; die Coefficienten der dann erforderlichen Reduction
scheinen nicht leicht zu bestimmen zu sein.

Die Curve der Berithrungspunkte solcher in einstufiger Mannig-
faltigkeit vorhandenen Tangenten, welche noch zwei Beriihrungs-
bedingungen zu geniigen haben, enthilt ebenfalls die Geraden j’ und
% ganz; handelt es sich also um die Restcurve, so sind Vielfache von
J  und z' in Abzug zu bringen. Anstatt nun zu versuchen, diese
Reductionen anzubringen bei denjenigen Sitzen, welche zur Bestimmung
der Ordnungszahl gedient haben, thut man besser, den folgenden
Schluss zu Hiilfe zu nehmen: Ist die Ordnung der Curve bekannt bis
auf Glieder mit j° und g, so ist die Classe des Ortes der Tangential-
ebenen der Fliche Jangs dieser Curve bekannt bis auf Glieder mit j
und g. Um iiber die Coefficienten zu entscheiden, braucht man dann
nur j' und g gleich Null zu setzen, d. h. man kann sich auf die Be-
trachtung der Punktfliche beschrinken. Es moge dieses an einigen
Beispielen gezeigt werden.

Nach (59) bilden die Berithrungspunkte der vierpunktigen Tan-
genten eine Curve der Ordnung

S;=1la — 13n 4 6c+ 7,j" + 7,1’;
die bei der Herleitung vernachlissigten j° und g sind hier mit vor-
liufig unbestimmten Coefficienten hinzugefiigt. Geht man zu einer
Punktfliche iiber, so hat man also fiir die Classe des Ortes der Tangential-
ebenen der Fliche lings der Curve

K=1la — 135n" + 6¢ + z,j + 7,1.

*) Es ist bemerkenswerth, dass dieser Ausdruck fiir n == 3 die Zahl 27 der
Geraden einer allgemeinen Fliche dritter Ordnung giebt; aus diesem Beispiele
scheint hervorzugehen, dass eine einfache Gerade, welche man einer Punktfidche
beilegt, in der Zahl (E*) einfach zdhlt.
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Es ist K die Anzahl der mit P beweglichen Schnittpunkte der Curve
S, mit der ersten Polarfliche eines beliebigen Punktes P; die festen
Schnittpunkte liegen in der Doppel- und Cuspidalcurve; es sind die
Punkte g8, die Punkte (61), die ¢ 4 2 — 3¢ Punkte der Cuspidalcurve
und die’Punkte 3, durch welche letztere die Curve vier Zweige schickt.
Man bat mithin die Gleichung
=Mm—1)8, — 88 — (61) — 9(6+2r—3¢c) — 4 -3y,

wo nun in S, 7' und g gleich Null zu setzen sind, oder es muss
identisch sein

(n—1)(11a—13n4-6¢) — 88 — (6y — 260+ 6541194 108)
—(11a—130"4-6¢' 41,54 7,0) — 9(6+4+2r—3¢) — 127 = 0.

Die Entwicklung der linken Seite giebt

@—=)i+O—mr)z=0,
also z, =4, 7,=9, und
S;=11a —13n 4+ 6¢ 4+ 4" 4+ 97

Die Curve der einfachen Berithrungspunkte der Tangenten (T, T)
hat mit der Doppelcurve gemeinschaftlich die ¢ 4 y 4 4¢ — 6b Punkte
[vgl. (60)], die Punkte (BT;), und die Punkte j, durch welche sie
% — 12 Zweige schickt, welche hier einander und die nach Zeuthen
sog. singulire Tangente berithren; mit der Cuspidalcurve die Punkte
(CT,) und die Punkte g, durch welche sie x — 20 Zweige schickt.
lhre Ordnung ist nach (54)

O=ax+ n—12)% 4+ 120 — 12a — 12¢ + 7, + 7,1,
und man hat wieder fiir eine Punktfliche die identische Gleichung

(n—1) 0 =0 +3(e+r+4g—6b) + (BT)) + 3(CTy)
+ 2j (x—12) 4 3y (x—20).
Nach Einsetzen von den fiir (B1,) und (CT;) erhaltenen Ausdriicken
reducirt sie sich auf

(—3—7)j+ (24—1) 1 =0,

womit denn die Coefficienten bestimmt sind.

Ein #hnliches Verfahren konnte man anwenden zur Bestimmung
der Ordnung des Ortes der Inflexionspunkte der Tangenten (T,7).
Diese Curve geht nicht durch die points-pinces; es wiirde sich also
nur handeln um die Anzahl der sonstigen Punkte der Doppel- und
Cuspidalcurve, welche als feste Schnittpunkte der Curve mit der ersten
Polarfliche auftreten.

Mirz 1879.




On the correspondence of Homographies and Rotations.
. By
A. CavrLeEy at Cambridge.

It is a fundamental notion in Prof. Klein’s theory of the
»lcosahedron* that homographies correspond to rotations (of a solid
body about a fixed point): in such wise that considering the homo-
graphies which correspond to two given rotations, the homography
compounded of these corresponds to the rotation compounded of the
two rotations.

Say the two homographies are 4 4+ Bp + Cq + Dpg = 0,
A, + B,q+ C,r 4 D,qr =0, then, eliminating g, the compound
homography is A4, 4 B,p 4+ C,r + D,pr = 0, where

A,,B,,C,,D,=B,A—A,C,B,B—A,D,D,A—C,C, D,B— C, D,

and the theorem is, that corresponding to these, we have rotations
depending on the parameters (1, g, v), (,, 8y, v,), (4,, #,, v,) respect-
ively, such that the third rotation is that compounded of the first and
second rotations. The question arises to find the expression for the
parameters of the homography in terms of the parameters of the
corresponding rotation. .

The rotation (4, g, v)is taken to denote a rotation through an angle
¥ about an axis the inclinations of which to the axes of coordinates
are f, g, h, the values of 4, u, v then being = tan & cosf, tan { & cosg,
tan 4 & cos k respectively: (4,, u,, v,) and (4,, u,, v,) have of course
the like significations; and then, if (4, u, v) refer to the first rotation,
and (4,, u,, v,) to the second rotation, the values of (4,, &,, »,) for
the rotation compounded of these are taken to be*):

*) The numerators might equally well have been 1 + 1, — (g v, — g, ¥), ete.:
but there is no essential difference, we pass from one set of formulae to the
other by reversing the sigus of all the symbols: and hence Ly properly fixing
the sense of the rotations, the signs may be made to be 4 as in the text.
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Ay=2A+ 4 +py, — v,
Mo=p +py +v4 — v4,

vp,=v+v + g — iy, .
each divided by
1 — 24, —pp, —vyy5

and if we then write for 2, g, » the quotients z, y, 2 each divided
by w, and in like manner for 4, u,, », and 1,, &,, v,, the quotients
z,,Y,, #, each divided by w,, and z,, y,, 2z, each divided by w,, the
formulae for the composition of the rotations are

Z, =zw, + 2w + Y&, — Yy, 2,

Y =yw +yw+ 2z, — 5z,

2, = 2w, + 2w+ Y, — Y,

) Wy=WW, — LTy =YY — £%);
and the question is to express 4, B, C, D as functions of (z, y, 2, w),
such that 4,, B,, C,, D, denoting the like functions of (z,, y,, 2,, w,),

4,, B,, C,, D, shall denote the like functions of (z,, y,, 2,, w,).
It is found that the required conditions are satisfied by assuming

A,B,C,D=iz—y, —-iz+w, —tz—w, —iz—Y,
(where 4 = /' —1 as usual): in fact we then have

A,=B/A— AC
= (—tz,+w,) z—y) — (iz,—y,) (—is—w)
=i(zw,+z,wtyz —y2) — (yw,+y,w+2z, —25x)
=—1 + ix-u
a8 it should be: and we verify in like manner the values of B,,C, and

D, respectively.
The result consequently is that we have the homogtaphy

(iz—y) + (it w)p + (—iz—w) g + (—ix—y) pg =0

corresponding to the rotation (: , -Z; , —:7): where -:-, —z— , ; are the
parameters of rotation, tan 4 & cos f, tan § & cos g, tan } & cos A.
I remark as regards the -geometrical theory that if we consider

Assuming this to be 80, if we then reverse the order of the component rotations,
we have for the new compound rotation the like formulae with the signs —
instead of +4; but this in passing. The formulae, virtually due to Rodrigues,
are given in my paper ,on the motion of rotation of a solid Body* Camb. Math.
Journal t. II1 (1813).
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two lines J, K fixed in space, and a third line L fixed in the solid
body and moveable with it; then, for any given position of the solid
body, the three lines J, K, L are directrices of a hyperboloid the
generatrices whereof meet each of the three lines: and these generatrices
determine, say on the fixed lines J, K, two series of points corresponding
homographically to each other: that is, corresponding to any given
position of the solid body we have a homography. But it is not
immediately obvious how we can thence obtain the foregoing analytical
formulae.

Cambridge, 3. April 1879.




Ueber die Jacobi'sche Modulargleichung vom achten Grad.
Von F. Brioscur in Mailand.

§ 1.

Die wichtigen Resultate, welche Prof. Klein*) neuerdings hin-
sichtlich der Transformation siebenter Ordnung der elliptischen Func-
tionen erhalten hat, haben meine Aufmerksamkeit auf einige Unter-
suchungen zuriickgelenkt, die ich vor mehreren Jahren hinsichtlich
der Jacobi’schen Modulargleichungen vom achten Grad begonnen
hatte. In einer kurzen Note, welche dem Istituto Lombardo di Scienze
im Januar 1868 vorgelegt wurde, verdffentlichte ich die ausgerechneten
Werthe der Coefficienten dieser Gleichung, aber die scheinbare Com-
plicirtheit dieser Ausdriicke gestattete mir damals nicht zu den Folge-
rungen zu gelangen, welche Hr. Klein auf anderem Wege gewonnen hat.

Die Berechnung der” allgemeinen Jacobi’schen Modulargleichung
vom achten Grad liisst sich sehr leicht auf folgende Weise bewerk-
stelligen. Es seien ¢, 2y, ,, - - - 2y die Wurzeln, und

V’:= _aij: V;s=a'o+_pn (s=0,1,.--6)
wo

2in
2= 0%a, 4 0% a, 4 0%ay, (9=37 )

Setzt man nun:
f
Sy = NP,

=0, 8,=0, §=6-T-a, s,=4-7T:b, §,=10.7".¢,
8 =16 T(d+14a?), 8; =T (e+98ab),
w0 @, b, ¢, d, e folgende cyklische Functionen der a,, a,, a; bezeichnen:
(1) 0=ga,a,ay, b=a,’a;+a;*a,+a,%a,, c=a,’a’*+as’a,’+a,’a,’,
=" a0+ ay0,°+ 0,08, e=Tab+4a,/+a,'+ag.

*) Ueber Gleichungen 7. Grades (Sitzungsberichte der Societiit zu Erlangen,
4. Marz, 20. Mai 1878; vergl. auch Mathematische Annalen, Bd. XIV).

Mathematische Annalen, XV. 16

so hat man zuvérderst:
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Diese fiinf Grossen sind nicht unabhingig, sondern es bestehen zwischen
ihnen folgende zwei Relationen:

@) ae —bd+4ct— Ta*b =0,
ce —d? — a’d — b* — 2abec — Ta*=0.

Aus den Formeln fiir die Potenzsummen ergiebt sich nun unmittelbar:

H(x—p.) =27 - 14ax* — Tbzx® — 14c2® — Tdz — ¢,

und die Jacobi'sche Modulargleichung achten Grades entsteht durch
Ausmultipliciren folgender drei Factoren:

(e+7a) [ [ /& —ae—p) [ [ W7 +a0+p) =0.

Die Coefficienten der Jacobi’schen Gleichung sind also aus a, und

den fiinf Grossen q, b, ¢, d, ¢, zwischen denen die Relationen (2) be-

stehen, zusammengesetzt. Man findet:

3) ##—14A42414Bs*— 10+ 14D53——7Ez’-l—('?’-ao’-F—H’)z
—TaH? =0,

wo offenbar:

H =[] @+p)=a)+14a,'a—Ta,3b+ 14a2c—Tayd+e
und )

F=17.ay?—14.-7*.0,54—14-71*-a,* B - 7-Ta,'C—14a,*D—E.
Die Coefficienten 4, B, (, D, E haben folgende Werthe:
A=2a,'+6a,a+b; B=8a,’—20ay3a—10a¢?b —10a,c— 14a*-d;
C=30a,*—252a,a+14a,'b + 140a*c+42a,2(2a?+ d) +

+2a,(14ab+e)+ T(8ac—b?);

D=16a,'"—184a,’a+84¢,"b+28a,5c+ 14a,*(22a>—1 d) —
—4a2(14ab+3c)+14a,2 (b2*—12ac)+ 14a,(bc—3ad)+Tbd —
—14c*—2ae;

E =20a,'*—172a,’a+ 190a,8b —360a," c 4 284a,% (38 a®—d) —
—4a3(126ab — 19¢)+ 14a,* (90> —32ac) —28a,3(5bc— 19ad) —
—2a2(49bd—T0c*—26ae)+ 2a,(14cd—3be)+-4ce—Td>

Eliminirt man zwischen den beiden Relationen (2) die Grosse e, s

erhilt man folgende Beziehung, welche man an Stelle der zweiten

Bedingung (2) setzen kann: ,

¢+ ab® 4 27a* — 9a’bec = (d—4da?) (bc—ad—5a?).
Die linke Seite dieser Gleichung zerlegt sich in die beiden Factoren:
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5 1

] 10
P=c+a3b+3a Q=c*+a%b?+49a% —3a2b—3a%c —adbe.
Setzt man also, unter %k einen numerischen Coefficienten verstanden:

3
3

1
4) d —4a? =ka® P,
so folgt:

. .
@ = ka* (pe—9a>—ka’ P)
oder: .

c?+a%b2+3(k2+3k+3)al‘sq+(k2—3)a2b+(k2—3)a?c

1
—(k+41a%be=0.
Nimmt man nun %= — 3, so ist das ersie Glied dieser Gleichung
nichts anderes als das Quadrat von P, und also hat man in diesem

Falle folgende Relationen:
5

1
d=4a?, c¢+a’b+ 3a®=0,
aus denen vermdge der ersten Gleichung (2) folgt

4

a3e=—b’+5a3b——9a3

Unter der hiermit eingefithrten Voraussetzung werden also die Coeffi-
cienten 4, B, C, - - - Functionen von a,, a, b allein, und man hat z. B.:

1 5
B = (a—a,3)(12a —84a,%) + 10(a® —a,) (a,b—3a?),
also B=0, wenn man {iberdiess at a, setzt.

Fibrt man dementsprechend in die oben angegebenen Werthe von
A4, B., C, - - - statt q, ¢, d, e folgende Werthe ein:

(5) a=ay?, c=—a,(b+3a,!), d=4a,*, ae=—0b>+5a,0—9a,},
so kommt:

A=0b+8ay¥, B=0, C=—94* D=0, E=1043,
g H=A4?, F ="T%.q,'2— 14-7%.q,%4 4 63.-Ta,' 42 — 10 43,
und also:

o F— H? 7o [T, %1470, A+ 6340547 10 T20, 4—T4Y).

Schreibt man endlich

g=y V__'_A) 'I_ao_A‘ =m,
S0 erhdlt man statt (3) folgende einfache Gleichung:
(6) ¥ + 14y + 63y* + T0y* + 4ty — T=0,

wo

16*
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t = b (m* 14mS 634 TOm? —1).

Diese Gleichung (6) [offenbar die einfachste unter den Jacobi'schen
Gleichungen achten Grades] wurde von Prof. Klein der Erlanger Societat
zuerst in der Sitzung vom 4. Mirz 1878 mitgetheilt.

Betonen wir noch ausdriicklich, dass wir, um zu ibr zu gelangen,
nur folgende zwei Annahmen gemacht haben:

a=a?, d—4a®=—3alP;
denn die anderen Relationen (5) sind nur Folgerungen aus diesen Glei-
chungen und den ldentitéten (2). Nun ldsst sich die zweite dieser
Gleichungen folgendermassen schreiben:
" d—a>+ 3abb+ 3adc 4 6a2=0.

Substituirt man hier fiir a, b, ¢, d die Werthe (1), so erweist sich die
linke Seite als Cubus der linken Seite folgender Gleichung:

) Vara® +Vasa® +Vaa,° =0,
und die beiden eingefithrten Annahmen reduciren sich also auf (7)
und diese:

Gy = V“l @y Qy
Multiplicirt man jetzt die Gleichung (7) mit dem Factor }/a,?a,, %
kommt:
(8) ay’ay + a48,° + a,a,* =0,
und in &hnlicher Weise bei Multiplication mit a, bez. a,:
(9)  ala, + agas® + 650> =0, ay’ay + a,8,® + 6,0, = 0.
Daher ist filr 4, = Ta,%:

2 Vo = A+ @4+ 0 4, + o4y, 2, Ve, = A, V1,
und also geniigen die Cuben der Wurszeln & der Jacobs’schen Gleichung
(6) selbst einer Jacobi’schen Qleichung.

§ 2.

Wir wollen jetzt mit «, 8, y, d, & funf Gréssen bezeichnen, welche
ebenso aus drei Zahlen ¢,, ¢,, ¢; zusammengesetzt sind, wie die a,b,
¢, d, e nach Formel (1) aus den a,, a,, a;. Dann bestehen zwischen
den a, B, - - - jedenfalls zwei Relationen nach Art der (2).

Betrachtet man jetzt

B = c’cs + ci¥e, + ¢)Pc,
als eine terniéire biquadratische Form, setzt
19 1
ﬁl = 3—:‘» ﬁn‘“f(j%g‘”'r
80 berechnen sich ftir die drei Covarianten:
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h=2%Z(4 By PraPys); k=2%-3%-Z(BR)*Brhy; ©=2%-3- Z(L B,h,k;)
folgende Ausdriicke:

h=6a2—@8; k=¢>—24afec+584a2p?+ 408y?—960a3y—232ay4,
0= — 65— 42(1290°3147a20%4-1447a*3-}-20648a°) - 438(7fe-|-66y3-+

+27192a?y—25a %)+ 326 (B%y —209a3f* — 16 f? 1297 aty).
Man setze nunmehr $=0. Dann reduciren sich die Relationen zwischen
den «, B, y - - - auf folgende:
0= — 2, ye=0%4 a?d + Tai,

Pl=—a(0’+4 a0+ Ta'), as?=—p(d24a?d+Tal),
egde=— (024 204 Tat)?.
Die Werthe von &k, © werden somit:
ak = — y(624233a?d 4967 '),
€0 = 0! — 514a28% — 12573462 — 29774 a%d — 8259248,

und setzt man hier, dem Werthe von 4 entsprechend, fir  =6a?—#,
so kommt:

ak=—yh*—5.-7% a?h4Tia'),
@O =h' 410 . T2a?h% — 9. T4a'h® 4 2. T®alh — T7ab.
Ferner folgt vermoge derselben Substitution:
9% = — (498 — 13- T2a’h+ T4a?)
0% — k3 = 12347,

Die Bedingung f == 0 wird vermdge der Gleichungen (7),‘(8), (9) be-
friedigt, wenn man setzt:

also:

und also

(10) ¢ ‘=; aya’, ¢, = V“t a}’, €= i‘ a,ay?,
also:
4] G Cy
Ay = Ay — Ay = @y — Aq == —
18y o 5 & 0o % o

und da dann gléichzeitig
e=a’, 8=—a,’0b+3a,)
h = a4,

wo A wie friher = b 4 8a,'. Der Werth (t) in Gleichung (6) kann
also folgendermassen ausgedriickt werden :

]
4t = ) A

und nimmt man jetzt mit Prof. Klein %- -g,, é—-g, 27, A =g,2—27g,?
=—12%17, so ergiebt sich:

11 =216 -%_.
(11) 4t = 216 e

so folgt:
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§ 3.
Unter Beibehaltung der Bezeichnungen des vorigen Paragraphen eei:
= 0'c;> + *'¢s* + o¥¢,’
vy = 0%y ¢3 + @¥c3¢, + 0%¢iCy.
Dann findet man folgende Relationen:
Zu =2y =0, Zu? =2v =0, Zuv =18,
ZW =23 ="T-6a?, Zulv="T(0~a?), Zuv’®="T-3a?
ul="T.4(p2—2ay), Zulv="T.3ap, Zuv?= 1(f2+42ayp),
Zuvd="T.3ay, Zvt = T.-4ay;
u="T-10(y?—20?f), Zulv="Td—p?+ 17a’8), Zudv?="T(283 + 1%,
v ="T-104%8, Zuvt=T(10a?f+45?), Zutd="T.11.a8;
Zub="7-6(0—2efy+20a*), Zudv="T-5(f*— afy —Ha*+42a24),
Zutv?=T(6"—40a?d+10afy+94Y,
=T.6(efy—a?0+13a4), Zuvs=T-5(¢fy-+4a’d-4}8al),
Zu’v* T(4a?d+8afy+11at), Zud=T(f*+ 60204 6afy+6a");
Zul=T(*—14afec 4 15602 —28y*—208a3y 4 2ayd),
20 =T(By'— 02— apd- 104ay),
Zuby =T(148p*—290?f*+ 60?3 — 11ayd 452a’y —6a?),
Zuvd=T(15a?p?-} 56a%y),
Zutt=T(2Ta?f*—2Bp*+ 20?04 8ayd—6a’y —2at),
Zutd="T(13a?p?+ 2892430y s} 38a3yp),
Zud=T(9a?p2+438p*+ 30’0 4-3apd+10a’y —3a?),
Zutv'=T(23a?f*+4ayd4 18a’y).
Daher sind die Coefficienten der Gleichung siebenten Grades, welche,
unter @ eine unbestimmte Grosse verstanden, folgende Wurzeln hat:
T,=u,~+ o-v,, (s=0,1,--.6)

Functionen der Grossen «, f8, %, d, &. Nimmt man nun o als Wurzel
folgender Gleichung:

0+ o+2=0
so ergiebt sich als Gleichung sicbenten Grades diese:
2" — Topz® + Tohz' — T1(2w+5)p22° + 14Rw+43)pha*+
+ 71(Bo—2)% — (0+3)4) 2 — k — (To—38)f2h =0,
wo h, k die im vorigen Paragraphen eingefiihrten Covarianten von
f smlgimmt man endlich noch an, dass ¢,, ¢,, ¢; die Werthe (10) haben
und also =0 ist, so wird die Gleichung sicbenten Grades fiir x==£h:
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F 4 To8 — T(o+3)E—

Vi~
& +7ro§‘——7(ca+3)g+12 Vﬂ

oder:

Diese Glelchung, der man verschiedene Formen geben kann (man
vergl. die citirten Arbeiten von Prof. Klein), ist dieselbe, zu der
Hr. Hermite in seiner Note Sur Vabaissement de Uéquation modulaire
du huitiéme degré (Annali di Matematica, 1859) seiner Zeit gelangt ist.

§ 4.
Bezeichnet man mit f(y) die linke Seite der Gleichung (6) und
mit ¢(y) folgenden Ausdruck:

(12) ¢ (y) =2y + 29y° 4 139y° + 187y 4 T¢
so folgt aus (6):
(13) f'(y) - o(y) = 28(108+8);
andererseits aber, ebenfalls aus (6)'
(14) -4 Y +4y=0
und also:

14(108 +£) 22 — — o) V5.

Der Ausdruck ¢@(y) Jy ist daher seinerseits Quadratwurzel der Wurzel
einer Jacobi’schen Gleichung achten Grades. Schreibt man dem-
entsprechend

(15) Vy=—oWVy

50 hat man zunichst:

140108+ VY —yy,

und beachtet man jetzt, dass fiir J = 92— aus (11) folgende Beziehungen
hervorgehen:

t=6y3yJ—1, 1084 t*=108J,
so erhdlt man weiter:
(16) 168y/3 T J = aVy _yy.
Jetzt seien:
Vy = @+119*+33y) Yy,
vy =+ 99+ 147y
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Man berechnet dann leicht:

168Y/3.J YT 1. -[—=7108Jﬂ+4t(2Vy Vi )48V,

168y/3-7yJ-1- Y 32y 4 81 vy +5tvy”.

Hiermit ist Zweierlei bewiesen: 1) dass die Ausdriicke Vy', VY, Vy

ebenso wie Yy die Quadratwurzeln aus den Wureeln einer J acobi'schen
Gleichung achten Grades sind, 2) dass jeder dieser Ausdriicke einer
linearen Differentialgleichung vierter Ordnung geniigt.

Des Weiteren ergiebt sich aus (15) vermoge (6):

yVy =-—v@)Vy
¥(y) =9 + 13y + 47y* — iy + 14.
Bezeichnet man jetzt mit Y, /Y die Ausdriicke:

VY¥=yvy, VY=—v0)Vy
so ergiebt sich aus (16):

s6y3 - JyI=1.9Y _yy.

wo

Die Eigenschaft also, welche am Ende von § 1. fiir V' Y bewiesen wurde,
— niémlich Quadratwurzel der Wurzel einer Jacobi’schen Gleichung

achten Grades zu sein —, tbertrigt sich auf Y'Y . Sie tbertrigt sich
augleich auf V'Y, VY

VY = (4 +14y°+ 624+ 6Ty +40) Vy, VY = — (45 Vy;
denn man findet folgende Relationen:

168y3.JyJ—1- "VT =108J Y Y+ 16ty Y+ 120/ Y 40ty T
168y/3-JyT—1. "Z}’—'= —16YY +1tyY — 22/ ¥"
168y3-JyT—1- X 53y ¥ 4ty ¥7).

§ 5.
Unter @ (y) den Ausdruck (12) verstanden werde jetzt gesetzt:

E=o9(),
wo @ einen von y unabhingigen Parameter bedeuten soll. Dann folgt
aus (13):
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m
(18) E= 40 und m =28.108-¢-J.

Sei ferner X§” = o,, so erhalt man durch abwechselnden Gebrauch der
beiden fiir § gegebenen Darstellungsweisen:

6,=0, 6,=2me, 6,=12me?*t, 6,=86me, 0,=2%-3-5me?,
Oy =2 mo (1159+20m g387), o, = 2?.3%. 81Tme%t,
X
und also fiir me = 28 (was @t = I/E bedingt):
£ 28£5 — 21. "’—‘ _2.3.5.7.£4—25. 7;/{:1 Pt B
_.2’3;" i}.‘. ok _24.3.1/"_}1. E—7=0.

Bezeichnet man nun mit p(«) die bekannte Weierstrass’sche Func-
tion, so ist*):

2 20 4o 6w
E= i (D) +2 () +2 ()]
lch zeigte fermer schon vor einigen Jahren**), dass, unter v den

Jacobi’schen Coefficienten B,_; verstanden, der im Zihler und Nenner
T3

der einer Primzahl »n entsprechenden Transformationsformel auftritt,
und der durch die Formel definirt ist:

(19) v="l/uu' L)

wo p den Multiplicator, 4, k die beiden Moduln bedeutet, — dass dann
folgende Formel Statt hat:

20 @ uu' dlog v 9 .. =1y,
2P =~V oyitms T (=B,
Es folgt also:
7 xn'? dlogw» Y dlogv
—— e T = L3 2 [C=))

(1—x2x'2)?

indem J, wie bekannt, = ?4,‘,- s ist.

Andererseits geben die Gleichungen (14), (18):

f—=—m A8y 14y TT—1)- 208,

Ein Vergleich der beiden Werthe giebt:

*) Miller. De transformatione functionum ellipticarum, Dissertatio inauguralie.
*%) Comptes Rendus de I'Académie des Sciences. Janvier 1875.
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1
: Vy =v?, VY =,
d. h. ebensowohl v als v sind Quadratwurseln von Wurzeln Jacobi*-
scher Gleichungen, ein Sate, der fiir eine beliebige Primzahl n mit
Leichtigkeit aus der Reihenentwickelung geschlossen wird.

Der so definirte neue Mulliplicator y, den ich als Kletn’schen
Multiplicator zur Unterscheidung von dem gewohnlich gebrauchten
Jacobi’schen 