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Luku 1

Differenssilaskentaa

1.1 Lineaarisista operaattoreista

Olkoon S C R. Merkitdaan Fg = {f|f : S — R on funktio}. Silloin Fg
muodostaa funktioiden yhteenlaskun ja skalaarillakertomisen suhteen (R-
kertoimisen) vektoriavaruuden, kun

f+g: S—=>R (f+g)(x) = f(z) +g(2),
af : S =R, (af)(x) =a(f(x)).

Funktioiden f, g € Fg (tavallinen) kertolasku on

fg: 5 =R (f9)(x) = f(x)g(x).

Joukko Fg muodostaa funktioiden yhteenlaskun ja kertolaskun suhteen ren-
kaan.

Maaritelma 1.1.1. Kuvausta A : Fg — Fg sanotaan lineaariseksi operaat-
toriksi, jos

1) A(f +g) = A(f) + A(g) aina, kun f, g € Fg,

2) A(af) =aA(f) aina, kun a € R ja f € Fgs.

Huomautus 1.1.1. Kuvaus A : Fs — Fg on lineaarinen operaattori, jos ja
vain jos

Aaf +bg) = a A(f) + b A(g)
aina, kun a,b € R ja f,g € Fgs.
Huomautus 1.1.2. A(f) € Fseli A(f) on funktio S — R. Usein merkitaan

lyhyesti A(f) = Af ja [A(f)](x) = Af(z) etenkin, kun A on lineaarinen
operaattori.

Maaritelma 1.1.2. Merkitdaéan symbolilla Lg kaikkien lineaaristen operaat-
toreiden Fg — Fg joukkoa. Méaritellddn lineaaristen operaattoreiden A ja



B yhteen- ja kertolasku seké skalaarilla kertominen kaavoilla
(A+B)f = Af+Bf,
(AB)f = A(Bf)"="ABf
(@A) f = a(Af)"ZaAf.

(Siis kertolasku tarkoittaa téssé funktioiden yhdistamistd.) Madritelldédn li-
neaariset operaattorit O ja I kaavoilla

Of on nollafunktio Vf € Fg,
If=f VfeFs.

Lause 1.1.1. Joukko Lg muodostaa vektoriavaruuden yhteenlaskun ja ska-
laarilla kertomisen suhteen. Silloin O on vektoriavaruuden Lg nollavektori
(ts. A+O=0+A=AVAe Lg).

Lause 1.1.2. Joukko Ls muodostaa (ei-kommutatiivisen) renkaan yhteen-
ja kertolaskun suhteen. Silloin O ja I ovat renkaan Lg nolla- ja ykkéosalkiot

(ts. A+O=0+A=Aja Al =TA=AVAEe Lg).
Huomautus 1.1.3. Renkaassa maaritelldan potenssi kaavoilla

A = T
A" = AAL

missd n € Z*. Jos A ja B kommutoivat (ts. jos AB = BA), niin voidaan
todistaa, etté

(A+B)" =Y (”) ARBrF,
k=0 k
missi n € Zg .

Huomautus 1.1.4. Lineaarisen operaattorin kasite on mahdollista maari-
tellda myos yleisemmassé struktuurissa kuin vektoriavaruudessa Fg.

1.2 Differenssi

Olkoon h € R\ {0} kiinted, olkoon S (C R) sellainen joukko, etté jos z € S,
niin x + h € S, ja olkoon f : S — R funktio.

Maaritelma 1.2.1. Funktion f ensimméinen differenssi (askelpituudella h)
A f on sellainen funktio, etta

Af(x) = flz +h) = f(x),

kunz € S.



Esimerkki 1.2.1.

a) Az =h,

o

) Aa® =a%*(a"—1), a€eR,

c) Aa=0, a€cR,

d)  Ax? =2hz + h%

Huomautus 1.2.1. Jos funktio f on derivoituva pisteessa x, niin

st = iy

Maaritelma 1.2.2. Siirto F maaritelladn kaavalla

Ef(x) = f(z + h).
Lause 1.2.1. Differenssi /\ ja siirto E ovat lineaarisia operaattoreita.

Todistus. Todistetaan, ettd A on lineaarinen operaattori. Todistetaan ensin,
ettd se on additiivinen. Differenssin mééritelméan mukaan

A(f+9)(x) = (f+9)(x+h) = (f +9)(2),

kun x € S. Néin ollen funktoiden summan maéaéritelman perusteella

A(f +9)(@) = (fle+h) + gz +n)) = (f(2) + ().

Tavallisella reaalialgebralla saadaan

A(f +9)(@) = (fle+h) = f(2) + (9(z + ) = g(x)).

Uudelleen differenssin ja funktoiden summan mééritelmien nojalla

A(f+9)(x) = Df(x) + Ag(x) = (A f + Dg) ().

Taten
Af+g)=A0fF+Dg

eli A on additiivinen.

Todistetaan sitten, ettd A on homogeeninen (luennot/harj). Koska A on
additiivinen ja homogeeninen, se on lineaarinen.

Siirron FE lineaarisuus todistetaan samalla tavalla (luennot/harj). O

Maaritelma 1.2.3. Funktion f n. differenssi on A™f ja n. siirto on E™f
(n >0).

Esimerkki 1.2.2. Selvisti A?22 = 242, A3z? = 0.



Huomautus 1.2.2. Selvisti A = £ — 1. Jos n € Z§, niin

E"f(x) = f(x +nh)

Lause 1.2.2. Oletetaan, etti n € Zg . Silloin

n

o) A= (P)(=1)rE,

k=0

b) E" = kzijo (Z) Ak,

Lause 1.2.3. Oletetaan, etti n € Z§. Silloin

a) A(uwv) = u(Av) + (Au)(Ev),

vEv

b) A (U) = vBute y(z) £ 0 Va € S,
c) E™(uv) = (E"u)(E™),

d) En (%) = 5% v(x) £0Vz €S,

v Env?

Todistus. Todistetaan kaava a). Olkoon z € S. Silloin funktoiden summan
ja tulon méaritelmien perusteella

(w(Av) + (Au)(Bv))(z) = u(z)(Av)(z) + (Au)(z)(Bv)(@).
Nyt differenssin A ja siirron F mééritelmien nojalla
(w(Av)+ (Aw)(Ev) ) () = u(@) (v(z+h) —v(@)) + (u(z+h) —u(z) )o(z+h).
Soveltamalla tavallista reaalialgebraa saadaan
(w(Av) + (Au)(Bv))(x) = (wo)(@ + h) — (uv)(z),
joten differenssin A méritelmén mukaan
(w(Av) + (Au)(Bv))(x) = Auw)(z).

Téten kaava a) on todistettu.
Muut kaavat todistetaan samalla tavalla (luennot/harj).
[l

Huomautus 1.2.3. Operaattori A on itse asiassa eteenpéinen differenssi-
operaattori. Taaksepainen differenssi V maéritelladn kaavalla

Vf(x) = f(x) = f(z = h).



1.3 Kertomafunktio ja -polynomi

Maaritelma 1.3.1. Olkoon n ei-negatiivinen kokonaisluku. Kertomafunktio
2™ [lue: x kertomaan n tai x n:nteen kertomaan| mééritellisin kaavalla

0) — 17
™ = g(x—h)(z—2h)---(x—(n—1h), n>1
Esimerkki 1.3.1. Olkoon A = 2. Silloin

300 — 1, 30 = 3 3
40 = 1. 40 = 4 40 =

3,
8,

Huomautus 1.3.1. Jos h =1 jan € ZT, niin n™ = nl.
Lause 1.3.1. Oletetaan, ettd k, n € Z*. Silloin

Akp() — nn—1)---(n—(k—=1)r*2"  kun k <n,
0, kun k > n.

Siis erikoisesti
Az™ = nhg(=D,

Todistus. Todistetaan kaava Az = nhz(™1. Differenssin mééritelmén pe-

rusteella
Ax™ = (z + )™ — g™,

Néin ollen kertoman maéaaritelméan nojalla
Az = (z+h)x(x—h)--- (x—(n—2)h)—x(x—h) - - - (x—(n—2)h)(x—(n—1)h),

joten reaalialgebralla saadaan
=nh

Az = gz(x—h)---(x — (n—2)h) {(m%—h)—(a:—(n—l)h)}.

Siis kertoman méadritelman mukaan kaava Az(™ = nhz(™1 pités paikkansa.
Yleisempi kaava voidaan todistaa induktiolla luvun & suhteen. O

Huomautus 1.3.2. Lause pitda paikkansa myos, kun muuttujan z
paikalla on x + a.

Maaritelma 1.3.2. Olkoot ag, ay,as, ..., a, € R, ja olkoon a, # 0. Silloin
funktiota
f(z) = ap+arz® + agzr® + -+ + a, 2™

sanotaan n. asteen kertomapolynomiksi. ("Tavallista” polynomia kutsutaan
tassa potenssipolynomiksi.)

Lause 1.3.2. Jokainen n. asteen kertomapolynomi voidaan esittdd n. asteen
potenssipolynomina ja pdinvastoin.



Todistus. 1) Jokainen n. asteen kertomapolynomi voidaan esittda n. asteen
potenssipolynomina, silld (™ on muotoa

W =x(x—h)(x—(n—1h)=2"+ap_ 12" '+ +ayx.

2) Todistetaan, ettéd jokainen potenssipolynomi voidaan esittda kertoma-
polynomina. Riittda, kun etsimme sellaiset luvut ag, aq, ..., a,, etta

(¥) 2" =ag+ azV + ayz® + - + 4,2 (Vo €R)
eli
" =ap+ ax+ agx(xr —h)+ -+ ax(x —h)...(x — (n—1)h).
Selvasti on oltava ag = 0, a,, = 1. Siis

" = ax+ax(r—h)+...
+ap_1x(x —h)---(x — (n —2)h)
+a(x—h) - (z—(n—1)h).

Sijoitetaan vuorotellen x = h, x = 2h, ..., x = (n — 1)h. Saadaan n — 1
yhtaloé
r = h: h'=ah
T 2h:  (2h)"™ = a12h + ax2h®
r = (n—1h: ((n—1h)"=a(n—1)h+ay(n—1)(n—2)h*+---
(n — )AL
Tasta yhtaloryhmaéastéd saadaan tuntemattomille kertoimille ay, as, ..., a, 1

yksikésitteinen ratkaisu, silld kerroinmatriisin determinantti on h-2h2 - - - (n—
DIA=1 £ 0.

Néin saadaan sellaiset luvut ag, ay, ..., a,, ettd (x) on voimassa aina, kun
x=h,x=2h,..., = (n—1)h. Lisiksi x = 0 toteuttaa yhtalon (x), silla
ag = 0.

Yhtélon (%) puolten erotus
2 ay— are® — agr® — g™
on (n — 1). asteen polynomi (a, = 1), jolla on n nollakohtaa
0,h,2h,...,(n—1)h.
Siis se on identtisesti nolla eli yhtdlo (x) toteutuu aina, kun = € R. O

Esimerkki 1.3.2. Kertomapolynomi 2 saadaan potenssipolynomina suo-
raan kertomalla, tarkemmin sanoen

23 = x(z — h)(xz — 2h) = 2° — 3ha® + 2h%z,

9



Esimerkki 1.3.3. Esitetddn 2 kertomapolynomina. Pitda siis 16ytéda sellai-
set kertoimet ag, a1, as, ag, etté

22 = ag+ azW + ayz® + agz®
= ap+ a1z + asx(r — h) + azx(x — h)(x — 2h).
Selvasti ag = 0 ja az3 = 1. Enté a ja as?
I tapa: Sijoitetaan

= h: R =ah

= 2h: (2h)® = a12h +ay2h - h.
Siis a; = h? ja ay = 3h, joten

2® = h*2W 4 3ha® + 2O

IT tapa: Kirjoitetaan tavoiteltu kertomapolynomi potenssipolynomina ja
asetetaan kertoimet yhtasuuriksi, ts.

2 = a1x+ asx? — ash + 23 — 3ha® + 2h%x

= (a1 — agh + 2h2>$ + (CLQ — 3h)l’2 + Ig.

Silloin
al—a2h+2h2 = O,
a2—3h =0
eli
a; = h2,
Ao = 3h.

Lause 1.3.3. Olkoon Q(x) n. asteen potenssipolynomi. Silloin

_ AQ0) 1y , A°Q(0) A"Q(0)
Todistus. Kirjoitetaan
Q(z) = ag + arz'V + -+ + a,z™.
Kun differoidaan taméa puolittain k£ kertaa, saadaan

A*Q(z) = k!h*ay, + termeji joissa tekijina x.

Asetetaan z = 0. Silloin saadaan

A*RQ(0)
ap = —————.
k!h*
Téaten (1.1)) on voimassa. O

10



Huomautus 1.3.3. Asetetaan h = 1 ja x = n € Zg. Silloin

OEDS (Z)N@w)-

k=0
Lauseen perusteella saadaan kdanteinen kaava

n = n n—

8y =3 (1) -1t
k=0

Esimerkki 1.3.4. Esitetaan viela esimerkin [1.3.3] kahden tavan liséksi kol-

mas tapa potenssipolynomin muuttamiseksi kertomapolynomiksi. Laskemal-

la differenssit saadaan

Q(z) = o°

AQ(z) = 3ha*+3h%z + h?
AN’Q(x) = 6h’x +6h°
N*Q(x) = 6h°.

Siis lauseen [1.3.3] perusteella
25 = W22 4 3hz® 4 2B
Maaritelma 1.3.3. Olkoon n € Z™. Silloin
B 1
(x +nh)m)’

()

Lause 1.3.4. Kun n € Z*, niin
Az = —phg(mY,

Todistus. Sovelletaan maaritelmaa ja lausetta|l1.2.3b), jossa nyt u(z) =
1 ja v(z) = (x +nh)™. Sen jilkeen kiytetdan huomautusta [1.3.2] Yksityis-
kohdat (luennot/harj). O

Huomautus 1.3.4. Kertomafunktio (™ on itse asiassa laskeva kertoma.
Nouseva kertomafunktio zI" maaritelldin kaavalla

= 1,
2" = w4+ h) (@ +2h)---(x+(n—1)h), n>1

1.4 Antidifferenssi

Maaritelma 1.4.1. Olkoon f € Fg. Funktio F' € Fg on funktion f antidif-
ferenssi, jos f on funktion F' differenssi eli

AF = f.

Silloin merkitaan

F=A"1f.
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Lause 1.4.1. Funktion F differenssi on nollafunktio eli AF = 0 silloin ja
vain silloin, kun F' on h-jaksollinen funktio (ts. Vo € S: F(x + h) = F(x)).

Todistus. Todistetaan lause ekvivalenssiketjulla
AF=0 <= AF(z)=0 Vel < F(x+h) —F(x)=0 Vz e
<= F(z+h)=F(zx) Vo € S <= F on h-jaksollinen funktio.
0

Lause 1.4.2. Olkoon AF = f. Silloin G on funktion f antidifferenssi, jos
ja vain jos G = F + C', missa C' on h-jaksollinen funktio.

Todistus. Luennot/harj O
Lause 1.4.3. Antidifferenssi toteuttaa ominaisuudet

o) AN f+g)=DT1f+ Ay,

b)  ATHCf)=CA7Lf, missi C on h-jaksollinen funktio,

c) AN udv) =uv — ATH(Ev)(Au)],

d) NAlx™ = (xrf:;; + C(z), missi C on h-jaksollinen funktio ja n # —1.

Todistus. Nama antidifferenssikaavat seuraavat suoraan vastaavista differens-
sikaavoista. [

Esimerkki 1.4.1. a) Kun potenssipolynomi antidifferoidaan, muutetaan
se ensin kertomapolynomiksi, joka on helpompi antidifferoida. Lasketaan
A~1z3. Muutetaan 2 ensin kertomapolynomiksi ja sovelletaan sen jalkeen
edellista lausetta, jolloin saadaan

A? = ATHE® 4 3ha® 4 p22 W)
ey

h
-z G4 2.2 4 ¢
m + x4+ 235 + C.

b) Lasketaan A~'a®. Kun a # 1,

Ad® = a”(a" —1)
A Aa" = Aa"(a" - 1)
h )A—laaz
1)t 4O

a’ —

( 1
Ara* = (a"—1

Erityisesti

AT = (2" —1)712" 1 C.
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Lisaksi .
A== 4C.
N +
Olkoon h = 1. Silloin
AT =974 C
ja
A =z+C.

c¢) Lasketaan A~'z2” osittaisantidifferenssikaavalla, kun h = 1. Valitaan
u(z) = x ja Av(z) = 2% Silloin Au(z) = 1, v(z) = 2% ja Ev(z) = 2%t
Néin ollen

AT12" = 22" - AT = 12" —2ATI2 = 227 2" L O = 2% (2 —2) + C.

Vastauksen voi tarkistaa differoimalla funktion 2%(z — 2).

1.5 Summa

Funktion antidifferenssi on integraalifunktion diskreetti vastine. Vastaavasti
summa on tietyssd mielessd maérityn integraalin vastine.

Lause 1.5.1. Olkoon AF = f jan € Z§. Silloin

n

> fla+kh)=F(a+ (n+1)h) — F(a).
k=0

Todistus. Oletuksen mukaan
fla) = AF(a)=F(a+h) - F(a)
fla+h) = AF(a+h)=F(a+2h)— F(a+h)
fla+2h) = AF(a+2h)=F(a+3h)— F(a+ 2h)

fla+nh) : AF(a+nh)=F(a+ (n+1)h) — F(a+ nh).

Kun lasketaan puolittain yhteen, saadaan

n

> fla+kh)=F(a+ (n+1)h) — F(a).
k=0

Seuraus 1.5.1. Olkoon 0 < a < b. Silloin

> f(k)=F(b+1)—F(a) = F(k),



Todistus. Asetetaan edelliseen lauseeseen h = 1 ja merkitdan b =a +n. [
Seuraus [1.5.1] on kéteva tapa laskea joitakin summia.

Esimerkki 1.5.1. Seurauksen [[L5.1] mukaan
n n+1
S k= / Ak
k=1 1

Antidifferoimalla saadaan

1

A7 =AW = §k;<2>,

koska h = 1. Siis

n 1 1 1 1
}Z: n+1 @ _ 21@):§(n+1)n—51(1—1):§(n+1)n.

Huomautus 1.5.1. Jos h = 1, niin

n—1

A f(n) =" f(k)+C.

k=0

Siis jos antidifferenssi tunnetaan, saadaan summa, ja kddntden summa antaa
antidifferenssin.

Esimerkki 1.5.2. Kun A =1,

ol —nl R P
n+l = k+1 2 3 n "

Kyseesséd ovat ns. harmoniset luvut.
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Luku 2

Differenssiyhtaloista

2.1 Differenssiyhtalon maaritelma
Maaritelma 2.1.1. n. kertaluvun differenssiyhtalé on muotoa
(2.1) F(z,y, Ay, ...,A"y) =0,
missd r on muuttuja ja y sen tuntematon funktio.
Esittamaélla differenssit siirto-operaattorin avulla saadaan ([2.1)) muotoon
G(z,y,Fy,...,E"y) =0

eli
G(z,y(x),y(x+h),...,y(x +nh)) =0.

Usein méérittelyjoukko on ei-negatiivisten kokonaislukujen joukko Zg , jolloin
merkitddn x = k. Lisaksi usein h = 1. Talloin kirjoitetaan y(k) = yy, ja siis

(22) G(kv Yk Y41, - - - 7yk+n) =0.

Jatkossa differenssiyhtal on aina muotoa (12.2).

Differenssiyhtalon ratkaisut ovat (reaali)lukujonoja (yi)3, eli (o, y1, Y2, - - -)-

Lukujonon kisite on identtinen funktion ZJ — R késitteen kanssa. Lukujo-
not (yx)2, ja (2k)52, ovat samat, jos ja vain jos y, = 2 aina, kun k =0, 1,. ..

Esimerkiksi jono (1,1,1,...) vastaa funktiota y(k) = y, = 1, kun k =
0,1,2,... Jono (1,0,1,0,...) vastaa funktiota y(k) = yx = 1, kun k on
parillinen (ja > 0), ja y(k) = yr = 0, kun k on pariton (ja > 1). Siis yg = 1,
y1 = 0, y» = 1 jne. Vastaavasti esimerkiksi funktiota y(k) = 2* vastaa jono
(1,2,22,...,2F,..)).

Esimerkki 2.1.1. Esitettdva differenssiyhtalo

Ny+Ny+Ly+y=x

15



muodossa (2.2)). Selvésti

Ny+ DNy +DAy+y = (BE-Dy+(E-D*y+(E—-Dy+y

(E® —3E? +3E—DNy+ (E*-2E+DNy+ (E—DNy+y
= FESy—2E*+2Ey.

Siis
EPy —2F*y +2By =«
eli
y(x +3h) — 2y(z + 2h) 4+ 2y(x + h) = x.
Koska x € Z§ (jolloin merkitidén z = k) ja h = 1, niin
y(k+3) —2y(k+2)+2y(k+1) =k.
Lisaksi merkitdén y(k) = yj. Siis
Yr+3 — 2Yk+2 + 2Yp1 = K.

Huomautus 2.1.1. Kun méérittelyjoukko on Zg ja h = 1, niin h-jaksollinen
funktio on vakiofunktio.

2.2 Yleinen lineaarinen differenssiyhtalo

Maaritelma 2.2.1. Lineaarinen n. kertaluvun differenssiyhtdlé on muotoa

(2.3) Yktn T+ a](gl)yk-i-n—l +--+ a;(cn)yk = by,

missé k (€ Zg) on muuttuja ja y sen tuntematon funktio (eli téssi tapauk-
sessa tuntematon jono). Yhtalon 1} sanotaan olevan aito, jos a;”) # 0 aina,
kun k € 7.

Huomautus 2.2.1. Tésséd monisteessa differenssiyhtalét ovat aitoja (ellei
toisin mainita).

Huomautus 2.2.2. Merkinnassa a,(en) kirjain n tarkoittaa yldindeksid, ei
kertomaa. Asiayhteydesté selvida, kumpaa tarkoitetaan.

Maaritelma 2.2.2. Lineaarinen n. kertaluvun differenssiyhtdlé on homo-
geeninen, jos by = 0 ts. jos differenssiyhtald on muotoa

(2-4) Yk+n + al(ql)yk-I-n—l +- al(gn)yk =0,

missi k (€ Zg).
Esimerkki 2.2.1. Yhtalo
Ykts + kYkso + Yepr + (B +5)ye = k,

on kolmannen kertaluvun aito epahomogeeninen lineaarinen differenssiyhté-
16. Yhtélo

Yrts + Yer1 + kye = 0,
on kolmannen kertaluvun epéaito homogeeninen lineaarinen differenssiyhté-
16.
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2.3 Ratkaisun yksikasitteisyys

Lause 2.3.1. Differenssiyhtdlélld on tasmdlleen yksi alkuehdot

Yo = o, Y1 = Q15 -+ -3 Yn—1 = Qp—1
toteuttava ratkaisu.

Todistus. Kun k = 0 kaavassa ([2.3), saadaan

Yn = _ag)l)an—l - aé]n)QO + bo.

Jatkamalla induktiivisesti saadaan kaikki funktion y arvot yksikéasitteisesti.

[]

Esimerkki 2.3.1. Differenssiyhtalolla

Ye+2 — Y1 — Y = 0,90 = 0,1 = 3,

tasmaélleen yksi ratkaisu (0,3,3,6,9,15,...). Yhtdlo voidaan kirjoittaa muo-
dossa

Yk+2 = Yk+1 + Y, Yo = 0,1 = 3.

Jono siis alkaa luvuilla 0 ja 3; seuraavat ovat edellisten kahden summia. Siis
kolmas termi on 0 4+ 3 = 3, neljas on 3 + 3 = 6, viides on 3 4+ 6 = 9 jne.

Esimerkki 2.3.2. Differenssiyhtalolla
Yk+1 = Yk, Yo = 2,

tasmalleen yksi ratkaisu, jonka tarkka lauseke on helppo paétella sijoitta-
malla muuttujan &k arvot 0,1,2, ...

v = 2=3".2
k=0: 1y, = 3y=3"2
k=1:y = 3y, =3%-2
k=2:ys = 3y,=3-2

Tastd saadaan induktiolla ratkaisu

yk:3k-2.

2.4 Funktioiden lineaarinen riippumattomuus

Funktioiden lineaarinen riippumattomuus on erikoistapaus yleisen vektori-
avaruuden lineaarisesta riippumattomuudesta.
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Maisritelma 2.4.1. Funktiot (eli jonot) ug),ul(f), e ,u,g”) ovat lineaarisesti

riippumattomia, jos
Muussa tapauksessa funktiot ovat lineaarisesti riippuvia.

Esimerkki 2.4.1. Todistetaan, ettd funktiot k, k? ovat lineaarisesti riippu-
mattomia joukossa ZJ. Asetetaan lineaarikombinaatio nollaksi:

C1k+02]€2:0 V/{:EZ(T
Valitsemalla muuttujan k arvoiksi 1 ja 2 (€ Zg) saadaan yhtéléryhma

Ci - 1+Cy-1* = 0
C1-2+Cy-22 = 0,

jonka ratkaisu on C; = Cy = 0. Téaten funktiot k, k% ovat lineaarisesti riippu-
mattomia joukossa Zg. Huomaa, ettd edelld muuttujan k& arvot pitdi valita
maédrittelyjoukosta Zg. Siis méérittelyjoukolla saattaa olla vaikutusta line-
aariseen riippumattomuuteen.

Esimerkki 2.4.2. Funktiot k,2k ovat lineaarisesti riippuvia joukossa Zg,
silla niiden lineaarikombinaatio saadaan nollaksi vaikka ainakin toinen ker-
toimista poikkeaa nollasta. Esimerkiksi

(=2) - k+1-2k=0 Vk € Z].

Maaritelméa 2.4.2. Funktioiden u,(fl), uff), . ,ufgn) Casoratin matriisi on
T
C(k) = ul(cl—zl Ul(ih T Uz(:g1
U’l(cl—gn—l ul(f—l)-n—l T ul(:—b&—)n—l
Funktioiden u,(cl), u,(f), o ,uén) Casoratin determinantti on

D(k) = det C(k).

Huomautus 2.4.1. Jos funktiot eivét ole asiayhteydesta selvéit, tulee ilmoit-
taa, minka funktioiden Casoratin matriisista ja determinantista on kyse.

Esimerkki 2.4.3. Funktioiden 1, 3¥ Casoratin determinantti on

1 3 k
D(k) =det { | g | =2-3%
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Lause 2.4.1. Olkoot ug),u,(f), o ,u,g”) differenssiyhtdalon ratkaisuja.
Silloin seuraavat ehdot ovat yhtapitdvid.
@ (2 (n) . e .
a) Funktiot U, uy ..Uy ovat lineaarisesti riippuvia.
b) Ik € Z§ : D(k) = 0.
c) Vk € Z§ : D(k) = 0.

Todistus. Todistetaan, ettd a = ¢ = b = a.
a = c: Oletetaan, ettd funktiot UJ,(;),U,(C ), e ,u,(gn) ovat lineaarisesti riip-
puvia. Silloin on olemassa sellaiset vakiot C1, Cs, ..., C),, ettd niistd ainakin

yksi on nollasta poikkeava ja etta

) + Coul® + -+ Cpul™
Crughy + Coully + -+ Couy =
Clul(cllnfl + CQUI(CZJanl et Cnul(:k)nfl = 07

kun k € Z§. Yhtaloryhmén kerroinmatriisi on C'(k). Koska télla yhtaloryh-
malld on epétriviaali ratkaisu Cq, Cs, ..., C,, niin kerroinmatriisin determi-
nantti D(k) =0, kun k € Z.

¢ = b: Triviaali.

b = a: Oletetaan, ettid on olemassa sellainen kg € Zg, ettd D(ky) = 0.

Todistetaan, ettd funktiot u,(c ), u,(f), e ,u,(C ") ovat lineaarisesti riippuvia.

Oletuksen perusteella lineaarisella yhtéloryhmalla

4 uko + C’gu@) -+ C’nugg) = 0
Cluk0+1 + 02uk0+1 + te + Cnuggll — 0
Chujy) Couy) C = 0
U1 +CoUp L g+ Uk0+n 1 =
on epatriviaali ratkaisu C1, Cs, ..., C),. Merkitadn

= ) + Cou® + -+ Cru”

kun k € Zg. Sijoittamalla on helppo todeta, etti u;, toteuttaa differenssiyh-
talon (2.4)). Lisaksi

Uky = Ugp+1 =« ° = Ukyg4n—1 — 0.

Téaten lauseen todistuksen periaatteella voidaan todeta, etta u, = 0,
joten on olemassa sellaiset vakiot C7, Cy, ..., C,, ettd niistd ainakin yksi on
nollasta poikkeava ja etta

C’lu,(fl) + Cgugf) -+, u = 0.
Siis funktiot u,(C ), u,(f), o ,u,(fn) ovat lineaarisesti riippuvia. []
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Seuraus 2.4.1. Olkoot u,gl), u,(f), e ,u,(cn) differenssiyhtdlon ratkaisuja.
Silloin seuraavat kohdat ovat g/i%tdpitdvid.

a) Funktiot ug), u,(f), - ,ukn ovat lineaarisesti riippumattomia.

b) Vk € Z¢ : D(k) # 0.
¢) 3k € Zg : D(k) # 0.

Esimerkki 2.4.4. Funktiot 1,3 ovat erddn (siv.) toisen kertaluvun lineaa-
risen homogeenisen differenssiyhtalon ratkaisuja. Niiden Casoratin determi-
nantti D(k) = 2 - 3* on aina nollasta poikkeava, joten edellisen seurauksen
perusteella funktiot 1, 3% ovat lineaarisesti riippumattomia. (Riittiisi todeta,
ettd D(k) olisi nollasta poikkeava ainakin yhdelld muuttujan k arvolla.)

2.5 Ratkaisun lineaarialgebrallinen rakenne

Lause 2.5.1. Lineaarisen n. kertaluvun homogeenisen differenssiyhtdlon
yleinen ratkaisu on

(2.5) o = C1o + Cod® + -+ Cul™,  C1,C,...,Co €R,

missd (]5,(;), 22), e gf),(cn) ovat differenssiyhtalon n lineaarisesti riippu-
matonta ratkaisua. (Kyseessd on ns. kantaesitys.)

Todistus. Tarkastellaan vektoriavaruutta Fy. = {f|f: Z$ — R on funktio}.
Olkoon
1 n
L Fpe = Futs Lk = Yorn + 0 Ypanos + o+ a g
Silloin L on lineaarikuvaus (harj.). Siis sen ydin kerL on vektoriavaruus (tar-
kemmin sanoen vektoriavaruuden ]-"Zar aliavaruus.)
Ytimen madritelman mukaan ker L kostuu jonoista (y;), jotka toteuttavat

yhtalon

eli lineaarisen n. kertaluvun homogeenisen differenssiyhtélon (2.4)). Siis rat-
kaisujoukko koostuu vektoriavaruudesta kerL, joka on yhtéalon ns. rat-
kaisuavaruus.

Lauseen m perusteella arvot yo, 41, - - ., Y1 mAdraavat jonon (yx) téy-
sin yhdessa yhtalon kanssa. Siis yhtalon ratkaisujen ja joukon
R™ valilla on bijektio. Voidaan todeta, etta euklidinen avaruus R” ja yhtalon
ratkaisuavaruus ovat isomorfiset. Nain ollen niill& on sama dimensio, jo-
ten ratkaisuavaruuden dimensio on n. Siis ratkaisuavaruudella on n vektorin
kanta

1 2 n
{0, ... o0
Nain lause [2.5.1] on todistettu. O
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Huomautus 2.5.1. Lineaarisen n. kertaluvun homogeenisen differenssiyh-
télon ratkaisujoukko muodostaa vektoriavaruuden, ns. ratkaisuavaruu-
den. Kyseessa on lineaarikuvauksen L ydin. Se on vektoriavaruuden .7-"Z+
aliavaruus, ja sen dimensio on sama kuin differenssiyhtéalon kertaluku eli n.
Kanta méaaraa vektoriavaruuden téaysin, joten ratkaisu saadaan, kun 16yde-
taan ratkaisuavaruuden kanta ’(€1)7 ,(f) e ,(:) . Useat ratkaisumenetelmét

tuottavatkin nimenomaan tdmén kannan.

Lause 2.5.2. Lineaarisen n. kertaluvun differenssiyhtdlon yleinen rat-
kaisu on

(2.6) Yk = Ok + i,

missd 0, on vastaavan homogeenisen yhtdilon yleinen ratkaisu
0, = C1oy) + CopP) + -+ Cpl”

ja Yy on koko yhtdlon jokin yksittdisratkaisu.

Todistus. 1) Lauseen perusteella 1, on olemassa, ja lauseen pe-
rusteella 6, on olemassa.

2) Sijoittamalla néhddén, ettd 6y, + 1 toteuttaa differenssiyhtélon (2.3)).
(Toteal!)

3) Todistetaan, etta jokainen ratkaisu Voidaan kirjoittaa muodossa 05+
eli muodossa Cl(b,(ﬂl) + C’g(b,(f) -+ C’n " 4 1. Olkoon y;, differenssiyhté-
16n jokin ratkaisu. Silloin sumttamalla nihddan (toteal), ettd yi, — 1y,
toteuttaa homogeenisen yhtalon , joten se on muotoa

v — U = Crof) + Cog? + -+ Cogy”.
eli
= 1) + Coo 4 -+ Cutl” + Uy
Siis jokainen ratkaisu on muotoa ({2.6]). ]

Huomautus 2.5.2. Taydellisen lineaarisen n. kertaluvun differenssiyhtalon
(2.3) ratkaisujoukko on algebran kielelld sanottuna sivuluokka vy, +kerL, ks.
lause[2.5.2] Kun vastaavan homogeenisen yhtalon ratkaisuavaruus on lgydet-
ty, mmenetelmat keskittyvit koko yhtélon yksittaisratkaisun v, etsimiseen.

2.6 Ensimmaisen kertaluvun lineaarinen dif-
ferenssiyhtalo

Yhtalo on muotoa
Yp+1 + apYr = by.
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Ratkaisumenetelmd 1

Vaihe 1. Etsitddan homogeenisen yhtéalon
Ykt1 + aryr =0
yleinen ratkaisu 6, = C’qb,(ql). (Lause M) Merkitaén lyhyesti 6, = C'oy.
Vaihe 2. Etsitaan varsinaisen yhtalon jokin yksityisratkaisu vy

a) vakion varioinnilla muodossa Cjoy,

b) yritefunktion avulla, kun a; on vakio ja

by = P(k), polynomi

b, = P(k)a*, « vakio

b, = P(k)a*sinpk, j vakio
b, = P(k)a*cos Bk,

b, on edellisten summa.

Vaihe 3. Yhtalon yleinen ratkaisu on
Ye = Cop + Y.
(Lause [2.5.2})

Huomautus 2.6.1. Kéiytetdan lineaarialgebran terminologiaa. Lauseen[2.5.]]
perusteella homogeenisen yhtalon ratkaisun kantaesitys on

yr = Cdp (= 0r),

missd ¢ homogeenisen yhtélon nollafunktiosta poikkeava ratkaisu. Homo-
geenisen yhtalon ratkaisuavaruus on lineaarikuvauksen

L Fye = Tyt Lyk = Yrr1 + ary

ydin, joka on
kerL = {C¢;| C € R} = lin{¢y}.

Ytimen (eli ratkaisuavaruuden) kanta on {¢y} ja ytimen dimensio on 1. Koko
yhtalon ratkaisujoukko on lauseen perusteella

Vg + kerL = ¢y + {C¢y| C € R},

Ratkaisumenetelma 11
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Yhtalo kerrotaan puolittain sopivalla tekijalla, jotta vasemmalle puolelle
saadaan differenssi, ja sen jéilkeen yhtélo antidifferoidaan puolittain. Tallai-
nen sopiva tekiji on (aga; - - - ax) !, joka on olemassa, koska differenssiyhtilon
oletetaan olevan aito. Silloin saadaan

Yk+1 — arYr = by |- (agay - - - ag) ™!

(apar - -+ ax) Ws1 — (@oas - - - ap—1) "'yp = (agay - - - ax) by
Al(agay - - - ap—1)""yr) = (agay - - - ag) by,

(agay -+ ap_1) tyr, = A Y agay -+ - ap) o + C

Yr = aoay - - ax_1 [N agay - - - ay) b + C).

Huomautus 2.6.2. Menetelméssa II ja vakion varioinnissa paadytédan sa-
maan antidifferointiin. Antidifferenssi voidaan tarvittaessa maarittda sum-
mana, ks. huomautus [1.5.1

Esimerkki 2.6.1. Ratkaistaan

Menetelmi I:

1. Homogeeniyhtalon

Yey1 — (K +1yr =0

eli
yk+1:<k+]~)yk7 k:07172)"'

yleinen ratkaisu on

k=20 Yy = yQZC
k=1 Yo = 2y1 =2y =2C
k=2 ys = 3y2 =3-2C

g = kIO =CKl.

(Néin ollen {k!} on homogeenisen yhtdlon ratkaisuavaruuden kanta. Ratkai-
suavaruuden dimensio on siten 1.)

2. Etsitadn yksityisratkaisu vakion varioinnilla. Merkitaan vy, = k!Cj.
Silloin
Yk+1 — (k + 1)yk = (k + 1)!Ck+1 — (k’ + l)kr'Ck = (k? + 1)!(Ck+1 — Ck)
= (k+ DIACY,
joten

(k+1)IAC, = (k+1)!
AC, = 1
Co=A""1 = k(+C") =k



3. Yleinen ratkaisu on

yr = KIC + klk = K\(C + k),

Menetelm II:

Saadaan

Yr+1 — (k4 Dyy

Yet1 Yk

(k+1)! k!
Yk

(%)

Yn

k!

Yk

Esimerkki 2.6.2. Ratkaistaan

C eR.

AM4+C=k+C
Kl(k + C).

Y1 — 2y, = k + 1.

Menetelmé I:

1. Ratkaistaan ensin homogeeniyhtélo

Yk+1 — 2yx = 0.
Asettamalla muuttujan £ arvoiksi 0, 1,2, ... saadaan
k=0: Y1 = 2y0
k=1:y = 2y =2y
k=2:ys = 3y2=2"y

Alkuarvolle yy ei ole ehtoa; se voidaan valita vapaasti. Merkitdan y, = C.
Tasta saadaan induktiolla homogeeniyhtalon yleinen ratkaisu

(Niin ollen {2} on homogeenisen yhtélon ratkaisuavaruuden kanta. Ratkai-

suavaruuden dimensio on siten 1.)

2. Koska b, = k + 1 on polynomi, sopiva yritefunktio on polynomi, joka
usein on samaa astetta kuin by. Etsitddn koko yhtédlon yksityisratkaisu yrite-
funktion y, = Ak + B avulla. Siis sijoittamalla tdméa alkuperéiseen yhtaloon

saadaan
Alk+1)+B—-2(Ak+B) = k+1
—Ak+A—-—B = k+1
—-A =1, A—-B=1
A = -1, B=-2

Y
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joten yksityisratkaisu on
Y — —k‘ — 2.

(Huomaa, ettd yritteessé kertoimet A ja B ovat vakioita.)
3. Yleinen ratkaisu on

gy =2"C — k-2, CeR.

(SiiS wk =—k— 2, (Z)k = Qk ja ek = CQk)

Menetelmé II:
Saadaan

Yen =2y = k+1 [-270FD
2~y — 27y, (k+1)27 "0

AQ27Fy) = (k+1)2-*FD
27y = ATNE+1)270) 4 ¢
Yk ~k—2+2"C, C€R (ositt.antidiff.).

Esimerkki 2.6.3. Ratkaistaan
Y1 — 2y = 2",
Menetelma I:
1. Homogeeniyhtélon yleinen ratkaisu
yp = 27C.

2. Yksityisratkaisu yritefunktion avulla. Koska b, = 2% on eksponentti-
funktio, sopiva yrite on polynomi kertaa 2%. Yritefunktio y, = A2F ei kay,
koska se on homogeeniyhtilon ratkaisu. Yritteestd yp = (Ak + B)2F vali-
taan mukaan vain y;, = Ak2F. Siis sijoittamalla timé alkuperdiseen yhtdloon
saadaan

Ak +1)28 —24k2%F = 2k
2A(k +1)2F — 2Ak2F = 2F
2A2%F =

A =

()
ES

DO | —

(Huomaa, etté yritteessé kertoimet ovat vakioita.)
3. Yleinen ratkaisu

1 1
(Siis 1 = 1k2F =281 ¢ = 2F ja 6, = C'2%))
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Menetelmé II:

Saadaan

yk+1 _ ka — 2k | . 2—(k‘+1)

_ _ 1

27y —27hy, = 3

1

—k _

A(27hy) = :

1
27y, = A‘1§+C

Esimerkki 2.6.4.

Yk+1 — Yo + kY = 0, 3o = 2.

Osoitetaan, ettd y;, # 0, kun k € Z7. Tehdidn vastaoletus, ettd on olemassa
sellainen k € Z§, ettd yz, = 0. Silloin

Yko — Yko—1 T+ (kO - 1)ykoyk0—1 =0 el Yko—1 = 0.

Talla tavalla paattelemme, ettd y, = 0 aina, kun k& < k. Siis erikoisesti
Yo = 0, joka on ristiriidassa olettamuksen 1y, = 2 kanssa. Siis vastaoletus
vidrin ja ndin ollen y;, # 0, kun k € Z7.

Jaetaan nyt yhtalo puolittain tulolla vy 1yk, jolloin saadaan

1 1

—— —+k=0.
Yk Yk+1
Merkitdan .
Zf — —.
Yk
Silloin

21— 2K = k.

Ratkaistaan tamé yhtalo menetelmé I.
1. Homogeenisen yhtalon yleinen ratkaisu on
2z, = C.
2. Etsitaan yksityisratkaisua yritteella z;, = Ak(+B) = Ak. Silloin

Alk+1)— Ak =k eli A=k,
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miké on mahdotonta, koska A on vakio. Uusi yrite on 2, = Ak? + Bk. Silloin

Ak +1)*+ B(k+1) — Ak* = Bk = k

24k +A+B = k
1 1
A== B = —-.
2 2
(Huomaa, etté yritteessé kertoimet ovat vakioita.)

3. Yleinen ratkaisu on

1 1. 20+k -k
= e
2 C+2 9 9
Siis
B 2
AR ToRy Ty
Koska yy = 2, niin C' = % Siis
B 2
R

Huomautus 2.6.3. Tarkastellaan yhtaloa yx.1 = ayr + b. Se on tyyppiéd
Yr+1+ aryr = by, joten sithen voidaan soveltaa menetelmia I ja II. Se voidaan
ratkaista helposti my6s suoraan seuraavalla tavalla, ns. iteroinnilla (menetel-
ma III). Saadaan

k=0: n=ayo+b=aC+b
k=1 yo=ay +b=a(aC +b)+b=0a’C+ab+b
k=2 ys = ays + b= a(a’C +ab+b)+b=a’C + a®b+ ab+b.

yp = a*C +a* b+ a* 2%+ ... +ab+b

Esimerkki 2.6.5. Ratkaistaan yhtélo

Yr+1 = 2y, +1
vastaavasti. Saadaan
k=0: n=2y+1=2C+1
k=1: Yo=2uy+1=22C+1)+1=22C+2+1

27



k=2: Y3 =2y +1=2(2°C+2+1)+1=2C+22+2+1

ye =250+ 201+ 252 4 42+ 1 =200+ 12

—2kC — (1 —-2F) = (C+1)2F —1 = C"2F — 1.

2.7 Toisen kertaluvun lineaarinen homogee-
ninen vakiokertoiminen differenssiyhtalo

Yhtaldo on muotoa
Yk+2 + PYrr1 + qye = 0.

Ratkaisumenetelma

Vaihe 1. Muodostetaan karakteristinen yhtalo
r? + pr—+q=0.

Vaihe 2. Etsitdan juuret r = rq, 7.

Vaihe 3. Ratkaisu on
a)
Yp = 01(7“1)k + Cz(rz)k, C1,Cy € R,

kun ry # ry,  ri,ry € R,

b)
Y = Cﬂ"k + OQk?"k, Ol, CQ c R,

kun ry =ry=1r eR,

c)
yp = CLR"sin(kyp) + CoR* cos(kyp), Cy,Cy € R,

kun ;o = a+if € C\R; tissd R on kompleksiluvun a + i pituus, ts.

R=fo?+ 3,

ja ¢ on kompleksiluvun « + i argumentti eli vektorin (v, §) ja z-akselin
vélinen kulma.
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Huomautus 2.7.1. Kaytetaéan lineaarialgebran terminologiaa. Lauseen [2.5.1
perusteella yhtalon ratkaisun kantaesitys on

yr = Ciol) + Cool? . €y, Ch €R,

missé ¢,(§1), qb;f) ovat kaksi lineaarisesti riippumatonta ratkaisua. Yhtalon rat-
kaisuavaruus on lineaarikuvauksen

L Fye = Futs Lyk = Yrro + PYkrr + QU
ydin, joka on

kerL = {C’lqb,(j) + Cg¢(2)| C1,Cr e R} = hn{gb(l) }

Ytimen (eli ratkaisuavaruuden) kanta on {¢§j (2)} ja ytimen dimensio on 2.
Kohdassa a kanta on {(r1)*, (12)*}, kohdassa b kanta on {r*, kr¥} ja kohdassa

c kanta on {R”sin kg, R* cos ky}.

Menetelman todistus. Riittaé todistaa, etta funktiot gb,(:), gb,(f) ovat ratkai-
suja ja ettd ne ovat lineaarisesti riippumattomia.

Todistetaan kohta a. Kohdan b todistus olkoon harjoitustehtéava, kun taas
kohdan c todistus sivuutetaan.

a) Todistetaan ensin, ettd y, = (r;)* on ratkaisu. Suoraan sijoittamalla
saadaan

Yrr2 + PYk1 + que = (1) 4+ p(r)" ™+ q(r)F = (Tl)k(O"l)Q +p(r1) + Q)~

Koska r; on karakteristisen yhtalon juuri,

(r1)? 4+ p(r1) + ¢ =0,

joten
=0

Ykta + kst + gy = (1) ((r1)* +p(r1) + ) = 0.

Téten y = (r1)" on ratkaisu. Vastaavasti, yp = (r2)* on ratkaisu.
Todistetaan sitten, ettd (r)*, (ry)* ovat lineaarisesti riippumattomia jou-
kossa Zg . Olkoon

Cl(rl)k + 61'2(7”2)1C =0 Vke Zar
Asetetaan muuttujalle k arvot 1 ja 2 (€ Zg), jolloin saadaan yhtaloryhmé

Ci-1+Cy-1 = 0

01'7“1+02'7"2 = 0.
Kerroinmatriisin determinantti on ro —r; # 0. Néin ollen yhtéloryhmén rat-
kaisu on C} = Cy = 0. Téten funktiot (r1)*, (r2)* ovat lineaarisesti riippumat-

tomia joukossa Zg . (Tamaé voitaisiin todistaa myés Casoratin determinantilla
ja seurauksella [2.4.1}) Kohta a on siis todistettu.
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Esimerkki 2.7.1. Ratkaistaan
Yk+2 — 2Yk+1 + 2y, = 0.
Sen karakteristinen yhtalo on
r? —2r4+2=0,
jonka juuret ovat
2+/4-38 .
r=——=1=41.
2
Nyt

a=f=1,R=VI2112 = \/5,(,0:%.

Taten ratkaisu on

v = (v2)' (01 sin (’1 ) + Cycos (’T)) |

Ratkaisuavaruuden kanta on

{(\/i)k sin (T) : (\/§>k oS (kz) 1.
Esimerkki 2.7.2. Ratkaistaan
Yk+2 — 3Yk+1 + 2yx = 0.
Sen karakteristinen yhtalo on
r?—=3r+2=0,

jonka juuret ovat

Taten ratkaisu on
- 012k + Cg.

Ratkaisuavaruuden kanta on {2% 1}.

Esimerkki 2.7.3. Ratkaistaan
Y2 — Y1 + 4y = 0.
Sen karakteristinen yhtalo on
r* —dr+4=0,

jonka juuri on
r =2 (2-kertainen juuri).

Taten ratkaisu on
Y = 012k + Cgk?Qk

Ratkaisuavaruuden kanta on {2% k2*}.
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Esimerkki 2.7.4. [Fibonaccin luvut] Fibonaccin luvut Fy, Fy, F, ... méiari-
telldan kaavalla

Fk+2 :Fk+1+Fk, k?:O,]_’Z,...
Fy=0, F, = 1.

Karakteristinen yhtalé on
r?—r—1=0.

Sen juuret ovat

1++5

Yleinen ratkaisu on
k k
1 5 1—-+5
Fk:Cl<+2\/_> +oz( f).

Alkuehtojen Fy = 0, F; = 1 nojalla

Ci+Cy =0,
s 4 0y15 — 1.

Ratkaisemalla taméa lineaarinen yhtaloryhma saadaan

1 1
Ci=—4, (y=—-——.
RV RV
Siis i i
1 [(1++5 1-+/5
F,.=— — .
V5 2 2
Huomaa, etta luvut Fy, Fi, Fs, ... ovat kokonaislukuja.

2.8 Yleinen toisen kertaluvun lineaarinen dif-
ferenssiyhtalo

Yhtaldo on muotoa
Yk+2 + PrYi+1 + QeYr = b

Ratkaisumenetelma

Vaihe 1. Etsitdaan homogeenisen yhtélon yleinen ratkaisu
w=Cioy) + Cody, CiCh ER,

missé ¢§j), gbf) ovat kaksi homogeenisen yhtéalon lineaarisesti riippumatonta
ratkaisua. (Lause [2.5.1]) Ratkaisuavaruus on kerL.

Vaihe 2. Etsitdan varsinaisen yhtalon jokin yksityisratkaisu ).
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a) Vakioiden varioinnilla muodossa

U, = Apo) + Brol?,

missa @
_ _N-1 ¢k+1 b,
Ay = A D(k+1)°
1 ¢§£1bk
B, = A D(k+1) "

Tisséd D on funktioiden ¢V ja ¢ Casoratin determinantti.

b) Yritefunktion avulla, kun b, = --- (vrt. 2.6).

Vaihe 3. Yhtélon yleinen ratkaisu on
ye = Crdy) + Cagy? + .
(Lause ) Ratkaisujoukko on t,+kerL.

Huomautus 2.8.1. Talla kurssilla yleensé p, ja g, ovat vakioita, jolloin
kohdassa 1 voidaan kayttaa karakteristisen yhtalon menetelméa.

Esimerkki 2.8.1. Ratkaistaan yhtalo

Yk+2 — 3Yrt1 + 2y = 1.

1. Ratkaistaan vastaava homogeeninen yhtalo

Yk+2 — 3Yk+1 + 2y = 0.
Sen karakteristinen yhtalo on
r’ —3r+2=0,

jonka ratkaisu on r = 1,7 = 2. Siis homogeenisen yhtalon yleinen ratkaisu

on
Y = Cllk + 022k =Ci + OQQk.

Ratkaisuavaruuden kanta on siis {1, 2*}.

2. Koko yhtéalon yksityisratkaisu etsitdan yriteefunktion avulla. Koska
b, = 1 on polynomi, sopiva yrite on polynomi. Yritefunktio y, = A ei kay,
koska se on homogeeniyhtélon ratkaisu. Uudesta yritteesta y, = Ak+ B vali-
taan mukaan vain y, = Ak. Silloin sijoittamalla tdmé alkuperéiseen yhtdloon
saadaan

Alk+2) —3A(k+1)+2Ak = 1
A = -1

Yksityisratkaisu on siis y, = —k.
(Huomaa, etté yritteessd kertoimet ovat vakioita.)
3. Yleinen ratkaisu on

Y = Cl +022k — k.
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Esimerkki 2.8.2. Ratkaistaan yhtélo

Y2 — BYk+1 + Gy = 3F.

1. Ratkaistaan vastaava homogeeninen yhtalo

Yk+2 — OYk+1 + 6yx = 0.
Sen karakteristinen yhtalo on
2 —
r° —or+6=0,

jonka ratkaisu on r = 2,7 = 3. Siis homogeenisen yhtalon yleinen ratkaisu
on
Y = 012k + Cg3k

2. Koko yhtalon yksityisratkaisu etsitdan yritefunktion avulla. Yritefunk-
tio y, = A3F ei kiy, koska se on homogeeniyhtilon ratkaisu. Yritteestd
yr = (Ak + B)3F valitaan mukaan vain y, = Ak3*. Silloin sijoittamalla
tdma alkuperdiseen yhtaloon saadaan

A(k 4 2)3F2 — 5A(k 4 1)3" + 6Ak3* = 3*
9A(k +2)3F — 15A(k +1)3* + 6A4k3" = 3F
3A3F =

A =

w
o

W[

(Huomaa, etté yritteessé kertoimet ovat vakioita.)
3. Yleinen ratkaisu on

1
yr = C12F + C3% + ng’“ = C12F + 3% + k3R L.

Esimerkki 2.8.3. Lasketaan edellisen esimerkin kohta 2 vakioiden varioin-
nilla. Asetetaan
Y = Ak(bl(cl) + Bmgf),

missa
1 dihbe
A = —NTPTEELE
g D(k+1)
B _ a1 9khb
g D(k+1)

Tassi ¢\ = 2% ¢\2) = 3k b, = 3k Silloin

2k+1 3k+1

_ ok+1lqk+1
2k+2 3k+2 =2 3 :

D(k +1)[= D(¢"M,¢®)(k + 1)] =
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Edelleen

_ —1 _ -1
A = T8 o T A
k

- o () = a6

gh+igh 1 <3>k

ja
2k+13k 1
_ —1 _ -1
B, = A 21<;+131<;+1_A 3
1 1
= —k(+C" = =k.
3 (+C) 3

3. Yleinen ratkaisu on

3\ F 1
ye = C12F 4+ Cy3F — (2) ok 1 §k3’“
1
= 128+ Cy3F — 38 + §k3’“

= 0128+ (Cy — 1)3% 4 k3F1
= 12" + C33F + k3F L

2.9 Kertaluvun n lineaarinen vakiokertoimi-
nen homogeeninen differenssiyhtalo

Yhtélo on muotoa
(2.7) Yk+n + P1Yktn—1+ -+ Do1¥rr1 + Pk = 0.
Ratkaisumenetelmé
Vaihe 1. Muodostetaan karakteristinen yhtalo
" pr" T b P+ =0

Vaihe 2. Etsitdan juuret ja niiden kertaluvut. (Jos a+i3 on m-kertainen
juuri, niin o — ¢ on my6s m-kertainen juuri.)

Vaihe 3. Ratkaisu on
=0\ + C? + -+ 0™, Oy, C C,cR
Yk 1¢k + 2¢k + + ngbk; ; 1,2y n € 3

(n)

missé funktiot ¢’(§1)’ ..., ¢ ovat muotoa

rk, krk, e kmflrk,
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kun r € R ja juuri on m-kertainen, ja muotoa

RFsin(kyp), kRFsin(kyp), ..., k™ L R*sin(kyp)
R¥cos(kg), kR* cos(kg), ..., k™ 1R cos(kyp),

missd R = v/a? + $? on kompleksiluvun r pituus ja ¢ sen argumentti, kun
r=a=xif € C\R jajuuri on (m + m)-kertainen.

Menetelmén todistus. Riittaa todistaa, etta kyseiset funktiot ovat ratkai-
suja ja ettd ne ovat lineaarisesti riippumattomia. Luennot/harj.

Esimerkki 2.9.1. Ratkaistaan differenssiyhtélo
Yk+3 — Ykt2 — 8Ykt1 + 12y, = 0.
Karakteristinen yhtalo on
P —r? —8r+12=0

eli
(r—2)*r+3)=0,

josta saadaan kaksinkertainen juuri r = 2 ja yksinkertainen juuri r = —3.
Téten ratkaisuavaruuden kanta on 2%, k2% (—3)*. Ratkaisu on siis

Yp = C12F + Cok2" + C5(—3)".
Esimerkki 2.9.2. Ratkaistaan differenssiyhtélo
Yk+3 T Yk+2 T Yk+1 + Yk = 0.
Karakteristinen yhtalo ja sen juuret ovat
P4 r4+1=0 < r=1 V r=d4i

josta saadaan

Ratkaisu on

ye = C1(—1)% + Cysin (T) + C3 cos (T) )

Huomautus 2.9.1. Differenssiyhtélo (2.7)) voidaan palauttaa 1. kertaluvun
matriisidifferenssiyhtaloksi. Merkitaan

0 1 0 ce 0 Uk
0 0 L 0 Yk+1
A= : Lo Y=
0 0 0 - 1 Ykin—2
—Pn —Pn-1 —Pn-2 - —P1 Yk4n—1
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Silloin differenssiyhtalo (2.7]) on matriisien avulla lausuttuna
Yk+1 = AY}cy ke 28_7

jonka ratkaisu on
Y, = AFY,, keZg.

Jos Yy on matriisin A ominaisvektori ja \ vastaava ominaisarvo, niin
Yy, = AFTTAY, = AFTINY = AFTPAAY = AFTANY, = - = MY,
Esimerkki 2.9.3. Esimerkin differenssiyhtalon
Yk+3 — Ykt2 — 8Yk1 + 12y, =0

matriisi on

01 0
A=10 0 1
1 8 —12

3

Sen karakteristinen yhtild on 73 — r? — 87 + 12 = 0 ja ominaisarvot ovat 2 ja

—3.

2.10 Yleinen kertaluvun n lineaarinen diffe-
renssiyhtalo

Yhtélo on muotoa (2.3)). Sitd késiteltiin jo luvuissa ja Kirjoitetaan

vield ratkaisumenetelma vaiheittain.

Vaihe 1. Etsitdan homogeenisen yhtélon yleinen ratkaisu
ye = C10y) + o) + -+ + Cuip”,
missd funktiot ¢,(€1), (/b,(f), cee ,(Cn) ovat lineaarisesti riippumattomia.
Vaihe 2. Etsitaan varsinaisen yhtalon jokin yksityisratkaisu vy
a) vakioiden varioinnilla
b) méaaraaméttomien kertoimien menetelmallé.
Vaihe 3. Yleinen ratkaisu on

Yk = Cl@(j) + 02¢;(€2) +-+ Oy ;(cn) + V.

Huomautus 2.10.1. Talla kurssilla kertoimet a,(cl), a,(f), Ce a,(j” ovat vakioi-

ta, jolloin kohdassa 1 voidaan kayttaa karakteristisen yhtalon menetelméa.
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Esimerkki 2.10.1. Ratkaistaan

Y3 + Yoo + Y1 + Yp = L.

Homogeenisen yhtélon yleinen ratkaisu on

Yp = C’l(—l)k 4+ Cy sin (T) + (5 cos (l{;) )

Etsitdan yksityisratkaisu yritefunktion gy, = A avulla. Silloin sijoittamalla
tama alkuperaiseen yhtaloon saadaan

A+ A+A+A=1,

A=1

Ratkaisu on

k k 1
Yk = C1(—1)k + (5 sin (;) + (5 cos (;) + 1

2.11 Generoiva funktio

Maaritelma 2.11.1. Lukujonon (yx)22, eli (yo,y1, Y2, - -.) generoiva funktio
(lyhyesti gf) on lukujonon esitysmuoto

oo
G(yIC)(S) - Zyk8k7
k=0
missa symbolin s potenssi ilmoittaa kertoimensa paikan lukujonossa. Tar-
kemmin sanoen, potenssin s* kerroin on jonon (k -+ 1). jésen.

Huomautus 2.11.1. Symboli s ei saa lukuarvoja, vaan G(yx)(s) on ns. muo-
dollinen potenssisarja, joka on algebrallisesti tehokas tapa kasitelld lukujo-
noja. Generoivaa funktiota voitaisiin kasitella analyyttisestikin, mutta niin
ei tehda talla kurssilla.

Huomautus 2.11.2. Jos potenssin s* kerroin on 0, jitetdén termi 0s* yleen-

sd muodollisesta potenssisarjasta pois (elleivat kaikki kertoimet ole nollia).
k k

Samoin usein kirjoitetaan lyhyesti 1s¥ = s* ja (—1)s* = —s*.
Esimerkki 2.11.1. Jonon (1,2, —1,0,0,...) generoiva funktio on
1+42s—s°
Generoivaa funktiota -
> s
k=0
vastaava jono on (1,1,1,...).
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Huomautus 2.11.3. Generoivien funktioden yhtédsuuruus saadaan jonojen
yhtdsuuruudesta seuraavasti:

Glyr)(s) = G(z)(s) <= VEEZ]: yp= 2.

Maaritelma 2.11.2. Generoivien funktioiden ja siten myos lukujonojen yh-
teenlasku, skalaarilla kertominen ja (Cauchyn) kertolasku méaritelldén kaa-
voilla

Gyr)(s) + G(2r)(s) = Glyx + 21)(s),
aG(yr)(s) = Glaye)(s),

(2.10) ) ()G (0)(s) = G (z y) (s).

Esimerkki 2.11.2. Selvisti

(1425 —8*) 4+ (1 +5)=2+3s5— s,
31+s+s+--)=3+3s5+35+---,
(14+38)(1+s)=1+2s+ s

Merkitdén notaatiolla R[[s]] kaikkien (reaalikertoimisten) generoivien funk-
tioiden (tai lukujonojen) joukkoa.

Lause 2.11.1. Joukko R[[s]] muodostaa vektoriavaruuden yhteenlaskun ja
skalaarilla kertomisen suhteen. Nollavektori on generoiva funktio 0, jota vas-
taa siis jono (0,0,0,...).

Lause 2.11.2. Joukko R[[s]] muodostaa kommutatiivisen renkaan yhteenlas-
kun ja kertolaskun suhteen. Ykkésalkio on generoiva funktio 1, jota vastaa
jono (1,0,0,...).

Lause 2.11.3. Generoiva funktio G(yx)(s) on kddntyvd, jos ja vain jos yo #
0.

Merkitédén kééntyvin generoivan funktion G(yx)(s) kddnteisfunktiota no-

taatioilla 1

Gye)(s)™", Gl ()

Esimerkki 2.11.3. Olkoon

yp =a®, aeR.

Sen generoiva funktio voidaan kirjoittaa muodossa

Glup)(s) = ;;i Ft = (v (la,akdb,. ).

1—as
Jonot (1,a,a® a?,...) ja (1,—a,0,0,...) ovat siis toistensa kéiinteisjonoja.
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Esimerkki 2.11.4. Lasketaan Fibonaccin lukujonon generoiva funktio. (Fi-
bonaccin luvut on mééaritelty esimerkissa ) Generoivan funktion méaéri-
telméan mukaan

G(Fk‘)(s) - Z stk = [+ Fis+ Z stk.
k=0 k=2
Fibonaccin lukujen méaaritelmaé kiyttamalld saadaan
G(Fy)(s) = s+ Z(Fk—l + Fk—z)sk =s+s Z F_1s871 + & Z Fj_os"72.
k=2 k=2 k=2

Muuttamalla summausindeksointeja saadaan

=G(Fy)(s)
o0 o0
G(E)(s) =s+sY Fs"+5Y Fs".
k=1 k=0

Koska Fy = 0, niin 372, Fis® = 322, Fj.s® = G(F)(s). Néin ollen
G(F)(s) = s + sG(F)(s) + £G(Fi)(s),

josta saadaan ratkaisu

S

G(Fy)(s) =

1—5—52

Fibonaccin lukujono ei ole kadntyvéa, koska Fy = 0. Sen sijaan lukujono
(Fri1)52, on kddntyva. Koska

G(Fis1)(s) = 1—51—32
(harj.),

1 =1-s5—3s

G(Ft1)(s) '

Néin ollen lukujonon (Fy. )52, kdénteisjono on (1, —1,—1,0,0,...), joka saa-
daan generoivan funktion 1 — s — s? kertoimista.

Esimerkki 2.11.5. Ratkaise differenssiyhtalo

Yk +3Ye—1 — 20k—2=0 (k>2), yo=2, y1 =3,
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generoivalla funktiolla. Etsitdén jonon (yx) generoiva funktio:

Gye)(s) = Z yks® = yo +y1s + Z yrs”

k=0 k=2
= 2435+ > (3yr—1 — 2yp_2)s"
k=2
= 2435+ 3s Z yk,lsk’I — 2¢? Z yk,gsk’z
k=2 k=2

= 2+35—{—3$Zyksk —2522yksk
k=1 k=0

= 2435+ 3s[G(y)(s) — 2] — 258G (yr)(5)
= 2—35+35G () (s) — 25°G () (5).

Néin ollen
Gly)(5)(1 = 35 +25%) = 2= 35,
joten
2 — 3s 2 —3s 1 1
G — — P .

Taten oo 0o )

k=0 k=0 k=0
Néin ollen

2.12 Laplace-muunnos
Maaritelladn

yx)=yx, k<z<k+1 k=0,1,2,...
Silloin esimerkiksi yhtalo

Yk+2 + PYk+1 +qyr =0

voidaan esittdd muodossa
y(z +2) +py(z + 1) + qy(z) = 0.

Nyt voidaan ottaa puolittain Laplace-muunnokset.

2.13 Esimerkkeja sovelluksista

Tassé pykalédssé vain saatujen yhtaloiden ratkaiseminen kuuluu koealueeseen.
Yhtaloiden kaytannollista taustaa ei tarvitse osata.
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2.13.1 Kombinatorisia esimerkkeja

Esimerkki 2.13.1. Olkoon aj sellaisten k bitin jonojen lkm, joissa ei ole
kahta perdkkéistd nollaa. Silloin ag = 1, a; = 2. Olkoon k > 2. Silloin
bittijonot voidaan jakaa 2 erilliseen joukkoon: bittijonot, jotka péaattyvat
ykkoseen (ap_1 kpl), ja bittijonot, jotka padttyvit nollaan (ax_o kpl). Siis

arp = Qp_1 + ar—2, k Z 2, agp — 1, a; = 2.

Esimerkki 2.13.2. Olkoon a; sellaisten k bitin jonojen lkm, joissa on 2 pe-
rikkéistd nollaa. Silloin a; = 0, as = 1. Olkoon k > 2. Bittijonot voidaan
jakaa 3 erilliseen joukkoon. Ykkoseen paattyvia bittijonoja on ax_q kpl. Tar-
kastellaan bittijonoja, jotka paattyvat nollaan. Jos toiseksi viimeinen bitti on
ykkonen, niin oikeanmuotoisia bittijonoja saadaan ax_o kpl. Jos taas toiseksi
viimeinen bitti on nolla, niin oikeanmuotoisia bittijonoja on 2¥2 kpl. Siis

Qe = Qg1 + a2 +252 k>2 ay=0, ap =0.

Esimerkki 2.13.3. Olkoon ay sellaisten k& bitin jonojen lkm, joissa ei ole
kolmea perakkéista nollaa. Silloin

ar =ap-1taro+tar3 k>3, a=1, a1 =2, ap =4

(Toteal!)

2.13.2 Korkolaskentaa

Esimerkki 2.13.4. Asiakas tallettaa pankkiin A euroa r - 100 prosentin
vuotuisella korolla. (Asiakas ei ota rahaa tililta pois, ei korkoa eikd paddomaa.)
Olkoon S}, tilin saldo k& vuoden kuluttua. Silloin

Ski1 =Sk +71rSy, k=0,1,2,..., Sy=A4,

josta saadaan
Sy = (1 + T’)kA

(Toteal)

Esimerkki 2.13.5. Asiakas tallettaa tililleen vuosittain vakioméaéarin B eu-
roa. Ensimmainen talletus tehddan 1 vuoden kuluttua, ennen ensimmaista
talletusta tili on tyhja. Olkoon Sj tilin saldo &£ vuoden kuluttua. Silloin

Sk+1:Sk+TSk+B, k:0,1,2,..., SOIO,
josta saadaan
1 k1
Sy = %B_
r

(Toteal)
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Esimerkki 2.13.6. Asiakas ottaa A euron lainan, jonka vuotuinen korko on
r - 100 prosenttia. Asiakas maksaa vuosittain korkoa ja lyhennysta yhteensé
vakioméaaran B euroa. Ensimmainen B euron maksu on vuoden kuluttua.
Olkoon velan méaréd k vuoden kuluttua Sj. Silloin

Sk+1:Sk+TSk—B, k’ZO,l,Q,..., SOZA,
josta saadaan
1 P11
o= (L4 UFT 2L
r

(Totea!) Huomaa esimerkin [2.13.6| yhteys esimerkkeihin [2.13.4{ ja [2.13.5]
Miké tulee maksun B olla, kun lainan maksuaika on n vuotta 7

B.

2.13.3 Sekalaisia esimerkkeja

Esimerkki 2.13.7 (The gambler’s ruin). Pelin jokaisessa vaiheessa pelaaja

joko voittaa tai havidd yhden dollarin. Olkoon voiton todennékoisyys p ja

havion 1 —p (mgk' q). Oletetaan, ettd pelaaja lopettaa, kun hén menettaa

kaikki rahansa tai saavuttaa N dollaria. Pelaajalla oletetaan olevan pelin
alussa k dollaria (0 < k < N).
Merkitédén symbolilla P(k) todennékoisyytté, ettd pelaaja tulee lopetta-

maan pelin havidmalla kaikki rahansa (kK = 0,1,2,...,N). Siis erityisesti
P(0)=1ja P(N)=0.
Kun k=1,2,..., N —1, niin lopettaminen havidmall& kaikki rahansa voi

tapahtua kahdella toisensa poissulkevalla tavalla:

a) Seuraavassa vaiheessa pelaaja voittaa dollarin, mutta menettda lopulta
kaikki rahansa.

b) Seuraavassa vaiheessa pelaaja havida dollarin ja menettaa lopulta kaikki
rahansa.

Tapauksen 1 todennékdisyys on = pP(k + 1), ja tapauksen 2 todennakoi-
syys on = ¢P(k — 1). Néin saadaan differenssiyhtalo
(2.11)
P(k) =pP(k+1)+q¢qP(k—-1), k=1,2,....,N—1, P(0)=1,P(N)=0.

Voidaan laskea, etta

Tk —TN
kun p # ¢, ja etta
N —k
2.13 Pk)= ———
213 oy - 2=k

kun p = ¢ = 0.5. Huomaa, etta esimerkiksi jos N = 40, niin P(20) = 0.832,
kun p = 0.48, ja P(20) = 0.5, kun p = 0.5.
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Esimerkki 2.13.8. Tarkastellaan oheista virtapiiria.

R, R R R,

[_')_D I, IR | T I £ |
L1 < L1 i S—
I'Ii 1:'11-1 N ‘TN—1

] v [ =

© R,

1

| I
e
&~

1

Kirchoffin lain mukaan kussakin 'luupissa'jénnitteiden summa on = 0.
Siis 1. luupissa

(2.14) LR+ (I — )Ry —V =0.
Yleisesti, k. luupissa

(2.15) IRy + (I — Ijy1)Ro — (Ixy—1 — Ix) Ry = 0.
Lopuksi, (N + 1). luupissa

(2.16) IngiRy— (In — Ins1)Re = 0.

Yhtalo (2.15) voidaan kirjoittaa

R
(2.17) Topr — (2 + R1> Ii+ Iy = 0.
2

Mitké ovat yhtalon (2.17]) karakteristisen yhtalon juuret?

Esimerkki 2.13.9. Tarkastellaan sukupuolisidonnaisia piirteita, joissa nai-
silla on kaksi vastingeenié ja miehilld on yksi vastingeeni (eli alleeli). Naisilla
piirre on vallitseva, jos ainakin toinen vastingeeneista on vallitseva. Miehet
perivat vastingeeninsa aidiltd, kun taas naiset perivét toisen vastingeeninsé
aidilté ja toisen isalté.

Vallitsevaa vastingeenia merkitédan kirjaimella A ja peittyvaa vastingeenia
merkitddn kirjaimella a. Merkitddn A-vastingeenin osuutta k. sukupolven
naisilla symbolilla p(k). Voidaan todistaa (sivuutetaan), etta

1 1
p(k+2) = §p(k +1)+ §p<k)
Naéin ollen

p(k) = C1+ Cy (—;)k,

missd C; ja Cy riippuvat alkuehdoista (Harj.). Voidaan karkeasti olettaa,

ettd nykyadn A-vastingeenin osuus naisilla on C (mgk p). My6s miehilla A-

vastingeenin osuus on noin p. Merkitdan a-vastingeenin osuutta kirjaimella
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q. (Siis ¢ = 1 —p.) Naisilla yhdistelmien {A, A}, {A, a} ja {a, a} osuudet ovat
siis p?, 2pq ja ¢>.

Monissa sairauksissa a-vastingeeni aiheuttaa ongelmia. Siis jos miehillé
talldinen sairaus on esimerkiksi joka sadannella, niin naisilla tdméa sairaus
ilmenee yhdelld kymmenesta tuhannesta.

Esimerkki 2.13.10. Tarkastellaan determinanttia

b a 0 00 --- 0 0 0
a b a 00 --- 0 0 O
Oa b a O --- 0 0 0
00 O 00 -~ a b a
00 0 00 --- 0 a b

Olkoon A; kertaluvun k& determinantin arvo. Silloin
Ak = bAk_l — aQAk_g, k Z 3.
Lisaksi A; = b, Ay = b? — a?.

Esimerkki 2.13.11 (Newton’s law of cooling). Tarkastellaan allaolevaa tan-
koa.

a b c

Olkoot a(k), b(k) ja c(k) lampotilat pisteissa a, b ja ¢ ajanhetkelld k.
Oletetaan, ettd kunkin pisteen ldmpotilaan vaikuttaa vain viereisten pistei-
den lampdétilat, ts. b vaikuttaa a:han, a ja ¢ vaikuttavat b:hen ja b vaikuttaa
c:hen. Pisteen b vaikutus pisteeseen a on muotoa

(2.18) a(k+1) —a(k) = p(b(k) — a(k)),
missd p on vakio. Yhtéloé (2.18)) on ns. "Newton’s law of cooling". Edelleen

(2.19) clk+1)—c(k) = p(b(k)—c(k)),
(2.20) b(k+1)—0b(k) = pla(k)—b(k))+ p(c(k) —b(k)).

Yhtalot (2.18), (2.19) ja (2.20) voidaan kirjoittaa ryhména

a(k+1) = (1—pla(k)+ pb(k),
(2.21) b(k+1) = pa(k)+ (1 —2p)b(k) + pc(k),
clk+1) = pbk)+ (1 —p)e(k).

Yhtélo (2.21)) voidaan kirjoittaa matriisimuodossa, jolloin matriisin ominai-
sarvot ovat 1, 1 —p ja 1 — 3p. (Harj.) Kun p on "pieni", voidaan tarkastella
tangon pisteiden lampotilojen kdyttaytymista, kun k& — oo. (Harj.)
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Esimerkki 2.13.12. A ja B pelaavat pelia, jonka jokaisessa vaiheessa A
voittaa B:ltd markan todennédkoisyydelld p ja B A:lta todennédkoisyydelld
1 — p (= q). Tasapelié ei voi sattua. Pelin alussa pelaajalla A on a euroa
ja pelaajalla B on b euroa (merk. a +b = N). Peli loppuu, kun jommalla
kummalla pelaajista on M euroa (M < N).

Olkoon peli tilanteessa, jossa A:lla on k euroa. Olkoon uy todennékoisyys,
ettd A tulee voittamaan pelin. Téssd tilanteessa A:n voitto voi tapahtua
kahdella toisensa poissulkevalla tavalla:

1) Seuraavassa vaiheessa A voittaa markan (ja siis voittaa vield koko pelin).
2) Seuraavassa vaiheessa A havidd markan (ja voittaa vielda koko pelin).

Tapauksen 1 todennakoéisyys on = pugi1, ja tapauksessa 2 todennakoisyys
on = quj_1. Siis
Up = PUpy1 + qui—1, k>1.

Alkuehtoina ovat
Upr = 1, UN—M — 0.

Todennakoisyys, ettd A voittaa pelin, on u,. Voidaan laskea, etta

(¢/p)* — (q/p)N M

a — , D q
(¢/p)M — (q/p)"—M ’
M—N+a
ve = oy o PTITUR

Esimerkki 2.13.13. Digitaalisessa signaalinkésittelyssa differenssiyhtalo

(n—1)

Yk+n + @ Yktn—1 + -+ G(O)yk = Zk

mallintaa lineaarista suodinta. T&ll6in (yx) on input-signaali ja (z) on output-
signaali.
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Luku 3

Asymptoottista analyysia

3.1 Funktioiden kasvu

3.1.1 Iso—O -merkinta

Maaritelma 3.1.1. Olkoot f: ZT — R ja g: ZT — R funktioita. Merkitaan
f(n) = O(g(n)), jos

JC,N € Z* :¥n > N : |f(n)| < Clg(n)].

n n

Lue "f on iso-O-¢g", "g on fm iso-O -estimaatti'tai "f on (korkeintaan) ker-
taluokkaa ¢".

Huomautus 3.1.1. Yhtasuuruusmerkilla = ei ole merkinnén f(n) = O(g(n))
yhteydessa kaikkia sen tavanomaisia ominaisuuksia. Joskus kaytetadnkin mer-
kintoijd

f(n) € O(g(n)), f(n) < g(n).
Merkinta f(n) >< g(n) tarkoittaa, etta f(n) = O(g(n)) ja g(n) = O(f(n)).

Esimerkki 3.1.1. Todistetaan maaritelméaan perustuen, etta
8n® +3n +1 = O(n?).
Ratkaisu. Maaritelmén [3.1.1] perusteella véite on
JO,N € ZT :¥n> N :8n* +3n+ 1 < Cn?.

(Funktioiden arvot ovat positiivisia, joten itseisarvoja ei tarvita.)

Todistus. Valitaan C' = 12 ja N = 1. (Riittaa 1oytaa kummallekin yk-
si arvo, koska viitteend on, ettd on olemassa C' ja N. Naméa arvot keksii
arvioimalla lauseketta 8n? + 3n + 1 ylospéin niin, ettd se jad < Cn?, kun
n> N.)

Valitaan n (> N = 1) mielivaltaisesti (nimenomaan mielivaltaisesti, koska
pitdé olla voimassa kaikilla luvun n (> N = 1) arvoilla).

46



Silloin
82 +3n+1<8%+3n2+n?=12n%= C’nz,
joten
8n?+3n+1< Cn’

Néin ollen véitos on oikein.
Esimerkki 3.1.2. Todistetaan maéritelmaén [3.1.1) perustuen, etta
n® # O(n?).

Ratkaisu. Tehdddn vastaoletus: n® = O(n?). Silloin mééritelmén
perusteella

IO, N € ZT :¥n > N : n® < Cn?.
Jakamalla viimeisin epéyhtdld puolittain luvulla n? (> 0) saadaan
AC,NeZ":¥n>N:n<C.
Saadaan ristiriita (esim. kun n = C'+ N, niin n > N mutta n £ C). Siis

vastaoletus on vaarin ja nain ollen vaitos on oikein.

3.1.2 Raja-arvo ja O-symboli
Lause 3.1.1.

s

(n)

n)

(Z)) = to00, niin f(n) # O(g(n)).

Todistus. a) Merkitdan lim, % = A. Siis

n

a) Jos lim, on ddarellisend olemassa, niin f(n) = O(g(n)).

Q
—

s

b) Jos lim,_,«

Q
—~

Ve>0:3n. € ZT :¥n>n.:|f(n)/g(n) — A| <e,

joten
Vn >mny:|f(n)/gn) — Al < 1.
Néin ollen
Vi > g |f(n) fg(n)] < |A] + 1,
joten
Vn >z [ f(n)] < (|A] +1)]g(n)].
Taten

b) Harjoitustehtéva. O
Esimerkki 3.1.3. Lauseen [3.1.1p perusteella 106 = O(1), silla

_10° 6 rar T1s
lim — = 10" (&drellinen).
n—oo |
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Esimerkki 3.1.4. Lauseen [3.1.1p perusteella 2n? + n = O(n?), silla

2 2
im 2" g (24 (1/n)) =2 (aarellinen).

n—00 n n—00

Esimerkki 3.1.5. Lauseen [3.1.1p perusteella n® # O(n?), silla

n3
lim — = lim n = oo.
n—oo n, n—r00
Esimerkki 3.1.6. Vastaavasti kuin edellé, lauseen perusteella on help-
po nahda, etta
a) 2F = O(a"), kun k <n € Z*,
b) z¥ #£ O(z™), kun k > n € Z7.

3.1.3 L’Hospitalin oco/oco-saanto

Lause 3.1.2. Oletetaan, ettd funktiot f,g: R — R ovat derivoituvia jollakin
vililli (a,00) ja etti f(x),g(x) — oo, kun x — co. Jos limy_e L& on

()
olemassa, niin !
/
lim —f(m) = lim f/@)

Todistus. Sivuutetaan. O]

Huomautus 3.1.2. Jos limzzﬁo % on olemassa, niin

lim ~——~ = lim —~%.

nent g(n) L g(x)

fn) L f()
g

Esimerkki 3.1.7. L'Hospitalin oco/oo-sdénnoén perusteella

1 1
lim 2% — Jim - = 0,
T—00 x T—00 ¢
joten lauseen [3.1.1 perusteella
logn = O(n).

Esimerkki 3.1.8. L’Hospitalin co/co-sddannén perusteella

P Tog(a) kT =0

joten lauseen 3.1.1b perusteella

n # O(logn).
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3.1.4 Funktioiden summan ja tulon O-estimaateista

Lause 3.1.3. Olkoon fi(n) = O(g1(n)) ja fa(n) = O(ge(n)). Silloin

(3.1) filn) + fo(n) = O(max(|gi(n)], [g2(n)])),
(3.2) fi(n)fa(n) = O(g1(n)g2(n)).

Todistus. Kaavan (3.1]) todistus: luennot /harj.
Todistetaan kaava (3.2)). Oletuksen mukaan

EICl,Nl :Vn > Nl : \fl(n)| < Cl|g1(n)],
HCQ,NQ :Vn > NQ : ’fg(n” < C’g|g2(n)|

Siis, kun n > Ny,n > N,

| f1(n) fa(n)]

| f1(n)]] fa(n)]
C1lg1(n)|Cag2(n)]
C1Ca|g1(n)ga(n)].

IA A

Merkitdén C' = C1Cy ja N = max{Ny, Ny}. Silloin

Vn > N :|fi(n)f2(n)| < Clgi(n)gz(n)].
]
Lause 3.1.4. a) Jos f(n) = O(g(n)) ja g(n) = O(h(n)), niin f(n) = O(h(n)).
b) Jos f(n) = O(g(n)) ja a € R, niin af(n) = O(g(n)).
Todistus. luennot /harj O

Esimerkki 3.1.9. Koska log(n?) = 2log(n), niin edellisen lauseen perusteel-
la

log(n*) = O(log(n)).

3.1.5 Pieni—o -merkinta

Maaritelmé 3.1.2. Olkoot f: ZT — Rja g: ZT — R funktioita. Merkitdan
F(n) = olg(n)), jos

Ve>0:3n. € Z" :¥n>n.:|f(n)] <elg(n)|
Lue f on "pieni-o-g"tai "f(n) on paljon pienempi kuin g(n), kun n — oo".

Huomautus 3.1.3. Yhtésuuruusmerkilla "=" ei ole merkinnén f(n) = o(g(n))
yhteydessé kaikkia sen tavanomaisia ominaisuuksia. Joskus kédytetadnkin mer-
kintaa f(n) € o(g(n)).
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Huomautus 3.1.4. Lukujonon raja-arvon maéritelmasta seuraa valittomas-
ti, ettd f(n) = o(g(n)) silloin ja vain silloin, kun

limMZO

edellyttéden, ettd g(n) # 0 jostakin luvun n arvosta ldhtien.

Esimerkki 3.1.10. Huomautuksen perusteella on helppo nahdé, etta
a) n — 1 # o(n), silla

n —

lim L lim (1 —(1/n)) =1#0.

b) n + 10° = o(n?), silla

o n+10°
lim =

n—oo n

0.

Huomautus 3.1.5. Huomautuksen ja lauseen perusteella on
helppo nahda, etta jos f(n) = o(g(n)), niin f(n) = O(g(n)). Toisinpdin
tdma ei tietenkaan pade. Esimerkiksi

log(n) = o(n), log(n) = O(n),

mutta
n+1#o(n), n+1=0(n).

3.2 Hajota ja hallitse -yhtalot

Olkoon probleeman koko n ja probleeman ratkaisemisen "hinta' f(n). Jae-
taan probleema a osaprobleemaan. Oletetaan, ettd osaprobleemien kooksi
tulee n/b. Olkoon g(n) hinta, joka syntyy osaprobleemiin jaosta. Silloin

(3-3) f(n) = af(n/b) +g(n),

jota kutsutaan hajota ja hallitse -yhtaloksi. Kaytetaan siitd myos lyhytta
ilmaisua hh-yhtdlo.

Esimerkki 3.2.1. Puolitushakualgoritmin kompleksisuus toteuttaa hh-yhtélon
fn) = f(n/2)+2, f(1) =2.
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3.2.1 Hh-yhtalon ratkaiseminen

Ratkaistaan (3.3). Oletetaan, etti n on muotoa n = b¥ k € Z7T, ja ettd
f(1) on tunnettu. Silloin (3.3 voidaan ratkaista iteroimalla (menetelméa I1T)
seuraavalla tavalla:

Fo) B + g0
D aag )+ 904 ) + 90"
= @FH?) +ag(t ) + g(0)
B 2 (af(b’“‘?’) + g(b’“‘2)> +ag(b"h) + g(v")

= afOF0) + gt ) +ag(tth) + g(b)

= d"f(1)+d"g(b) + - +ag®*) + g(b").
Yhtélo
FOF) = af(®* ") + g(b")
on 1. kertaluokan lineaarinen differenssiyhtélo, johon voidaan soveltaa myos
menetelmia I ja II.

Vain f(b*) pystytiédn laskemaan tarkasti. Funktion arvolle f(n) saadaan
kuitenkin arvio, kun % < n < bF+1,

Esimerkki 3.2.2. Puolitushakualgoritmin kompleksisuus toteuttaa hh-yhtalon
) = fnj2)+2, (1) =2.
Laskettava f(2%), k € Z{.
Ratkaisu. Sovelletaan hh-yhtéloa toistuvasti, jolloin saadaan
f25) = fE@Y2)+2=f2"") +2
= f")+242=f02"*)+2.2
fH +242+2=F02?%)+3.2

k kpl
fFREM 4242+ +2=f(1)+k-2
2k + 2.

(Tarkistus.
fin) = f(n/2)+2
F@4 = @) +2=r02"+2
2k+2 = <2(k—1)+2> +2=02k—-2+2)+2
= 2k + 2, hh-yhtél6 oikein!
f(1) = f(2°)=2-0+2=2, alkuarvo oikein!

Yleensé tarkistus sivuutetaan.)
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3.2.2 Funktion f(n) kertaluokka

Lause 3.2.1. Olkoon f kasvava funktio, joka toteuttaa hh-yhtdlon
f(n) =af(n/b) +c,

missi a>1,b>2, c>0. Silloin

[ OomeY),  kuna>1,
fn) = { O(logn), kuna=1.

Tapauksessa a = 1 ei ole merkitystd, mikd logaritmin logn kantaluku on,
silld kaikki logaritmit ovat samaa kertaluokkaa.

Todistus. Todistetaan tapaus a = 1. (Tapaus a > 1, luennot/harj.)
Olkoon n € Z* mielivaltainen. Silloin

ezt <n<bh
Arvioidaan

fA) < fn) <

= OO + ke
F1) + <logb(n) + 1)0
(1) + clogy(n) + c.

IN

Siis (harj.)
: f(n) = O(logn).
[l

Esimerkki 3.2.3. Puolitushakualgoritmin kompleksisuus toteuttaa hh-yhtélon
f(n)=f(n/2)+2, f(1)=2, kun n on parillinen.

Miké on funktion f(n) kertaluokka?
Ratkaisu. Olkoon n € Z*. Silloin

ke Z,: 28 <n <2
Nyt (koska f on kasvava funktio)
F(1) < f(n) < £(25).
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Aikaisemman esimerkin perusteella
f(2F) =2k + 2.
Koska 2871 <n, niin k& — 1 < log,(n) eli k <log,(n) + 1. Néin ollen
F(1) < f(n) < F(2) = 2k +2 < 2(logy(n) + 1) + 2 = 2log,(n) + 4.
Koska log, n = logn/log2 = C'log n, niin
f(n) = O(logn).

(Logaritmin kannalla ei ole merkitysta, koska kaikki logaritmit ovat samaa
kertaluokkaa.)

Esimerkki 3.2.4. Oletetaan, etta algoritmin kompleksisuus toteuttaa hh-
yhtalon
Fn) =5f(n/4)+3, F(1)=T.

a) Laskettava f(4%), kun k € Z.

b) Arvioitava funktion f kertaluokkaa, kun f on kasvava.

Ratkaisu. a) Hh-yhtéalén avulla saadaan

fAf) = 5f(4"/2) +3=5f(4""1)+3
= 5(5f(4“) +3) +3=5f(4""?*+5-343

= 5Ff(1)+5" 1.3 4+552.34+...+5.3+3

5 —1
= §5F.7 .3
5o
3 3 3
k k k k
= . —1Z = .2z
5% 74 (5 )4 5 7+5 11
3. 3 31 3
_ =k Sy_ 2 gk 0t 9
=0 (7+4) 4 4 4
= (31-5-3)/4

b) Olkoon n € Z*. Silloin
Jk e ZT: 4 <n < 4h
Funktion f kasvavuuden ja a-kohdan perusteella
f(1) < f(n) < f(4%) = (31-5" = 3) /4.

Arvioidaan oikeanpuolimmaista lauseketta ylospéin niin, ettd saadaan yksin-
kertaisempi lauseke ylarajaksi:

f(1) < f(n) < f(4F) = (31-5% - 3)/4 < 8. 5"
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Koska 4= < n, niin k — 1 < log,n eli k£ <1+ log, n. Néin ollen
F(1) < f(n) < f(4F) < 8.5F <85l = 40 plosan,
Logaritmien ominaisuuksien perusteella 581" = nl°815 (harj.). Olemme siis

todistaneet, etta
F(1) < f(n) < Cnloes?,

joten

F(n) = O(ns:?).
Huomaa, ettd tassa logaritmin kannalla on merkitysta, koska logaritmi on
luvun n potenssissa ja potenssi vaikuttaa kertaluokkaan.

3.3 Poincarén lause

Maaritelma 3.3.1. Differenssiyhtalo
(3.4) Yktn + a,(cl)yk%_l + -+ a,i")yk =0,
on Poincarén tyyppia, jos

lim a,gj):pj, Vi=1,2,...,n,

k—o0

ts. jos ko. raja-arvo on darellisend olemassa aina, kun j = 1,2, ..., n. Yhtalod
™ e pn =0
sanotaan differenssiyhtélon (3.4)) karakteristiseksi yhtéloksi Poincarén mie-

lessa.

Lause 3.3.1 (Poincarén lause). Oletetaan, etti differenssiyhtdlo on
Poincarén tyyppid ja ettd yhtalon juuret ri,rs, ..., r, toteuttavat ehdon |ry| >
Iro| > -+ > |rn|. Silloin differenssiyhtdlon jokainen ratkaisu yy toteut-
taa ehdon

(3.5) lim 41 —
jollakin indeksin 1 = 1,2,...,n arvolla.

Todistus. Tarkastellaan tapaus, jossa n = 2 ja jossa ag) ja a,(f) ovat vakioita.

Koska juuret ry, 5 toteuttavat ehdon |rq| > |re|, niin r; # ro. Néin ollen
Y = ClT]f +CQT§.
Olkoon C} # 0. Silloin

Yk+1 ClT]f+1 + CQT§+1 o + (Cg/Cl)Tl(TQ/rl)kJrl
Yk Cyry 4 Cyrk 1+ (Cy/Cr)(r2/r1)k
Olkoon Cf = 0. Silloin

—ry, kun k — oc.

k1
Y1 Cors

= =Ta.
k
Yk Cors

Siis kaava (3.5 on voimassa. O
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Esimerkki 3.3.1. Tarkastellaan differenssiyhtaloa

t+3 2

3.6 _ore 2y =0.
(3.6) Ui = gkl T ok

Se on Poincarén tyyppié, silla

t+3 2

—— =1, —— =0, kun t— .
t+2 t+2

Differenssiyhtalon (3.6]) karakteristinen yhtélé Poincarén mielessé on
r*—r =020,
jonka juuret ovat r = 0, » = 1. Nain ollen

. Yk
lim &=
k—o0 Yk

on 0 tai 1 aina, kun y; on differenssiyhtélon (3.6)) jokin ratkaisu.

Huomautus 3.3.1. Raja-arvo

. Yen
lim &=
k—oo yk

ei sindnsé kerro koko totuutta funktion y, asymptoottisesta kiyttaytymises-

ta. Esimerkiksi jos
Yk
lim — =1

k—00 Yk ’

niin y;, voi olla vaikkapa 1 tai k tai k2.

Lause 3.3.2. Oletetaan, ettd on olemassa sellainen ko, ettd yp # 0, kun
k > kqo. Oletetaan, ettd

lim 254 — # 0.
k—o0 yk‘

Silloin yp = +£r* exp(2z), missi zx = o(k), kun k — .
Todistus. Merkitdin vy = |yx/r"|. Koska v, > 0, kun k > ko, voimme merkité

2 = log(vy,), kun k > kq. Talloin y;, = £r* exp(z;,). Siis riittdd todistaa, etté
zr. = o(k), kun k — oo, eli etta

Todistetaan siis, etté jokaista lukua & > 0 on olemassa sellainen luku m € Z*,
etta

%—O <e, kun k> m.
Olkoon & > 0 mielivaltainen. Oletuksen nojalla
k+1
Ukl _ yk+1/7“k — b Ykl 1, kun k — oo.
Uk Yr/T Yk
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Taten v
k+1
21 — 2k :log—Jr — 0, kun k£ — oo.
UV

Olkoon m, € Z* sellainen, ettéi

1
|2k+1 — 21| < & kun k> m;.

Silloin kolmioepayhtélon perusteella

k
2k — 2y | <D |z — 2|, kun k> my.

i=mi+1

Edellisten kahden yhtélon mukaan
1
|2k — 2m, | < ga(k —my), kun k> m;.
Koska |zk| — |zm, | < |2k — 2m, |, niin
1
|z| < 55(/{: —my) + |zm,|

ja edelleen
2k

k

Zmy

k

1 my
<e(1-22
26( )+

i , kun k£ > m;.

Selvasti

1 m 1
55 <1_kl) < 55, kun k> m;.

Olkoon my € Z* sellainen, etté

m 1
‘Zkl < 56, kun k > mo.
Néin ollen
T < € + =5 kun & > max{m, ms}.

Siis jokaista lukua ¢ > 0 on olemassa sellainen luku m (= max{m;, ms}),
etta

Z]:—O’<5, kun k& > m.
Taten .
L Zp
g =0
eli zx = o(k), kun k — oo. Lause on nyt todistettu. O
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