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Grundkurs Mathematik II

Vorlesung 55

Endliche Wahrscheinlichkeitsraume

Zum Abschluss dieser Vorlesung beschéftigen wir uns mit Wahrscheinlich-
keitstheorie, und zwar mit diskreter Wahrscheinlichkeitstheorie. Mit diskret
ist gemeint, dass die moglichen Werte eines ,, Experimentes® in einer endlichen
Menge liegen und Wahrscheinlichkeiten prinzipiell durch ein , gewichtetes
Zahlen“ erhalten werden konnen. Insofern geht es um elementare Kombina-
torik, aber doch unter neuen Gesichtspunkten und mit neuen Sprechweisen.
Wenn man eine Miinze wirft, so kann Kopf oder Zahl fallen, und es gibt
keinen Grund, warum das eine haufiger als das andere eintreten sollte. Bei
einem einzelnen Wurf kann natiirlich nur ein Ereignis eintreten. Wenn man
den Miinzwurf oft wiederholt, so kann man im Allgemeinen beobachten, dass
die Anzahl der Kopfwiirfe in der Ndhe der Anzahl der Zahlwiirfe liegt. Aber
schon die Prézisierung dieser Aussage ist nicht unmittelbar klar. Wenn man
beispielsweise 100-mal wirft, und es tritt 47-mal Kopf ein, was heifit das? Die
Abweichung von Kopfwiirfen zu Zahlwiirfen ist immerhin

53 —47 = 6,
also jedenfalls grofler als bei einem Wurf. Ein sinnvolles Vergleichsmaf ist
47
100"

also der Quotient aus der Anzahl der Kopfwiirfe und der Gesamtzahl der
Durchfithrungen (Wiirfe). Dieser Quotient heiit relative Hdufigkeit und ist
relativ nah an % Es ist eine Erfahrungstatsache, dass diese relative Haufig-
keit bei wachsender Durchfiihrungsanzahl gegen % ,strebt. Diese Aussage
ist aber vage und keine Konvergenzaussage. Dennoch ist diese Vorstellung
die Motivation fiir die folgende Begriffsbildung, mit der man wiederum das
Verhalten bei oft durchgefiihrten Experimenten erkldren und quantitativ er-

fassen kann.

DEFINITION 55.1. Zu einer endlichen Menge M nennt man eine Abbildung
fi M — Rzo, T +— f(.l’),

d fla) =1

xeM
eine (diskrete) Wahrscheinlichkeitsdichte auf M.

mit
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Diese Benennung verwendet man eigentlich nur, wenn man eine wahrschein-
lichkeitstheoretische Interpretation beabsichtigt. Statt diskrete Wahrschein-
lichkeitsdichte sagt man auch Zdhldichte. Unter M sollte man sich die mogli-
chen Ausgénge eines Experimentes vorstellen, wobei f(xz) die Wahrscheinlich-
keit angibt, dass bei dem Experiment der Ausgang gleich x ist. Das Ereignis
x tritt also mit Wahrscheinlicheit f(z) ein.

DEFINITION 55.2. Auf einer endlichen Menge M sei eine diskrete Wahr-
scheinlichkeitsdichte f: M — R gegeben. Dann nennt man jede Teilmenge
E C M ein Ereignis und man nennt

pr(E) = fl(x)

die Wahrscheinlichkeit von E.

Ein Element x € M nennt man auch ein Elementarereignis.

DEFINITION 55.3. Eine endliche Menge M zusammen mit einer fixierten
diskreten Wahrscheinlichkeitsdichte f: M — Rs( und mit der Potenzmenge
aller Ereignisse nennt man einen endlichen Wahrscheinlichkeitsraum.

DEFINITION 55.4. Auf einem endlichen Wahrscheinlichkeitsraum (M, f)heifit
die Abbildung

pre P(M) — Reg, E— pp(E) = f(x),

zeFE

ein .

BEISPIEL 55.5. Wir betrachten die Menge M = {a,b,c,d} mit der Wahr-
scheinlichkeitsdichte
1 2 1 3 1 6

f@) = 55 S0 = g = 15 SO = ;= 15, @) = 5 = 15

Es gibt 16 Ereignisse. Die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses {b, c} ist bei-
spielsweise
b)) = FO)+ () = oo = 2
Hi({b.ch) = T 12121
die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses {a, b, d} ist

MW@WZf@#WHﬂ®=i+3+E—2:%

12 12 12 12
Eine leere Menge kann kein Wahrscheinlichkeitsraum sein, bei einer einele-
mentigen Menge muss der einzige Punkt die Wahrscheinlichkeit 1 besitzen.
Bei einer zweielementigen Menge spricht man von einer Bernoulli-Verteilung.

DEFINITION 55.6. Sei p € [0,1]. Die endliche Wahrscheinlichkeitsdichte f,,
auf M = {0,1} mit

fp(l) =D



und

heifit Bernoulli- Verteilung.

LEMMA 55.7. Es sei (M, p) ein endlicher Wahrscheinlichkeitsraum. Dann
gelten folgende Aussagen.

(1) Esist u(®) = 0 und p(M) = 1.
(2) Fiir Teilmengen F C E ist u(F) < u(E).
(3) Fiir (paarweise) disjunkte Ereignisse F;, i € I, ist

I (L‘H Ez) = ZM(Ez)
il iel
(4) Fir das komplementdre Ereignis M \ E zu einem Ereignis E gilt
p(M\E) =1-pu(E).
(5) Fiir zwei Ereignisse E und F ist
wWEUF) = uw(E)+ u(F) —p(ENF).

Beweis. Es sei f die zugehorige Wahrscheinlichkeitsdichte.

(1) Die leere Summe ist gleich 0, die zweite Eigenschaft gehort zur De-
finition einer endlichen Wahrscheinlichkeitsdichte.
(2) Ist klar, da die Werte der Dichte nichtnegativ sind.

(3) Es ist
iel zel;c; B i€l \z€E; iel

(4) Folgt aus (3).
(5) Folgt aus (3), da man EUF disjunkt in die drei Mengen EN (M \ F),
FN(M\EFE)und EN F zerlegen kann und somit
WEUFE) = p(EN(M\F)) +p(F0(M\E))+p(ENF)
= WE)=wENF)+uF) - (ENF)+pu(ENF)
= WE)+uF)—(ENF)
ist.
U

Die Eigenschaft (2) heifit die Monotonie und die Eigenschaft (3) heifit die
Additivitdt eines Wahrscheinlichkeitsmafes.

BEMERKUNG 55.8. Auf einer endlichen Menge sind eine Wahrscheinlichkeits-
dichte und ein Wahrscheinlichkeitsmafl dquivalente mathematische Objekte.
Die Dichte definiert fiir jedes Ereignis

ECM



das Maf3
wE) =Y fl@)
zel
und umgekehrt ist durch das Maf {iber

f(x) = p({z})

eine Wahrscheinlichkeitsdichte festgelegt.

Laplace-Raume

DEFINITION 55.9. Es sei M eine endliche Menge. Dann nennt man die Wahr-
scheinlichkeitsdichte

A M —)Rzo,

die jedem Element x € M den konstanten Wert m zuweist, die Laplace-
Dichte auf M. Die Menge M versehen mit dieser Dichte heifit Laplace- Raum.

Bei einem Laplace-Raum sind alle Elementarereignisse gleichwahrscheinlich.
Das zugehorige Wahrscheinlichkeitsmaf, das auch Laplace-Majf§ genanntwird,
ist besonders einfach, es ist

u(e) = 22,

d.h., es wird einfach der relative Anteil von E an M gemessen. Insofern wird
hier das Berechnen von Wahrscheinlichkeiten auf das Zahlen von Teilmengen
zuriickgefiihrt. Bei Formulierungen wie ,,man wéhlt zuféllig ein Element* aus
einer endlichen Menge M setzt man M als Laplace-Raum an.

BEeispiEL 55.10. Der Laplace-Raum zum einfachen Miinzwurf besteht aus
zwei Elementen, Kopf und Zahl, also

M = {K, 7},
und die Laplace-Dichte ist konstant gleich %, also
1
FE) = 1(2) = 5.

Beide Elementarereignisse sind also gleichwahrscheinlich mit Wahrscheinlich-
keit 5. Es gibt nur vier Ereignisse, namlich , {K}, {T'} und die Gesamtmen-
ge {K, Z}, die leere Menge hat Wahrscheinlichkeit 0, die Gesamtmenge hat
Wahrscheinlichkeit 1.

Ein Miinzwurf ist zugleich eine Bernoulli-Verteilung und ein Laplace-Experi-
ment.
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BEISPIEL 55.11. Der Laplace-Raum zu einem einfachen Wiirfelwurf mit ei-
nem fairen Wiirfel besteht aus sechs Elementen, die den Seiten des Wiirfels
entsprechen, und werden iiblicherweise mit 1, 2, 3,4, 5, 6 durchnummeriert, es
ist also

M = {1,2,3,4,5,6}.

Die Laplace-Dichte ist konstant gleich %, also

fiir alle 7. Die Elementarereignisse sind also gleichwahrscheinlich mit Wahr-
scheinlichkeit %. Es gibt

20 = 64,
also 64 Ereignisse. Beispielsweise sind

0, {2}, {6}, {2,5}, {1,2,3}, {x € M|x ist gerade}, {x € M|z > 5}
Ereignisse. Ihre Wahrscheinlichkeiten sind einfach zu berechnen, beispiels-
weise ist 4((2.5) 5 .
n({2,5}) = : ===z
#({1,2,3,4,5,6}) 6 3

BEISPIEL 55.12. In Beispiel 13.9 haben wir die Anzahl der Moglichkeiten
berechnet, 6 Kugeln aus 49 Kugeln zu ziehen, und zwar gibt es

(49) ~49-48-47-46-45-44

= 13983816

6 6-5-4-3-2-1
Teilmengen. Diese haben alle die gleiche Wahrscheinlichkeit, somit liegt ein
Laplace-Raum vor, wobei die einzelnen Elementarereignisse, also eine be-
stimmte Ziehung, die Wahrscheinlichkeit
1

13983816
besitzen.

Wenn man sich fiir die Wahrscheinlichkeit interessiert, dass die 11 gezogen
wird, so muss man alle sechselementigen Teilmengen zédhlen, in denen die 11
vorkommt. Da die 11 festgelegt ist, geht es um die Anzahl der fiinfelementi-
gen Teilmengen der Menge {1,2,...,49} \ {11}, diese Anzahl ist durch (458)
gegeben. Die Wahrscheinlichkeit ist also

(48) 48-47-46-45-44 6

5) 5-4-32-1 _ 9
49\ T 49-4847-46-45-44 )
( 6 ) 6-5-4-3-2-1 49

was man sich auch so klar machen kann: Die Wahrscheinlichkeit, dass die
zuerst gezogene Zahl eine 11 ist, betragt 4—19, die Wahrscheinlichkeit, dass
die als zweite gezogene Zahl eine 11 ist, betrédgt ebenfalls i,

aufsummieren der disjunkten Ereignisse liefert auch 4%.

u.s.w., und

Wenn man sich fiir die Wahrscheinlichkeit interessiert, dass sowohl die 11 als
auch die 37 gezogen werden, so muss man alle sechselementigen Teilmengen
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zdhlen, in denen die 11 und die 37 vorkommen. Dies ergibt die Wahrschein-

lichkeit i R
( 4 ) _ 4.3.2.1 . 6 . 5 . 5 - 5
49 49-48-47-46-45-44 - - - .
() 1948 47404544 49-48  49-8 392

BEMERKUNG 55.13. Die Ziehung der Zahlen 1,2,3,4,5,6 beim Zahlenlotto
ist gleichwahrscheinlich wie die Ziehung der Zahlen 3,11, 19,28, 33, 45. Den-
noch scheint das zweite Ergebnis typischer als das erste zu sein. Das ist aber
allein eine psychologisch bedingte Sichtweise. Bei einem zufilligen Experi-
ment erwartet man einen chaotischen Ausgang ohne irgendeine Regelméafig-
keit, man erwartet nicht, im Ergebnis ein Muster zu erkennen. Man muss
auch die Formulierung ernst nehmen. Es wird gesagt, dass die Ziehung von
1,2,3,4,5,6 genau so wahrscheinlich ist wie die Ziehung von genau den sechs
konkreten Zahlen 3,11, 19,28, 33,45. Es wird nicht gesagt, dass die Ziehung
von (etwas wie) 1,2,3,4,5,6 gleichwahrscheinlich ist mit der Ziehung ,,von
etwas wie“ 3,11,19,28,33,45. Es gibt natiirlich nur 44 mogliche Ziehungen
(von 1,2,3,4,5,6 iiber 2,3,4,5,6,7 bis 44, 45,46,47,48,49), bei denen sechs
hintereinanderliegende Zahlen gezogen werden, dieses Ereignis ist also sehr
unwahrscheinlich.

Es ist ziemlich schwer, genau zu charakterisieren, was man unter ,,etwas wie
3,11,19,28, 33, 45“ verstehen soll, oder was man unter einer typischen ,,chao-
tischen musterfreien Ziehung“. Betrachtet man 3,11, 12,28, 33,45 ebenfalls
als musterfrei, oder hélt man das fiir ein auflergewohnliches Ergebnis, da
immerhin zwei aufeinanderfolgende Zahlen gezogen wurden? Es ist jedenfalls
erstaunlich, wie oft man im Zufélligen doch noch eine kleine Beobachtung des
scheinbar Besonderen machen kann. In 3,11, 19,28, 33,45 ist beispielsweise
die Differenz der ersten drei Zahlen konstant gleich 8.

BEISPIEL 55.14. Beim Skat wird mit 32 Karten gespielt, wobei drei Spie-
ler je zehn Karten bekommen und zwei Karten in den ,,Skat“ gehen. Unter
den Karten spielen die vier Buben eine besondere Rolle. Wie hoch ist die
Wahrscheinlichkeit, dass Spieler A sdmtliche Buben bekommt? Die Anzahl

der moglichen ,,Hénde*“, die Spieler A bekommen kann, betrigt (i’g) Die

Anzahl der Hénde, die alle vier Buben umfassen, sind (268). Daher ist die
Wahrscheinlichkeit, alle Buben zu bekommen, gleich

(%) #3®  10-.9.8.7 3.7 21
() T RSLA T 39.31.30-29  4-31-29 3506

Das sind ungefihr 0, 58%.

BEISPIEL 55.15. Mit Lemma 55.7 lasst sich héufig die Wahrscheinlichkeit
einfacher berechnen, insbesondere die unscheinbare Komplementregel ist hilf-
reich. Wenn man beispielsweise die Wahrscheinlichkeit wissen mochte, dass
in einer Lottoziehung die gezogenen Zahlen nicht alle in einer Reihe liegen,
so konnte man ins Griibeln kommen, wie man diese Ereignismenge geschickt
abzéhlt. Dagegen ist das Komplement einfach zu erfassen, davon gibt es
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namlich 44 Stiick und die Wahrscheinlichkeit davon ist somit m. Die
komplementédre Wahrscheinlichkeit ist also

44 13983816 — 44 13983772

1= 13983816 13983816 13983816




