
 



 



//



 



 



 



F P oW

ŒUVRES

BLAISE PASCAL.
Cujus gloTÌSL neque profuit quifquam . laudando, nec

vituperando quifquam nocuit.
T i t. L i v.

- ^sss/sa -

TOME CINQUIEME.
* — . ' «»

M. DCC. LXXIX,

uí HAYE,
CHEZ DETUNE, LIBRAIRE.



 



"I
j» *»* «l* •% 4- 4* 4» 4* 4» 4* 4* *V 4* 4® 4» 4* 4*

_>V.>V.>V>«c>V>k.x ^'fi^x^xAAyoVA^-o <,£ «r> *r> ^>vc vyv'r ^^>4^>X>X>X>X>,,<'>,,<'>X">'Xì'í<4* 41 *î» t v v v v v v v v v v v v

HT* A "H) T Ts?
jl xi. .0 ju jl«

DES MATIERES

Contenues dans le Tome cinquième.

Uvrages de Mathématiques de Pascal.
Traité du Triangle Arithmétique j Page i
JDivers usages du Triangle Arithmétique 3 19

Usage du Triangle arithmétique pour les Or¬
dres numériques ^ 20

Usage du Triangle arithmétique pour les Com¬
binaisons 23

Usage du Triangle arithmétique pour déter¬
miner les partis qu'on doit faire entre deux
Joueurs qui jouent en plufieurs parties 3 32

Usage du Triangle arithmétique pour trouver
les puissances des Binomes & Apotow.es 3 54

Traité des Ordres numériques 3 59
De numçricis Ordinibus Tractatus, 67

De numericorum Ordinum Compoíitioney
Probjema primum, , _ 68

De numericorum Ordinum Reíblutione,
Problemall, 70

- De numericorum Ordinum Resolutione,
Rrobfema IIIS 73

a 2 D9



iv TABLE
De numericorum Ordinum Somma, Pro-

blema IV, 74
De numericorum continuorum Productis, feu

de numeris qui producuntur ex multiplica-
tione numerorum ferie naturali proceden-
tium, 76

Producta continuorum refolvere, feu Re-
folutio numerorum qui ex numeris pro-
greffione naturali procedenribus produ¬
cuntur , 81

Numericarum potestatum generalis Refo-
lutio, 84

Combinationes, 70
Potestatum numericarum Summa, 11 a

De Numeris multiplicibus ex folâ characte-
ìum numericorum additione agnofcendis, 1 a 3

jpRoblemata de Cycloide propofita menfe Ju-
nii 16 5 8 , 133

De eodem argumento Additamentum, 135
Réflexions fur les conditions des Prix attachés à

la solution des Problêmes concernant la Cy¬
cloide s 142

Annotata in quafdam folutiones Problematum
de Cycloide, 15<>

Hifloire de la Roulette, appellée autrement Tro-
choïde, ou Cycloide, oh l'on rapporte par <

quels



DES MATIERES. v

quels dégrés on ejl arrivé à la connoijsance
de cette ligne 3 163

Historia Trochoidis, Eve Cycloidis, gallicè,
la Roulette y in quâ narratur quibus gradi-
bus ad intimam illius linere naturam co-

gnoscendam perventum íit, 178
Récit de l'examen & du jugement des Écrits en¬

voyés pour les Prix proposés publiquement fur
le sujet de la Roulette, où. l'on voit que ces Prix
n'ont point été gagnés 3 parce que personne
n'a donné la véritablesolution des Problèmes 3 193

Suite de /'Hijloire de la Roulette 3 où l'on voit
le procédé d'une personne qui avoit voulu s'at¬
tribuer l'invention des Problèmes proposés fur
ce sujet3 200

Historia: Trochoidis íìve Cycloidis Continua-
tio, in quâ videre est cujusdam viri machi-
namenta qui se Autorem Problematum su¬
per hac re propoíìtorum erat profeísus, 214

Diverses inventions de A. Dettonville en

Géométrie.
Lettre de M. de Carcavi à M. Dettonville 3 116
Lettre de M. Dettonville à M. de Carcavi y 229

Méthòde générale pour les centres de gra¬
vité de toutes sortes de lignes 3 de sur¬
faces & de solides y 241

La



vj TABLE "
La même méthode 'générale pour les centrer

de gravitéi énoncée autrement3 250
Traité des Trilignes rectangles 3 & de leurs on- '

gletsy x-jG
Rapports entre les ordonnées à l'axe & les

ordonnées d la base d'un triligne rec¬
tangle quelconque 3 279

Rapports entre les snus fur la base d'un
triligne quelconque 3 & les portions de fa
ligne courbe comprises entre le sommet
& les ordonnées à l'axe 3 286

L'íéthode générale pour trouver la dimenson
& les centres de gravité d'un triligne quel1
conque & de ses doubles onglets 3 par
la feule connoifjance des ordonnées à
Faxe cu d la base 3 297

Méthode pour trouver la dimenson & le
centre de gravité de la surface courbe des
doubles onglets 3 par la feule cannois

sxnce des snus fur Faxe 3 30S
Propriétés des sommes smptës 3 triangulaires &

pyramidales 3 517
Traité des snus du quart de cercle 3 331
Traité, des arcs de cercle3 346
■petit Traité des solides circulaires 3 37 4
Traité général de la Roulette3 ou Problêmes

touchant la Roulette 3 proposés publiquement
■ ■ résolus par A. Dgttonville _> 383

Résolution



DES MATIERES. vij
Résolution des Problèmes touchant la di¬

mension & le centre de gravité du tri-
ligne & de ses demi-solides j 386

Résolution des derniers Problèmes touchant
la dimension & le centre de gravité des
surfaces des demi-solides de la Rou¬
lette, 395

Dimension des lignes courbes de toutes les Rou¬
lettes.

Lettre de M. Dettonville à M. Huguens de
Zulichem3 401

Dimenson des lignes courbes de toutes les
Roulettes j 403

De fEscalier3 des Triangles cylindriques 3 &
de la spirale autour d'un cône.

Lettre de M. Dettonville à M. de Slwqe j Cha¬
noine de la Cathédrale de Liege 3 414

Pour la dimenson & le centre de gravité
de l'Escalier 41G

Pour la dimenson & le centre de gravité
des triangles cylindriques 41c)

Dimenson d'un solide formé par le moyen
d'une spirale autour d'un cône 3 422

Égalité des lignes spirale & parabolique.
Lettre de M. Dettonville d M. A. D. D. S.3 426

Propriétés du cercle3 429
Propriétés de la spirale3 452
Propriétés de la parabolet 43 ^

Pour



viij TABLE DES MATIERES.
Pour inscrire une figure en la parabole3 437
Pour circonscrire une figure à la parabole 3 438
Pour inscrire une figure en la spirale 3 ibid.
Pour circonscrire une figure à la spiraley 439
Rapports entre la parabole & la spirale y

qui ont la condition supposée pour être
dites correspondantes 3 441

Lettre de M. Huguens de Zulichem k M. Det-
tonville3 453

Lettre de M. Slu^e à M. Pascaly 45 G
Lettre de M. Slupe à M. Pascaly 458
Lettre de M. Leibnit? à M. Pcriery 459

Fin de la Table du Tome cinquième»

OUVRAGES



& ,<*Oh

* P£jP

d£& s»

$pgl$ -

'^Jp »
^ -;T-^f7p'r^^-?rN^fr-?r^-Tv''r^r

U ¥ R A G E S
PE MATHÉMATIQUE

TH
iHJL* P A ç r A fA j. &. <Jf sv># JL ÌL JLJLuq

TRAITE DU TRIANGLE

Arithmétique,
DÉFINITIONS*

Tj 'Appelle Triangle Arithmétique 3 únê figure
dont la construction est relie.
Je méne d'un point quelconque, G, deux li¬

gnes perpendiculaires j l'une à l'autre, GF,G^t,
dans chacune desquelles je prertds tant que je veux
de parties égales & continues à commencer par Gt
que je nomme i, i, 3,4, &c,• & ees nombres
font les exposants des divisions dés lignes.

Ensuite je joins les points de la premiere divi-
Tome V. A sioa



& Traité du Triangle
íîon qui sont dans chacune des deux lignes , par
une autre ligne qui forme un triangle dont elle est
•la base.

Je joins ainsi les deux points de la seconde di¬
vision par une autre ligne, qui forme un second
triangle dont elle est la base.

Et joignant ainsi tous les points de division qui
ont un même exposant, j'en forme autant de trian¬
gles & de bases.

Je mene par chacun des points de division, des
lignes parallèles aux côtés, qui par leurs intersec¬
tions forment de petits quarrés , que j'appelle
cellules.

Et les cellules qui font entre deux parallèles qui
vont de gauche à droite, s'appellent cellules d'un,
même rang parallèle } comme les cellules G, <r, w,
êcc., ou , 4-, 9, &c.

Et celles qui font entre deux lignes qui vont
de haut en bas, s'appellent cellules d'un même rang
perpendiculaire, comme les cellules G , ç, A, D,
&c., & celles-ci, <r, 4 , B, &c.

Et celles qu'une même base traverse diagonale-
xnent, sont dites cellules d'une même base, comme
celles qui suivent, D 3 B , ô, x, & celles-ci, A 3 4, nr.

Les cellules d'une même base également distan¬
tes de ses extrémités, font dites réciproques3 com¬
me celles-ci, E , R 8c B, S; parce que l'exposant
da-rang parallèle de l'une est le même que l'expo¬

sant
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fane du rang perpendiculaire de l'autre, comme il
paroît en cet exemple, où E est dans le second
rang perpendiculaire, 8c dans le quatrième paral¬
lèle ; 8c fa réciproque R est dans le second rang
parallèle, 8c dans le quatrième perpendiculaire ré¬
ciproquement. Et il est bien facile de démontrer
que celles qui ont leurs exposants réciproquement
pareils, font dans une même base, 8c également
distantes de ses extrémités.

II est auíìl bien facile de démontrer que l'expo¬
sant du rang perpendiculaire de quelque cellule
que ce soit, joint à l'exposant de son rang paral¬
lèle , surpasse de l'unité l'exposant de sa base.
Par exemple, la cellule F est dans le troisième
rang perpendiculaire, & dans le quatrième paral¬
lèle, & dans la íìxieme base, 8c les deux exposants
des rangs 3 —[— 4 surpassent de l'unité l'exposant de
la base 6 ; ce qui vient de ce que les deux côtés
du Triangle font divisés en un pareil nombre de
parties ; mais cela est .plutôt compris que démontré.

Cette remarque est de même nature, que cha¬
que base contient une cellule plus que la précé¬
dente, & chacune autant que son exposant d'unités ;
ainss la seconde <p <r a deux cellules, la troisième

en a trois, 8cc.
Or les nombres qui se mettent dans chaque cel¬

lule se trouvent par cette méthode.
Le nombre de la premiere cellule qui est à l'an-

A 2 gle
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gle droit est arbitraire } mais celui-là étant place *
tous les autres font forcés, & pour cette raison
il s'appelle le générateur du triangle} & chacun des
autres est spécifié par cette feule regle:

Le nombre de chaque cellule est égal à celui de
la cellule qui la pïécede dans son rang perpendi¬
culaire, plus à celui de la cellule qui la précede
dans son rang parallèle. Ainsi la cellule F3 c'est-
à-dire, le nombre de la cellule F3 égale la cellule C,
plus la cellule E ; 8c ainsi des autres.

D'où se tirent plusieurs conséquences. En voici
îes principales, où je considéré les triangles, dont
le générateur est l'unité} mais ce qui s'en dira
conviendra à tous les autres.

Conséquence premier e.

En tout Triangle Arithmétique 3 toutes les cellules
du premier rang parallèle & du premier rang per¬
pendiculaire font pareilles à la génératrice.
Car par la construction du Triangle, chaque cel¬

lule est égale à celle qui la précede dans son rang
perpendiculaire, plus à celle qui la précede dans
son rang parallèle} or les cellules du premier rang
parallèle n'ont aucunes cellules qui les précédent
dans leurs rangs perpendiculaires, ni celles du pre¬
mier rang perpendiculaire dans leurs rangs paral¬
lèles} donc elles font toutes égales entre elles, &
partant au premier nombre générateur.

Ainsi
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Ainsi ç> égale G -j- zéro,, c'est-à-dire, <p égale G,
Ainsi A égale 9 -f- zéro,. c'est-à-dire, <r.
Ainsi a égale G -f- zéro, &c w égale a -|- zéro.
Et ainsi des autres»

Conséquence IL

En tout Triangle Arithmétique, chaque cellule ejl
égale à la somme de toutes celles■ du rang parallèle
précédent3 comprises depuis son rang perpendicu¬
laire jusqu'au premier inclusvement.
Soit une cellule quelconque » : je dis qu'elle est

égale 911'- fOIlt celles du rang
parallèle supérieur depuis le rang perpendiculaire
de a jusqu'au premier rang perpendiculaire.

Cela est évident par la seule interprétation des
cellules, par celles d'où elles font formées»
Car a égale R C.

S -+-B

4 -f- A
— Car A & p font

ip égaux entre eux par
la précédente.

Donc u égale R -f- 0 -j- 4 -j- ?»

A 3 Conséquence
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conséquence iii.

En tout Triangle Arithmétique 3 chaque cellule égale
la somme de toutes celles du rang perpendiculaire
précédent3 comprises- depuis son rang parallèle
jusqu'au premier inclusvement.
Soit une cellule quelconque C: je dis qu'elle est

égale à 2?-f- 4-h ff, qui font celles du rang per¬
pendiculaire précédent, depuis le rang parallèle de
la cellule C jusqu'au premier rang parallèle.

Cela paroît de même par la seule interprétation
des cellules.

Car C égale B -f- 8.
4 -f- w

— Car w égale a par la
r premiere.

Donc C égale B -f- 4 -f- «"•

Conséquence IV.

En tout Triangle Arithmétique 3 chaque cellule di¬
minuée de Vunité3 eft égale à la somme de toutes
celles qui font comprises entre son rang parallèle
& son rang perpendiculaire exclusivement.
Soit une cellule quelconque f : je dis que f — G

égale R -f- 9-1-4 -f- <P H- H- t H— <t -f- G, qui
font tous les nombres compris entre le rang \aCB A
ôc le rang \ S y. exclusivement.

Cela paroît de même pap l'interprétation.
Car
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Car \ égale a. -p- st -f-

w -f- 9 —|— C

g —j— *4* —î—st

G—|—9—)—A
G

Donc | égale \ -J- st -f- w —f- 9 -j— g —(- 4 G
'—[— ç —j— £j»

Avertissement.

J'ai dit dans renonciation, chaque cellule dimi¬
nuée de Vunitéy parce que l'unité est le générateur ;
mais si c'étoit un autre nombre, il faudroit dire,.
chaque cellule diminuée du nombre générateur.

Conséquence V.

En tout Triangle Arithmétique, chaque cellule ejì
égale a sa réciproque.

Car dans la seconde base ça-, il est évident que
les deux cellules réciproques 9,9 font égales entre
elles & à G.

Dans la troisième A3 4j il esi visible de
même,que les réciproques A font égales entre
elles & à G.

Dans la quatrième, il est visible que les extrê¬
mes D y k font encore égales entre elles & à G.

Et celles d'entre-deux, st, 9, font visiblement
égales, puisque st égale A - 4>.■& 9 égale 4 H- tr j

A 4 or
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or a- -f. 4, sont égales à A -f_ 4 par ce qui est mon¬
tré; donc, &c.

Ainsi l'on montrera dans toutes les autres bases
que les réciproques font égales, parce que les extrê¬
mes font toujours pareilles à G^ & que les autres
s'interpréteront toujours par d'autres égales dans la
base précédente qui sont réciproques entre elles.

Conséquence VI.
En tout Triangle Arithmétique, un rang parallèle

& un perpendiculaire qui ont un même exposants,
sont composés de cellules toutes pareilles les unes
aux autres.

Car ils font composés de cellules réciproques.
Ainsi le second rang perpendiculaire r -l B E MQ

est entièrement pareil au second rang parallèle
« 4 9 A S N.

Conséquence VII,
En tout Triangle Arithmétique 3 la somme des cellu¬

les de chaque base es double de celles de la basé
précédente.
Soit une base quelconque D B Sa: je dis que la

somme de ses cellules est double de la somme des
cellules de la précédente A\ir.

Car les exçrêrpes. , . , D3 a,

égalent les extrêmes , , « A3_ w,
U
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& chacune des autres ... B 3 0,
en égalent deux de
l'autre base . . . . A-\- 4 > 4 -+-"*•
Donc D-\-k-\-B-\-b égalent i

La même chose se démontre de même de toutes
les autres.

Conséquence viii.
En tout Triangle Arithmétique 3 la somme des cellules

de chaque hase es un nombre de la progression
double qui commence par Funité , dont Fexpo¬
sant es le même que celui de la base.
Car la premiere base est l'unité.
La seconde est double de la premiere, donc

elle est a.

La troisième est double de la seconde, donc elle
est 4. Et ainsi à l'infini.

avertissement.

Si le générateur n'étoit pas-l'unité, mais un autre
íiombre, comme 3, la même chose seroit vraie 3
mais il ne faudroit pas prendre les nombres de la
progression double à commencer par l'unité, savoir,
1,2,4,8,16, 8cc., mais ceux d'une autre pro--

greísion double à commencer par le générateur 3,
savoir, 3,6, 12, 24, 48, &c.

Conséquence IX.
En tout Triangle Arithmétique, chaque base dimi¬

nuée
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nuée de l'unité ejl égale à la somme de toutes les
précédentes.
Car c'est une propriété de la progression double»

1 Avertissement.

Si le générateur étoit autre que l'unité, il fau-
droit dire, chaque base diminuée du générateur.

Conséquence X.
En tout Triangle Arithmétique 3 la somme de tant

de cellules continues qu'on voudra de fa base y à
commencer par une extrémité3 es égale à autant
de cellules de la base précédente 3 plus encore à
autant y hormis une.

Soit prise la somme de tant de cellules qu'on
voudra de la base D k, par exemple, les trois pre¬
mières , : je dis qu'elle est égale à la
somme des trois premieres de la base précédente
A-^-df-i~w, plus aux deux premieres de la même
base A -j-4.

Car D. B. 0.

égale A. A -|— -s- 4- ~+~ "*•
Donc D -(- B -f- 0 égale z A -f-14 -f- ir.

Définition.

J'appelle cellules de la dividente, celles que la
ligne qui divise sangle droit par la moitié, traverse
diagonalement comme les cellules G y 4, Cy p, &c.

Conséquence
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Conséquence xi.
Chaque cellule de la dìvidente ejl double de celle qui la
précede dans son rang parallèle ou perpendiculaire.

Soir une cellule de la dìvidente C : je dis qu elle
est double de â, & auffi de B.

Car C égale 6& 9 égale B3 par la cinquiè¬
me conséquence.

Avertisse M'en t.

Toutes ces conséquences font fur le sujet des
égalités qui se rencontrent dans le Triangle Arith¬
métique. On va en voir maintenant les proportions,
dont la proposition suivante est le fondement.

Conséquence XII.
En toutTriangle Arithmétiquedeux cellules contí-

gu'ès étant dans une même base 3 la supérieure ejl
à l'inférieure 3 comme la multitude des cellules
depuis la supérieure jusqu'au haut de la base 3 dia
multitude de celles depuis Vinférieure jusquen bas
inclusivement.
Soient deux cellules contiguës quelconques d'une

même base, E 3 C : je dis que
A est à C comme 2 à 3

inférieure, supérieure, parce qu'il y a deux
cellules depuis E
jusqu'en bas , sa¬
voir, E, El,

parce qu'il y a trois
cellules depuis C
jusqu'en haut, sa¬
voir, C, R,fj,.

Quoique cette proposition ait une infinité de cas,
j'en
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j'en donnerai une démonstration bien courte, en
supposant deux Lemmes.

Le premier, qui est évident de soi-même, que
cette proportion se rencontre dans la seconde base }
car il est bien visible que f est à o- comme i à i.

Le deuxieme, que íi cette proportion se trouve
dans une base quelconque, elle se trouvera néces¬
sairement dans la base suivante.

D'où il se voit qu'elle est nécessairement dans
toutes les bases : car elle est dans la seconde base
par le premier Lemme} donc par le second elle
est dans la troisième base, donc dans la quatriè¬
me , & à l'infini.

Il faut donc seulement démontrer le second
Lemme en cette sorte. Si cette proportion se ren¬
contre en une base quelconque, comme en la qua¬trième D k

, c'est-à-dire, si D est à B comme i à 3 ;
8c B à 9 comme 2 à 2} & 9 à h comme 3 à 1, &c.
Je dis que la même proportion se trouvera dans
la base suivante, H p, & que, par exemple, E est
à C comme 1 à

Car D est à B comme 1 à 3, par l'hypothese.
Donc Z) -f- 2? est à 2? comme 1 —3 à 3.

E à. B comme .4 à 3.
De même 2? est à 0 comme 2 à 2, par l'hypothese»
Donc B -f- 8 à B, comme i+ i à 2.

C à B comme 4 à 2.
Mais B à E comme 3 à 4, comme il

est
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est montré. Donc par la proportion troublée, C est
à E comme 3 à 2.

Ce qu'il falloit démontrer.
On le montrera de même dans tout le reste,

puisque cette preuve n'est fondée que sur ce que
cette proportion se trouve dans la base précédente,
& que chaque cellule est égale à sa précédente,
plus à fa supérieure, ce qui est vrai par-tout.

Conséquence XIII.

En tout Triangle Arithmétique, deux cellules consi¬
gnés étant dans un même rang perpendiculaire,
l'inférieure est d la supérieure, comme l'exposant
de la base de cette supérieure à l'exposant de son
rang parallèle.
Soient deux cellules quelconques dans un même

rang perpendiculaire, F, C : je dis que
F est à C comme 5 a 3

íinférieure, la supérieure, exposant de l exposant du rang
la base de C, j parallèle de C.

Car F est à C comme a à 3.
Donc E-\-C est à C comme 2 3 à 3.

F est à C comme 5 à 3.

Conséquence XIV.

En tout Triangle Arithmétique, deux cellules consi¬
gnés étant dans un même rang parallèle, la plus
grande est à. fa précédente, comme l'exposant de

la



S4 Traité du Triangle
la hase de cette précédente à l'exposant de son
rang perpendiculaire.
Soient deux cellules dans un même rang paral¬

lèle Fj E: je dis que
F est à £ comme 5 à *

la plus grande,

Car E eí

précédente, I exposant deI la base de E,
à C comme z à 3.

exposant du rang
perpendiculaire de

Donc E-\-C est à F comme z H-3 à z.
F est à F comme 5 à z.

Conséquence XV.
En tout Triangle Arithmétique} la somme des cellules

d'un quelconque rangparallèle eft à la derniere de
ce rangj comme Vexposant du triangle es à l'ex¬
posant du rang.
Soit un triangle quelconque, par exemple, le

quatrième GD k : je dis que quelque rang qu'on
y prenne, comme le second parallèle, la somme
de ses cellules, savoir, <p —j—4-H— ®> est à 9 comme
4 à z. Car 9 -p- 4 + S égale C, & C est à 9 com¬
me 4 à 1, par la treizième conséquence.

Conséquence XVI.
En tout Triangle Arithmétique un quelconque rang

parallèle est au rang inférieur, comme l'exposant
du rang inférieur à la multitude de ses cellules.
Soit un triangle quelconque, par exemple, le

cinquième,
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cinquième, y. G H : je dis que quelque rang qu'on
y prenne, par exemple, le troisième, la somme de
ses cellules est à la somme de celles du quatrième,
c'est-à-dire,^-)-S-)-CestàD-(-£j comme 4

exposant du rang quatrième, à z , qui est l'exposant
de la multitude de ses cellules, car il en contient z.

Car A -f- B -f- C égale F, & D -f- E égale M.
Or F est à ÉW comme 4 à z , par la douzième con¬

séquence.
Avertissement.

On pourroit l'énoncer ausii de cette sorte : chaque
rang parallèle ejl au rang inférieur 3 comme l'expo¬
sant du rang inférieur a l'exposant du triangle3 moins
l'exposant du rang supérieur. Car l'exposant d'un
triangle moins l'exposant d'un de ses rangs, est
toujours égal à la multitude des cellules du rang
inférieur.

Conséquence XVII.
En tout Triangle Arithmétique 3 quelque cellule que

ce soit jointe à toutes celles de son rang perpen¬
diculaire , es à la mème cellule jointe à toutes
celles de son rang parallèle 3 comme les multitudes
des cellules prises dans chaque rang.
Soit une cellule quelconque B: je dis que

B —j— *4. —j—est a B-P-A3 comme 3 à z.
Je dis 3, parce qu'il y a trois cellules ajoutées

dans l'antécédent; & z, parce qu'il y en a deux
dans le conséquent.

Car
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Car B -|- 4 -(- f égaie C3 par la troisième consé¬

quence ; 8c B -j- A égale E} par la seconde con¬
séquence.

Or C est à E comme 3 à z, par la douzième con¬
séquence.

Conséquence XVIIL
En tout Triangle Arithmétique , deux rangs parallèles

, également distants des extrémités 3 font entre eux
comme la multitude de leurs cellules.

Soit un triangle quelconque G Vf & deux de
ses rangs également distants des extrémités, comme
le sixième P-{-Q s & second a -f-4 -T 0 -f-
-f-iS-f-iV ; je dis que la somme des cellules de
l'un est à la somme des cellules de l'autre, comme

la multitude des cellules de l'un est à la multitude
des cellules de l'autre.

Car par la sixième conséquence, le second rang
parallèle q '^bRSNeíi le même que le second rang
perpendiculaire cjB EMQ3 duquel nous venons
de démontrer cette proportion.

Avertissement,

On peut l'énoncer ainsi : En tout Triangle Arith--
métiquej deux rangs parallèles 3 dont les exposants
joints ensemble excédent de l'unité l'exposant du
Triangle 3 sont entre eux comme leurs exposants ré¬
ciproquement. Car ce n'est qu'une même chose que
ce qui vient d'être énoncé.

Conséquence
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Conséquence derniere.

En tout Triangle Arithmétique3 deux cellules conti-
guës étant dans la divìdente.^ l'inférieure ejl à la
supérieure prise quatre fois 3 comme l'exposant de
la hase de cette supérieure3 à un nombre plus grand,
de Vunité.

Soient deux cellules de la dividente p, C : je dis
que p est à 4 C comme 5, exposant de la base de C,
est à 6.

Car p est double de ©, Sc C de S3 donc 4 9 éga¬
lent 2 C.

Donc 4 9 sont à C comme 2 à 1.
Or p est à 4 C comme a à 4 9, ou en raison

composée de 01 à C -f- C à 4 3
par les conséquences précédentes, 5 à 3. 1 à 2

ou 3 à 6.

5 à 6.
Donc p est à 4 C comme 5 à 6. Ce qu'il falloit

démontrer.
Avertissement.

On peut tirer de-là beaucoup d'autres propor¬
tions que je supprime, parce que chacun peut fa¬
cilement les conclure, & que ceux qui voudront
s'y attacher, en trouveront peut-être de plus belles
que celles que je pourrois donner. Je finis donc
par le Problême suivant, qui fait l'accompliíse-
ment de ce Traité.

■ TOME F. B PROBLÊME.
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PROBLÊME.

Etant donnés les exposants des rangs perpendicu¬
laire & parallèle d'une cellule 3 trouver le nombre
de la cellule 3 fans se servir du Triangle Arith¬
métique P
Soit, par exemple, proposé de trouver le nom¬

bre de la cellule f du cinquième rang perpendicu¬
laire, & du troisième rang parallèle.

Ayant pris tous les nombres qui précédent l'ex-
posant du perpendiculaire 5 , savoir, 1,1,3,4;
soient pris autant de nombres naturels, à commen¬
cer par l'exposant du parallèle 3, savoir, 3,4, $, <>•

Soient multipliés les premiers l'un par l'autre,
8c soit le produit 14. Soient multipliés les autres
l'un par l'autre, & soit le produit 3 60, qui divisé
par l'autre produit 14, donne pour quotient 15 :
ce quotient est le nombre cherché.

Car í est à la premiere de sa base F~3 en raison
composée de toutes les raisons des cellules d'entre-
deux, c'est-à-dire, f est à V3 en raison composée
de ^àp-j-pàr-f-^àQ-i-Qàr
ou par la 12 conséq. 3 à 4. 4a 3. jài. 6 à 1.

Donc-f est à Vcomme 3 en 4 en 5 en 6, à 4
en 3 en 2 en 1.

Mais V est l'unité ; donc ^ est le quotient de la
division du produit de 3 en 4 en j en á, par le
prcpluit de 4 en 3 en 2 en 1. Avertissement.
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Avertissement.

Si îe générateur n'étoit pas l'unité, il eût fallu
multiplier le quotient par le générateur.

<T —^

DIVERS USAGES

DU TRIANGLE ARITHMÉTIQUE,
Dont le générateur ejl l'unité.

A Prés avoir donné les proportions qqi se
rencontrent entre les cellules & les rangs des

Triangles Arithmétiques, je paíïe à divers usages
de ceux dont le générateur est l'unité j c'est ce

qu'on verra dans les Traités suivants. Mais j'en
laisse bien plus que je n'en donne} c'est une chose
étrange combien il est fertile en propriétés ! Cha¬
cun peut s'y exercer ; j'avertis seulement ici, que
dans toute la fuite, je n'entends parler que des
Triangles Arithmétiques, dont le générateur est
l'unité.

B . USAGE
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USAGE DU TRIANGLE
ARITHMÉTIQUE

POUR LES ORDRES NUMÉRIQUES.
/f~\N a considéré dans l'Arithmétique les nom-

'ores des différentes progreffions} on a auffi
considéré ceux des différentes puissances & des dif¬
férents dégrés ; mais on n'a pas, ce me semble,
assez examiné ceux dont je parle, quoiqu'ils soient
d'un très-grand usage : & même ils n'ont pas de
nom ; ainsi j'ai été obligé de leur en donner : &
parce que ceux de progrejsion 3 de degré & de puis¬
sance font déja employés, je me fers de celui à'ordres.

J'appelle donc Nombres du premier ordre 3 les
simples unités,

i, i, i, i, i, &c.
J'appelle Nombres du second ordre, les naturels

qui se forment par l'addition des unités,
13 2 J 3 J 4J 5 J &c.

J'appelle Nombres du troisième ordre 3 ceux qui
se forment par l'addition des naturels, qu'on ap¬
pelle triangulaires,

i, 3, 6, io, &c.
C'est-à-dire, que le second des triangulaires,

savoir, 3 , égale la somme des deux premiers na¬
turels , qui font i, z j ainsi le troisième triangu¬laire
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laire G égale la somme des trois premiers naturels»
1,1, 3 , &c-

J'appelle Nombres du quatrième ordre » ceux qui
se forment par l'addition des triangulaires, qu'on
appelle pyramidaux,

i, 4, 10, 20, &c.
J'appelle Nombres du cinquième ordre, ceux qui

se forment par l'addition des précédents, auxquels
on n'a pas donné de nom exprès, & qu'on pour-
roit appeller triangulo-triangulaires :

O 5' 15 > 35» &c-
J'appelle Nombres du Jìxieme ordre, ceux qui se

forment par l'addition des précédents :
1, G, 21, 5G, 11G, 252,&c.

Et ainsi à l'infini, 1, 7, 28, 84, &c..
r, 8 , 3G, 120, &c.

Or si on fait une table de tous les ordres des
nombres, où l'on marque à côté les exposants des
ordres, & au-dessus les racines., en cette forte :

Racines

12545 &c.
Unités Ordre 1 1 1 1 1 1 &c»
Naturels Ordre 2 1 2 3 4 5 &c.
Triangul. Ordre 3 1 3 <$10x5 &c„
Pyramìd. Ordre 4 1 4 10 20 35 &c.

On trouvera cètte Table pareille au Triangle
Arithmétique ; & le premier ordre des norre

B 3 bres
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lires fera le même que le premier rang paraîlel®
du Triangle ; le second ordre des nombres fera
le même que le second rang parallèle : & ainsi
à l'infini.

Car dans le Triangle Arithmétique le premier
rang est tout d'unités, & le premier ordre des nom¬
bres est de même tout d'unités.

Ainsi dans le Triangle Arithmétique, chaque
cellule, comme la cellule F3 égale C -f- B -f- A 3

c'est-à-dire, qu'elle égale fa supérieure, plus toutes
celles qui précédent cette supérieure dans son rang
parallèle, comme il a été prouvé dans la deuxieme
conséquence du Traité de ce Triangle : & la même
chose se trouve dans chacun des ordres des nom¬

bres j car, par exemple, le troisième des pyrami¬
daux 10 égale les trois premiers des triangulaires
i 3 _j_ 6, puisqu'il est formé par leur addition.

D'où il se voit manifestement, que les rangs pa¬
rallèles du triangle ne font autre chose que les ordres
des nombres, & que les exposants des rangs pa¬
rallèles font les mêmes que les exposants des ordres,
& que les exposants des rangs perpendiculaires font
les mêmes que les racines : & ainsi le nombre, par
exemple, it, qui dans le Triangle Arithmétique
se trouve dans le troisième rang parallèle, & dans le
sixième rang perpendiculaire, étant considéré entre
les ordres numériques, il fera du troisième ordre,
òc le sixième de son ordre, ou de la sixième racine.

Ce
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Ce qui fait connóître que touc ce qui a été dit

des rangs & des cellules du Triangle Arithméti¬
que, convient exactement aux ordres des nombres,
6c que les mêmes égalités 6c les mêmes proportions
qui ont été remarquées aux uns, se trouveront auiïï
aux autres ; il ne faudra seulement que changer les
énonciations, en substituant les termes qui con¬
viennent aux ordres numériques, comme ceux de
racine & &ordre , à ceux qui convenoient au Trian-
gle Arithmétique, comme de rang parallèle & per¬
pendiculaire. J'en donnerai un petit Traité à part,
où quelques exemples qui y font rapportés, feront
aisément appercevoir tous les autres.

USAGE DU TRIANGLE
ARITHMÉTIQUE

POUR LES COMBINAISONS.

TT E mot de combinaison a été pris en plulieurs
sens différents; de forte que pour ôter l'équi-

voque, je fuis obligé de dire comment je l'entends.
Lorsque de plusieurs choses on donne le choix

d'un certain nombre, toutes les maniérés d'en pren¬
dre autant qu'il est permis entre toutes celles qui
font présentées, s'appellent ici les différentes com¬
binaisons.

B 4 Par
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Par exemple, íì de quatre choses exprimées par

ces quatre lettres, A B , C, D , on permet d'en
prendre, par exemple, deux quelconquestoutes
les maniérés d'en prendre deux différentes dans les
quatre qui font proposées, s'appellent combinaisons.

Ainsi on trouvera par expérience, qu'il y a six
maniérés différentes d'en choisir deux dans quatre;
car on peut prendre A & B -, ou A 8c C3 ou A 8c D3
ou B & Cj ou B 8c D 3 ou C& D.

Je né compte pas A & A pour une des maniérés
d'en prendre deux; car ce ne font pas des choses
différentes, ce n'en est qu'une répétée.

Ainsi je ne compte pas A 8c B8c puis B & A
pour deux maniérés différentes; car on ne prend
en l'une 8c en l'autre maniéré que les deux mêmes
choses, mais d'un ordre différent seulement, & je
ne prends point garde à l'ordre; de forte que je
pouvois m'expliquer en un mot à ceux qui ont
accoutumé de considérer les combinaisons, en di¬
sant simplement que je parle seulement des com¬
binaisons qui se font sans changer l'ordre.

On trouvera de même par expérience, qu'il y a

quatre maniérés de prendre trois choses dans qua¬
tre; car on peut prendre ABC3 ou A B D3 ou
A CD j ou B CD.

Enfin on trouvera qu'on ne peut en prendre
quatre dans quatre qu'en une maniéré, savoir,
A B CD*

Je
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Je parlerai donc en ces termes :
1 dans 4 se combine 4 fois.
2 dans 4 se combine 6 fois.
3 dans 4 se combine 4 fois.
4 dans 4 se combine 1 sois.

Ou ainsi ;

La multitude des combinaisons de 1 dans 4 est 4»
La multitude des combinaisons de 2 dans 4 est 6.
La multitude des combinaisons de 3 dans 4 est 4.
'La multitude des combinaisons de 4 dans 4 est 1.
Mais la somme de toutes les combinaisons, en

général, qu'on peut faire dans 4, est 15, parce que
la multitude des combinaisons de 1 dans 4, de 2
dans 4, de 3 dans 4, & de 4 dans 4 étant jointes
ensemble, font 15.

Ensuite de cette explication, je donnerai ces
conséquences en forme de Lemmes.

LEMME premier.

Un nombre ne se combine point dans un plus
petit, par exemple, 4 ne se combine point dans 2. •

lemme il.

x dans 1 se combine 1 fois.
2 dans 2 se combine r fois.
3 dans 3 se combine 1 fois.

Et généralement un nombre quelconque se com¬
bine une fois seulement dans son égal.

Lemme
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Lemme III.

x dans i se combine i sois»
i dans z se combine 1 fois,
i dans 3 se combine 3 sois.

Et généralement l'unité se combine dans quel¬
que nombre que ce soit autant de fois qu'il con¬
tient d'unités.

Lemme IV.

S'il y a quatre nombres quelconques, le premier
tel qu'on voudra, le second plus grand de l'unité,
îe troisième tel qu'on voudra, pourvu qu'il ne soit
pas moindre que le second, le quatrième plus grand
de T unité que le troisième : la multitude des com¬
binaisons du premier dans le troisième, jointe à
la multitude des combinaisons du second dans le

troisième, égale la multitude des combinaisons du
second dans le quatrième.

Soient quatre nombres tels que j'ai dit :
Le premier tel qu'on voudra, par exemple, 1.
Le second plus grand de l'unité, savoir, 2,
Le troisième tel qu'on voudra, pourvu qu'il ne

soit pas moindre que le second, par exemple, 3.
Le quatrième plus grand de l'unité, savoir, 4.

Je dis que la multitude des combinaisons de 1
dans 3, plus la.multitude des combinaisons de 2
dans 3, égale la multitude des combinaisons de 2
dans 4.

Soient
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Soient trois lettres quelconques, b3 c3 d.
Soient les mêmes trois lettres, & une de plus,

a3 b3c3 d.
Prenons, suivant la proposition, toutes les com¬

binaisons d'une lettre dans les trois, b3 c3 Z); il
y en aura trois, savoir, b 3 c3 d.

Prenons dans les mêmes trois lettres toutes les
combinaisons de deux, il y en aura trois, savoir,
bc3 bd3cd.

Prenons enfin dans les quatre lettres a3 b3 c3 d
toutes les combinaisons de deux, il y en aura six,
savoir, ab3ac3ad3bc3b d3 cd.

II faut démontrer que la multitude des combi¬
naisons de 1 dans 3 & celles de 2 dans 3 , égalent
celles de 2 dans 4.

Cela est aisé 3 car les combinaisons de 2 dans 4
font formées par les combinaisons de 1 dans 3, &
par celles de 2 dans 3.

Pour le faire voir, il faut remarquer qu'entre
les combinaisons de 2 dans 4, savoir, ab3 ac3
a d3 bc} b d3 c d3 il y en a où la lettre a est
employée, & d'autres où elle ne l'est pas.

Celles où elle n'est pas employée font, b c3 b d3
cd3 qui par conséquent sont formées, de deux de
ces trois lettres, b3 c3 d • donc ce font des com¬
binaisons de 2 dans ces trois, b3 c3 d. Donc les
combinaisons de 2 dans ces trois lettres, b3 c3 d3
font portion des combinaisons de 2 dans ces quatre

lettres,
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lettres, A, B, C, D , puisqu'elles forment celles
où A n'est pas employée.

Maintenant 11 des combinaisons de z dans 4

ou A est employé, savoir, AB, AC, AD, on
ôte YA, il restera une lettre seulement de ces trois,
B, C, D, savoir, B, C, D, qui sont précisément les
combinaisons d'une lettre dans les trois, B, CD.
Donc lì aux combinaisons d'une lettre dans les
trois, B, C, D, on ajoute à chacune la lettre A,
& qu'ainsi on ait A B, AC, A D, on formera les
combinaisons de z dans 4, où A est employé ;
donc les combinaisons de 1 dans 3 font portion
des combinaisons de z dans 4.

D: où il se voit que les combinaisons de z dans 4
font formées par les combinaisons de z dans 3 , &
de 1 dans 3 3 & partant que la multitude des com¬
binaisons de z dans 4 égale celle de z dans 3 ,

& de 1 dans 3.

On montrera la même chose de tous les autres

exemples, comme :
La multitude des combinaisons de z 9 dans 40,

8c la multitude des combinaisons de 30 dans 40,

égalent la multitude des combinaisons de 30
dans 41. Ainsi la multitude des combinaisons de 1 5
dans 55, & la multitude des combinaisons de 16
dans 5 5, égalent la multitude des combinaisons
de 16 dans 5 6. Et ainsi à l'infini. Ce qu'il falloit
démontrer.

Proposition
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Proposition p r e m i e r e.

En tout Triangle Arithmétique 3 la somme des cel¬
lules d'un rang parallèle quelconque egale la mul¬
titude des combinaisons de l'exposant du rang
dans rexposant du Triangle.
Soit un triangle quelconque, par exemple, le

quatrième G D a ; je dis que la somme des cellules
d'un rang parallèle quelconque, par exemple, du
second, .9 -f-T-f-S, égale la somme des combinai¬
sons de ce nombre z, qui est l'exposant de ce se¬
cond rang, dans ce nombre 4, qui est l'exposant de
ce triangle.

Ainsi la somme des cellules du cinquième rang
du huitième triangle égale la somme des combi¬
naisons de 5 dans 8, &c.

La démonstration en fera courte, quoiqu'il y aie
une infinité de cas, par le moyen de ces deux
Lemmes.

Le premier, qui est évident de lui-même, que dans
le premier triangle cette égalité se trouve, puisque
la somme des cellules de son unique rang, savoir G3
ou i'unité, égale la somme des combinaisons de 1,

exposant du rang, dans 1, exposant du Triangle.
Le deuxieme, que s'il se trouve un Triangle

Arithmétique dans lequel cette proportion se ren¬
contre , c'est-à-dire, dans lequel quelque rang que
l'on prenne, il arrive que la somme des cellules
soit égale à la multitude des combiïiaisons de l'ex-
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posant du rang dans l'exposant du Triangle : je dis
que le Triangle suivant aura la même propriété.

D'où il s'ensuit que tous les Triangles Arith¬
métiques ont cette égalité ; car elle se trouve dans
le premier Triangle par le premier Lemme, &
même elle est encore évidente dans le second;
donc par le second Lemme, le suivant l'aura de
même, & partant le suivant encore ; & ainsi à l'infini.

11 faut donc seulement démontrer le second
Lemme.

Soit un triangle quelconque, par exemple, le
troisième, dans lequel on suppose que cette égalité
se trouve, c'est-à-dire, que la somme des cellules
du premier rang G-j- cr-j-w égale la multitude des
combinaisons de i dans 3 ; & que la somme des
cellules du deuxieme rang <p -|~ 4 égale les com¬
binaisons de z dans 3 ; & que la somme des cel¬
lules du troisième rang A égale les combinaisons
de 3 dans 3 : je dis que le quatrième Triangle aura
la même égalité, & que, par exempte, la somme
des cellules du second rang <p —{—4- —|— ô égale la
multitude des combinaisons de z dans 4.
Car T" 4- + â ^ga"e •? + 4 -h 3

—{— G —j— a- —f- nt

ou la multitude ou la multitude

Pat l'hypothese des combinais. des combinais.
de z dans 3. de i dans 3.

Ou la multitude des combinaisons

Pat le quatrième Lemme de z dans 4.
On
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On le montrera de même de tous les autres.

Ge qu'il fallait démontrer.
Proposition II.

Le nomlre de quelque cellule que ce soit3 égale la
multitude des combinaisons d'un nombre moindre
de l'unité que l'exposant de son rang parallèle3
dans un nombre moindre de l'unité que l'exposant
de sa base.
Soit une cellule quelconque, F3 dans le qua¬

trième rang parallèle &: dans la sixième base : je
dis qu'elle égale la multitude des combinaisons
de 2 dans 5, moindres de l'unité que 4 &c 6 : car
elle égale les cellules A B ~\-C. Donc par 3a
précédente, &c.

Problème I. Proposition III.

Etant proposés deux nombres 3 trouver combien de
fois l'un se combine dans l'autre 3 par le Triangle
Arithmétique ?
Soient les nombres proposés 4, 6, il faut trou¬

ver combien 4 se combine dans 6.

Premier Moyen.

Soit prise la somme des cellules du quatrième rang
du sixième triangle : elle satisfera à la question.

Second MOYEN.

Soit prise la cinquième cellule de la septieme base,
parce
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parce que ces nombres 5 , 7 excédent de l'unité les
donnés 4, 6 : son nombre est celui qu'on demande.

Conclusion.

Par le rapport qu'il y a des cellules & des rangs
du Triangle Arithmétique aux combinaisons, il
est aisé de voir que tout ce qui a été prouvé des
uns convient aux autres suivant leur maniéré} c'est
ce que je montrerai en peu de discours dans un
périt Traité que j'ai fait des Combinaisons.

USAGE DU TRIANGLE
ARITHMÉTIQUE,

Pour déterminer les partis qu'on doit faire
entre deux Joueurs qui jouent en plu-
sieurs parties.

Tí>° u r entendre les réglés des partis, la pre-
miere chose qu'il faut considérer, est que l'ar-

gent que les Joueurs ont mis au jeu ne leur ap¬
partient plus, car ils en ont quitté la propriété;
mais ils ont reçu en revanche le droit d'attendre
ce que le hasard peut leur en donner, suivant les
conditions dont ils font convenus d'abord.

Mais comme c'est une loi volontaire, ils peu¬
vent la rompre de gré à gré, & ainsi en quelque

terme
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terme que le jeu se trouve, ils peuvent le quitter,
& au contraire de ce qu'ils ont fait en y entrant,
renoncer à fartante du hasard, & rentrer chacun
en la propriété de quelque chose3 & en ce cas, le
règlement de ce qui doit leur appartenir doit être
tellement proportionné à ce qu'ils avoient droic
d'espérer de la fortune, que chacun d'eux trouve
entièrement égal de prendre ce qu'on lui aíîìgne,
ou de continuer l'aventure du jeu : & cette juste
distribution s'appelle le parti.

Le premier principe qui fait connoîfre de quelle
forte on doit faire les partis, est celui-ci.

Si un des Joueurs se trouve en telle condition,
que, quoi qu'il arrive, une certaine somme doit lui
appartenir en cas de perte & de gain, fans que le
hasard puisse la lui ôter 3 il ne doit en faire aucun
parti, mais la prendre entiere comme assurée,
parce que le parti devant être proportionné au ha¬
sard , puisqu'il n'y a nul hasard de perdre, il doit
tput retirer sans parti.

Le second est celui-ci. Si deux Joueurs se trou¬

vent en telle condition, que íî l'un gagne, il lui
appartiendra une certaine somme, & s'il perd, elle

^ appartiendra à l'autre*, íi le jeu est de pur hasard,
& qu'il .y ait autant de hasards pour l'un que pour
l'autre, & par conséquent non plus de raison de
gagner pour l'un que pour l'autre, s'ils veulent se
séparer sans jouer, & prendre ce qui leur appar-

Tome fr., C tient
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tient légitimement, le parti est qu'ils séparent 1a
somme qui est au hasard par la moitié, & que
chacun prenne la sienne.

Corollaire premier.

Si deux Joueurs jouent à un jeu de pur hasards i
condition que fi le premier gagne, il lui reviendra
une certaine somme, & s'il perd, il lui en revien¬
dra une moindre-, s'ils veulentfie séparerfans jouer,
& prendre chacun ce qui leur appartient : le parti
ejî, que le premier prenne ce qui lui revient en
cas de perte, & de plus la moitié de l'excès, dont
ce qui lui reviendroit en cas de gain, surpafi'e ce
qui lui revient en cas de perte.

Par exemple, si deux Joueurs jouent à condition
que si le premier gagne, il emportera 8 pistoles,
8c s'il perd, il en emportera z : je dis que le parti
est qu'il prenne ces z, plus la moitié de l'excès de 8
fur z, c'est-à-dire, plus 3 , car 8 surpasse z de d,
dont la moitié est 3.

Car par l'hypothese, s'il gagne, il emporte 8,
c'est-à-dire, <S -f-z,Sc s'il perd, il emporte z 3 donc
ces z lui appartiennent en cas de perte & de gain :
8c par conséquent par le premier principe, il ne
doit en faire aucun parti, mais les prendre entie-
res. Mais pour les 6 autres, elles dépendent du
hasard3 de sorte que s'il lui est favorable, il les
gagnera, sinon elles reviendront à l'autre, & par

l'hypothese,
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l'hypochese, il n'y a pas plus de raison qu'elles re¬
viennent à l'un qu'à l'autre : donc le parti est qu'ils
les séparent par la moitié, & que chacun prenne
la sienne, qui est ce que j'avois proposé.

Donc nour dire la même chose en d'autres ter-
L

mes, il lui appartient le cas de la perte, plus la
moitié de la différence des cas de perte & de gaii*.

Et partant si en cas de perte, il lui appartient A3
& en cas de gain A-\-B 3 le parti est qu'il prenne :
A + \B.

Corollaire II.

Si deux Joueurs font en la même condition que nous
venons de dire : je dis que le parti peut se faire
de cette façon3 qui revient au même3 que l'on as¬
semble les deux sommes de gain & de perte 3 &
que le premier prenne la moitié de cette somme ;
c'ef-a-dire 3 qu'on joigne a avec 8, & ce fera 10,
dont la moitié 5 appartiendra au premier.
Car la moitié de la somme de deux nombres

est toujours la même que la moindre plus la moi¬
tié de leur différence. Et cela se démontre ainsi.

Soit A ce qui revient en cas de perte, & A-\-B
ce qui revient en cas de gain : je dis que le parti
se fait en assemblant ces deux nombres, qui font
A-\-A-\-B3 & en donnant la moitié au pre¬
mier, qui est {A-\-{A-\-\B. Car cette somme
égale A~\-\B3 qui a été prouvée faire le parti
juste.

C z Ces
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Ces fondements étant posés, nous passerons ai¬

sément à déterminer le parti entre deux Joueurs
qui jouent en tant de parties qu'on voudra en quel¬
que état qu'ils se trouvent, c'est-à-dire, quel parti
il faut faire quand ils jouent en deux parties, &
que le premier en a une à point, ou qu'ils jouent
en trois, & que le premier en a une à point, ou
quand il en a deux à point, ou quand il en a deux
à une. Et généralement en quelque nombre de par¬
ties qu'ils jouent, & en quelque gain de parties
qu'ils soient, & l'un, & l'autre.

Sur quoi la premiere chose qu'il faut remarquer,
est que deux Joueurs qui jouent en deux parties,
dont le premier en a une à point, font en même
condition que deux autres qui jouent en trois par¬
ties, dont le premier en a deux, & l'autre une:
car il y a cela de commun, que pour achever, ii
ne manque qu'une partie au premier, & deux à
l'autre, & c'est en cela que consiste la différence
des avantages, & qui doit régler les partis ; de forte
qu'il ne faut proprement avoir égard qu'au nom¬
bre des parties qui restent à gagner à l'un &: à l'au¬
tre, & non pas au nombre de celles qu'ils ont
gagnées, puisque, comme nous avons déja dit,
deux Joueurs se trouvent en même état, quand
jouant en deux parties, l'un en a une à point, que
deux qui jouant en douze parties, l'un en a onze
à dix.

11
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II faut donc proposer la question en cette sorte.
Étant proposés deux Joueurs , à chacun desquels

il manque un certain nombre de parties pour achever,
faire le parti ?

J'en donnerai ici la méthode, que je poursuivrai
seulement en deux ou trois exemples, qui feront
fi aisés à continuer, qu'il ne fera pas nécessaire
d'en donner davantage.

Pour faire la chose générale sans rien omettre,
je la prendrai par le premier exemple, qu'il est
peut-être mal à propos de toucher, parce qu'il est
.trop clair \ je le fais pourtant pour commencer pat
le commencement : c'est celui-ci.

premier cas.

Si à un des Joueurs il ne manque aucune par¬
tie, & à l'autre quelques-unes, la somme entiere
appartient au premier 3 car il l'a gagnée, puisqu'il
ne lui manque aucune des parties dans lesquelles
il devoit la gagner.

Second CAS.

Si à un des Joueurs il manque une partie, & à
l'autre une, le parti est qu'ils sépareRt l'argent par
la moitié, & que chacun prenne la sienne : cela est
évident par le second principe. Il en est de même
■s'il manque deux parties à l'un, & deux à l'autre3

de même quelque nombre de parties qui man¬
que à l'un, s'il en manque autant à l'autre.

C 3 TROISIEME
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Troisième CAS.

Si à un des Joueurs il manque une partie, & à
l'autre deux, voici l'art de trouver le parti.

Considérons ce qui appartiendrait au premier
Joueur ( à qui il ne manque qu'une partie ) en cas
de gain de la partie qu'ils vont jouer, & puis ce
qui lui appartiendrait en cas de perte.

II est visible que si celui à qui il ne manque
qu'une partie, gagne cette partie qui va se jouer,
il ne lui en manquera plus; donc tout lui appar¬
tiendra par le premier cas. Mais, au contraire, si
celui à qui il manque deux parties, gagne celle qu'ils
vont jouer, il ne lui en manquera plus qu'une;
donc ils seront en telle condition, qu'il en man¬

quera une à l'un, &c une à l'autre. Donc ils doivent
partager l'argent par la moitié, par le deuxieme cas.

Donc si le premier gagne cette partie qui va se
jouer, il lui appartient tout, & s'il la perd, il lui
appartient la moitié ; donc en cas qu'ils veuillent
se séparer sans jouer cette partie, il lui appartient |
par le second Corollaire.

Et si on veut proposer un exemple de la somme
qu'ils jouenr, la chose sera bien plus claire.

Posons que ce soit 8 pistoles ; donc le premier
en cas de gain, doit avoir le tout, qui est 8 pisto¬
les, 8c en cas de perte, il doit avoir la moitié,
qui est 4; donc il lui appartient en cas de parti

la
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la moitié de 8 -+-4, c'est-à-dire, 6 pistoles de 8 ;
car 8 + 4 font 12, dont la moitié est 6.

Q U AT RI E M E CAS.
Si à un des Joueurs il manque une partie, & à

l'autre trois, le parti se trouvera de même, en exa¬
minant ce qui appartient au premier en cas de
gain & de perte.

Si le premier gagne, il aura toutes ses parties,
& partant tout l'argent, qui est, par exemple, 8.

Si le premier perd, il ne faudra plus que deux
parties à l'autre à qui il en falloit trois. Donc ils
seront en tel état, qu'il faudra une partie au pre¬
mier, & deux à l'autre j & partant par le cas pré¬
cédent , il appartiendra 6 pistoles au premier.

Donc en cas de gain, il lui en faut 8, & en cas
de perte 6 j donc en cas de parti, il lui appartient
la moitié de ces deux sommes, savoir, 75 car 6-f-S'
font 14, dont la moitié est 7.

C1 Nqu 1 E M E CAS..
Si à un des Joueurs il manque une partie, & ì

l'autre quatre, la chose est de même.
Le premier encas de gain, gagne tout, qui est,

par exemple ,8 j & en cas de perte, il manque une
partie au premier, & trois à l'autre j donc il lui
appartient 7 pistoles de 8 } donc en cas de parti, il
lui appartient la moitié de 8-, plus la moitié de 7,
c'est-à-dire, 7 7.

C 4 SIXIEME
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Six is M E Cas.

Ainsi, s'il manque une partie a l'un, & cinq à
l'autre; & à l'infini.

Septizme CAS.

De même s'il manque deux parties au premier»
& trois à l'autre; car il faut toujours examiner les
cas de gain & de perte.

Si le premier gagne, il lui manquera une par¬
tie , & à l'autre trois ; donc par le quatrième cas il
lili appartient 7 de 8.

Si le premier perd, il lui manquera deux par¬
ties, & à l'autre deux; donc par le deuxième cas
il appartient à chacun la moitié, qui est 4; donc
en cas de gain, le premier en aura 7 , & en cas de
perte, il en aura 4 ; donc en cas de parti, il aura la
moitié de ces deux ensemble, savoir, 5

Par cette méthode on fera les partis fur toutes
fortes de conditions, en prenant toujours ce qui
appartient en cas de gain & ce qui appartient en
cas de perte, & assignant pour le cas de parti la
moitié de ces deux sommes.

Voilà une des maniérés de faire les partis.
11 y en a deux autres, l'une par le Triangle

Arithmétique, & l'autre par les Combinaisons.

Méthode



pour, iïs partis du Jeu. .41

Méthode pour foire les partis entre deux
Joueurs qui jouent en plusieurs parties ,

par le moyen du Triangle Arithmétique.
Avant que de donner cette méthode, il faut faire

ce Lemme.
Lemme.

Si deux Joueurs jouent à un jeu de pur hasard, à
condition que fi le premier gagne 3 il lui appartien¬
dra une portion quelconque sur la somme qu'ils
jouent, exprimée par une fraction 3 & que s'ilperd3
il lui appartiendra une moindreportion fur la même
somme 3 exprimée par une autre fraction : s'ils veu¬
lent se séparersans jouer3 la condition du parti se
trouvera en cette sorte. Soient réduites les deux
fractions à même dénomination 3 fi elles n'y font
pas ; soit prise une fraction dont le numérateursoit
la somme des deux numérateurs 3 & le dénomina¬
teur double des précédents : cette fraction exprime
la portion qui appaîtient au premier fur la somme
qui est au jeu.
Par exemple, qu'en cas de gain, il appartienne

les j de la somme qui est au jeu, & qu'en cas de
perte, il lui en appartienne j : je dis que ce qui
lui appartient en cas de parti, se trouvera en pre¬
nant la somme des numérateurs, qui est 4, & le
double du dénominateur, qui est 10, dont on
fait la fraction

Car
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Car par ce qui a été démontré au deuxieme Co¬

rollaire, il faîloit assembler les cas de gain & de
perte, & en prendre la moitié ; or ía somme des
deux fractions \ -f- j est f, qui se sait par reddi¬
tion des numérateurs, & fa moitié fe trouve en
doublant le dénominateur, & ainsi l'on a Ce
qu'il falloit démontrer.

Or ces réglés font générales &: faus exception,
quoi qui revienne en cas de perte ou de gain ; car
fl,par exemple, en cas de gain, il appartient &
en cas de perte, rien, en réduisant les deux frac¬
tions à même dénominateur, on aura { pour le cas
de gain, & f >pour le cas de perte ] donc en cas
de parti, il faut cette fraction ^, dont le numéra¬
teur égale la somme des autres, & le dénomina¬
teur est double du précédent.

Ainsi si en cas de gain, il appartient tout, &r en
cas de perte f-, en réduisant les fractions à même
dénomination, on aura | pour le cas de gain, &. |
pour celui de la pertey donc en cas de parti, il ap¬
partient .1 ,

Ainsi si en cas de gain, il appartient tout, & en
cas de perte rien, le parti fera visiblement ~ ; car
le cas de gain est j, & le cas de perte donc le
parti est

Et ainsi de tous les cas possibles.

Probleme



pour les partis du JEU. 45

Problême I. Proposition I.

Etant proposés deux Joueurs, à chacun desquels il
manque un certain nombre de parties pour ache¬
verj trouver par le Triangle Arithmétique le parti
qu'ilfaut faire (s'ils veulent se séparersans jouer)
eu égard aux parties qui manquent à chacun?
Soit prise dans le Triangle la base dans laquelle

il y a autant de cellules qu'il manque de parties
aux deux ensemble : ensuite soient prises dans cette
base autant de cellules continues à commencer par
la premiere, qu'il manque de parties au premier
Joueur ; 8c qu'on prenne la somme de leurs nom¬
bres. Donc il reste autant de cellules, qu'il man¬

que de parties à l'autre. Qu'on prenne encore la
somme de leurs nombres : ces sommes font l'une
à l'autre comme les avantages des Joueurs récipro¬
quement : de forte que si la somme qu'ils jouent
est égale à la somme des nombres de toutes les
cellules de la base, il en appartiendra à chacun ce
qui est contenu en autant de cellules qu'il manque
de parties à l'autre ; & s'ils jouent une autre som¬
me, il leur en appartiendra à proportion.

Par exemple, qu'il y ait deux Joueurs, au pre¬
mier desquels il manque deux parties, & à l'autre
quatre:il faut trouver le parti.

Soient ajoutés ces deux nombres z & 4, & soit
leur somme 6 j soit prise la sixième base du Triangle

Arithmétique
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Arithmétique P s , dans laquelle il y a par consé¬
quent six cellules P, My F, , 4. Soient prises
autant de cellules à commencer par la premiere Py
qu'il manque de parties" au premier Joueur, c'est-
à-dire, les deux premieres P, M; donc il en reste
autant que de parties à l'autre, c'est-à-dire, qua¬
tre , F, a>, S, J : je dis que l'avantage du premier
est à 1' avantage da second, çomme F-(- ® S -j- /
à P -f- M, c'est-à-dire, que si la somme qui se joue
est égale à P -|_ M 4- F -j- a -f- S -(- <4, il en appar¬
tient à celui à qui il manque deux parties la somme
des quatre cellules ^-p-A-f-a-j-Fj'&à celui à qui
il manque quatre parties, la somme des deux cel¬
lules P -f- M : ôc s'ils jouent une autre somme, il
leur en appartient à proportion.

Et pour le dire généralement, quelque somme,
qu'ils jouent, il en appartient au premier une por--
tion exprimée par cette fraction .....

F-f- » _|_ S -f- J"
■ —< dont le numérateur est
P-f-As-j-F-f-íB-f-A-j-J1
la somme des quatre cellules de l'autre, Sc le dé¬
nominateur la somme de toutes les cellules j & à
i autre une portion exprimse par cette fraction,

P-+-M
dont le numérateur est

P_l_Af_j_F-f-«-{- S -j-S1
la somme des deux cellules de l'autre, & le dé¬
nominateur la même somme de toutes les cellules.

Et
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Et s'il manque une partie à l'un, & cinq à l'au¬

tre , il appartient au premier la somme des cinq
premieres cellules P-\~M-ArF-\-a-\- S j & à
l'autre la somme de la cellule A

Et s'il manque six parties à l'un, & deux à l'au¬
tre, le parti s'en trouvera dans la huitième base,
dans laquelle les six premieres cellules contiennent
ce qui appartient à celui à qui il manque deux par¬
ties, & les deux autres ce qui appartient à celui
à qui il en manque six. Et ainsi à l'infini.

Quoique cette proposition ait une infinité de
cas, je la démontrerai néanmoins en peu de mots
par le moyen de deux Lemmes.

Le premier, que la seconde base contient les
partis des Joueurs, auxquels il manque deux par¬
ties en tout. Le deuxieme, que si une base quel¬
conque contient les partis de ceux auxquels il man¬
que autant de parties qu'elle a de cellules, la base
suivante sera de même, c'est-à-dire, qu'elle con¬
tiendra auísi les partis des Joueurs, auxquels il
manque autant de parties qu'elle a de cellules.

D'où je conclus en un met que toutes les bases
du Triangle Arithmétique ont cette propriété : car¬
ia seconde l'a par le premier Lemme; donc par le
second Lemme, la troisième l'a auffi, & par con¬

séquent la quatrième ; & ainsi à l'infini. Ce qu'il
falloir démontrer.

11 faut donc seulement démontrer ces z Lemmes.
Le
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Le premier est évident de lui-même j car s'il

manque une partie à l'un & une à l'autre, il est
évident que leurs conditions font comme ? à <r,
c'est-à-dire, comme i à i, & qu'il appartient à

<s

chacun cette fraction, ■ qui est
<p —}- cr

Le deuxieme se démontrera de cette sorte.
Si une base quelconque comme la quatrième D a

contient les partis de ceux à qui il manque quatre
parties, c'est-à-dire, que s'il manque une partie au
premier, & trois au second, la portion qui appar¬
tient au premier sur la somme qui se joue, soit
celle qui est exprimée par cette fraction . . .

• qui a pour dénominateur la som-
D —f— B -q— 0 -f- k
me des cellules de cette base, & pour numérateur
ses trois premieresj & que s'il manque deux par¬
ties à l'un, & deux à l'autre, la fraction qui appar-

D-\-B
tient au premier soit ; 8c que s'il

D -4- B -f- 0 H- k

manque trois parties au premier, & une à l'autre,
D

la fraction du premier soit —, &c.
D —f— B —j— 0 —j— k

Je dis que la cinquième base contient auffi les par¬
tis de ceux auxquels il manque cinq parties j 8c
que s'il manque, par exemple, deux parties au pre¬

mier,
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mîer, & trois à l'autre, la portion qui appartient
au premier fur la somme qui se joue, est exprimée

H-+-E-+-C
par cette fraction, —

Car pour lavoir ce qui appartient à deux Joueurs
à chacun desquels il manque quelques parties, il
faut prendre la fraction qui appartiendrait au pre¬
mier en cas de gain, & celle qui lui appartiendrait
en cas de perte, les mettre à même dénomination,
lî elles n'y font pas, & en former une fraction,
dont le numérateur soit la somme des deux autres,

Sc le dénominateur double de l'autre, par le Lem¬
me précédent.

Examinons donc les fractions qui appartien¬
draient à notre premier Joueur en cas de gain &
de perte.

Si le premier à qui il manque deux parties gagne
celle qu'ils vont jouer, il ne lui manquera plus
qu'une partie, & à l'autre toujours trois j donc ïî
leur manque quatre parties en tout -, donc, par l'hy¬
pothèse , leur parti se trouve en la base quatrième,
8c il appartiendra au premier cette fraction ...

D B -f-û-j-A.
Si au contraire le premier perd, il lui manquera

toujours deux parties, 8c deux feulement à l'au¬
tre ; donc par l'hypothese la fraction du premier

sera
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D -\-B

sera Donc en cas de parti il
D -f- B -f- 9 -j-*.

appartiendra au premier cette fraction .
D B -f- d —(— D -}- B; c'est-à-dire, H -4-E +• C

a D -f- zB -j- z 3 1 a; c'est-à-dire, H -f-£ -f-C-j-iî •f-/'-
Ce qu'il falloir démontrer.
Ainsi cela se démontre en toutes les autres bases

fans aucune différence, parce que le fondement de
cette preuve est qu'une base est toujours double de
fa précédente par la feptieme conséquence, Sc que,
par la dixieme conséquence, tant de cellules qu'on
voudra d'une même base font égales à autant de
la base précédente ( qui est toujours le dénomina¬
teur de la fraction en cas de gain) plus encore aux
mêmes cellules, excepté une (qui est le numéra¬
teur de la fraction en cas de perte ) 4 ce qui étant
vrai généralement par-tout, la démonstration fera
toujours fans obstacle & universelle.

Problême II. P roposttion II.

Étant proposés deux Joueurs qui jouent chacun une
même somme en un certain nombre de parties pro¬
poséj trouver dans le Triangle Arithmétique la
valeur de la derniere partie fur l'argent duperdant?
Par exemple, que deux Joueurs jouent chacun

3 pistoles en quarre parties : on demande la valeur
de la derniere partie fur les 3 pistoles du perdant.

Soit
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Soit prise la fraction qui a l'unité pour numc-

ïâteur, & pour dénominateur la somme des cel¬
lules de la base quatrième, puisqu'on joue en qua¬
tre parties : je dis que cette fraction est la valeur
de là derniere'partie fur la mise du perdant.

Car si dëuX Joueurs jouant en quatre parties,
l'un en a trois à point, & qu'ainsi il en manque
une au premier, & quatre à l'autre, il a été dé¬
montré que ce qui appartient au premier pour le
gain qu'il a fait de ses trois premieres parties, est

H-\- Ë -\-C-\-R
exprimé par cette fraction, — '—; —,

qui a. pour dénominateur la somme des cellules
de la cinquième base, & pour numérateur ses qua¬
tre premieres cellules ; donc il ne reste fur la som¬
me totale des deux mises que cette fraction. . .

y
» ' '—-——, laquelle seroit acquise a

celui qui a déja les trois premieres parties en cas

qu'il gagnât la derniere; donc la valeur de cette
derniere fur la somme des deux mises est ... .

ft c'efl>à-dire, l'unité»

H—[—R —(—C —|—R —j— ft, c est-a-dire, z D —p- z R —f— z 0 —j— z a.

Or puisque la somme totale des mises est
xd~\-z b -|-1G -f-1 k , la somme de chaque mise
estZ>-j-2?-)-0-f-a; donc la valeur de la derniere

Tome V. D partie
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partie sur la feulé mise du perdant est cette frâc-

i

don, double de la précédente,

& laquelle a pour numérateur l'unité, & pour dé¬
nominateur la somme des cellules de la quatrième
base. Ce qu'il falloir démontrer.

PROBLÈME III. P ROPOSITION III.

Etant proposés deux Joueurs qui jouent chacun une
même somme en un certain nombre de parties don¬
né , trouver dans le Triangle Arithmétique la va¬
leur de la premiere partie fur la mise du perdant ?
Par exemple, que deux Joueurs jouent chacun

3 pistoles en quatre parties, on demande la valeur
de la premiere fur la mise du perdant.

Soit ajouté au nombre 4 le nombre 3 , moindre
de l'unité, & soit la somme 7 3 soit prise la fraction
qui ait pour dénominateur toutes les cellules de la
septième base, & pour numérateur la cellule de.
cette base qui se rencontre dans la dividente, fa-

P

voir, cette fraction ,

F-\- Q -f- íT-f- p -f-1 £
je dis qu'elle satisfait au problême.

Car si deux Joueurs jouant en quatre parties, le
premier en a une à point, il en restera trois d
gagner au premier, & quatre à l'autre3 donc il

appartient
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âppartient au premier sur la somme des. deux mises

F-+-Q-*+-2£-f-|î
cetre fraction, — qui a»

F-j— Q—(—íT-f- p H— p- N—(— £
pour dénominateur toutes les cellules de la sep¬
tième base, & pour numérateur ses quatre premiè¬
res cellules.

Donc il lui appartient F-\- Q -f- F -+- p fur la
somme totale des deux mises, exprimée par.
F->rQ-\-K-\- p-hç-f-lV-i- £ \ niais cette der¬
niere somme étant l'aílè-mbl-age des deux mises, il' en
avoir nais au jeu la moitié, savoir, F-\r Q-p-is-p- - f
(car F-Ì-Q-+-K font égaux à £-f-iV-f-f).

Donc il a ~ p, c'est-à-direa, plus qu'il n'avok
en entrant au jeu; donc il a gagné fur la somme
totale des deux mises une portion exprimée par

m

cette fraction, donc
F-+- Q -+- K+P f -f- if-f- (

il a gagné fur la mise du perdant une portion qui
fera, double d'e celle-là, savoir, celfe qui est expri-

P
mée par cette fraction, ——r.

F-+- QH-X+pH- f ^
Donc le gain de la premiere partie lui a acquis

cette fractionq d'onc fa valeur est relie.
C e> Si O, X, L A I S. E.

Donc k valeur de k premiere partie de deux fur
la mise du perdant, est expriméepar cette fraction

D a Car
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Car en prenant cette valeur suivant la regle qui

vient d'en être donnée, il faut prendre la fraction
qui a pour dénominateur les cellules de la troisième
base (parce que le nombre des parties en quoi on
joue est 2, & le nombre moindre de l'unité est i,
qui avec 2 fait 3 ) & pour numérateur la cellule
de cette base qui est dans la dividente 3 donc on

4
aura cette fraction, .

A —f- 4 "/7'

Or le nombre de la cellule 4 est 2, & les nom¬

bres des cellules a?-|-4+ ^, font, 1-4-2 + 1.
2

Donc on a cette fraction, ■■ c'est-à-dire,
1+2+1

c'est-à-dire,
Donc le gain de la premiere partie lui a acquis

cette fraction; donc fa valeur est telle. Ce qu'il
falloit démontrer.

■*■... v. /

Problême IV. Proposition IV.

Étant proposés deux Joueurs qui jouent chacun une
mêmesomme en un certain nombre de parties don-

. néj trouver par le Triangle Arithmétique la va¬
leur de la seconde partie sur la mise du perdant ?
Soit le nombre donné des parties dans lesquelles

on joue, 43 il faut trouyer la valeur de la deuxieme
partie fur la mise du perdant.

Soit
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Soit prise la valeur de la premiere partie par, le

Problême précédent : je dis qu'elle est la valeur de
la seconde.

Car deux Joueurs jouant en quatre parties, si
l'un en a deux à point, la fraction qui lui appar-

P MH- F -f- «

tient est celle-ci, — qui a

pour dénominateur la somme des cellules de la
sixième base, & pour numérateur la somme des
quatre premieres ; mais il en avoit mis au jeu cette

P +Jí+f
fraction, ——— savoir, la

p q-M-\- F-f- « -+- S-+- «P,
moitié du tout. Donc il lui reste de gain cette

Cù

fraction, : , qui est la
P —f- F —(— 6) —j— S -J— cT

même chose que celle-ci ........
P

j donc il a gagné sur
F-+- Q -hK+P H-f.-h iV-H
la moitié de la somme entiere, c'est-à-dire, sur la
mise du perdant, cette fraction «

1 P
, double de la pre-

F-+-Q-+• if 4-P-H-j-iV-K
cédente.

Donc le gain des deux premieres parties lui a
acquis cette fraction fur l'argent du perdant, qui

D 3 est
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est le double de ce que la premiere partie lui avoît
•acquis par la précédente ; donc la seconde partie
lui en a autant acquis que la premiere.

Conclusion.

On peut aisément conclure, par le rapport qu'il
y a .du Triangle Arithmétique aux partis qui doi¬
vent se faire entre deux Joueurs, que les propor¬
tions des cellules qui ont été données dans le Traité
du Triangle, ont des conséquences qui s'étendent
à la valeur des partis, qui font bien aisées à tirer,
& dont j'ai fait un petit discours en traitant des
partis, qui donne l'inteiligence ,& le moyen de
les étendre plus avant.
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USAGE DU TRIANGLE

ARITHMÉTIQUE,
Pour trouver les puissances des Binomes

& Apotomes.

QTr est proposé de trouver la puissance quel¬
conque, comme -le quatrième -degré d'un bino¬

me , dont le premier nombre soit A, l'autre l'unité,
c'est-à-dire, qu'il saille trouver le quarré-quarré
de A H-1 ; il faut prendre dans le Triangle Arith¬
métique la baie cinquième, savoir, celle dont l'ex-

posanc
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posant 5 est plus grand de l'unité que 4, exposant
de lordre proposé : les cellules de cette cinquième
base sont, J , 4, 6, 4, 1, dont il faut prendre le
premier nombre 1 pour coéfficient de A au dégré
proposé, c'est-à-dire, de A*\ ensuite il faut pren¬
dre le second nombre de la base, qui est 4, pour
coefficient de A au dégré prochainement inférieur,
c'est-à-dire, de A3, & prendre le nombre suivant
de la base, savoir, 6, pour coéfficient de A au dégré
inférieur, favqir, A1, 3c le nombre suivant de la
base, savoir, 4, pour coéfficient de A au dégré
inférieur, savoir, A racine, 3c prendre le dernier
nombre de la base 1 pour nombre absolu : & ainsi
on aura 1 A 4 -f- 4A ^ —t- 6 A —(— 4 A —H 1, qui sera
la puissance quarré-quarrée du binôme A1. De.
sorte que íì A (qui représente tout nombre) est
l'unité, 3c qu'ainsi le binome A -t- 1 soit le binaire y
cette puissance iA^-\-\Al-\~^A'k-\-^A-{-\
sera maintenant 1,1 4 4, 1 6, x ^ —{— 4. j-f-u
C'est-à-dire, une fois le quarté-quarté de l'unité Ay
c'est-à-dire, .......... 1
Quatre fois le cube de 1, c'est-à-dire, . . 4
Six fois le quarré de 1, c'est-à-dire, ... 6
Quatre fois l'unité, c'est-à-dire, .... 4
Plus l'unité, 1
qui ajoutés font 16

Et en effet le quarré-quarré de 1 est 16.
Si A est un autre nombre, comme 4, 3c partant

D 4 que
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que le binome A -f- i soit 5, alors son quarré-
quarré sera toujours suivant cette méthode, 1 A4
-h4A* 4-6A^-f-\A-f- 1, qui lignifie mainte¬
nant 1.4^ -f- 4- 43 —f— 4 "U 4* 4 "f- * •

C'est-à-dire, une fois le quarré-quarré de 4,
savoir 256"

Quatre fois le cube de 4, savoir. . . .25 6
Six fois le quarté de 4 96
Quatre fois la racine 4 ....... 16
Plus l'unité ........... 1

dont la somme . . 625
fait le quarré-quarré de 5 : & en effet le quarré-
quarré de 5 est <525. Et ainsi des autres exemples.

Si on veut trouver le même dégré du binome
A -j- 2 , il faut prendre de même 1 A 4 -j- 4 A5
-4- 6 A1 -4- 4^~H 1 > & ensuite écrire ces quatre
nombres 2, 4, 8, 16, qui font les quatre premiers
dégrés de 2, fous les nombres 4, 6, 4, 1, e'est-
à-dire , fous chacun des nombres de la base, en
'laissant le premier : en cette sorte

x A 4 —f- 4 A5 —f- 6 A1 -4- 4 A —|— x

24816
& multiplier les nombres qui se répondent l'un
par l'autre

i A ^ —f— 4 A * —f— 6 A ~ —f— 4 A1 —f— x
2 4 8 1G

en cette sorte
1A * -f- 8 A l- 24 1 —f- A 1 —f- 16

Et
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Et ainsi on aura le qliarré-quarré du binome
de sorte que si A est l'unité, ce quarré-quarré sera tel.
Une fois le quarré-quarré de l'unité A . . 1
Huit fois le cube de l'unité ' . . . . . . 8
Vingt-quatre fois le quarré de 1 . . . .24
Trente-deux fois 1 52.
Plus le quarré-quarré de 2
dont la somme 81
sera le quarré-quarré de 3 : & en effet 81 est le
quarré-quarré de 3.

Et si A est 2, alors A-4-2 fera 4, & son quarré-
quarré fera
Une fois le quarré-quarré de A ou de 2, savoir 1G
8. 23 ............ 64
24. 21 5><>
32. 2 . . 64
Plus le quarré-quarré de 2 1G
dont la sommé . . . 256
sera le quarré-quarré de 4.

De la même maniéré on trouvera le quarré-
quarré de A -f- 3, en mettant de la mêmè sorte

A 4 —f— 4 A3 —(— G A -f- 4 A -+- 1
& au-dessous les nombres 3 c) 27 8l
qui font les quatre premiers dégrés de 3 } & mul¬
tipliant les nombres correspondants, 011 trouvera
que le quarré-quarré de A H- 3 est

1 A ^ —1— 12 A 3 —54 A H— 10$ A —U 81.
Et ainsi à l'infini.

Si
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Si au lieu du quarré-quarré on veut le quarté

cube, ou le cinquième degré, il faut prendre la
base sixième, ôc en user comme j'ai dit de la cin¬
quième j $£ ainsi de tous les autres dégrés.

On trouvera de même les puiísances des Apo-
tomes A — i, A— 2, &c. La méthode en est toute
semblable, & ne différé qu'aux signes j car les signes
de -+- & de —• se suivent toujours alternative¬
ment , & le signe deest toujours le preipier.

Ainsi le quarré-quarré de A ■— i se trouvera dç
cette sorte. Le quarré-quarré de A »+-1 est par la
regle précédente i A^-\-jrAi-\-6Aí-\-^A-\- t.
Donc en changeant les signes comme j'ai dit, on
aura i A 4 — 4 A1 -4- 6 Az —

Ainsi le cube de A — 2 se trouvera de même.
Car le cube de A H- 2 par la regle précédente est

A ' —{— 6 A ~ —1~* 12 A | 8.
Donc le cube de A— 2 se trouvera en changeant
les signes, A5 — 6Az-\~nA— 8,
Et ainsi à luisint.

Je ne donne point îa démonstration de tout
cela, parce que d'autres en ont déja traité, comme
Jíérigogne (1), outre que la chose est éyidentç
delie-même.

(1) Hérigogne, Mathématicien du siecle passé, publia,
pour la prèmiere fois, en 1635, un Cours de Mathéma¬
tiques, latin & françois, en 5 volumes in-%°. ; & pour la
seconde fois, en 1Í44, le même Ouyrage en 7 volumes,

'. TRAITÉ
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TRAITÉ DES ORDRES
NUMÉRIQUES.

"1TE présuppose qu'on a vu le Traité du Triangle
** Arithmétique, & son usage pour les Ordres
numériques ; autrement j'y renvoie ceux qui veu~
lent voir ce discours, qui en est proprement une
fuite. J'y ai donné la définition des ordres numé¬
riques, & je ne la répéterai pas. J'y ai montré auili
que le Triangle Arithmétique n'est autre chose que
la table des ordres numériques ; ensuite de quoi il
.est évident que toutes les propriétés qui ont été
données dans le Triangle Arithmétique entre les
cellules ou entre les rangs, conviennent aux ordres
numériques : de forte que si peu qu'on ait l'art d'ap¬
pliquer les propriétés des uns aux autres, il n'y a
point de proposition dans le Traité du Triangle
qui n'ait ses conséquences touchant les divers ordres :
& cela est tout ensemble, & si facile, & si abon-
J'ai so,us la main la seconde édition. Dans le Traité d'Al¬
gèbre ( Chap. V, pag. 31 ) l'Auteur détermine immédiatCr-
ment par le calcul, ou par des multiplications effectives,
le quarré , le cube, &c., d'un binome tel que a -p- b ou a — b.
On voit ici que Pascal trouve, au moyen de son Triangle
Arithmétique, les .coefficients des différents termes d'un
binome élevé à une puissance quelconque ent-kre Sc positive.

dant,
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dant, que je suis fort éloigné de vouloir tout don¬
ner expressément; j'aimerois mieux laisser tout à
faire, puisque la chose est si aisée; mais pour me
tenir entre ces deux extrémités, j'en donnerai feu¬
lement quelques exemples, qui ouvriront le moyen
de trouver tous les autres.

Par exemple r de ce qui a été dit dans une des
conséquences du Traité du Triangle, que chaque
cellule égale celle qui la précede dans son rang pa¬
rallèle , plus celle qui la précede dans son rang per¬
pendiculaire , j'en forme cette proposition touchant
les Ordres numériques.

Proposition premier e.

Un nomhre} de quëlque ordre que ce soit, égale celui
qui le précede dans son ordre, plus son corradical
de l'ordre précédent : & par conséquent, le qua¬
trième j par exemple 3 des pyramidaux égale 1e
troisième pyramidal, plus le quatrième triangulo-
triangulaire : ainfi le cinquième triangulo-triangu-
laire égale le quatrième triangulo-trïangulaire j plus
le cinquième pyramidal j £'c.
Autre exemple : de ce qui a été montré dans

le Triangle, que chaque cellule, comme F, égale
EB -f- 4 ~htr, c'éfi-à-dire, celle qui la précede
dans son rang parallèle , plus toutes celles qui précé¬
dent cette précédente dans son rangperpendiculaire,
je forme cette proposition.

Proposition
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Proposition II.

Un nombre, de quelque ordre que ce soit, égale tous
ceux tant de son ordre que de tous les précédents,
dont la racine èji moindre de Funité que la senne-,
& partant le quatrième des pyramidaux , par exem-

. pie, égale le troisième des pyramidaux, plus le
troiseme des triangulaires, plus le troiseme des
naturels , plus le troiseme des unités , c'es-à-dire ,

l'imité

D'où on peur maintenant tirer d'autres consé¬
quences, comme celle-ci, que je donne pour ouvrir
le chemin à d'autres pareilles.

Proposition III.

Chaque nombre, de quelque cellule que ce soit, es
composé d'autant de nombres qu'il y a d'ordres
depuis le sen jusqu'au premier ìnclusvement, cha¬
cun desquels nombres es de chacun de ces ordres :

ains un triangulo-triangulaire es composé d'un
autre triangulo-triangulaire , d'un pyramidal, déun

triangulaire, d'un naturel & de l'unité.
Et fi on veut en faire un problême, ìl pourra

s'énoncer ainsi.

Proposition IV. Problème.

Etant donné un nombre d'un ordre quelconque, trou¬
ver un nombre dans chacun des ordres depuis le

premier
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premierjusqu'au fien inclusivementy dont la sommé
égale le nombre donné»
La solution en est facile : il faut prendre dans

tous ces ordres les nombres dont la racine est moin¬
dre de l'unité que celle du nombre donné.

Autre exemple : de ce que les cellules correspon¬
dantes font égales entre elles y il fe conclut :

Proposition; V.

Que deux nombres de différents ordres font égaux
entre eux y fi la racine de Fun ef le mérne nom¬
bre que l'exposant de l'ordre de l'autre : & par¬
tant le troificme pyramidal efi égal au quatrième
triangulaire : le cinquième du huitième ordre eft le
même que le huitième du cinquième ordre 3 &c.
On n'aUToít jamais achevé : par exemple,

Proposition VI.

Tous les quatrièmes nombres de tous les ordres sont
les mêmes que tous les nombres du quatrième
ordre y &c.

Parce que les rangs parallèles & perpendiculaires
qui ont un même exposantyfont composés de cellules
toutes pareilles. Par cette méthode, 00 trouvera un

rapport admirable en tout le reste,comme celui-ci:
Proposition VII.

Un nombre _> de quelque ordre que ce soit y efi .au.
prochainement
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' prochainement plus grand dans le. même ordre

comme la racine du moindre ejl à cette même ra¬
cine jointe à l'exposant de l'ordre S moins l'unité.
Ce qui s'ensuit de la quatorzième conséquence

du Triangle, où il est montré que chaque cellule-
ejl à celle qui la précede dans son rang parallèle,
comme l'exposant de la hase de cette précédente à
l'exposant de son rang perpendiculaire. Et afin de ne
rien cacher de la maniéré dont se tirent ces cor¬
respondances, j'en montrerai le rapport à décou¬
vert : il est un peu plus difficile ici que tantôt,
parce qu'on ne voit point de rapport de la base des'
triangles avec les ordres des nombres \ mais voici
le moyen de le trouver. Au lieu de l'exposant de la
hase dont j'ai parlé dans cette quatorzième consé¬
quence, il faut substituer l'exposant du rang paral¬
lèle , plus l'exposant du rang perpendiculaire moins
l'unité : ce qui produit le même nombre, & avec
cet avantage, qu'on connoît le rapport qu'il y a
de ces exposants avec les ordres numériques : car
on fait qu'en ce nouveau langage, il faut dire,
Fexposant de l'ordre plus la racinemoins l'unité.
Je dis tout ceci, afin de faire toucher la méthode
pour faire & pour faciliter ces réductions. Ainli
on trouvera que

Proposition VIII.

Un nombre, de quelque ordre que ce soit, ejl à son
corradical
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corradical de l'ordre suivants comme ['exposant de
l'ordre du moindre ejl à ce même exposant joint
à leur racine commune moins l'unité.

C'est la treizième conséquence du Triangle;
ainsi on trouvera encore que

Proposition IX.

Un nombre } de quelque ordre que ce soit 3 ejl à celui
de l'ordre précédent, dont la racine efi plus grande
de l'unité que la senne 3 comme la racine du pre¬
mier à l'exposant de l'ordre du second.
Ce n'est que la même chose que la douzième

Conséquence du Triangle Arithmétique. J'en laisse
beaucoup d'autres, chacune desquelles, auffi-bien
que de celles que je viens de donner, peut encore
être augmentée de beaucoup par de différentes
énonciations ; car au lieu d'exprimer ces propor¬
tions comme j'ai fait, en disant qu'un nombre est
à un autre comme un troisième à un quatrième, ne

peut-on pas dire que le rectangle des extrêmes est
égal à celui des moyens? & ainsi multiplier les
propositions, & non fans utilité ; car étant regar¬
dées d'un autre côté, elles donnent d'autres ouver¬

tures. Par exemple, si on veut tourner autrement
cette derniere proposition,on peut l'énoncer ainsi:

Proposition X.

Un nombre , de quelque ordre que ce soit 3 étant mus
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iìplié par la racine, précédente, égale rexposant
de son ordre 3 multiplié par le nombre de l'ordre

suivant procédant de cette racine.
Et parce que, quand quatre nombres font pro¬

portionnels , le rectangle des extrêmes ou des
ttiéyëns étant divisé par un des deux autres, donne
pour quotient le dernier, on peut dire auffi:

Proposition XL

Un nombre j, de quelque ordre que ce soitétant mult¬
ipliépar la racine précédente 3 & divisé par l'ex¬
posant de son ordre.3 donne pour quotient le nom¬
bre de Fordre suivant qui procede de cette racine.
Les manières de tourner une même chose font

infinies : en voici un illustre exemple, & bien
glorieux poúr moi. Gette même proposition que
je viens de rouler en plusieurs sortes, est tombée
dans la pensée de notre célébré Conseiller de Tou-
louse M. de Fermat; &, ce qui est admirable, sans
qu'il m'en eût donné la moindre lumière, ni moi
à lui, il écrivoit dans fa Province ce que j'inven-
tois à Paris, heure pour heure, comme nos Lettres
écrites & reçues en même-temps le témoignent»
Heureux d'avoir concouru en cette occasion, com¬
me j'ai fait encore en d'autres d'une maniéré tout-
à-fait étrange, avec un homme si grand & si ad¬
mirable, & qui dans toutes les recherches de la
plus sublime Géométrie, est dans le plus haut dé-

Tome F. E gré
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gré d'excellence, comme ses Ouvrages, que nos
longues prières ont enfin obtenus de lui, le feront
bientôt voir à tous ' les Géomètres de l'Europe,
qui les attendent ! La maniéré dônt il a pris cette
même proposition est telle.

En la progression naturelle qui' commence par l'u-
nité, un nombre quelconque étant mené dans le prochai¬
nement plus grand } produit le double de son triangle.

Le tnême nombre étant mené dans le triangle du
prochainement plus grands produit le triple de fa
pyramide.

Le mime nombre mené dans la pyramide du pro¬
chainement plus grand} produit le quadruple de son
triangulo-triangulaire ; & ainfi à l'infiniy par une
méthode générale & uniforme.

Voilà comment on peut varier les énonciations.
Ce que je montre en cette proposition s'entendant
de toutes les autres, je ne m'arrêcerai plus à cette
maniéré accommodante de traiter les choses, lais¬
sant à chacun d'exercer son génie en ces recherches,
où doit consister toute l'étude des Géomètres : car

si 011 ne fait pas tourner les propositions à tons sens,
& qu'on ne se serve que du premier biais qu'on a
envisagé, on n'ira jániais bien loin : ce font ces
diverses routes qui ouvrent les conséquences nou¬
velles, & qui, par des énonciations assorties au
sujet, lient des propositions qui sembloient n'avoir
aucun rapport dans les termes où elles étoient con¬

çues
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Çûes d'abord. Je continuerai donc ce sujet en ia
maniéré dont on a accoutumé de traiter la Géo¬
métrie, & ce que j'en dirai sera comme un nou¬
veau Traité des Ordres numériques ; & même je
le donnerai en latin, parce qu'il se rencontre que
je l'ai écrit ainsi en l'inventanr.

DE NUMERICIS ORDINIBUS

TRACTA TUS.

nPRiANGULi Arithmetici tractatum, ipsmsque
circa numericos ordines usum, supponit trac-

tatus iste, ut & plerique è sequentibus : hue ergo
mitticur lector -horum cupidusj ibi noscet quid sint
ordines numerici, nempe, imitâtes, numeri natura-
les, trianguli, pyramides, triangulo-trianguli, &c.
Quae cùm perlegerit, facile hnec aflèquetur.

Hîc propriè ostenditur connexio inter numemm
cujusvis ordinis cum sua radice & exponente sus
ordinis, qua: talis est, ut ex his tribus, datis duo-
bus quibuílibet, tertius inveniatur. Yerbi gratiâ,
datâ radice & exponente ordinis, numerus ipse
datur • sic dato numero & fui ordinis exponente,
radix elicitur; nec non ex dato numero & radice,
exponens ordinis invenitur : hœc constituunt tria
priora problemata, quartum de summâ ordinum agit.

E z DE
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DE NU MER ICO RU M ORDINUM

C O M P OSITIONE:
Problema primum.

Datis nwneri cujuflibct radice & exponente ordinis}
componere numerum ?

|)Roductos numerorum qui prazcedunt radi-
cem, dividat productum totidem numerorum

quorum primus fit exponens ordinis : quotiens erit
quastitus numerus.

Propoíitum sit invenire numerum ordinis, verbi
gratiâ, tertii, radicis verò quintre.

Productus numerorum i, 2, 3, 4, qui pratce-
dunc radicem 5, nempe 24, dividat productum
totidem numerorum continuorum 3,4, 5, 6, quo¬
rum primus fit exponens ordinis 3, nempe 3 60 :
quotiens 15, est numerus quœsitus.

Nec difficilis demonstratio : eâdem eriim prorsus
constructione, inventa est, ad fiîiem Tractatûs
Trianguli Arithmetici, celiula quintae seriei per-
pendicularis, tertio; verò seriei parallèle 3 cujus
cellula; numerus, idem est ac numerus quintus
ordinis tertii, qui quœritur.

Potest autem & sic resolvi idem problema.
Productus numerorum qui piu'cedunt exponen-

tem ordinis, dividat productum totidem numero¬
rum
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rum continuorum quorum primus sir radix : quo-
tiens est qiuesitus.

Sic in proposiro exemplo, productus numéro-
rum 1, 2 , qui pracedunt exponencem ordinis 3,
nempe 2, dívidat productum totidem numerorum
5, 6, quorum primus sir radix 5, nempe 30 : quo-
tiens r 5, est numerus quíesitus.

Nec distert hxc constructio à prœcedente, nisi
in hoc solo, quod in altéra idem sic de. radice,
quod fit in altéra de exponente ordinis : perinde
ac si idem ester invenire, quintum numerum ordi-
nis tertii, ac tertium numerum ordinis quinti 3
quod quidem verum este jam ostendimus.

Hinc autem obiter colligere postumus arcanum
numericum 3 cùm enim ambo illi quotientes 15 v
sint iidem, constat, divisores este inter se ut di¬
videndes. Animadvertemus itaque :

Si sint duo quilibet numeri, productus omnium
numerorum primum ex ambobus propositis prœ-
cedentium, est ad productum totidem numerorum
quorum primus est fecundus ex his ambobus, ut
productus ex omnibus qui praecedunt secundum
ex illis ambobus, ad productum totidem nume¬
rorum continuorum quorum primus est primus
ex iis ambobus propositis.

Hœc qui prosequeretur & demonstraret, novi
fortassis tractatûs materiam reperiret nunc autem

quia extra rem nostram sunt, sic pergiraus.
E 3 DE
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DE NUMERICORUM ORDINUM

RE S O L UT 10 NE:
Problema II.

l)ato numero , ac exponente fui ordïnis 3 invenire
radicem ?

O t e s t autem ìk sic enuntiari.

Dato quolibet numero invenire radicem maximi
numeri ordinis numerici cujujlibet proposá3 qui
in dato numero contineatur?

Sit datas numerus quilibet, verbi gratiâ, 5 8,
ordo veto numericus quicunque propositas, verbi
gratiâ, fextus. Oportet igitúr invenire radicem
sexti ordinis numeri 5 8.

Exhibeatur ex & continue» Exponatur ex al-
unâ parte exponens terâ parte numerus
ordinis ... 6 datus ... 58

Multiplicetur ip- & continu» Multiplicetur ip-
se G, per numerum se numerus per 1,
7, proximè majo- sitque productus,
rem ; sitque pro- 116
ductus . . 42

M uîtiplicetiír if- & continue» Multiplicetur ip-
te productus per se productus per
proximè fequentem proximè sequentem

multiplicatorem
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3 3^

multiplicatorem 8,
fitque productus,

Multiplicetur if- & continuò Multiplicetur if-
te productus per
proximè fequeutem
multiplicatarem 9,
sitque productus,

te productus per
proximè fequentem
multipiicatorem 4,
sicque productus,

. . . . 3024 . . . . 1392

Et sic in infinitum, donec ukitnus productus
exponentis (3, nenipe 3014, major evadat quàm
ultimus productus numeri dati nempe 13 92 ; & tune
abfoluta est operatio : ultimus enim multiplicator
dati numeri, nempe 4, est radix qua: quserebatur.

Igitur dico numerum sexti ordinis cujus radix
est 4, nempe 56, maximum este ejus ordinis qui
in nurnero dato contineatur, feu dico numerum
sexti ordinis cujus radix est 4, nempe 5d, non elfe
majorem dato numero 5 S j numerum veto ejuf-
denn ordinis proximè majorem feu cujus radix est 5 »
nempe 116, este majorem numero dato 58.

Etenim productus iile ultimus numeri dati,
nempe 1392, factus est ex numero dato 58, mul-
tiplicato per productum numerorum 1, 2,3, 4 ,
nempe 24 ; productus verò praecedens hune ulti-
raum, nempe 348 , factus est-ex numero dato 58 ,
multiplicato per productum numerorum 1,2,3,
nempe 6. E 4 Ergo
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Ergo productus numerorum 6, 7, 8, non est

major producto numerorum 1,2,3, mulriplicato
per 58. Productus verò numerorum 6, 7 > 8 ,9, est
major producto numerorum 1,2,3,4, mulripli¬
cato per 5 8, ex conjlruclione.

Jam numèrus crdinis sexti cujus radix est 4,
nen:pe 5 6, multiplicacus per numéros 1,2,3, sequa-
tur producto numerorum 6, 7 , 8 , ex demonstratis
in Tractatu de Ordinibus numericis.

Sed productus numerorum 6,7,8, non est ma¬
jor ex ojlenfis , producto numerorum 1,2, 3, mul¬
riplicato per datum 5 8 3 igitur productus numero¬
rum 1,2,3, multiplicatus per 56, non est major
quàm idem productus numerorum 1, 2,3, mul¬
tiplicatus per datum 58. Igitur 56 non est major
quàm 58.

Jam fit 126, numerus ordinis sexti cujus radix
est 5. Igitur ipse 126, multiplicatus per produc¬
tum numerorum 1,2,3,4, aequatur producto nu¬
merorum 6,7, 8 , 9, ex Tractatu de Ordinibus nu¬

mericis. Sed productus ille numerorum 6,7,8,9,
est major quàm numerus datus 58 multiplicatus
per productum numerorum 1, 2, 3 , 4, ex ostenfis.
Igitur, numerus 126, multiplicatus per productum
numerorum x, 2,3,4, major quàm numerus
datus 5 8 multiplicatus per eundem productum nu¬
merorum 1, 2,3,4. Igitur numerus 116 est ma¬

jor quàm numerus datus 58,
ErgO
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Ergo numerus 5 6 sexti ordinis cujus radix est 4,
non est major quàm numerus datus \ numerus verò
116, ejusdem ordinis cujus radix 5 est proximè
major, major est quàm datus numerus.

Ergo ipse numerus 56, maximus est ejus ordi¬
nis qui in dato contineatur, & ejus radix 4 in¬
venta est. Q. E. F. E. D.

DE NUMERICORUM ORD1NUM
RESOLUTIONE:

Problema III.

Dato quolibet numero, & ejus radice} invenire
ordinis exponentem ?

TVTOn differt hoc problema à pnecedente-, radix
enim, & exponens ordinis, reciproce conver-

tuntur, ita ut dato numero, verbi gratiâ, 58, &
ejus radice 4, reperietur exponens fui ordinis 6,
eâdem methodo, ac si dato numero ipso 58, &
exponente ordinis 4, radix 6, esiet invenienda:
quartus enim numerus sexti ordinis idem est ac
sextus quarti, ut jam demonstratum est.

DE
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DE NUMERICORUM ORDINUM

S U M M Â:
Problema IV.

Propojìú cujuflïbet ordinis numericitot quot i/npe-
rakïtur; priorum numerorum fummam invenire?

TT^Rofositum fit invenire summam quinque,
verbi gratiâ, priorum numerorum ordinis,

verbi gratiâ, sextï.
Inveniatur ex prxcedente numerus quintus (quia

quinque priorum numerorum íumma requiritur)
ordinisscptinû, nempe ejus qui propofirum f-xtum
proximè sequitur : ipse satisfaciet problemati.

Nuraericorum enim ordinum generatio ralis est,
ut numerus cujusvis ordinis, xquetur íummx eorum
omnium ordinis pnecedentis quorum radices non
sunt suâ majores ; ita ut quintus septimi ordinis,
requetur, ex naturâ & generatione ordinum, quin¬
que prioribus numeris sexti ordinis, quod diífi-
cultate caret.

C o N c L u s i o.

Methodus quâ ordinum reíolutionem expe- ■
dio est generaliffima : verùm ipsam diù quxfivij
quíe primo sese obtulit ea est.

Si dati numeri quxrebatur radix tertii ordinis,
ita procedebam. Sumatur duplum numeri propojìú 3

ijìius
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ìjlius dupli radix quadrata inveniatur : h&c qu&Jita
ejl _, aut saltem ea qua unitate minor erìt.

Si dati numeri qtueritur radix quarti ordinis,
mulciplicetur numerus datus per 6, nempe per pro-
duclum numerorum 1,1,35 producti inveniatur radix
cubicaj ipsaj aut ea qum. unitate minor ejì, satissaciet.

Si dati numeri quteritur radix quinti ordinis,
multiplicetur datus numerus per 14, nempe perpro-
duclum numerorum 1, 1, 3,4, productique invenia¬
tur radix quarti gradûs : ipsa unitate minuta 3 satis¬
saciet problemati.

Et ita reliquorum ordinum radices quterebam,
constructione non generali, sed cuique propriâ
ordini 3 nec tamen ideo mihi omninò displicebat :
illa enim quâ resolvuntur potestates non genera-
lior est, aliter enim extrahitur radix quadrata,
aliter cubica, &c., quamvis ab eodem principio
vite illte diíFerentes procédant. Ut ergo nondum
generalis potestatum resolutio data erat, sic & vix
generalem ordinum resolutionem aísequi spera-
bam : conatus tamen expectationem superantes eam
quam tradidi prsbuerunt generaliffimam, & qui-
dem amicis meis, universalium solutionum ami-
toribus doctiffimis, gratiffimam 3 à quibus excita-
tus & generalem potestatum purarum resolutio¬
nem tentare, ad instar generalis ordinum resolu-
tionis, obtemperans quaesivi , & satis selicker
mihi contigit reperisse, ut infrà videbitur.

DE
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tg *4E± —~

DE NUMERO
CONTINUORUM PRODUCTIS,

Seu de riumcr'is qui producuntur ex mul-
tiphcatione numerorum ferle naiurali
procedentium.

"jVTU m e r i qui producuntur ex multiplicatione
numerorum continuorum à nemine, quod.

íciam, examinati sunt. ìdeo nomen eis impono
nempe, producii continuorum.

Sunt autem qui ex duorum multiplicatione for-
rnantur, ut iste 20 qui ex 4 in 5 oritur, & pos-
sent dici secundo speciei.

Sunt qui ex trium multiplicatione fofmantur,
ttt iste 12c qui ex 4 in 5 in G oritur & dici pos-
íent teriut speciei.

Sic quarta speciei dici postent qui ex quatuor
numerorum continuorum multiplicatione forman-
tur, & sic in infinitum : ita ut, ex multitudine mul-
tïpl'icatarum3 species nominationem exponentis sor-
tiretur ; & sic nullus ester productus prima; speciei,
nnllus est enim productus ex uno tantùm numeroc

Primum hujus tractatuli theorema, illud est quòd
obïter in pratcedente tractatu annotavimus y quod
quîerendoj reliqua ìnveniuius x imò Sc. genèralem

poteftatum
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potestatum resolutionem 3 adeò strictâ connëxione
fibi mutuo cohérent veritates!

P R O P O S r T I O PRIMA.

Si Jftnt duo numeri qu'dibct, producius omnium nu-
merorum primum pr&cedentium , est ad productum
totidem numerorum continuorum à secundo inci-
pientium : ut producius omnium numerorum secun-
dum pr&cedentium 3 ad producìum totidem nume¬
rorum continuorum à primo incipientium.
Sint duo numeri quilibet 5,8: dico productum

numerorum 1,2,3,4, qui prscedunt 5, nempe
24, esse ad productum totidem continuorum nu¬
merorum 8,9, 10, 11, nempe 7920 : ut produc¬
tum numerorum 1,2,3,4, 5,6, 7, qui prœce-
dunt 8 , nempe 5640, ad productum totidem con¬
tinuorum numerorum 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11,
nempe 1663200.

Etenim productus numerorum 5,1?, 7, ductus
in productum ist'orum 1,2,3,4, efficir produc¬
tum horum i,2,3,4,5,6,73& idem produc¬
ius numerorum 5, 6, 7, ductus in productum nu¬
merorum 8,9, 10, 11, efíìcit productum horum
5,6,7,8,9, 10, 113 ergo, ut productus nume¬
rorum 1, 2, 3 , 4, ad productum numerorum
1, 2, 3,4, 5, 6, 7 : ita productus numerorum
8,9, 10, 11, ad productum numerorum 5 , 6, 7,
í, 9, 10, 11. Q. E. D.

Propositio
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Propositio II.

Omnis produclus à quotlibet numeris continuis s est
multiplet producli à totidem numeris continuis
quorum primas est unitas ; £• quotiens est nume-
rus stguratus.
Sir productus quilibet, à tribus, verbi gratiâ,

numeris continuis 5, 6, 7, nempe 210, & pro¬
ductus totidem numerorum ab unitate incipien-
tium 1, 2, 3, nempe 6 : dico ipíiim 210 efíe mul-
tipiicem ipfius 6, & quotientem eíTe numerum
figuratum.

Etenim ipse 6, ductus in quintum numerum
ordinis quarti, nempe 3 5, atquatur ipíl producto
ex 5 , <?, 7, ex demonstratis in Tractatu de Ordi-
nibus numericis.

P r o p ositio III-

Omnis productus à quotlibet numeris continuis est
multiplex numeri eujufdam figuratif nempe ejus
cujus radix est minimus ex his numeris > expo-
nens vero ordinis est unitate major quàm mut~
titudo horum numerorum.

Hoc patet ex pracedente. Et unica utrique con¬
venir demonstratio.

M o N 1 T u M.

Ambo diviíores in his duabus propofitionibus
oítenli, taies sunt, ut alcer alterius sit quotiens.

Ita
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ctta ut quilibet productus à quotlibet numeris con¬
tinuis, divisas per productum totidem numero-
ruin ab unitate incipientium, ut secunda propo-
sitio docet fieri poíse, quotiens íìt numerus figu¬
rants in tertiâ propositione enuntiatus.

P R O 1' O S I T I O IY.

Omnis productus à quotlibet numeris continuis ab
unicate incipientibus } efi multiplex producli à quot¬
libet numeris continuis etiam ab unitate incipien¬
tibus quorum multitudo minor efi.
Sint quotlibet numeri continui ab unitate i, i,

3,4, 5, quorum productus 120, quotlibet autem
ex ipsis ab unitate incipientes i, 2, 3, quorum
productus 6 : dico 110 este multipiicem 6.

Etenim productus numerorum 1,1,3,4, 5 3
ex producto numerorum 1,2,3, multiplicato per
productum numerorum 4, 5.

Propositio V.

Gmnis productus à quotlibet numeris continuis ejl
multiplex producli à quotlibet numeris continuis
ab unitate incipientibus quorum multitudo minor est<
Etenim productus continuorum quorumlibet est

multiplex totidem continuorum ab unitate inci¬
pientium ex secunda ; sed ex quarta productus con¬
tinuorum ab unitate est multiplex producti con¬
tinuorum ab unitate quorum multitudo minor est.
Ergo, &c.

PrOI'OSITIQ
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Propositio YL

Productus quotlibct contìnuorum -, est ad producturri
totidem proximè majorum 3 ut mínimus multipli-
eatorum ad maximum*

•Sint quotlibet numeri 4, 5, 6,7, quorum pro¬
ductus 8 40 ; & totidem proximè majores 5, 6 , 7 , 8 ,

quorum productus 1680 : dico 840 este ad 1680,
ut 4 ad 8.

Etenim productus numerórum 4, 5, 6, 7, est
factus ex producto continuorum 5, 6,7, multipli-
cato per 45 productus verò continuorum 5,6,7,8,
factus est: ex eodem producto continuorum 5, 6,7,
multiplicato per 8. Ergo, &c.

Propositio VII.

Mínimus producius continuorum cujuflibét specieit
ille ejl cujus multiplicatores ab unitate incipiunt.
Verbi gratia, minimus productus ex quatuor

continuis factus, ille est: qui producitur ex quatuor
bis continuis 1,2,3,4, qui quidem multiplica¬
tores 1,2,3,4, ak unirate incipiunt. Hoc ex se
& ex pnecedentibus patet.

rA&t <

PRODVCTA
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P R O D U.C T A

CONTINUORUM RESOLVERE,

Seu Resoluùo numerorum qui ex numeris
progrejjìone naturalì procedentibus pro-
ducutitur.

Problema.

Dato quocunque namero, ïrivenire tot quot impera-
bku/'j numéros continuos ex quorum multiplica-
tione faclus numerus 3 fit Imaximus ejus fipecieì
qui in dato numero contineatur?

Oportet autem datum numerum non ejfe minorem pro-
ducío totidem numerorum ab unitate continuorum.

ip\ A t u s sit numerus, verbi gratiâ ,4335, opor-
teatque reperire, verbi gratiâ, quatuor numé¬

ros continuos ex quorum multiplicatione factus
numerus sit maximus qui in dato 4335 continea¬
tur, eorum omnium qui producuntur ex multi¬
plicatione quatuor numerorum continuorum :

Sumantur ab unitate tor numeri continui quot
sunt numeri inveniendi, nempe quatuor in hoc
exemplo, 1, 2, 3,4, quorum per produófcum 24,
dividatur numerus datas ; sitque quotiens 180. Ipsius
quotientis inveniatur radix ordinis numerici non

quidem quarti 3 sed sequentis, nempe qiànti 3 sitque
Tome V. F ea
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ea 6 3 ipse 6 est primus numerus, fecundus 7, tér-
tius 8, quartus 9.

Dico itaque productum quatuor numerorum G,
7,8, 9, este maximum numerum qui in dato con-
tineatur, id est : dico productum quatuor nume¬
rorum <5,7,8,9, nempe 3024, non este majo-
rem quàm numerum datum 43 3 5 3 productum verò
quatuor proximè majorum numerorum 7,8,9, 1 o,
nempe 5040, este tnajorem numéro dato 433 5.

Etenim ex demonstratis in Tractatu de Ordi-
nibus numericis, constat productum numerorum
1,2,3,4, feu 24, ductum in numerum quinti
ordinis cujus radix est 6, nempe 126, efficere nu¬
merum raqualem producto numerorum 6,7,8,9,
nempe 30243 similiter, & eundem productum nu¬
merorum 1,2,3,4, nempe 24, ductum in nu¬
merum ejusdem ordinis quinti cujus radix est 7,
efficere numerum arquaient producto numerorum
7, 8, 9, 10, nempe 5040.

Jam verò mimeras quinti ordinis cujus radix
est 6, nempe 126, cùm sir maximus ejus ordinis
qui in 180 contineatur, ex constructione patet ip-
fum 126 non este majorera quàm 180, numerum
verò quinti ordinis cujus radix est 7, nempe 210,
este majorera quàm ipsum 18 o.

Cùm verò numerus 4335 divifus per 24, de-
derit 180, quotientern patet 180 ductum in 24,
feu 4320, non este majorera quàm 433 5, sied aut

aequalem
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sequalem esse, aut disserre numero minore quàm 14.

Itaque cùm íìt 110 major quàrn r80 ex cons-
tructione, patet a 1 o in 2.4, feu 5 040, majorem esse
quàm 180 in z 4 feu 43 z o, & exceííùm esse ad mi¬
nimum 243 numerus verò datus 4335, aut ncn
excedit ipfum 43 zo, aut excedit numero minore
quàm 24. Ergo numerus 5040, major est quàm
datus 43353 id est produótus numerorum 7, 8,
9, 10, major est dato numero.

Jam numerus 116, non est major quàm 180»
ex constructione. Igitur 116 in 24, non est major
quàm 180 in 243 fed 180 in 24, non est major
dato numero ex osteníìs. Ergo 126 in 24, feu pro-
ductus numerorum 6, 7,8,9, non est major nu¬
mero dato 3 produótus autem numerorum 7, 8,
9, 10, ipso major est. Ergo, &c. Q. E. F. E. D.

Sic ergo exprimi potest 8c enuntiatio, 8c ge-
neralis construótio.

învtnìre tot quot imperabitur numéros progrefaone
naturali continuos 3 ex quorum multiplicatione ortus
numerus 3 fa maximus ejus fpeciei qui in dato
numero contineatur?

Dividatur numerus datus, per produótum toti-
dem numerorum ab unitate ferie naturali proce-
dentium quot funt numeri inveniendi 3 inventoque
quotiente, assumatur ipsius radix ordinis numerici
cujus exponens est unitate major quàm multitudo

F 2 numerorum
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numerorum inveniendorum : ipsa radix est primus.
numerus, reliqui per incrementum unitatis in
promptu habentur.

Hxc omnia ex naturâ rei demonstrari poreranr,
absque Trianguli Arithmetici aut ordinum nume-
sicorum auxilio j non tamen fugienda illa connexio
mihi visa est, prxsertim cùm ea sic qux lumen
primurn dédit. Et quod amplius est, alia demons-
ttatio laboriosior eíset, & prolixior.

NUMERICARUM POTESTATUM
GENE R ALIS RESOLUTIO.

E.n e r a l e m nurnericarum potestatum reso-
lutionem inquirenti, luxe mihi venit in men-

tem obsetvatio : nihil aliud este quaerere radicem
verbi gratiâquadratam datï numerij quim quxrere
duos numéros aquales quorum produclus aquetur nu¬
méro dato. Sic & quxrere radicem cubicam nihil
aliud este quàm quxrere tres numéros aquales quo¬
rum produclus fit datus, & sic de exteris.

Iraque potestatis cujustibet resolutio, est inda-
gâtio totidem numerorum xqualium, quot expo-
nens potestatis continet imitâtes, quorum produc-
t.irs xquetur clato numero; potestates enim ipsie nihil,
aliud sunt quàm xqualium numerorum prodncti.

M o N i T u M.

Sicut
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Sicut enim in pnecedenti tractatu, egimus de

numeris qui producuntur ex multiplicatione niinie-
rorum narurali progreslione procedentium, lie 8c
in hoc de potestatibus tractatu, agitur de numeris
qui producuntur ex multiplicatione numerorum
œqualium.

Visum est itaque quàm proximos este ambos
hos tractatus, & nihil este vicinius, prodaeto ex
«qualibus, quàm productum ex continuis solius
unitatis incremento differentibus.

Quapropter potestatum resolutionem generalem,
feu produclorum ex aqualibus resolutionem, non
mediocriter provectam este censui, cùm eam pro¬
duclorum ex continuis generalis resolutio prteces-
serit.

Dato enim numero, cujus radix cujufvis gradûs
quaeritur, verbi gratiâ, quarti j quieruntur quatuor
numeri atquales quorum productus œ quetu r dato;
si ergo inveniantur ex prœcedente tractatu, quatuor
continui quorum productus sequetur dato, quis non
videt, inventam éste radicem quassitam, cùm ea
sit unus ex his quatuor continuis ? minimus enim
ex his quatuorj quater sumptus & toties multipli-
catus manifeste minor est proclucto continuorum \
maximus veto ex his quatuor, quater sumptus ac
toties multiplicatus, manifesté major est producto
continuorum j radix ergo quœsita unus ex illis est.

Verùm latet adhuc ipsa in multitudine > reliquum
F 3 est
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est igitur ur eligátur, & discernatur quis ex con-
tinuis fatisfaciat quœitionì.

Huic pèrquisitioni nondum forte satis incubui,
crudam ramen meditarionem prcferam, aliàs, fi
digna videatur, diligentiùs elaborandam.

POSTVLATU M.

Hoc autem prsnotum eífe postule ; quae fit radix
quadrata numeri z, nempe i 3 etenim i efi radix
maximi quadrati in z consenti. Sic & quae sic radix
cubïca numeri 6, scilicet qui ex multiplications
trium numerorum x, z, 3, oritur3 nempe 1. Sic & quae
lit radix quarti gradûs numeri Z4, scilicet qui ex
multiplicatione quatuor numerorum 1, z,3, 4 ,oritur}
nempe z, & sic de caeteris gradibus. In unoquoque
enim peto nofci radicem, istius gradûs, numeri qui
prdducitur ex multiplicatione rot numerorum con¬
tinuorum ab unitate quot exponens gradûs propo-
siti continet unitates. Sic ergo in investigatione
radicis, yerbi gratia, decimi gradûs, postulo notam
eífe radicem istius decimi gradûs, numeri 3 6z88oo,
qui producitur ex multiplicatione decem priorum
numerorum x, z, 3, 4, 5, 6, 7 , 8, 9,10, nempe 5.
Et hoc uno verbo dici poteft. In unoquoque gradu,
postulo notam este radicem istius gradûs minimi
producti totidem continuorum quot exponens gra¬
dûs continet unitates 3 minimus enim productus
continuorum quotlibet, ilie est cujus multiplica-
tores ab unitate sumunt exordium.

Nec



GENERALIS R E S O t U T I O. 87
Nec fané molesta lixc petitio est j in unoquoque

enim gradu unius tantûm numeri radicem suppo-
no, in vulgari autem methodo, multò graviùs in
unoquoque gradu, novem priorum characterum ,
potestates exiguntur.

Notum sit ergo :
Producti numerorum 1, 1, nempe 1 rad. quadr. esse 1
Producti numeror. 1, 1, 3, nempe 6 rad. cub. esse 1
Producti num. 1,1,3,4, nempè 14 rad. 4 grad. esse i
Prod. num. 1,1,3,4, 5, nempe 110 rad. j grad. esse i
Pr. num. 1,1, 3,4, 5,6, nempe 710 rad. 6 grad. esse 1
Tr. n. 1,1,3,4,5,6,7, nera. 5040 rad. 7 grad. esse }
&c.

P R O B L E M A.

Dato quolibet numéro, invenire radicem propoJìtA
potejlatìs maxima qua in dato contineatur ?
Sit datus numerus, verbi gratiâ, 4355, & in-

venienda £t radix gradûs, verbi gratiâ, quarti
maximi numeri quarti gradûs feu quadrato-quadratì
qui in dato numero contineatur.

Inveniantur, ex praecedente tractatu, quatuor nu¬
meri continui ( quia quartus gradus proponitur)
quorum productus íit maximus ejus speciei qui
in 4335 contineatur, sintque ipsi 6, 7, 8, 9.

Radix quœsita est unus ex his numeris. Ut verò
difcernatur, sic procedendum est.

Sumatur ex postulato radix quarti gradûs numeri
qui producitur ex multiplicatione quatuor priorum

F 4 numerorum
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numerorum 1,2,3,4, nempe radix quadrato-qua-
drata numeri 24 qute est 23 ipse 2 cnm minimo
continuorum inventorum 6 unitate minuto nem-

pe 5 efficiet 7.
Hic 7 est minimus qui radix quaeíita este postit,

omnes enim inferiores íiint necestariò minores
radice quaeíita.

Jam triangulus numeri 4, qui exponens est pro-
postri gradûs quartij nempe 10, dividatur per ipsum
exponentem 4, sitque quotiens 2 (superfiuum di-
vifionis non euro ) : ipse quotiens 2, cum minimo
continuorum 6 junótus, efficit 8.

îpse 8 est maximus qui radix este postit, omnes
enim superiores sunt necestariò majores radice
quaeíîtâ.

Denique constituantur in quarto gradu ipsi extre-
mi numeri 7, 8, nempe 2401, 40 96, neenon
& omnes qui inter ipsos interjecli sunt, quod ad
generalem methodum diclum fit, lite enim ìiuíli inter
y & 8 interjacentj fied in remotijjìmis potefiatibus
quidam, quamvis perpauci, contingent.

Harum potestatum, illa quae aequalis erit dato
numero, fi ita eveniat 3 aut saltem quœ proximè
mínor erit dato numero, nempe 4096, satisfaciet
problemati. Radix enim 8 unde orta est, ea est
quee quaeritur.

Sic ergo institui potest & enuntiatio 8c gene-
ralis constructio.

Jnvenire
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Invenire numerum qui in gradu proposito confiitutus
maximus fit ejus gradûs qui in dato numero con-
tlncatur?

Inveniantur ex traclatu pracedenti tot numeri
continui, quot íunt unitates in exponente gradûs
propositi, quorum productus íìt maximus ëjus spe-
ciei qui in dato numero contineatur. Et aíTumpto
producto totidem continuorum ab unitate, inve-
niatur ejus radix gradûs propoíìti j ex pofiulato ipía
radix jungatur cum minimo continuorum inven-
torum unitate minuto : hic erit minimus extremus.

Jam triangulus exponentis ordinis per ipsum
exponentem divisus quemlibet praebeat quotien-
tem, qui cum minimo continuorum inventorum
jungatur : hic erit maximus extremus.

Ambo hi extremi ac numeri inter eos interpo-
fiti in gradu proposito constituantur.

Harum potestatum, ea qux dato numero erit
aut œqualis aut proximè minor satisfacit proble-
matì ; radix enim unde orta est, radix quasita est.

Horum demonstratìonem, paratam quidem, sed
prolixam etsi facilem, ac magis tœdioíam quàm
utilem supprimimus, ad illa, qu« plus afferunt
fructûs quàm laboris, vergentes.

COMBINATIONES.
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COMBIN ATIONES.
D EFIN1TIONE S.

/OOmbinationis nomen diversè à diveriîs

usurpatur -, dicam itaque quo sensu intelligam»
Si exponatur multitudo quatvis rerum quarum-

libet, ex quibus liceat aliquam multitudinem assa-
tnere, verbi gratiâ, íi ex quatuor rébus per litte-
ras Aj Bs C3 D, expreffis, liceac duas quasvis ad
libitum assumere : ílnguli modi quibus possunt eligi
du£ disserentes ex his quatuor obiatis, vocantur hîc
combinationes.

Experimento igitur patebit, duas posse assurais
inter quatuor3fex modis ; potest enim assumi A & B3
vel A & C y vel A & D3 vel B & C3 vel B & D3
vel C & D.

Non constituo A<kA3 inter modos eligendi duas,
non enim essent disserentes} nec constituo A & B3
& deinde B Sc A, tanquam disserentes modos 3

ordine enim solummodò différant, ad ordìmm au-
tem non attcndo : ita ut uno verbo dixisse pote-
ram, combinationes hîc considerari quae nec mu-
tato ordine procedunt.

Similiter experimento patebit, tria inter qua¬
tuor3 quatuor modis assumi posse, nempe ABC3,
ABDy ACDy B CD.

Sic
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Sic & quatuor in quatuor3 unico modo aííumi

posse, nempe AB CD.
His igitur verbis utar :

1 in 4 combinatur 4 modis feu combinationibus.
2 in 4 combinatur 6 modis feu combinationibus.
3 in 4 combinatur 4 modis feu combinationibus.
4 in 4 combinatur 1 modo feu combinatione.

Summa autem omnium combinationum quas fieri
poífunt in 4 est 15 ; fumma enim combinationum
1 in 4, & 2 in 4, 6c 3 in 4, & 4 in 4, est 15.

Lemma p r i m u m.

Numerus quilibet non combinatur in minore.
Verbi gratiâ, 4 non combinatur in 2.

Lemma II.

1 in 1 combinatur 1 combinatione«
1 in z combinatur 1 combinatione.

3 in 3 combinatur 1 combinatione.
Et sic generaliter omnis numerus siemel tanthm

in aquali combinatur.
Lemma III.

1 in 1 combinatur x combinatione.
1 in 1 Combinatur 2 combinationibus.
1 in 3 combinatur 3 combinationibus.

Et generaliter unitas in quovis numero toties
combinatur quoties ipsie contìnet unitatem.

Lemma
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Lemma IV»

Si fint quatuor numcrì , prìmus ad libitumy fiecun-
dus unitate major quàm primas y tertius ad libi¬
tum modo non fit minor secundo , quartas unitate.
major quàm tertius • multitudo combinationum pri-
nù in tertio 3 plus multitudine combinationum fie-
cundi in tertio, aquatur multitudini combinatio¬
num fiecundi in quarto.

Sint quatuor numeri ut dictum est :
Prìmus ad libitum, verbi gratiâ . . . . i.
Secundus unitate major nempe . . . . 2.
Tertius ad libitum modo non íit minor quàm

íecundus, verbi gratiâ 3.
Quartus unitate major quàm tertius' nempe 4.

Dico multitudinem combinationum 1 in 3, plus
multitudine combinationum 2 in 3 , sequari mul¬
titudini combinationum 2 in 4. Quod ut paradi-
gmate fiat evidentius:

Áffumantur tres characteres, nempe B, C, D,
|am verò assumantur iidem tres characteres & unus
pnetèreà, A, B, C, D; deinde aíTumantur com-
binatìones unius litterae in tribus, B, C, D, nempe
B, C, D; aíTumantur quoque omnes combinatio-
nes duarum litterarum in tribus B, C, D, nempe
B C, B D , CD ; denique aíTumantur omnes corn-
binationes duarum litterarum in quatuorA, B, C, D,
nempe AB, A C, A D, B C, B D, CD.

Dico
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Dico iraque, tot este combinationes duarum lit—
terarum in quatuor A3 B, C, Z), quot sunt duarum
in tribus Bj Cj Dj tic insuper quot unius in tribus
B, C, D.

Hoc manifeftum est ex generarione combina-
t-ionum; combinationes enim duarum in quatuor
formantur, partim ex combinationibus duarum in
tribus j partim ex combinationibus unius in tribus •
quod ita evidens íìet.

Ex combinationibus duarum in quatuor 3 nempe
AB3 AC3 A D3 BCj B D3 C D3 quaedam sunt in
quibus ipsa littera A usurpatur, ut istae AB3 A C,
AD ; quidam quae ipsâ A carent ut istce BC3 B D3
CD.

Porro, combinationes illae B C, B D3 C D3 dua¬
rum in quatuor A, B3 C3 D. qute ipso A carent,
constant ex reíìduis tribus B3 C3 D; sunt ergo com¬
binationes duarum in tribus B3 C3 D; igitur com¬
binationes duarum in tribus B3 C3 D3 sunt quoque
combinationes duarum in quatuor A 3 B 3 C3 D 3

nempe illce qua: carent ipso A.
Iliîe verò combinationes AB3 AC3 AD3 dua¬

rum in quatuor A3 B3 C, Z?, in quibus A usurpatur,
si ipso A spolientur, relinquent residuas litteras
B3 C3 D3 qua: sunt ex tribus litteris B3 C, D3 sunt-
que combinationes unius littera: in tribus B3 C, D;
igitur combinationes unius littera: in tribus B3 C, D3
nempe B3 C, Ds ascito A3 eíSciunt A B3 AC3AD}

quae
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qua: constituunt combinationes duarum litterarúítt
in quatuor A3 B3 C3 D3 in quibus A usurpatur.

Igitur combinationes duarum litterarum in qua¬
tuor A3 B3 C3 Dy formantur partim ex combina-
tionibus unius in tribus By C, Dy partim ex corn-
binationibus duarum in tribus B} C y D; quare mul-
titudo primarum aequatur multitudini reliquarum.
Q. E. D.

Eodem prorsus modo in reliquis ostendetur
exemplisj verbi gratià:
Tot elfe combinationes numeri ... 29 in 40.

quot sunt combinationes numeri ... 29 in 39.
& insuper quot sunt combin. numeri 28 in 59.

Quatuor enim numeri 28, 29, 39, 40, con-
ditionem requiíitam habent.
Sic tot sunt combinationes numeri . . 16 in 56.
quot sunt combinationes numeri . . . 1G in 5 5.
ac insuper quot sunt combin. numeri 15 in 55.
&c.

LEMMA V.

In omni Triangulo Arithmetico fumma cellularum
seriei cujujlibety oquatur multitudini combinatio-
num exponentis seriei 3 in exponente triangulu
Sit triangulus quilibet, verbi gratià, quartas

GDk: dico summam cellularum seriei cujusvis,
verbi gratià, secundo, ç -f- 4+9, aequari multitudini
combinationum numeri 2, exponentis secundo se¬
riei y in numéro 4, exponente quarte trianguli.

Sic
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Sic cììco íummam cellularum seriei, verbi gra¬

cia, quints triangali, verbi gracia, oclavi,aquari mui-
îitudini combinationum numeri 5 in numero 8, &c.

Quamvis infinki fuit hujus propositionis cafus,
fane enim infiniti trianguli, brevirer ramen de-
ìnonstrabo, pofítis duobus assumpeis.

Primo, quod ex se paret, in primo trìangulo eam
proportionem contingere : summa enim cellularum
unicae face seriei, nempe numerus primas cellulas G3
id est uniras, cequatur multitudini combinationam
exponentis seriei, in exponente trianguli; hi enim
exponentes sunt imitâtes ; uniras verò in unitace
unico modo ex Lemmate 1 hujus combinatur.

Secundo, Jî ea proportio in aliquo trìangulo con-
tingat ; id ejl fi summa cellularum uniuscujuscunque
seriei trianguli cujusdam, aquetur multitudini com-
íínationum exponentis seriei in exponente trianguli
dico & eandem proportionem in trìangulo proxìmè
sequenti contingere.

His aíïumpris, facilè ostendetur in íìngulis trian-
gulis eam proportionem contingere ; contingit enim
in primo, ex primo assumpto ; immò & manifesta
quoque ipsa est in secundo trianguio; ergo ex se¬
cundo asumpto & in sequenti triangulo contingit,
quare & in sequenti & in infinitum.

Totum ergo negotium in secundi aísumpri de-
monstratione consistit, quod ita expedietur.

Sir triangulus quilibet, verbi gratiâ, tertius in
quo
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quo supponitur hxc proportio, id est, summattt
cellularum seriei prima G a -f- m œquari muiti¬
tudini combinationum numeri i, exponentis seriei,
in numero 3 , exponente trianguli ; summam verò
cellularum secundo, seriei ? -b 4 œquari muititudini
combinationum numeri z 3 exponentis seriei 3 in nu¬
mero 3, exponente trianguli; summam verò cellu¬
larum tertio seriei s nempe cellulam A3 xquari
combinationibus numeri 3 , exponentis seriei, in 3

exponente trianguli : dico & eandem proportionem
contingere & in sequenti triangulo quarto3 id est,
summam cellularum, verbi gratiâ, secundo, seriei
? + 4+ 5) aequari muititudini combinationum
numeri 1, exponentis seriei in numero 4, expo¬
nente trianguli.

Etenim ? -b d xquatur muititudini combinatio¬
num numeri z in 3 ex hypothes; cellula verò û
xquatur, ex generatione trianguli arithmetici3 cellulis
G-h r -f- v \ has verò cellula: aequantur ex hypothes
muititudini combinationum numeri 1 in 3. Ergo
cellula: ® -+- 4 -h S squantur muititudini combina¬
tionum numeri z in 3 , plus muítitudine combi¬
nationum numeri 1 in 3 3 ha: autem muititudines
aequantur, ex quarto Lemmate hujus, muititudini
combinationum numeri z in 4. Ergo íumma cel¬
lularum ç -Ç- 4 -b 5 rrquatur muititudini combi¬
nationum numeri z in 4. Q. E. D.

Idem
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Idem Lemma V problemadcè enuntiatum.
JDatis duobus numerìs in&quálibus } invenire in trian-

gulo arithmetico quot modis minor in majore
combinetur?

Propoíìti sint duo numeri, verbi gratiâ ,4 8c 6,
oportet reperire in triangulo arithmetico quot mo¬
dis 4 combinetur in 6.

Prima Met h o du s.

Summa cellularum quarta seriei sextï trianguli,
fatisfacir, ex pracedente , nempe cellula D—|— E H— Fs

Hoc est numeri 1 -H4~h 1 o, feu 15 : ergo 4in G
combinatur 15 modis.

S ecu n da Met h o du s.

Cellula quinta , basis feptima K, fatisfacir; illi
numeri 5,7, sunt proximè tnajores his 4, 6.

Etenim illa cellula, nempe K3 feu 15, tequatur
fummae cellularum quarta seriei sexti trianguli
D-\~E~\-Fj ex generatione.

M o n 1 t u m.

I11 basi septimâ funt feptem cellule, nempe
V> Q, Kj p, N, £, ex quibus quinta assumenda
est; potest autem ipfa duplici modo astumi, funt
enim duse bafis extremitates V3 £ : íi ergo ab extre-
mo V inchoaveris, erit V prima, Q fecunda,
K tertia, p quarta, \ quinta qua'fita. Si verç à £ in-

Tome F. G cipias,
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cipias, eric £ prima, N secunda, ^ tertia, p quarta,
K quinta quœsita : sunr igitur dus qus poflunt di-
ci, quinta ■ sed quoniam ipscc sunt aequè ab extremis
remots, ideòque reciprocs, sunt ipse esdemj
quare indifFerenter assumi alterutra potest, & ab
alterutrâ basis extremitate inchdari.

M o N i T u M.

Jam satis patdt, quàm bene ccnveniant combi-
nationes & triangulus arithmeticus, & ideò, pro-
portiones inter fériés, aut inter cellulas trianguli
observatas, ad combinationum rationes protendi,
ut in sequentibus videre est.

Propositio prima.

■Duo quilibet numeri3 aquè combinantur in eo quod
amborum aggregatum ejl.

Sint duo numeri quilibet z, 4, quorum aggre¬
gatum 6 : dico nùmerum 2 toties combinari in 6,
quoties ipse 4 in eodem 6 combinatur, nempe Jìn-
gulosj modis 15.

Hoc nihil aiiud est quàm eonsectatio 4 trian¬
guli arithmetici, & potest hoc uno verbo demons-
trarij cellula enim reciprocA sunt eadem. Si verò
ampliori demonstratione egere videatur, hsc satis-
faciet.

Multitudo combinationum numeri 2 in 6 aequa-
tur ex 5 Lemmate, seriei secunda trianguli sexti,

nempe
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trempe cellulis feu celiulas f;
sic multitude) quoque combinationum numeri 4
in 6 arquatur, ex eodem3 seriei quarta triangulisexû3
nempe cellulis D -\-E-E-Ft feu cellulx K; ipsa
verò Kj est reciproca ipíìus f, ideoque ìpíì sequa*
lis j quare & multitudo combinationum numeri 1

in 6, aiquatur multitudini combinationum nume¬

ri 4 in 6, Q. E. D.

CoRollarîuM.

Ergo omnis numerus tories combinatur in proximè
majorij quot funt imitâtes in ipso majori.

Verbi gracia, numerus 6 in 7 combinaturseptïest
& 4 in 5 quinquiesj &c. Ambo enirn numeri 1,6,
aiquè combinantur in aggregato eorum 7, ex propo¬
se10 ne hac 1} fed 1 in 7 combinatur fepties, ex Lem-
mate 3. Igitur 6 in 7 combinatur quoque fepties.

Propositio II.

Si duo numeri combinentur in numero quod ambùrum
aggregatum efi unitate minuto ; multitudïnes com¬
binationum erunt inter se 3 ut ipfi numeri rcciproce.
Hoc nihil aliud est quàm corifectatiò 17 trian¬

guli arithrnetici.
Sint duo quilibet nurfieri 3,5, quorum fumma 8,

unitate minuta, est 7 : dico multitudinem combi¬
nationum numeri 3 in 7, esse ad multitudinem
combinationum numeri 5 in 7, ut 5 ad 3.

G 1 Multitudo
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Multitudo enim combinationum numeri 3 in j 'y

ícquatur, ex 3 Lemmate, tertia seriei septìmi trian¬
guli arithmetici, nempe feu
3 5. Multitudo autemcombinationum numeri 5 in7,
a'qnatur, ex eodem quinta seriei ejusdem septìmi
trianguli, nempe H-\-M-\-K3(e\x 113 in triangulo
autem septimo 3 sériés quinta & tertia sunt inter se
ut 3 ad 5, ex conseclatione 17 trianguli arithme-
tici3 aggregatum enim exponentium serierum 5,3,
nempe 8, aquatur exponenti trianguli 7 unitate
aucto.

Propositio III.

Si numerus combinetur 3 primo in numero qui fui
duplus efl3 deinde in ìpsomet numero duplo uni¬
tate minuto 3 prima combinationum multitudo 3

secundo dupla erit.

Hoc nihil aliud est quàm consectatio 10 trian¬
guli arithmetici.

Sit numerus quilibet 3, cujus duplus 6, qui
unitate minutus, est 5 : dico multitudinem combi¬
nationum numeri 3 in 6, duplam esté multitudi-
nis combinationum numeri 3 in 5.

Poíïem uno verbo dicere omnis enim cellula di-
*

viderais dupla eft pr&cedentis còrradicalis : sic autem
demònstro.

Multitudo enim combinationum numeri 3 in 6,
arquatur, ex 5 Lemmate 3 cellula: 4 basis 7, nempe p,

Jeu
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• feu zo ; quas quidem p, médium baíis occupât lo-
cum, quod inde procedit quod 3 fit dimìdium G y

unde fit ut 4 proximè major qudm 3 , médium occu-

pet locum in numero 7 proximè majori qudm G. Igi—
tut ipía cellula quarta p est in divicìente ; quare du-
pla est cellulce F3 feu a, ex 1 o conseclatione trian¬
guli arithmeticiy quas quidem a est quoque quarta
cellula baíis sexta j ideòque ex Lemmate 5, ipsa a
feu Fj œquatur multitudini combinationum nu-
meri 3 in 53 ergo multitudo combinationum 3 in G
dupla est multitudinis combinationum 3 in 5.
Q. E. D.

Proposi'tio IV.

Si fint duo numeri proximi, & alius quilibet in utro-
que combinetur, multitudo combinationum qua

'

fiunt in majore 3 erit ad alteram multitudinem, ut
major numerus ad ipfiummet majorem dempto eo
qui combinatus efi.

* Sint duo numeri unitate diíFerentes 5, G 3 8c
alius quilibet z combinetur in 5, & deinde in G :
dico multitudinem combinationum ipíius z in G y

eífe ad multitudinem combinationum ipíius z in 5,
ut G ad G — z.

. Hoc ex 13 confectatione trianguli arithmetici
est manifestum & sic ostendetur.

Multitudo enim combinationum ipsius z in G,
sçquatur íumtrce cellularum feriei z trianguli G y

G 3 nempe



16% CeMBINAtISNIá.

nempe 5 -p- 4 -4- 9 -f- R -S3 ex Lemmate 5, hoc est
celluloe |, feu 15. Sed, ex eodem 3 multitudo com-
binationum ejufdem 2 in 5, aequatur fummat cel¬
lularum seriei 2 trianguli 5, nempe ®4r-4--f-9-+-iï>
feu cellulœ », feu 10; est autem eellula \ ad »
ut ó ad 4, hoc est ut 6 ad 6 —- 2, ex 13 con-
sectatione trianguii arithmetici.

Propositio V.

Si duo numeri praximi3 in alio quolibet combinen-
tur3 erit multitudo combinationum minons, ad
alteram3 ut major numerus combinatus 3 ad nu-
merum in quo ambo ecmb'mati sunt dempto mi¬
nore numero combinqto.

Si nt duo quilibet numeri proximi 3,4, alius
quilibet 6 : dico multitudinem combinationum mi¬
nons 3 in G, este ad multitudinem combinatio¬
num majoris 4 in G, ut 4 ad G — 3.

Hrec cum x 1 confectatione trianguli arithmetici
convenir & sie ostendetur.

Multitudo enim combinationum numeri 3 ìn G,
asquatur, ex Lemmate 3, fummœ cellularum seriei 3
trianguli G, nempe A B C-f- ® > feu cellule p,
feu 20. Multitudo verò combinationum numeri 4
in G, arquatur, ex eodem, fummœ cellularum seriei 4
trianguli G, nempe D -f- E -H F3 feu cellulœ K3
feu 15 3 est autem p ad K ut 4 ad 3 , feu ut 4 ad
6 ■—■ 3, ex confectatione 11 trianguli arithmetici.

Propositio
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Propositio VI.

Si fint duo numeri quilibet quorum minor in majore
combinetur3 Jint autem & alii duo his proximè
majores quorum minor in 7najore quoque combi-
netur: erunt multitudines combinationum interse 3

ut hi ambo uitimi numeri.

Sint duo quilibet numeri 2 > 4, alii verò his
proximè majores 3,5: dico multitudinem combi¬
nationum numeri 2 in 4, esse ad multitudinem
combinationum numeri 3 in 5, ut 3 ad 5.

Consectatio 12 trianguli arithmetici hanc con-
tinet & sic demonstratur.

Multitudo enim combinationum ipsius 2 in 4,

jequatur, ex Lemmate 5, fumma» cellularum seriei 2
trianguli 4, nempe ? -1-4-1-9, feu cellulas C, feu 6.
Multitudo verò combinationum numeri 3 in 5,

œquatur, ex eodem, fummae cellularum seriei 3,
trianguli 5, nempe 3 feu cellulse Fy
feu 103 est autem C ad F, ut 3 ad 5, ex 12 con-
fectatione trianguli arithmetici.o

Lemma VI.

Summa omnium cellularum bafis trianguli cujuflibet
arithmetici unitate minuta 3 œquaturfumais. omnium
combinationum qus ficri pojsunt in numero qui
proximè minor est quàm exponens bafis.
Sit triangulus quilibet arithmeticus, verbi gratiâ ,

G 4 quintus
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quintus GH u : dico summam cellularum suœ baísS
H-+-E-\-C-\-R-+-[/, minus unitace, feu minus
unâ ex extremis H vel «, œquari summse omnium
combinationum qutè fieri poíTunt in numéro 4 qui
proximè minor est: quàm exponens basis 5. Id est:
dico summam cellularum R -f- C-f- E H [sup¬
prime) enim extremam (j. ) id est 4 —j— 4 —1— 1,
feu 15, œquari muítitudini combinationum nu-
meri 1 in 4, nernpe 43 plus multitudine combi¬
nationum numeri 2 in 4, nempe 6 3 plus multi¬
tudine combinationum numeri 3 in 4, nempe 4;

plus multitudine combinationum numeri 4 in 4,
nempe 1. Qus quidem sunt omnes combinationes qu&
fieri pofiunt in 4 3 fiuperìores enim numeri 5, 6,7, &c.
non combinantur in numero 4 : major enim numerus
in minore non combinatur.

Multitudo enim combinationum numeri 1 in 4,

íequatur, ex 5 Lemmate} cellulas 2 basis 5, nempe Ii}
feu 4. Multitudo veto combinationum numeri 2
in 4, aequatur cellulœ 3 basis 5 , nempe C, feu 6.
Multitudo quoque combinationum numeri 3 in 4,
tequatur cellule 4 basis 5, nempe E 3 feu 4. Mul¬
titudo denique combinationum ntimeri 4 in 4,
atquatur cellulœ 5 basis 5, nempe Hj feu 1. Igitur
fumma cellularum basis quints, demptâ extremâ feu
unitate, tequatur fumma: omnium combinationum
qux poíTunt fieri in 4.

Propositio



C O M B I N A T I O N E S. IO5

Propositio VII.

Summa omnium combinaùonum qua fieri poffunt in
numero quolibet 3 unitate aucla3 ejl numerus pro-
greJJIonis dupla qua ab unitate fiumit exordium y
quippe ille cujus exponens ejl numerus proximè
major quàm datus.
Sit numerus quilibet, verbi gratiâ, 4 : dico íum-

mam omnium combinationum quae fieri poíTunt in 4,
nempe 15, unitate auctam, nempe 1G, eíTe numerum
quintum ( nempe proximè majorem quàm quartum )
progreffionis duplx qux ab unitate sumit exordium.

Hoc nihil aiiud est quàm 7 consectatio trian-
guli arithmetici, & sic uno verbo demonstrari pos-
set, omnis enim bafis efi numerus progreffionis du-
pla : sic tamen demonstro.

Summa enim combinationum omnium qux fieri
poíTunt in 4, unitate aucta, aequatur, ex Lemmate G,
sunnite cellularum basis quintet ■ ipsa verò basis est
quintus numerus ptogreflionis duplae quae ab unitate
sumit exordium, ex 7 consectatione trianguli arith¬
metici.

Propositio VIII.

Summa omnium combinationum qua fieri pofiunt in
numero quolibet unitate aucta y dupla efi summa
omnium combinationum qua fieri poffunt in nu¬
mero proximè minore unitate aucla.
Hoc convenir cum G consectatione trianguli arith¬

metici ,
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metici, nempe omnis bafis dupla efi pr&cedcnt'a:
íìc autem ostendemus.

Sint duo numeri proximi 4,5: dico summam
combinationum qua: fieri poísunt in 5, nempe 3 1,
unitate auctam, nempe 31, este duplam summat
combinationum qua fieri poísunt in 4> nempe 15,
unitate auóbe, nempe xi.

Summa enim combinationum quae fieri poísunt
in 5, unitate aucta, aequatur, .ex pr&cedente, sexto
numero progreílìonis duplae. Summa verò combi¬
nationum qua: fieri poísunt in 4, unitate aucta,
«equatur, ex eâdem, quinto numero progreílìonis-
duplan Sextus autem numerus progreílìonis dupla,
duplus est proximè pracedentis, nempe quinti.

Propositio IX.

Summa omnium combinationum qua fieri pojfiunt in
quovis numero unitate minuta, dupla efil fiumm&
combinationum qu<& fieri pojfiunt in numero proximè
minori.

Hiec cum prarcedente omnino couvenit.
Sint duo numeri proximi 4, 5 : dico summam

omnium combinationum qure fieri poísunt in 5 ,

nempe 3 1, unitate minutam, nempe 3 o, esse du-
pîám omnium combinationum qua: fieri possunt
in 4, nempe 15.

Etenim exprécédente summa combinationum qu£
fiunt in 5, unitate aucta, dupla est summa com¬

binationum
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binationum qua; fiant in 4, unitate aucta: : si ergo
ex núnori summâ auferatur imitas, & ex duplâsum¬
mâ auferantur duac imitâtes, reiiquum sumrai du¬
pla , nempe summa combinationum qua siunt in 5
unitate minuta, remanebit dupla résidai alterius
summa:, nempesumma combinationum qua fiant in 4.

Propositio X.

Summa omnium combinationum qua fierí possunt in
quolibet numero , minuta ipsomet numero , aquatur
summa omnium combinationum qua fieri pofiunt
in fingulis numeris propofito minoribus.
Híec cura. 8 consectatione trianguli arithmetici

concnrrit qua: sic habet, bafis qualibet unitate mi¬
nuta, aquatur summa omnium pracedentium. Sic
autem oílendo.

Sit numerus quilibet 5 : dico summam omnium
combinationum qua: possunt fieri in 5, nempe 31
ipso 5 minutam, nempe 16, xcquari summa: om¬
nium combinationum qua; possunt fieri in 4, nem¬
pe 15 3 plus summâ omnium qua; possunt fieri in 3,
nempe 73 plus summâ omnium qua; possunt fieri
in 2, nempe 3 3 plus eâ quce potest fieri in 1,
nempe 1, quarum aggregatus est 2 6.

Etenim proprium numerorum hujus progreíîìo-
nis dupla: illud est, ut quilibet ex ipsis, verbi gra-
tiâ, sextus 3 2, exponente suo minutus, nempe 6,
id est 16, atquetur summa: inseriorum numerorum

hujus
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hujns progreffionis, nempe i —f— 8 —}— 4 —î— ^ ï
unitateTninutorum, nempe 1 5 -+- 7 -H 3 H-i-f-o,
nempe 16. Unde facilis est demonstratio hujus
pròpoíîtionis.

Problema p r i m u m.

Dato quovis numéro 3 invenire summam omnium
combinationum quœ. in ipso fieri pojsunt. Absque
triangulo arithmetico.
Numerus progreffionis duplx quae ab unitate

fanait exordium cujus exponens proximè major est
quám numerus datus, satisfaciet problemati, modo
únitate minuatur.

Sir numerus datus, verbi grariâ, 5, quasritur
fumma omnium combinationum qu;c in 5 fieri
postant.

Numerus sextus progreffionis duplac quat ab uni¬
tate incipit, nempe 3 i , unitate minutus, nempe 31
fatisfacit, ex Lemmate 6 3 ergo poffiint fieri 31
combinàtiones 111 numero 5.

Problema II.

Datìs duohus numeris inaqualibus , invenire quot
modis minor in majore combinetur. Absque trian-

. gulo arithmetico.
' Hoc est propriè ultimum problema Tractatûs

Trianguli Arithmetici, quod fie resolvo.
Produdtus numerorum qui prtecedunt diíferen-

tiam
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riam datorum unitate auctam, dividat productum
totidem numerorum continuorum quorum primus
íit minor datorum unitate auctus : quotiens est
cjusesitus.

Sint dati numeri i, 6 : oportet invenire quot
modis z combinetur in G.

AíTumatur eorurn differentia 4 qua? unitate aucta
est 5. Jam aíïumanrur omnes numeri qui prcece-
dunt ipsum 5, nempe 1 , z, 3, 45 quorum pro¬
ductif sit z 4. AíTumantur totidem numeri conxi-
nui quorum primus sit 3, nempe. proximè major
quam z qui minor efi ex ambobus datis y nempe 3,4,
5, 6, quorum productif 360, dividatur per prœ-
cedentem productum zq: quotiens 15 est numerus
quaesitus. Ita ut numerus z combinetur in 6, modis 1 5
differentibus.

Nec difficilis demonstratio. Si enim qureratur in
triangulo arithmetico quot modis z combinetur
in 6, aíïumenda est cellula 3 basis 7, ex Lem-
mate 5, nempe cellula \, & ipsius numerus exponet
multiriidinem combinationum numeri z in G. Ut
autem inveniatur numerus cellulce \ cujus radix est 5,
& exponens seriei 3 , oportet, ex problemate trian-
guli arithmetici y ut produclus numerorum qui prace-
dunt 5, dividat producium totidem numerorum con¬
tinuorum quorum primus Jìt 3, & quotiens erit nu¬
merus celluh | \ sied idem divisor ac idem divi¬
dende in constructions hujus propositus est, quare

&
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êc eundem quotientem íortita est divisio j ergo in
hac constructione repertus est numerus cellulse f,
quare & exponens multitudinis combinadonum
numeri z in 6, quce quœrebatur. Q. E. F. E. D»

M o N i T u M.

Hoc problemate tractatum hune absolvere cons-
titueram, non tamen omninò íine molestiâ, cum
multa alia parata habeamj sed ubi tanta ubertas, vi
moderanda est famés : his ergo pauca hac subji-
ciam. .

Eruditiffimus ac rhihi chariffimus, D. D. de Ga~
nieres, cirCa combinationes, affidúo ac perutili la-
bore , more suo, incumbens , ac indigens facili
constructione ad inveniendum quoties numerus da-
tus in alio dato combinetur, hanc ipse sibi pra-
xim instituir.

Datis numeris, verbi gratiâ, z, G, invenire quot
modis z combinetur in G.

Affirmâtur, inquit3 progreffio duorurn rerminorum
quia minor numefus ejl z, inchoando à majore G,
ac retrogrediendo , séLt detrahendo unitatem ex
unoquoque término, hoc modo G, 5 j deinde as¬
sumâtur altéra progreffio inchóando ab ipso mino¬
re z ac similiter retrogrediendo hoc- modo z, 1.
Multiplicenrur invicem numeri primae prûgreffio-
nis 6, 5, sitquè próductus 30. Muldplicent-ur &
numeri secuiida: progf&ffionis 2,1, Íítque produc-

tus
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îus t. Dividatur major productus per minorem :
quotiens est qœesitus.

Excellentem hanc solutionem ipse mihi osten-
dit, ac etiam demonstrandam proposait j ipsam egô
sanè miratus sum, sed diííìcaltare territus vix opus

suscepi, & ipíi authori relinquendum existimavi ;
attamen trianguli arithmétici auxilio, sic procíivis
fada est via.

In 5 Lemmate hujus, ostendi numerum cellule f,
exponere multitudinem combinationum numeri z
in 6 j quare ipíìus reciproca ceiluìais eundem nume¬
rum continebit. Verìim cellula ipsa K efi quoáens
divifionìs in quâ produclus numerorum i, i, qui pra-
cedunt 3 radicem ceiluU K j divìdit producium toti-
dem numerorum continuorum quorum primus efi 5 ex-

ponenssefiei cellula K j nempe numerorum 5, 6. Sed
ille divisor ac dividendus sunt iidem ac ilii qui
in constructione amici sunt propoíìti \ igitur eun¬
dem quotientem sortitur diviiio, quare ipse expo-
nit multitudinem combinationum numeri z in 6,

qua: quícrebatur. Q. E. D.
Hac demonstratione aísecutâ, jam reliqua qme

ínvitus supprimebam libenter omitro , adeò dulce
est amicorum memorari.

POTESTATUM
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POTESTATUM NUMERICARUM

S U M M A.
M O N I T U M.

TT"^ A t i s , ab unitate, quotcunque numeris eon*
tinuis, verbi gratiâ ,1,1,3,4, invenire íum-

mam quadratorurrf eorum, nempe 1 —J— 4—[——f— 16,
îd est 30, tradiderunt veteres 3 imò etiam & sum-
mam cuborum eorundem 3 ad reliquas verò potes-
tates non protraxerunt suas methodos, bis solum-
modò gradibus proprias. Hîc autem exhibetur, non
soiíim summa quadratorum, & cuborum, sed &
quadrato-quadratorum, & reliquarum in infinitum
potestatum. Et non solùm à radicibus ab unitate
continuis, sed à quolibet numero initium sumen-
tibus, verbi gratiâ, numerorum 8 , 9, 10, &c. Et
non solùm numerorum qui progreílìone naturali
procedunt, sed & eorum omnium qui progreílìo¬
ne, verbi gratiâ, cujus difserentia est 2, aut 3,
aut 4, aut alius quilibet numerus , formantur, ut
istorum 1,3, 5 , 7, &c. vel horum 2,4,6,83
qui per incrementum binarii augentur, aut 1m-
rum x , 4,7, &c. qui per incrementum ternarii,
& sic de cane ri s 3 sed, & quod amplius est, à quolibet
numero exordium surnat illa progrestìo , jìye inci-

piat
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piat ab unitate, ut isti i, 4, 7, 1 o , 13 , &c. qui
íiint ejus progreiîionis quat per incrementum ter-
harii procedit, & ab unitate sumit exordium ; five ab
aliquo hujus progreiîionis nurnero iilcipiat ut isti
7, 10, 13, ri, 193 five quod ultimum efl, à nu¬
méro qui non íît ejus progreiîionis, ut isti 5,8,
11, 14, quorum progreffio per ternarii differen-
tiam procedit, & à numero 5, ìpfi progreffioni ex-
traneo, exordium sumit. Et quod fane féliciter in-
ventum efl, tam multos differentes casus , uniea ac

generalijfima resolvit methodus ; adeò fimplex, ut

absque litterarum auxiiio, quibus difficiliores egent
enuntiationes, paucis lineis contineatur : ut adfinem
problematis sequentis patebit.

Definitio.
Si binomium, cujus alterum nomen íît A3 alte-

rum verò numerus quilibet ut 3 , nempe A -h 3,
ad quamlibet constituatur potestatem ut ad quar-
túm gradurn , cujus haie íît expoíitio ... . . .

A ^ —f— 12. A ^ ^ 4« A —j— 108. A—f— 81 :

Ipsi numeri 12, 54, 108, per quos ipíe A mui-
tiplicatur in singulis gradibus, quique partim ex
numeris figuratis, partim ex numero 3 , qui bino-
mii est secundum nomen, formantur, vocabuntur
coefficientes ipíius A.

Erit ergo in hoc exemplo 12 coeffcïens A cubi, $c
5 4 coefficiens A quadrati, & 1 o 8 coefficiens A radicis.

Numerus verò 81 numerus abfolutus dicetur.
Tome V. H Lemma.
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Lemma.

Sit radix quarlibet 143 altéra verò íît binomium
14-+- 3 cujus primum nomen sit 14, alterum verò
alius quilibet numerus 3 , ita ut harum radicum 14,
& 14-I-3 , difFerentia sit 3. Constituantur ipsie in
quolibet gradu ut in quarto : ergo quartus gradus
radicis 14 est 144 3 quartus verò gradus binomii
14-4-3 est »

14^ —t—■ ra» 14' ~4~ 5 4* * 4 "4" * ® ^ ■ * 4 "d- ^ r.
Cujus qu'idem binomii primum nomen 14, eofdem
coefficientes fortitur inJingulis gradibus, quos A sor-
titus ejl in Jìmilibus gradibus in expositions ejusdem
gradus binomii A-f-3, quod rationi confentaneum
ejl ; harum verò potestatum, nempe hujus 144 &
.hujus i444-i2-. i43-|-5 4. I414-io8.14-1-81,
difFerentia est 11. 14' -4-54- x41 -4— 108. 144-81 :
quae quidem constat primo, ex radice 14 consti-
tutâ in singulis gradibus proposito gradui quarto
inferioribus, nempe in tertio, in secundo &c in pri¬
mo 3 & in unoquoque multipliçatâ per coefficientes
quos A fortitur in similibus gradibus, in exposi-
tione ejusdem gradus binomii Ayy deinde ex
ipso numero 3, qui es dijserentia radicum _, consti-
tuto in proposito quarto gradu, numerus enim abso-
lutus 81 es quanus gradus radicis 3. Hinc igitur
elicietur Canon ifte :

Duarum
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"Duàriim jìmíUtim poteftatum dijferentia , aequatur -,

differentu radicam confiituta in eodem gradu in
quo suni potefiates propofitœ ; plus minori radies
conftitutâ in fingulis gradibus proposto gradui in-
ferioribus ac in unoauoque muleiplicatâ per coejfi
cientes qaos A sortiretur in fimilibus gradibus 3

fi binomium cujus primum nomen ejfet A, alte-
rum verb ejfet difserentia radicum, confiitueretur
in eâdem potefiate propofitâ.
Sic ergo difserentia inter 144 & îi+, erir .. .

11. ï 1 3 —J— 5 4- nl-h 108. i 1 -'r 81.
Difserentia enim radicum est 3 „ Et sic de cœteriso

Ad fummam poteftatum cujuílibec pro-
greffionis inveniendam uníca ac gene*
ralis methodus.

Datis quotcunque n umeris , in qualibet progrejfione 3

à quovis numéro inchoante, invenire quarumvis
potefiatum eorum fummam?
Quilibet numerus 5, fit initium progreíîìonis

qua: per incrementum cujusvis numeri, verbi gra¬
cia, ternarii procedat, & in eâ progreffione dati
fint quotlibet numeri, verbi gratiâ, isti 5,8,11,14,
qui omnes in quâcunque potestate constituantur uc
in tertio gradu ieucubo. Oportet invenire fummam
horum cuborum, nempe 53 —f— 8 3 —E-11 3 -f- 143.

Cubi illi funt i i 5 -4— 5 í 2. —J— 13 3 1 —h- 2744, quo-
H 2 rum
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rum summa est 471z qu» quœritur & íic invenitur.

Exponatur binomium A 3 cujus primum no-
men íìc A -, alterum verò fit numerus 3 qui est dif-
ferentia progrestionis.

Constituatur binomium hoc A -f- 3 in gradu
quarto qui proximè superior est proposito tertio j
lìtque haec ejus expoíitio

A ^ 1 z. A ^ —b* 54'A -b- 108.^ H—81.
Jam aífumatur numerus 17 qui in progreffione

propofitâ proximè sequitur ultimum progrestionis
terminum datum 14. Et constituto ipso 17 in eodem
gradu quarto3 nernpe 835x1, auferantur ab eo ,'hxc :

Primo, summa numerorum propositorum 5+8
-f-n-f-14, nempe 38 multiplicata per nume-
rum 108, qui est coefficiens ipsius A radicis.

Secundo, summa quadratorum eorundem nu¬
merorum 5, 8, n, 14, multiplicata per nume-
rum 54, qui est coefficiens A quadrati.

Et lie deinceps procedendum estet si supereflent
gradus alii inferiores ipsi gradui tertio qui pro-
positus est.

Deinde auseratur primus terminus propositus 5
in quarto gradu conjlitutus.

Denique auseratur numerus 3 qui est differen-
tia progrestionis in eodem gradu quarto conjlitutus,
ac toties fumptuSj quot sunt numeri propositi}
nempe quàter in hoc exemplo.

Residuum erit multiplex summa: qmeíitat, eam-
que
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que totles conrinebit, quoties numems 12 qui est
coefficiens ipsius A cubi, feu A in gradu tertio
proposito, continet unitare m.

Si ergo ad praxim mc-thodus reducatur,. nume,-
rus 17 constituendus est in 4 gradu, nempe 83521,
& ab eo hrec auferenda funt :

Primo , summa numeroram propoíitorum 5 -f- 8
+ 11-4-14, nempe 38, multipLicata per 108-,
unde oritur productus 4104.

Deinde summa quadratorum numeroram pro-
positorum, id est, 5 1 + 81+ 1i4+ 14*, nempe
25 + 64+121 + 156, quorum summa est 406,
qu$ multiplicata per 54 eísicit 21924.

Deinceps auferendus est numerus 5 in quarto
gradu, nempe 625.

Denique auferendus est numerus 3 in quarto
gradu, nempe 81, quater fumptus, nempe 324.
Numeri ergo auferendi, ilii funt 4104, 21924,
625, 3245 quorum summa est 26977, l11® ablata
à numero 83521, fuperest 5 6 5 44.

Hoc ergo refiduum conrinebit fummam qusesi-
tam, nempe 4712, multiplicatam per 12 3 & pro¬
seclò 4712 per 1 2 multiplicata efficit 565 44.

Paradigma facile est construere \ hoc autem sic
demonstrabitur.

Etenim numerus 17 in 4 gradu constitutus qui
quidem sic exprimitur 1.7 4 arquatur 17 4 — 14 4.
+ 144 — 11 4+n 4 — 8 4. + 8 4— 5 4 + 5.4.

H 3 Soliu
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Solus enim 174 íìgnttm affirmationis solum sor¬

ti tur, reliqui autem affírmantur ac negantur*
Sed différencia radicum 17, 14, est 3 , eadem-

que est differentia radicum 14, 11, eademque ra¬
dicum n, 8 , ac etiam radicum 8, 5. Igirur ex
prremiflo Lernmate:

174—i44â:quamr ii. T 4' —j— 34.i4~-f- 108.14-)—81,
Sic 144 — 1 i4£quatur I^. 1 iî-f- 54.111 -f- 108,11 -f-81.
Sic n 4— 84a;quatur ii, 8î —j— y4. 8-—)— 108. 8-f-81,
Sic 84— j+asquatur iz. 5î —f— 54. 51-)-io8. 5 —|— 81^

Non interpretor 5 4,
Igitur 174 requatur his omnibus:
11. 145 -{- 5 4.141 -f-108,14 -j~ 81

-4- i z. 115-f- 5 4. ii~ —}— icS. 11 —81
—f— 1 z. 85 —f— 54. 81-f-io8. 8_j— 81
—|— 1 z • 3 ^ —[— 54. 3 —I— 1 o 8 • 3 —|— 8 r
-h 54*

Hoc est mutato ordine3 174 arquatur his
5 +8 -4-11-4-14 moltiplicatis per 108;

-|- 51 -j- 84 -f- 111 -4- î 41 mulriplicatis per 543
■—}— 5 * —f- S3 —f— 113 —143 mulriplicatis per 12. 3
*4- 81 -p- 81 -4- 81 —4" 813
-4- j4.

Ablatis undique his
5 -4-8 -4-11 -4-14 multiplicatis per 108 3

—i— 5 *" S1 —f— x 1r —f— 141 mulriplicatis per 543
.4-81-4-81-4-8j -1-813
~r54i

Remanetr
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Remanet 174 minus his, nempe . « . «
— ^ — 8 — 11 — 14 multiplicatis per 108 ;
— f — 81 — 1 il— 14* multiplicatis per 54^
— 81 — 8i'—81 —8ij
~~54i
sequalis 53 —83 —f- 11J 143 multiplicatis per 12.
Q. E. D.

Sic ergo potest institui enuntiatio & generalis
constructio.

Somma Potestatúm.

Datis quotcunque numeris, in quâlihet progrejjìonej
à quovis numero ínìtïum fumente3 invenire fum-
mam quárumvis poteftatum eorum?
Exponatur binomium, cujus primum nomeri

íît A, alterum verò íit numerus qui differentia
progreffionis est, & constituatur lioc biftomium in
gradu qui proxime fuperior est gradui propofito, &
in expoíitione potestatis ejus notentur coefficientes
quos A sortitur in fîngulis gradibus.

Constituatur & in éodem gradu fuperiori nume¬
rus qui in eâdem progreffione própofitâ proxime
fequitur ultimum progreffionis terminum propoíi-
tum. Et ab eo auferantur haec :

Primo, primus terminus progreffionis datusfeu
minimus numerus datorum in eodem fuperiori gradu
confitutus.

Secundo, numerus qui differentia est progreffionis
H 4 in
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in eodem íuperiori gradu consitutus y ac rôties
sumptus quot sunt iermini dati.

. Tertio, auserantur íìngnli numeri datiy in sin-
gulis gradibus propostto ■ gradui inferioribus consti¬
tutif ac in unoquoque gradu multiplicati per jam
rtotatos coefficientes quos A sortitur in iisdem gra¬
dibus in expofitionc hujus superioris gradûs binomii
primo afjumpti.

Reliquum es multiplex summa quasi#, eamquc
tories continet quoties coefficiens quem A in gradu
propoíîto sortitur continet unitatem,

M O N 1 T U M.

Praxes jam particulares íìbi quisque pro genio
suppeditabit : verbi gratiâ, si quarris summam quot-
libet numerorum progreflionis naturalis à quolibet
inchoantis, hic, ex methodo generali, elicietur
Canon :

In progressione naturali à quovis numero inchoante y

diserentia inter quadratum minimi termini & qua-
dratum numeri qui proximè major es ultimo termi-
noy minuta numero qui exponit multitudinem x

dupla es aggregati ex omnibus.
Sint quotlibet numeri naturali progreffione con-

tinui, quorum"primus sit ad libitum, verbi gratiâ,
quatuor isti 5, 6,7,8 : dico 9 1 — 5 1 — 4 requa-
ri duplo 5 -t-6 -f- 7 -t~ 8.

Similes canones &c reliquarixm porestarum íiim-
mis
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mis inveniendis & reliquis progreffionibus facilè
aptabuntur, quos quisque sibi comparet.

Conclusi o.

Quantum hœc notitia ad spatiorum curvilineo-
rum dimensiones conférât, satis norunt qui in In-
divilibilium doótrinâ tantisper versati sunt. Omnes
enim omnium generum Paraboloe illico quadran-
tur, & alia innumera facillimè menfurantur.

Si ergo illa, qux hac methodo in numeris re-
perimus, ad quantitatem continuam applicare liber,
hi poífunt institut canones.

Canones ad naturalem progrejfionem qu<e
ab unìtate sumit exordium.

Summa linearum est ad quadratum ma-
ximse, ut i ad z.

Summa quadratorum est ad cubum ma-
xintx, ut i ad 3.

Summa cuborum est ad 4 gradum ma-
ximx, ut 1 ad 4.

Canon generalis ad progreííìonem natu¬
ralem quce ab unitate íumit exordium.

Summa omnium in quolibet gradu 3 ejl ad maxi-
mam in proxime superiori gradu , ut unitas j ad
exponentem superions gradûs.
Non de reliquis différant, quia hîc locus non est :

hxc
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haec obiter notavi, reliqua facili negotio penetran-
tur, co posito principio, in continua quantitate3 quot~
libet quanátatcs cujusvis generìs quantitati superions
generis additas3 nihil eisuperaddere. Sic puncta lineis,
líneaî superficiebus, superficies solidis, nihil adji-
ciitnt : séil ut numericis3 in numenco traciatu3 verbis
utar3 radices quadratis, quadrata cubis, cubi qua-
cîrato-quadratis, &c. nihil apponunt. Quâre , in-
feriores «jradus nullius valoris existences, non Con-
fìderandi íttnr. Harc , qua: Indivisibilium studiosis
fâmiliaria stínt, subjungere placuit, ut nunquam
saris mirata connexio, quâ ea etiam qtix remotiiîi-
rna videntuf, in unum addicat unitatis amatrix na-
tara , ex hoc exemplo prodeat, in quo, quantitaús
continus, d'unenflonem 3 cum numericarum potesa-
tum summâ3 conjunctam contemplari licet.

DE
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DE NUMERIS
MULTIPL1CIBUS

Ex solâ characterum numericorum addi-
tione agnoscendis.

M O N I T U M.

"JVTIh i t tritius est apud Arithmeticos, quàm nu-
meros numeri 9 multipliées , constare charac-

teribus , quorum aggregatum est quoque ipsius 9
multiplex. Si enim ipsius , verbi gratiâ, dupli 18,
characteres numericos 1 -h 8 , jungas , aggrega¬
tum erit 9. Ita ut ex solâ additione characterum
numericorum numeri cujustibet, liceat agnoscere,
utrùm sit ipsius 9 multiplex : verbi gratiâ, si nu¬
meri 1719 characteres numericos jungas 1 -4-7 + 1
+9, aggregatum 18 est ipsius 9 multiplex; undè
certò colligitur, & ipsum 1719 ejusdem 9 este mul-
tiplicem. Vulgata sanè illa observatio est; verùrn
ejus demonstratio à nemine quod sciam data est,
nec ipsa notio ulteriùs provecta. In hoc autem Trac-
tatulo non solùm istius, sed & variarum aliarum
observationum generaliffimam demonstrationem
dedi, ac methodum universalem agnoscendi ex so¬
lâ additione characterum numericorum propositi

cujusvis
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cujusvis numeri, utrum ille fît alterius propositi
numeri multiplex } & non folùm in progreSíòne
denariâ, quâ numeratio nostra procedit (denaria
enim ex instituto hominum, non ex neceffitate na-
turar ut vulgus arbitratur , & fane satis inepte , po-
íïta est ) 5 sed in quâcunque progreflione instituatut
íMimeratio, non fallet hîc tradita metbodus, ut in
paucis mcx videbitur paginis.

Propositio unica.

Agnoscere ex solâ addiúone characlerum dati cujus-
libet numeri_> an ipse sit alterius dati numeri mul¬
tiplex ?
Ut harc íolutio fiat genetalis, litteris utemur vice

numerorum. Sit ergo divisor, numerus quilibet ex-
pressus per litteram A ; dividendes autem, numerus
exprefTus per litteras T KNM, quarum ultima M
exprimit numerura quemlibet in unitatum columnâ
collocamm ; N verò , numerum quemlibet in de-
nariorum columnâ j V numerum quemlibet in co¬
lumnâ centenariorum ; T autem numerum quemli¬
bet in columnâ millenariorum, & fie deinceps in
infinitum : ita ut, si litteras in numéros convertere

velis, astumere poilis loco iphus M quemlibet ex
novem primis characteribus, verbi gratiâ, 4, loco N
quemlibet numerum, ut 3 , loco V quemlibet nu¬
merum, ut 5 y 8c loco Tj quemlibet numerum, ut 6\
8c collacando singulos illos cliaracteres numericos in

propriâ
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propriâ columnâ, prou r collocatre - sunt licterae qute
iilos exprimunt, provenier hic numerus 6 5 3 4,
divisor autem A erir numerus quilibet, ut7. Mis-,
sis autem peculiaribus his exemplis generali istl
enunciatione omnia amplectimur.

Dato quocumque dividende» T VN M, & quo-
cumque divisore A, agnoscere ex soiâ addition©,
characterum numericorum TVN M, utrtim ipse
numerus T VN M exactè dividatur per ipsum nu-
merum A ?

Ponantur seoríim numeri serie naturaii conti-
nui 1, z , 3 , 4, 5,6, 7, S, 9 5 10, u j Sc
ce te ri à dextrâ ad Íìnistram sic ......

&cc. 10 5 8 7 á j 4 } 1 1
&c. K I H G F E D C B 1.

Jam ipíì primo numero 1, subscribatur unitas.
Ex ipsâ unitate decies sumptâ, feu ex 10 aufe¬

ratur A quoties fieri poterit, & superfit B qui
íub z subscribatur.

Ex B decies sumpto feu ex 1 o B , auferatur A quo¬
ties poterit, & fuperlit C qui ipíì 5 subscribatur.

Ex 10 C, auferatur^ quoties poterit, & super¬
fit D qui ipíì 4 subscribatur.

Ex 10 D, auferatur A, &c. in continuum.
Nunc sumatur uitimus character dividendi M, m

qui quidem & primus est à dextrâ ad íìnistram, in B
scribaturque seoríim semel j primo enirn numero 1, ^ ^ C
subjacet unitas. 1 in D

Jam
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Jam sumatur secundus character N-, & toties re--

petatur quot sunt unirates in B, qui secundo numero
subjacetj hoc est multiplicetur N per B, & sub M
ponatur productus.

Jam sumatur tertius character V3 & toties repe-
tamr quot sunt unitates in C3 sub tertio numero
subjeclo j feu multiplicetur V per C3 tk productus
sub primis ponatur.

Sic denique multiplicetur quartus T per Dy &
sub aliis scribatur. Et sic in infinitum.

Dico prout summa horum numerorum M-\- N
in B-\-V in C-\-T in D, est ipsius A multiplex
aut non, &: quoque ipsum numerum T KNM
este ejusdem multiplicem, vel non.

Etenim si propositus dividendus unicum haberet
characterem M, fane prout ipse ester multiplex ip¬
sius A 3 numerus quoque M estet ejusdem A mul¬
tiplex, cùm sit ipse numerus totus.

Si verò constet duobus characteribus NM : dico
quoque, prout M-\-Nin B3 est multiplex A}
& ipsum numerum NM ejusdem multiplicem elfe.

Etenim character N in coíumnâ denarii, arqua-
tur 10 N.
Veium ex constructionc, est .

Quare ducendo 10 B in N est
Si ergo contingit & este .

Ergo ambo ulrimi multipliées juncti
Id est AT in coíumnâ denarii & As in
coíumnâ unitatis, feu numerus .

Q. E. D.

. . io' B multiplex A.
jo Ai S in Asmultiplex A.
M —j- B in Ai multiplicem A,

io Ai —p. As erunt mult. A.

N M est multiplex A.

Si
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Sì numerus dividendus constet tribus characte-

tibus VNM : dico quoque ipsom este aut non efle
multiplicem A3 prout M-{-N in C 3 erit
ipíius A multiplex, vel non.

Etenim character V3 in columnâ centenarii,
ícquatur 100 V.
At ex constructione est ..... 10 B, multiplex-4,
Quare multiplicando 10 B per 10 . . . 100 10 5, mult. A,
Et duccndo ipfos in V . . . 100 V——10 B in Vy mult. Am
Sed est etîam ex constructione .... 10 B C, mult. A+
Quare ducendo in V . . . 10 B in V C in F, mult. jí,
Sed ex ostensis 100 V 10 B in V, mult. A»
Ergo juncti duo uîtimi .... 100 V C in F, mult. À.
Jam verò ostendemus ut in secundo cafu 10 N B in N9 mult. A.
Ergo juncti duo uîtimi, iocF—j--io À7 C in F" Z>in Nt muk. A.
Ergo si contingat hos numéros Çin in este mult. A0
ambo uîtimi juncti, nempe ïoo V—f- to N—(— M, est mult. A.
Seu V3 in columnâ centenarii, iVdenarii & M unita-
tis, hoc est numerus VNM3 est multiplex A. Q. E. D.

Non secus demonstrabitur de numeris ex pluribus
charaóteribus compositis. Quare prout, &c. Q. E. D.

Exzmplïs gaudeamus.
Quxro, qui íint numeri multiplices numeri 7 ?

Scriptis continuis 1, 2, 3, 4, 5, &c. subscribo
1 sub 1

10 98 7 654321
6231546231

Ex unitate decies sumptâ, seu ex 10 aufero 7 quodeS
potest, superest 3 quem pono sub 1.

Ex 3 decies sumpto, seu ex 30 ausero 7 quoties potest,
superest x quem pono sub 3.

Ex
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Ex 10 ausero 7 quoties potest, superest 6 & pono íub 4,
Ex íío ausero 7 quoties potest, superest 4 & pono sub 5,
Ex 40 ausero 7 quoties potest, superest 5 & pono sub 6.
Ex 50 ausero 7 quoties potest, superest 1 8t pono sub 7.
Ex 10 ausero 7 quoties potest , St redit 3 St pono sub 8.
Ex 3 0 ausero 7 quoties potest , St redit i St pono sub 9.
Et sic redit sériés numerorum 1, 3,1,6,4, 5,

in infînitum.

Jam proponatur numerus quilibet 18754x178,
de quo quaeritur utrùm exaótè dividatur pet 7 5
hoc sic agnoscetur.

Sumatur semel ejtts character qui primus est à
dextrâ ad sinistram, nempe 8, primo enim numero
seriei continua subjacet unitas, quare ponatur
ille 8 , primus character semel 8.

Secundus , qui est 7, ter sumatur, feu per 3
multiplicetur, secundo enim numero seriei sub¬
jacet 3 , sitque productus n.

Tertius bis sumatur, suhjacet enim i ips 3,

quare tertius character qui est 1 , per 2. mul-
tiplicatus sit 1.

Quartus eâdem ratione per G multiplicatus 11.
Quintus per 4 multiplicatus 16.
Sextus per 5 multiplicatus 25.
Septimus semel 3 septimo enim subjacet 1, 7.
Octavus ter sumptus 24.
Nonus bis sumptus 4.

Et sic deinceps si superessent. Jungantur hi nu-
meri 119.

Si
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Si îpse aggregatus 119 est multiplex ipíìus 7,

numerus quoque propositus 287542178, ejus-
dern 7 multiplex erit.

Potest autem dignosci eâdem methodo, utrùm
ipse 119 , fit multiplex 7, scilicet íumendo semel
primum characterem 9
secundum characterem ter ..... 3
& pratcedentem bis ....... . 2

! +
Si enim summa 14 est multiplex 7, erit & 119 ejus-
dem multiplex.

Sed & fi curiofitate potiùs quàm neceffitate moti,
velimus agnoscere utrùm 14 fit multiplex 7 , su-
matur character ultimus semel .... 4
& pœcedens ter 3

7
Si summa est multiplex ipsius 7, erit & 14 multi¬
plex 7, quare & 14, & x 19 , 287542178.

Vis agnoscere quinam numeri dividantur per 6ì
Scriptis, ut fiepiùs dictum est, numeris naturali-
bus 1, 2 , 5 , 4, 5 , &c., & x sub x posito . . .

&c. 4321
&c. 4441

Ex 10 aufer 6, reliquum 4 sub 2 ponito.
Ex 40 aufer 6, reliquum 4 sub 3 ponito.
Ex 40 aufer 6, reliquum 4 sub 4 ponito.

Tome F. I Et
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Et sic semper redibic 4, quod agnosci potuic ubi
semel rediit.

Ergo, si proponatur numerus quilibet, de quo
quxrebatur utrùm sit dividendus per 6, nempe
24874a ? fume ultimam ejus figuram semel. . 2
praecedentem quater 16
prœcedentem quater , &c a 8
8c uno verbo, primam semel, reliquarum veto 3 a
summam quater 168

10a

Si summa 10a dividatur per 6, dividetur & ipse
numerus propositus a4874a per eumdem 6.

Vis agnoscere utrùm numerus dividatur per 3 ?
Scriptis ut priùs numeris naturalibus, & t sub 1
posito

54321
1 1 1 1 1

Ex 1 o aufer 3 quoties potest, reîiquum 1 sub a poniro.
Ex 1 o aufer 3 quantum potest, reîiquum 1 sub 3 po-
nito, & sic in infinitum.
\ Ergo si proponatur numerus quilibet 2451, ut

' scias utrùm dividatur per 3 ,

fume semel ultimam figuram 1
praecedentem semel . . 5
ôc semel singulas 4

1a

Si
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Sì su m ma dìvidatur per 3, dividetur 8c numerus

propositus per 3.

Vis agnoscere utrùm numerus dìvidatur per 9 ?
Scriptis numeris x , 2, 3 , &c., & 1 sub 1 posito.

Ex 10 aufer 9, & quoniam superest 1 , patet
unitatem contingere singulis numeris. Ergo, (1 nu-,
meri proposici singuli characteres fimul sumpti di-
vidantur per 9, dividetur & ipse.

Vis agnoscere utrùm numerus dìvidatur per 4?
Scriptis numeris naturalibus, ut mos est, & posi-
to 1 sub x

4321
0021

Ex 1 o aufer 4 quantum porest, reliquum 2 pone sub 2,
Ex 20 aufer 4 quantum pote st, reliquum o pone sub 3.
Ex 00 aufer 4, superest semper o.
Quare si proponatur nxxmerus dividendus 248 6,
pono ultimum characterem semel . ... 6

prsecedentem bis, subjacet enim 2 sub 2 . .16

22

Prarcedens per o multiplicatus facit zero 8c siç
de reliquis 3 quare ad ipsos non artendito 3 & si
summa priomm, nempe 2 2, per 4 dìvidatur, di¬
videtur 8c ipse, secùs autem, non.

Sic numeri quorum ultimus character semel ,

praxcedçns bis, prrecedens quater, ( reliquis negleclìs,
I i %ero
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çcro enim sortiuntur) íimul juncti numerum effi-
ciunt multiplicem 8, sunt ipíì 8c ejusdem 8 mul-
tiplices , secùs autera, non.

In exemplum autem dabimus 8c illud.
Ágnoscere qui numferi dividantur per 1G ? Scrip-

tis, ut dictum est, numeris naturalibus i, z , 3 , 4»
5, G, 7, 8cc., 8c 1 sub 1 posito

7654321
o o o 8 4101

Ex 1 o aufer 1G quantum potest , superest ipse 1 o.
Ex minore enim numero major mimeras subtrahi non.
potejl • quare ipsemet numerus 10 ponatur sub 2.

Ex ipso 1 o decies sumpto , ut mos est, feu ex 100;
aufero 1G quantum potest 5 superest 4 quem pono
sub .3.

Ex 40 aufero 1G quantum potest, reliquum 3
pono sub 4.

Ex 80 aufero 1G quantum potest , superest o.
Ideò omnis numerus cujus ultimus character se-

mel sumptus, penultimus decies, prœcedens qua-
ter, & praecedens octies , efficiunt numerum mul¬
tiplicem 1 6, erit 8c ipse ipíius 1G multiplex.

Sic reperies omnes numéros, quorum penulti¬
mus character decies, reliqui autem omnes, sci-
iicet ultimus, ante penultimus, prsante penulti¬
mus , & reliqui semel sumpti, eíEciunt numerum
divisibilem per45 vel 18, vel 15 , vel 30, vel

9°,
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90, & uno verbo ómnes divisores numefi 90,
duobus constantes charadteribus, dividi quoque &
ipsos per hos divisores.

Non difficilis indè ad alia progreííus \ sed in-
tentatam hue usque materiam aperuiíTe, & satis
obscuram lucidiffimâ demonstratione illuítraviíìe ,

sufficit. Ars etenim illa, qoâ ex additione charac-
terum numeri, nofeitur per quos sit divisibilis,
ex imâ numerorum naturâ, & ex eorum denariâ
progrelîione vim suam sortitur : si enim aliâ pro-
greffione procederenr, verbi gratiâ, duodenariâ
( quod sanè gratum foret ) & sic ultra primas no-
vern figuras, alite dute institutte eífent, quarum al¬
téra denarium, altéra undenarium exhiberet ; tune
non ampliùs contingeret, numéros quorum omneS
characteres simul sumpti efficiunt numerum mul-
tiplicem 9, eíTe & ipsos ejusdem 9 multipliées.

Sed methodus nostra, neenon & demonítrario,
& huic progreffioni, & omnibus poffibilibus con-
venit.

Si enim in hac duodenariâ progrelsione , pro-
ponitur agnoscere an numerus dividatur per 9.

Instituemus, ut antea, numéros naturali serie
cóntinuos 1, a, 3 , 4, 5, &c., & i sub 1 posito

4 3 a r

0031
Ex unitate jam duodecies sumptâ feu ex 10,

I 3 [qui
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( qui jam potest duadecim non áutem deceifi) an¬
se re nclo p quantum potest, superest 3 , quem pono
sub 2.

Ex 30 (qui jam potest trìginta sex 3 scilicet ter
duodecim) aufer 9 quantum potest, & superest riihil,
continetur enim 9 quater exactè in trìginta sex ;
pono igitur o sub 3.

Et ideò, zero sub reliquis characteribtìs continget.
Undècolligo, omnes numéros, quorum ultimus

character semel sumptus, penultimus verò ter (de
t£terìs non euro quales Jtnt, £ero enim fortiuntur)
efnciunt numerum divisibilem per 9, dividi quo-
que per 9, in duodenariâ progreffione.

Sic in hac progreffione duodenariâ omnes nu-
meri quorum íìnguli characteres simul sumpti ef-
ficiunt numerum divisibilem per 11, sunt & di-
visibiles per eumdem.

In nostrâ verò progreffione denariâ, contingit
omnes numéros diviíìbiles per 11, ita se habere,
ut ultimus semel sumptus, penultimus decies, pne-
cedens semel, praecedens decies, pnecedens semel,
pnecedens decies, & sic in infinitum, conflare nu¬
merum multiplicem 11.

Haec & alia facili studio, ex istâ methodo quiffi
que colliget; tetigimus quidem quoniam intentata
placent, relinquimus verò ne nimia perscrutatio
radium pariat.

PRGBLEMATA
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PROBLE M ATA
DE C YCLOIDE,

Propojïta mense Junii 1658.
(T^ U m ab aliquot mensibus, qusdam circa Cy-

cloiclem (1), ejusque centra gravitatis, medi-
taremur, in propositiones satis arduas ac difficiles,
ut nobis visum est , inciclimus , quarnm solutio-
nem à prœstantiílimis toto orbe Geometris suppli¬
ces postulamus, proposito ipsis prxmio, non mer-
cedis gratiâ ( quod abíit ! ) sed in obsequii nostri,
aut potiùs meriti eorum qui hsec invenerint, pu-
blicum argumentum.

Qua; verò proponimus sunt ejus modi. Dato
punófco quolibet Z (Fig. 1. ) in quacunque Cycloi- Kg' ï*
Aç AB CD, ex quo ducta fit Z Y bail A D paral-
lela qua: axem C F secet in punófco Y; quaerunturí

Dimensio spatii C Z Y, ejusdemque centrum
gravitatis j solida genita ex circumvolutione dicfci
spatii CZ Yj tam circa Z Y quàm circa C Y; & ho-
rum solidorum centra gravitatis.

Quòd íî eadem solida, piano per axem ducto
secentur, & fie fiant utrinque duo solida, duo sci-

(1) Cycloidis defîuitio ad finem liujus scripti habetur.
I 4 licet
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licet ex solido circa baíim ZY> & duo ex soîido
circa axem C Y geniro, cujusque horum solidorufn
qtiaerimus eriam centra gravitatis.

Quia verò quíeíîtotum demonstratio torsan adeò
prolixa evadet, ut vix intra praestitutum tempus
exequi satis commode poílìt, genio & otio doctis-
íîmorum Geometrarum consulentes, ab his tantùm
postulamus, ut dèmonstrent, vel more antiquo¬
rum, vel certè per doctrinam Indiviíìbilium ( haiïc
enim demonstandi viam amplectimur) omnia qua:
quœíita sunt, data esse : ita ut facilè ex demonstra-
tis, quadibet puncta quaefita ex datis in hypothe-
íîbus, poffint inveniri.

Et ut apertius mentem meam explicem , nec
subíit aliquid ambiguum, exemplo rem illustro. Pro-

lig. i. ponatur, verbi gratiâ, parabola ABC (Fig. z.)
cujus axis A B, bafis A C, tangens B D} paraflela
axi CD. Inveniendum íit centrum gravitatis tri-
iinei D CB. Satis factum esse problemati censerem}
íi demonstretur, datiun esse centrum gravitatis pa-

. rabolx AB C3 nec non & centrum gravitatis rec-

tanguli CD B Ay & proporcionem hujus rectan-
guli cum paraboiâ CB A, ideòque datum esse
centrum gravitatis quxíìtum trilinei CD B. Nam
etíi praecisè punctum in quo reperitur centrum
gravitatis non exhibeatur, demonstratum tamen est
datum esse, cum ea ex quibus invenitur data íint-j
resque eò deducta erit ut nihil aliud supersit prêter

calculum,
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calculum, in quo nec vis ingenii nec peritia arti-
sicis requiruntur : ideòque non is à nobis calculus
exisitur , cur enim in iis immoraremur ? Sed tan-

O 7

tummodò petimus demonstrari res qure proponun-
tur datas esse.

Verùm doctifsimi Geometrae prorsas necessa-
rium judicabunt , & ab his postulamus, duarum
propositionum, vel duorum caíiium integram cons-
tructionem, feu integrum calculum.

Primus casus est cùm punctum Z constituitur
in A.

Secundus, cùm idem punctum Z datur in B 3

in quo transit parallela G B ducta à puncto G centro
circuli genitoris Cycloidis.

Quòd si aliquis error calculi in siis duobus ca-
sibus subrepserit, eum libenter condonamus, & ve-
niam quam ipsi petetemus facilè promerebuntur.

Quisquis fuperiùs proposita, intra primam diem
mensis Octobris anhi 1658, solverit & demons-
traverit, magnus erit nobis Apollo.

Et primus quidem confequetur valorem quadra-
ginta duplorum aureorum ílifpanicorum quos ipsi
Hifpani doblones , & Galli pistoles vocant j vel cer-
tè , si mavult, ipsos duplos aureos.

Secundus verò viginti ejusmodi duplos aureos.
Si un-us tantùm solverit, sexaginta solus habebit.

Et quia feriò rem agimus, dictos sexaginta du-"
plbs aureos Illustriffimo Domino de Carcavi, Re-

gio
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gio Coníîîkrio Parisiis corotiHoranti, apná Celíií-
simum Dovninum Ducem de Lianeourt depcní
euravimus, qui eos exsolvet statim ac demonstra-
tiones qux ad ipíum mittentur, verse ac Geome-
tricae, à viris ab ipso ad id deputatis, judicabun-
tur. Et cùm ìliustristìmum Consiliarium , jam à
multis annis virum probum, & Mathefeos aman-
tiffimum agnoverimus » audactér pollicemur rem
sincerè & absque failaciâ exequendam.

Quòd si bis circiter tribus elapsis mensibus nullus
inveniatur qui qutesita nostra solverit y non dene-
gabimus qute ipsi invenimus, nec aliis invidebi-
mus undè majora jam inventis nanciscantur , & ex
quibus fersan apud posteras'gratiam inibimus.

Hoc tmum restât ut lineae Cycloidis defcriptio-
nem exhibeamus , à quâ brevitatis causa abstinen-
dum arbitrabamur, cùm hxc liuea jam pridem Ga-
îileo, Toricellio, & aliis innotuerit; sed quia eo-
rum Libri omnibus non íunt obnoxii, ideò hanc ex

Toricellio damus.

D escript 10 Cycloidis»

Concipiatur super manente rectâ lineâ D A,
circulas DLj contingens rectam D Ay in punc-
to D j noterurque punctum D tanquarn sixuro in
peripheriâ circuli D L : rum intelligatur super ma¬
nente rectâ D A converti circuîum D L motu cir-
culari íìmui <5c progreílìvo versus partes A j ita ut

fubindè
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súbindè aliquo fui puncto rectam lineam DA
semper conringar, quousque fixum punctum D ite-
rùm ad contactum revertatur, putâ in A. Cerrum
est quòd punctum D fixum in peripheriâ circuli
rotantis D L3 aliquam lineam defcribet, furgen-
tem primo à fubjectâ lineâ DA3 deindè culmi-
nantem versus C, postremò pronam descendentem-
que versus punctum A : & talis linea vocata est
Cyclois (i).

DE EODEM ARGUMENTO

ADDITAME NT UM.

gTU m circà ea quœ de Cycloide proposuimus,
^ duo orta esse dubia, nobis Illustriílìmus DD.
de Carcavi significaverit, his statim occurrendum
duximus , & ira occurrimus.

Prius indè oritur, quòd in proponendis nostris
de Cycloide problematis hâc voce usi fuerimus,
in quacunque Cycloide : cùm tamen unius tantùm
speciei Cycloidis definitionem attulerimus. Verùm

(i) Dans l'Exemplaire qui appartient à la Bibliothèque
du Roi, on trouve, à la fin de ce Programme, les mots
suivants écrits de la main de Pascal : Centrum curvs A Z C

diftat a bafi duabus tertiis partìbus axis, & difiat ab axe ,

reftâ squali uni tertio, parti axis, plus dijferentiâ inter
basim 6* axem.

nihil
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nihii aliud intelíeximus pneter solam ilíam sinr-
plícem , naturalem ac primariam Cycloidem cujiis
ex Toricellio defcriptionem dedimus j cùm enim
qttae. de illâ refolvuntur facile fie, ad omnes alias
fpecies protrahere, qui nostra problemata de hic
íolâ solverit, nobis omninò fatisfecerit..

Posterius in eo consistit, quòd à nobis non fit
.prateisè pofitum an fupponamus datam este ratio-
nem bafis Cycloidis A D ( Fig. i. ) cum snâ at-
titudine, feu cum diametro circuli genitoris FC;
íèd ipsam datam eífe rationem pro ccncesta usur-
pandum arbitrabamur, & ut omninò acquum est,
datam eífe supponimus.

Nihil ergò jam fuperest obfcuritatis. Unum ta-
men reftare videtur, ut doctiífimos Geometras ad
•propofitiones nostras commodiùs & libentiùs in-
■ vestigandas invìtemus ; fcilicet ea omnia removere
qax à perfpicacitate ingenii, quarn solam magni fa-
cimus, & explorare ac coronare instituimtts, funt
aliéna, qualia funt tàm calculus integer multorum
cafinim quem postulabamus, quàm abfoluta íolu-
tíomím conscription cùm ea non à viribus ingenii j
sed ab aliis circumstantiis pendeant. Hoc itaque
tantummodò jam instituimuS, ut fola problema-
tnm difEcultas remaneat fuperanda. Nempè :

Qui publico instrumente, intra praestitutum tem-
pus, lllustriflìmo Domino de Carcavi significave-
rit eorum quai quxsita funt demonstrationgj.il penes

fe
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se habere \ & aut ipsammet demonstrationem quaa-
íumvis compendiosam ad ipsum misent : aut fi
cartíE mandate nondum per otium lieuetit, sakem
ad confirmandam sute assertionis veritafem, casus

quem mot deíìgnabimus calculum dederit, seque
paratum eíse profelsus fuerit omnia omninò de-
monstrare ad ipsius D. de Carcavi nutum, hune
nobis satisfeciífe declaramus j & consentimus, pri-
mum qui hxc Fecerk primo, secundum secundo,
pnrmio donandum, si sua solutio ab ipso D. de
Carcavi virisque ad id secum adhibitis, cùm ipli
visum fuerit, exhibita, Geometrica ac vera judi-
cetur, salvo semper erroris calculo.

Casus autem, cujus soiius sufhciet calculus, ìlle
est. Si Semicyclois ACF circa baíim AF comet-
tatur, & solidum indè genitum secetur piano per

ipsam A F (quse jam bu jus solidi axis est) duófo,
quod quidem, solidum dividet in duo semisolida
paria : alterutrius horum semisolidorum centrum
gravitatis affignari postularnus.

RÉFLEXIONS
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RÉFLEXIONS
Sur les conditions des Prix attachés a la

solution des Problêmes concernant la
Cycloìàe.

U" E premier Octobre étant arrivé, auquel expi-
' roit le temps destiné pour recevoir les solu¬

tions de ceux qui prétendroient aux Prix des Pro¬
blêmes de la Roulette, appellée en latin Cyclois>
ou Trochoisj nous en ouvririons dès à présent l'exa-
men, si l'absence de M. de Carcavi, qui a eu la bonté
d'envoyer nos Écrits & d'en recevoir les réponses,
ne nous obligeoit à retarder jusques à son retour,
qui doit être dans peu de temps. Mais nous avons
jugé à propos de répondre cependant à deux sortes
de personnes, qui s'eíforcent de traverser cet exa¬
men par des interprétations ridicules qu'ils font
de mes paroles, qu'ils tournent entièrement con¬
tre leur sens naturel & cgntre celui que j'ai eu :

eífayant, par ces chicaneries, de frustrer ceux qui
auroient envoyé les véritables solutions, des Prix
qu'ils auroient mérités.

Les premiers font des gens qui écrivant de
pays fort éloignés, mandent, par leurs Lettres du
mois d'Aout, qu'ayant reçu les Écrits que nous

leur
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leur envoyâmes an mois de Juin, ils vont tra¬
vailler i cerre recherche j mais que pour ouvrir
l'examen à Paris, on doit attendre non-feulement
le premier Octobre 16 5 8 , mais encore trois, ou
quatre mois après, & même huit, ou peut-être un
an : n'étant pas imposable, diíent-ils, que leurs
Lettres, quoiqu'écrites avant le premier Octobre,
soient très-long-temps en chemin, soit par les in¬
commodités de la saiíon , soit par celles de la
guerre, soit enfin par ies tempêtes de mer qui peu¬
vent arrêter, ou même faire périr les vaisseaux qui
les portent, auquel cas ils seroient recevables d'en¬
voyer de secondes Lettres , pourvu qu'ils eussent
de bonnes attestations de leurs Officiers, publics,
qu'elles fussent conformes aux premieres , écrites
avant le premier Octobre.

Certainement si mon intention avoit été telle,
& si les paroles de mon Écrit le marquoient, je
serois bien suspect d'avoir proposé une chimere,
en proposant les Prix, puisque j'aurois pu ne ja¬
mais les donner ; & que quiconque se lût présenté
au premier Octobre avec ses solutions, j'aurois rou-
joui's pu le remettre , dans l'attente de quelque
vaisseau, qui, ayant eu le vent favorable en por¬
tant mes Ecrits, pouvoit l'avoir contraire, ou mê¬
me être péri, en rapportant les réponíès. Et mê¬
me ceux qui auroient gagné les Prix en íe trou¬
vant les premiers entre ceux donc on auroit reçu

les
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les solutions au premier Octobre, ne seroient ja¬
mais en assurance d'en pouvoir, jouir, puisqu'ils
pourroienr toujours leur être contestés par d'autres
solutions qui pourroient arriver tous les jours,
premieres en date, & qui les excluroient fur la foi
des signatures des Bourgmestres & Officiers deo o

quelque Ville à peine connue, du fond de la Mos¬
covie, de la Tartarie, de la Cochinchine ou du
Japon. D'ailleurs on auroit eu trop de tromperies
à craindre fur cet article ; & il n'y eût eu aucune
sûreté à produire ses résolutions à l'examen, puis¬
que des plagiaires auroient pu les déguiser & les
dater d'auparavant, en les faisant ainsi venir de
quelque Iste bien éloignée.

J'ai voulu agir avec bien plus de clarté, de
sûreté & de promptitude ; & c'est pourquoi j'ai
établi un jour & un lieu fixe : le lieu est Paris ; le
jour est le premier Octobre, auquel le temps étant
expiré, l'ouverture de l'examen des solutions re¬
çues jusqu'alors, doit commencer fans attendre da¬
vantage , & le Prix accordé au premier qui se trou¬
vera alors en date, fans qu'il puisse être trou¬
blé en fa possession par ceux qui viendront après,
lesquels seroient toujours, ou suspects, ou au moins
trop tard arrivés, & ne font plus recevables pour
le Prix.

Je fais bien qu'en cela il y a quelque avantage

pour les François , & fur-tout pour ceux de Paris $
mais
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suais en faisant faveur aux uns, je n'ai pas fait d'in¬
justice aux autres. Je laiífe à tous ceux qui vien¬
dront, l'honneur de leur invention j je ne dispose
pas de la gloire j le mérite la donne j je n'y touche
pas : je ne regle autre chose que la dispensation des
Prix, lesquels venant de ma pure libéralité , j'ai pu
disposer des conditions avec une entiere liberté.
Or je les ai établies de cette forte ; personne n'a
sujet de s'en plaindre j je ne devois rien aux Alle¬
mands, ni aux Moscovites j je pouvois ne les avoir
offerts qu'aux seuls François ; je puis en proposer
d'autres pour les seuls Flamands, ou pour qui je
voudrois. J'y ai néanmoins agi le plus également
que j'ai pu-, & íi les conditions font plus favora¬
bles .aux François qu'aux autres , ce n'a été que
pour éviter de plus grandes difficultés, & des in¬
justices toutes évidentes comme celle que je viens
de représenter. Et ainsi ayant été nécelíaire pour
les éviter, de déterminer un temps & un lieu, j'ai
cru que trois mois & demi suffisoient, & que Paris
étoit le lieu le plus propre pour avoir réponse de
toutes parts. C'est pourquoi en faisant mes Écrits
au mois de Juin, j'ai donné jusqu'au premier Oc¬
tobre , ìntraprimam diem Oclobrìs ■ & j'ai déclaré que
si dans ce temps, d'environ trois mois & demi, il
ne se trouvoit personne qui eût résolu mes ques¬
tions , je les résoudrois alors moi-même, fans at¬
tendre davantage : quod fi his circiter tribus elapfis

Tome V. K menfibus 3
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menjlbus 3 nullus invenïatur qui qusjita nojîra folví-
rit 3 non denegabimus qua ipjt invenimus. Par ou
il est si visible que je ne voulois laisser passer que
le temps de ces trois mois pour attendre les solu¬
tions , qu'il est ridicule de m'imputer cet autre sens,
qui, comme j'ai dit, eût rendu les promesses des
Prix vaines & chimériques : & mon second Écrit
le marque encore trop clairement} car voici les
réglés que j'y ai établies : que ceux-là seuls seront
admis, qui clans le temps prescrit auront fait signi¬
fier à M. de Carcavi, par un acte public, qu'ils
ont les solutions, en lui en envoyant, ou une dé¬
monstration abrégée, ou au moins le calcul d'un
certain cas par où il parût qu'ils ont tout résolu.
Qui puklico instrumenta intra pr&flitutum tempus II-
litjírijjlmo Domino da Carcavi fignificaverit se eorum
qua quafita sunt solutionem penes se habere 3 & aut
demonstraûonem quantumvis compendiosam ad ipsum
misent : aut... saltem ad confirmandam sua ajsertio-
nis veritatem casus quem mox desgnabimus calcu-
lum dederit 3 hune nobis satisfecijje declaramus.

Voilà mes termes, qui assurément ne souffrent
aucune équivoque, & par lesquels j'ai établi les
conditions les plus équitables que j'ai pu imagi¬
ner : car ayant établi qu'on prendroit date du jour
qu'on auroit signifié & délivré à M. de Carcavi
même, la démonstration ou le calcul proposé , j'ai
retranché toutes les disputes fur la primauté, qui

seroient
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feroient nées

, si 011 avoit pris date du jour de
renvoi • ce qui les auroit fait demeurer indécises
durant plusieurs mois ou plusieurs années, comme
il a été déja dit. En exigeant qu'on fît cetçe,signi¬
fication par un acte public, j'ai arrêté de. même
les soupçons & les disputes qui auroient pu naître
entre les prétendants, fur des Ecrits de mains pri¬
vées : chacun ayant intérêt d'être non-feulement
premier, mais encore seul; & ayant sujet de de¬
mander des preuves plus authentiques que des
Ecrits de mains privées, pour croire qu'il en est
venu d'autres dans le temps, soit devant, soit après
foi. Auísi M. de Carcavi, ni moi, 11e voulant pas

1

qu'on nous en crût fur notre parole, nous avons
averti de prendre des actes publics. Et enfin en
me contentant, ou d'une démonstration abrégée,
ou au moins du calcul d'un seul cas pour clonner
date, en attendant qu'on envoyât la démonstra¬
tion entiere avec plus de loisir, j'ai soulagé les
Géomètres autant qu'il étoit possible de le faire,
puisqu'on ne pouvoit pas moins leur demander,.
& que néanmoins ce que j'ai demandé est à peu
près suffisant : ce calcul étant si difficile & dépen¬
dant tellement du fond de la question, qu'on peut
juger que qui l'aura trouvé a tout résolu en soi-
même , & ne manque plus que de loisir pour ré¬
crire & l'achever. En quoi je crois avoir gardé un
assez juste tempérament; car, d'une part, il n'étoit

K a pas
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pas juste d'exiger une démonstration entiere & écrite
au long , & de faire dépendre la primauté du loi¬
sir qu'il faut pour cela ; & de l'autre côté, il eut
été,-bien plus injuste de ne pas exiger des preuves
certaines qui marquassent qu'on a résolu les ques¬
tions, & d'accorder le premier rang à ceux qui n'au-
roient donné aucune marque de les avoir résolues :
de forte que j'ai satisfait à tout, en demandant le
véritable calcul de ce cas.

Et c'est pourquoi je ne puis assez admirer la
vaine imagination de quelques autres, qui ont cru
qu'il leur sufHroit d'envoyer un calcul taux & fa¬
briqué au hasard, pour prendre date du jour qu'ils
l'auroient donné, fans avoir produit d'autre mar¬

que qui faífe connoître qu'ils ont résolu les pro¬
blêmes : ce qui est une imagination si ridicule, que
j'ai honte de m'amufer à la réfuter. Cependant, en¬
core qu'ils sachent fort bien que leur calcul est faux
( car cela est visible à l'œil même ) y qu'ils l'aient
mandé eux-mêmes par leurs Lettres, & qu'ils n'en
aient envoyé aticun autre, ils ne laissent pas, par
la plus plaisante imagination du monde, de se croire
en état d'être mis en ordre depuis le jour qu'ils
ont produit ce faux calcul : prétendant que ce que
j'ai dit en d'autres occasions, toutes différentes, du
peu d'égard qu'on doit avoir aux erreurs de calcul
( savoir quand la démonstration entiere & géomé¬
trique est envoyée en même-temps ; car alors la

chose
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chose est sans doute ) doit auíìi avoir lieu lors¬
qu'on n'envoie autre chose qu'un faux calcul, en

laquelle occasion je n'ai jamais dit un seul mot de
pardonnes ces erreurs. En effet il faudroit avoir
perdu le sens pour le dire ; car il n'est pas difficile
d'entendre quelle différence il y a entre deux per¬
sonnes qui veulent montrer qu'ils ont résolu une

question, dont l'une apporte, pour preuve de son
discours, une démonstration parfaite Sc géométri¬
que fans aucun défaut, à quoi il ajoute encore
quelques calculs, tandis que l'autre ne produit autre
chose qu'un seul calcul sans aucune forte de preu¬
ve. Qui ne voit la différence qui se trouve entre
les conditions de ces deux hommes , en ce qui
regarde les erreurs de calcul ? II est toujours juste
de pardonner ces erreurs à celui qui donne en mê¬
me-temps les démonstrations entieres & parfaites,
qui rendent le calcul superflu, qui enseignent l'art
de le bien faire, qui apprennent à en reconnoître &C
corriger les défauts, & qui enfin toutes seules con¬

vainquent invinciblement qu'on a résolu les ques¬
tions ; mais la condition de l'autre est toute dif¬
férente , puisque n'ayant donné pour toute marque
de ses solutions qu'un seul calcul pour laisser à
juger, selon qu'il sera vrai ou faux, qu'il a résolu
les questions;ou non, s'il se trouve faux en toutes
ses parties, que restera-t-il par où on puisse con-
noître qu'il a trouvé la vérité ? Y a-t-il rien de

K 5 si
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íì foible, que de vouloir qu'on lui pardonne toutes
les erreurs qui s'y trouveront, & qu'encore qu'il
soit faux en tout, & qu'il ne contienne rien de vrai,
au lieu d'en conclure que l'Auteur n'a pas trouvé
la vérité, on en conclue au contraire qu'il poffé-
doit la vérité depuis le jour qu'il a produit la faus¬
seté ? C'est assurément ce qu'on ne peut non plus
conclure d'un faux calcul, que d'une sauíTe démons¬
tration ; car ce que les paralogismes font en dé¬
monstration , les erreurs de calcul le font quand le
calcul est seul : il n'y a que deux maniérés de mon¬
trer qu'on a résolu des questions savoir, de don¬
ner , ou la solution sans paralogisme , ou le calcul
sans erreur j & c'est auiìì une de ces deux choses
que j'ai exigées, pour pouvoir prendre clate. Mais
n'est-ce pas une plaisante prétention, de vouloir
paíïer pour avoir découvert la vérité, par cette seule
raison qu'on a produit une fausseté , & de se faire
préférer aux autres qui auroient produit les véri¬
tables calculs, parce qu'on auroit donné une faus¬
seté avant eux, & que la regle que j'aurois établie
pour reconnoître qui seroit le premier qui auroit
résolu les questions, fût de voir qui seroit le pre¬
mier qui eût fabriqué une fausseté ? Si cela étoit
ainsi, il eût été bien facile à toutes fortes de per¬
sonnes d'en fabriquer au hasard & à sa fantaisie, &
en les envoyant à M. deCarcavi, prendre date dès-
lors 5 en quoi fans courir aucun risque, puisqu'ils

pouvoient
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pouvoient se rétracter à leur volonté, ils se fus¬
sent acquis cet avantage, que s'ils avoient pu en¬
suite découvrir la vérité & même après le temps
expiré, ou bien avoir quelques lumières des solu¬
tions déja données quand on les examineroit, ils
auroient été assurés d'être les premiers en date, en
vertu de la fausseté qu'ils auroient les premiers
produite : & de cette maniéré il seroit arrivé que
shonneur de la premiere invention, qui est la prin¬
cipale chose qu'on considéré en ces matières, n'au-
roit pas dépendu de la premiere production de là
vérité, mais de la premiere production qu'on au-
roit faite à fa fantaisie d'une fausseté; ce qui est
la chose du monde la plus extravagante.

Je serois bien fâché qu'on me crût capaable d'a¬
voir donné pour loi une condition si injuste & si
impertinente. Mais elle est aussi éloignée de mon
sens que de mes paroles. Quand j'ai dit qu'il suf-
firoit, pour passer pour premier, d'envoyer une dé¬
monstration abrégée , ou au moins le calcul d'un
seul cas, je n'ai pas dit une feule parole de par -
donner les erreurs de calcul, comme mes paroles ,

que j'ai déja rapportées, le témoignent : aut sal-
tem ai confirtnandam sua ajje.rtionis verìtatem cal-
culum unius casâs misent. Et c'est être ridicule de
rapporter à ce lieu , où je n'en parle en aucune
forte, ce que je dis fur un autre sujet, savoir quand
le reste des démonstrations & les solutions entieres

K 4 font
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sont à íoiiu' apportées à l'examen, auquel cas fi les
Juges les trouvent toutes véritables & géométri¬
ques , 011 y pardonnera fans doute les erreurs de
calcul ( quoique ce soit toujours une grâce) : fifio-
liLtio exhibita Domino de Carcavi virìsque secum ad
hoc adhibitis geometrìca ac vera judicetur} fialvo sem-
pcr errore calculi : lesquelles , comme j'ai déja dit ,
il est toujours austì juste de pardonner en n'agiíïant
pas à la rigueur, quand la démonstration est pré-
fente , qu'il est hors de raison d'y penser quand 011
ne produit qu'un seul calcul, faux en toutes ses
parties.

II n'est donc que trop visible que ceux qui ont
produit ces calculs faux, ne l'ont fait que pour
gagner par-íà le temps de chercher à loisir ce qu'ils
n'avoient pas encore trouvé, & ce qu'ils veulent
être réputés avoir trouvé depuis le jour qu'ils
avoient envoyé leur fausseté, s'ils peuvent y arriver
ensuite par quelque voie, en quelque temps que
ce soit. Mais c'est en vain qu'ils ont tenté cette
finesse ; car la regle est écrite : il falloit envoyer le
calcul dans le temps, s'ils í'eussent eu ; & un calcul
faux, en toutes ses parties, n'est en aucune forte
un calcul; & ainsi quand ils l'auroient envoyé, mê¬
me signé par un Notaire, ce ne seroit que des er¬
reurs signées par Notaire, & ils seront réputés com¬
me n'ayant rien envoyé.

Leurs calculs font donc justement réputés nuls,
puisqu'il
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puisqu'il n'y avoir que deux mesures à désigner,
& qu'ils les ont données toutes deux fausses, &c
chacune d'environ de la moitié. Cependant quel¬
ques-uns de ceux-là qui déclarent franchement qu'ils
savent bien qu'elles font fausses, mais en ne laissant
pas de prétendre d'en avoir acquis leur rang, disent
auíìì qu'ils en ont maintenant un autre calcul qu'ils
assurent être le véritable, mais ils ne l'envoient pas}
ce qui ne fait que trop paroître leur finesse : car s'ils
l'avoient en effet, que ne l'envoyoient-ils en mê¬
me-temps ? vu même qu'il ne falloit pas quatre
lignes pour l'écrire, & qu'au lieu de cela, ils em¬
ploient des pages entieres à dire qu'ils l'enverront
si on le leur demande ; mais ce n'étoit pas cela qu'il
falloit faire, il falloit l'envoyer s'ils l'avoient : la
regle n'étant pas de le promettre clans le temps,
mais de l'envoyer réellement. C'est cela qui fait
foi 5 mais pour les simples promesses qu'ils font,
on n'est pas plus obligé de les croire , qu'en ce
qu'ils promettent avec une pareille certitude dans
les mêmes Lettres, qu'ils enverront auflì dans peu
de temps la Quadrature du cercle, & même en deux
maniérés différentes : de toutes lesquelles choses il
sert cependant sort permis de douter, jusqu'à ce
qu'il en paroisse d'autres preuves que des paroles.
Et ainsi puisqu'ils ont laissé passer le temps fans
envoyer, ni le vrai calcul demandé, ni aucune so¬
lution

, ni aucune autre chose, & qu'ils nous ont
ainsi
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ainsi laissés entièrement dans le doute , s'ils ont en
effet résolu nos questions, ou en quel temps ils les
ont résolues, leurs faux calculs ne nous en don¬
nant aucune marque, nous leur déclarons fans les
nommer, ni les marquer en aucune maniéré, qu'ils
ne font plus recevables quant aux Prix \ que le temps
en est passé à leur égard ; que nous allons exami¬
ner les calculs & les solutions des autres qui ont
été reçues dans le temps \ S< que pour eux qui
ne peuvent plus prétendre, ni aux Prix, ni à l'hon-
neur de la premiere invention , il leur reste au
moins celui de corriger leurs erreurs après l'aver-
tissement qu'on leur en donne ; ce qui leur fera
d'autant plus facile, que le véritable calcul com¬
mence maintenant d'être divulgué. Car comme je
m'étois engagé par mon premier Écrit, de le pu¬
blier austî-tôt que le temps seroit expiré , j'ai com¬
mencé à le faire dans le commencement d'Octo¬
bre j & parce que je ne fais pas encore fi entre
tous ceux qui ont déja envoyé les leurs à M. de
Carcavi, il y en a qui fiaient rencontré, & que
s'il s'en trouve , il est juste que je le laisse publier
fous leur nom, je n'ai pas encore voulu l'impri-
mer fous le mien j mais parce qu'il n'est pas juste
auffi que d'autres s'en attribuent désormais l'in-
vention , le temps où je me fuis obligé de le laisser
chercher étant fini, je fiai donné écrit à la main
à plusieurs personnes dignes de foi, & entr'autres

V
a
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à M. de Carcavi, à M. de Roberval, Professeur
Royal des Mathématiques, à M. Gallois, Notaire
Royal à Paris, & à plusieurs personnes de France
& d'ailleurs , très-considérables par leurs qualités
& par leur science, afin que , comme j'ai déja dit,
si ceux dont on a reçu les solutions, l'ont trouvé,
je leur en quitte la gloire, sinon, qu'on sache qui
en est le premier inventeur.

Voilà ce que nous avions à dire généralement
pour tous ceux dont les calculs & les solutions
qu'on a reçues dans le temps, se trouveront évi¬
demment fausses dans l'examen, & pour tous ceux
qui prétendraient qu'on devrait désormais en rece¬
voir de nouvelles.

Ce 7 Octobre 1 fij B.

J'espere donner dans peu de jours la maniéré
dont on est venu à la connoissance de cette ligne ,

& qui est le premier qui en a examiné la nature
c'est ce que j'appellerai YHiJloire de la Roulette.

ANNOTATA



îjí Annotât a in solutiones

Q - —— ——■ sgj,

ANNOTATA
In quasdam solutiones' Problematum de

Cycloide.
¥?L a p s o terapore Prsemiis comparandis desti-

nato, & ad Kalendas Octobris terminato, ve-
rurn caículum casûs à me propositi hucusquè la-
tentem noviilimè evulgare ccepi, ut si in exami-
nandis soíutionibus quœ à diversis Geometris intra
pnestiturum tempus insiste sunt, quaedam reperia-
tnr quce eòdem inciderit, ejus Author Praemio &
gloriâ inventionis potiatur : íìn verò, ego meo no-
mine publici tnnc juris faciam illum quem inté¬
rim manuscriptum ad plurimos jam undequaquè
mi si ; & inter cseteros ad Illustriffimum D. de Car-
cavi, ad clarilïimum ac insigniísimum Geometram
D. de Robetval, Regium Mathematicorum Pro-
feíïorem, ad integerrimum Virum D. Gallois,
Notarium Regium, ac ad diversos alios mm digni-
tate, tum scientiâ prteceìlentilîìmos viros, qui ro-
gati sunt diem qùo eum receperunt annotare &
subsignare.

Deindè solutiones apud D. de Carcavi misias
ab eo tempo te quo Lutetiam déférait, examinare
aggreíTus sum ( quae enim ante abscelsum suum re-

ceperat
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ceperar in arculis clauías reìiquit, nec ante suum
reditum poterunt perpendi ). Ab eá ergo, ex iisquas
apud eum reperi, incipere visum est, qux gravis-
sima est, quippè qux absque ullâ demonstratione
in solo calculo conliftit casûs quem deCgnaveram j
quem quidem calculum postulaveram, ut ex eo,
prout verus aut falsus esset, dignosci pollit, an ejus
Author absolvisset nec-ne, qux se absolviíse pro-
fiteretur problemata. Sic enim loçutus eram : Qui
qu&fiiones resolverit 3 fignificabit ïntra pr&fiitutum
tempus D. de Carcavï 3 & quidem inftrumento pu¬
blic0 , se soluáones habere. Et quia íîmplex illa
aífertio omni probatione destituta, vana prorsus
fuistet & .jus nullum Authori suo dediíset cur aliis
prxferretur, subjunxi -.Etadconfirmandamsua, afijer-
tïonïs veritatem3 aut demonjlratìonem compendio-
fam miferït3 autsaltem calculum ijlius casûs ex cujus
nempè veritate, de veritate assertionis judicaretur.

Hic igitur Author calculum suum hu jus casûs
inisit in indicium veritatis à se repertx. At verb
calculus iste suus nimiùm falsus est, & nihil pror¬
sus veri continet. Duas enim solum mensuras pro¬
fère, & ambas falsas, &, ut dictum est, nimiùm
falsas : ita ut calculus ille quem Author ad con¬
firmandam sua assertionis veritatem juxta prxscrip-
tam legem misit, nihil aliud confirmer, niíi ipsum
vanè asseruisse se demonstrationem penes se habere.
Faillis enim calculus, in indicium soiutionis ad-

ductus.
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ductus, salsitatem potiùs quàm veritatem solutio-
nis indicat. Adeòque miror hune Authorem, ea
quse de calculi erroribus condonandis in aliâ om-
ninò occaíîone diximus, ad istam trahere voluiííe :
non intelligens quanta sit difFerentia inter eura
qui asserens se cujusvis quœstionis solutionem lia-
bere, nullam demonstrationem assert, sed solum-
modb calculum, ex quo solo suadere nititur se
verè rem absolviíse j & eum qui totius qutestionis
solutionem omni ex parte geometricè demonstra-
tam profert, & íimul cum hac solidâ demonstra¬
tione, etiarn superaddit calculum. Magnum sanè
est inter utrumque discrimen, quantum ad errores
calculi attinet. Qui enim solutionem geometricè
demonstratam exhibet, nullum de suâ solutione
dubium relinquit, eique aequum est semper con-
donare errores calculi qui prxsenti demonstratio-
nis luce evanescunt & corriguntur.

Alter verò qui nihil aliud quàm calculum sine
ullâ demonstratione porrigit, si erroneus sit, &
nullam veram mensuram habeat, quid ei supererit
undè patesaciat se rem resolviíse ? An sola fal-
sitas, repertte veritatis indicium est? Ut ergo ex
demonstratione falsâ non ostenderetur detectam
este veritatem, sic & nec ex falso calculo osten-
ditur. Quod enim paralogismus est in demonstra¬
tione, hoc error calculi est in calcula solo, & de¬
monstratione destituto; nec aliter quis judicare
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potest se quiestionem resolviíse, nisi aut demons-
tratîonem paralogismis purgatam, aut saltem cal¬
culum erroris experrem proferendo.

Et ideò cùm apud me statuiíTem experiri ac
certò dignoscere quis futurus eíTet primus, qui
quxstiones nostras absolveret, hatc indicia flagira-
vi, uc intra praistitutum tempus, aut demonstratio
ipsa, quantumvis compendiosa, aut saltem calculus
illias quem designaveram cassis, prodiret : quibus
verbis quis aliud intelliget quim verum calculum ;
non autem falsum? falsus enim calculus non est
calculus. Et quid stultius fuiílèt, quàm ex cal-
culo falso, & nihil veri habente, concludere Âu-
thorem suum veram poffidere demonstrationem,
ipfique primas dare, 8c jus concedere ut omnibus
aliis posthabitis, prior habeatur solutionis inven-
tor? Non plane ea mihi intentio íuitj & fi ita
esiset, liberum cuilibet fuiílèt statim arque scripta
nostra vulgata sunt, calculum fictitium quantumvis
erroneum ad libitum ccmponere, & ex eo tamen
ordinem sibi ascribere, ac nullum damnum me

tuendo, indè securitatem adipisci, ut si quâ deindè
via problemata etiam ultimo loco solvisset, ad pri¬
ma tamen Prannia veniret, quia falsum calculum
primus protulisset. Et ita foret, ut prima inven-
tionis honor, qui his in rébus pnecipus est, non à
prima veritatis detectione, sed à prima falsitate pro
arbitratu fabricatâ, penderet. Absit ut tam iniquam

8c
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& ineptam conditionem pro lege dederim ! Hoc
certè longé abest íìcut à meníé meâ, sic & à ver-
bis meis, qti£E ita se habenr.

Qui publico instrumente), intra prœslitutum tempus
Illufirijfimo D. de Carcavi fignificaverit, se eorum
qu& quafita sunt demonfirationem penes se haberej
& aut ipsamrnet demonfirationem ad ipfium misent:
aut saltem ad confirmandam sua assertionis verita-
tem casûs quem mox defignabimus calculum ded.erit
(Ibi nulla prorsus facta est ut nec fieri potuit, de
condonandis erroribus mentio) seque paratum tfie
profesjus suerit omnia omríinò demonfirare ad ipfius
D. de Carcavi nutum 3 hune nobìs satisfecijje decla-
ramus • & consentimus primum qui hacsecerit primo}
secundum secundo Prœmio donandum. Htec ergo pri¬
ma est conditìo, ut aut ipsa abbreviata solutio
mittatur, aút saltem calculus, nullâ de condo¬
nandis er.rotibus factâ mentione. Quia veto hic
calculus etiam verus non omninò sufficiebat ad
Prtemia obtinenda, hanc secundam conditionem
ut acquum erat subjunxi : fi sua solutio ab ipso
U. de Carcavi virisque ad id secum adhibitis cùm
ipfivisum sueritj exhibita, Geometrica ac vera judice-
tur, salvo semper errore calculi. ìbi sanè, ubi de
examinandis demonstrationibus agitur, jure condo-
nantur errores calculi; cùm enim adest demons-
rratio, ita eos negligere semper justum est, ac ridi-
culitm foret cùm calculus solus exhibitur, qui si

nihil
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nihil veri hábeat calcuius non est, uc jam saris
diximus.

Talis est autêm calcuius Authoris illius de quo
hîc agitur, nec quicquam veri continet; ipsiusqué
falsitatem Aut'nor ipsemet agnovit, illumque pos-
terioribus litteris revocavit, nec ulluin alium mi-
íìt, & íîc reverà nihil misiste censendus est. Se ta-

men alium calculum penes se habere scribit, quem
Verum este asterit 5 cujus nova: astertionis cùm nul-
lum hucusque índicium protulerit, sed mera tan-
tùm verba, non plus in hâc re fidei meretur quàm
cùm in eisdém epistolis, pari fiduciâ promittit se
brevi mistùrum quadraturam circuli 8c hyperboles
duabus diversis methodis expeditamj de quibus
omnibus periti quique intérim non temerè dubi-
tabunt. Si enim calculum qusesitum reverà habe-
tet, cur non intra tempus constitutum misistet non
video : hoc enim promptius fuiíTet quàm fusis qui¬
bus utitur verbis polliceri. Calculum autem verum

promittendo, & non mittendo, spatium quœrendi
sibi prseparare videtur, 8c íî forte etiam extra

tempus reperiat, aut aliquo modo illius quem jam
âd multos misimus notitiam habere postât, illuiii
ipse sibi fortastìs, & quasi à se jamdiù repertum,
& intra debitum tempus ascribat. Melius tamen
de ipso sentimus, hœc enim frustra 8c inaniter
tentaret. Oportebat quippe si habuistet, intra tem¬

pus destinatum misiste, scripta namque lex instar,
Tome V. L qui
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qui ïntra prœjlitutum tempus publico infirumento cál-
culum saltern misent. Ille autem nihil ex iis im-
plevit ; non enim instrumentum publicum, sed pri-
varas cartulas adduxit, quas fane reliqui Autho-
res qui publicas, ut postulatum est, attulerunt,
refpuent, íìve posteriores sint ut ei pneponantur,
sive priores fuerint ut soli &c íìne socio habeantur;
quibus cum ego debitor íim, reíîstere non postera,
non enim privatis fcripturis fîdes adhibetur, nec
ut ipsi vetbis meis credant, auderem aut vellem
petere; & ideò publicum instrumentum flagitave-
ram side ex se ipso dignum. Author autem ille
nec taie instrumentum validum attulit, sed & nec
verum calculum dédit, solam verò falsitatem, &
sîc cùm nobis omninò du'oium reliquerit an quas-
tiones resolverit, aut à quo tempore resolverit,
quidquid de hâc quastione scripsit tanquam aut
inane aut falsum, & quasi non fuisset, habendum
est5 & cùm jam elapsum sit tempus, ipse Author
jure ab istâPalastrâ, quantum ad P ra mia attinet,
exclusus est.

Ipse verò cùm jam ad prima inventionis hono¬
rent, divulgato à nobis vero calculo, pervenire
non pollit, suos saltem errores corrigendi gloriam
monitus conetur adipisci.

Datum y Oâobris i6jS.

HISTOIRE



HISTOIRE DE LA ROULETTE,
APPELLÉE AUTREMENT

TROCHOÏDE OU CYCLOÏDE:

Ou. Von rapporte par quels degrés on ejl
arrivé a la connoijsance de cette ligne.

TT A Roulette est une ligne íì commune, qu'après
■^-Ra droite & la circulaire, il n'y en a point de
si fréquente} & elle se décrit si souvent aux yeux
de tout le monde, qu'il y a lieu de s'étonner qu'elle
n'ait point été considérée par les anciens, dans les¬
quels on n'en trouve rien : car ce n'est autre chose
que le chemin que sait en l'air le clou d'une roue,

quand elle roule de son mouvement ordinaire, de¬
puis que ce clou commence à s'élever de terre,
jusqu'à ce que le roulement continu de la roue l'ait
rapporté à terre, après un tour entier achevé : sup¬
posant que la roue soit un cercle parfait, le clou
un point dans fa circonférence, & la terre parfai¬
tement plane.

Le feu P. Mersenne, Minime, fut le premier
qui la remarqua environ l'an 1615, en considérant
le roulement des roues ; ce fut pourquoi il l'ap-
pella la Roulette. II voulut ensuite en reconnoître

L z la
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la nature & les propriétés; mais il ne put y pénétrer*

II avoit un talent tout particulier pour former
de belles questions ; en quoi il n'avoit peut-être
pas de semblable : mais encore qu'il n'eût pas un
pareil bonheur à les résoudre , & que ce soit pro¬
prement en ceci que consiste tout l'honneur, il est
vrai néanmoins qu'on lui a obligation , & qu'il a
donné l'occaíion de plusieurs belles découvertes,
qui peut-être n'auroient jamais été faites, s'il n'y
eût excité les Savants.

Il proposa donc la recherche de la nature de cette
ligne, à tous ceux de l'Europe qu'il en crut capa¬
bles , & entre autres à Galilée ; mais aucun ne
put y réussir, & tous en désespérèrent.

Plusieurs années se pasterent de cette sorte jus¬
ques en 163 4, que le Pere voyant résoudre à M. de
Roberval, Professeur Royal de Mathématiques,
plusieurs grands problêmes, il espéra de tirer de
lui la solution de la Roulette.

En effet M. de Roberval y réussit ; il démontra
que l'espace de la Roulette est triple de la roue qui
la forme. Ce fut alors qu'il commença de l'appeller
par ce nom tiré du grec , Trochoid.es, correspondant
au mot françois, Roulette. II dit au Pere que fa
question étoit résolue, & lui déclara même cette rai¬
son triple, en exigeant néanmoins qu'il la tiendroit
secrete durant un an, pendant lequel il proposeroit
de nouveau cette question à tous les Géomètres.

Le
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Le Pere, ravi de ce succès, leur écrivit à tous ,

& les pressa d'y repenser , en leur ajoutant que
M. de Roberval l'avoit résolue, sans leur dire
comment.

L'année & plus étant passée, fans qu'aucun en
eût trouvé la solution, le Pere leur écrivit pour
la troiíîeme fois, & leur déclara alors la raison
de la Roulette à la roue, comme 3 à 1. En 1635,
sur ce nouveau secours, il s'en trouva deux qui
en donnerent la démonstration : on reçut leurs so¬
lutions presque en même-temps 3 l'une de M. de
Fermat, Conseiller au Parlement de Toulouse,
l'autre de feu M. Descartes, & toutes deux dif¬
férentes l'une de l'autre , & encore de celle de
M. de Roberval : de telle forte néanmoins qu'en
les voyant toutes, il n'est pas difficile de recon-
noître quelle est celle de l'Auteur 3 car il est vrai
qu'elle a un caractère particulier , & qu'elle est
prise par une voie si belle & si simple, qu'on con-
noît bien que c'est la naturelle. Et c'est en effet
par cette voie qu'il est arrivé à des dimensions
bien plus difficiles fur ce sujet, à quoi les autres
méthodes n'ont pu servir.

Ainsi la chose devint publique , & il n'y eut
personne en France, de ceux qui se plaisent à la
Géométrie, qui ne sût que M. de Roberval étoit
l'Auteur de cette solution, à laquelle il en ajouta
en ce même temps deux autres : l'une fut la di-

L 3 mension
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mension du soiide à l'entour de la base, l'autre,
rinvention des touchantes de cette ligne, par une
méthode qu'il trouva alors, & qu'il divulgua in¬
continent , laquelle est si générale, qu'elle s'étend
aux touchantes de toutes les courbes : elle consiste
en la composition des mouvements.

En 1638, feu M. de Beaugrand ayant ramaíTé
les solutions du plan de la Roulette , dont il y avoit
plusieurs copies, avec une excellente méthode, de
maxïmïs & minïmïs, de M. de Fermât, n envoya
l'une & l'autre à Galilée, fans en nommer les Au¬
teurs : il est vrai qu'il ne dit pas précisément que
cela sût de lui 3 mais il écrivit de. forte qu'en n'y
prenant pas garde de près, il sembloit que ce n'é-
toit que par modestie qu'il n'y avoir pas mis son
nom 3 & pour déguiser un peu les choses, il chan¬
gea les premiers noms de Roulette & Trochoïde -, en
celui de Cyclóide.

Galilée mourut bientôt après, & M. de Beau-
grand ausiì. Toricelli succéda à Galilée, oc tous
ses papiers lui étant venus entre les mains., il y
trouva entre autres ces solutions de la Roulette
fous le nom de Cyclo'ide3 écrites de la main de
M. de Beaugrand, qui paroissoit en être l'Auteur,
lequel étant mort, il crut qu'il y avoit aflez de
temps passé pour faire que la mémoire en fût per¬
due , & ainsi il pensa à en profiter.

II sit donc imprimer son Livre en 1644, dans
lequel
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lequel il attribue à Galilée ce qui est dû au P. Mer-
senne , d'avoir formé la question de la Roulette ;
& à soi-même ce qui est dû à M. de Roberval,
d'en avoir le premier donné la résolution : en quoi
il fut non-seulement inexcusable, mais encore mal¬
heureux; car ce fut un sujet de rire en France, de
voir que Toricelli s'attribuoit en 1644, une in¬
vention qui étoit publiquement & fans contestation
reconnue depuis huic ans pour être de M. de Ro¬
berval, & dont il y avoit, outre une infinité de
témoins vivants , des témoignages imprimés, &c
èntre autres un Écrit de M. Desargues, imprimé
à Paris au mois d'Août 1640, avic Privilège,
où il est dit, & que la Roulette est de M. de Ro¬
berval , & que la Méthode de maxïmïs & minïmïs
est de M. de Fermat.

M. de Roberval s'en plaignit donc a Toricelli,
par une Lettre qu'il lui en écrivit la même année; &
le P. Mersenne en même-temps, mais encore plus
sévèrement : il lui donna tant de preuves, & im¬
primées , & de toutes sortes , qu'il l'obligea d'y
donner les mains, & de céder cette invention à
M. de Roberval, comme il fit par ses Lettres que
l'on garde, écrites de fa main, du même temps.

Cependant comme son Livre est public, & que
son désaveu ne Test pas, M. de Roberval ayant íi
peu de foin de se faire paraître, qu'il n'en a ja¬
mais rien fait imprimer ; beaucoup de monde y a

L 4 été
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été surpris, & je l'avois été moi-même; ce qui a
été cause que par mes premiers Écrits, je parle de
cette ligne comme étant de Toricelli, & c'est pour¬
quoi je me fuis senti obligé de rendre par celui-
ci à M. de Roberval, ce qui lui appartient véri¬
tablement,

Toricelli ayant reçu cette petite disgrâce, & nd
pouvant plus passer auprès de ceux qui savoient la
vérité, pour Auteur de la dimension de l'espace de
la Roulette, ni même de celle du solide autour de
la base , M. de Roberval la lui ayant déja en¬
voyée , il essaya de résoudre celui à l'entour de
l'axe. Mais ce fut là qu'il trouva bien de la diffi¬
culté; car c'est un problême d'une haute, longue
& pénible recherche. Ne pouvant donc y réussir,
il en envoya une solution aíïez approchante, au
lieu de la véritable, &c manda que ce solide étoit
à son cylindre comme 11 à i B : ne pensant pas
qu'on pût le convaincre. Mais il ne fut pas plus
heureux en cette rencontre qu'en l'autre ; car M. de
Roberval, qui en avoit la véritable &c géométrique
dimension , lui manda non-seulement son erreur,
mais encore la vérité, Toricelli mourut peu de
temps après,

M. de Roberval ne s'arrêta pas à la feule di¬
mension de la premiere & simple Roulette & de ses
solides ; mais il étendit ses découvertes à toutes

fortes de Roulettes, alongées 011 accourues, pour
toutes
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toutes lesquelles ses méthodes font générales, &
donnent, avec une même facilité, les touchantes,
la dimension des plans & de leurs parties, leurs
centres de gravité, & les solides, tant autour de la
base, qu'autour de l'axe. Car encore qu'il ne l'aic
donné au long que des Roulettes entieres, fa mé¬
thode s'étend fans rien y changer, & avec autant
de facilité aux parties, & ce seroit chicaner que
de lui en disputer la premiere résolution.

La connoisiance de la Roulette ayant été portée
jusques-là par M. de Roberval, la chose étoit de¬
meurée en cet état depuis quatorze ans j lorsqu'une
occasion imprévue m'ayant fait penser à la Géo¬
métrie que j'avois quittée il y avoit long-temps,
je me formai des méthodes pour la dimension &
les centres de gravité des solides, des surfaces pla¬
nes & courbes, & des lignes courbes, auxquelles
il me sembla que peu de choses pourroient échap¬
per : & pour en faire l'esiai fur un sujet des plus
difficiles, je me proposai ce qui restoit à connoî-
tre de la nature de cette ligne } savoir, les centres
de gravité de ses solides, & des solides de ses
parties ; la dimension & les centres de gravité des
surfaces de tous ces solides j la dimension & les
centres de gravité de la ligne courbe même de la
Roulette & de ses parties.

Je commençai par les centres de gravité des so¬
lides & des demi-solides, que je trouvai par ma

méthode,
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méthode, & qui me parurent si difficiles paf fonts
autre voie, que, pour savoir s'ils l'étoienr en effet
autant que je me l'étois imaginé , je me résolus
d'en proposer la recherche à tous les Géomètres,
& même avec des Prix. Ce fut alors que je fis
mes Ecrits latins , lesquels ont été envoyés par¬
tout : 8c pendant qu'on cherchoit ces problèmes,
touchant les solides , j'ai résolu tous les autres,
comme on verra à la fin de ce discours , quand'
j'aurai parlé des réponses qu'on a reçues des Géo¬
mètres fur le sujet de mes Ecrits.

Elles font de deux sortes. Les uns prétendent
d'avoir résolu les problèmes proposés, & ainsi avoir
droit aux Prix : & les Écrits de ceux-là'feront vus

dans Fexamen régulier qui doit s'en faire. Les
autres n'ont point voulu prétendre à ces solutions ,

8c se sont contentés de donner leurs premieres
pensées fur cette ligne.

J'ai trouvé de belles choses dans leurs Lettres,
8c des maniérés fort subtiles de mesurer le plan
de la Roulette, 8c entre autres dans celles de
M. Sluze, Chanoine de la Cathédrale de Liege;
de M. Richi, Romain-, de M. Hugùens, Hollan-
dois, qui a le premier produit que la portion de
k Roulette, retranchée par l'ordonnée de l'axe,
menée du premier quart de l'axe du côté du som¬
met , est égál à un espace reétiligne donné : &
j'ai trouvé la même chose dans une Lettre de

M. Wren,
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M.Wren, Anglois, écrite presque en même-temps.
On a vu auíîi la dimension de la Roulette &

de ses parties , & de leurs solides à l'entour de la
base seulement, du R. P. Lallouere , Jesuice de
Toulouse. Comme il l'envoya toute imprimée,
j'y fis plus de réflexion ; & je fus surpris de voir
que tous les problêmes qu'il y résout, n'étant autre
chose que les premiers de ceux que M. de Ro~
berval avoit résolus depuis si long-temps , il les
donnoit néanmoins fous son nom, sans dire un

seul mot de l'Auteur. Car encore que sa méthode
soit différente, on sait assez combien c'est une
chose aisée, non-seulement.de déguiser des propo¬
sitions déja trouvées, mais encore de les résoudre
d'une maniéré nouvelle, par la connoiflance qu'on
a déja eue une fois de la.premiere solution.

Je priai donc instamment M. de Carcavi, non-
seulement de faire avertir le Révérend Pere que
tout cela étoit de M. de Roberval, ou au moins
manifestement enfermé dans ses moyens, mais en¬
core de lui découvrir la voie par laquelle il y est
arrivé ( car on ne doit pas craindre de s'ouvrir en¬
tre les personnes d'honneur ). Je lui fis donc man¬
der que- cette voie de la premiere découverte étoit
la quadrature que : l'Auteur avoir -trouvée depuis
long-temps, d'une figure qui se -décrit d'un trait
de compas fur la . surface d'un cylindre droit, la¬
quelle surface étant étendue en plan, forme la moi¬

tié
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dé d'une ligne, qu'il a appelíée la. compagne de la
Roulette 3 dont les ordonnées à l'axe font égales
aux ordonnées de la Roulette , diminuées de celles
de la roue. En quói je crus faire un plaisir par¬
ticulier au Révérend Pere, parce que dans ses Let¬
tres que nous avons, il parle de k quadrature
de cette figure, qu'il appelle Cycloï-cylindrìque,
comme d'une chose très-éloignée de fa connois-
sance, & qu'il eût sort désiré connoître. M. de
Carcavi n'ayant pas eu assez de loisir, a fait man¬
der tout cela & fort au long, par un de ses amis,
au Révérend Pere, qui a fait réponse.

Mais entre tous les Écrits qu'on a reçus de cette
forte, il n'y a rien de plus beau que ce qui a été
envoyé par M. "Wren. Car outre la belle maniéré
qu'il donne de .mesurer le plan de la R.oulette, il
a donné la* comparaison de k ligne courbe même
& de ses parties, avec k ligne droite : fa proposi¬
tion est, que k ligne de 1a Roulette est quadruple
de son axe, dont il a envoyé rénonciation sans dé¬
monstration. Et comme il est le premier qui l'a
produite, c'est fans doute à lui que l'honneur de
k premiere invention en appartient.

Je ne croirai pas pourtant lui rien oter, pour
dire, ce qui est auffi véritable, que quelques Géo¬
mètres de France, auxquels cette énonciation a été
communiquée, en ont trouvé 1a démonstration fur
le champ, 8c entre autres M. de Fermat. Et je di¬

rai
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rai de plus que M. -de R.oberval a témoigné que
cette connoissance ne lui étoit pas nouvelle : car
auíìi-tôt qu'on lui en parla, il en donna la démons¬
tration entiere, avec une très-belle méthode pour
la dimension de toutes les courbes, laquelle il n'a-
voit point encore voulu publier : espérant d'en ti¬
rer quelques connoiíTances encore plus considéra¬
bles, comme en effet c'étoit par-là qu'il avoir com¬

paré depuis long-temps les lignes spirales aux pa¬
raboliques; on en voit quelque chose dans les
Œuvres du R. P. Mersenne.

Cette méthode est encore tirée de la composi¬
tion des mouvements, de même que celle des tou¬
chantes : car comme la direction du mouvement

composé donne la touchante, ainsi sa vitesse donne
la longueur de la courbe, dont voici la premiere
publication.

Voilà ce que j'ai trouvé de plus remarquable
dans les Ecrits de ceux qui ne prétendent point
aux Prix. Quant aux autres, je n'en parlerai qu'a¬
près l'examen qui devoit s'en ouvrir le premier
Octobre, mais que nous sommes obligés de remet¬
tre au retour de M. de Carcavi, qu'on attend de
jour en jour.

C'est alors qu'on jugera de ceux qui auront sa¬
tisfait aux quatre conditions portées par mes Écrits,
publiés au mois de Juin; savoir:

r°. Que la solution ait été reçue & signifiée chez
M.
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Al. de Carcavi dans le premier Octobre , qui est
le remps prescrit : Qui intra pr&jlitutum tempus II-
lujlrijfimo D. de Carcavi Jìgnijicaverit &c.

a0. Qu'elle soit accompagnée d'un acte public,
injlrumento publico , pour ôter tout soupçon.

3 °. Qu'elle contienne, ou une démonstration abré¬
gée , ou au moins le calcul d'un cas que je de¬
mande pour reconnoître, par la qualité de ce cal¬
cul, fi celui qui l'envoie avoit en effet dès-lors la
résolution nette & parfaite des problêmes : autsal-
tem ad confirmandam sua ajjertionis veritatem casûs
quem mox desgnabirnus calculum dederit ; ce qui
paroîtroit être vrai ou faux, selon que le calcul se-
roit vrai ou faux.

4°. Que l'on enverroit ensuite & à loisir l'en-
tiere démonstration de tous les autres cas propo¬
sés , omnia omniho demonfirare ; & qu'elle soit ju¬
gée vraie & .géométrique en toutes ses parties,
par ceux que Al. de Carcavi voudra nommer. Et
j'ai même pardonné les erreurs de calcul qui se
trouveront dans ces dernieres & entieres démons¬
trations de tous les cas généralement : parce que

quand les démonstrations font présentes, les cal¬
culs ne font jamais nécessaires, & les erreurs y font
toujours pardonnables.

S'il s'en trouve qui soient dans ces conditions,
le premier aura le premier Prix, 8c le second, le
second : s'il n'y en a qu'un, il les aura tous deux.

Alais
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Mais ceux qui ne les auront pas toutes accom¬

plies, seront exclus des Prix, quoiqu'ils ne le soient
pas de rhonneur, qui leur appartiendra toujours par¬
le mérite des Écrits qu'ils pourront produire. Car je
n'ai pas mis des conditions à la dispensation de
1'honneur, dont je ne dispose pas, mais feulement
à celle des Prix dont j'ai pu disposer à mon gré.

Que s'il ne se trouve personne dans l'examen
qui ait résolu les problèmes, je les donnerai alors
moi-même , comme je me fuis obligé par mes
Écrits de le faire, quand le temps seroit expiré}
c'est-à-dire, au premier Octobre. Et j'ai en eíFet
déja commencé à divulguer mon calcul, que j'ai
donné écrit à la main à plusieurs personnes dignes
de foi, & entre autres, à M. de Carcavi, à M. de
Roberval, à M. Galois , Notaire Royal à Paris,
& à plusieurs autres personnes de France, & d'ail¬
leurs très-considérables par leur qualité & par leur
science, qui ont marqué le jour qu'ils Font reçu.
J'ai cru à propos d'en user ainsi, & de ne pas le
faire encore imprimer, afin que si dans l'examen
il s'en trouve qui l'aient déja rencontré , je pu¬
blie qu'ils l'onr résolu avant que j'eusse divulgué
ma solution j sinon je donnerai publiquement ce
que personne n'aura trouvé, & j'y ajouterai eu-
core les problêmes suivants, qui restent fur la na¬
ture de la Roulette, dont quelques-uns ne me
semblent pas moins difficiles.

i°. Le
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i°. Le point Z3 étant donné où l'on voudra,

dans la Roulette simple, trouver non-seulement la
dimension de la ligne courbe Z A 3 comprise en¬
tre le point Z & le sommet (ce que M. Wrena
résolu ), mais encore le centre de gravité de cette
portion de la ligne courbe.

i°. Trouver la dimension de la surface décrite

par cette portion de la ligne courbe, tournée, tant
autour de la base ( ce qui est facile ), qu'autour de
Taxe, d'un tour entier, ou d'un demi, ou d'un
quart, ou de telle partie de tour qu'on voudra.

3°. Trouver le centre de gravité de cette sur¬
face, ou demi-surface, ou quart de surface, &c.;
ce qui est le plus difficile & proprement le seul
que je propose.

Dans tous lesquels problêmes je suppose la qua¬
drature du cercle, où il est nécessaire de la sup¬
poser.

Voilà ce qui restoit à découvrir sur la nature de
cette ligne, & dont je tiendrai la solution secrete
jusqu'au dernier Décembre de cette année 1658,
afin que si quelqu'un en trouve la solution dans
ce temps, il ait l'honneur de l'invention. Mais
ce temps expire, si personne ne la donne, je la
donnerai alors ) & même la dimension générale des
lignes courbes de toutes les Cycloïdes alongées
ou accourcies j lesquelles ne font pas égales à des
lignes droites, mais à des ellipses.

C'est
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C'est là que j'ai fini de considérer la nature de

cette ligne. Et pour reprendre, en peu de mots,
toute cette Histoire, il paroît ;

Que le premier qui a remarqué cette ligne en
la nature, mais fans en pénétrer les propriétés, a
été le P. Mersenne.

Que le premier qui en a connu la nature, trou¬
vé les touchantes, mesuré les plans & les solides,
& donné le centre de gravité du plan & de ses par¬
ties, a été M. de Roberval.

Que le premier qui en a mesuré la ligne courbe,
a été M. Wren.

Et qu'enfin j'ai trouvé le centre de gravité des
solides & demi-solides de la iigne & de ses par¬
ties , tant autour de la base , qu'autour de Taxej
le centre de gravité des surfaces, demi-surfaces,
quart de surfaces, &c. décrites par la ligne & par
ses parties , tournées autour de la base & autour
de Taxe ; & la dimension de toutes les lienesf

o

courbes des Roulettes alongées ou accourcies.
Ce io Octobre 1658.

Tome F. M HISTORIA
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HISTORIA TROCHOIDIS,
SIVE CYCLOIDIS,

GALLICÈ, LA ROULETTE:

In qùd narratur quibus gradibus ad inti-
mam illius lïneœ naturam cognofcenda.nl
perventum ft.

"ITNter infinitas linearum curvarum species, íì
unam circularem excipias} nulla est qux nobis

írequentiùs occurrat quàm Trochoides ( gallicè
la Roulette ) : ut mirurn sit quòd illa priícorum se-
culorum Geometras latuerit, apud quos de tali
lineâ nihil prorsùs reperiri certura est.

Describitur à clavo rota: in subl-imi delato, durst
rota ipsa, motu toris peculiari, secundùtii orbitam
suam rectâ fertur simili & circurnvolvitur, initio
motus sumpto, dum clavus orbitam tangit, usque
dum absolutâ unâ conversione, clavus idem ite-
rum eandem tangat orbitam. Supponimus autem
liîc ad Geometrise specitlationem, rotam este per-
fectè circularem j clavum, ponctuai in circumfe-
rentiâ illius astiimptumj iter rota:, perfectè pla-
num j orbitam denique perfectè rectam, quam cir-
•cumferentia rota: continuò tangat j ambabus, oibità

inquain
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ïnquam Sc circumferentiâ, in-uno eodemque piano
ìnter movendum ubique existentibus.

Hanc iineam primas omnium adverrit Mersen-
nuS, ex Minimorum Ordine, circa annum 1 í 15,
dum rotarum motus attentius consideraret} atque
indè rotulte ei nometi indidit ; post ille naturam
ejus & proprietates inspicere voluit, Íed irrito
conatu.

Erat huic viro ad excogitandas arduas ejusmedi
quatstiones iingulare quoddam acumen, êc quo
omnes in eo genere facilè superaret : quanquam
autem in iisdem diíîolvendis, quœ prœcipua hujusce
negotii laus est, non eâdem felicitate utebatur.
Tamen hoe nomiiie de litteris optimè méritas est,
quòd permultis iisque pulcherrimis inventis occa¬
sione m pràbuerit, dum ad eorurn inquisitionem
eruditos de iilis neque cogitantes excitarer.

Ergo naturam Trochoidis omnibus quos liuic
operi credidir pares, indagandam proposuit, in pri-
misque Galileo : at nemini res ex sententiâ ceilir,
ornnesque de nodi illius distolutione desperarunt.

Sic viginri proximè abierunt an ni ad usque 1634,
quo Mersennus, quùm multas ac prreclaras propo-
sitiones à Robervallio, Regio Matheseos Profesiore,
solvi quotidiè videret, ab eodem suae quoque Tro¬
choidis solutionem speravit.

Nec verò eum sua spes frustrata est. Felici enim
inquisitionis futé succeíTu usus Robervallius, Tro-

M 1 choidis
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choidis spatium, spatii rotx à quâ describitur, tri-
plum eíTe demonstravit : ac tùm primùm huic fi-
gurx Trochoidis nomen è grxco deductum impo¬
sait, quod gallico la Roulette _, aptiffimè respondet.
Mox ille Mersenno solutum à se problema, ac

triplam illam rationem ostendit, acceptâ ab eo
sde, id pet totum adhuc annum iri compressum,
dum eandem rursùs quxstionem omnibus Geome-
tris proponeret.

Lxtus hoc eventu Mersennus mittit rursùs ad
omnes Geometras : rogat ut de integro in eam in-
quiíìtionem. incumbant 3 addit etiam solutum à Ro-
bervallio problema :sed de modo nihil adhuc indicat.

Anno & ampliùs elapso, cùm nullus propoíìtx
quxstioni satisfaceret, tertiùm ad Geometras scri-
bit Mersennus, ac tune anno, íciliçet 163 5 , ratio¬
nem Trochoidis ad rotam ut 3 ad 1 esse patefecit.

Hoc novo adjuti subíidio, problematis demons-
trationem invenerunt duo, inventamque eodem
ferme tempore ad Mersennum transmiserunt, alte-
ram Fermatius, Supremx Tolosanx Curix Senator,
alteram Cartelîus nunc vitâ functus 3 utramque, &
âlteram ab altéra, & à Robervallii demonstratione
diversam : ita tamen ut qui eas omnes videat, illico
illius demonstrationem internoscat qui primus pro¬
blema dissolvit. Ea enim fingulari quodam carac¬
tère insignitur 3 ac tam pulchrâ & íìmplici via ad
veritatem ducir, ut liane unam naturalem ac rectam

esse
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esse facile scias. Et certè eâdem illâ via Roberval-
lius ad operioíiores multò circa idem argumentum

. dimeníiones pervenit, ad quas per alias methodos
nemo forsan perveniat.

Ita res brevi percirebuit, neminique in totâ Gal-
liâ Geometrite studio-lion ignotum fuit demonstra-
tionem Trochoidis acceptam Robervallio referen-
dam. Huic autem ille duas fub idem ferme tem-

pus adjunxit j una est folidorum citca baíìm ejus
meníio : altéra tangentium inventio, cujus ipfe me-
thodum & invenit & statim evuigavit, tam gene-
ralem illam ac latè patentem, ut ad omnium cur-
varum tangentes pertineat. Motuum compoíitione
methodus illa innititur.

Anno autem 163 8 , II. de Beaugrand cùm illas de
piano Trochoidis demonstrationes collegiífet, qua-
rum ad ipfum multa exemplaria pervenerant, item-
que egregiam methodum Fermatii de maximis &
mìriimis : utrumque ad Galileum misit, tacitis Au-
thorum nominibus. Ac fibi quidem illa nominatim
non adscripíit : iis tamen ufus est verbis, ut minus
attenté legentibus, quominùs se istorum profite-
retur Authorem, solâ demùm impeditus modestiâ
videretur. Itaque acl rem paululùm interpolandam,
mutatis nominibus, Trochoidem in Cycloidem
commutavit.

Non multò post Galileus, & ipfe de Beaugrand
vitâ ceíTerunt. Succeíîit Galileo Toricellius, nac-

M j tufque



18 i Historia T r o e h o i d î s,

tufqne est inter illias manuscripta, quae omníá ad
ipsum delata erani, ista de Trochoidè sub Cycloidìs
H omi ne problemaua ipsius de Beaugrand manu sic
exarata quasi eorum Áuthòr esiet. Cognitâ ergo
iilius morte Toricellius, abolitam jam temporis
spatio rei memoriam ratus, ea omnia secnrè jam
ad se transferri poste arbitratus est.

ítaque anno i 644 Librum edidit, in quo exci-
tatam de Trochoidè qurestionem Galileo tribuit ,

quae Mersenno debebatur : sibi primam ejus disto-
lutioneni arrogaf, quam Robervalki este certum
«rat : in quo fane, nt candoris aliquìd Toricellio
defuit, sic & aliquid felicitatis. Neque enim sine
quorumdam risu exceptus est in Galliâ, qui anno
1644 hoc sibi ascivist'et inventum, cujus parens
in vivis constanter jam per octo annos Roberval-
lias agnoscebamr, qui quod suum erat non modb
compluribus testibus adhuc viventibus postée revin-
cere, sed etiam excusis typo testimoriiis, in quir
bus est quoddam scriptum G. Desargues anno 1640,
Augusti menfe, Parisiis editum: in quo nomina-
tim habetur Trochoidis problemata Robervalîii
este ; methodum de maxìmïs & mlnimis , Fermatii.

Ergo hanc injuriam cum ipso Toricellio litteris
expostulavit Robervallius \ ac severiùs etiam Mer-
sennus, qui tot ipsum argumentis omnigenisque
testimoniis, etiam excusis, coarguit, ut veris vie-
tus Toticellius, hoc invento cedere, ilîudque ad

Robervallium
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Robervalliurn transcribere eoactus fit : quod lit—
te ris propriâ manu ícriptis pnestitit, qure etiam-
num asservantur.

Verum quia paffim in manibus est Toriceliii
Liber, contrà ejus, ut ita loquar, recantatio pau-
cis innotuit} Robervallio tam parùm de famâ fuâ
çxtendendâ foilicito, ut nihil de eâ recantatione
emiferit in vulgus : multi inde in errorem, &
ipsemet etiam inductus sum. Hinc factum est ut
in prioribus scriptis ita íxni de Trochoide locutus,
quasi earn princeps Toriceìlius invenerit. Quo.
errore cognito, faciendum duxi, ut quod jure Ro¬
bervallio debetur, hoc ipíi scripto restituerem.

Usus hoc infortunio Toriceìlius, cùm jarn nec
dirneníionem spatii Cycloidis, nec solidi circa ba-
sim primus invenilse existimari posset ab iis quibus
perspecta rei veritas eífet, solidi circa axem Cy-^
cloidis, meníionem aggressus est. ìbi verò non
mediocrem difficultatem offendit : est enirn illud
altiíïimte cujusdam & operosiffima: inquisitionis
problema; in quo cùm veram assequi non posset,
verœ proximam solutionem mifit ; ac solidum illud
ad suum cylindrum esse dixit, sscut 11 ad 18 , ratus
errorem illum à nemine refelli posse. Veriim nihila
fuit hoc etiam in loco felicior; nam Robervallius
qui veram ac Geometricam dimensionem invene-
rat, non modo suum illi errorem, sed etiam veram

problematis resolurionem indicavit.
M 4 Toriceìlius
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Toricellius non multò post fato concestît. Át

Robervallius solâ sitnplicis Trochoidis ejusque so-
lido rum dimenfione non contentas , omnes 0111-
ninò Trochoides, fîve protractas, íìve contractas, in-
quisitione complexus est, easque excogitavit mé¬
thodes, quai ad omnem Trochoidis speciem per-
tinerentj eâdemque faciiitate tangentes darentj
plana, & planarum partes dimetirentur ; centra gra-
yitatis planorum j ac postremò solida circa baíìm &
circa axem, patefacerent. Quamvis enim intégras
tantùm Trochoides dimensus íît, tamen ad Tro-
choidum partes nihil mutata ejus methodus non mi¬
nus expeditè adhiberipotest j ut quiilludRobervallio
inventum abjudicet, meritò cavillator habendus íît.

Nec verò ea omnia apud se celavit Roberval¬
lius, sed scriptis mandata publicè, privatimque,
atque etiam in celebri seîectorum virorum Ma-
theseos peritisiimorum cœtu, per complures dies
legit & cupientibus describenda permiíit.

Eò perductâ Robervallii industriâ Trochoidis
cognirione, ibi per 14 annos substiterat ; cùm me
ad abdicata pridem Geometriie studia repetenda
improvisa occasio compuiit. Tum verò eas mihi
paravi methodos ad dimeníionem, & centra gra-
vitatis soliclomm, planarum & curvarum superfi-
cierum, curvarum item linearum, ut illas vix quic-
quam effugere posté videretur : atque adeò ut id
materiâ vel diííìcillimâ periclitarer, ad ea quie de

Trochoide



s i y e Cycloidis. 1S5
Trochoide vestiganda supererant aggreffus Tumj
nempè centra gravitaris solidorum Trochoidis &
solidorum ex ejus partibus exurgentium} dimen-
íìonetn, & centra gravitatis íuperficierum omnium
istorum solidorum; ac postremò dimensionem, &
centra gravitatis ipíìuímet linete curvae Cycloidis
ejusque partium.

Ac primùm centra gravitatis solidorum & semi-
solidorum indagavi, & ope mer methodi aflecutus
sum ; quod mihi sic arduum est visum quasvis alias
insistentibus vias, ut periculum facturas, an ira res
effet quemadmodùm mihi persuaseram, hanc om¬
nibus Geometris, etiam coristituto Praemio, in-
quisitionem proponere decreverim. Tune scilicet
latina iíla scripta quaquaversùm miffa vulgavi ;
ac dum illa de solidis problemata investigantur,
reliqua ego omnia diffolvi, quemadmodùm sub
hujus scriptionis finem exponam, ubi de Geome-
trarum responsis priùs dixero.

Illa verò responsa dupìicis siint generis, quippe
diversi sunt scribentium genii. Quidam soluta à se
problemata, atque ita jus sibi in Praemium effe
contendunt : horum scripta legitimo examine pro-
pediem excutientur. Alii ad problematum quidem
solutionem non aspirant, sed suas tantùm in Cy¬
cloidem commentationes exponunt.

Horum in litteris multa praeclara, & eximite di-
metiendi Cycloidis plani rationes habentur, impri-

mifque
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misque in Epistolis Sluzii, Leodiensis Eccleíîa: C'a-
nonici ; Richii, Romani ; Hugenii, Batavi, qui pri¬
mais omnium detexit eam plani T'rochoidis portio-
nem trilineam, qute his tribus lineis comprehendi-
tur, scilicet quarta parte axis ad verticem terminatâ,
rectâ ad axem ab initio iilius quarts partis perpendi-
cuîariter ordinatâ usque ad Trochoidem, & portio¬
ns curvx Trochoidis inter duas prxctictas rectas ter¬
minatâ, spatio rectilineo dato xqualem este, atque
adeò iili squale quàdratam absolutè exhiberi : quod
idem in Epistolâ Wren, Angli, eodem ferè tem-
pore scriptâ reperi.

Cycìoidis etiam, ejusque partium, itemque soli-
dorum circa basim tantùm dimensionem accepimus
ab Allouero, è Societate Jesu Tolosano j quam, quia
ille typis editam miíìt, attentiùs inspiciens, non
fine admiratione cognovi cuncta illa qux ibi ha-
benrur problemata, etsi non aiia íînt quàm qux
jampridem à Robervallio soluta sunt, tamen ab illo
nuliâ prorsùs Robervaílii factâ mentione, quaíi à
se primum soluta, proserri. Quanquam enim diver-
sam secutus est methodum, neminem tamen sugit
quàm promptum ac proclive fit jam inventas pro-
positiones nova specie habitûque producere j tùm
ex cognitâ iilarurn solutione, novas solvendi vias
comminisci.

Egi igitur sedulò cum Carcavio, tom ut Alloue-
rum moneret, quod pro suo vendirabat, Rober¬

vaílii
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vallii este, vel nullo negotio ex ejus inventis elicij
tum etiam ut vìam ipfi explanaret qua eo Rober-
vallius pervenetat j nam hsc inter honeftos víros
citra periculum communicantur. Me igitur anni-
tente scriptum est ad Aliouerum, illam qua: Ro-
bervallium eò perduxerat methodum, cujusdam
figura: quadraturâ nìti, ab eodem pridem inventa,
quam figuram delineat circini ductus in recti cy-
lindri superficie, quae superficies in planum por-
recta, mediam cujusdam lineœ efficit partem, quam
Robervallius Trochoidis sociam sive gemellam
dixit; ex quâ quce ad axem recta: ad angulos rectos
ducuntur, squales sunt ductis ex Trochoide, demp-
tis illis qua: ex Rotâ ducuntur. In hoc verò non me-
diocrëm me ab Allouero gratiam iniiíse credidi ;
quandoquiclem ipse in suis litteris quae adhuc ha-
bentur, de istius figura: quam Cycloi-cylindricam
appellat, quadraturâ ita loquitur, quaíi qua: à sua
notitiâ longe ahsit & quam noise vehementer
expetat.

Híec pro Carcavio, cui tam multa scribere non
vacabat, quidam ipsius amicus ad Aliouerum scrip-
sit, cui vicilïim rescripsic Allouerus.

Sed inter miíTa à Geometris scripta, nullurn
ipsius Wren scripto prastantius. Nam prrcter egre-
giam dimetiendi Cycioidis pîani rationem, etiam
curvœ & ejus partium cum rectâ comparationem
aggreíTus est. Propofitio ejus est, Trochoidem ad

suum
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suum axera eíse quadruplam ; hujus ille enuntia-
tionem íìne demonstratione mist ; & quia primus
protulit, inventons laudem promeritus est.

Nihil tamen de illins honore de t tact nm iri puto,
íî quod verilïìmum est dixero, quosdam è Gallia
Geometras ad quos illa enuntiatio perlata est, &
in iis Fermatium, ejus, non difficulter demonstra-
tionem invenisse. Dicam insuper Robervallium
nihil sibi novum afFerri plané ostendiíle, statim ac
enim de eâ propositions audiit, integram ejus de-
monstrationem continuò subjecit, cntn pulcherri-
mâ methodo ad omnium linearum curvarum di-
mensonem : quam methodum ipse dum alia inde
graviora consectaria sperat eruere, diù occultam
habuerat. Et certè eâdem ilie methodo usus erat

ad comparandas spirales lineas cnm parabolicis, quà
de re in operibus Mersenni nonnulla reperias.

Hcec methodus compostione item motuum iiv
nititur, ut & illa tangentium. Nain scuti motûs
compost! directio tangentem dat, sc ejus celeritas
curvx longitudinem efficit, quod fané nunc pri-
mùm reseratur.

Hxc sunt qure in eorum qui Prxmium non res-
piciunt scriptis animadversone digniffima reperi;
de exteris, peractâ demùm diseuflìone, dicemus;
quam quidem prima Octobris die aperiri consti-
tutum erat, fed ad reditum usque Carcavii, qui
jamjam aísuturus nuntiatur, rejieere neceíle fuit.

Tum
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Tùm verò jndicabitur an aliqui quatuor illis legi-
bus satisfecerint, quas nos editis meníe Junio scrip-
tis promulgavimus.

I. Ut solutio Carcavio denuntiata & apud eun-
dem rescripta fit intra prsestitutum tempus, nimi-
rùm primum Oótobris diem • qui intra (haec nostra
verba) pr&Jlitutum tempus D. deCarcavi JlgniJicaverit.

II. Ut ìlla denunciatio instrumento pu'blico fiat,
ad tollendam fraudis suspicionem.

III. Ut demonstratio compendiaria, vel saltem
certi cujusdam casùs calculus osseratur, ex quo in-
telligi poffit an qui eam mittit jam tùm veram

problematis solutionem tenere credendus fit : Aut
certe ad confirmandam ajsertionis veritatem casûs
quem mox defignabimus calculum misent. At ínisifo
calculo solo, tune de vero aut falso omninò statuen-
dum veniet, prout calculus verus vel falsus judi-
catus fuerit.

IV. Ut deindè per otium, omnium proposito-
rum casuum demonstratio mittatur, eaque vera &
omnibus partibus Geometrica ab iis judicetur, quos
Carcavius arbitras asciverit. Si quis tamen error
calculi in intégras illas omnium casuum demonfi-
trationes irrepserit, eum putavimus condonandum :

quia calculi nécessitas cessat, ubi adest demonstra¬
tio, adeòque tune semper ignoscendus est error in
calculo intervenions.

Si duo his conditionibus satisfecerint, primus
íic
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sic primiïm Prœmium, secundus secundum accipîet;
si anus modo, íolus utrumque obtinebit. At qui vel
uni illarum legum defuerit, excidet ille quidem
P-rœmio, non item honore, quem pro fcriptorum
qure ille pubhcare poterie pretio, meritum conse-
qnetur j non enirn ullas dispensando honori leges
apposui, qui prorsùs mei juris non erat j sed tan-
.tùm Pnemiis, quorum mihi plena & soluta po-
testas fuir.

Quòd si, re légitimé diseufsâ, nullus problemata
diíTolvisie reperiatur, tune meas ipse solutiones pro-
feram, uti me in scriptis meis, postquam pnesti-
tuta ad id prima Octobris dies adveniíser, factu-
rum elfe pollicitus íum. Traque calculum meum jam
evulgare cœpi, multisque illum side digniffimis
personis tradidi manuferiptum : & inter alios Cár-
cavio, Robervallio, D. Galois, Regio Tabellioni
Parisiis degenti, ac compluribus aliis Gallire viris
dignitate & eruditione prœstantihus, qui diem ac-
cepti à me calculi diligenter annotarunt.

Hune verò proptereà statim edendum non cen-
íui, ut si qui in ipsâ diseuffione eum inveniise
reperti sint, id ab ipsis ante vulgatam íolutionem
mearn factura príedicem : sin minus, à nemine in¬
venta publieabo.

Quin etiarn, quò tota Trochoidis natura per-
noscatur, sequentia adjungam problemata, quorum
nonnulla nsihi videntur non minus ad solvendum

difficilia,



s i v e Cycioidis. 191

aìfficiîia, quàm qux hue usque proposita sunt.
I. Puncto Z dato quoeumque in Trochoide sim-

plici, invenire centrum gravitatis curvx Z A inter
aslìgnatum puncturn Z & vertiçem A interceptât.

II. Invenire dimensionem superficiel curvœ ab
eâdem curvâ Z A, descriptx, dum ipsa Z A cir-
cumvolvitur, vel circabasim, qui casus faciiis est,
vel circa axem : & sive converíìo proponatur inté¬
gra, íîve dimidiata, vel ejus qiuecumque pars.

III. Omnium pnedictarum superficie rum a curvâ
Z A descriptarum, tam partium, quàm integrarum,
«entra gravitatis aiïignare.O o

Et hoc quidem tertium omnium inventu diffi-
cillimum mihi exritir. Esto ergo idem soìum ac
tmicum prx exteris ad discutiendum propositum.

In omnibus autem illis probìematibus supponi-
tur circuli quadratura, nbicumque supponenda fuit.

Hic sunt qui de naturâ Trochoidis retegendâ
restabant, quorum solutionem ad ultimum usque
Decembris diem hujus anni 1 Cí 5 S comprimemus :
ut si quis ea intra id tempus invenerit, inventio-
nis gloriâ potiatur. At hoc elapso, si nemo attu-
lerit, ipsimet afFeremus : atque ipsam etiam gene-
ralem dimensionem omnium linearum curvarum

cujusvis Trochoidis vel protractx vel contracts,1
quai non rectis lineis, sed ellipsibus squales os-
tendentur.

Hîc nostrx in hujus linex naturâ rimandâ per-
vestigationis
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vestigationis limes fuit; quare ut totam hanc nar-
rationem in summam contraham :

Primus Mersennus, hanc lineam in naturâ re-

rum advertit, nec tamen ejus naturam pervidere
valuit.

Primus Robervallius, & naturam retexit, &

tangentes affignavit, ac plana & solida dimensus
est; & centra gravitatis, rum plani, tum plani
partium, invenit.

Primus Wren, lineam curvam dimensus est.
Ego denique primus, solidorum, ac semisoli-

dorum Trochoidis & ejus partium, tum circa ba-
sim, tum circa axem, centra gravitatis inveni.
Primus, ipíîusmet linea: centrum gravitatis. Primus,
dimensionem superficie rum curvarum praedicta so¬
lida, semisolida, eorumque partes comprehenden-
tium. Primus, centra gravitatis talium superficie-
rum integrarum & diminutarum. Ac primus, di¬
mensionem omnium linearum curvarum cujusvis
Trochoidis, tam protractae, quàm contracts.

io Oclobris 16 5 8.

RÉCIT
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RÉCIT
De Vexamen ù du '-jugement des Ecrits

envoyés pour les Prix proposés publi¬
quement fur le sujet de la Roulette , oà
l'on voit que ces Prix n'ont point été
gagnés, parce que personne n'a donné
la véritable solution des Problèmes.

IT 'Absence de M. de Carcavi ayant retardé
l'examen des Écrits qu'il a reçus fur les pro¬

blêmes proposés touchant la Roulette", auíïì-tôt qu'il
fut de retour, il assembla, le 24 Novembre, des
personnes très-savantes en Géométrie , lesquelles
il pria de vouloir examiner ces Ecrits : & leur dit
qu'encore qu'on lui en eût envoyé plusieurs, il y
en avoit peu néanmoins à examiner, parce que la
plupart avoient été retirés par les Auteurs qui
avoient prié qu'on ne les soumît pas à l'examen,
& qu'ainsi il ne lui en restoit que de deux per¬
sonnes, qu'il ne voulut point nommer. Que l'un
de ces Écrits consistoit en un simple calcul d'un
cas proposé, lequel lui fut envoyé signé par l'Au-
teur ( 1 ) en date du 15 Septembre 16 5 8, & porté chez

(1) Le P. Lallouere, Jésuite. Voyez le Discours imprimé
à la tête du premier Volume de cette Collection.

Tome V. N lui,
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lui, le 2 3, par une personne qui demanda qu'on mar¬
quât sur le paquet le jour de la réception , en di¬
sant qu'il étoit question d'un Prix ; ce qui fut fait.
Mais qu'il reçut incontinent après des Lettres du
même Auteur du z i Septembre , par lesquelles il
mandoit que son calcul étoit faux : en quoi il per¬
sista par d'autres des mois de Septembre, d'Oc¬
tobre & de Novembre , fans néanmoins envoyer
d'autres calculs, mais déclarant auíïì qu'il ne pré-
tendoit point aux Prix destinés à ceux qui auroient
résolu les problêmes dans le temps déterminé. De
toutes lesquelles choses M. de Carcavi conclut
qu'encore que cet Auteur ne lui eût pas mandé
qu'on ne soumît point son calcul à l'examen ; il
jugeoit néanmoins que cela n'étoit pas nécessaire,
un Auteur étant le meilleur juge des défauts de
son propre Ouvrage : de sorte qu'on ne fut pas
obligé d'y apporter beaucoup d'attention j & mê¬
me on vit d'abord qu'il en falloit peu pour en

juger, parce que les mesures qui y font données,
font différentes des véritables, chacune presque de
la moitié ; & que dans un solide aigu par une ex¬
trémité , & qui va toujours en s'élatgissant vers
l'autre, il astìgne le centre de gravité vers l'extré-
mité.aiguë, ce qui est visiblement contre la vé¬
rité. On jugea aussi que ce calcul ayant été envoyé
seul, pour faire juger selon qu'il seroit vrai ou
faux, que l'Auteur avoit ou n'avoit pas les mé¬

thodes
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thodes pour la résolution des problèmes, au temps
«qu'il savoir envoyéj les erreurs qui s'y trouvoient,
lui donnoient l'exclusion, & ne devoient pas être
mises au rang de ces autres simples erreurs de cal¬
cul , que l'Anonyme avoit bien voulu excuser à
ceux qui enverroient en même-temps les démons¬
trations ou les ^méthodes entieres & véritables,
auxquelles si les calculs ne se trouvoient pas con- ,

formes, il paroîtroit assez que ces erreurs ne se-
roient que de calcul & non pas de méthode ; fur
quoi l'Anonyme avoit dit, salvosemper errore cal-
culi : au lieu que quand le calcul est seul, on 11e
sauroit juger si Terreur qui s'y trouve, est de mé¬
thode ou de calcul, dont aussi l'Anonyme n'a dit
en aucune maniéré, salvo errore calculi; & qu'il y
a apparence que c'est une erreur de méthode, lors-
qu'ayant reconnu que le calcul est faux, on n'en
envoie ensuite aucun autre. Mais on jugea en
même-temps qu'il falloit laisser à {'Auteur de ce
calcul l'avantage d'avoir reconnu le premier fa
faute , puisqu'il l'avoit en esset écrit incontinent
après savoir envoyé.

M. de Carcavi dit ensuite qu'il ne restoit donc à
examiner que l'Écrit d'un autre Auteur (1), daté du
19 Août, style ancien , & signé par un Notaire le
même jour, ou sAuteur prétend donner une mé-

(1) Val lis. Vcyez le Discours déja cité.
N 1 thode
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thode entiere pour la résolution de tous les pro¬
blêmes , avec les solutions & démonstrations, en

cinquante-quatre articles. Que le paquet en fut dé¬
livré à Paris au commencement de Septembre, &
qu'il avoit reçu depuis trois autres Lettres du mê¬
me Auteur5 l'une du 3 Septembre, par laquelle
il corrige quelques erreurs qu'il avoit remarquées
dans son Écrit , & il ajoute même qu'i/ n'èjl pas
encore, pleinement assuré du rejle_, ne l'ayant pas,

jusques à ce temps-la affe^ exactement examiné ■
l'autre du 16 Septembre , par laquelle il ne fait
qu'avertir de l'envoi des premieres 3 & la derniere
du 3 o Septembre, où il dit en général, & fans
rien marquer en particulier, qu'outre les correc¬
tions qu'il a envoyées , il peut y en avoir d'au¬
tres à faire : par où il semble être en défiance de
ses solutions j & ce qui le marque encore davan¬
tage, est qu'il demande, parla même Lettre,/
on ne se contenteroit pas d'une solution approchante
de la véritable. Or il n'y a gueres d'apparence
qu'une personne qui croirait avoir donné les so¬
lutions exactes & géométriques, demandât si on 11e
se \ contenteroit pas des approchantes 3 mais néan¬
moins comme il ne révoque pas les siennes en pro¬
pres termes, quoiqu'il y ait eu beaucoup de temps
pour le faire, s'il l'eût voulu, on jugea qu'on ne
pouvoir pas fur cela refuser d'examiner des Écrits
envoyés avec acte public, de qui n'avoient pas été

expressément
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expressément révoqués : vu même qu'il die par
une de ses Lettres, que les défauts qui pouvoient
être dans ses solutions, & qu'il appelle des erreurs
de calcul, n empêchoient pas, selon son avis , que
la difficulté des problèmes ne fût suffisamment sur¬
montée.

O11 s'y appliqua donc, & on jugea que, ni dans
son premier Ecrit, ni dans ses corrections, il n'a-
voit trouvé, ni la véritable dimension des solides
autour de Taxe , ni le centre de gravité de la
demi-Roulette, ni de ses parties ( ce qui avoir été
résolu depuis long-temps par M. de Roberval ), ni
aucun des centres de gravité des solides , ni de
leurs parties, tant autour de la base qu'autour de
l'axe , qui étoient proprement les seuls problêmes
proposés par l'Anonyme avec la condition des Prix,
comme n'ayant encore été résolus par personne}
& l'on trouva qu'outre les erreurs qu'il avoit cor¬
rigées par fa Lettre, il en avoit laissé d'autres, &
qu'il y en avoit de nouvelles dans fa correction
même, lesquelles se rencontrent dans presque tous
les articles, depuis le trente jusqu'au dernier.

On jugea aussi que ces erreurs n'étoient point de
calcul, mais de méthode , & proprement des pa-
ralogismes : parce que les calculs qu'il y donne, font
très-conformes à ses méthodes, mais que ces mé¬
thodes mêmes font fausses. Et on remarqua qu'une
de ses erreurs les plus considérables, consiste en ce

N 3 qu'il
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qu'il raisonne de certaines surfaces indéfinies en
nombre, & qui ne font pas également distantes
entre elles , de même que fi elles l'étoient 3 ce qui
fait qu'ayant à mesurer la somme de ces surfaces,
ou la somme des forces de leurs poids ( à quoi íe
réduit toute la difficulté & tout íe secret ), il n'en
trouve que de fausses mesures, ses méthodes n'al¬
lant point aux véritables.

C'est ce qui le mene à comparer, comme nom¬
bre à nombre, des quantités qui font entre elies,
comme des arcs de cercle au diametre, cu comme
leurs puissances 3 & c'est ainsi que voulant donner
la raison du solide de la R.oulerte à l'entour de
l'axe à la sphere de sa roue ( ou de son cercle gé¬
nérateur) , après lavoir donné, comme 13 à i dans
son premier Ecrit, il la donne, comme 3 7 à 4 clans
fa correétion , par un calcul très-conforme à ses mé- !
thodes 3 au lieu que la véritable raison , que M. de
Roberval a donnée de ce même solide à son cy¬

lindre de mème hauteur & de même base, est
comme les trois quarts du quarré de la dcmi-base de
la. Roulette moins le tiers du quarré du diametre de
la Roue , au quarré de cette demi-base.

II n'est pas moins éloigné du véritable centre de
gravité des solides à l'entour de la base , & encore
plus de ceux à l'entour de l'axe, à caisse d'un nouveau
paralogisme qu'il y ajoute, en prenant mal les cen¬
tres de gravité de certains solides élevés perpen¬

diculairement
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diculairement sur des trapèzes, dont il se sert pres¬
que par-tout, (k coupés par des plans qui passent
par l'axe. Et on jugea que les erreurs de ces Ecrits
donnoient encore fans difficulté l'excluíion.

Le jugement de ces Écrits ayant été ainsi arrêté ,

il fut conclu que puisqu'on n'avoit reçu aucune vé¬
ritable solution des problèmes que l'Anonyme avoit
proposés, dans le temps qu'il avoit prescrit ; il ne
devoit à personne les Prix qu'il s'étoit obligé de don¬
ner à ceux dont on auroit reçu les solutions dans ce

temps j & qu'ainsi il étoit juste que M. de Carcavi
lui remît les Prix qu'il avoit mis en dépôt entre
ses mains, puisqu'ils n'avoient été gagnés par per¬
sonne 'y ce qui a été exécuté.

Paris, /í ij Novembre 1658.

N 4 SUITE
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SUITE DE L'HISTOIRE

DE LA ROULETTE:

Ou L'on voit le procédé d'une personne (i)
qui avoit voulu s'attribuer l'invention
des Problèmes proposés fur ce sujet.

]js Es matières de Géométrie font si sérieuses
d'elles-mêmes, qu'il est avantageux qu'il s'of¬

fre quelque occasion pour les rendre un peu di¬
vertissantes. L'Histoire de la Roulette avoit besoin
de quelque chose de pareil, & fût devenue lan¬
guissante , si on n'y eût vu autre chose, sinon que
j'avois proposé des problêmes avec des Prix, que
personne ne les avoit gagnés , & que j'en eusse
ensuite donné moi-même les solutions, fans au¬
cun incident qui égayât ce récit, comme est celui
que l'on va voir clans ce discours.

Une personne, que je ne nomme point, ayant
appris qu'entre les problèmes que M. de Rober-
val avoit résolus autrefois, la dimension du solide
de la Roulette à l'entour de l'axe, étoit sans com¬

paraison le plus difficile, il fit dessein, après avoir
reçu l'énonciation de ce problême & les moyens

(í) Le P. Lallouére.
par
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par lesquels M. de Roberval y étoit arrivé, de se
faire paíser pour y être aullì venu de lui-même, &
par ses méthodes particulières : espérant que cette
estime lui seroit aísez glorieuse, quoique ce ne fût
que vingt-deux, ans après. Mais la maniéré dont
il s'y prit, détruisit fa prétention, & fit voir trop
clairement qu'il n'avoit point de part de lui-même
à cette invention. Car renonciation qu'il envoya,
& qu'il vouloit faire passer pour sienne, étoit ac¬
compagnée de celle de M. de Roberval, dont elle
ne différois que de termes : comme qui diroit, le
rectangle de la base & de la hauteur_> au lieu de
dire, le double de l'espace du triangle. Et il recon-
noissoit dans la même Lettre, qu'une autre énon-
ciation qu'il avoit donnée auparavant, étoit fausse ;
mais qu'il s'assuroit que cette derniere étoit véri¬
table, par cette raison qu'elle étoit conforme à celle
de M. de Roberval.

Ce discours fit juger le contraire de ce qu'il
vouloit : puisque, s'il eût eu en main des méthodes
& des démonstrations géométriques de la vérité,
ce n'eût pas été par cette conformité qu'il se fût
assuré de sa solution, mais qu'il en eût jugé plu¬
tôt, & de celle de M. de Roberval même, par ses
propres preuves. On connut donc qu'il n'avoit, en
cela, de lumière qu'empruntée ; & ainsi on s'étonna
de la priere qu'il faisoit en même-temps, qu'on
s'assurât & qu'on crût fur fa parole qu'il étoit ar¬

rivé
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rivé à cette connoiííance, de soi-même , & par íj
íëtìle balance d'Archimede. A quoi on répondit
que son énonciation étoit véritable & très-confor-
me à celle de M. de Robervál ; mais qu'il étoit
bon qu'il envoyât ses méthodes pour voir fi elles
ctoient différentes.

II ne satisfit point fur cette demande, mais con¬
tinua à prier qu'on s'assurât sur sa parole, qu'il avoit
trouvé ce problème par la balance d'Archimede,
Jàns mander en aucune sorte ses moyens. Ce qui
ne fie que trop connoître son deííein, & on le lui
témoigna assez clairement par plusieurs Lettres :
mais il y demeura si ferme, que, quand il vit VHis¬
toire de la Roulette imprimée, fans qu'il y fût en
parallèle avec M. de Robervál, il se plaignit hau¬
tement de moi, comme si je lui eusse sait une ex¬
trême injustice.

Sa plainte me surprit, & je lui fis mander que,
bîen loin d'avoir été injuste en cela, j'aurois cru
fêtre extrêmement d'ôter à M. de Robervál ì'hon-
ïieur d'avoir seul résolu ce problême : n'ayant au¬
cune marque que personne y eût réuffi. Que je
navois point d'intérêt en cette affaire ; mais que
je devois y agir équitablement, & donner à tous
ceux qui avoient produit leurs inventions fur ce
fújet, ce qui leur étoit dû. Que s'il avoit montré
qu'il fût en effet arrivé à cette connoiífance fans
secours, je l'aurois témoigné avec joie : mais que

n'ayant
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n'ayant rien fait d'approchant, & n'y ayant per¬
sonne qui ne pût, aníli-bien que lui, donner une
inondation déguisée, & se vanter de l'avoir trou¬
vée soi-même par la balance d'Archimede, j'au-
rois failli de donner à M. de Roberval un com¬

pagnon dans ses inventions.
Ces raisons ne le satisfirent point : il persista à

écrire qu'on ne lui rendoit pas justice 3 de forte
qu'on fut obligé de lui mander plus sévèrement les
sentiments qu'on en avoit. On lui fit donc enten¬
dre que dès qu'on a vu une invention publiée, 011
ne peut persuader les autres qu'on l'auroit trouvée
fans ce secours, ni s'en assurer soi-même, parce

que cette connoissance change les lumières & la
disposition de l'esprit, qui ne sont plus les mêmes
qu'auparavant 3 & quand on auroit pris de nou¬
velles voies, ce n'en seroit pas une marque, parce
qu'on fait qu'il est auísi facile de réduire à d'autres
méthodes ce qui a été une fois découvert, qu'il
est difficile de le découvrir la premiere fois. Qu'ainsi
tout l'honneur consiste en la premiere production 3
que toutes les autres font suspectes 3 & que c'est
pour éviter ce soupçon, que les personnes qui pren¬
nent les choses comme il faut, suppriment leurs
propres inventions , quand ils font avertis qu'un
autre les avoit auparavant produites, quelques preu¬
ves qu'il y ait qu'ils n'en avoient point eu de con¬
noissance : aimant bien mieux se priver de ce petit

avantage,
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avantage, que de s'exposer à un reproche si fâ¬
cheux , parce qu'ils savent qu'il n'y a point assu¬
rément de déshonneur à n'avoir point résolu un

problême 5 qu'il y a peu de gloire à y réussir ; &
qu'il y a beaucoup de honte à s'attribuer des in¬
ventions étrangères..

La moindre de ces raisons & cîe toutes les au¬

tres qu'on lui écrivit , eíit été capable, ce me
semble, de faite renoncer à tous les problêmes de
la Géométrie, ceux qui font au-dessus de ces ma¬
tières : mais pour lui il n'en rabattit rien de fa pré¬
tention , & il persiste encore maintenant. Yoilà quel
a été son procédé sur les problêmes de M. de Ro-
berval, où j'admirai à quoi cette fantaisie de l'hon-
neur des Sciences porte ceux qui veulent en avoir,
& qui n'ont pas de quoi en acquérir d'eux-mêmes.

Mais il n'en demeura pas là ; & pendant qu'on
Fexhorroit à quitter cette entreprise, il s'engagea
à une autre, qui fut de se vanter d'avoir résolu
tous les problêmes que j'avois proposés publique¬
ment : en quoi il se trouva dans un étrange em¬
barras , & bien plus grand qu'auparavant; car, clans
fa premiere prétention, il avoir en main les énon-
ciations de M. de Roberval, & pouvoir ainsi en

produire de semblables & véritables, en assurant
qu'il y étoit arrivé par des moyens qu'il vouîoit
tenir secrets : au lieu que dans fa seconde préten¬
tion, ií ne pouvoit au plus avoir que l'énonciation

d'un
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d'un seul cas , que j'ai communiquée à quelques
personnes, & qui n'est peut-être pas venue jusques
à lui : de forte qu'étant dans l'impuistance entiers
de produire toutes les énonciations dont il se van-
toit , ne pouvant y arriver, ni par sa propre inven¬
tion, ni par communication, il se mit dans la né¬
cessité de succomber à tous les défis qu'on lui a
faits d'en faire paroître aucune, & par ce moyen
en état de nous donner tour le divertissement qu'on
peut tirer de ceux qui s'engagent en de pareilles
entreprises , comme cela est arrivé en cette forte.

Ce fut dans le mois de Septembre qu'il com¬

mença à écrire qu'il avoir résolu tous ces problê¬
mes : on me le fit savoir, & je fus surpris de ía.
petite ambitionj car je connoiísois fa force & la
difficulté de mes problêmes, & je jugeois assez,
par tour ce qu'il avoir produit jusqu'ici, qu'il n'é-
toit pas capable d'y arriver. Je m'assurai donc, ca
qu'il s'étoit trompé lui-même, & qu'en ce cas II
falloit le traiter avec toute la civilité poffible , s'il
le reconnoissoit de bonne foi , ou qu'il vouloir
nous tromper, &: attendre que j'eusse publié mes
problêmes pour se les attribuer ensuite, & qu'a-
lors il falloit en tirer le plaisir de le convaincre,
qui éroit en mon pouvoir, puisque ia publication
de mes problêmes dépendoit de moi. Je témoi¬
gnai donc mon soupçon, & je priai qu'on observât
ses démarches. Lapremiere qu'il sir, fur d'envoyer,

avant
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avant que le terme des Prix fût expiré, un calcul
d'un cas proposé, íi étrangement faux en toutes ses
mesures, que lui-même le révoqua par le premier
Courier d'après : mais bien loin de le faire avec
modestie , il y agit avec la fierté du monde la plus
plaisante & la moins fine ; car il manda qu'à k
vérité son calcul étoit faux , mais qu'il en avoit 1111
autre bien véritable, & même de tous les cas gé¬
néralement , avec toutes les démonstrations écrites
au long en l'état qu'il vouloit les faire paroître, &
toutes prêtes à donner à l'Imprimeur ; mais que
néanmoins il ne vouloit pas les produire avant que
j'eusie imprimé les miennes, comme je devois le
faire en ce temps- là, qui étoit le commencement
d'Octobre.

Je l'entendis aífez , & il ne fut pas difficile à
tout le monde de voir que c'étoit justement ce que
j'avois prédit. On résolut donc de le pouífer à
l'extrémité ; & pour montrer parfaitement qu'il ne
pouvoit rien donner qu'après moi, je promis pu¬
bliquement dans l'Histoire de la Roulette, de dif¬
férer de trois mois, savoir, jusqu'au premier Jan¬
vier , la publication de mes problèmes ; au lieu qu'il
s'étoit attendu que je les donnerois au premier Oc¬
tobre , comme je Feusse fait en effet fans cela.

Cette remise, qui lui eût été si favorable, s'il
eût eu véritablement ses solutions, trahit son mys¬
tère, 8c lui devint insupportable, parce qu'il ne

les
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les avoit pas, & qu'il voyoit bien qu'on alloit ju¬
ger de lui par i'usage qu'il feroit de ce délai. Cela
le mit donc en colere ; & il fut si naïf dans fa
mauvaise humeur, qu'il le témoigna franchement
par ses Lettres, où il mandoit que c'étoit une chose
étrange, que je voululse ainsi sans raison, différée
de trois mois entiers la publication de mes solu¬
tions. A quoi on lui répendit, qu'il avoit le plus
grand tort du monde de s'en plaindre', que rien
ne lui étoit plus avantageux 5 qu'il devoir bien en

profiter, & s'assurer par-là i'honneur de la premiere
production, pendant que je m'étois lié les mains
moi-même, & que si son Ouvrage éroit prêt, il
pouvoit le faire parcître deux ou trois mois avant
aucun autre. Qu'ainsi étant le premier cle loin, ï!
n'y auroit que lui dont il fût certain qu'il ne tînt
ses inventions de personne : & enfin on lui dit
alors, en fa faveur, tout ce qu'on avoit dit contre
lui en l'autre occasion.

Ces raisons étoient les meilleures du monde:
mais il en avoit une invincible, qui le forçoit à
ne point y consentir, & à mander encore qu'il étoit
résolu de ne rien produite qu'après moi. Cetre ré¬
ponse fut reçue de la maniéré qu'on peut penser,
& on délibéra là-deísus de ne plus le flatter : de
forte qu'on lui écrivit nettement, que son procédé
n'étoit pas soutenable; qu'on lui donnoit avis de
la défiance où l'on étoit de lui ; qu'après avoir don¬

né
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né un faux calcul, il étoit engagé d'honneur de se
hâter de donner le véritable, s'il l'avoit; mais que
de demeurer si long-temps fans le faire, après tant
de défis , & de ne point vouloir en produire avant
que d'avoir vu les solutions d'un autre , c'étoit
montrer aux moins clair-voyants qu'il n'en avoit
point ; & qu'ainsi on lui déclarait pour la derniere
fois, qu'il devoit envoyer avant le premier Jan¬
vier , ou ses méthodes, ou ses calculs : & s'il ne
vouloir pas les donner à découvert, qu'au moins
il les donnât en chiffre ; que cet expédient ne pou¬
voir être refusé, sous quelque prétexte que ce fût;
que c'étoit la maniéré la plus sûre & la plus or¬
dinaire dont on se servît en ces rencontres, pour
s'assurer l'honneur d'une invention, fans que per¬
sonne pût en profiter ; que s'il acceptoit cette con¬
dition , il n'avoit qu'à envoyer son chiffre à un de
ses amis dans le mois de Décembre; que le mien
étoit dcja fait, & qu'on les produirait ensemble;
qu'ensuite son explication & la mienne paraîtraient
auffi ensemble ; Òc que celui dontje chiffre expli¬
qué se trouverait contenir la vérité, seroit reconnu
pour avoir résolu les problèmes de lui-même &
fans secours ; mais que celui dont le chiffre expli¬
qué se trouverait faux, seroit exclus de l'honneur
de l'invention, fans pouvoir ensuite y prétendre,
après avoir vu les solutions de l'autre à décou¬
vert.

Voilà

>• 4
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Voilà ITexpéclient décisif qu'on lui proposa; & on

M ajouta , le plus sévèrement que la civilité peut le
permettre, que s'il le refusoit, i! paroîtroit à toute la
terre qu'il n'avoit point ces solutions ; qu'autrement
il ne céderoit pas à un autre l'avantage de la pre¬
mière invention ; & que si ensuite de ce refus , &
après que j'aurois produit les miennes, il entrepre-
noit d'en produire auílï, il 11e passeroit que pour
les avoir prises de moi, & acquerrait toute la mé¬
chante opinion que méritoit un procédé de cette
nature. On attendit la réponse à'tout cela, com¬
me devant servir de derniere preuve de l'esprit
avec lequel il agiísoit ; & on la reçut peu de temps
après, qui portoit ce que j'avois tant prédit, qu'il
ne vouloit donner, ni discours, ni chiffre, ni au¬

tre chose, ni accepter aucune condition; qu'il vou¬
loit voir mes inventions publiées & à découvert,
avant que de rien produire; qu'il ne me disputoit,
ni les Prix, ni Fhonneur de lapremiere invention;
qu'il ne prétendoit autre chose, sinon de voir mes
problêmes , & en publier ensuite de semblables ;
que c'étoit fa derniere résolution, & qu'il ne vou¬
loit" plus parler fur ce sujet.

Cette réponse , la plus claire du monde, fit voir
son impuissance auííi parfaitement qu'il étoit pos¬
sible , à moins que de la confesser en propres ter¬
mes , ce qu'il ne falloit pas espérer de lui. Et ainsi
en jugea que ce refus absolu de donner, ni dií-

Tome F. O cours,
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cours, ni chiffre, le convainquoit pleinement ; 5c
qu'il me seroit inutile de remettre encore à un
nouveau terme, la publication de mes problêmes,
puisqu'ayant déclaré qu'il ne produiroit rien qu'a-
près moi, ses remises suivroient toujours les mien¬
nes , & que la chose iroit à l'infini. Je crus donc
qu'il ne falloir point différer après le terme du pre¬
mier Janvier, & qu'alors je devois, à ma première
commodité , terminer cette affaire, qui a aífez du¬
ré , & donner à tant de personnes savantes qui se
sont plues à ces questions , la satisfaction qu'ils
attendent. Mais il me sembla qu'il étoit bon de
faire voir ce récit par avance , afin qu'après que
j'aurois donné mes solutions, s'il arrivoit qu'il fût
si mal conseillé que de les déguiser, tout le monde
connût la vérité. C'est la seule chose que j'ai voulu
faire par ce discours, 8c non pas décrier fa per¬
sonne : car je voudrois le servir, & je respecte sa
qualité de tout mon cœur. Aussi j'ai caché son nom;
mais s'il le découvre après cela lui-même , pour
s'atcribuer ces inventions, il ne devra se prendre
qu'à lui de la mauvaise estime qu'il s'attirera. Car
il doit bien s'assurer que ses artifices seront par¬
faitement connus 8c relevés.

Et qu'il n'espere pas s'en sauver, par l'attesta-
tion d'un ami, qu'il pourroit mendier, qui certi-
fieroit avoir vu son Livre en manuscrit avant le
premier Janvier : ce n'est pas ainsi qu'on agit en

ces
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ces matières, où la feule publication fait foi. S'il
n'étoit question que d'un simple calcul de trois
lignes, dont on eût donné les copies à plusieurs
personnes, qui se trouvassent toutes conformes, ce
seroit quelque chose. Mais quand il s'agit d'un Li¬
vre entier, & de cent propositions de Géométrie
avec leurs calculs, où il n'y a rien de si facile que
de mettre un nombre ou un caractère pour un au¬
tre : c'est une plaisante* chose de prétendre que ce
seroit assez de produire le certificat d'un ami, qui
attesteroit d'avoir vu ce manuscrit un tel jour:, &
principalement, si on avoitdequoi montrer que cet
ami ne l'auroit, ni lu, ni examiné en donnant ce

certificat. II n'y a personne qui dût prétendre que
son autorité pût arrêter ainsi tous les doutes : on
ne croit en Géométrie que les choses évidentes. Je
lui ai donné six ou sept mois pour en produire : il
ne l'a point fait ; & il lui a été auííi impossible de
le faire, qu'il seroit aisé de déguiser les vraies so¬
lutions quand elles seront une fois publiées.

Mais 011 ne doit pas être surpris de son procédé
en cette rencontre, ni de ce qu'il avoir entrepris
furies problêmes de M. de Roberval : car il agit de
même en toutes occasions. Et il y a plusieurs années
qu'il se vante, & qu'il répete souvent qu'il a trouvé
la Quadrature du cercle, & qu'il la donnera à son
premier loisir, résolue en deux maniérés différentes,
& aussi celle de l'hyperbole : d'où l'on peut, juger s'il

O 2. y a
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y a sujet de croire sur sa parole, qu'il ait les choses
dont il se vante.

Paris, ce n Décembre 1658.

Parisj le 10 Janvier 1659.

De puis que cette piece a été faite, j'ai publié
mon Traité de la Roulette j & le premier jour de
Janvier j'en envoyai le commencement à cette mê¬
me personne dont j'ai parlé dans cet Ecrit, afin
qu'il y vît le calcul du cas que j'avois proposé, &
óù il s'étoit trompé : fur quoi il n'a pas manqué
de dire que c'étoit justement ainsi qu'il avoit ré¬
formé le sien j 8c il s'est hasardé de plus de faire
davantage, & d'envoyer les calculs de quelques au¬
tres cas dans une feuille imprimée du 9 Janvier,
où il astiire qu'elle est toute conforme au manus¬
crit qu'il en avoit donné depuis long-temps à des
gens de croyance, pour servir de preuve qu'il avoit
tout trouvé sans moi. Mais outre que quand ses cal¬
culs seroient justes, cela lui seroit maintenant inu¬
tile, après la lumière que ce que je lui ai envoyé
a pu lui donner : il se trouve de plus que ceux de ses
calculs que je viens d'examiner en les recevant,
font tellement faux, que cela est visible à l'ceil;
& entre autres, le centre de gravité du solide autour
de Taxe, qu'il place tout contre le quart de l'axe.
II ne donne pas moins mal à propos la distance

entre
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entre Taxe &c le centre de gravité du demi-solide
de la partie supérieure de la Roulette autour de
saxe. De sorte que cette piece qu'il dit être si con¬
sonne a son manuscrit, & laquelle il vient de pro¬
duire pour soutenir sa prétention, est ce qui lui
ferme absolument la bouche, & qui montre le mieux
le besoin qu'il avoit de voir mes solutions & mes
méthodes, que je lui ai toutes envoyées mainte¬
nant, fur lesquelles il lui fera aufli facile de corri¬
ger encore ses nouvelles fautes après l'avis que je
lui en donne, & de trouver les véritables calculs,
qu'il lui seroit inutile de se les attribuer dé¬
formais.

O 3 HISTORIA5
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HISTORIEE TROCHOIDIS

SIVE CYCLOIDIS CONTINUATIO:

In quâ videre est cujusdam viri machìna-
menta quise Autorern Problematumsuper
kac re proposuorum órat professus.

HPA n t u m in rébus geometricis severitatis inest,
ut peropportunum stt aliquid intervenire, quo

postit earum asperitas aliquantulum mitigari. Nes-
cio quid hujusmodi Trochoidis Historia destdera-
bat, quae seníìm elanguistet, íi nihil aliud lèctores
ex eâ didicistent, niíî quxedam à me problemata ad
explicandum proposita, certaque explicaturis Pra-
inia constitura : qux cùm nemo ester adeptus, tan¬
dem eorum soíutionem à meipso proditam. Hac
narratione quid tristius, st nullus eam jocularis
evencus hilarastet? Percommodè igitur accidit is
quem hîc exposituri sumus.

Audierat quidam, cujus nomen à me tacebitur,
omnium q uns olim Robervallio distoiuta erant pro¬
blematum longé illud difficillimum este, quo so-
lidum circa Trochoidis axe m dimensus est, Ergo |
cùm & hujus problematis soíutionem, & vias qui¬
tus ad eam pervenerat Robervallius accepiffet, sibi

quoque
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qaoque solationis istius gloriam asierere méditants
est, quasi sua ipsius industriâ reperta: : magnum
aliquid ratus si ad hanc laudem ante annos viginti
duos ab altero praeceptam socius accederet. Sed
consilium suum ipse pervertit, tam rudibus arti-
ficiis rem aggrestus, ut omnibus palam foret, nul-
lam hujus inventionis partem ipsi deberi. Quam
enim protulit enuntiationem, quamque adoptabat
in suam, Robervallianae simul conjunctam emisit
à quâ solis duntaxat vocibus distinguebatur, ut si
dixeris, rectangulum ex basi & altitudine, pro eo
quod est, duplicatum trianguli spatium. în hac
porrò Epistolâ fatebatur se salsam quidem enuntia¬
tionem ante id temporis evulgasie, de hujus autem
posterions veritate considéré se, quia P,oberval-
lianat congruebat.

Ha;c in hominum mentes plané contrariam de
illo opinionem injicere. Nam si certíe quaedam me-
thodi , ac Geometricíc demonstrationes ipsi fuissent
in manibus, an ille de solutione suâ ex hac tantùm
similitudine certior factus foret? ac non potiùs cle
solutione tum suâ, tum etiam Robervallii ex pro-

priis rationibus judicaret? Patuit ergo virum alieno
lumine usum, non suo :nec satis juste visas est pos-
tulare, ut ipsi demùm affirmanti crederemus suâ
se operâ uniusque Archimedis bilancis auxilio ad
earn cognitionem este perduétum. Undè & respon-
sum est de prolatse ab ipso enuntiationis veritate,

O 4 dequs
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deque illius cum Robervallianâ congruentiâ dubì-
tare quidem neminém, non alienum tamen fore,
fi suas quoque methodos proferret quò facilins cer-
neretur, an propris ipfi ac peculiares essent.

Nil ille ad ista postulara reponere, de rnethodis
fuis nullam mentionem facere, nec minus tamen

enixè instare, ut ipsum solâ Archimedis bilance
iisum omnes £bi persuadèrent. Quorsùm hxc ten-
derent satis superque innotuit, nec id obscure ipsi
Litteris fignificatum. Haud tamen segnivis perrexit
quò occœperat, atque etiam ubi Historiam Tro-
choidis typis evulgatam inspexit, seque illic Ro-
bervallio atquiparatum minime reperit, gravera
fbi factam injuriam apertè conquestus est.

Ego verò hujus expostulationis novitate percul-
fus, homini scribendum curavi, me quidem non
modo iniquum in eo nullo modo fuisse, sed contra
potiùs summs iniquitatis reum suturum, £ solu-
tionis istius gloriam, quam prate r Robervallium
nemo çneritus videretur, cum alio quovis com-
municassem. Rem fané totam meâ nibil interesse,
mihi tamen aequo cum omnibus jure agendum, &
unumquemque pro suarum inventionum merito
ornandum suisse. Ad hanc cognitionem fi sua se
opéra pervenisse demonstrasset, id me prompto
animo pratdicaturum. Sed cùm ab eo nil quidquam
fimile esset effectum, ac cuivis enuntiationem emen-

tirij eamque solâ Archimedis bilance inventam jac-
tare

\ s
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tare promptum esset, non potuixTe me sine summâ
injuria ulium Robervailio comitem adjungere.

Híec animum ejus non saris placaverunt, nec
etiam mm destitit acrìter postulare jus íiiumj ita
ut paulò sevenùs admonendus fuerit officii fui.
DenuntiatuxTi est igitur eaxn este inventionis semel
evxstgatae conditionexn, ut illam se nemo proprio
acumine comprehensurum suisse fidem vel sibi vel
aliis facere postît. Hac quippe cognitione xnenti
novum lumen novasque cogitationes inserij ne-
quicquam autexn peçixliares quasdaxTi vias ostentari,
cùm lxqueat tam facilè problemata jam resoluta
xiovis rationibus explicari quàm sgrè primùm solvi
& expediri : adeòque totaxn primis solutionibus
gloriam deberi; suspicione esteras non carere,
quam ut amoliantur honesti homines, qui res istas
ut par est {estimant, sua statim inventa spontè pre-
munt, si fortè ab altero jam prolata reseierint,
qiiibxisiibet argumentis constet hsc ipsis penitùs
ignota fuisse. Multò enim malunt istius gloiús jac-
tiiraxn facere, quàxn in tam molests opinionis pe-
riculum venire. Norunt scilicet in problemate non
solvendo nullum dedecus, lenislîmuxn in solvendo
honorera, in alienis verò fœtibus sibi arrogandis
gravistimuxn esse nagitium.

Quexnvis alium paulò ingenio ereítiorem, &
geometricis rébus aliquantò superiorem, vel una
ex istis este risque qus ipsi allats sunt rationibus

al»
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ab omnibus hujusmodi problematis alienafíet. Á£
ille de sua spe nihil remiíìr, cui etiamnum inhœret
pertinaciffimè. En quâ ille ratione super illis solu-
tionibus Robervallianis se geíTeric : ubi mihi de-,
mirari subiit, quò vana illa laùdis ex scientiâ pe-
titx cupiditas impelleret jejunos animos, glorix
avidos, sed minores 1

Utinam verò hîc stetisset! At longé ultra pro-
vedcus est. Quippe dum illum ab hoc coníìlio déter¬
rent ómnes, aliud & id longé operioíius aggrestiis
est. Palam siquidem praedicavit quaecunque propo-
sueram problemata diísolvisse se : quod quidem ip-
surn in incredibiíes quasdam multòque prioribus
difficiliores conjecit angustias j siquidem antea
enunciationes Robervallianse in promptu erant, nec
arduum erat similes aliquas easque veras emittere,
ac certis & arcanis comprehensas merhodis jactitare ;
nunc verò nihil prorsùs, prserer unius duntaxat ca-
pitis enunciationem, penes illum poterat este, quae
paucis^ insuper à me crédita ad ipsum fortè non
pervenit. Cùm ergo hinc quascunque enunciationes
& pollicitus pnestare minimè postet, nec eas sua
vel aliéna ope comparare, iilinc stepius compellere-
tur ab omnibus, ut vel unam sq.ltem ex iis ostende-
ret, fieri aliter non potuit, quin nobis identidem
provocantibus turpiter deestet, ac multum de se
risum excitaret, ut soient qui majora viribus temerè
audent. Hoc quâ ratione contigerit jam exponam,

Mense
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Meuse Septembri occœperat scribere otr.nia haec
se problemata dissoiviííe. Res ad me statim delata
est:nec mediocriter animum percuíïit minuta ho-
minis am'bitio. Noveram enim vires ipílus, & pro-
blematum meorum difficuitatem : & ex cœteris quai
ad hune diem ille protulerat, saris ipsum huic oneri
imparem eíTe conjiciebam. Ratus sum igitur illum
aut decipi arque adeò si suum spontè fateretur
errorem, summâ cum humanitate tractandum : aut
id agere ut nos deciperet, ac problematum meo¬
rum evulgationem manere, ut ea deinceps íìbi
arrogaret, ipsumque animi causa reum fraudis istius
esse peragendum j quod quidem mihi pronum erat
ac proclive penes quem totum hujus evulgationis
stabat arbitrium. Itaque nonnullis suspiciones meas
palam testatus, curavi ut omnes motus ejus inces-
susque servarentur.

Ac primùm nondum exactâ Prsemiorum die venit
ab eo cujusdam propositions calculus tot & tantis
undequaquè confertus erroribus, ut ab ipso per
proximum statim cursorem fuerit abdicandus, non
eâ fané quâ debaerat moderatione, sed quâ pote-
rat lepidiffimâ pinguistimâque ferociâ. Fatebatur
enim priorem quidem calculum falsum esse, fibî
verò tum alterum omni ex parte verum, univer-
sasque simul propositiones complexum, tum de-
monstrationes omnes serie descriptas, & ad eden-
dum paratas esse in manibus, quas tamen in pu-

blic'um
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blicum exire non effet pasturus, nisi meis ante»
vulgatis, qnod per illud tempe ris, ineunte scili-
cet Octobre, pnestiturum me profeífus eram.

Quid hœc sibi vellent satis'intellexi, nec cut-
quam ampliùs dubitatnm est quin ipsisiìmum illud
ester quod futurum este denuìitiaram. Placuit igitur
ad extremas hune angustias deducere. Et quò ma-
nifestius liqueret nihil ipsum nisi me praeeunte pro-
mere poste, tres in menses ad Kalendas nempè Ja-
nuarias vulgarionem problematum meorum in His¬
toria Trochoidis rejeci, eas alioquin Kalendis Oc-
tobris, quod & ipse sibi pollicebatur, daturus in
lucem.

Hac quidem prolatione nihil ipsi fuerat commo-
dius, st modo solutiones istx pratsto fuissent. 111$
verò procul aberant, ideòque & hanc velut infen-
sam & mysteriorum suorum enunciatricem tulit
atgerrimè. Noverat enim ira de se sententiam ia-
turos omnes, ut hac morâ uteretur. Illud, inquam,
homini stomachum fecit, quem ille tam candide
ac non dislìmulanter aperuit, ut scribere non ve-
ritus fit, novum plané sibi videri me meorum pro¬
blematum editionem tres totos in menses sine causa

distuliste. Responsum est summâ illum injuria mihi
succenserej nil ipsi commodius & opportuniusj
quin potiùs occasionem oblatam arriperet ac pri¬
ma: inventionis honorem sibi asiereret, dum ego

quasi constrictis mihimet manibus otiosus sederem ;
poste
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poste illum si modo quod antea pnedicaverat in
promptu eíîèt opus íimm, illud geminis vel et'iarn
tribus ante alterum quemlibet mensibus producere,
atque ita unum fore, quem constaret inventa sua
à nemine mutuatum ; denique quaecunque aiio loco
ad ipsum deterrendum dicta erant, nunc ad ipsum
excitandum stimulandumque repetita sunt.

His rationibus nihil vaiidius quicquam.Nihilomi-
nus homini conscio infirmitatis fus altéra qu.xdam
suberat ineluctabilis quâ ad diífentiendutn cogeba-
tur. Iterùm ergo refcripsit fixum eíse iibi nihil om-
ninò nifi poil éditas propositions meas edere. fisc
refponsio sic accepta est ut dignum erat : visian
est nullâ circuitione jam utendum.

Plané ergo & apertè significatum est ejus ratio-
nem iniquiffimam eífe, nec commodas de ipso
suspiciones omnium animis infedisse 5 misium ante
fallacem ab illo calculum, veri, si modo ipsi prsstò
eífet, mittendi necesiìtatem afferre, siquidem ho-
norifuo confultum vellet ; at rem femper in diem -

trahere, & tam multis compellationibtis exstimtt-
latum sileredenique nullas mittere folutiones nisi
alienis priùs infpectis, id verò vel tardioribus in-
geniis fidem facere nullas reverâ folutiones ipsi
suppetere. Postremò itaque denuntiatum est, ut
intra fìnem vertentis anni vel methodos suas, vel
calculos mitteret, si non expreísis verbis conceptos,
íaltem aliquibus notis involutos j nullum jam ter-.

giverfandi
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giversandi locum relictum esse j eam enim demwtt
fk securilsimam & frequentiffimam esse viam, quâ
quis íìbi posset alicujus invencionis gloriam vincss
care, nec aliis rapiendam exponere. Qus si con-
ditiones ipsi arriderent,reliquumesse,ut alicui suo-
rum mense Decembris notas suas mitteret; meas
dudùm paratas; utrasque simul produchim iri, ut
cujus nota; expositae veritati congruere deprehen-
derentur, hic genuinus istorum problernatum inter-
pres haberetur : contra cujus expositœ nota; errore
censerentur implicite, is inventionis palma exci-
deret, nec ad eam alienis deinceps solutionibus
cognitis aspirare posset.

His conditionibus nihil a;quius prœcisiusque vi¬
sum , quas si resugeret ille sedulò commonitus est,
& severitate quantam humanitatis leges ferre po-
terant maxima, certo istud indicio futurum omni¬
bus eas illum solutiones nunquam habuisse, nun-
quam alioquin prima; inventionis laudem cuiquam
concessurum fuisse. Quòd si repudiatis quce ipsi
oblata: fuerant conditionibus, meifque exinde so¬
lutionibus vulgatis, aliquas etiam vulgandi conss
lium resumeret, manifestum apud omnes plagia-
rium liabitum iri, debitamque his factis opinio-
nem sibi accersiturum. Suspensis omnium animis
expectabatur ejus responsio, tanquam ultimum in-
genii ejus specimen datura. Nec multo post tem-
pore advenir illa quidem. auguriorum meomtn

confirmatrix
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confirmatrix cèrtislima, Enim verò rescribebat ille,
nequicquam à se vel scripta vel notas vel aliud
quidpiam exigi ; conditiones nullas se recipere j net
quidlibet editurum, priusquam mea inventa edita
inspexiíset : de Prtemiis laudibusve nihil mecura
cettare : id unum íìbi efle in animo, ut problemata
mea videret, nonnullaque similia promeret : fixutn
illud sibi ac immotum j nec quidquam tmplius de
his omnibus auditurum libenter.

Plana htec erant & aperta, nec quidlibet effla-
gitari potuit, quo plenius convinceretur, nisi reum
se ingenuè confiteretur, quod ab ipso sperari non
poterat. Hac igitur omnium conditionum declina-
tione satis superque convictus judicatus est : ego
verò nequicquam meorum ptoblematum editio-
nem prorogatums, quandoquidem ille nullos niíî
me pra:eunte gressus facturum se profestus, me
quoque cunctante cunctraturus foret, ac res sic in
immensum proceíTura. Ratus sum itaque rem ultra
puestitutum Kalendarum Januarii tempus protra-
hendam non esse, sed ubi quid primum otii nactus
cffem, totum id post tantas prolationes absolven-
dum, ac sic votis tot eruditorum hominum quibus
ha: quxstiones non injucunda: fuerunt faciendum
satis.

Intérim haud abs re visiim est mini, ut hax
narratio velut praecurreret, si fortè solutiones meas
ille in se transferre moliretur, omnium oculis expo-

situra
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íitura veritatem. Id unum hoc scripro perfectum
volai, non autem virum ullatenùs infamatum,
quem equidem omnibus officiis lubentiíïimè co-
lerem, cujus & dignitati honorem habeo quam-
plurimum, Ideòque nomini ejus pepercij quod ille
íì modo ha'c inventa íìbi arrogando revelaverit,
íìbi tribuat quicquid dedecoris indè contraxerit.
Nec dubitet ille fururum ut ejus artes omnium
octdis subjiciantur.

Neque verò effugium íìbi speret emendicato
alicujus amici chirographo, testificantis forsan vi-
sum íìbi ante Kalendas Januarii librum ejus manu
exaratum. Haud ita omninò ista tractantur : sola
editio fidem sacit. Non negaverim quin si de cal-
culo quodam tribus veríìbus comprehenso discep-
taretur, plura ac inter se congruentia ejus exem-
plana multis ante tradita, nonnihil fìdei factura
estent. At cùm de integro volumine, de centum
Geometrire propositionibus earumque calculis agi-
tur, ubi nihil requè facile est ac numéros pro nu-
meris, notas pro notis substituere, ludicrum sanè
ac lepidum amici afrerre chirographum, aíserentis !
hune librum hac vel istâ die íìbi inspectum, prrt-
sertim íì ostendi poíset ab ipso nec lectum illum
nec excuísum. Nemo sibi tantum jure tribuerit,
ut ad dubitationes omnes tollendas sola sua auto-
ritas sufficiat. In Geometricis sola demùm mani¬
festa creduntur. Sex septemve menses conceffi ut

sua



sive Cycloidis Continuatio. 215
íùa ederet, nihil edidit. Atque hoc ipsi non minus
arduum fuit quàm pronum eífet veras solutiones
jam prolatas interpolare.

Sed htec cave ne nova illi ac inuíîtata existi-

mes, nec quos etiam in Robervalliana problemata
fecit incursus. Ita enim ubique homo est : adeò
ut jam plures annos ambitiosè effutiat Quadratu-
ram circuli à se inventam, eamque ubi tempus
tulerit à se proditum iri, simul cum hyperboles
Quadraturâ : i nunc, & homini, quantum de se
prœdicat, credulus largito.

Tome V. P DIVERSES
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DIVERSES INVENTIONS
DE A. DETTONVILLE (i),

EN GÉOMÉTRIE.

LETTRE
DE M. DE CARCAVI

A M. DETTONVILLE.

IVH ONSIEUR,

Personne n'ayant donné les solutions des Problê¬
mes que vous avez proposés depuis si long-temps, vous ne
pouvez plus refuser de paroître pour les donner vous-mê¬
me , comme la promesse que vous en avez faite vous y
engage. Je fais que ce vous fera de la peine d'écrire tant de
solutions & de méthodes; mais aussi c'est toute celle que

vous y aurez : car pour l'impression je ne songe pas à vous
la proposer , j'ai des personnes qui en auront foin. Et il
s'offre encore un soulagement à votre travail, en ce qu'il
ne sera pas nécessaire de vous étendre fur les Problêmes

(i) C'est le nom fous lequel Pascal se cacha, comme il a été
■dit dans l'Histoire de fa vie.

que
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que vous avez proposés comme faciles, tels que font le
centre de gravité de la ligne courbe de la Roulette & de ses
parties , & la dimension des surfaces des solides ; de forte,
que vous n'aurez presque qu'à donner ceux que vous avez
proposés comme difficiles, c'est-à-dire, le centre de gravité
des solides , & des demi-solides de la Roulette & de ses
parties, tant autour de la base, qu'autour de l'axe, aux¬

quels vous aviez attaché les Prix dans votre premier Écrit ;
& le centre de gravité des surfaces de ces solides & demi-
sulides, desquels vous avez dit, en les proposant dans l'Hif-
toire de la Roulette, que c'étoient ceux que vous estimie£
difficiles, & proprement les seuls que vous propose^.

Ce font donc auffi proprement les seuls que nous vous
prions de donner , & dont nous avons considéré le succès avec

attention. Car comme ils paroiílènt si difficiles par la feule
énonciation , & que vous qui les connoiffiez à fonds , vous
m'aviez dit plusieurs fois que vous en jugiez la difficulté
fi grande, je crus qu'elle étoit extrême; & quand je les
eus un peu considérés en effet, il me sembla, selon le peu
de lumière que j'en ai, que le moins qu'on pouvoit en
dire, étoit qu'il n'avoit rien été résolu de plus caché dans
toute la Géométrie , soit par les anciens , soit par les mo¬
dernes ; St je ne fus pas seul dans ce sentiment.

Ainsi lorsque le terme du premier Octobre fut arrivé ,

nous fumes bien aises de voir que vous le prolongeâtes jus¬
qu'au premier Janvier ; parce que nous espérâmes de mieux
reconnoître , par un plus long espace de temps, si le jugement
que nous en faisions étoit véritable ; & le succès confirme bien
notre pensée. Car une attente de sept ou huit mois fans
solution , en est une marque considérable, en un temps où
se trouvent d'aussi grands Géomètres, & en plus grand nom¬
bre à la fois qu'on n'en ait jamais vu, & où l'on a résolu les

P 2 Problêmes
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Problêmes les plus difficiles. Car encore que pour la grau*
deur du génie aucun des anciens n'ait peut-être surpassé
Archimede ; il est certain néanmoins que pour la difficulté
des Problèmes , ceux d'aujourd'hui surpassent de beaucoup
les liens , comme il se voit par la comparaison des figures
toutes uniformes qu'il a considérées, à celles que l'on con¬
sidéré maintenant, & fur-tout à la Roulette & à ses so¬
lides , à l'escalier, aux Triangles cylindriques, & aux autres
surfaces & solides dont vous avez découvert les propriétés.

II n'y a donc jamais eu de temps si propre que celui-ci,
à éprouver la difficulté des propositions de Géométrie. Or
nous n'avons vu la solution d'aucune de celles que vous
avez proposées comme difficiles. On a bien envoyé celle
des Problêmes que vous aviez déclaré être plus faciles;
savoir

, le centre de gravité de la ligne courbe & la dimen¬
sion des surfaces des solides, laquelle M. Wren nous en¬

voya dans ses Lettres du u Octobre; & M. de Fermat
aussi dans les siennes , où il donne une méthode fort belle
& générale pour la dimension des surfaces rondes ; mais
pour ces centres de gravité des solides & demi -solides &
de leurs surfaces , nous n'en avons point vu de résolu¬
tion.

Je dirai à tour autre qu'à vous, Monsieur, ce que cela
a fait juger de la difficulté de vos Problèmes, & de ce

qu'il falloit être pour les résoudre ; & je ne vous parlerai
ici que du désir que nous en avons , & de la nécessité où
nous sommes d'avoir recours à vous pour des choses que
nous ne pouvons avoir que de vous. N'espérez donc pas
fuir nos importunités. Je fuis résolu de ne jamais cesser de
vous en faire , non plus que de rechercher les occasions de
vous témoigner combien je fuis, &c.

De Paris, ce 10 Décembre 16j8.

LETTRE
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LETTRE
DE M. DETTONVILLE

A M. DE C ARC A VI,

Ci-devant Conseiller du Roi en son Grand-Conseil.

MONSIEUR,
P u i s q u e je fuis enfin obligé de donner moi-

même la résolution des Problêmes que j'avois pro¬
posés , & que la promeílè que j'en ai faite m'en-
gage nécessairement à paroître, je veux, en dé¬
couvrant mon nom, faire connoître en même-temps
à tout le monde combien celui qui le porte a de
respect & d'estime pour votre personne , & de re-
connoiísance pour toute la peine que vous avez
voulu prendre en cette occasion. Je souhaiterais
qu'elle pût être, en quelque façon, récompensée
par ce discours que je vous donne, où vous verrez
non-feulement la résolution de ces Problêmes, mais
encore les méthodes dont je me fuis servi, & ía
maniéré par où j'y suis arrivé. C'est ce que vous
m'avez témoigné souhaiter principalement, & sur
quoi je vous ai souvent oui plaindre de ce que les
Anciens n'en ont pas usé de même : ne nous ayant

P 3 laiífé
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laiísé que leurs seules solutions fans nous instruire
des voies par lesquelles ils y étoient arrivés,
comme s'ils nous euííent envié cette connoistance.

Je ne me contenterai donc pas de vous donner
les calculs 3 desquels voici celui du cas que j'avois
proposé : le centre de gravité du demi -solide de la
demi-Roulette j tournée d l'entour de la base 3 ejl
disant de la base d'une droite qui eft au diametre
du cercle générateur _, comme septsois le diametre à
Jîx fois la circonférence , & eft diftant de Vaxe d'une
droite égale au quart de la circonférence du cercle gé¬
nérateur, moins fefe quinfiemes parties de la dis¬
tance qui eft entre le centre du cercle générateur, &
le centre de gravité de son demi-cercle. Mais je
vous découvrirai de plus ma méthode générale
pour les centres de gravité , qui vous plaira d'autant
plus, qu'elle est plus universelle : car elle sert éga¬
lement à trouver les centres de gravité des plans,
des solides, des surfaces courbes & des lignes
courbes. J'ai besoin, pour vous l'expliquer, de cette
définition.

S'il y a tant de quantités qu'on voudra A, B, C, D,
lesquelles on prenne en cette forte : premièrement,
la somme de toutes À , B , C 3 D ,• puis la somme
des mêmes, excepté la premiere, savoir, B, C, D;
puis la somme des mêmes, excepté les deux pre¬
mières, savoir, C, D ; & ainsi toujours, comme
on les voit ici marquées:

J'appelle
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J'appelle la somme de ces quanti- A B CD
tés, prises de cette forte, la som- B C D
me triangulaire de ces mêmes quan- C D
tités j à commencer par A3 car on D
pourroit prendre la somme de ces mêmes quanti¬
tés , à commencer par D j 8c qui oe feroit pas la
même.

Cela posé , je vous dirai les pensées qui m'ont
mené à cette connoiíTance. J'ai considéré une ba¬
lance BjAj Cj suspendue au point A 3 8c . . .

B A C
4 5 3 9 8

ses bras de telle longueur qu'on voudra A Bj A Cy
divisés en parties égales de part & d'autre, avec
des poids pendus à chaque point de division 3 sa¬
voir, au bras A B3 les poids 3 , 5, 4, & au bras A C
les poids 9, 8 3 & supposant la balance être en
équilibre en cet état, j'ai tâché de comprendre
quel rapport il y avoit entre les poids d'un bras
& ceux de l'autre, pour faire cet équilibre : car il
est visible que ce n'est pas que la somme des uns
soit égale à celle des autres 3 mais voici le rap¬
port nécessaire pour cet effet.

Pour faire que les poids d'un bras soient en
équilibre avec ceux de l'autre , il faut que la som¬
me triangulaire des uns soit égale à la somme trian¬
gulaire des autres , à commencer toujours du côté
du point A. Et la démonstration en fera facile par

P 4 le
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le moyen de ce petit Lemme , dont vous verrez
un assez grand usage dans la fuite.

Si les quatre quantités A3B3C3D3 font prises
en cette forte : la premiere une fois, la seconde
deux fois, la troisième trois fois, &c. ; je dis que
la somme de ces quantités prises de cette forte, est
égale à leur somme triangulaire, en commençant
du côté A.

D C B A A B C D

4321 B C D
C D

D

Car en prenant leur somme triangulaire , on
ne fait autre chose que les combiner en telle forte,
qu'on prenne A une fois, B deux fois, C trois
fois, &c.

Venons maintenant à ce que je propose de la
balance. On fait assez en Géométrie, que les forces
des poids font en raison composée des poids &
des bras, & qu'ainsi le poids 4 en la troisième dis¬
tance , a une force triple} que le poids 5 en la
seconde distance , a une force double', &c. Donc
la force des poids des bras doit se considérer en

prenant celui qui est à la premiere distance une
fois, celui qui est à la seconde deux fois , &c.
Ainsi pour faire qu'ils soient en équilibre de part
&c d'autre, il faut que la somme des poids d'un
bras étant pris de cette forte : savoir, le premier

une
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une fois, le second deux fois , &c., soit égale à
la somme des poids de l'autre pris de la mente
fortej c'est-à-dire (par le Lemme précédent), que
la somme triangulaire des uns soit égale à la somme
triangulaire des autres. Ce qu'il falloit démontrer.

Vous voyez, Monsieur, que je suis entré dans
le style géométrique} & pour le continuer, je ne
vous parlerai plus que par Propositions, Corollai¬
res, Avertissements, &c. Permettez-moi donc de
m'expliquer en cette forte fur ce que je viens de
vous dire, afin qu'il ne reste aucune ambiguité.

Avertissement.

J'entends toujours que les deux extrémités de
la balance passent pour des points de division} &
ainsi quand je dis que des poids soient pendus à
tous les points de division, j'entends qu'il y en
ait aussi aux deux extrémités de la balance.

J'entends auffi que le bras A B puisse être égal
ou inégal à l'autre bras AC^Ìk que chacune des
parties égales du bras A B soit égale à cha¬
cune des parties égales du bras AC, & que les
parties d'un bras ne diffèrent au plus des parties
de l'autre bras que par leur multitude. Or de cette

égalité de chacune des parties, il s'enfuit que le
poids 3 étant pris, par exemple, de trois livres,
& pesant simplement comme trois livres fur la pre-
miere distance 3 le poids 5 étant de cinq livres fur

la



234 Lettre de M. Dettonvieee
la seconde distance, aura la force de dix livres,
c'est-à-dire, double de celle qu'il auroit fur la pre-
miere distance 3 & le poids 4 fur la troisième dis¬
tance , aura la force de douze livres , c'est-à-dire,
triple de celle qu'il auroit fur la premiere distance.
De même fur l'autre bras le poids 9 fur la pre¬
miere distance, aura simplement la force de neuf
livres, & le poids 8 la force de seize livres 3 & ainsi
à l'infini, les poids seront multipliés autant de fois
qu'il y aura de parties égales dans leurs bras, à
compter du centre de gravité commun A, auquel
la balance est suspendue.

11 faut àuffi remarquer que cette propriété de la
balance que j'ai donnée, savoir, Légalité des som¬
mes triangulaires des poids de chaque bras est gé¬
nérale, encore qu'il y ait des points de division
fans poids, au lieu desquels en mettant un zéro,
il ne laissera pas d'être employé en prenant les som¬
mes triangulaires, comme on voit en cet exemple:

Soit une balance BAC suspendue au point A,
8c divisée en parties égales, comme il a été dit;
8c soit sur la premiere distance du bras A C le
poids 9, & fur la seconde le poids 8 : & fur la
premiere distance du bras AB, le poids 4; fur k
seconde distance, nul poids ou zéro ; fur la troi¬
sième le poids 7 :

B 'A C

Je
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Je dis que fi la somme triangulaire des poids
4, o, 7, est égale à la somme triangulaire des
poids 9, 8 (à commencer toujours du côté A),
la balance fera en équilibre fur le centre A.

La démonstration en est la même que la précé¬
dente.

7 o 4 9S
70 8
2 t

2 5
^ • 2S

De cette propriété je démontre les trois propo¬
sitions suivantes.

Proposition premier e.

Soit CAB une balance divisée en tant de par¬
ties égales qu'on voudra aux points C, D, A, E, F, B,
auxquelles soient pendus les poids 8,9, 5,4,0,7,

B F E A D C
7045 98

de tous lesquels ensemble le centre de gravité com¬
mun soit au point A ( l'un de ces points ) : Je dis
que la somme triangulaire de tous ces poids 3 ù com¬
mencer du côté qu'on voudra, par exemple, du côté
C; c'es-à-dire 3 la somme triangulaire des poids
8,9,5, 4 5 0 > 7 ■> efi égale à la smple somme de
ces poids 8,9, 5, 4,0, 7, ( c'es-à-dire, à la
somme de ces poids pris chacune une fois ) multi¬
pliée autant de fois qu'il y a de points dans le bras

CA,
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CA, ( puisqu'on a commencé par le côté C ), c'efi-
à-dire , trois fois en cette figure . • .

7 • o

7 °

7 o

4

4

4

9

9

7

7

7

o

o

o

4

4

4 9 8

7

7

7

o

o

99 99
Car ía somme triangulaire des poids 4, o, 7,

pendus au bras AB j ( qui est distinguée du reste
par une barre dans la premiere partie de la figure )
est égale à la petite somme triangulaire des poids
9, 8 , pendus à l'autre bras A Cj (qui est auíîì
distinguée du reste dans l'autre partie de la figure).
Et les restes font les mêmes de part & d'autre.

Avertissement.

Je fais bien que cette maniéré de démontrer
n'est pas commune j mais comme elle est courte,
nette & suffisante à ceux qui ont sart de la dé¬
monstration, je la préféré à d'autres plus longues
que j'ai en main.

Proposition II.

Les mêmes chofies étant pofiées : je dis que la
fimple fiomme des poids multipliée autant de fois
qu'il y a de points en toute la balance 3 efi à la

fiomme
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somme triangulaire de tous les poids 3 à commencer
par le côté qu'on voudra 3 par exemple 3 par le côté C 3
comme le nombre des points qui font dans la ba¬
lance entiere 3 au nombre des points qui font dans
le bras par oh on a commencé à compter ; c'ef-a-dire
en cet exemple 3 dans le bras C A .... .

7 o 4 5 9 8 7 0 4 5 9 s
70459' 7 0 4 5 9 8
7045 7 0 4 5 9 8
704

7 0

7

7 o 4 5 9 :8
7° 4 5 9 8
704598

99 *98
Je dis que la somme triangulaire 99 efl à la somme3
198, des poids multipliée par leur multitude3 comme
la multitude des points du bras C A, savoir 3 3 , â
la multitude de tous les points3 savoir3 G.

Car dans la Figure la somme triangulaire de tous
les poids est égale, par la précédente, à la simple
somme des poids multipliée par la multitude des
points qui font dans le bras AC3 & qui font ici
au-dessus de la barre. Or la somme des poids mul¬
tipliée par cette multitude des points du bras A C3
est visiblement à la même somme des poids mul¬
tipliée par la multitude des points de la balance
entiere, comme une de ces multitudes est à l'autre.

Proposition



2$S Lettre de M. Dettonville

Proposition III.

Les mêmes choses étantposées : je dis que la som-
me triangulaire des poids j à commencer par un des
côtés j comme par le côté C, es d la somme trian¬
gulaire des mêmes poids 3 à commencer par l'autre
côté B, comme le nombre des points qui font dans
le bras AC, par où l'on a commencé la premiere
foisj au nombre des points qui font dans le bras
BA, par où l'on a commencé la seconde sois . .

704598 70 4598
70459 04598
7045 4598
704 5 9 8
70 98
7 8

99 131
Je dis que la somme triangulaire 99, en commen¬
çant par 8 , es à Vautre somme triangulaire 132,
en commençant par 7 , comme la multitude des points
du bras 8 , savoirj 3 > à la multitude des points de
l'autre bras 7 , savoir 3 4.

Car chacune de ces sommes triangulaires est,
par la précédente, à la fhnple somme de tous les
poids multipliés par leur multitude, comme la mul¬
titude des points de chaque bras, à la multitude
de tous les points de la balance entiere. Donc, &c.
Ce qu'il falloit démontrer.

avertissement-
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Avertissement.

Comme toutes les choses que je viens de dé¬
montrer fur le sujet des poids d'une balance, doi¬
vent s'appliquer à toutes fortes de grandeurs, c'est-
à-dire , aux lignes courbes, aux surfaces planes &
courbes, & aux solides, il me semble à propos,

pour faciliter cette application, de donner quelques
exemples de la maniéré dont on doit prendre les
sommes triangulaires dans ces grandeurs.

Soit donc ( Fig. 3. ) une ligne courbe quelcon- pig. j.

que CB divisée comme on voudra en parties égales
ou inégales aux points 13 G 3 F : pour prendre la
somme triangulaire des portions CI3 IG3 GF3
FB3 à commencer du côté de C3 il faudra pren¬
dre la toute CF B3 plus la portion IFB3 plus la
portion G FB3 plus la portion F B.

Car par la définition, la somme triangulaire de
toutes les portions CI3 IG3 GF3 FB se trouve
en les prenant en cette forte : premièrement, toutes
ensemble, & ensuite toutes ensemble excepté la
premiere, & puis toutes ensemble excepté les deux
premieres, &c., en cette forte

C1 —{— 1G —p G F —(— F -B ou la ligne c F b.
Plus . . JG-(-GF-j-FJSoula ligne if B.
Plus . . . . g f —|— f -b o,u la ligne gfjs.
Plus f B ou la ligne f B.

Pareillement la somme triangulaire de ces mê¬
mes
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mes portions B f3 F G, G i3 i C, à commencer par Í,
se trouvera en prenant la ligne entiere B1 C , plus
la portion F i C 3 plus la portion * G 7 c , plus la por¬
tion IC; ce qui paroît de même en cette forte:

B F —F G —)— G i —|— i C ou la ligne BI C.
Plus . . F G -j- G i -f-1 c ou la ligne Fie.
Plus . . . . GI -f-1C ou la ligne G I C.
Plus i C ou la ligne i C.

De la même forte, íi le triligne CAB est di¬
visé en tant de parties qu'on voudra, par les droi¬
tes IKj G Hj, FEj la somme triangulaire de ses
portions CIK A , IGHK3 GFEH, FBE,Ì
commencer du côté de C A3 se trouvera en prenant
le triligne CB A, plus le triligne IBK3 plus le
triligne GBH3 plus le triligne EBE.

Ce qui paroît par la somme de ces portions pri¬
ses en la maniéré accoutumée, comme on voit ici :

c i k a —f— i g ii k —|— gfeh —[— f b e OU le tl'iligne b c a.
PluS . . ighk—f- gfeh —j— fee ou l'espace i b k.
Plus gfeh —(— f b e OU l'espace g b h.
Plus f b e ou l'espace i b i.

On prendra de même sorte la somme triangulaire
des portions des surfaces courbes & celle des soli¬
des, fans qu'il soit besoin d'en donner davantage
d'exemples.

Méthode
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Méthode générale pour les centres
de gravité de toutes sortes de lignes,
de surfaces 8c de solides..

JETANT proposée une ligne courbe, ou un plan,
ou une surface courbe, ou un solide, en trouver le
centre de gravité?

Soit entendue une multitude indéfinie de plans
parallèles entre eux & également distants ( c'est-
à-dire, que la distance du premier au second soit
égale à la distance du second au troisième, & à
celle du troisième au quatrième, &c.) : lesquels
plans coupent toute la grandeur proposée en une
multitude indéfinie de parties comprises chacune
entre deux quelconques de ces plans voisins.

Maintenant si de tous ces plans on en considéré
principalement trois, savoir, les deux extrêmes,
qui comprennent la grandeur proposée, & celui
qui passe par le centre de gravité de la grandeur
proposée, & qu'on entende qu'une droite quel¬
conque menée perpendiculairement d'un des plans
extrêmes à l'autre, rencontre le plan du centre de
gravité, lequel la divise en deux portions : cette
droite entiere qui mesure la distance d'entre les
plans extrêmes, fera appeliée la balance de la gran¬
deur proposée j 8c ses deux portions qui mesurent

Tome V. Q la
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la distance entre le centre de gravité de la gran¬
deur proposée & les plans extrêmes, s'appelleront
les bras de la balance : & la raison d'un de ces

bras à l'autre se trouvera en cette sorte :

Je dis qu'un des bras est à l'autre (c'est-à-dire,
que la distance entre le centre de gravité de la fi¬
gure & l'un des plans extrêmes, est à la distance
entre le même centre de gravité & l'autre plan
extrême ), comme la somme triangulaire de toutes
les portions de la figure, à commencer par le pre¬
mier plan extrême, à la somme triangulaire de
ces mêmes portions, à commencer par l'autre plan
extrême.

Avertissement.

Afin qu'il ne reste ici aucune ambiguïté, je
m'expliquerai plus au long. \

Soit donc proposée, premièrement, une ligne
courbe CB (Fig. 5.) laquelle soit coupée en un
nombre indéfini de parties aux points C, /, G, F, B}
par une multitude indéfinie de plans parallèles &
également distants, ou , íî l'on veut, par une mul¬
titude indéfinie de droites parallèles & également
distantes CA, IK3 G //, FE3 B O ( car les1 droites
suffisent ici, & les plans n'ont été mis dans l'énon-
ciation générale, que parce que les droites ne suf-
firoient pas en tous.les cas). Soit maintenant me¬
née A B où l'on voudra perpendiculaire à toutes les
parallèles, laquelle coupe les extrêmes aux points

B} A,
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Sj Aj & celle qui passe par le centre de gravité
de la ligne proposée, au point T : cette droite B A
sera appellée la balancé & les portions T â3T B
seront appellées les bras de la balance.

Je dis que le bras T B fera au bras T Ay comme
la somme triangulaire des portions de la ligne,
savoir, des portions B F, F G, G13 IC > à com¬
mencer du côté de U, à la somme triangulaire des
mêmes portions, à commencer du côté de A.

Soit maintenant la grandeur proposée un plan,
comme le tnligne CB Ay coupé par les mêmes pa¬
rallèles C A3 IKy G Hy F Ey B Oy &c que la même
perpendiculaire B A le coupe comme il a été dit,
& rencontre celle qui passe par le centre de gra¬
vité du plan proposé C B A au point T : je dis que
le bras T B fera au bras T A, comme la somme
triangulaire des portions du trilighe, B FE, E FG Iì,
GIKHy CIKAy à commencer du côté de BOy
à la somme triangulaire des mêmes portions, à
commencer du côté de A C.

Soit maintenant la grandeur proposée une sur¬
face courbe CYZ B FC y coupée par les mêmes
plans parallèles ACYy KIM3 HGNy E FZ3
OBXy qui coupent la surface donnée & y pro¬
duisent, par leurs communes sections, les lignes
C Yy IMyGNy F Zy &c. • & que la balance B A
mesure toujours la distance entre les plans extrê¬
mes, & coupe celui qui passé par le centre de gra-

Q 2 vité
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vité de cette surface courbe au point T : je dis que
le bras T B fera au bras T A, comme la somme
triangulaire des portions de la surface, savoir,
Z F B, FZ NG, NGIM, MIC Y, à commencer
du côté de B, c'est-à-dire, la somme des surfaces
B CY, Z F CY, NG CY, MIC Y, à la somme
triangulaire des mêmes portions, à commencer du
côté de AC, c'est-à-dire, des surfaces CYB,
IMB, G NB, FZ B.

Enfin si la grandeur proposée est un solide
YCFB A C, coupé par les mêmes plans parallèles,
& que la balance B A mesure de même la distance
entre les plans extrêmes, & coupe celui qui passe
par le centre de gravité du solide au point T : le
bras T B fera toujours au bras TA, comme la
somme triangulaire des portions du solide, à com¬
mencer par B, à la somme triangulaire des mêmes
portions, à commencer par C.
Démonstration de cette Méthode.

La démonstration en est facile, puisque ce n'est
que la même chose que ce que j'ai donné de la
balance.

Car soit considérée la droite B A comme une

balance divisée en un nombre indéfini de parties
égales aux points A, K, H, E, B, auxquels pen¬
dent pour poids les portions de la grandeur pro¬
posée, & à l'un desquels se rencontre le point T,

qui
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qui sera le centre de gravité de la balance, comme
cela est visible par la doctrine des Indivisibles,
laquelle ne peut être rejettée par ceux qui pré¬
tendent avoir rang entre les Géomètres.

Donc, par la troisième proposition de la balance,
la somme triangulaire des poids ( ou des portions
de la figure ) à commencer du côté est à la som¬
me triangulaire des mêmes poids, à commencer du
côté A C, comme le nombre des points ( ou des
parties ) du bras B Ts au nombre des points ( ou
des parties ) du bras A T3 c'est-à-dire , comme B B
à T A. Ce qu'il falloit démontrer.

Avertissement.

Je fais bien que ces portions de la grandeur
proposée ne pendent pas précisément aux points
de division de la balance B A; mais je n'ai pas laissé
de le dire, parce que c'est la même chose. Car en
divisant chacune de ces parties égales de la balance
B A par la moitié, ces nouvelles divisions donne¬
ront une nouvelle balance qui ne différera de la
première que d'une grandeur moindre qu'aucune
donnée (puisque la multitude des parties est in¬
définie ), & le centre de gravité de la balance se
trouvera encore à une de ces nouvelles divisions,
ou n'en fera éloigné que d'une distance moindre
qu'aucune donnée, ce qui ne changera point les
raisons : & les portions de la grandeur proposée

Q 3 pendront
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pendront précisément aux points de ces nouvelles
divisions, en considérant au lieu des portions de la
grandeur proposée, qui seront peut-être irrégulie-
res, les portions régulières qu'on leur substitue en
Géométrie, & qui ne changent point les raisonsj
c'est-à-dire, en substituant aux portions de la ligne
courbe leurs cordes, aux portions du triligne les
rectangles compris de chaque ordonnée & d'une des
petites portions égales de Taxe j & de. même aux
solides : ce qui ne change rien, puisque la somme
des portions substituées ne distere de la somme
des véritables, que d'une quantité moindre qu'au¬
cune donnée.

Donc on conclura nécessairement dans cette
nouvelle balance la proportion dont il s'agit, &
par conséquent elle se conclura austi dans l'autre.

j'ai voulu faire cet avertissement, pour montrer

que tout ce qui est démontré par les véritables
resles des Indivisibles, se démontrera aulli à laD '

rigueur & à la maniéré des Anciens j & qu'ainsi
l'une de ces méthodes ne dissere de l'autre qu'en
la maniéré de parler : ce qui ne peut blesser les per¬
sonnes raisonnables, quand on les a une fois aver¬
ties de ce qu'on entend par-là. Et c'est pourquoi
je ne ferai aucune difficulté dans la fuite d'user
de ce langage des Indivisibles, la,somme des lignes,
ou la somme des plans ; & ainsi quand je considé-

5îg. 4 rerai, par exemple (Fig. 4.), le diametre d'un
demi-cercle
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demi-cercle divisé en un nombre indéfini de par¬
ties égales aux points Z, d'où soient menées .les
ordonnées Z M, je ne ferai aucune difficulté d'user
de cette expression, la somme des ordonnées, qui
semble ne pas être géométrique à ceux qui n'en¬
tendent pas la doctrine des Indivisibles, & qui
s'imaginent que c'est pécher contre la Géométrie,
que d'exprimer un plan par un nombre indéfini
de lignes j ce qui ne vient que de leur manque
d'intelligence, puisqu'on n'entend autre chose par-là
sinon la somme d'un nombre indéfini de rectan¬

gles faits de chaque ordonnée avec chacune des
petites portions égales du diametre , dont la somme
est certainement un plan, qui ne différé de l'espace
du demi-cercle que d'une quantité moindre qu'au¬
cune donnée.

Ce n'est pas que ces mêmes lignes Z M ne puis¬
sent être multipliées par d'autres portions égales
d'une autre ligne quelconque qui soit, par exemple,
double de ce diametre, comme en la Figure 5} &c Tig. j.

alors la somme de ces lignes ZM formera un espace
double du demi-cercle, savoir, une demi-ellipse :
& ainsi la somme des mêmes lignes Z M formera
un espace qui sera plus ou moins grand, selon la
grandeur de la ligne droite, par les portions égales
de laquelle on entend qu'elles soient multipliées,
c'est-à-dire, selon 1a distance qu'elles garderont
entre elles. De forte que quand on parle de la somme

Q 4 d'une
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d'une multitude indéfinie de lignes 3 on a toujours
égard à une certaine droite, par les portions égales
& indéfinies de laquelle elles soient ■ multipliées.
Mais quand on n'exprime point cette droite (par
les portions égales de laquelle on entend qu'elles
soient multipliées ) il faut sousentendre que c'est
celle des divisions 4e laquelle elles font nées, com¬
me en l'exemple de la Fig. 4, où les ordonnées
Z M du demi-cercle étant nées des divisions égales
du diametre, lorsqu'on, dit simplement la somme
des lignes Z M, sans exprimer quelle est la droite
par les portions de laquelle on veut les multiplier,
on doit entendre que c'est le diametre même, parce
que c'est le naturel : & si 011 vouloir les multiplier
par les portions d'une autre ligne, il faudroit alors
l'exprimer.

II faut entendre la même chose quand toutes les
lignes seroient courbes, tant celles dont on con¬
sidéré la somme, que celle par les portions de
laquelle on les multiplie : ou quand les unes font
droites & les autres courbes, comme, par exemple,
en la Fig. 4, si l'on dit simplement ainsi, la somme
de tous les arcs CM, compris entre le point C&
chacune des ordonnées, 011 doit entendre la somme
des rectangles compris de chacun de ces arcs CM
étendus en ligne droite, & de chacune des petites
portions égales du diametre Z Z3 Z Z3 &c.

Kg. 6. Ainsi en la Fig. 6, ou l'arc de p o dégrés BC
est
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est divisé en un nombre indéfini d'arcs égaux aux
points D, d'où font menés les sinus droits D E,
si on dit simplement ainsi, la somme des sinus DE,
on ,entendra par-là la somme des rectangles com¬
pris de chaque sinus D E & de chacun des petits
arcs égaux D D considérés comme étendus en ligne
droite j parce que ces sinus font nés des divisions
égales de l'arc : & si 011 vouloit les multiplier par
les portions égales d'une autre ligne, il faudroit
l'exprimer, & dire, la somme des snus multipliés
par les portions égales d'une telle ligne.

Il faut entendre la même chose de la somme
des quarrés de ces lignes & de leurs cubes, &c.
Ainsi si on dit dans la même Fig. G, la somme des
quarrés des snus DE, il faut entendre la somme
des solides faits du quarté de chaque sinus multi¬
plié par l'un des petits arcs égaux D D : & si dans
la Fig. 4 on dit, la somme des quarrés des arcs CM,
il faut entendre la somme des solides faits du quarré
de chaque arc CM ( étendu en ligne droite ) mul¬
tiplié par chacune des petites portions égales ZZ ;
& ainsi en toutes sortes d'exemples.A

En voilà certainement plus qu'il n'étoit néces¬
saire pour faire entendre que le sens de ces sortes
d'expreíììons, la somme des lignes, la somme des
plans, &c., n'a rien que de très-conforme à la
pure Géométrie.

La
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La même Méthode générale pour les
centres de gravité, énoncée autrement.

ïjNe grandeur quelconque étant proposée 3 comme ■
il a été dit

j d' le même ordre de plans qui la cou¬
pent : je dis que la somme de toutes les portions de
cette grandeur3 comprises entre un des plans extrê¬
mes & un chacun de tous les plans y es. à la grandeur
entiere prise autant de fois y c' es-à-dire y multipliée
parsa balance 3 comme le bras fur l'autre plan extrê¬
me y c'es-à-dire , comme la disance entre son centre
de gravité & cet autre plan extrême 3 es d la balance
entiere.

Autrement encore :

Je dis que la somme de toutes les portions de la
grandeur3 comprises entre un des plans extrêmes &
un chacun de tous les plans 3 es égale à la gran¬
deur entiere multipliée par son bras fur l'autre plan
extrême..

Soit proposée, par exemple, la ligne CFB (Fi-
.fig. 3, gure 5.) : je dis que la somme des portions CFB,

IFBy G FBy FBy est égale à la ligne entiere C FB
multipliée par le bras T A.

Car la somme de ces lignes n'est autre chose
que la somme triangulaire des portions CI3 IG,
G Fy FBy à commencer par C : donc la droite B A
est une balance divisée en un nombre indéfini de

parties
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parties égales aux-points Ej H 3 &c.3 auxquels points
de division ( comme il a déja été dit ) pendent pour
poids les petites portions CI3 IG> GF3 FB, & à
l'un desquels points de division se rencontre le
centre de gravité T. Donc, par la seconde propo¬
sition de la balance, la somme triangulaire de ces
portions à commencer par C 3 c'est-à-dire, la sim¬
ple somme des portions CFB3 IFB3 GFB3 FB,
est égale à la simple somme des petites portions
CIj IG3 G F, FB, c'est-à-dire, la ligne CFB 3
prise autant de fois qu'il y a de points ( qu de par¬
ties ) dans le bras T A, c'est-à-dire, multipliée par¬
le bras T A. Ce qu'il falloit démontrer.

On démontrera de même, si la grandeur propo¬
sée est le triligne ABC 3 que la somme des espaces
BCÀy EFCAj HGCAj KICA3 est égale à
l'espace B C A3 multiplié par le bras T B. Et de
même pour les solides, &c.

Avertissement.

Quand j'ai parlé de la somme des lignes CF B,
IFB., GFBj FBj on n'a dû entendre autre chose
sinon la somme des rectangles compris de chacune
de ces lignes, & de chacune des petites portions
égaies B F,. EH3 &c.3 ( c'est-à-dire, avec chacune
des distances égales d'entre les plans voisins ) ; &
qu'ainsi cette multitude indéfinie de petits rectan¬
gles de même hauteur forment un plan. C'est ce

que
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que j'ai déja aísez dit dans les avertissements pré'
cédents.

De même, quand j'ai parlé de la somme des
espaces BCA3 EFCA, HGCA, RICA, on a
du entendre que chacun de ces espaces fût mul¬
tiplié par chacune de ces petites distances égales
d'entre les plans voisins B E3 E H3 &c., & for¬
massent ainsi une multitude indéfinie de petits so¬
lides prismatiques, tous de même hauteur, la som¬
me desquels formera un solide, qui est celui que
l'on considéré quand on a parlé de la somme de
ces plans.

On doit entendre la même chose par la somme
des solides • car il faut entendre de même qu'ils
forent tous multipliés par ces mêmes portions éga¬
les ; ou au moins ( si l'on ne veut pas admettre une
quatrième dimension ) qu'on prenne autant de lignes
droites qui soient entre elles en même raison que
ces solides, lesquelles étant multipliées chacune
par chacune de ces parties égales B E, E &c.,
elles formeront un plan qui servira de même à
trouver la raison cherchée. Ce qu'il ne sera plus
nécessaire de redire.

Corollaire premier.

De cette méthode s'enfuit ce Corollaire : Si-la
grandeur eft donnée & la somme de toutes ses por¬
tions co:nprìses entre un des plans extrêmes, & cha¬

cun
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cun des autres plans3 & que la balance soit aujji
donnée : je dis que les deux brasseront aussi donnés.

Soit proposée, par exemple {F-ig. 7.) la ligne fíg- 7-
courbe dé la demi-Roulette AYC3 laquelle soit
supposée être donnée de grandeur , & qu'on sache
qu'elle est double de l'axe C F qui soit auffi donné. ••
Soit auffi supposé qu'ayant mené les ordonnées Z Y,
coupants l'axe en Z, en un nombre indéfini de
parties égales, & la Roulette aux points Y, la som¬
me de toutes les portions CY de la courbe soit
auffi donnée : je dis que la distance entre le centre
de gravité de cette courbe ifC, & la droite A F
fera donnée.

Car la somme de toutes les courbes CY cil
donnée par l'hypothese ; & on sait en effet d'ail-
leurs que cette somme est double de la somme des
droites C M3 menées de C aux points où les or¬
données coupent la circonférence, ou de la somme
des droites Z O 3 ( qui soient les ordonnées de la
parabole C O G3 dont C F soit l'axe, & dont le
côté droit soit égal à la même CF, car alors cha¬
que CM quarré j ou FC enCZ3 c'est-à-dire,
le rectangle F CZ , fera égal à Z O quarré ) : &
ainfi la somme des lignes courbes CY est double
de l'espace de la parabole C FG3 lequel étant les
deux tiers de CF quarré, la somme des courbes
CY fera égale aux quatre tiers du quarré de CF.

Mais, par la prccedente, la même somme est éga¬
le
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le au rectangle compris de la courbe C A (ou de
deux fois la droite CF ), & du bras de la courbe
fur A F. Donc quatre tiers du quarté de CF, font
égaux à deux fois CF, multipliée par le bras
cherché fur A F; donc ce bras est donné, & égal
aux deux tiers de CF, puisque les deux tiers de
CF, multipliés par deux fois CF, font égaux à
quatre tiers du quarré de CF.

Corollaire II.

La converse de ce Corollaire sera austi véritable,
savoir : Si une grandeur efi donnée & les bras de la
balance aussi : la somme de ses portions comprises
entre un des plans extrêmes , & chacun des autres,
fera donnée.

Fig. 8. Soit donné, par exemple ( Fig. S. ) l'arc de cer¬
cle de quatre-vingt-dix dégrés BMC, duquel je
suppose que le centre de gravité étant I, son
bras YX soit auíll donné : je dis que la somme
des arcs B M, compris entre le point B & cha¬
cune des ordonnées menées des divisions égales
& indéfinies du rayon B A, est austi donnée.

Car la somme de ces arcs fera égale au rectan-o

gîe, compris de l'arc entier B C & de YX, le¬
quel rectangle étant égal, comme on le conno't
d'ailleurs , au quarré du rayon A B; il s'enfuit auffi
que la somme des arcs B M, est égale au même
quarré du rayon AB.

Avertissement.

\
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Avertissement.

J'ai voulu donner ces exemples de l'usage de
cette méthode, tant pour connoître les bras de la
balance par la connoiíTance de la somme de ces

portions, que pour connoître la somme de ces por¬
tions par la connoiíTance des bras. J'en donnerois
bien ici d'autres exemples plus considérables ; mais
on les verra dans la fuite, &c je ne veux donner
ici que les propositions qui servent comme de
Lemmes au reste du discours.

Définition.
S'il y a tant de quantités qu'on voudra A3 B3 C3

lesquelles on prenne en cette forte : premièrement,
la somme triangulaire de toutes, savoir, A B C3
B Cj C; ensuite la somme triangulaire de toutes,
excepté la premiere , savoir, B C3 C • puis la som¬
me triangulaire de toutes, excepté les deux pre¬
mières, savoir , C, &c. :

J'appelle la somme de ces quantités prises de
cette forte, la somme pyramidale de ces mêmes
quantités. ABC

En voici la figure, où B C
l'on voit que la somme C
pyramidale n'es autre cho- £ q
se que la somme des som- q
mes triangulaires qui font
ici séparées par des bar- ^
res. 1 5 G

Ot
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Or il est à remarquer que la nature de cette

sorte de combinaison est telle, que si on prend
deux fois cette même somme pyramidale, comme
on voit ici, & qu'on en ôte ABC
la premiere somme trian- B C
gulaire qui est séparée du C
reste par une double barre,
il arrivera dans ce reste que
ía premiere quantité A s'y
trouvera une fois; la se- ^
conde B, quatre fois ; la
troisième C, neuf fois j &
ainsi toujours selon la suite
des nombres quartés.

Et cela est aisé à démon¬
trer par la nature des com¬
binaisons qui forment ces
sommes triangulaires & py¬
ramidales , qui est telle :

Dans les sommes triangulaires, la premiere
grandeur se prend une fois, la seconde deux fois,
la troisième trois fois, &c., selon Tordre des nom¬
bres naturels. Et dans les sommes pyramidales la
premiere grandeur se prend une fois, la seconde
trois fois, la troisième six fois, &c., selon Tordre
des nombres triangulaires. Or tout nombre trian¬
gulaire, pris deux fois & diminué de son expo¬
sant, est le même que le quarré de son exposant;

comme,

B C

C

C

A B c

B c

c

B c

c

c.
i 4 9
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tomme, par exemple, le troisième nombre trian¬
gulaire 6 étant doublé, est 12, qui diminué de
['exposant 3 , il reste y , qui est le quarré de 3.

Cela est aisé par Maurolic (1)3 & de-là paroît
la vérité de ma proposition.

D'où il s'ensuit que s'il y a tant de quantités
qu'on voudra Á B, C, dont la premiere soit
multipliée par le quarré de 1 , la seconde par le.
quarré de 2, la troisième par le quarré de 3 , &c. :
leur somme prise de cette sorte, sera égale à deux
fois leur somme pyramidale, moins leur somme
triangulaire.

Avertissement.

On verra dans la fuite l'uságe de cette propriété ,

dans l'application qui s'en fera aux lignes droites
ou courbes j & pour faciliter l'intelligence de cette
application, j'en donnerai ici quelques exemples.

Soit donc dans la troisième figure, par exem- Fig. 3.

(1) Maurolic, Abbé de Messine, fleurissoit vers 1c milieu
du seizieme íìecle. C'étoit un Géometre profond pour sou
temps. Nous avons de lui divers Traités, concernant la
Sphere, le Comput Ecclésiastique, les instruments d'Astro¬
nomie, l'Arithmétique, la Perspective, la Musique, &c.
Dans son Traité d'Arithmétique , il démontre plusieurs pro¬
priétés de différentes suites de nombres, comme la fuite
des nombres simples, la fuite des nombres quarrés, la fuite
des nombres triangulaires, &c. C'est à -çet Ouvrage que
Pascal sait ici allusion.

Tome V. R pie,
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pie, l'axe B A du triligne B A C3 divisé en un nom¬
bre indéfini de parties égales, aux points K3 H3 E,
d'où soient menées les ordonnées : on est assez
averti par les choses précédentes , que la simple
somme de ces ordonnées est égale à l'espace du
triligne.

Je dis maintenant que la somme triangulaire de
ces ordonnées IK3 GH, FE38cc., à commencer
du côté de la base CA 3 est la même chose que la
somme des rectangles compris de chaque ordon¬
née , & de fa distance de la base ; c'est-à-dire, la
somme des rectangles IK en KA3 GH en HA,
FE en E A.

Ce qui est bien aisé à démontrer en cette sorte.
Puisque les distances A K 3 K H3 H E 3 font éga¬
les , & qu'ainsi en prenant A K pour i , A H fera
i, AËj 3 , &c. : il s'enfuit que la somme des rec¬
tangles 1K en K A 3 G H en HA, FE enEA,
&c., n'est autre chose que IK multiplié par i,
G H par i,. F E par 3, &c. 3 ce qui n'est que la
même chóse que la somme triangulaire de ces droi¬
tes IEj GH3 FE 3 comme je l'ai montré dans
le commencement.

Je dis de même que deux fois la somme py¬
ramidale de ces mêmes ordonnées, à commencer
du côté de la base C A 3 est égale à la somme
des solides faits de ces mêmes ordonnées multi¬
pliées chacune par le quarré de fa distance de la

base;



A M. D F. CARCAVI. 259
basé", c'est-à-dire , IK en K A quarré -f- G H en
H A quarré , <kc.

Car ces quarrés étant 1,4, 9, &c., il s'enfuit
que la somme des ordonnées multipliées chacune
par chacun de ces quarrés , est la même chose que
leur somme pyramidale prise deux fois, moins lent
somme triangulaire prise une fois. Or cette som¬
me triangulaire n'est qu'un indivisible à i'égard des
sommes pyramidales, puisqu'il y a une dimen¬
sion de moins, & que c'est la même chose qu'un
point à I'égard d'une ligne, ou qu'une, ligne à
I'égard d'un plan, ou qu'un plan à l'égarcl d'un
solide, ou enfin qu'un fini à I'égard de Finfini •
ce qui ne change point ì'égalité.

Car il faut remarquer que comme la simple som¬
me de ces lignes *fait un plan, ainsi leur sommé
triangulaire sait un solide, qui est composé d'au¬
tant de plans qu'il y a de divisions dans l'axe j les¬
quels plans font formés chacun par les simples
sommes particulières des ordonnées, dont la sommé
totale fait la somme triangulaire. En effet la somme
triangulaire de ces ordonnées se prend ainsi : pre¬
mièrement , en les prenant toutes ensemble- CA 3

IK, GH, FE , ce qui fait un plan égal au trili—
gne : ensuite en les prenant toutes, excepté la pre-
rniere, c'est-à-dire, IK3 GH3 FE3 ce qui fait
un autre plan égal au triligne B IK : & ensuitè
GIIFE } ce qui fait un autre plan égal au cri—

R 2 ligne
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ligne B G H , &c. De sorte qu'il y a autant de
plans que de divisions, chacun desquels plans étant
multiplié par les petites portions de Taxe, for¬
ment autant de petits solides prismatiques d'égale
hauteur, tous lesquels ensemble font un solide,
comme je l'ai dit ailleurs.

De la même forte, la somme pyramidale des mê¬
mes ordonnées fait un plan-plan, composé d'au¬
tant de solides qu'il y a de portions dans saxe*
lesquels solides font formés chacun par les som¬
mes triangulaires particulières, dont la somme to¬
tale fait la somme pyramidale. Car leur somme
pyramidale se prend ainsi : premièrement, en pre¬
nant la somme triangulaire de toutes, qui fait un
solide , comme nous venons de dire j & ensuite la
somme triangulaire de toutes, excepté la premiere,
qui fait un autre solide, &c. Et ainsi autant qu'il
y aura de divisions , il y aura aussi de solides, les¬
quels étant multipliés chacun par une des petites
divisions de l'axe, formeront autant de petits plan-
plans de même hauteur, qui tous ensemble font le
plan-plan dont il s'agit.

Et l'on ne doit pas être blessé de cette qua¬
trième dimension, puisque, comme je l'ai dit ail¬
leurs , en prenant des plans au lieu des solides, ou
même de simples droites, qui soient entre elles
comme les sommes triangulaires particulières, qui
font toutes ensemble la somme pyramidale : la som¬

me
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me de ces droites fera un plan qui tiendra lieu de
ce plan-plan.

Il faut entendre la même chose des lignes cour¬
bes B F, B FG., B FI, BFC, & de leurs som¬
mes triangulaires &: pyramidales. Car tout cela est
général pour toutes sortes de grandeurs, chacune
selon sa nature.

Je viens maintenant aux problêmes proposés pu¬

bliquement touchant la Roulette, desquels voici
ceux que je proposai dans le premier Ecrit au mois
de Juin. Étant donnée ( Fig. 7. ) une portion quel- pjg, 7
conque C Z Y3 de la demi-Roulette, retranchée par
une quelconque ordonnée à Taxe; trouver:

1 La dimension & le centre de gravité de l'es-
pace CZY.

2°. La dimension & le centre de gravité de son
demi-solide autour de la base Z Y, c'est-à-dire,
du solide, fait par le triligne CZY, tourné autour
de la base Z Y d'un demi-tour seulement.

30. La dimension & le centre de gravité de son
demi-solide autour de Taxe C Z.

Et ceux que je proposai au commencement d'Oc¬
tobre dans í'Histoire de la Roulette , font ceux-ci :

i°. Trouver le centre de gravité de la ligne
courbe C Y.

i°. Trouver la dimension & le centre de gra¬
vité de la surface de son demi-solide autour de
la base.

R 3 30. Trouver
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3°. Trouver la dimension & le centre de gra¬
vité de la surface de son clemi-solide autour de Taxe,

Pour résoudre ces problèmes, la premiere chose
que je fais, est de substituer à ces demi-solides,
des onglets qui y ont un grand rapport, & dont
yoici la définition.

Définition.

lìg. ii. Soit un triligne rectangle A B C, ( Fig. 11. )
composé de deux droites AB3 AC, dont celle
qu'on voudra comme AB, fera Taxe, & l'autre la
base, faisant angle droit, & de la courbe quelcon¬
que B C. Soient divisées en un nombre indéfini
de parties égales, tant A B aux points D. que A C
aux points £, & encore la courbe même B C aux
points Z; & que chacune des parties de A B j soit
égale à chacune des parties de A C3 & encore à
chacune des parties de la courbe B C ( Car il ne
faut pas craindre rincommenlurabilité, puisqu'en
ôtant d'une de deux grandeurs incommensurables
une quantité moindre qu'aucune donnée , on les
rendcommensurables).Soientmaintenant des points
P, menées des perpendiculaires à Taxe jusqu'à b
jtourbe, elles s'appelleront les ordonnées à /'axe.
Soient menées des points E3 des perpendiculaire?
à la base jusqu'à la courbe, elles s'appelleront les
ordonnées à la base. Soient encore menées des
point L j des perpendiculaires à la base, elles s'ap¬

pelleront
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pelleront les sinus siur la basie. Soient enfin menées
des mêmes points Ldes perpendiculaires à Taxe ,
elles s'appelleront les sinus siur Vaxe.

avertissement.

On suppose toujours ici que le triligne est une
figure plane, & que la courbe est de telle. íbrte ,

que tant les sinus, que les ordonnées ne la rencon¬
trent qu'en un point. Et les portions de Taxe de
la base & de la courbe, sont toutes égales , tant
entre elles, que les unes aux autres.

II faut auffi remarquer que les sinus diffèrent
des ordonnées, en ce que les sinus naissent des di¬
visions égales de la courbe, & les ordonnées des
divisions égales de Taxe ou de la base.

Soient maintenant entendues des perpendicu^-
laires, élevées fur le plan de tous les points du
triligne, qui forment un solide prismatique infini,
qui aura le triligne pour base, lequel soit coupé
par un plan incliné paísant par d'axe, ou par la base
du triligne : la portion de ce solide, retranchée par
le plan, s'appellera onglet.

Que si l'on fait au-dessous du triligne ce que
je viens de figurer au-dessus ; c'est-à-dire, que les
perpendiculaires de tous les points du triligne soient
prolongées de l'autre part, & coupées par un autre
plan également incliné de l'autre part, il se for¬
mera au-dessous du plan du triligne un autre on-

R 4 glet,
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glfet, égal & semblable à celui du dessus: & tous,
deux- ensemble s'appeìíeront le double onglet.

Or il est: visible que tant l'onglet que le dou¬
ble onglet, fera- compris de trois plans & d'une
portion de la surface cylindracée3 laquelle portion
s'appellera la surface courbe de l'onglet ou du dou-
<ble onglet.

Et l'onglet ou le double onglet, qui seront re¬
tranchés par des plans inclinés, passant par la base
du triligne, s'appelleront l'onglet 3 ou le double on¬
glet de la basé.

Et l'onglet ou 1e- double onglet, qui seront re¬
tranchés par des plans passant par i'áxe, s'appelle¬
ront l'onglet, ou le double onglet de saxe.

J'avertis que je suppose toujours ici que le plan
qui retranche les onglets est incliné à celui du tri¬
ligne de 45 dégrés.

Je donnerai maintenant ici les rapports qu'il y
a entre le double onglet de l'axe, par exemple, &
le demi-solide du triligne tourné à l'entour de l'axe.

Je dis donc 3 premièrement 3 que le double onglet
est au demi-solide 3 comme le rayon au quart de la
circonférence.

ïïg. 10. Car soit entendu (Fig. lo.) le triligne CFA}
tourné à l'entour de l'axe CF; & que le solide qui
en séra formé , soit coupé par un plan passant par
l'axe CF3 perpendiculaire - au plan du triligne qui

-

. coupe
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coupe le solide en deux ciemi-solides égaux, dont
je considérerai celui qui est du côté du triligne.
Maintenant soit divisé Taxe en un nombre indé¬
fini de parties égales aux points Z, d'où soient me¬
nées les ordonnées Z Y. Soit auíli (Fig. n. ) un Kg. ir.
demi-cercle quelconque RYS 3 & le rayon Z Yy
perpendiculaire au diametre R S. Soit auíìl la tou¬
chante menée du point Y, dans laquelle soient pri— -
ses YM3 Y N3 égales chacune au rayon. Donc
chacune dés droites Z M3 Z N 3 fera avec YZ un

angle de 45 dégrés ( qui est sangle d'inclinaison
des plans qui engendrent le double onglet fur le
plan du triligne ) & sangle entierM Z N sera droit.

Maintenant ( Fig. 1 o. ) soient entendus des plans
élevés fur chacune des ordonnées Z Y, perpendi¬
culairement au plan du triligne , qui coupent, tant
le double onglet, que le demi-solide. H est visible
que la figure entière MYNZRS3 représentera
la section que chacun de ces plans perpendiculai¬
res paílant par les ordonnées Z Y3 formeront, tant
dans le double onglet, que dans le demi-solide au¬
tour de saxe ; c'est-à-dire , que les sections que
chacun de ces plans formera dans-le double onglet ,
seront des triangles rectangles & isosceles, dont les
angles droits feront aux points Z (& qui seront
semblables au triangle rectangle MZ N), & la base
de chacun de ces triangles fera double de chaque
ordonnée Z Y3 de même que MN est double de

z r.
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Z T. Et le contenu de chaque triangle sera cga{
au quarré de son ordonnée ; c'est-à-dire, de l'or-
donnée sur laquelle il est formé-, de même que
le triangle MZ N est égal au quarté de Z T.

II est auffi visible que les sections que ces mê¬
mes plans formeront dans le demi-solide, seront
des demi-cercles, qui auront pour rayons les mê¬
mes ordonnées Z F, & qui feront semblables au
demi-cercle R.TS ; & lesquels auront par-tout aux
triangles du double onglet, chacun au sien , la
même raison que le demi-cercle RTS au trian¬
gle MZ N.

D'où il paroît que les sections formées par les
plans fur les droites Z T, étant toutes semblables,
tant entre elles, qu'à la figure MN Z R S ; il an
rivera que tous les triangles ensemble, formés dans
le double onglet, seront à tous les demi-cercles
ensemble formés dans le demi-solide, comme le
triangle M Z N, au demi-cercle RTS j ou com¬
me le rayon, au quart de la circonférence ; & qu'ainíî
le double onglet sera an demi-solide, en la mê¬
me raison du rayon au quart de la circonférence,
Ce qu'il falioit démontrer. i

Je dis, 2°. que les centres de gravité, tant du
double onglet ( lequel soit au point H ) ■, que du de-
rni -solide ( lequel soit au point Y ) seront sur le
plan du trilïgne.

Cela
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Cela est visible, puisque le plan du triligne sé¬

pare en deux parties égales & toutes pareilles,
tant le double onglet, que le demi-solide.

Je dis, 3°. que ces deux centres de gravité dit
double onglet & du demi-solide , & même celui dit
solide entier à Ventour de l'axe 3 sont tous égale-,
ment disants de la base.

Car tous les triangles qui forment l'ongler, font
entre eux en même raison que les demi-cercles qui
forment le demi-solide *, & partant en considérant
CFj comme une balance, à laquelle soient pen-r
dus les triangles de l'onglet, ses deux bras feront
en même raison, que les deux bras de la même ba¬
lance, en considérant qu'au lieu des triangles de
l'onglet, on y pende les demi-cercles du demi-so¬
lide , ou même les cercles entiers qui formeraient
le solide entier à l'entour de Taxe ) & par consé¬
quent les centres de gravité du solide entier, 8ç
du demi-solide, & du double onglet, sont tous
également distants de la base A F.

Je dis , 40. que le bras HT (ou la diflance en¬
tre le centre de gravité du double onglet & l'axe CF )
ejl au bras VT (ou à la disance entre le centre
de gravité du demi-solide & le meme axe CF),
comme le quart de la circonférence d'un cercle à son
rayon.

Car
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Car en entendant, comme tantôt , des plans éle¬
vés perpendiculairement fur chaque ordonnée, ils
formeront des sections dans l'onglet & dans le de¬
mi-solide, semblables au triangle M Z Nj & au
demi-cercle RTS ; 8c il arrivera que le centre de
gravité de chaque triangle du double onglet, di¬
visera toujours l'ordonnée en même raison ; savoir,
aux deux tiers depuis Z : 8c qu'aussi le centre de
gravité de chaque demi-cercle divisera toujours
l'ordonnée en même raison • savoir, en la raison
deZP àZ Y( Fig. i x. ), où le point P est le centre
de gravité du demi-cercle RTS. Donc puisque
toutes les ordonnées Z Y font divisées aux deux

tiers, par les centres de gravité des triangles qui
font les portions du double onglet, de même que
Z T est divisée aux deux tiers au point O; & que
les: mêmes ordonnées Z Y font aussi toutes divi¬
sées par les centres de gravité des demi-cercles,
qui font les portions du demi-solide, en même
raison que Z Y est divisée au point P : il s'ensuit
que le bras de chaque triangle est au bras de cha^
que demi-cercle , toujours en la même raison que
0 Zy qui est le bras du triangle M Z N fur R S,
à P Z. qui est aussi le bras du demi-cercle R YS}
1 l'égard de R S. Et par conséquent le bras HT
de tous les triangles ensemble , c'çft-à-dire , du
double onglet, est au bras VT de tous les demi-
cercles ensemble, c'est-à-dire, du demi-solide, en

la
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la même raison que O Z à Z P ; laquelle on sair
être la même que le quart de la circonférence au

rayon.

Je dis j j9. que la surface courbe du double on¬

glet es d la surface du demi-solide comme le rayon
au quart de la demi-circonférence.

Car, soir maintenant la courbe A YC3 divisée
en un nombre indéfini de parties égales aux points
Y; d'où soient menées les perpendiculaires ou
sinus YZ ; Si soient entendus de même des plans
élevés perpendiculairement au triligne, passant pat
chacun des íînus Z Yj lesquels plans coupent, tant
la surface courbe du double onglet, que celle da
demi-solicle. II est visible que les sections que'ces
plans formeront dans la surface courbe du double
onglet, seront des lignes droites, doubles des si¬
nus Z Yj comme M N est double de YZ -, & que
les sections que ces mêmes plans formeront dans
la surface du demi-solide , seront des demi-cir¬
conférences , lesquelles seront par-tout aux droites
formées dans la surface du double onglet, chacune
à la sienne, comme la demi-circonférence RYSj
à la droite MN : Si. par conséquent que toutes les
droites ensemble de la surface courbe du double
onglet, feront à toutes les demi - circonférencesO J

ensemble, en la même raison que la droite MN ^

à la demi - circonférence RYS j ou comme le
rayon
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rayon au quart de la circonférence ; mais la som¬
me de toutes les droites de la surface de l'onglet
( c'eífc-à-dire, la somme des rectangles compris de
chacune de ces droites, & des portions égales de
la courbe A Y C j des divisions de laquelle elles1
font menées ) compose la surface même ; & la som¬
me de ces demi-circonférences de la surface du

.

demi-solide, composent cette surface même, com¬
me d'autres l'ont démontré , 3c entre autres lí
P. Tacquet (i).

Donc la surface courbe du double onglet ests
la surface du demi-solide, comme le rayon au quart
de la circonférence.

Je dis 3 6°. que le centre de gravité de la surfau,
courbe du double onglet, & le centre de gravité di.
la surface du demi-solide, & même celui de la sur-
jace du solide entier autour de l'axe 3 sont tous fur
le plan du trihgne, & tous également disants de lt\
base A F.

Ce qui se démontrera de même qu'on a vu
pour les centres de gravité de ieurs solides.

Je dis, 7°. que le point H étant maintenant h
Centre de gravité de lasurface courbe du double onglet,

(i) Pascal a ici en vue le Traité du P. Tacquet, dt
Anr.ullaribus & Cylindricìs.
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& h point V étant le centre de gravité de la surface
du demi-solide : le bras H T fera au bras V T,
comme le quart de la circonférence au rayon.

Car en prenant ( Fig. 11. ) le point I3 qui soit le
centre de gravité de la demi-circonférence, on dé¬
montrera de même ( Fig. 10. ) que les sinus Y Z fe¬
ront tous divisés par les centres de gravité de cha¬
que demi-circonférence, en même raison que Z Y
de la Fig. 11 l'est au point I. Et il est visible que
dans la Fig. i o les points Y font les centres de gra¬
vité de chacune des droites du double onglet, &
qu'ainsi les sinus YZ seront leurs bras. Donc les
bras des droites du double onglet font aux bras des
demi-circonférences du demi-solide, chacune à la
sienne, toujours en la même raison de YZ à. ZI
{Fig. ii.) Donc le bras de toutes les droites en¬
semble ( ou de la surface courbe du double onglet )
sera au bras de toutes les demi-circonférences en¬

semble ( ou de la surface du demi-solide ), en la
même raison que YZ à ZI_, laquelle on sait d'ail—
leurs être la même, que du quart de la circon¬
férence au rayon.

Avertissement.

Puisque celle qu'on veut des deux droites d'un
triligne est prise pour l'axe & l'autre pour la base,
tout ce qui a été dit de l'onglet de l'axe à l'égard
du solide autour de l'axe, sera de même véritable

de
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de l'onglet de la base à l'égard du solide à l'en-
tour de la base, & se démontrera de même, puis¬
qu'il ne faudra qu'appeller axe la droite qui étoit
appellée base^&c appeller base celle qui étoit ap-
pellée axe.

Yoilà les rapports qui font entre les demi-soli¬
des & les onglets. Par où il paroît que si on con-
noît la dimension & les centres de gravité des
onglets & de leurs surfaces courbes, on connoîtra
la même chose dans les demi-solides, par la com¬

paraison du rayon au quart de la circonférence,
dont on suppose ici que la raison est donnée.

Ainsi pour résoudre tous les problêmes propo¬
sés, il suffira de trouver ces trois choses : ie. la,
dimension & le centre de gravité 'd'une portion
quelconque de la Roulette CZ Y ( Fig. 7. ) : 20. le
centre de gravité de fa ligne courbe CY : 30. k
dimension & le centre de gravité des doubles on¬

glets, tant de la base que de l'axe, & la dimen¬
sion & le centre de gravité de leurs surfaces courbes.
Ce font donc là les problêmes que vous verrez ici.

Or pour arriver à ces connoiíTances fur le sujet
des portions de la Roulette en particulier, je don¬
nerai des propositions universelles pour connòítre
toutes ces choses en toutes sortes de trilignes gé¬
néralement.

C'est, Monsieur, ce que j'ai cru devoir vous
dire
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dire avant que d'entrer en matière, & que j'âií-
rois pu peut-être mettre en moins de place, si j'y
avois travaillé davantage $ mais j'ai eu une raison
particulière de démêler de petites difficultés qui
embarrassent ceux qui n'entendent pas la science
des Indivisibles : auxquels ayant voulu proportion*
ner ce discours, j'ai mis dans les Avertissements
ce qui pouVoit leur être nécessaire, mais en articles
détachés, afin de ne point ennuyer, les autres qui
n'auront qu'à les passer fans les lire. le n'ai donc
plus qu'à vous prier d'excuser les défauts que vous
verrez ici, ce que j'espere de Votre bonté, & de
la connoissance que vous avez du peu de loisir
que j'ai de m'appliquer à ces sortes d'études 5 cè
qui fait que je vous envoie ce Discours à mesure
que je l'écris í de forte qu'il pourra bien m'arriver
de répéter plus d'une fois les mêmes choses, &
peut-être que je l'ai déja fait, ne me souvenant
pas aíïèz de ce que j'ai une fois envoyé.

II me reste encore à vous dire que dans la fuite
de ce discours, je me servirai souvent de cette

expression i une multitude indéfinie 3 ou un. nombre
indéfini de grandeurs ou de parties, &c., par où
je n'entends autre chose, sinon une multitude ou
un nombre plus grand qu'aucun nombre donné.

Je vous avertirai encore que j'use indifférem¬
ment de ces deux termes, donné ou connupour
signifier une même chose ; ce n'est pas que je ne

Tome V. S sache
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sache qu'il y a de la différence, en ce que, selon
Euclide & les Anciens, une grandeur est donnée,
quand on peur y en donner une égale, & qu'ainsi
l'espace du cercle est donné, quand Ion rayon est
donné ; au lieu qu'on ne peut pas dire absolument
qu'il soit connu, parce que le mot de connu en¬
ferme quelque autre chose. Mais dans ce discours
j'appelle un espace donné ou connu , celui qui a une
raison donnée à un quarré connu j & de même
j'appelle un solide donne ou connu3 celui qui a une
raison donnée à un parallélépipède connu : & j'ap¬
pelle raison donnée ou connue, la raison de nom¬
bre connu à nombre connu, ou de droite connue
à droite connue, ou de la circonférence d'un cercle
à une portion connue de son diametre, & je n'en
reçois aucune autre pour donnée ou connue.

II m'arrivera souvent de marquer un même point
par plusieurs lettres, comme , par exemple ( Fig. 31.)
où le diametre F M étant divisé en un nombre in¬
défini de parties égales aux points Oj d'où font
menées toutes les ordonnées, entre lesquelles jc
considéré particulièrement celle qui part d'un point
donné P : je marque de la lettre A tous les points
où les ordonnées coupent la demi-circonférence; &
je marque encore de la lettre R les points où les
ordonnées O A qui font entre P & M> coupent la
circonférence 3 & je marque de la lettre I les points
où les ordonnées O A qui font entre P & A, cou-

pent
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pènt la circonférence : & ainsi quand je dis les
ordonnées O A^ je les comprends toutes générale¬
ment} quand je. dis les ordonnées ORà je n'en¬
tends que celles qui font entré P & M • & de
même quand je dis O Cj'entends celles qui font
entre G 8c Pj parce que le point C est marqué
particulièrement pour celles-là, comme on le voit
dans la Figure.

Je crois aulîi avoir Oublié de vous dire, en dé¬
finissant íes trilignes rectangles, qu'encore que la
ligne B Cj qui joint les extrémités cîes deux droites
perpendiculaires A B, AC ( & qui est comme l'hy-
pothénuse du triligne ) ne soit pas une ligne courbe,
mais une ligne droite, ou ligne mixte, ce setoit
toujours un triligne rectiligne ou mixtiligne : pourvu

que cette condition s'y rencontre, que les ordon¬
nées, tant à Taxe qu'à la base, ne coupent jamais
l'hypothénuse du triligne en deux points. Áiníì un

triangle rectangle fera un triligne rectiligne} 8c
ainsi [Fig. 13 & 14. ) le triangle BACFB est un

triligne', dont les deux droites font B A3 AC3 &
l'hypothénuse est la courbe 5 F C ( Fig. 13.), ou la
ligne mixte B F C {Fig. 14.) composée de la
courbe C F 8c de la droite F B parallèle à la base
AC: toutes lesquelles sortes de trilignes font con-
íìdérées ici généralement, le Discours devant
s'entendre de tous fans exception.

S z TRAITÉ
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TRAITÉ
DES TRILIGNES RECTANGLES,

ET DE LEURS ONGLETS.

Lemme général.

% §O lT un triligne rectangle quelconque ( Fig. 11, )
tel qu'il a été défini dans la Lettre précédenti

ABC, dont les ordonnées d l'axe soient D F, à
les ordonnées d la base soient E G, coupant la cour¬
be en G ^ d'ou soient remenées des perpendiculaires
GR à l'axe 3 prolongées indéfiniment3 & lesquelles
j'appelle les contre-ordonnées : soient aussi prolon¬
gées indéfiniment les ordonnées d l'axe. Et soit sur
l'axe AB, & de l'autre coté du triligne3 une figure
quelconque B K O A, dans le même plan 3 comprise
entre les parallèles extrêmes CA, B K , ( cette figure
s'appellera /'adjointe du triligne ). Que cette figure
adjointe soit coupée par les ordonnées F D , aux
points O , & par les contre-ordonnées G R , aux
points I. Je dis que la somme des rectangles F D
en DO, compris de chaque ordonnée du triligne à
de chaque ordonnée de la figure adjointe 3 est égale
d la somme des espaces ARI, qui font les portions
de l'adjointe 3 comprises depuis chacune des contre-

ordonnées,
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ordonnées j jusqu'à l'extrémité de l'adjointe du côté
de A.

Car soit entendu le triligne BAC être multi¬
plié par la figure B AO K , & former par ce moyen
un certain solide : c'est-à-dire, soient de tous les
points du triligne ABC 3 élevées des perpendicu¬
laires au plan, qui forment un solide prismatique
infini, ayant le triligne ABC pour base. Soit auílì
entendue la figure B A O K tournant sur Taxe
B A relevée perpendiculairement au plan du tri¬
ligne ABC; & soit enfin entendue la base A C
s'élever toujours parallèlement à soi-même, le point
A parcourant toujours le bord de la figure relevée
A OIK Bj jusqu'à ce qu'elle retombe au point B :
la portion du solide prismatique infini, retranchée
par la surface décrite par la ligne C A dans son
mouvement, sera le solide que l'on considéré ici,
laquelle sera comprise de quatre surfaces, entre
lesquelles le triligne tiendra lieu de base.

Soient maintenant entendus deux ordres de plans
perpendiculaires a celui du triligne, les uns passant
par les ordonnées D F à l'axe ( lesquels coupant
le solide, donneront pour sections les rectangles
FD en DO j compris de chaque ordonnée DF3

& de chaque ordonnée DO de la figure adjointe ) :
&: les autres plans passant par les ordonnées G E>
lesquels seront parallèles à l'adjointe BAOK, re¬
levée comme il a été dit, Sc coupant le même so-

S j lide,
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lide, formeront pour sections des figures égales &
toutes semblables aux portions RIA, comprises
depuis chaque contre-ordonnée RI, jusqu'à l'ex¬
trémité de la figure du côté de A (ce qui paroît
par les parallélismes, tant de chacun de ces plans
avec l'adjointe relevée, que de la ligne À C avec
soi-même dans tout son mouvement). Or il est
visible que les sommes des sections, faites par cha¬
cun de ces ordres de plans, font égales chacune au
solide , & par conséquent entre elles ( puisque les
portions indéfinies A E, E E, &c. de la base, sont
égales, tant entre elles, qu'aux portions égales &
indéfinies A D, DD, &c. de l'axe ) ; c'est-à-dire, |
que la somme de tous les rectangles FD enDO,
est égale à la somme de toutes les portions RIA:
ce qu'il salloit démontrer. .

Lemme.

sig- ïf* S°itABK (Fig. 15. ) un triangle rectangle & isos
cele , dent B soit l'angle droit ; soit aussi AI K une
parabole dont A soit le sommet, AB A touchante
au sommet, & AB ou B K le côté droit j & soit une
droite quelconque RIV, parallèle d B K, coupant A B
en R, la parabole en I, & la droite A K en V.

Je dis, i°, que le triangle isscele ARV eft
égal a la moitié de A R quarré« Cela est visible.

Je dis , i°. que le triligne parabolique A RI, muU j
ùplïé par AB, e/Z égal au tiers de A R cube.

Ça?
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Car le triligne A RI, par la nature de la para¬

bole, est le tiers du rectangle A R en RI. Donc
en multipliant le tout par AB, le triligne A RI
multiplié par AB, fera le tiers du solide de A R
en RI en AB; c'est-à-dire, de A R cube, puis¬
que RI en AB, est égal à A R quarré.

Je dis , 30. que fi AI K eft une parabole cubique
( c'efi-à-dire , que les cubes des ordonnées soient entre
eux comme les portions de l'axe , ou, ce qui eft la
même chofie, que AB quarré RI, fioit toujours
égal d A R cube ) : le triligne A RI, multiplié par
À B quarré, fiera égal au quart de A R quarré-quarré.

Car, par la nature de cette parabole, le triligne
A RI est le quart du rectangle A R en RI; donc
en multipliant le tout par A B quarré, on démon¬
trera le reste comme en l'article précédent.

Et de même pour les autres paraboles quarré-
quarrées , quarré-cubiques, &c.

Rapports entre les ordonnées à l'axe
& les ordonnées à la baie d'un triligne
rectangle quelconque.

Proposition premieue,

JLì A somme des ordonnées à la bafie eft la même
que la somme des ordonnées à l'axe.

Car l'une Sc. l'autre est égale à l'espace du triligne-
S 4 Proposition
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Proposition II.

La somme, des quarrés des ordonnées à la base ejl
double des rectangles compris de chaque ordonnée à.
l'axe , & de fa diftançe de la base ; c'est-à-dire ,

fig. 13. ( Fig- 15.) que la somme de tous les EG quarré est
double de lasomme de tous les rectangles FDctDA.

Car íî le trìligne ABC a pour adjointe un trian¬
gle rectangle & isoscele A B K , dont les côtés
ABj BK soient égaux entre eux, & la base AK
une ligne droite qui soit coupée par les ordon¬
nées FD, aux points O , & par les contre-ordon¬
nées GR, aux points /; il arrivera, comme il a été
démontré, que la somme de tous les rectangles FD
en DO, ou FD en DA (puisque par-tout DO
sera égale à DA), sera égale à la somme de tous
les triangles A R /; c'est-à-dire, par le Lemme pré¬
cédent , à la moitié de la somme de tous les A R

quarré, ou de tous les F G quarré,
corolui re,

Donc la somme des quarrés des ordonnées à ta
base est double de la somme triangulaire des ordon¬
nées à Faxe, à commencer par la base.

Car la somme des rectangles FD en DA, est
k mème chose que la somme triangulaire des or¬
données FD , à commencer du côté de A, com¬

me il a été démontré dans la Lettre à M. de
Çarcavi,

Proposition
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Propo sition III.

La somme des cubes des ordonnées à la base es
triple des solides , compris de chaque ordonnée à
l'axe j & du quarré de fa disance de la base : la
somme de tous les E G cube es triple de la somme
de tous les F D en D A quarré.

Car li la figure adjointe AB K est composée des
deux droites perpendiculaires AB, BIC3 & de la
parabole AOKtelle qu'elle a été supposée dans
le Lemme précédent j il arrivera toujours, par le
Lemme général, que la somme des rectangles FD
en DO j fera égale à la somme des portions ARI
qui seront ici des trilignes paraboliques. Donc en
multipliant le tout par B A3 la somme des solides
F D en D O en A B , ou FD en D A quarré, fera
égale à la somme des trilignes A RIj multipliés
par AB; c'est-à-dire, par le Lemme précédent,
au tiers de la somme des A R cube, ou des
EG cube.

Corollaire.

Donc la somme des cubes des ordonnées à la base,
es égale dsx sois la somme pyramidale des ordon~
nées à l'axe, a commencer par la base.

Car la somme des EG cube est triple de la
somme des F D en D A quarré 5 & la somme des
FD en DA quarré est double de la somme pyra¬
midale des ordonnées FD 3 à commencer du côté

de
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de A j comme il a érc démontré dans la même
Lettre.

P r o v' o s i t i o n iv.

On démontrera de même que la somme des quarré-
quarrés des ordonnées d la basey eft quadruple de la
somme des ordonnées à Vaxe , multipliées chacune
par le cube defa disance de la base ; & ains toujours,

Avertissement.

Puisque celle qu'on veut "des deux droites d'un
triîigne est prise pour l'axe & l'autre pour la base,
tout ce qui a été dit des ordonnées à la base, à
regard des ordonnées à l'axe, pourra se dire de
même des ordonnées à l'axe, à l'égard des ordon¬
nées à la base.

Proposition V.

La somme des solides compris du quarré de chaque
ordonnée d la base, & de sa disance de l'axe, ejí
égale à la somme des solides compris du quarré de
chaque ordonnée d l'axe & de fa disance de la base:
je dis que la somme des solides de tous les E G
quarré en E A, es égale à la somme des solides de
tous les D F quarré en D Â.

Ou ce qui est la même chose :
La somme triangulaire des quarrés des ordonnées

à la base 3 es égale d la somme triangulaire des.
quarrés des ordonnées d l'axe^ en commençant tou¬

jours
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jours du côté du centre du triligne ■ c'éft-à-dire3 du
point ou Faxe & la base se coupent : je dis que
la somme triangulaire de tous les EG quarré 3 efl
égale à la somme triangulaire de tous les Yj F quarré3
en commençant toujours du côté de A.

Car si on entend que le double onglet de la base
soit formé sur le triligne C AB 3 dont le centre de
gravité soit au point Y 3 d'où soient menées les
perpendiculaires YX3 YZ 3 qui seront les bras fur
Taxe & fur la base, & qu'on entende que ce dou¬
ble onglet soit coupé par des plans perpendiculaires
au triligne, passant par les ordonnées E G ; il est
visible que les sections que ces plans donneront
dans le double onglet, seront des triangles rec¬
tangles & isosceles, égaux chacun au quarré de son
ordonnée E G ; comme on l'a vu dans la Lettre
( Fig. 10 & ii.) ou il a été montré que le trian¬
gle rectangle & isoscele MZ N3 qui représente
les triangles de ces sections, est égal au quarré de
ZY3 qui représente les ordonnées.

Maintenant soit entendu le même double on¬

glet , coupé par un autre ordre de pians perpendi¬
culaires à celui du triligne, & passant par les or¬
données D F, lesquels donneront pour sections
dans double onglet, des rectangles qui auront
la base chacun égale à son ordonnée D F3 & la
hauteur égale à deux fois AD: tous lesquels rec-
taugiçs seront coupés en deux également par les

ordonnées
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ordonnées D F; & partant les centres de gravité
de ces rectangles seront aux points Q j où chaque
ordonnée est coupée par la moitié, & les droites
QX> seront leurs bras fur B A; c'est-à-dire, la
distance entre leur centre de gravité & B A.

Or il est visible que la somme de ces rectangles
compose le solide du double onglet, & que la som¬
me des triangles , formés par l'autre ordre de plans
EG 3 compose aulïl le même solide du double on¬
glet j & qu'ainsi la somme des uns n'est que la
même chose que la somme des autres \ & que cha¬
cune des deux n'est que la même chose que le
solide du double onglet : d'où il paroît qu'aussi la
somme triangulaire des portions du solide, com¬
prises entre tous les plans voisins du premier or¬
dre EG, est la même chose que la somme trian¬
gulaire des triangles formés par les plans EG ; &
que ce n'est encore que la même chose que la som¬
me triangulaire des portions des rectangles formés
par les plans FDj comprises toujours entre tous
les mêmes plans voisins du premier ordre E G.

Mais k par la méthode générale des centres de
gravité , la somme triangulaire des portions de cha¬
cun de ces rectangles , comprises entre les plans

est égale à chaque rectangle multiplié par
son bras Q D fur l'axe AB ; donc la somme de
ces rectangles multipliés chacun par Q D , est égale
à la somme triangulaire des triangles formés par

les
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îes plans E G ( à commencer toujours du côté de
AB).

Mais chacun de ces triangles , formés par les
plans E Gj, est égal à chaque E G quarté j & cha¬
cun des rectangles formés par les plans FD , est
égal à deux fois chaque AD en D F; donc la
somme triangulaire de tous les E G quarté, est
égale à la simple somme de deux fois tous les AD
en D F multipliés par D Q ; c'est-à-dire , à la simple
somme de tous les A D en D F quarté j ( ou ce qui
n'est que la même chose , puisque le premier A D
est 1, le second A D, z, Sec.), à la somme trian¬
gulaire de tous les DE quarté. Ce qu'il falloit dé¬
montrer.

Avertissement.

On a été assez averti dans la Lettre, que la qua¬
trième dimension n'est point contre la pure Géo¬
métrie*, puisqu'en substituant, tant aux E G quarté,
qu'aux rectangles AD en D Fj des droites qui
soient entre elles en même raison que ces quarrés
& ces rectangles, on démontrera la même chose
par la même maniéré , sans aucun changement 2c
íaiis quatrième dimension.

Rapports
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Rapports entre les íînus íur la base
d'un triligne quelconque, &. les pot-
tions de la ligne courbe comprises entre
le sommet &í les ordonnées à l'axe.

D É F I N I T I O Né

\JN appelle ici arcs non-sealemenr les portions
des circonférences de cercle, niais encore les por*
tions de toutes sortes de lignes courbes.

HYPOTHESE GÉNÉRALE.

Soit un triligne rectangle quelconque BAR
Kg. 16. ( Fig. 16.), & soit le même triligne B A P, ren¬

versé de l'autre part de Taxe B A j & qu'ainsi les
deux bases égales H A , A f?, ne fassent qu'une mê¬
me ligne droite ; soit divisé, tant l'axe, que la cour¬
be B Pj en un nombre indéfini de parties toutes éga¬
les entre elles ; c'est-à-dire, que les parties de l'axe
BD, D D j &c. soient égales, tant entre elles,
qu'aux parties égales de la courbe BI3 II > &c.
Soient menées les ordonnées D O à l'axe, & les
sinus IL fur la base.

Les rapports qui se trouvent entre la somme des
sinus ILjôc la somme des arcs ou des portions BO
de la courbe (comprises entre le point B & cha¬
cune des ordonnées à l'axe) seront les suivants.

Proposition



K T DE LEURS ONGLETS. iSy
proposition vi.

La somme des arcs de la courbe j compris entre le
sommet & chaque ordonnée d l'axe 3 es égale à la
somme des finus fur la base ■ c'es-à-dire j que la
somme de. tous les arcs BOj c/ égale à la somme
des snus IL.

Proposition VIL

La somme des quarrés de ces mêmes arcs B O,
es égale d deux sois la somme triangulaire des mê¬
mes finus IL , d commencer par A.

Proposition VIII.

La somme des cubes de ces mêmes arcs B O es
égale d fix sois la somme pyramidale des mêmes
finus 1L, à commencer par A.

Proposition IX.

La somme triangulaire des mêmes arcs B O , à
commencer par A, es égale à la moitié de la som¬
me des quarrés des mêmes finus IL.

Proposition X.

La somme pyramidale des mêmes arcs BOj à
commencerpar A, efi égale d la fixieme partie des
cubes des mêmes finus IL.

Proposition XI.

La somme triangulaire des quarrés des mêmes arcs
BO,
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BO j à commencer par A, ejl égale à la somme
triangulaire des quarrés des mêmesJinus I L, à com¬
mencer par A.

Proposition XII.

Je dis maintenant qu'en menant lesJìnusfur l'axc,
savoir, les perpendiculaires IR; la somme des rec¬
tangles compris de chacun des mêmes arcs & de l'or¬
donnée qui le termine , savoir, la somme de tous les
rectangles B O m OD, es égale à la somme des
portions du triligne, comprises entre chaque finusfur
Uaxe & la base, savoir, à la somme de toutes les
portions IRAP.

Proposition XIII.

La somme des quarrés de chaque arc , multiplié
par son ordonnée, des-à-dire , de tous les BO
quarré en OD,<jî double de la somme triangulaire
de ces mêmes portions IRAP du triligne, entre k
lase & chaque finus Jur l'axe , à commencer du cote
de B.

Proposition XIV*.

La somme triangulaire des rectangles de chaqut
ordonnée avec son arc , c'es-à-dire , la somme trian¬
gulaire de tous les B O en OD , à commencer par
A, ou , ce qui es la même chose , la somme de tous
les solides AD en DO en OB, compris de cha¬
que arc, de son ordonnée, & de la disance entre

l'ordonnée
■ |

|
I
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fordonnée & la base , es égale à la somme de ces

portions I R A P du triltgne 3 multipliées chacune par

son bras fur la base A P, cest-à-dire 3 par la per¬

pendiculaire j menée sur A P du centre de gravité de
chaque portion 1R A P.

proposition xv.

La somme des arcs multipliés chacun par le quarré
deson ordonnée, c'est-à-dire, de tous les B O en O D
quarté3 est double de la somme de ces portions IR A P
du triligne 3 multipliées chacune par son bras fur
l'axe A B , c est-à-dire par la perpendiculaire fur
A B, menée du centre de gravité de chaque por¬
tion IR A P.

Préparation a la démonstration (F. 16.) Kg-lë-
Soit prise dans la droite AII prolongée, la por¬

tion A C égale à la ligne courbe BIP ou B O H:
& ayant divisé A C en autant de parties égales qu'il
y en a dans la courbe B JP. aux points E, & qu'ainíì
chacune des portions AE , E E &c. soit égale à
chacun des arcs B13 I13 8cc. ; soient des points
E 3 menées des perpendiculaires EG 3 qui rencon¬
trent les sinus IR fur Taxe, prolongés s'il le faut,
aux points G ; de forte que chacune des droites
EG, soit égale à chacun des sinus IL siir la base,
& que par tous les points B G, G, C, soit en¬
tendue paííer une ligne courbe, dont les droites

Tome V, T EG
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E G seront les ordonnées à la base , 8c les droites
GR en feront les contre-ordonnées : la nature de
cette ligne fera telle , que quelque point qu'on
y prenne G3 d'où on mene les droites G E 3 G RI,
parallèles à Taxe & à la base, il arrivera toujours
que la portion AE, ou la droite RG3 fera égale
à l'arc RI3 & la portion restante ECà Tare
restant IP : 8c par ce moyen les ordonnées D 0
à Taxe étant prolongées, & la coupant en F3 cha¬
cune des droites D F fera égale à chacun des arcs
B O 3 compris entre l'ordonnée même D F 8c le
sommet.

Cela posé, la démonstration des propositions
0,7, 8,9, 10, n , iz, 13 , 14, 15 , qui vien¬
nent d'être énoncées , fera facile.

Démonstration de la Proposition VI.

Je dis que la somme de tous les arcs B O est
égale à la somme des sinus I L.

Car tous les arcs B O font les mêmes que toutes
les ordonnées D F à. Taxe , dont la somme est
égale à celle des ordonnées E G , par la premiere
proposition, c'est-à-dire, à la somme des sinus IL.
Démonstration de la Proposition VIL

Je dis que la somme des arcs B O quarré est
double de la somme triangulaire des sinus IL, à
commencer par A, ou que la somme des D F

quarré
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qnarré est double de la somme triangulaire des or¬
données E G j à commencer par A : ce qui est
démontré par le Corollaire de la seconde proposition.
Démonstration de la Proposition Vlìh

Je dis que la somme des arcs B O cube est égale
à six fois la somme pyramidale des mêmes sinus IL 3

à commencer par A ou que la somme de tous
les D F cube est égale à six fois la somme pyra¬
midale de toutes les E G , à commencer par A ■.*
ce qui a été démontré par la troisième.
Démonstration de 14 Proposition IX.

Je dis que la somme triangulaire des arcs B O,
ì costnmencer par ij est égale à la moitié de la
somme des quarrés des sinus IL ou que la som¬
me triangulaire des ordonnées D F3 à commencer

par A 3 est égale à la moitié de la somme des
quarrés des ordonnées E G : ce qui est démontré
par le même Corollaire de la seconde.
Démonstration de la Proposition X.

Je dis que la somme pyramidale des arcs B O,
à commencer par A j est égale à la sixième par¬
tie de la somme des cubes des sinus IL3 ou que
la somme pyramidale des ordonnées D Fj à com¬
mencer par A j est égale à la sixième partie de la
somme des cubes des ordonnées E G : ce qui â
été démontré par le Corollaire de la troisième.

T z Démonstration
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Démonstration de la Proposition XI.

Je dis que la somme triangulaire des arcs B O
quarré, est égale à la somme triangulaire des sinus
IL quarré, à commencer toujours par A , ou que
la somme triangulaire des ordonnées D F quarré
est égale à la somme triangulaire des ordonnées
E G quarré , à commencer toujours par A : ce qui
a été démontré par la cinquième.
Démonstration de la Proposition XII.

Je dis que la somme des rectangles B O en O D,
ou F D en D O , est égale à la somme des por¬
tions IRA P.

C'est la même chose que ce qui a été démon¬
tré dans le Lemme général. Car en considérant le
triligne B A P comme étant la figure adjointe du
triligne B A C, il s'enfuit, par ce qui a été dé¬
montré dans ce Lemme, que la somme des rec¬

tangles FD en DO ( compris de chaque ordon¬
née D F du triligne B A C_, & de chaque ordon¬
née D O du triligne B A P ), est égale à la som¬
me des portions ARIP de la figure adjointe, com¬
prises entre chaque contre-ordonnée Ride la droite
A Pj &c que les unes & les autres composent un
même solide.

Démonstration de la Proposition XIII.

Je dis que la somme de tous les B O quarré
en
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eu OD, ou F D quarté en DO, est double de
la somme triangulaire des mêmes portions ARIP,
à commencer du côté de B : ou que cette som¬
me triangulaire des portions A RIP est égale à
la somme des solides Q D en FD en DO ( qui
font la moitié des FD quarré en DO, chaque
F D étant divisée par la moitié en Q ).

Car soit entendue la figure adjointe BAP rele¬
vée perpendiculairement au plan du triligne BAC,
& former le solide dont il a été parlé dans le Lem¬
me général, qui soit coupé par deux ordres de
plans perpendiculaires au triligne, les uns passant
par les droites E G & les autres par les droites.
D F ; les uns donnant pour sections des figures pa¬
reilles aux espaces A RIP , êc les autres donnant
pour fessions les rectangles F D en DO , comme
cela a été dit dans le Lemme général : & ainsi
ce solide sera composé de la somme des espaces
ARIP, & le même solide est ausiì composé de
la somme des rectangles FD en DO : d'où il
s'enfuit que la somme des portions ARIP, éle¬
vées perpendiculairement au. plan ABC fur les
droites E G ; & la somme des rectangles F DO,
élevés ausiì perpendiculairement au même plan
ABC, 11e font qu'une même chose, tant entre
elles, qu'avec le solide : & par conséquent que la
somme triangulaire des portions du solide, com¬
prises entre tous les plans E G, à commencer du

Ta/5 cote
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côté de AB, est la même chose que la somme
triangulaire des espaces A R IP -, & que c'est auílì
la même chose que la somme triangulaire des por¬
tions de chaque rectangle FD en DO , comprises
eritre tous les mêmes plans EG.

Mais, par la méthode générale des centres de
gravité , la somme triangulaire des portions de cha¬
cun de ces rectangles, comprises entre les plans
E G , à commencer du côté de AB, est égale à
chaque rectangle multiplié par son bras Q D fur
A B ■ donc auilì la somme des rectangles F D O,
multipliés chacun par son bras QD , est égale à
la somme triangulaire des portions A B. IP, à com¬
mencer par B. Ce qu'il salloit démontrer.
Démonstration de la Proposition XIV.

Je dis que la somme triangulaire de tous les
B O en OTjOU FD en D O , à commencer pat
A 3 est égale à la somme de ces espaces IRA P,
multipliés chacun par son bras fur la base A P.

Car en relevant le triligne adjoint B A P, qui
formera le solide coupé par les deux ordres de
plans, comme en l'article précédent, desquels les
uns forment pour sections les espaces pareils à
A R IP3 & les autres les rectangles FD en D 0,
la somme de chacun , c'est-à-dire, tant des espaces
A RIP3 que des rectangles FD en DO, ne font
qu'une même chose que le solide. D'eu il est évi¬

dent
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dent que la somme triangulaire cles portions du
solide, comprises entre tous les plans F D 3 est la
même chose que la somme triangulaire de tous
les rectangles F D en D O ; & que c'est auffi la
même chose que la somme triangulaire des por¬
tions des espaces A RIP3 comprises entre tous
les mêmes plans F D.

Mais la somme triangulaire de chaque espace
A RIP j compris entre les plans F D, à com¬
mencer du côté de A P3 est égale ( par la méthode
générale des centres de gravité ) à chaque espace
A RIP j multiplié par son bras fur A P : donc
auffi la somme de ces espaces A RI P3 multipliés
chacun par son bras fur A P, est égale à la som¬
me triangulaire des rectangles F D O3 à commen¬
cer par A. Ce qu'il falloit démontrer.
Démonstration de la Proposition XF

Je dis que la somme de tous les D O quarré en
0 B 3 ou de tous les F Z) en DO quarré, est dou¬
ble de la somme des portions A RI P3 multipliées
chacune par son bras fur Taxe B A ; ou que la
somme des solides FD en DO en D S 3 qui est
la moitié des F D en DO quarré ( chaque D O
étant divisé par la moitié en S ) est égale à la
somme des espaces A RIP3 multipliés chacun par
son bras fur Taxe A B.

Car soit relevé de même le triiigne adjoint
T 4 BAP*
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BAP., qui formera un solide coupé parles deux
ordres de plans fur E G & D F3 qui donnent pour
sections dans le solide, les rectangles F D O &
les espaces ARIP, qui font tels que la somme
des rectangles FDO & la somme des espaces
â RIP j ne font qu'une même chose, tant entre
elles , qu'avec le solide.

Soit maintenant entendu un troisième ordre de

plans, parallèles à celui du triligne & élevés au-
dessus du plan du triligne, & tous en distances
égales l'un de l'autre ; en forte qu'ils divisent la
droite A P ( relevée perpendiculairement au plan
du triligne) en un nombre indéfini de parties éga¬
les : & qu'ainsi ils coupent le solide en un nombre
indéfini de parties, comprises chacune entre deux
quelconques plans voisins.

Donc puisque ces trois choses ne font qu'une
même} savoir, la somme des rectangles FD O,
relevés fur les droites FD j la somme des espaces
A R IPj relevés fur les droites E G3 & le solide:
il s'ensuit que la somme triangulaire de toutes les
portions des espaces A RIPj comprises entre tous
les plans voisins de ce troisième ordre, est la mêmé
que la somme triangulaire de toutes les portions
des rectangles F D en D Q, comprises entre les mê¬
mes plans voisins de ce même troisième ordre, à
commencer toujours du côté d'en-bas, c'est-à-dire,
du côté du triligne A B C, qui sert de base au solide.

Mais
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Mais la somme triangulaire des portions de cha¬
que espace il /Pj comprises encre les plans voisins
du troisième ordre, est égale à chaque espace ARIP,
multiplié par son bras fur l'axe A B : & de même
la somme triangulaire des portions de chaque rec¬
tangle FDOj comprises entre les mêmes plans
du troisième ordre, est égaie à chaque rectangle
F DO j multiplié par son bras fur l'axe, ou à cha¬
que rectangle F D O , multipl ié par S D ( car S D
est le bras fur l'axe), c'est-à-dire, à chaque solide
F D en DO en D S.

Donc la somme de tous les F D en D O en

DS j est égale à la somme des espaces ARI P,
multipliés chacun par son bras fur l'axe A B. Ce
qu'il falloit démontrer.

Méthode générale pour trouver la
dimension & les centres de gravité d'un,
triligne quelconque . & de ses doubles
onglets y par la feule connoijfance des
ordonnées a l'axe ou a la base.

P0ur trouver la dimension, tant du triligne,
que de ses doubles onglets , & leurs centres de gra¬
vité 5 c'est-à-dire, la distance entre leurs centres de
gravité & la base du triligne, & là distance entre
leurs mêmes centres de gravité & l'axe du triligne,

ou,
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ou , ce qui est la même chose, leurs bras fur la base
&: sur Taxe : je me suis servi d'une méthode qui
reduit tous ces problêmes à la connoiflance des
feules ordonnées ; c'est-à-dire, à la connoiffance de
leurs sommes simples, triangulaires & pyramidales
ou de leurs puissances, comme 011 va le voir ici,

Je dis donc que fi on connoít dans un triligne
toutes les choses fiuivantes :

1 Qr. La Jbmme des ordonnées d Vaxe.
2°. La Jbmme des quatres de ces ordonnées,
fi. La somme des cubes de ces ordonnées,
fi. La somme triangulaire de ces ordonnées,
fi. La Jbmme triangulaire des quarrés Je ces or¬

données.

C°. La Jbmme pyramidale de ces ordonnées.
On connoítra aujji la dimenjìon & les centres de

gravité3 tant du triligne que de fies doubles on¬
gletsj c'ejt-a.-dire 3 qu'on connoítra aujji les choses
suivantes :

i°. La dimenjìon de l'espace du triligne.
z.°. Le bras du triligne fur l'axe.
fi. Le bras du triligne fur la bafie.
fi. La dimension du double onglet de la base.
fi. Le bras de cet onglet fur la bafie.

Le bras de cet onglet fur l'axe.
7°. La dimension du double onglet de l'axe.
S5*, Le bras de cet onglet fur la bafie.
fi. Le bras de cet onglet fur l'axe.

Car,
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Car, pour le premier point, la somme des or¬
données étant connue, l'espace du triligne sera auíìì
connu, puisqu'il lui est égal.

Pour le deuxieme : soit le triligne B A C{ Fig.i 3.) Fig.
dont AB soit Taxe 8c A C la base; D F les ordon¬
nées à l'axe, dont on connoiste la simple somme,
la somme des quarrés & les autres choses qui ont
été supposées '• soient E G, les ordonnées à la base,
& soit Y le centre de gravité du triligne ; & soient
les deux bras YD , Y E , fur Taxe & fur la base:
je dis que le bras Y D fur l'axe fera connu.

Car puisque la somme des D F quarré est con¬
nue par l'hypothese, la somme triangulaire des
ordonnées E G , à commencer par A , le fera auffi
( puisqu'elle en est la moitié, par le Corollaire de
la seconde proposition ). Et par conséquent le bras
YD fera auffi connu, puisqu'il a été montré par
la Lettre, que cette somme triangulaire des or¬
données EG, laquelle est connue, est égale au
solide fait du triligne ABC, multiplié par son
bras YD fur A B, lequel solide sera par conséquent
connu : mais l'espace du triligne A B C est connu
pat le premier article. Donc auffi YD sera connu.

Pour le troisième ; savoir, que le bras YE du
triligne fur la base sera connu : cela est visible,
puisque la somme triangulaire des ordonnées F D

qui
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( qui est connue par l'hypothese ) est égale au so¬
lide fait du triligne, multiplié par son bras YE,
lequel solide sera par conséquent cqnnu ; mais l'es-
pace du triligne est connu, par le premier article.
Donc aussi le bras Y E fera connu.

Pour le quatrième : je dis que le contenu du
double onglet de la base sera connu.

Car le contenu de ce double onglet est com¬
posé de deux íois la somme des rectangles F D
en D A, ou de tous les E G quarté, comme
cela a été assez montré dans la cinquième propo¬
sition, où l'on a fait voir que íî on entend que le
double ongler soit coupé par un ordre de plans
perpendiculaires à celui du triligne , passant pat
les ordonnées F D 3 & s'étendant infiniment de
part & d'autre : leurs sections dáns le double on¬

glet seront des rectangles, dont chacun fera dou¬
ble de chaque rectangle AD en D F : & qu'en
coupant ce même double onglet par un autre ordre
de plans perpendiculaires, passant par toutes les
droites E G leurs sections dans le double on¬

glet seront des triangles rectangles, dont chacun
fera égal au quarré de chaque ordonnée E G.

Donc fi la somme des E G quarré est connue,
le contenu du double onelet le fera aullì. Or h
somme , tant de ces quarrés E G , que de deux fois
ía somme de ces rectangles F D en DA est con¬

nue,



ET DE LEURS ONGLETS. JOÍ
nue, puisque ( par le Corollaire de la seconde )
c'est la même chose que deux sois la somme trian¬
gulaire des ordonnées D F 3 à commencer par A
(qui est donnée par l'hypothefe ).

D'où il s'ensuit que le contenu du double on¬
glet est aulîi connu.3D

Pour le cinquième : soit maintenant Y3 le centre
de gravité du double onglet de la base : je dis que
son bras YE fur la base sera connu -, & que le
double onglet multiplié par le bras Y E, est égal
à quatre fois la somme pyramidale des ordonnées
D F, à commencer par A 3 ou, ce qui est la mê¬
me chose, comme on l'a vu dans la Lettre, à
deux fois la somme de tous les A D quarté en
DF; ce qui se démontrera ainsi.

La somme de tous les AD quarré en D F3 est
la même chose que la somme de tous les rectan¬
gles AD en DF 3 multipliés chacun par son côté
AD ; c'est-à-dire ( puisque le premier A D est s,
le second, i, &c. ), la somme triangulaire de tous
les A D en D F3 à commencer par A. Donc auiìì
le double de la somme des A D quarré en D F3
fera la même chose que la somme triangulaire de
deux fois tous les AD en D F 3 c'est-à-dire, la
somme triangulaire des rectangles ou sections for¬
mées dans le double onglet, par les plans perpen¬
diculaires pasianr par D F3 mais la somme trian¬

gulaire
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gulaire de ces sections du double onglet, à com»
mencer du côté de A C est égale ( par la méthode
générale des centres de gravité ) au double onglet
multiplié par son bras YE fut A C ; donc auffile
double de la somme des A D quarré en D F, est
égal au double onglet multiplié par YE. Mais deux
Fois la somme des A D quarré en D F 3 ou quatre
fois la somme pyramidale des ordonnées D F, est
connue par l'hypothese.

Donc ce produit du double onglet, multiplié
par YE est auffi connu \ mais on connoît le con¬
tenu du double onglet : donc on counoîtra auffi le
bras Y E.

Pour le sixième : je dis que le bras Y D, fut
Taxe, fera auffi connu ; & que le double onglet,
multiplié par le bras YD 3 est égal à la somme
triangulaire des E G quarré, à commencer par A1
ou, ce qui est la même chose, à la somme trian¬
gulaire des F D quarré, à commencer toujours pat
A : ce qui fera montré ainsi.

Si on entend que le double onglet soit coupé
par des plans perpendiculaires à celui du triligne,
passant par les ordonnées E G , ils y formeront pout
sections des triangles rectangles & isosceles, égaux
chacun à EG quarré, comme il a été dit. Or pat
la méthode générale des centres de gravité, la som¬
me triangulaire de ces sections ou des quarrés E G,
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a commencer par égale au double onglet
multiplié par son bras YD : mais la somme trian¬
gulaire des EG quarté est connue, puisque la som¬
me triangulaire des D Fquarté est connue par l'hy¬
pothese : donc le produit du double onglet, mul¬
tiplié par Y D, est connu : mais le contenu du
double onglet est connu 3 donc Y D est connu.

Pour le septienie : je dis que le contenu du dou¬
ble onglet de l'axe fera connu.

Car, puisque la somme des D F quarré est con¬
nue par l'hypothese , le double onglet de l'axe l'est
■auífi, puisqu'il en est composé.

Pour le huitième & neuvieme : soit maintenant
Fie centre de gravité du double onglet de saxe:
je dis que ses deux bras YE Y D fur la base Sc
sur l'axe seront connus.

Car, puisque tous les A E quarré en E G font
connus, étant égaux par la troisième au tiers de
tous les D F cube, dont la somme est connue par
l'hypothese ; on en conclura que le bras YD fera
connu : & de même , puisque la somme triangu¬
laire des D F quarré est connue par l'hypothese, on
en conclura que le bras YE fera aulîì connu, de
la même forte qu'on l'a conclu des deux bras du
double onglet de la base dans les articles 5 & si",
par le moyen des données semblables à l'égard de
ce double onglet de la base.

Corollaires.
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Corollaires.

i, L'espace du triligne efi égal à la somme des
ordonnées à la base j ou à la somme des ordonnées
\ »

a. L axe•

i. Le triligne multiplié par son bras fur l'axe,
efi égal à la somme triangulaire des ordonnées à k
base j en commençant par l'axe ; ou à la moitié de
la somme des quarrés des ordonnées à l'axe.

Cela est démontré dans le second article.

3. Le triligne multiplié par son bras fur la base,
est égal à la somme triangulaire des ordonnées à
l'axe3 d commencer par la base; ou à la moitié
des quarrés des ordonnées à la base.

C'est la même chose que le précédent.

4. Le double onglet de la base efi égal à lasomme
des quarrés des ordonnées d la base; ou au double
de la somme des ordonnées à Faxe , multipliées cha¬
cune par■fa distance de la base ; ou à deux fois la
somme triangulaire des ordonnées d Faxe j d com¬
mencer par la base.

Cela est montré dans le quatrième article.

5. Le double onglet de la base> multiplié par son
bras fur la base s efi égal d deux fois la somme dts

ordonnées
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ordonnées à Faxe , multipliées chacune par le quarté
de fa difiance de la base ; ou à quatre fois la somme
pyramidale des ordonnées à. l'axe , d commencerpar
la base ; ou au double de la somme triangulaire des
reclangles compris de chaque ordonnée & de fa dis¬
tance de l'axe 3 à commencer du côté de la base ;
ou aux deux tiers des cubes des ordonnées cl la base.

Cela s'ensuit du cinquième article.

6. Le double onglet de la base 3 multipliépar son
Iras fur Faxe , efl égal d la somme triangulaire des
quarrés des ordonnées d la base , d commencer du
coté de Faxe ; ou d la somme triangulaire des quarrés
des ordonnées d l'axe 3 d commencer du côté de la

base ; ou d la fimple somme des quarrés des ordon¬
nées d la base multipliés chacun par fa difiance
de l'axe ; ou d la fimple somme des quarrés des ordon¬
nées d Faxe 3 multipliés chacun par fa difiance de
la base.

Cela s'ensuit du sixième article.

11 faut entendre la même chose du double onglet
O

de r axe, sans autre difference que de mettre axe
au lieu de base, & base au lieu d'axe.

On peut tirer de-là plusieurs autres Corollaires,
comme, par exemple, les converses des choses
démontrées dans tous ces articles ; savoir, que si
011 connaît la dimension & le centre de gravité,

Tome F. Vj tant
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tant du triligne que de ses onglets : on connoîtra
aussi, i°. la somme des ordonnées à Taxe; iQ. la
somme des quarrés de ces ordonnées3 3 u. la som¬
me des cubes de ces ordonnées 3 40. la somme
triangulaire de ces ordonnées 3 5 la somme trian¬
gulaire des quarrés des ordonnées 3 6Q. la somme
pyramidale des ordonnées. Et on connoîtra la
même chose à l'égard des ordonnées à la base.

On peut encore en tirer d'autres conséquences,
mais un peu plus recherchées, & entre autres cel¬
le-ci, qui peut être d'un grand usage.

Conséquence.

Si un triligne est tourné 3 premièrement3 sur la
hase, & ensuite sur l'axc , & qu'il forme ains deux
solides, l'un autour de la base & l'autre autour de
l'axe : je dis que la diflance entre l'axe & le centre
de gravité du solide autour de la base est à la dis¬
tance entre la base & le centre de gravité du solide
autour de l'axe comme le bras du triligne fur l'axe
au bras du triligne fur la base.

D'où il paroît que si on connoît le centre de
gravité du triligne & d'un de ses solides, celui
de l'autre fera auffi connu.

Soit un triligne rectangle B AC ( Fig. 13.) dont
le centre de gravité soit Y, & les bras fur l'axe &
fur la base soient YX3 YZ} soit ausiì M le centre
de gravité du solide autour de l'axe, & soit N le

centre
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centre de gravité du solide autour de la base : je
dis que A M est à A Ns comme A X à A Z3 ou
comme Y Z à YX : & qu'ainsi si A X3 A Z Sc
A N font connus, A M le fera auffi.

Car en coupant le solide sur saxe par des plans
perpendiculaires passant par les ordonnées D F 3 ils
donneront pour sections des cercles, dont les or¬
données D F seront les rayons 3 & en coupant en¬
suite le solide autour de la base par des plans per¬
pendiculaires passant par les ordonnées E G3 qui
donneront auffi pour sections des cercles, dont les
ordonnées EG seront les rayons, il arrivera que
la somme triangulaire des cercles D F, à commen¬
cer par A3 fera égale au solide autour de Taxe,
multiplié par son bras A M ( par la méthode gé¬
nérale des centres de gravité ) ; & par la même
méthode, la somme triangulaire des cercles EG3
à commencer par A3 fera auffi égale au solide au¬
tour de la base, multiplié par son bras A N: mais
la somme triangulaire des cercles Z) F est égale

1 ^

à la somme triangulaire des cercles E G-3 à com¬
mencer toujours par Â3 puisque les sommes trian¬
gulaires de leurs quarrés font égales entre elles :
donc le solide autour de saxe, multiplié par son
bras A M3 est égal au solide autour de la base,
multiplié par son bras A N; donc A M est à A N3
comme le solide autour de la base au solide autour

de saxe, c'est-à-dire, comme le bras YZ au bras YX.
V z Car
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Car on sait assez qu'e le solide autour de la base

est au solide autour de Taxe, comme le bras YX
du triligne fur l'axe au bras YZ du triligne fur
la base \ ce qui est encore une conséquence qui se
tire des propositions précédentes, & qui sè dé¬
montrera ainsi.

V

Le solide autour de la base est au solide autour
de Taxe, comme la somme des cercles E G à la
somme des cercles D F; ou comme la somme des
E G quarté à la somme des D F quarté, c'est-à-
dire ( par le Corollaire de la deuxieme ), comme
la somme triangulaire des ordonnées Z) F" à la som¬
me triangulaire des ordonnées E 6, à commencer
toujours par A, c'est-à-dire (par la méthode gé¬
nérale des centres de gravité ), comme le triligne
multiplié par son bras AXou YZ3 au triligne mul¬
tiplié par son bras A Z ou YX3 c'est-à-dire, com¬
me YZ à YX. Ce qu'il falloit démontrer.

Méthode pour trouver la dimension
êc le centre de gravité de la surface
courbe des doubles onglets, par la feule
connoiílance des sinus fur Taxe.

on connoît dans un triligne;
i °. La grandeur de fa ligne courbe.
a0. La somme des fnus fur l'axe.

3
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30. La somme des quarrés de ces finus fur l'axe.
40. La somme des rectangles de ces mêmes finus

fur l'axe multipliés chacun par leur distance de la
hase : je dis qu'on connoîtra aufst la dimension de la
surface courbe du double onglet de l'axe & le centre
de gravité de cette surface courbe 3 c eft-a-dire 3 le
bras de cette surface sur la base 3 & le bras de cette
même surface sur l'axe.

Car .(Fig. 10.) si la courbe ^fCeíl divisée eu I0-
un nombre indéfini de parties égales aux points F,
d'où soient menés les sinus fur l'axe, & que, com¬
me il a été dit vers la sin de la Lettre, des plans
soient entendus élevés perpendiculairement au plan
du triligne, passant par chacun des sinus FZ: les
sections qu'ils donneront dans la surface du double
onglet seront des droites perpendiculaires au plan
du triligne, qui feront doubles chacune de chaque
sinus YZ3 comme il a été montré dans la .Lettre»

Or il est visible que la somme de ces perpen¬
diculaires formées dans cette double surface, com¬

posent la surface courbe, étant perpendiculaires à
la courbe L Y C. Donc si on connoît la somme de
ces perpendiculaires, c'est-à-dire, le double de la
somme des sinus Z F, & qu'on connoisse auffi la
grandeur de la ligne courbe, on connoîtra auísi la
surface courbe. Ce qu'il falloir premièrement dé¬
montrer.

Je dis maintenant que fi on connoît la somme
V 3 des
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des rectangles F Z raZY, compris de chaque JlnuÉ
& de fa diftance de la base 3 on connoítra aujsi le

'

bras T F ou H K, le point H étant pris pour le centre
de gravité de la surface courbe du double onglet : &
que la somme des sinus Z Y étant multipliée par le
bras TF, efi égale à la somme de tous les rectangles
YZ en ZF.

Car il est visible que le mème bras T F 3 qui
mesure la distance d'entre le centre de gravité H de
la surface courbe du double onglet', & la base FA,
mesurera ausii la distance qui est entre le centre
cìe gravité commun de tous les sinus Z Y3 placés
comme ils se trouvent, & la même base AF: d'au¬
tant que chaque sinus Z Y est éloigné de la base A F
de la même distance que chacune des perpendicu¬
laires au plan du triligne, passant par les points Y3
& que chaque sinus est à chaque perpendiculaire
toujours en même raison, savoir, comme i à a.

Or il sera montré incontinent que la somme des
rectangles Z Y en Z F 3 compris de chaque YZ &
de fa distance du point F3 est égale à la somme
des mêmes YZ3 multipliée par la distance d'entre
la base & le centre de gravité commun de toutes
les Z Y placées comme elles se trouvent 3 mais la
somme des rectangles YZ en Z F est donnée par
l'hypothese. Donc la somme des sinus, multipliée
par la distance entre leur centre de gravité com¬
mun de. la base, sera ausii donnée ; mais la somme

des
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des sinus est auffi donnée par l'hypothese. Donc la
distance entre leur centre de gravité commun &
la base sera auffi donnée : & par conséquent auffi
la distance entre la base & le centre de gravité de
la surface courbe du double onglet, puisqu'elle est
la même.

Maintenant on démontrera le Lemme qui a été
supposé, en cette sorte :

Soit ( Fig. 9.) FC une balance horizontale di- Pig. 9.
visée comme on voudra en parties égales ou iné¬
gales , aux points Z3 où pendent pour poids des droi¬
tes perpendiculaires Z Y de telle longueur qu'on
voudra. Soit enfin le centre de gravité commun de
toutes au point T3 auquel la balance soit suspen¬
due en équilibre : je dis que la somme des rectan¬
gles YZ en Z F3 compris de chaque perpendicu¬
laire YZ & de fa distance de l'extrémité de la
balance F 3 est,égale à la somme des rectangles,
compris du bras T F &c de chacune des perpendi¬
culaires Z Y.

Car en prenant la droite X si petite que le rec¬
tangle compris de cette droite X & de la plus
grande des droites Z Y3 soit moindre qu'aucun
espace donné, & divisant cette droite X en par¬
ties égales qui soient en plus grand nombre que
la multitude des droites Z Y; il est visible que la
somme des rectangles, compris de chaque Z Y &
de chacune des petites portions de X3 fera moindre

V 4 qu'aucun
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qu'aucun espace donné, puisque par la construc¬
tion, le rectangle compris de la plus grande des Z Y
8c de l'entiere X3 est moindre qu'aucun espace
donné.

Maintenant soit divisée îa balance entiere F C
en parties égales, chacune à chacune des petites
parties de X : donc les points Z se rencontreront
aux points de ces divisions, óu la différence n'al¬
térera pomt l'égalité qui est proposée, puisque la
somme de routes les Z Y3 multipliées chacune par
une de ces petites parties de la balance, fera moin¬
dre qu'aucun espace donné. Et par conséquent FC
sera une balance divisée en parties égales, & aux

points de division pendent des poids ; savoir, aux
uns les perpendiculaires Z F, & aux autres pen¬
dent pour poids des zéro : & le centre de gravité
commun de tous ces poids est au point T. Donc,
par ce qui a été démontré dans la Lettre, la som¬
me de. tous les poids multipliés par le bras FT
( c'est-à-dire, la somme des rectangles, compris
des FT 8c de chacune des Z Y), est égale à la som¬
me triangulaire de tous les poids, à commencer

par F. Or en prenant cette somme triangulaire, il
est visible qu'on prendra la premiere Z Y ou FY
autant de fois qu'il y a de parties dans la distance
F V3 & qu'on prendra de même la seconde Z Y
ou H Y autant de fois qu'il y a de parties dans la
distance FH 3 & ainsi toujours. Donc la somme

triangulaire
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triangulaire de ces poids, à commencer par Fy
n'est autre chose que la somme des produits des
poids, multipliés chacun par son propre bras fur
FTj c'est-à-dire, la somme des rectangles F Z en
Z Tj qui seront partant égaux à la somme des rec¬
tangles, compris de chaque Z Y & du bras com¬
mun T F.

Avertissement.

De-ià paroît la démonstration de cette méthode
aísez connue, que la somme des poids3 multipliée
parle bras commun de tous ensembleefi égale d la.
somme des produits de chaque poids multiplié par
son propre bras, d l'égard d'un même axe de ba¬
lancement.

Je ne m'arrête pas à l'expliquer davantage, parce
que je ne m'en fers point : ce n'est pas que je rieuííe
pú démontrer par cette méthode les propositions V,
XIII, XIV, XV. Mais ma méthode m'ayant suffi
par-tout, j'ai mieux aimé ne point en employer
d'autre.

Je dis maintenant que fi on connoît (Fig. 10.) Fig. 10.
la somme des quarrés Z Y, on connoîtra aujsi le bras
HT ou K F, c'es-à-dire, la dislance entre l'axe CF
éi le centre de gravité H de la surface courbe du
double onglet : & que la somme des finus Z Y étant
multipliée par le bras K F, fera égale à la somme
des quarrés des mêmes finus Z Y.

Car
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Car en menant de tons les points T les perpen¬

diculaires TQ fur la base AF3 & en les prolon¬
geant de l'autre côté de la base jusqu'en J5, en sorte
que chaque Q B soit égale à chaque Z Y : il est
visible que le même bras HT ou K F3 qui mesure
la distance d'entre Taxe & le centre de gravité H
de la surface courbe du double onglet, mesurera
auísi la distance qui est entre le même axe C F &
le centre de gravité de toutes les perpendiculaires
Q Bj placées comme elles se trouvent, par la même
raison qu'en l'article précédent : savoir, que chaque
Q B est toujours en même distance de Taxe CF,
que la perpendiculaire correspondante élevée dans
la surface courbe sur le point Y, 8c qu'elles font
toujours en même raison entre elles.

Or, par le Lemme précédent, le centre de gra¬
vité commun des perpendiculaires Q B, placées
comme elles font, est distant de Taxe C F de telle
forte, que la somme des rectangles Q B en Q F,
compris de chaque Q B & de fa distance du points,
est égale à la somme des mêmes Q Bj multipliée par
la distance d'entre leur centre de gravité commun
& I'axe. Mais la somme de ces rectangles Q B en
Q F j ou des Z Y quarré, ou des Q B quarré ( cha¬
que Q B étant faite égale à chaque Z Y) est connue
par l'hypothefe. Donc on connoîtra ausii la somme
des droites Q B j multipliée par la distance d'entre
leur centre de gravité commun 8c Taxe. Mais

k
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la somme des Q B ou des Z Y est aussi connue
par l'hypothese. Donc on connaîtra aussi la distance
d'entre saxe & le centre de gravité commun des
droites QBj placées comme elles font, c'est-à-dire,
la distance d'entre l'axe &c le centre de gravité de.
la surface courbe du double onglet.

Avertissement.

Il saut entendre la même chose du double onglet
de la base, & cela se démontrera de même, en
mettant simplement base au lieu à'axe, & axe au
lieu de base ; c'est-à-dire, que si on connoît la
somme des sinus fur la base & la somme de leurs
quarrés, & la somme des rectangles compris de
chaque sinus & de fa distance de Taxe, on con¬
noîtra aussi la dimension & le centre de gravité
de la surface courbe du double onglet de la base.

Or il est visible que les sinus fur la base ne
sont autre chose que les distances entre la même
base & les sinus fur l'axe, & que les sinus fur Taxe
ne font aussi autre chose que les distances d'entre
l'axe & les sinus fur la base.

Donc si on connoît :

i°. La somme des sinus fur l'axe.
a0. La somme des quarrés de ces sinus.
3°. La somme des distances entre ces sinus 8c

la base.

4°. La somme des quarrés de ces distances.
5°. L»
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5 Q. La somme des rectangles compris de chaque
sinus fur Taxe & de fa distance de la base.

Et qu'on connoiste outre cela la grandeur de la
ligne courbe :

On connoîrra aixsii la dimension & le centre'de

gravité, tant de la surface courbe du double onglet
de saxe que de la surface courbe du double onglet
de la base.

Et on connoîtra aussi le centre de gravité de la
ligne courbe.

Car la ligne courbe multipliée par son bras fur
la base, c'est-à-dire, par la distance entre son cen¬
tre de gravité & la base, est égale à la somme des
sinus fur la base : ce qui est visible par ces deux
propositions qui font démontrées dans les choses
précédentes j l'une, que la somme des sinus fur h
base est égalé à la somme triangulaire des portions
de la ligne courbe, comprises entre le sommet &
chacune des ordonnées à l'axe, à commencer par
1a base; l'autre, que cette somme triangulaire est
égale à la ligne courbe entiere multipliée par son
bras fur la base.

Et la même chose sera véritable à l'égard de
Taxe, en prenant Yaxe pour base & la base pour axe.

PROPRIÉTÉS
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PROPRIÉTÉS
D£S SOMMES SIMPLES,
TRIANGULAIRES ET PYRAMIDALES.

Avertissement.

| N suppose ici que ces trois Lemmes soient
connus :

I. Si une droite quelconque A F est A H F
divisée comme on voudra au point H :

je dis que A P quarré est égal à deux fois le rectan¬
gle F A en A H} moins A H quarré, plus HF quarré.

II. Je dis auilì que A F cube est égal k AH
cube, plus H F cube, plus 3 AH quarré en H F?
plus 3 H F quarré en IIA.

III. Je dis que 3 A F en H A quarré, plus 3 A F
en H F quarré, moins A F cube, moins 2 FH
cube, font égaux à xAH cube.

Premiere Propriété.

Soit une multitude indéfinie de grandeurs telles
qu'on voudra A, B, C, D, desquelles on connoijse
k somme fimple la somme triangulaire & la somme
pyramidale, à commencer par K: je dis qu'on con¬
naîtra aàjfi leur somme triangulaire & pyramidale 3

à. commencer par D.
•Car
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Kg- 17. Car soit prise ( Fig. 17. ) la ligne droite A F ((«

telle grandeur qu'on voudra, laquelle soit divisée
en un nombre indéfini de parties égales aux points//,
& que de tous les points de division on éleve des
perpendiculaires H D, qui soient entre elles coai¬
me les grandeurs proposées, c'est-à-dire, que li
premiere HD (qui est la plus proche du point Á)
soit à la seconde H D, comme A est à B, &

Maintenant puisqu'on connoît tant la droite A f,
par la construction, que la somme des droites //st,
par l'hypothese, on connoîtra la somme de tous les
rectangles compris de A F & de chacune des Ii st;
mais la somme des rectangles AH en H D est don¬
née , puisque la premiere A H étant 1, la seconds
AIF, 1, &c., la somme des rectangles A H en EL
n'est aiitre chose que la somme triangulaire de tou¬
tes les HD, à commencer par A, laquelle est don¬
née par l'hypothese. Donc la somme des rectan¬
gles restant FH en H D fera donnée, c'est-à-dire,
la somme triangulaire des HD,ì commencer pars,
& par conséquent ausiì la somme triangulaire des
grandeurs proposées A, B, C, D, à commencer parII

De même puisque A F quarré est donné, & aulli
la somme de tous les HD, il s'enfuit que la som¬
me de tous les A F quarré en HD est donnée;
c'est-à-dire, la somme des solides compris de cha¬
que HD &c de A F quarré. Mais, par les Lemmes
supposés dans l'avertiíTement, A F quarré est égal

'
- " t
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à deux fois FA en A H3 moins A H quarré, plus
H F quarré \ & cela est toujours vrai, quelque point
que l'on confdere d'entre les points H : donc tous
les D H en A F quarré font égaux à deux fois tous
les D H en HA en A F3 moins tous les D H en H A

quarré, plus tous les D H en HF quarré : mais tous
les H D en A H en A F font donnés ( puisque A F
est donnée, & ausiì tous les A H en H D3 comme

on vient de voir ), & tous les D H en A H quarré
font aufíi donnés, puisque c'est la même chose que
la somme pyramidale des HD3 à commencer par A3
laquelle est donnée par l'hypothefe. Donc auffi
tous les restants, savoir, tous les D H en H. F quar¬
ré, seront par conséquent donnés, c'est-à-dire, la
somme pyramidale des H D, à commencer par F;
& partant auffi la somme pyramidale des grandeurs
proposées, à commencer par la derniere D. Ce
qu'il falloit démontrer.

II Propriété.

Les mêmes choses étant posées : fi on ajoute à
chacune des grandeurs proposées A, B,C, D, une
même grandeur commune E, laquelle soit auffi con¬
nue; en sorte que chacune des grandeurs A , B, C, D,
avec l'ajoutée E, ne soit plus considérée que com¬
me une même : & qu'ainsi il y ait maintenant au¬
tant de grandeurs nouvelles qu'auparavant ; savoir 3

Á plus E, B plus E , C plus E, D plus E, &c. :
je
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je dis que la somme triangulaire & lasomme py.
ramidale de ces grandeurs ains augmentées, fera
aussi connue, de quelque côté, que l'on commence.

Car en prenant la figure AHFD comme au¬
paravant , & prolongeant chacune des perpendicu¬
laires D H jusques en O, en forte que l'ajoutéè
commune II O soit à chacune des H D comme

ia grandeur ajoutée E, est à chacune des autres
A3 B3 C3 £>.-il est visible que puisque IIOeil
donnée , & auili la somme de toutes les A H ( car
elles font égales à la moitié de A F quarré )., la
somme "des rectangles AH en HO fera donnée;
mais la somme des rectangles A H en IID est auiliO 1

donnée ; donc la somme des rectangles A H en
DO est auili donnée, c'est-à-dire, la somme de
tous les rectangles R O en O D, c'est-à-dire, la som¬
me triangulaire des O D ; & partant auíîì la som¬
me triangulaire des grandeurs augmentées A plus
E , R plus E, C plus E3 D plus E. Ce'qu'il fal-
Ioit premièrement démontrer.

On montrera de même que la somme pyrami¬
dale des O .D est donnée ; ou , ce qui est la même
chose , la somme des R O quarré en O D : car la
somme des R O quarré est donnée; savoir, le
tiers de R S cube ou. A F cube ; mais H O est
donnée ; donc tous les R O quarré en O H font
donnés ; mais tous les R O quarte, ou AII quarté
en HD font auffi donnés, comme il a été dit;

acnc
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donc tous les R O quarté en O Z? font donnés ;
donc, &c.

ÍII Propriété.

Les mê)hes choses étantposées :fi les grandeursptû■*
posées A, B, C, D font des lignes droites ou cour"
bes, desquelles les sommes fimples3 triangulaires &
pyramidales soient données cómme il a déja étésup"
posé, & outre cela la somme simple de leurs quarrés3
la somme triangulaire dè leurs quarrés & la somme
simple de leurs cubes : je dis que la ligne commune E
leur étant ajoutée _> comme il a étésupposés & qu ainsi
chacune d'elles avec leur ajoutée ne soit plus confi-
dérée que comme une feule ligne , la somme des quar^
rés de ces lignes augmentées fera donnée, & aussi
la somme triangulaire de leurs quarrés & la simple
somme de leurs cubes.

Car soit comme auparavant les perpendiculaires
H D égalées aux lignes proposées A3 R} C3 D cha¬
cune à la sienne, & la droite A O à la ligne ajou¬
tée E : donc, par l'hypothese, la simple somme des
H D fera donnée, & la somme de leurs quarrés,
& la somme ' de leurs cubes, & auffi la somme
triangulaire des droites H D3 ou la somme des AII
en fi D, & la somme triangulaire de leurs quarrés,
ou la somme des A H en H D quarté, & la somme
pyramidale des R D ou des A H quarré en H D.

II faut maintenant démontrer que la somme des
Tome F. X O D
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O D quarré est donnée, & auffi la somme des O D
cube, Sc enfin la somme triangulaire des O D
quarré, ou la somme des R O en O D quarré,
Ce qui fera aiíé en cette forte.

Chaque O D quarré étant égal à deux fois OH
en H D j plus O H quarré, plus H D quarré, il
s'enfuit que la somme des O D quarré fera donnée,
si la somme des O H en H D deux fois est donnée,
& la somme des O H quarré, & la somme des H D
quarré. Or puisque OH est donné, & auffi la som¬
me des H D, la somme des rectangles O H en H D-* CJ

est donnée ; &c partant auffi deux fois la somme de
ces mêmes rectangles O H en IID; mais la somme
des OH quarré est donnée, & auffi la somme des
H D quarré, par l'hypothese. Donc la somme des
O D quarré est donnée. Ce qui est le premier article.

Maintenant chaque O D cube étant égal à trois
fois O H quarré en HT), plus trois fois O H en HD
quarré, plus OII cube, plus H D cube, il s'enfuit
que la somme des O D cube fera donnée, si trois
fois la somme des O H quarré en H D est donnée,
plus trois fois la somme des HO en IID quarré,
plus la somme des IIO cube, plus la somme des H D
cube. Or puisque IIO quarré est donné, & auffi
la somme des IID^ la somme des HO quarré en
H D fera auffi donnée j & partant auffi le triple
de cette somme. De même puisque HO est donné,
& auffi la somme des IID quarré, la somme des

OH
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Ù H en H D quarré sera auíìi donnée , & partant
auffi le triple de cette somme. Mais tous les O cl
cube font encore donnés, & tous les H D cube
font auffi donnés par l'hypothefe. Donc la somme
des O D cube fera donnée. Ce qui est le second
article.

Enfin pour montrer que la somme des RO en O D
quarré est donnée, il faut montrer que la somme
des R O en O H quarré est donnée, plus la somme
des R O en H D quarré, plus le double de la somme
des R.O en O H en H D. Or la somme des R O
ou A H en H D quarté est donnée par l'hypothefe :
& puisque H O quarré est donné, & auffi la somme
de tous les R Oj il s'enfuit que la somme de tous
les R O en O H quarré est donnée : & de même
puisque tì O est donné, & auffi tous les A H en
H D par l'hypothefe, tous les A H en H D en H O
le seront auffi, ou tous les iî O en OH en H D;
& partant auffi le double de cette somme. Donc
tous les R O en O D quarré font auffi donnés. Ce
qui est le dernier article.

IV PROPRIÉTÉ.

Les mêmes choses étant posées :f on applique à
thacune des lignes proposées une ligne quelconque j

comme D N, qui fera appellée fa coéfficiente, & que
chaque coéficiente D N ait telle raison qu'on voudra
avec sa ligne D El ; soit que ces raisons soient par-

X 2 tout
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tout les mêmes , ou qu'elles soient différentes , ê
qu'on connoifie lafimplesomme des coéfficientes D N,
& la fimple somme de leurs quarrés , & la somme
triangulaire des droites D N, ou, ce qui efi la même
chose , la somme des R O en D N :

Je dis , i quef la somme des H D en D N ejl
donnée, c'efi-à-dire, la somme des rectangles com¬
pris de chaque ligne & de fa coéfiìciente ; aujji la
somme des O D en D N fera donnée, c efi-à-dire±
la somme des rectangles compris de chaque augmen¬
tée .& de fa coéfiìciente.

Car tous les O D en D N font égaux à tous
les H D en D N ( qui font donnés par l'hypothefe)
plus tous les OH en DN, qui font donnés, puis¬
que O H est donné, & austì la somme des D N
par l'hypothefe.

Je dis,■ i°. que fi. la somme des HD es DN
quarré efi donnée, la somme des ODcnDN quarté
fera aufjì donnée.

Car la somme des OH en D N quarré est aussi
donnée, puisque OH est donné, & auíìl la som¬
me des DN quarré, par l'hypothefe.

Je dis, 30. que fi la somme des H D quarré en
D N efi donnée , & aufii la somme des HDe/iDN,
la somme des O D quarré cnDN fera aufii donnée.

Car la somme des H D quarré en D N est
donnée par l'hypothefe, & la somme des HO
quarré en D N est aulîì donnée ( puisque HO quarré

est
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est donné,, & auffi la somme des D N), & la som¬
me des O H en H D en D N est auffi donnée, puis¬
que OH est donné, & auffi la somme des H D
en D N par l'hypothese; & partant auffi le double
de cette somme.

Je dis , 40. que Jl la somme triangulaire des rec¬

tangles H D en D N es donnée, ou, ce qui es la
même chose, s la somme des AH en H D en D N
es donnée ou í/w RO œHD en D N, la somme
triangulaire des O D en D N fera ausi donnée j

ou, ce qui es la même chose, la somme des R Q
íj OD en D N.

Car la somme des R O en O H en DN est auffi

donnée, puisque O H est donné, & auffi la som¬
me des R O en D N par l'hypothese.

Avertissement.

Si au lieu d'ajouter la grandeur commune E3
ou R O à chacune des grandeurs proposées H
comme on a fait ici, pour en former les toutes
O D, 011 ôte, au contrasté, de chacune des gran¬
deurs H D la grandeur commune HI, on conclura
des restes. DI, tout ce qui a été conclu des en-
tieres O D. Et si on prend , au contraire , une gran¬
deur quelconque ìiG -, cle laquelle on òte chacune
des grandeurs proposées H D, 011 conclura encore
des restes G D les mêmes choses : & de même si
on prend A X ( égale à la plus grande des gran-

X 3 deurs
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deurs proposées) pour la grandeur commune, de
laquelle on ôte chacune des autres H £>, on con¬
clura toujours la même chose des restes D X. Car
il n'y a de différence en tous ces cas, que clans
les signes de plus 8c de moins; 8c la démonstration
en fera semblable & n'aura nulle difficulté, prin¬
cipalement après les Lemmes marqués dans l'Aver¬
tissement devant la premiere de ces Propriétés.

D'où il paroît que s'il y a une ligne quelconque
droite ou courbe, donnée de grandeur R A, coupée
comme on voudra aux points T, en parties égales
ou inégales, & qu'elle soit prolongée du côté de S
jusqu'en P, & du côté de R jusqu'en Q, & que
les lignes ajoutées S P, Q R soient données de gran¬
deur : si on connoît toutes ces choses, savoir, la
somme de leurs quarrés, la somme de leurs cubes,
la somme triangulaire des mêmes lignes T P, la
somme pyramidale des mêmes lignes, & la somme
triangulaire de leurs quarrés, à commencer tou¬
jours du côté de R : il arrivera auffi que les mêmes
choses seront données à l'égarcl des lignes T Q,
c'est-à-dire, la somme des lignes T Q, la somme
de leurs quarrés, la somme de leurs cubes, la som¬
me triangulaire des mêmes lignes T Q, leur somme
pyramidale, & la somme triangulaire de leurs quar¬
rés , à commencer maintenant du côté de S.

Car en prenant les droites HD de la grandeur
4.çs droites PT; c'est-à-dire, que la premiere PT

ou
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m P R, soit égale à- la premiere H D, c'est-à-
dire , à la plus proche du point A, & que la se¬
conde P T soit égale à la seconde H D 3 &c., 8c
prenant HG égale à P Q : il est visible que ( puisque
toutes les sommes supposées font données à l'é¬
gard des droites T P3 à commencer par la grande
RP) les mêmes sommes seront données dans les
droites H D qui leur font égales, à commencer
du côté de la grande H D, ou du côté du point
A ; & par conséquent les mêmes sommes seront
données à l'égard des mêmes HD 3 à commencer
du côté de F (par la premiere de ces propriétés) :
8c partant les mêmes sommes seront données à
l'égard des restes G D, à commencer du côté E ;
c'est-à-dire, que les mêmes choses seront données,
à l'égard des droites TQ3 à commencer du côté
de S ; puisque chaque T Q est égal à chaque D G 3

des choses égales étant ôtées de choses égales.
11 faut entendre la même chose dans les portions

des figures planes, comme on va voir dans cet
exemple.

Soit une figure plane quelconque ( Fïg. 18.) Kg. 38.
LZZV donnée de grandeur, & divisée comme
011 voudra par les droites f Z3 & qu'on y ajoute
d'une part la figure ML Z 3 8c de l'autre la figure
KFZ3 qui soient auffi toutes deux données de
grandeur : je dis que si on connoît la somme des

X 4 espaces
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espaces M YZ, & auísi leur somme triangulaire,
à commencer du côté cle VZ ; on connoîtra aufli
l.a somme des espaces K YZ, & leur somme trian¬
gulaire.

Et on le montrera de la même sorte, en prenant
de même les droites H D qui représentent les es¬
paces MYZ j c'est-à-dire, que la premiere H D
représente le plus grand MYZ ou M ZK, & la
seconde, le second, &c. : & que la droite H G re¬
présente l'espace entier MVZj c'est-à-dire, que
ces droites soient entre elles en même raison que

ces espaces.
De toutes les propriétés qui font ici données,

se tirent plusieurs conséquences , & entre autres
celles-ci.

Que s'il y a un triligne quelconque FDXA
17. (Fïg. 17. ) dont on connoiste l'espace, le solide

autour de l'axe F A3&í le centre de gravité de ce
demi-solide, lequel centre de gravité soit Y: je
dis que quelque droite qu'on prenne dans le même
plan, parallèle à FA, & qui 11e coupe point
îe triligne, ciomme R S, laquelle soit éloignée de
FA d'une distance donnée j & qu'on entende que
le plan tout entier soit tourné autour de cette droite
R S : on connoîtra aussi le solide formé par le tri-
signe dans ce mouvement} & auísi le solide formé
dans le même mouvement par le triligne F D XX

(qui
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(qui est le reste du rectangle circonscrit F AXX)
& auíli les centres de gravité de ces solides & de
leurs demi-solides.

Cela se conclut des propriétés précédentes ; car
on a ici les grandeurs H D, desquelles on connoît
la somme simple & la somme de leurs quarrés
(puisque l'espace AFDX& son solide autour de
A F sont donnés ) ; donc en leur ajoutant, pour

grandeur commune, la distance H O (qui est auíli
donnée par l'hypothese ), il s'ensuit de ce qui a
été montré dans ces propriétés, que la somme des
O D quarré fera donnée 3 & partant auffi le solide
formé par la figure entiere S F D XA R, tournée
autour de R .5', sera donné. Mais le cylindre for¬
mé par le rectangle S FA R fera auffi donné } donc
le solide annulaire restant, formé par le triligne
FDXA autour de RS, sera auíli donné.

On montrera de même que le solide annulaire
formé par le triligne F DXX sera auffi donné,
puisque le cylindre de S XXR est donné.

Et pour leur centre de gravité, ..cela se mon¬
trera ainsi.

Puisque le centre de gravité du demi-solide , for¬
mé par le triligne FXA autour de FA, est don¬
né , ou ( ce qui est la même chose, en supposant
la quadrature du cercle ) le centre de gravité du
double onglet de Taxe •, il s'ensuit que la somme
des H D cube est donnée, & auffi la somme trian¬

gulaire
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gulaire des H D quarré j donc puisque la grandeur
commune HO est aulïí donnée , la somme des O D
cube fera auffi donnée , & aulïí la somme triangu¬
laire des O D quarré ; donc le centre de gravité
du demi-solide de la figure entiere S F D XH R,
tournant autour de S R d'un demi-tour, sera aiífli
donné. Mais le centre de gravité du demi-cylin¬
dre de S FA R est àuffi dónné ( en supposant tou¬
jours la quadrature du cercle quand il le faut);
donc le centre de gravité du demi-solide annulaire
restant, formé par le triligne FXA autour de la
même S iî_, sera auffi donné \ la raison du cylindre
au solide annulaire étant donnée.

On le montrera de même du solide annulaire
F D XX. Et on montrera auffi la même chose en

faisant tourner tout le plan autour de XX ou de
BEj &c.

TRAITÉ
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TRAITÉ DES SINUS
DU QUART DE CERCLE.

Lemme (Fig. 29). Eg-29*
01T ABC un quart de cercle , dont le rayon
ABsoit considéré comme axe, & le rayonperpen-

diculaire A C comme base j soit D un point quel-
conque dans Farc , duquel soit mené le snus DI
fur le rayon A C j & la touchante D E, dans la¬
quellesoient pris les points E où l'on voudra , d'où
soient menées les perpendiculaires E R fur le rayon
A C : je dis que le reclangle compris du snus DI
& de la touchante EE, í/? égal au reclangle com¬
pris de la portion de la base ( enfermée entre les pa¬
rallèles ) & du rayon A B.

Car le rayon A D est au sinus DI, comme E E
z R R ou à E K : ce qui paroîr clairement à cause
des triangles rectangles & semblables DIA,
EK E, sangle E E K ou EDI étant égal à san¬
gle D AL

Proposition premier e.

Lasomme des snus d'un arc quelconque du quart
de cercle , es égale à la portion de la base , com¬

pris entre lessnus extrêmes , multipliée parle rayon,
Proposition
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proposition il

La somme des quarrés de ces finus es égale à k
somme des ordonnées au quart de cercle j qui seroient
comprises entre les snus extrêmes> multipliées pat
le rayon.

Proposition III.

La somme des cubes des mêmes snus es égale
à la somme des quarrés des mêmes ordonnées j com¬
prises entre lessnus extrêmes j multipliéespar le rayon.

proposition iv.

La somme des quarré- quarrés des mêmes snus efi
égale d la somme des cubes des mêmes ordonnées y

comprises entre les snus extrêmes^ multipliées par
le même rayon.

Et ainsi à l'infim.

Flg- 34- Préparation a la démonstration (F. 34).

Soit un arc quelconque B P3 divisé en un nom¬
bre indéfini de parties aux points D d'où soient
menés les finus P 03 D13 &c. : soit prise dans l'au¬
tre quart de cercle la droite A Q, égale à AO
( qui mesure la distance entre les sinus, extrêmes
de farc B A P O) : soit A Q, divisée en un nombre
indéfini de parties égales aux points H d'où soient
menées les ordonnées H L.

Démonstration
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Démonstration de la Proposition i.
Je dis que la somme des sinus DI (multipliés

chacun par un des arcs égaux D D, comme cela
s'entend de íoi-même ) est égale à la droite A O
multipliée par le rayon A B.

Car en menant de tous les points D les tou¬
chantes DEj dont chacune coupe fa voisine aux
points E, & remenant les perpendiculaires E R ;
il est visible que chaque sinus DI multiplié par¬
la touchante E E, est égal à chaque distance R R
multipliée par le rayon A B. Donc tous les rec¬
tangles ensemble des sinus D /_, multipliés chacun
par fa touchante E E .( lesquelles font toutes égales
entre elles ) font égaux à tous, les rectangles en¬
semble, faits de toutes les portions R R avec le
rayon A B ; c'est-à-dire ( puisqu'une des touchan¬
tes E E multiplie chacun des sinus , & que le
rayon A B multiplie chacune des distances ) que la
somme des sinus D multipliés chacun par une
des touchantes E E, est égale à la somme des
distances R R ou à AO j multipliée par A B : mais
chaque touchante E E est égale à chacun des arcs
égaux D D. Donc la somme des sinus multipliés
par un des petits arcs égaux, est égale à la distance
A O multipliée par le rayon.

Avertissement.

Quand j'ai dit que toutes les distances ensem¬
ble
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ble R R j sont égales ìA035c de même que chi¬
que touchante E E est égale à chacun des petits
arcs D D3 on n'a pas dû en être surpris , puisqu'on
sait aílèz qu'encore que cette égalité ne soit pas
véritable quand la multitude des íinus est finie;
néanmoins l'égalité est véritable quand la multi¬
tude est indéfinie , parce qu'alors la somme de
toutes les touchantes, égales entre elles E E 3 ne
différé de l'arc entier B P3 ou de la somme de tous

les arcs égaux D D, que d'une quantité moindre
qu'aucune donnée : non plus que la somme des
R R de l'entiere A O.

Démonstration de la Proposition II.

Je dis que la somme des DI quarré ( multi¬
pliés chacun par un des petits arcs égaux D D)
est égale à la somme des H L ou à l'espace B HQL
multiplié par le rayon A B.

Car, en prolongeant , tant les sinus D /, que
les ordonnées IIL cle l'autre côté de la base, jus¬
ques à la circonférence de l'autre part de la base
qui les coupe aux points G & N ; il est visible
que chaque DI fera égal à chaque IGy & IIN
à HL.

Maintenant pour montrer ce qui est propose,
que tous les D I quarré en D D 3 font égaux à
tous les HL en AB: il suffit de montrer que la
somme de tous les H L en A B 3 ou tous les IIN

en
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en A B y ou l'espace Q NN multiplié par A Bs
est égal à tous les GI en ID en E E} ou à tous
les GI en R R en AB ( puisque ID en E E est
égal à chaque R R en A B ). Donc en ôtant la
grandeur commune A B, il faudra montrer que
l'espace A Q NN est égale à la somme des rec¬

tangles GI en R R : ce qui est visible , puisque
la somme des rectangles compris de chaque GI
& de chaque R R, ne différé que d'une grandeur
moindre qu'aucune donnée de l'espace A O G JV_,
qui est égal à l'espace A Q NNj puisque la droite
A Q est prise égaie à la droite A O. Ce qu'il falloit
démontrer.

Démonstration de la Proposition IIT.

Je dis que la somme des DI cube est égale à
la somme des H L quarté , multipliée par le
rayon A B.

Car soit décrite la ligne C G NNM de telle
nature , que quelque perpendiculaire qu'on mene
í la base, comme DIG ou L H N, il arrive tou-

jôurs que chaque DI quarré soit égal à IG en
AB, & la démonstration sera pareille à la pré¬
cédente , en cette sorte.

11 est proposé de montrer que la somme des
H L quarré en A B 3 ou des EN en A B quarré,
ou de l'espace A QNN, multiplié par A B quarré,
est égal à la somme des DI cube, multipliés par

chaque
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chaque arc D D3 ou à la somme des DI quarté
en DI en E E j ou des GI en AB en R R en
AB 3 ou des A B quarté en GI en R R : donc
en ôtant de part & d'autre le multiplicateur com¬
mun A B quarte, il faudra montrer que l'espace
A Q N-N est égal à la somme des rectangles G1
en RR- ce qui est visible par la même raison
qu'en la précédente.
Démonstration de la Proposition IV,

Je dis que la somme des D I quarré-quarré est
égale à la somme des HL cube, multipliés par AB,

Car en décrivant une figure CG N M , dont la
nature soit telle que quelque perpendiculaire qu'on
y mene, comme D IG, il arrive toujours que Di
cube soit égal à IG en AB quarté j la démons¬
tration sera semblable à la précédente, parce que
certe figure sera toujourà coupée en deux portions
égales 8c semblables par Taxe A B N, de même
que le demi-cercle C B M. Et ainsi à l'infini.

Corollaire.

De la premiere proposition, il s'enfuit que h
somme des sinus verses d'un arc est égale à l'excès
dónt l'arc surpasse la distance d'entre les sinus ex¬
trêmes, multiplié par le rayon.

Je dis (Fig. 19. ) que la somme des sinus verses
D X est égale à l'excès , dont l'arc B P surpasse
la droite AO} multiplié par AB.

Car

L
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Car les sinus verses ne font autre chose que

l'excès, dont le rayon surpasse les sinus droits : donc
la somme des sinus verses D X est la même chose

que le rayon A B j pris autant de fois , c'est-à-
dire , multiplié par tous le,s petits arcs égaux D D3
c'est-à-dire , multiplié par l'axe entier B Pj moins
la somme des sinus droits D13 ou le rectangle B A
en A O. Et par conséquént la somme des sinus
verses D X est égale au rectangle compris du rayon
AB j & de la différence entre harc B P & la
droite A O.

Proposition V.

Le centre de gravité de tous les Jìnus d'un arc

quelconque 3 placés comme ils se trouvent, es. dans
celui qui divise en deux également la distance d'en¬
tre les extrêmes.

Soit (Fig. 19.) un arc quelconque B P & soit Fi g. 19.
A O la distance entre les íìnus extrêmes, coupée
en deux également en Y : je dis que le point Y
fera le centre de gravité de tous les sinus DI de
l'arc B P.

. Car si on entend que A O soit divisée en un
nombre indéfini de parties égales , d'où soient me¬
nées des ordonnées& que l'on considéré chaque
somme des sinus qui se trouve entre deux quelcon¬
ques des ordonnées voisines} il est visible que toutes
ces petites sommes particulières de sinus seront tou-

Toue F. Y tes
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tes égales entre elles , puisque les distances d'entré
les ordonnées voisines font prises toutes égales en¬
tre elles, &: que chaque somme de sinus est égalé
au rectangle fait de chacune de ces distances éga¬
les , multipliée par le rayon. Donc la droite A 0
est divisée en un nombre indéfini de parties éga¬
les , & ces parties égales entre elles font toutes
chargées de poids égaux entre eux ( qui font les
pentes sommes de ces sinus, comprises entre les
ordonnées voisines ).

Donc le centre de gravité de tous ces poids,
c'est-à-dire, de tous les sinus placés comme ils
font, se trouvera au point du milieu Y. Ce qu'il
faiioit démontrer.

proposition vi.

La somme des reclangles 3 compris de chaqui
snus fur la base & de la disance de Faxe ou du
snus fur l'axe 3 es égale à la moitié du quarté de
la disance d'entre les snus extrêmes fur la base,
multiplié par le rayon 3 lorsque Farc es terminé au
sommet.

Soit l'arc BPj terminé au sommet 5, & soient
D S les sinus fur Taxe : je dis que la somme des
rectangles DI en IA3 ou DI en D S, est égaleo -* o

à la moitié du quarré de A O multiplié par AB,
Car il a été démontré à la fin du Traité des

Trilignes, que la somme des rectangles AI eil
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ïDj est égale à la somme des sinus I D multi¬
pliée par A Y ( qui est la distance entre le dernier
A B & leur centre de gravité commun T) j mais
la somme des sinus est égale h A B en A O : donc
la somme des rectangles AI en ID3 est égale à
AB en A O en A Yj c'est-à-dire, à la moitié du
quarré de A Oj multiplié par A B.

Proposition VII»

La somme triangulaire des sinus fur la base d'un
arc quelconque 3 terminé au sommets à commencer
par lé moindre des snus extrêmes 3 es égale à la
somme des snus du même arc fur Vaxe, multipliée
par le rayon 3 ou , ce qui es la même chose 3 à la
différence d'entre les snus extrêmes fur la base a

multipliée par le quarré du rayon.
Je dis que la somme triangulaire des snus DI, à

commencer du côté de D O, es égale à la somme des
snus D S, multipliée par le rayon 3 ou à B V ( qui
es la différence entre B A & DO) multipliée par
B A quarré3 ce qui n'es visiblement que la même
chose 3 puisque la somme des snus D S es égale au

rectangle VBen B A, par la premiere de ce Traité.
Car la somme triangulaire des sinus D I, à

commencer par D O3 n'est autre chose, par la dé¬
finition , que la simple somme de tous les DI
compris entre les extrêmes BA, D O : plus là
somme de tous les DI3 excepté le premier D Oj

Y i c'est-à-dire,
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c'eít-à-cìire, compris entre le second Q T'8c A B >
8c ainsi de suite : mais la somme des sinus com¬

pris: entre DO & B A , est égale à O A ou. P F
en AB ; & la somme des sinus compris entre DT
8c A B, est de même égale au rectangle TA ou QS
en AB, & a'nsi toujours. Donc la somme trian¬
gulaire des sinus DI, à commencer par D O, est
égale à la somme des sinus P F, Q S , D S, &c.,
multipliée par A B. Ce qu'il salloit démontrer.

Proposition VIII.

La somme pyramidale des finus d'un arc quel¬
conque, terminé au sommet, à commencer par k
moindre , ejl égale à la somme des snus verses du.
même arc multipliée par le quarré du rayon, ou, ce
qui ejl la même chose , d l'excès , dont l'arc sur¬
passe . la diflance entre les snus extrêmes, multiplié
par le cube du rayon.

Je dis que la somme pyramidale des snus DI,
à commencer par U O, es égale à la somme des
snus verses DX, multipliée par B A quarré, ou,
ce qui es la même chose, par le Corollaire, à l'arc
B P, moins la droite A O , en AB cube.

Car cette somme pyramidale n'est autre chose
que la somme triangulaire des sinus DI com¬
pris entre PO & AB, plus la somme triangu¬
laire de tous les sinus compris entre DT & AB,
8c ainsi de fuite : mais la premiere de ces sommes
• - triangulaires
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triangulaires est égale par la précédente, à BVou
PX en AB quarré; & la seconde de ces sommes
triangulaires est égale , par la même raison, à fì Z
ou QX en AB quarré.. Donc toutes-les sommes,
triangulaires ensemble, c'est-à-dire, la somme py¬
ramidale des íinus DI, à. commencer par D Oy_
est égale à la somme des finus verses D X mul¬
tipliée par B A quarré. Ce. qu'il falloit démontrer.

Proposition IX.

- La somme des espaces _, compris entre l'axe ct. v
chacun des finus d'un arc 3 terminé du sommetj es:
égale, étant prise quatre fois au quarré de l'arc y

plus y le quarré de la] distance entre les finus extrê¬
mes y multiplié. chacun parole rayon.

Je dis que la somme des espaces DI A B , ptiss.
quatre sois y ejl égale au quarré de l'arc B P, mul¬
tiplié par A By plus le quarré de la droite A O,
multiplié aíijji par AB. - P,

Car ces espaces DIA B ne font autre chose
que les secteurs A D B y plus les triangles rectan-
gles AID. Or chaque . secteur 'A D B eljt égal
à la moitié du rectangle ,. compris ,de l'arc B D
& du rayon : donc le. secteur pris deux, fois, est
égal au rectangle compris de l'arc &. du rayon.:
& partant tous les secteurs ensemble pris, deux fois,
font .égaux à tous les arcs B D, multipliés par
A B y ou à lu moitié du quarré de l'arc entier B Py

Y 3 multiplié
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multiplié par A B ( puisque tous les arcs ensem¬
ble B D font égaux à la moitié du quarté de l'arc
entier B Pj parce qu'il est divisé en parties égales ).
Donc la somme des secteurs , prise quatre fois,
est égale au quarté de l'arc B P3 multiplié par le
rayon. "Et chaque triangle rectangle AID est la
moitié du rectangle de AI en ID ; & partant
tous les triangles ensemble AID3 pris deux fois,
font égaux à tous les rectangles AI en ID, c'est-
à-dire , par la cinquième, à la moitié du quarré
A O en AB : donc quatre fois la somme des trian¬
gles AID est égale au quarré A03 multiplié
par A B. Donc quatre fois la somme des espaces
DIA B est égale au quarré de Tare B P ; plus, au
quarré de A 03 multiplié chacun par A B. Ce qu'il
falloir démontrer.

PROPOSITION X.

La somme triangulaire des mêmes espaces 3 prise
'quatre sois 3 à commencer par le moindre snus 3 ejl
égale au tiers du cube de l'arc ; plus 3 la moitié du
solide 3 compris de l'arc & du quarré du rayon , moins
'la moitié du solidç3 compris du moindre snus 3 &
de la distance d'entre les extrêmes & du rayon j k
tout multiplié par le rayon.

Je dis que la somme triangulaire des espaces
DIAB, st commencer par D O, prise quatre fois,
■est égale au tiers du-cube de l'arc B P, multiplié

par
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par A B } plus , /sl moitié de l'arc BP, multiplié
par A B cube , moins la moitié du rectangle A O
en O D, multiplié par. A B apiarré.

Car la somme triangulaire de ces espaces, à
commencer par DO, se forme en prenant, pre¬
mièrement , la somme íimple de tous ces espaces ,

dont le quadruple est égal, par la précédente, au
quarté de l'arc B P, multiplié par AB, plus A O
quarré multiplié auffi par A B ; & en prenant en¬
suite la somme de tous les espaces, excepté le pre¬
mier B P O A j savoir, la somme de tous les es¬
paces B QT A j B DIA j &c., dont le quadru¬
ple est égal, par la précédente, à l'arc B Q quarré,
multiplié par AB, plus T A quarré multiplié
par A B ; & ainsi toujours. Donc quarte fois cette
somme triangulaire des espaces B D 1 A , est égale
à la somme de tous les arcs B D quarré multi¬
pliés par AB, c'est-à-dire, au tiers du cube de
l'arc entier. B P, multiplié par AB , plus la som¬
me de tous les IA quarré , ou de tous les D S
quarré ( qui font les sinus fur Taxe) multipliés par
A B. Mais la somme des sinus D S quarré est égale

• à l'espace B P F, multiplié par AB (par la se¬
conde de ces propositions ) : Se en prenant A B
pour commune hauteur, la somme des D S ou IA
quarré multipliés par AB, fera égale à l'espace
BP F multiplié par AB quarré.

Donc la somme triangulaire de tous les espaces
Y 4 DIAB
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D I AB est égale au tiers du cube de Tare B P,
multiplié par AB; plus à l'espace BP V, mul¬
tiplié par A B quarté ; mais l'espace B P V est
égal au secteur BP A3 moins le triangle AVP3
c'est-à-dire, à la moitié du rectangle compris de
l'arc B P & du rayon B A 3 moins la moitié du
rectangle de A O en O P. Donc cette somme trian¬
gulaire est égale au tiers du cube de l'arc B P3
multiplié par AB, plus la moitié de l'arc mul¬
tiplié par AB cube, moins la moitié de a'O en
O D, multiplié par A B quarré. Ce qu'il falloit
démontrer.

Proposition XI.

La somme triangulaire des quarrés des finus d'un
arc quelconque 3 terminé au sommet3 à commencer
-par le moindre snus3 es égale 3 étant prise quatre
foiSj au quarré de l'arc 3 plus au quarré de la dis¬
tance entre les snus extrêmes 3 multipliés chacun par
le quarré du rayon.

Je dis que la somme triangulaire des DI quarré3
prise quatre sois 3 à commencer par D O, es égale
au quarré de l'arc B P, plus au quarré de la droite
A O , multipliés chacun par A B quarré.

Car cette somme triangulaire des DI quarré
se trouve, en prenant premièrement la simple som¬
me de tous les DI quarré, qui est égale, par la
seconde 3 à l'espace B D O A multiplié par A B,

&
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te en prenant ensuite la somme des mêmes quarrés,
excepté le premier D 03 savoir, Q T quarté, D I
quarté, &c., qui sont égaux, par la même seconde,
à Pespace QT A B 3 multiplié par A B 3 &c ainsi
toujours. Donc la somme triangulaire de tous les
DI quarté est égale à la somme des espaces DIA B3
multipliée par A B : donc auísi leurs quadruples se¬
ront égaux ; mais la somme de ces espaces, prise
quatre fois, est égale au quarré de l'ârc B P3 plus
au quarré A 03 multipliés par A B : & en multi¬
pliant encore le tout par A B 3 la somme des es¬
paces D IA B3 prise quatre fois, & multipliée par
AB, fera égale au quarré de l'arc B P3 plus au
quarré A 03 multipliés par A B quarré. Donc auísi
la somme triangulaire des DI quarré fera égale
au même arc B P quarré, plus au même A O quar¬
té, multipliés de même par A B quarré. Ce qu'il
falloit démontrer.

TRAITÉ



54^ Traité des Arcs

TRAITÉ DES ARCS

DE CERCLE.

Définition.

Tí'A ppelie trìligne circulaire tontes les portions
d'un quart de cercle, retranchées par une or¬

donnée quelconque au rayon.
Kg, 10. Soit (Fig. 10.) un quart de cercle ABC, dont

A soit le centre, Â B un des rayons, qui fera ap¬
pelle r'axe ; A C l'autre rayon perpendiculaire au
premier, qui fera appelle la base ; & le point 5.fera
le sommet, Z M une ordonnée quelconque à i'axç.
L'espace ZMB sera appelle un trìligne circulaire :
sur quoi il faut remarquer que le quart de cercle
entier est auffi lui-même un triligne circulaire.

A V E RT I S S E M E N T.

On suppose dans tout ce discours, que la rai¬
son de la circonférence au diamètre est connue, &

que quelque point qu'on donne dans' le rayon B A,
comme S, d'òù on mene l'ordòìinée S K, coupant
l'arc en R , l'arc B R retranché par l'ordonnée ( &
qui s'appelle Yarc de l'ordonnée) est auffi donne:
£c de même que quelque point qui soit doijné dans

l'arc
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l'arc, comme R, d'où on mene R S perpendiculaire
ï B A j les droites R S 3 SB font aullì données.

Proposition premier e.

Soit (Fig. 17- ) BSR un triligne circulaire quel- Iig. 17
conque donnés dont l'axe B S étant divisé .en un
nombre indéfini de parties égales en Z, les ordon¬
nées Z M coupent l'arc en M : je dis que toutes ces
choses fieront aujji données ; savoir} iQ. la somme
de tous les arcs B M 3 zQ. la somme des quarrés de
ces arcs ; f. la somme des cubes de ces arcs • 4". la
somme triangulaire de ces arcs ; f. la somme trian¬
gulaire des quarrés de ces arcs ; 6". la somme py¬
ramidale de ces arcs.

Car en menant les sinus fur la base de ce mê¬
me arc, ou de Parc pareil B P3 pris de l'autre part
( pour rendre la figure moins confuse ), lesquels
sinus coupent l'arc en D, la base S P du triligne
en T} & le rayon A C en I: il a été démontré dans
le Traité des Trilignes, que la connoisiance de
toutes les sommes cherchées dans les arcs B M3
dépend de la connoiífance des mêmes sommes dans
les sinus DT3 8c on en a donné toutes les rai¬
sons; en forte que la connoisiance des uns enfer¬
me ausii celle des autres. Donc il suffira de mon¬

trer que toutes ces sommes font données dans les
smus D T pour montrer qu'elles le font auffi dans
les arcs B M. ....

Mais



Traité des Arcs
Mais toutes ces sommes seront connues dans les

fions DTj si elles le font dans les sinus entiers
JD13 parce que la droite T1 ou S A qui est don-
née, comme 011 l'a vu dans FAvertissement, eft
une grandeur commune, qui est retranchée de tou¬
tes les autres D I : tic partant, par le Traité des
sommes simples triangulaires, &c., ces sommes
feront données dans les restes DTj si elles le font
dans les entieres DI.

Or toutes ces sommes font données dans les
droites D13 comme il s'enfuit facilement des pro¬
positions i,i, 3 , 7.5 8, n, du Traité des Sinus
du quart de cercle.

Car, i°. la somme des droites DIest donnée,
puisqu'il est démontré qu'elle est égale au rectangle
compris du rayon donné A B, 8c de la droite don¬
née A O ou S P.

2°. La somme des quarrés DI est donnée,
puisqu'il est démontré qu'elle est égale à l'espace
donné B P O A multiplié par le rayon donné-s A

3 La somme des DI cubes est donnée, puis¬
qu'il est démontré qu'elle est égale à la somme des
quarrés des ordonnées au rayon A C, comprises
entre les sinus extrêmes B A 3 P O, multipliés par
AB. Or AB est connu, & auffi la somme des
quarrés de ces ordonnées, puisque l'espace B PO A
est ici donné, & que son solide autour de A0
lest auísi, par Archimede.

40. La
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'4®. La somme triangulaire de ces ordonnées
D lest ausli donnée, puisqu'il est démontré quelle
est égale à la différence d'entre les sinus extrê¬
mes B A jTOj c'est-à-dire, à B S qui est don¬
née, multipliée par le quarté du rayon.

50. La somme pyramidale des mêmes sinus D1
est ausiì donnée, puisqu'il est démontré qu'elle est
égale à l'excès dont l'arc donné B P surpaílè la
droite donnée A O ou S P, multiplié par le cube
du rayon.

6°. Enfin la somme triangulaire des DI quarré
est donnée, puisqu'il est démontré qu'étant prise
quatre fois, elle est égale au quarré de l'arc donné
B P3 plus au quarré de la droite donnée A O ou
Pé, multipliés chacun par le quarré du rayon.

Proposition II.

Soit maintenant dans le diamètre du. demi-cercle

(Fig. il.) AB CF, laportionBH donnée plus grande Kg. n.
que le rayon B A., laquelle étant divisée en un nom-
Ire indéfini de parties égales aux points Z , soient
menées les ordonnées Z D : je dis que les mêmes
sommes que dans la précédente , seront données dans
Us arcs BD; c'ejl-a-dire 3 la somme fi.mple des arcs;
celle de leurs quarrés & celle de leurs cubes ; la som¬
me triangulaire des arcs ; la somme triangulaire de
leurs quarrés ; & la somme pyramidale des arcs.

Car en achevant de diviser la portion restante
HF
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H F aux points Z, en parties égales aux pattíej
de la portion H B 3 & menant les ordonnées ZS;
il s'enfuit, par la précédente , que toutes ces fbn>
mes font données, tant dans les arcs F N, coin-

pris entre les points F &cC, que dans les arcs FS,
compris entre les points F 8c K ( puisque FEl
est un triligne circulaire, & que le quart de cer¬
cle FA C en est un autre, desquels le point F est le
sommet ). Donc austi les mêmes sommes seront don¬
nées dans les arcs FM, puisque si de tous les ara
FN on ôte les arcs FS, il restera les arcs FM,
Donc l'arc CK fera une ligne donnée, divisée
comme on voudra en un nombre indéfini de par¬
ties aux points D, ou M, ou S ( car toutes ces
lettres ne marquent qu'un même point ) , à laquelle
font ajoutées de part & d'autre des portions don¬
nées K Fj CB ; & il arrive que toutes -les som¬
mes proposées font données dans les lignes FM:

^.lonc elles le seront austi dans les arcs B M (para
qui est démontré à la fin des propriétés des som¬
mes simples triangulaires , &c.) Mais les mêmer
sommes font données, par la précédente, dais
les arcs B O du quart ne cercle BCA : donc,es
ajoutant les deux ensemble , les mêmes somma
seront données dans tous les arcs B Dj, puisque li
somme des arcs B D n'est autre chose que la som¬
me des arcs BO 3 plus la somme des arcs M
Ce qu'il falloit démontrer.

CoROLLAlU
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De ces propositions, il paroît que si la portion
quelconque A H donnée est divisée en un nombre
indéfini de parties égales en Z 3 d'où soient me¬
nées les ordonnées Z M} on connoîtra la somme
des arcs F N, & leurs sommes triangulaires, &
leurs sommes pyramidales, &c.

Lemme.

Soit une figure plane quelconque (Figure 28.)
À C Q T, dont le centre de gravité fioìt Y : fioìt
divisée cette figure en tant départies quon voudra3
& telles qu'on voudra , comme en deux parties A QT,
A Q C, desquelles les centres de gravité soient R , V,
d'où soient menées les perpendiculaires V S, R K fur
une droite quelconque A C ( laquelle A C ne coupe

pas la figure proposée ACQT: mais 3 ou quelle
la borne3 ou quelle en soit entièrement dehors); &
soit sur la même A C, menée la perpendiculaire-
Y O du centre de gravité de la figure entiere A C Q :

je dis que le solide fait de la figure entiere ACQT,
multipliée par son bras Y O , efi égale à tous les
solides ensemble faits des parties , multipliées cha-
cune par son bras particulier 3 c efi-à-dire , au so¬
lide de la figure T AQT, multipliée par son bras
R K, plus au solide de la figure Q A C , multipliée
par son bras V S.

Car

IHg. 28.
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Car si on entend une multitude indéfinie de

droites parallèles à AC, 8c toutes éloignées cha¬
cune de fa voisine d'une même distance moindre
qu'aucune donnée, 8c qui coupent ainsi toute la
figure, comme il a été supposé dans la méthode
des centres de gravité : il est visible, par cette mé¬
thode, que la somme triangulaire des portions de
cette figure entiere A. CQ T3 comprises entre les
parallèles voisines, est égale à la figure multipliée
par son bras YO ■ 8c que de même la somme
triangulaire des portions de la petite figure TA Q,
comprises entre les mêmes parallèles, est égale à
cette figure TA Q3 multipliée par son bras R K;
8c enfin que la sohame triangulaire des portions
de l'autre petite figure A Q C, comprises entre les
mêmes parallèles, est égale à cette même portion
AQCj multipliée par son bras VS. Mais les por¬
tions de la figure entiere A C Q T, comprises en¬
tre les mêmes parallèles, ne font autre chose que
les portions de fa partie AT Q ; plus les portions
de fa partie AQC3 comprises entre les mêmes pa¬
rallèles : & de même la somme triangulaire des
portions de la figure entiere, n'est autre chose que
la somme triangulaire des portions de la partie
A QT; plus la somme triangulaire des portions
de l'autre figure A QC. Donc auflî la figure en¬
tiere ACQTj multipliée par son bras F O, est
égale à la partie A QT3 multipliée par son bras

RK;
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RK j plus à la partie AQC multipliée par son
bras FS.

Corollaire.

De-là il s'enfuit que la figure entiere AT QC
multipliée par son bras Y O, plus la même figure-'
entiere, moins fa premiere portion A QT3 savoir,
la portion AQC, multipliée par son bras FS ,

est égale à la premiere partie A QT multipliée
par son bras R K 3 plus à la seconde portion de.,
la figure A QC, multipliée par cieux fois son bras'
FS. Ce qui paroít par l'égalité démontrée daiis
le Lemme, puisqu'on ne fait qu'y ajouter de part
& d'autre, le solide de la partie AQC, multi¬
pliée par son bras FS.

Et si la figure étoit divisée en trois parties, com¬
me le secteur A Q C ( Fig. z7. ), lequel est divisé en ^ig. 2~*
trois parties, qui font les secteurs Q A S, SAR.,
RAC : on montrera de même que la figure en¬
tiere QAC, multipliée par son bras fur AC ,

plus la .figure entiere , moins fa premiere portion
Q A S , c'est-à-dire, la figure restante SAC, mul¬
tipliée par son propre bras fur la même AC , plus
la figure entiere QAC , diminuée de ses deux pre¬
mières portions QAS, SAR.., c'est-à-dire, la
portion restante RAC multipliée auffi par son
propre bras fur la même A C, font égales à la pre¬
miere portion QA S multipliée par son propre bras
fur A C, plus k seconde portion SA R multipliée

Tome F. Z par
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par deux fois son bras fur A Cj plus la troisième
portion R A C multipliée par trois fois son bras
fur A C.

Et ainsi à Finsini en quelque nombre de por¬
tions que la figure soit divisée.

Lemme III.

«g- 3 m Soit ( Fig. 3 z. ) un secteur quelconque, qui ne soie
pas plus grand qu'un quart de cercle, DAC di¬
visé en un nombre indéfini de petits secteurs égaux
Q A S, SAR, RAC, desquels les centres de
gravité soient P, T, N , & les bras fur A C soient
P O, T O , N O : je dis que tous les points P,T, N,
font dans un arc de cercle concentrique à l'arc
Q D C, & que les petits arcs N N font tous égaux
entre eux , comme les petits arcs D D font aussi
égaux entre eux ; & que chacun des petits arcs N N
efi à chacun des arcs D D , comme le rayon F A
de l'arc PTN, au rayon DA de Parc QDC; é
que le rayon FA efi les deux tiers du rayon D A.

Cela est visible de soi-même , puisque ces sec¬
teurs étant en nombre indéfini, ils doivent être
considérés comme des triangles isosceles, desquels
le centre de gravité est aux deux tiers de la droite
qui divise l'angle par la moitié.

Corollaire.

De-là il paro'ït que les bras NO des secteurs
D AD,
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D AD3 sont les sinus de l'arc FNI _, dont le
rayon est les deux tiers du rayon A D.

Proposition III.

Soit ( Fig. 3 2 » ) un quart de cercle donné ABC, Fig. 3*•
dans l'arc duquel soit donné le point Q, tel qu'on
voudra, & ayant divisé l'arc Q C en un nombre
indésni d'arcs égaux aux points D, d'ou soient me-
nés les rayons A D : je dis que la somme des sec¬
teurs ADC est donnée3 & égale au quart du quarré
de l'arc Q C multiplié par le rayon A B.

Car chaque secteur A D C est égal à la moitié
de l'arc D C multiplié par le rayon A B. Or
puisque l'arc QC est divisé en parties égales, la
somme de tous les arcs D C fera égale à la moitié
du quarré de l'arc entier Q C; & partant la moi¬
tié de la somme des mêmes arcs D C fera égale
au quart du quarré de l'arc Q C : & en multipliant
le tout par A B 3 la moitié de tous les arcs D C
multipliés par A A, c'est-à-dire, la somme des sec¬
teurs ADC fera égale au quart du quarré de l'arc
QC multiplié par AB. Ce qu'il falloit démontrer,

P r oposition IV.
Les mêmes choses étant posées : je dis que la

somme triangulaire des mêmes secleurs A D C, à
commencer du côté de Q. A, es donnée, & égale
a la douseme partie du cube de l'arc Q C, multi¬
plié par le rayon.

Z 2 Car
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Car la somme triangulaire des secteurs A D C,

à commencer du côté de AQj n'est autre chose
que la simple somme de tous les secteurs A D C 3
prise une fois , c'est-à-dire , par la précédente, le
quart de Q C quarré en A B plus la simple som¬
me des mêmes secteurs A D C, excepté le pre¬
mier Q A S, c'est-à-dire , la somme des secteurs
SAC 3 RA Cj &c. qui font égaux, par la pré¬
cédente , au quart de S C quarré en A B, & ainsi
des autres. D'où il paroît que la somme trian¬
gulaire des secteurs AD C est égale au quart des
quarrés de tous les arcs D C. Mais la somme des
quarrés de tous les arcs D C est égale au tiers du
cube de l'arc entier QC; donc la somme trian¬
gulaire des secteurs A D C est égale à la douzie-o o
me partie du cube de l'arc entier Q Cj multiplié
par A B. Ce qu'il falloit démontrer.

Proposition V.

Soit ( Fig. 31.) le point Q, donné oh. l'on voudra,
dans l'arc B C du quart de cercle donné BAC; 6
soit l'arc Q C , divisé en un nombre indésni d'arcs
égaux aux points D, d'oh soient menés les rayons
D A '.je dis que la somme des solides , compris de
chaque secteur AD C & de son propre bras fur AC,
efi connue & égale au tiers de l'arc D C, moins k
tiers de la droite C K [en menant le sinus QK)
multiplié par AB cube.

"Car
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Car pour connoître la somme de ces solides ,

il suffira de connoître la somme de ces autres so¬
lides qui leur font égaux, par le second Lemme 3
savoir, le petit secteur Q A S multiplié par son
propre bras PO, plus l'autre petit secteur SAR
multiplié par deux fois son propre bras T O, plus
le petit secteur R A C multiplié par trois fois
son propre bras NO, & ainsi toujours} c'est-à-
dire , le petit secteur Q A S, ou le rectangle
compris du rayon AB, & de la moitié du petit
arc Q S ou D D, multiplié par P O pris une lois,
plus par T O pris deux fois, plus par l'autre N O
pris trois fois, & ainsi toujours ; c'est-à-dire,
la somme triangulaire des bras N O, à commen¬
cer par P O, multipliés chacun par la moitié des
petits arcs D D, & le tout multiplié par AB.

Or le rayon A B est connu : donc si on connoît
encore la somme triangulai re des bras NO ( mul-O s

tipliés chacun par la moitié des petits arcs O D),
on connoîtra la somme de tous les solides pro¬
posés.

Mais, par le Lemme précédent, tous ces bras
NO font les sinus de l'arc FPI, desquels la som¬
me triangulaire est connue par le Traité des Sinus,
& égale au solide compris de A F quarté, & de
la différence dont l'arc FNI surpasse la droite Gï
( lorsque les sinus N O font multipliés par les pe¬
tits arcs N N). Et partant cette somme triangu-

Z 3 laire
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laire des sinus N O fera à la somme triangulaire
des mêmes sinus N O multipliés par les petits
arcs D D en raison donnée y savoir, comme AF
quarté à AQ ou AB quarré ( parce que la som¬
me triangulaire de ces sinus multipliés par ces
petits arcs , est un solide duquel les arcs donnent
deux dimensions ). Donc cette somme triangulaire
des sinus NO multipliés par les arcs D D, est
égale à l'arc FN/, moins la droite IG, multi¬
plié par A B quarré, ou adx deux tiers de l'arc
Q Cj moins les deux tiers de la droite CK3 mul¬
tipliés par A B quarré. Et par conséquent la som¬
me triangulaire des mêmes sinus .N O multipliés
par la moitié des petits arcs DDj est égale à un
tiers de l'arc QC, moins un tiers de la droite
CK j multiplié par 4 B quarré. Et en multipliant
le tout par AB 3 le tiers de l'arc QCj moins le
tiers de la droite Cí, multipliés par AB cube,
fera égal à la somme triangulaire des mêmes sinus
NO multipliés par la moitié des petits arcs D D,
de le tout multiplié par A B ; ce qui est démontré
être égal aux solides proposés à connoître.

Proposition VI.

Les mêmes ckoses étant posées : je dis que la
somme dessolides , compris de chaque secleur A D C
& de son bras fur A B , eft donnée , & égale au tiers
de la droite CK multipliée par AB cube.

Car
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Gar en menant les bras NT fur AB, qui se¬

ront auiîì des linus , on démontrera de même que.
la somme des solides proposés est égale à la som¬
me triangulaire des bras ou sinus NT, à com¬
mencer par P T, multipliés chacun par la moitié
des petits arcs D D, & le tout multiplié par A B,

Et d'autant que la somme triangulaire des sinus
N T ( multipliés chacun par les petits arcs NN )
est égale, par le Traité des Sinus , à la droite IG
multipliée par A F quarté : on conclura, com¬
me en la précédente , que la somme triangulaire
des mêmes sinus NT multipliés par la moitié
des petits arcs D D, & le tout multiplié par AB,
est égale au tiers de la droite C K multipliée par
AB cube.

Proposition VII.

Soit donne ( Fig. 27.) le míme quart de cercle rig. 27
ABC, & un point Q dans son arc, d'où soient
menés les finus D X & les rayons D A \je dis que
la somme des triangles AXD ej? donnée, & égale
au quart du quarré de la droite KL, qui mesure
la diflance entre les sinus extrêmes, multipliée par
le rayon.

Car tous ces triangles AXD font la moitié des
rectangles A X en XD, la somme desquels est dé¬
montrée, dans le Traité des Sinus, être égale à
la moitié du quarré de la droite A Z multipliée
par AB. Donc, &c.

Z 4 Proposition



Traité des ARCS

Proposition VIII.

Les mêmes choses étant posées : je dis que la
somme triangulaire des mêmes triangles A X D j à
commencer du côté de Q X, es donnée & égale a
la huitième partie de l'arc Q C , multipliée par A B
cube, moins la huitième partie du rectangle compris
du dernier finus Q Z & de Z A ( qui es sa disancc
du point A ) multipliée par A B quarré.

Car la somme triangulaire des triangles A XD,
à commencer du côté de ZQj n'est autre chose
que la simple_ somme de tous , c'est-à-dire, par
la précédente, un quart de AZ quarré multi¬
plié par AB , plus la somme des mêmes trian¬
gles A X D , excepté le premier A Z Q , qui fera
égal, par la précédente , au quart de A /^quarré,
multiplié par A B; & ainsi toujours. De forte que
la somme triangulaire de ces triangles est égale au
quart; cle la somme des quartes A X multipliés
par A B y ou au quart des quarrés D1 multi¬
pliés par A B y ou au quart de l'espace Q K Ç
.multiplié par A B quarré ( car la somme des quar¬
rés des sinus DI est égale à l'espace Q K C mul¬
tiplié' par A B, par le Traité des Sinus ) j c'est-à-
dire , au quart du secteur A QC multiplié par
A B quarré, moins le quart du triangle A K Q
multiplié par A B quarré. Ce qui est la même chose
qu'un huitième de l'arc QC, multiplié par AB

cube,
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cube, moins un huitième du rectangle Q Z en
Z A j multiplié par A B quarré.

Proposition IX.

Soit un quart de cercle ( Fig. 17-) donné, dans Fig. 17.
l'arc duquel soit donné le point quelconque Q, &
l'arc QC étant divisé en un nombre indésni d'arcs
égaux aux points D , d'où soient menés les snus
D X & les rayons D A : je dis que la somme des
solides j compris de chaque triangle AXD<& de son
bras fur AC, es donnée & égale au tiers de la por¬
tion A Z en AB cube 3 moins le tiers de la somme
des quarrés des ordonnées d la portion AÌL(qui font
donnés, puisque l'espace AZQC , .& son solide
autour de A Z sont donnés par Ârchimede) muid- . !
pliés par AB.

Car le bras de chacun de ces triangles fur AC j

est les deux tiers de chaque A X; donc la somme
des solides proposés n'est autre chose que la som¬
me des triangles AX D multipliés chacun par les
deux tiers de son côté AX. Or chaque triangle
rectangle A XD multiplié par les deux tiers de
son côté A X3 est égal au tiers de A X quarré en
X Dj c'est-à-dire ( chaque A X quarré étant A D
quarré , moins D X quarré ), au tiers de chaque
A D quarré en D X, moins le tiers de chaque D X
cube. Donc tous les triangles ensemble A XD
multipliés chacun par les deux tiers àoAX3 font

égaux
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égatix au tiers de tous les DX multipliés par
A D ou A 3 quarté , moins le tiers de la somme
de tous les D X cubes, c'est- à-dire ( puisque tous
les D X font égaux k A Z en A B, & que tous
les DX cubes font égaux aux quarrés des or¬
données à la portion A Z, multipliés par A
au tiers de la portion A Z en A B cube, moins
le tiers de la somme des quarrés des ordonnées à
la portion AZ , multipliés par AB. Ce qu'il fal¬
lait démontrer.

Proposition X.

Les mêmes choses étant posées : je dis que la som¬
me des solides , compris de chacun des triangles
A X D, multiplié parson bras fur A B , est donnée,
& égale à un fixieme de C K ( qui es la différence
entre les snus extrêmes ), multipliée par A B cube,
moins un sxieme de la somme des quarrés des or¬
données a la portion C K ( laquelle es donnée, puis¬
que lyespace Q K C & son solide sont donnés par
Archimede ) multipliée par A B quarré.

Car chacun de ces triangles est la moitié du rec¬
tangle AX en XD, & le bras de chacun fur AB
est le tiers de XD. Donc la somme de ces trian¬

gles multipliés par ces bras, est la moitié des
rectangles AX en XD, multipliée par un tiers
de XD ; c'est-à-dire, un fixieme des solides AX
en XD quarré, ou ( puisque chaque X D quarré

est
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est égal à AD quarré, moins A X quarré ) un si¬
xième des solides de AXen AD quarré, moins
un sixième des AX cubes, ou un sixième des so¬
lides des D Ien AD quarré, moins un sixième
des DI cubes ; c'est-à-dire ( puisque la somme des
Z) / est égale à CK en AB, & que la somme
des DI cubes est égale à la somme des quarrés
des ordonnées à la portion CK _, multipliées par
AB) un sixième de la portion C K en A B cube,
moins un sixième de la somme des quarrés des
ordonnées à la portion CK-, multipliée par AB
quarré.

Corollaire premier.

Si le point donné Q est au point B 3 c'est-à-
dire, si on considéré tout le quart de cercle en¬
tier, au lieu de n'en considérer que la portion
AZ Q C : on y conclura les mêmes choses qu'on
a faites jusqu'ici, puisque ce n'est qu'un cas de la
proposition générale, & que même ce cas est tou¬
jours le plus facile.

11 faudra entendre la même chose dans les pro¬

positions suivantes.
Corollaire II.

De toutes ces propositions, il s'enfuit que s'il
y a un quart de cercle donné (Fig. 27.) ABC3 Fig. 2.7»
dans l'arc duquel soit donné le point Q_> & que

l'arc
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I arc Q C étant divisé en un nombre indéfini d'arcs
cgaux en D j on en mene les sinus D'X & les
rayons D A. Il arrivera :

i°. Que la somme des espaces AXDC fera
donnée, puisque chacun de ces espaces est com¬
posé du secteur A Q C & du triangle A XD}&
que la somme de ces parties est donnée j c'est-à-
dire, tant la somme des secteurs A Q C, que celle
des triangles A XD3 est donnée par les précédentes.

a". Que la somme triangulaire des mêmes es¬
paces AXDC est donnée. Car elle est égaie aux
sommes triangulaires de leurs parties qui font don¬
nées par les précédentes.

j°. Que la somme de ces espaces AXDC,
multipliés chacun par son bras fur A C, est don¬
née : car la somme de leurs parties ( savoir de ses
secteurs & de ses triangles ), multipliées chacune
par leurs bras fur A C, est donnée par les propo¬
sitions précédentes. Et il a été montré, par les Lem¬
mes précédents, que la figure entiere, multipliée
par son bras fur A C, est égale à ses parties multi¬
pliées chacune par leurs bras fur la même A C.

4°. Que la somme des mêmes espaces AXDC,
multipliés chacun par son bras fur AB 3 est don¬
née : car elle est égale à la somme de leurs parties
multipliées par leurs bras fur la même AB 3 qui
est donnée par les propositions précédentes.

Proposition
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proposition xi.

Soit ( Fig. 30. ) un quart de cercle donné M T G, jsig.
dans le rayon duquel soit donné le point quelcon¬
que P, d'ou soit menée l'ordonnée P V, & la por¬
tion P M divisée en un nombre indéfini de parties
égales aux points O, d'oìi soient menées les or¬
données O R : je dis que la somme des rectangles
compris de chaque ordonnée O R & de son arc R M
( compris entre l'ordonnée & le sommet M ), esl
donnée.

Car en prenant dans un autre quart de cercle pa¬
reil A B C ( Fig. 31.) le point correspondant Z3 &
menant le sinus QZj 8c divisant l'arc entier BQC
aux points D3 en un nombre indéfini d'arcs égaux ,

tant entre eux, qu'aux portions égales O O de la
droite M P3 d'où soient menés les sinus D X: il
a été démontré dans le Traité des Trilignes, Pro¬
position XII, que la somme des rectangles, com¬
pris de chaque O R & de l'arc R Mj est égkì!^ a
la somme des espaces Q Z L N ( compris entre le
sinus Q Z & chacun des autres sinus D N ou L R7,
qui font entre les points QjB).

Or la somme de ces espaces est donnée; car si
de la somme des espaces A XD C ( compris entre
AC 8c le point B ), qui est donnée par les propo¬
sitions précédentes , on ôte la somme des espaces
AXSC ( compris entre A C Sc Z Q) qui est aussi

donnée
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donnée par les Corollaires précédents : les portions
restantes ANLCseront auili données ; c'est-à-dire
( en prenant les portions au lieu du total ), la som¬
me des portions Z N LQ3 plus la portion AZQC
prise autant de rois, c'est-à- dire , multipliée pat
l'arc B L Q: mais cette portion AZQC multi¬
pliée par l'arc BQj est donnée, puisque, tant la
portion, que l'arc sont donnés. Donc la somme
des portions Z N LQ fera donnée \ & partant auilì
la somme des rectangles compris de chaque OR
& de l'arc R AI. Ce qu'il falloir démontrer.

Proposition XII.

Les mêmes choses étant posées : je dis que la som¬
me des solides 3 compris de chaque O R & du quant
de l'arc R M, est donnée.

Car en reprenant la même Figure, il a été dé¬
montré dans le Traité des Trilignes , Proposi¬
tion XIII, que la somme de ces solides est dou-
bletfSe la somme triangulaire des portions Z NL Q,
à commencer par B.

II suffira donc de montrer que cette somme trian¬
gulaire est donnée, & on le montrera en cette
sorte.

Si de la somme triangulaire de toutes les por¬
tions AXDC3 qui est donnée par les Corollaires
précédents, on ôte la somme triangulaire de toutes
les portions A XS C} qui est ausli donnée par les

mêmes
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Blêmes propositions , la somme triangulaire restante
des portions AN LC fera donnée ( c'est-à-dire, en
prenant les parties au lieu du total ) la somme
triangulaire des portions Z NLQ 3 plus la portion
JZQC, prise autant de fois, ou multipliée par
la moitié du quarté de l'arc B Q (car la somme
triangulaire d'un nombre indéfini de points est égale
à la moitié du quarré de leur somme simple ) 3
mais la portion A ZQC est donnée, & auíÏÏ la
moitié du quarré de l'arc B Q. Donc la somme
triangulaire des Z NL Q l'est auffi. Ce qu'il falloir
démontrer.

Proposition XIII.

Les mêmes ckofes étantposées : je dis que la som¬
mes des quarrés des ordonnées RO , multipliés cha¬
cun par l'arc R M, es donnée.

Car, par la Proposition XV des trilignes, la
somme de ces solides est double de la somme des

solides, compris de chaque espace Z NL Q, mul-*
tiplié par son bras fur A B. Donc il suffira de con-
noître la somme de ces derniers solides. Ce qui fe
fera en cette forte.

Si de la somme des solides, compris de chaque
espace AXDC & de son bras fur AB3 qui est
donnée par le Corollaire précédent, on ôte la som¬
me des solides, compris de chaque espace AXSC
& de son bras fur AB, on aura la somme des

solides,



3 68 Traitì des Arcs
solides , compris de chacun des espaces restants
ANLC & de son bras fur AB; c'est-à-dire (en

prenant les portions au lieu du total ), qu'on con-
noîtra la somme des solides, compris de chaque
espace Z NL Q & de son bras fur AB j plus l'ef-
pace AZ QC pris autant de fois , ou multiplié par
l'arc B Q 3 & le tout multiplié par le bras de cet
espace A Z QC sur AB ; car il a été démontré,
dans les Lemmes de ce Traité , que l'espace en¬
tier quelconque ANLC, multiplié par son bras
fur A B, est égal à la portion A Z QC multipliée
par son bras fur AB3 plus à la portion restante
ZNL Q multipliée toujours par son bras fur la
même AB.

Or on connoît l'espace A Z Q C3 multiplié par
B Q j & le tout multiplié par son bras fur AB,
puisqu'on connoît l'arc BQ} l'espace AZQC
& son bras fur A B. Donc on connoît la somme
restante des espaces ZN'LQ multipliés chacun
par son bras fur A B. Ce qu'il falloit démontrer.

Proposition XIV.

Les mêmes choses étant posées : je dis que la som¬
me triangulaire des. rectangles compris de chaque or¬
donnée OR & de son arc RMj es données ou3 ci
quiejl la même chose 3 la somme des PO en OR
en R M.

Car cette somme est égale, par la Proposition
XIV
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XIV des trilignes, à la somme des solides,
compris de chaque espace ZNLQ & de son bras
fur Z Q. Donc il suffira de connoître cetre der¬
niere somme, ou même il suffira de connoître la
somme des solides, compris de chacun des mêmes
espaces ZNLQ & de son bras fur AC ■ puisque
chaque bras fur Z Q différé du bras fur A C d'une
droite égale à Z A, &c que la somme des espaces
ZNLQ, multipliés chacun par Z A, est donnée
( Z A étant donnée, & auffi la somme des espaces
ZNLQ). Or on connoîcra cette somme des es¬
paces ZNLQ, multipliés chacun par son bras fur
AC, en cette forte:

Si de la somme des espaces A XD C, multipliés
chacun par son bras fur A C, qui est donnée par le
Corollaire précédent, on ôte la somme des espaces
AXSC, multipliés chacun par leurs bras fur A C,
qui est auffi donnée par le même Corollaire , la
somme restante des espaces A LNC, multipliés par
leurs bras fur AC, fera connue; c'est-à-dire (en
prenant les portions au lieu du total ), la somme
des portions ZNLQ, multipliées chacune par son
bras fur ACj plus A Z QC pris autant de fois
( ou multiplié par l'arc B Q), & le tout multiplié
par le bras de l'espace A Z QC sur AC. Or on

connoît ce dernier produit de l'espace A Z QC,
multiplié de cette sorte ( puisqu'on connoît l'espace
AZQC, & son bras fur AC, & l'arc Q B).

Tome V. A a Donc
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Donc on connoît la somme des espaces Z NL Q3

multipliés chacun par son bras fur A C. Donc, &c.
Ce qu'il falloir démontrer.

proposition xv.

Kg. 30. Soit donnéun demi-cercle MTF ( Fig. 30.) dont
G soit le centre , & dont le diametre M F soit di¬
visé cn un nombre indésni de parties égales aux
points O, d'où soient menées les ordonnées O A;
& soit donnée une ordonnée • quelconque P V, menée
du point donné P dans le demi-diametre G M : je
dis que la somme des reclangles compris de toutes
les ordonnées O 1 ( qui font entre l'ordonnée P V
& le point F, qui es Vextrémité de l'autre demi-dia¬
metre G F ) & de l'arc IF ( entre chaque ordonnée &
le point F ) es donnée.

Car l! on ôté la somme des rectangles O A en
R M ( compris de toutes les ordonnées, depuis P V,
jusqu'à Mj & de leurs arcs ), qui est donnée par la
précédente, de la somme des rectangles O S en S M
( compris des ordonnées, depuis le rayon GT3 jus¬
qu'à Mj & de leurs arcs ), qui est austì donnée par
la même précédente : les rectangles restants O Cen
CM, compris des ordonnées OC entre GT Sç
P Kj & de leurs arcs, seront connus.

Donc par les propriétés des sommes simples trian¬
gulaires, &c., en considérant l'arc T f comme une
ligne donnée, divisée en un nombre indéfini detelles
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telles parties qu'on voudra, aux points C, à la¬
quelle font ajoutées de part & d'autre les ligne?
données VRM j T B F, & en prenant les droites
C O pour coefficientes : il s'enfuit que puisque la,
somme des rectangles O Ç en C M est donnée, auííj
la somme des rectangles O C en C F ( compris dç
chaque C O & de i'aro C B F) fera donnée.

Mais la somme des rectangles O D en D F
( compris des ordonnées entre G T 8c F, 8ç de leurs
arcs D F ) est donnée , par la précédente. Donc la
somme, tant des rectangles O Ç en CF, que des
rectangles O D en D F, est donnée, c'est-à-dire ,

la somme des rectangles 01 en IF. Ce qu'il fal¬
loir démontrer.

Proposition XVI.

Les mimes choses étant posées : je dis que la
somme triangulaire des mêmes reclangles O I en IF
( compris des ordonnées qui font entre P & F, &
de leurs arcs jusques à F) tj? donnée j & av.ffii la
(impie somme des O I quarté en I F j & la simple
somme des Q I en IF quarté.

Car on montrera de même qu'en la précédente,
que la somme triangulaire des rectangles O S en
S M est donnée ( compris des ordonnées qui font
entre GT 8c Mo & de leurs arcs jusqu'à M) ; 8c
au® la simple somme de tous les O S quarré en
S M ■ 8c celle de tous les OS en S M quarré,

A a a Et
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Et on démontrera auffi de même que la somme

triangulaire des O A en A As est donnée ( com¬
pris des ordonnées qui font entre P V 8c As, 8c
de leurs arcs ); & auffi la simple somme des OR
quarré en R M• 8c aulïi celle des OR en R M
quarré.

D'où on conclura de même qu'en la précéden¬
te , que la somme triangulaire des OC en CM
( compris des ordonnées qui font entre G 8c P}
8c de leurs arcs jusqu'à As) est donnée; 8c aulîi
la simple somme des O C quarré en CAs; & auffi
celle des OC en CM quarré.

Et de-là on conclura par la propriété des som¬
mes simples triangulaires, 8cc., que puisqu'on con-
noît la somme des ordonnées OC, qui font les
coéísicientes, & auffi leurs sommes triangulaires, &
auffi la simple somme de leurs quarrés ( car l'es-
pace G T VP est connu, 8c partant la somme des
ordonnées O C; & le centre de gravité de cet es¬
pace GT VP est auffi connu, 8c partant la som¬
me triangulaire des OC, ou la somme des rec¬
tangles GO en OC; 8c auffi le solide de l'espace
G T VP tourné autour de C'P, & partant la som¬
me des quarrés OC) : il s'enfuit qu'on connoîtra
auffi la somme triangulaire des O C en CE, com¬
pris des mêmes O C 8c de leurs arcs jusqu'à F ; &
auffi la simple somme des O C quarré en CF; & auffi
celle des QC en CF quarré. Mais on connoît, par la

précédente,
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précédente, la somme triangulaire des O D en
D Fj compris des ordonnées qui font entre G &r
Fy & de leurs arcs jusqu'à F, & auffi la simple
somme des O D quarré en D Fy & celle des O D
en D F quarré.

Donc en ajoutant les deux ensemble, on aura
1a somme triangulaire des O F en/F, compris des
ordonnées entre F & F, & de leurs arcs jusqu'à F;
& auísi la simple somme des OI quarré en I Fy
& celle des OI en 1F quarré. Ce qu'il falloit dé¬
montrer.

A a 3 PETIT
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FETÎT TRAITÉ
DES SOLIDES CIRCULAIRES.

í. (C O r f donné le point V, où Ton voudra
Kg. 30. ( Fìg. 30.) dans la demi-circonférence donnée

MT F ■ soit le rayon GT perpendiculaire au dia-
me'tr'e MF, & soit menée P'P parallèle à. GT,
&z ayant divisé le diametre entier F M en un nom¬
bre indéfini de parties égales aux points O, d'où
soient menées les ordonnées O A :

J'ai supposé dans tout le discours précédent,
comme je suppose encore ici, qu'on sache que l'es-
pace GTVP est dònné , 8c auffi son centre de
gravité 3 parcé qu'en menant le rayon G V, le trian¬
gle GPV& dòntïé, '& son centre de gravité 3 &
auffi le secteur GTU, êc son céiìtre de gravité, com¬
me cela peut être démontré ìi facilement, & com¬
me cela l'a été par pluféUrs personnes, & entre
autres par Guldin : en supposant toujours la qua¬
drature du cercle quand il le faut.

J'ai supposé de même que l'espace P"P M &
l'espace VT F P sont donnés, 8c auffi leurs cen¬
tres de gravité : ce qui n'est que la même chose.

J'ai supposé encore que les solides de ces es¬
paces tournés autour du diametre MF, font en-

cote
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Core donnés \ ce qui a été démontré par Archi-
tnede.

De toutes lesquelles choses j'ai pris pour sup¬
posé qu'on sût que la somme des ordonnées O C
entre s&Peft donnée, & que la somme de leurs
quarrés le fera auílì ; 8c de même la somme trian¬
gulaire de ces mêmes droites O C 3 ou la somme
des espaces VCOP3 ce qui n'est que la même
chose ( comme on l'a astèz vu dans la Lettre à M. de
Carcavi ) ; parce que la somme des droites O C3
n'est autre chose que l'espace GT VP3 8c que la
somme triangulaire des O C est égale à cet espace
multiplié par son bras fur G T; 8c que le solide de
la figure G T VP autour de G P étant donné, la
somme des cercles dont OC font les rayons, est
donnée ; & partant auííì la somme des quar¬
rés OC.

II faut entendre la même chose des ordonnées
0 R, qui font entre P 8c M, 8c des ordonnées
01 qui font entre P 8c F.

II. Je dis maintenant que le centre de gravité
du solide de l'espace VMP3 tourné autour de
MP3 est donné.

Car, en prolongeant les ordonnées B. O jusqu'en
Z, en sorte que toutes les OZ soient entre elles
comme les quarrés O R3 l'espace MZ P sera une
portion de parabole, 8c son centre de gravité T

A a 4 sera
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le ra donné par Archimede : d'où menant Y B per¬
pendiculaire à P M, le point B sera visiblement
le centre de gravité da solide M F'P autour de
M P ; puisque MP étant une balance, aux points
O de laquelle pendent pour poids les perpendi¬
culaires OZ

j qu'étant en équilibre au point A,
elle fera en équilibre au même point 5, si on
entend qu'au lieu des perpendiculaires OZ, on y
pende pour poids les cercles qui leur font propor¬
tionnels & qui composent ce solide, & dont les
O R font les rayons. Et elle fera encore en équi¬
libre au même point B si on y pend pour poids
les OR quarré.

D'où il paroît que la somme triangulaire des
O R quarré est aulsi donnée, puisqu'elle est égale,
par la méthode générale des centres de gravité, à
la somme des O R quarrés, multipliés par leurs
bras B P.

U faut entendre la même chose, par la même
raison, des solides des espaces P FT G & P FF,
& de la somme triangulaire des quarrés de leurs
ordonnées.

III. Je dis ainsi que le solide de l'espace MVP,
tourné autour de P V, sera donné, & auísi son
centre de gravité.

Car en divisant P V en un nombre indéfini de

parties égales en L j d'ou l'on rnene les perpendi¬
culaires
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culaires KLH : il est visible, par ce qui vient
d'être dit, que la somme des H K est donnée,
& leur somme triangulaire, & la somme de leurs
quarrés, & la somme triangulaire de leurs quarrés.
Et partant en ôtant de toutes la grandeur commune
HL j la somme des quarrés des restantes L K fera
donnée, & la somme triangulaire de ces quarrés 3
& partant le solide de P VM autour de P V3 sera
donné, & aulîì son centre de gravité ; puisque son
bras fur P M multipliant la somme des quarrés
L K, le produit en est égal à la somme triangulaire
des quarrés L K. II faut toujours entendre la mê¬
me chose des espaces VT G P 8c F^F P.

IV. Je dis de même que la somme des OR
quarré-quarré est donnée.

Car en menant la même parabole MZ Z 3 dont
le côté droit soit le rayon G M & qu'ainsi cha¬
que R O quarré soit égal à chaque O Z en G M ;
& partant auílì chaque R O quarré-quarré, à chaque
0 Z quarré en G M quarré : il est visible que puis¬
que , tant le plan M Z P3 que son centre de gravité
sont donnés , le solide de M Z P autour de MP
sera auílì donné 3 & partant auíìì la somme des quar¬
rés O Z j mais G M quarré est auffî donné 3 donc
la somme de O Z quarré en G M quarré sera don¬
née, & par conséquent la somme des OR quarré-
quarré qui lui est égale.

V. Je
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V. Je dis enfin que la somme des R O cubé

fera donnée; ou, ce qui est la même chose, qui
le centre de gravité du demi-solide de l'espace
MVP> autour de M. P, sera donné.

Car si le centre de gravité du demi-solide du
secteur MVG, tourné autour de MGj est donné,
celui du demi-solide de MVP sera auíîî donné;
puisqu'on sait que le solide du demi-cône du trian¬
gle G VP, tournant autour de G P, est donné, &
qu'on connòît la raison de ce cône au solide de
MVP. Or le centre de gravité du de mi-solide du
secteur MVG autour de MG3 sera connu, íì on

connoit le centre de gravité de la surface sphéri¬
que de ce demi-solide, décrite par l'arc M Z7", tour¬
nant d'un demi-tour autour de M G. Car de mê¬
me que Guldin & d'autres , ont démontré que fi
du centre de gravité de l'arc M Z7", on mene une
droite au centre G , les deux tiers de cette droite
depuis G, donneront le centre de gravité du sec¬
teur MVG, parce qu'il est composé d'une mul¬
titude indéfinie d'arcs semblables à l'arc M V> qui
font entre eux comme les nombres naturels i , a, 3,

&c. ; ainsi, & fans aucune différence, on démon¬
trera que si du centre de gravité de la surface dé¬
crite par l'arc M Z7", on mene une droite au cen¬
tre G, les trois quarts de cetre droite depuis G,
donneront le centre de gravité du solide décrit
par le secteur M VG 3 daàs le même mouvement;

parce
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farce que ce solide est: composé d'un nombre in¬
défini de portions de surfaces sphériques, sembla¬
bles à celle qui est décrite par l'arc M V, qui font
entre elles comme les quarrés des nombres natu¬
rels 1, 1, 3, &c.

Or le centre de gravité de la surface de ce demi-
solide sera connu ( par la fin du Traité des Trili-
gnes ), fi en divisant l'arc en un nombre indéfini
d'arcs égaux, d'où on mene les sinus fur MP3 il
arrive qu'on puifie connoître la somme de ces si¬
nus, & la somme de leurs quarrés, & la somme
des rectangles compris de chaque sinus & de fa
distance de VP.

Et toutes ces choses font connues 3 car, par le
Traité des Sinus , l'arc T V étant donné, la somme
de ces sinus est donnée 3 &c aussi la somme des quar¬
rés de ces sinus 3 & la somme dés rectangles com¬
pris de ces sinus, & de leurs distances de T G. Mais
la somme des sinus de l'arc entier T As est don¬
née 3 & la somme des quarrés de ces sinus 3 & la
somme des rectangles compris de chaque sinus &c
de fa distance de T G. Donc, én ôtant les uns des
autres, la somme des sinus de l'arc VM fera don¬
née 3 & la somme des quarrés de ces sinus 3 & la
somme des rectangles compris de ces sinus, & de
leurs distances de T G ; & partant auffi la somme des
rectangles compris des mêmes sinus & de leurs dis¬
tances de VP. puisqu'ils ne diffèrent pas de la som¬

me
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me des autres rectangles, compris des mêmes íímii
& de leurs distances de la droite T G; laquelle som¬
me est donnée, puisque P G est donnée, & au®
la somme des sinus de l'arc F M.

Donc le centre de gravité de cette demi-surfací
íera donné} & partant celui du demi-solide du
secteur MF G ; & auisi celui du demi-solide
MVP- 8c partant austì la somme des O R cube.

Et, par la même raison, la somme des cubes des
ordonnées du quart de cercle GT M 8c G TF,
fera donnée} & partant aussi la somme des cubes
des ordonnées'de l'espace GTFPj puisque ces
ordonnées ne font que les restes de celles du quart
de cercle, quand on en a ôté ceiles des espaces
P FM ■ 8c de même les cubes des ordonnées de

l'espace P FF sont donnés , puisque ce n'est qu'y
ajouter le quart de cercle.

VI. On démontrera de même que la somme des
L K cube est donnée, puisque la somme des H K
cube est donnée par l'article précédent, & que la
droite H L est une grandeur commune, &c ôtée de
toutes les HK.

VIL II s'enfuit aussi de toutes ces choses, que
tant dans l'espace TFP G, que dans le quart de
cercle entier , la somme des G O cube en O C est
donnée, puisqu'en divisant ( Fig. 33.) tout le

rayon
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rayon G T} en un nombre indéfini de parties égales
aux points H 8c Q, 8c menant les perpendiculai¬
res HL jusqu'à P V 3 8c QQ jusqu'à l'arc-, &
considérant TVP G comme un triligne mixte dont
T G 8c G P sont les droites, 8c T FP la ligne mix¬
te , composée de l'arc T V3 8c de la droite VP : lx
somme de tous les G O cube en O C3 priíè quatre
fois, est égale à la somme des quarré-quarrés des
droites HL 8c QQ. Or la íbmme des HL quarré -

quarré est donnée, puisque, tant H L ou G P3 que
P F sont données j & la somme des Q Q quarré-
quarré est donnée, par ce qui a été dit ici article IV.

II faut entendre la même chose de tous les G O
cube en O S j c'est-à-dire, dans tout le quart de
cercle G T M.

VIII. II paroít aufiì par tout ce qui a été dit,
que la somme des G O quarré en O S est donnée ,

puisqu'étant prise trois fois, elle est égale, par le
Traité des Trilignes, à la somme des cubes des droi¬
tes HK, QQj qui est donnée par le cinquième ar¬
ticle. Et de même la somme des GO quarré en
OC fera donnée , puisqu'étant prise trois fois, elle
est égale à la somme des cubes des droites HL3
QQ3 qui est donnée, puisque la somme des Q Q
cube est donnée par le cinquième article, & que
la somme des H L cube est donnée, H L ou P G
& P V étant données.

IX. IL
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IX. Il paroît aussi par-là que la somme pyrami¬

dale des O C est donnée, ou, ce qui est la même
chose, la somme triangulaire des espaces VC0Ps
comme on verra dans l'avertiíTement suivant, puis,
que le double en est donné, savoir, G O quarréen
O C. Il faut dire le même de la somme pyramidale
des O S , ou de la somme triangulaire des espaces
MO S, Sc de même pour la somme pyramidale

Fig. ;o. des O D ( Fig. 30. ). Et partant (par la fin du Traité
des sommes simples , triangulaires, &c. ), la somme
■pyramidale, tant des droites O R entre P & Asi
que des droites O/entre P & F3 fera donnée,
puisque les espaces MVP^TFG 3 font donnés;
& qu'ainsi la somme triangulaire des espaces FCQ
fera donnée. Mais la somme triangulaire des es¬
paces F D O est aussi donnée ( puisque ce n'est que
Ja somme pyramidale des droites O D). Donc, en
ajoutant les deux ensemble , la somme triangulaire
des espaces FI O fera donnée , c'est-à-dire, la
somme pyramidale des droites OI. On le démon¬
trera de même de celle des droites OR.

Avertissement.

On a dit en un mot que la somme pyramidale
des droites O C, est la même chose que la somme
triangulaire des espaces PC O P : & on a dit aulli
dans le commencement, que la somme triangulaire
des mêmes OC est la même chose que la simple

somme
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somme des espaces F C O P ; parce que l'un 8c
l'autre est visible, 8c assez expliqué par la Lettre
à M. de Carcavi.

Car la somme triangulaire des OC 3 à commen¬
cer par G 3 n'est autre chose que la simple somme
de ces lignes, c'est-à-dire, l'espacé G T FP3 plus
la simple somme de ces mêmes lignes, excepté la
premiere GT3 c'est-à-dire, l'espace Y C FPj 8c
ainsi toujours. De forte que la somme triangulaire
entiere est proprement la somme de tous les es¬
paces VÇ O P.

Et de même la somme pyramidale des mêmes
C O, n'est autre chose que la somme des sommes
triangulaires des mêmes lignes ; c'est-à-dire, pre¬
mièrement , la somme triangulaire de toutes les
lignes C O j laquelle, par ce qui vient d'être dit,
est la même chose que la simple somme de tous les
espaces VCO P : secondement, la somme trian¬
gulaire de toutes les lignes OC, excepté la pre¬
miere TGy laquelle n'est autre chose que la som¬
me de tous les espaces FCO P3 excepté le pre¬
mier FT G P : troisièmement, la somme triangu¬
laire des mêmes droites OC 3 excepté les deux pre¬
mières TG j YC j ce qui est encore la même chose
que la somme des espaces FCOP3 excepté les
deux premiers FTGP3 FC Y P; & ainsi toujours.
Or cette maniéré de prendre les espaces FC O P3

en les prenant premièrement tous j &c ensuite tous,
excepté
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excepté le premier3 & puis tons, excepté les deux
premiers, &c. ; c'est ce qu'on appelle en prendre
la somme triangulaire ; & ainsi la somme pyrami¬
dale des O C n'est autre chose que la somme trian¬
gulaire des espaces VCOR.

Ec de même la somme triangulaire des espaces
MRO est la même chose que la somme pyrami¬
dale des droites R O _, & la somme triangulaire des
espaces FI O est la même chose que la somme py¬
ramidal e des droites IO.

Toutes ces choses viennent de ce que les droi¬
tes OI font des ordonnées, c'est-à-dire, qu'elles
font également distantes, & partent des divisions
égales & indéfinies du diametre ; ce qui fait que
la simple somme des ordonnées est la même chose
que l'espace compris entre les extrêmes. Mais cela
ne seroit pas véritable des sinus , parce que les dis¬
tances d'entre les voisins ne font pas égales entre
elles, & qu'ainsi la simple somme des sinus n'est pas
égale à l'espace compris entre les extrêmes j à quoi
il ne faut pas se méprendre.

TRAITÉ
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TRAITÉ GÉNÉRAL
DE LA ROULETTE:

Ou Problêmes touchant la Roulette,
proposés publiquement èc résolus par
A. D ETT O N V I L L E.

Avertissement.

f~\ N suppose ici qu'on sache la définition de la
Roulette, 8c qu'on soit averti des Écrits qui

ont été envoyés fur ce sujet à tous les Géomètres
pour leur proposer les problêmes suivants.
Problêmes proposés au mois de Juin 1658.

Étant donnée ( Fig. 22.) une portion quelconque Fig. z2,
de la B.oulette COS, retranchée par une ordonnée
quelconque OS à l'axe C O : trouver la dímenjion
& le centre de gravitétant du triligne COS, que
de ses demi-solides formés par ce triligne , tourné
premièrement autour de fa hase OS, & ensuite au¬
tour de son axe C O , d'un demi-tourfeulement : en

supposant qu'on connoiffe la raison de la base de la
Roulette AF à son axe FC, c'ef-à-dire , de la cir¬
conférence au diamètre?

Tome F. R b Problèmes
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Problèmes proposés au mois d'Octobre 165J.
Trouver la dimenson & le centre de gravité des

surfaces de ces deux demi-solides ?

Résolution des Problêmes touchant la.
dimension & le centre de gravité da
triligne & de fes demi-solides.

j
jiL a été démontré à la fin de la Lettre à M. de
Carcavi, que pour résoudre tous ces problêmes, il
suffit de connoître la dimension & le centre de gra¬
vité , tant du triligne CO S3 que de ses deux dou¬
bles onglets, fur l'axe & fur la base. Et il a été
démontré dans le Traité des Trilignes, que pour
connoître la dimension, & le centre de gravité de
ce triligne 8c de ses doubles onglets, il suffit de
connoître ces six choses} savoir, en divisant l'axe
c Q en un nombre indéfini de parties égales en
z j d'où soient menées les ordonnées z y:

I. La somme des ordonnées Z Y.
1. La somme de leurs quarrés.
3. La somme de leurs cubes.
4. La somme triangulaire des mémes. lignes Z Y.
5. La somme triangulaire de leurs quarrés.
6. La somme pyramidale des mémes lignes Z Y.
Or pour connoître toutes ces femmes, je me

fers
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sers d'une feule propriété de la Roulette, qui réduit
îa Roulette à son seul cercle générateur : la voici.

Chaque ordonnée à Taxe de la demi-Roulette ejl
égale à l'ordonnée du demi-cercle générateur , plus d
l'arc du mime cercle 3 compris entre l3ordonnée & le
sommet.

Soit C R F le demi-cercle générateur de la demi-
Roulette C Y A F, & que les ordonnées à la demi-
Roulette Z Y, coupent la demi-circonférence en M :

je dis que chaque ordonnée Z Y ejl égale à Tordon¬
née Z M , plus à l'arc M C.

Cette propriété est trop facile, pour s'arrèter à
ia démontrer. Or il paroît par-là qu'on trouve la
Roulette entiere dans son seul cercle générateur ;
puisqu'en considérant toujours chaque arc CM &
son ordonnée MZ 3 comme une seule ligne mixte
ZM Cj on trouvera toutes les ordonnées Z Y de
la demi - Roulette dans toutes les lignes mixtes
ZMC.

Donc tous les problèmes proposés touchant la
Roulette, qui viennent d'être réduits à la connois-
sance des six sommes des ordonnées à Taxe, se ré¬
duiront maintenant à la connoissance des six mê¬
mes sommes des lignes mixtes Z M C: & ainsi tous
ces problèmes de la Roulette se réduiront aux pro¬
blèmes suivants, où l'on ne parlera point de Rou¬
lette , & où l'on ne considérera qu'un seul demi-
cercle.

B b z Étant
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Kg. 23. Etant donnés (Fig. 13. ) un demi-cercle CRF, &

la portion quelconque C O de son diametre 3 la¬
quelle soit divisée en un nombre indésni de parties
égales aux points Z, d'ou soient menées les ordon¬
nées Z M j chacune desquelles j avec son arc M C,
soit consdérée comme une seule & même ligne mix¬
te Z M C : trouver :

1. La somme des lignes mixtes ZMC.
2. La somme des quartes de ces lignes mixtes

ZMC.

3. Lasomme des cubes de ces lignes mixtes ZMC.
4. La somme triangulaire des lignes mixtes ZMC.
5. La somme triangulaire des quarrés de ces mê¬

mes lignes ZMC.
6. La somme pyramidale des lignes mixtes ZMC.
Or tous ces problêmes vont être facilement ré¬

solus par le moyen des Traités précédents , en
cette forte.

1. Pour connoître la somme des lignes mixtes ZMC.
Il faut connoître la somme de leurs parties;

savoir, la somme des ordonnées Z Mplus la som¬
me des arcs CM. Or la somme des ordonnées est
connue, puisque l'espace COR. est connu: & la
somme des arcs CM est donnée par le Traité des
Arcs de cercle. Donc la somme des lignes mixtesCD

Z M C est donnée.

2. Pour
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i. Pour connoître la somme des quarrés des lignes
mixtes ZMC.

II saut connoître la somme de leurs parties ; sa¬
voir, la somme des quarrés ZM ( qui est donnée,
puisque l'espace C R O est dónné ; & auffi son so¬
lide autour de CO, par Archimede ) : plus la som¬
me des quarrés des arcs C M ( qui est donnée par
le Traité des Arcs de cercle) : plus deux fois la
somme des rectangles C M en M Z compris de
chaque arc & de son ordonnée ( qui est donnée
par le Traité des Arcs de cercle). Donc puisque
toutes les parties font données, le tout fera don¬
né; c'est-à-dire, la somme des quarrés des lignes
mixtes Z M C.

3. Pour connoître la somme des cubes des lignes
mixtes ZMC.

II faut connoître la somme de leurs parties ; sa¬
voir , la somme des Z M cubes, ( qui est donnée
par le Traité des Solides circulaires ) : plus la som¬
me des CM cube ( qui est donnée par le Traité
des Arcs ) : plus trois fois la somme des Z M quàr-
ré en M C ( qui est donnée par le Traité des
Arcs ) : plus trois fois la somme des Z M en M C
quarré (qui est donnée par le même Traité des
Arcs ). Donc les parties étant données, le tout est
donné.

B b 3 4. Pour
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4. Pslor-connaître .la somme triangulaire des lignes

mixtes Z M C.

II faut connoître la somme triangulaire des par¬
ties ; savoir, la somme triangulaire des Z M ( qui
est donnée par le Traité des Solides circulaires):
plus la somme triangulaire des arcs CM ( qui est
donnée par le Traité des Arcs de cercle). Donc
les parties étant données, &c.
5. Pour connoître la somme triangulaire des quarre's

des : lignes mixtes Z M C.
II faut connoître la somme triangulaire des par¬

ties; savoir, la forriníe triangulaire des Z M quarré
(qui est donnée par le' Traité des Solides circu¬
laires ) : plus la somme triangulaire des C M'quarré
( qui est donnée par le Traité des Arcs de cer¬
cle ) : plus deux fois la somme triangulaire des rec¬
tangles ZM en M C ( qui est donnée par le Traité
des Arcs, &c.). Donc, &c.

6. Pour connoître la somme pyramidale des lignes
mixtes Z M C.

II faut connoître la somme pyramidale des par¬
ties ; savoir, la somme pyramidale des ordonnées
Z M ( qui est donnée par le Traité des Solides cir¬
culaires) : plus la somme pyramidale des arcs CM
( qui est donnée par le Traité des Arcs de cercle).
Donc, &c. fi
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Et par conséquent 011 connoît toutes les choses

proposées à trouver par les premiers problêmes,
touchant la dimension & le centre de gravité de là
demi-Roulette &c de ses portions, & de leurs de¬
mi-solides.

Je viens maintenant aux derniers, pour lesquels
j'ai besoin de ces deux Lemmes.

Lemme premier.

Soit CDr un demi-cercle (Fig. 26.) dont ¥ G Tig. 16.
soit le diametre : soit F C E Z un autre demi-cercle ,

dont CF prolongée & doublée soit le diametre : je
dis que quelque droite qu'on mene du point F, com¬
me F D N, coupant les deux circonférences en D, N,
d'oà on mene la droite D C au point C, & les droi¬
tes N K , N M, perpendiculaires , l'une à F C, l'au¬
tre au rayon F E, qui est perpendiculaire à C Z : il
arrivera toujours que N M fera égale d F K} ce qui
est: visible : & que N K fera égale à CD j ce qui se
voit par la similitude des triangles rectangles FK N>
FDC3 ayant les côtés FC, FN égaux entre eux.

Je dis enfin que l'arc C N fera égal d l'arc C D.
Car ces arcs font entre eux en raison composée

de la raison des rayons F C, GC ( G étant le cen¬
tre du demi-cercle CD F), & de la raison des
angles NFC, D G C. Or un de ces angles est dou¬
ble de l'autre, & réciproquement un des rayons

Bb 4 est
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est double de l'autre j & ainsi la raison composée
de ces deux raisons, dont l'une est double ôc l'au¬
tre fous-double, est la raison d'égalité.

lemme ii.

Soit CD F un demi-cercle ( Fig. 25.) dont FC
soit le diamètre : soit F C E Z un autre demi-cercle,
dont CF prolongée & doublée 3soit le diamètre: soit
C H K une parabole dont C F soit l'axe ,C le som¬
met , & dont le coté droit soit égal à CF d par¬
tant à la base F K : soit donnée une portion quel¬
conque C O du diametre 3 & soit O R perpendicu¬
laire au diametre. Soient accommodées à l'arc CR
un nombre indéfini de droites CD, dont la premiere
soit 1 , la seconde i , & ainsi toujours selon l'ordre
des nombres naturels, toutes terminées au point C, &
coupant la circonférence aux points D, d'où soient
menées les droites D G perpendiculaires à CF, cou¬
pant la parabole en H : soient aujfi menées les droi¬
tes D F, du point F par tous les points D, cou¬
pant l'arc CE en N , d'oà soient menées N M V,
parallèles d CF, recoupant en V la circonférence,
& en M le rayon F E perpendiculaire à F C :

Je dis que toutes les droites F M seront égales à
toutes les droites CD, chacune à la sienne ■ &
qu ainsi la plus grande F M fera, coupée en un nom¬
bre indéfini de parties égales aux points M. Cela
est visible par le Lemme précédent.

Je
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Je dis de mcme que toutes les M N oaMV, se¬
ront égales cl toutes les F D, chacune à la sienne.
Ce qui est auíïì visible par le Lemme précé¬
dent.

Je dis de même que les droites F L seront égales
aux droites C D , chacune d la sienne ; & qu'ainsi
la plus grande F L fera coupée en un nombre indé¬
fini de parties égales aux points L.

Car par la nature du cercle chaque C D quarré
est égal à chaque rectangle FC en C G j c'est-à-
dire , par la nature de la parabole à chaque G H quar¬
ré ; & partant chaque CD est égal à chaque G H
ou à chaque FL.

Je dis aujffi que tous les reclangles compris deCF
& de chaque G D, font égaux d tous les reclangles
F M en M V, chacun au fien.

Car F C en C D est égal à CD en DF, c'est-
à-dire , par ce qui vient d'être démontré, à F M
en MV.

Avertissement.

Je suppose qu'on sache que les mêmes choses
étant posées que dans le Lemme précédent, íi le
cercle C Z) F est le générateur de la demi-Rou¬
lette C B A F3 & qu'on prolonge les droites D G
jusqu'à ce qu'elles coupent la Roulette au point B :
il arrivera que toutes les portions B B de la courbe
seront égales entre elles} parce que chaque por-

tioa
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tion de la courbe CB sera double de chaque droi¬
te CD.

C'est cette propriété dont J'ai dit dans l'His-
toire de la Roulette, que M. Wren l'a produite le
premier : je ne m arrête pas à la démontrer ici,
parce que plusieurs personnes l'ont déja fait; car
depuis M. Wren, M. de Roberval en a produit
une démonstration & M. de Fermat ensuite, &

depuis encore M. Auzoult : & j'ai moi-même dé¬
montré la même chose dans un Traité à part (i), où
j'ai fait voir que cette propriété dépend immédia¬
tement de celle-ci ; savoir , que si la demi-circon¬
férence d'un cercle est divisée en un nombre in¬
défini d'arcs égaux , & que de l'extrémité du dia¬
mètre on mene des droites à chaque point de di¬
vision , la somme de ces droites fera égale au quarré
du diametre.

Et cette proposition n'est encore que la même
chose que celle-ci : la somme des sinus d'un quart
de cercle, est égale au quarré du rayon ( ce qui eft
démontré dans le Traité des Sinus, proposition I)
de forte que ces trois propositions ne font pres¬
que qu'une même chose.

(i) Nous n'avons pas cc Traité; heureusement ii peut
être suppléé par celui des Sinus du quart de Cercle.

Résolution
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Résolution des derniers Problèmes
touchant la dimension & le centre de
gravité des surfaces des demi-solides
de la Roulette.

Il a été démontré à la fin de la Lettre à M. de
Carcavi, que, pour résoudre ces problêmes, il
suffit de connaître la dimension & le centre de
gravité des surfaces courbes, des deux doubles on¬
glets de Taxe & de la base. Et il a été démontré
dans le Traité des Trilignes, que pour connoître
ces choses, il suffit de connoître les cinq suivan¬
tes; savoir, en divisant (Fig. 2.4.) la ligne courbe ïïg. 3.4.
CS de la portion donnée de la demi-Roulette,
en un nombre indéfini de parties égales aux points
B, d'cu soient menés les sinus fur Taxe B G:

1. La somme des Jìnus B G.
2. La somme des dijìances G F.
3. La somme des G F quarré.
4. La somme des reclangles B G en G F.
5. La somme des B G quarré.
Or pour connoître toutes ces sommes, je me

fers de deux propriétés de la Roulette. L'une est
celle, dont j'ai parlé , qui réduit la Roulette au
cercle ; savoir, que chaque B G ( coupant le cercle
générateur en D) est égale à la ligne mixte CDG>

eu
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en considérant la droite G D (k Tare DCj com¬

me une seule ligne mixte G D C. L'autre, qu'en
menant les droites C D, chaque portion de ia Rou¬
lette CB fera égale à deux fois la droite CD.

D'où, il paraît que puisque la premiere portion
Ci? de la Roulette est: 1 , que la seconde ÇB eki,
& ainsi toujours selon Tordre des nombres natu¬
rels : il arrivera auffi que la premiere C D fera i,
la seconde C D, 2 j & ainsi toujours selorr la même
sisite des nombres naturels.

Donc tous les Problêmes des surfaces des demi-
íôlides de la Roulette qui viennent d'être réduits
à la connoissance des droites B G & G F, íe ré¬
duiront aux problêmes suivants, où Ton ne par¬
lera plus de Roulette, & où Ton ne considérera
qu'un seul demi-cercle.

vkg. 14. Êtant donné (Fig. 24.) un demi-cercle C D F d
la portion quelconque C O de son demi-diamètre,
& Fordonnée O R j & un nombre indéfini de droites
CD, dont la premiere soit 1, la seconde 1, &c.
selon Fordre des nombres naturels, étant accommo¬
dées à darc CR, & toutes terminées au point C,
& coupant Farc aux points D, d'ou soient menées
D G perpendiculaires à lyaxe-, chacune desquelles
D G avec son arc DC soit considérée comme une

seule & même ligne mixte : il saut trouver :
1. La somme des droites F G.

2. h
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l. La somme des F p quarté.
3. La somme des lignes mixtes GDC.
4. La somme des quartés de ces lignes mixtes

GDC.

5. La somme des rectangles compris de chaque
ligne mixte GDC & de F G.

Or tous ces Problêmes vont être résolus en

reprenant route la construction du second Lemme,
en cette sorte.

1. Pour connoître la somme des lignes FG.
II suffit de connoître la somme des lignes LU

qui leur font égales • or la somme des droites L H
est connue, puisque l'entiere FL étant divisée en
un nombre indéfini de parties égales, la somme
des HL est la même chose que Fespace paraboli¬
que FCHLj compris entre FC de la derniere HL,
lequel espace est connu par Archimede.

2. Pour connoître la somme des F G quarré.
II suffit de connoître la somme des L H quarré,

laquelle est connue, puisqu'on connoît par Archi¬
mede, tant l'efpace FCRL, que son centre de
gravité, & partant son solide autour de FL; ce

qui donne la somme des quarrés LH3 & par con¬
séquent des quarrés FG.

3. Pour
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3. Pour connoître lasomme des lignes mixtes GDÇ.

Ii saut en connoître les parties, savoir, la som¬
me des droites GD 8c la somme des arcs DC,

Or la somme des droites D G fera connue, si
en les multipliant chacune par la droite comme
FCj on peut connoître la somme des rectangles
FC en DG> ou la somme des rectangles'í D en
D F, ou la somme des rectangles FM en MF,
Mais puisque l'entíere FM est divisée en un nom¬
bre indéfini de parties égales aux points M, d'où
font menées les ordonnées MF : il est évident que
la somme des rectangles FM en M. F est donnée,
par le Traité des Solides circulaires; & par con¬
séquent aussi la somme des rectangles F C en DG3
8c partant auffi la somme des D G.

Et quant à la somme des arcs D C, elle est h
même que la somme des arcs C N. Car puisque
FM est divisée en un nombre indéfini de parties
égales, d'où font menées les ordonnées M N3 il
s'enfuit, par le Traité des Arcs, que la somme
des arcs E N est donnée ; & partant auffi la somme
des arcs CN3 qui font les restes du quart de 90
dégrés. Et par conséquent auffi la somme des arcs
C D qui leur font égaux.
4. Pour connoître la somme des quarrés des lignes

mixtes GDC.

11 faut connoître la somme de leurs parties,
savoir,
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savoir, la somme des G D quarré, plus la somme
des arcs D C quarré, plus deux fois la somme des
rectangles G D en DC t compris de chaque G D
& de son arc D C.

Or la somme des G Z) quarré est connue, puis¬
qu'elle est égale à la somme des rectangles FG C3

ou à la somme des L H en H /, lesquels font don¬
nés, puisque leur somme doublée est égale à la
somme des entieres L I quarré , qui est donnée,
moins la somme des L H quarré , qui est aufli don¬
née , comme il a été dit, moins encore la somme
des HI quarré , qui est auíìì donnée, puisque ce
sont les restes de l'entiere Z/, qui est donnée,
par les propriétés des sommes simples, sommes
triangulaires, &c.

Et quant à la somme des arcs C D quarré, ou
des arcs C N quarré, elle est visiblement donnée,
par le Traité des Sommes simples, &c., puisque
ce font les arcs restants du quart de cercle , & que
la somme des quarrés de leurs compléments EN'
est donnée par le Traité des Arcs.

Enfin la somme des rectangles de chaque GD
& de son arc D C sera connue, si en multipliant
le tout par la droite connue C F3 il arrive qu'on
connoisse la somme des C F en G D en l'arc D
ou des F M en M N en l'arc N C.

Or la somme de ces derniers est connue, puis¬
que (chaque arc N C étant égal à CE moins £Ar)

cette
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cette somme des FM en MN en NC n'est autre

chose que la somme des FM en MN multipliée
par l'arc E C ( qui est donnée, puisqu'on connoît,
tant l'arc F C, que la somme des FM en MN),
moins la somme dés F M en M N en NEj ou la
somme triangulaire clés rectangles MN en NE;
qui est auffi donnée par le Traité des Arcs de cercle,
4. Pour connoître la somme des rectangles compris

de chaque ligne mixte CD G & de G F,
II faut connoître la somme de leurs parties, sa¬

voir, la somme des rectangles FG en GD^ plus
la somme des rectangles F G en arc D C.

Or on connoîtra la somme des F G en G D,
íî on connoît la somme des CG en G D (puisque
ce sont les restes de la somme des C F en G D qui
est connue, puisqu'on connoît, tant la droite C F,
que la somme des droites D G) ; & l'on connoî¬
tra la somme des CG en GD} Ci en les multipliant
par le quarré connu de C Fon peut connoître
la somme des C F quarré en C G en G D, ou des
CF en C G en CF en GD} ou des droites CD
quarré en C O en D F, ou des droites CDcube
en DFj ou des FM cube en MV, laquelle est
connue par le Traité des Solides circulaires.

Et quant à la somme des rectangles F G en arc
D Cj on démontrera de même qu'elle est connue,
fi on peut connoître la somme des G C en arc

CD;
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C D; & on connoîtra la somme des G C en arc

CDj si en multipliant le tout par la droite con¬
nue C Fj on peut connoître la somme des C F en

CG en arc D C3 ou la somme des droites C D

quarré en arc CD3 ou la somme des F M quarré
en arc N C3 c'est-à-dire ( puisque la premiere FM
est 1, la seconde, 1, 8c ainsi toujours ) la somme
pyramidale des arcs CN; laquelle somme pyra¬
midale des arcs CN est donnée, par le Traité
des Sommes simples, triangulaires, &c., puisque
la somme pyramidale des arcs restants EN est
donnée par le Traité des Arcs de cercle.

Donc on connoît toutes les choses cherchées
touchant la dimension & le centre de gravité,
des surfaces des demi-solides de la demi-Rou¬
lette & de ses portions. Alais la dimension & le
centre de gravité des demi-solides font déja don-
nés ; & par conséquent tous les Problêmes tou¬
chant la Roulette font entièrement résolus.

II fera fur cela facile à tout le monde de trou¬

ver les calculs de tous les cas, par le moyen de
ces méthodes.

Tome Vi Cc
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DIMENSION
DES LIGNES COURBES

de toutes les roulettes.

LETTRE

DE M. DE TTONVILLE
A M. HUGUENS DE ZULICEEM.

Monsieur,
Comme j'ai su que M. de Carcavi dévoie vous

envoyer mes solutions des Problêmes que j'avois
proposés touchant la Roulette, je Tai prié d'y joindre
la dimension des courbes de toutes fortes de Rou¬
lettes , que je lui ai donnée pour vous l'adreíTer,
parce qu'il m'a dit que vous avez témoigné d'a¬
voir quelque envie de 1a voir. Je voudrois, Mon¬
sieur , que ce pût vous être une marque de Testi-
me que j'ai toujours faite de votre mérite. Je
croyois qu'on ne pouvóìt rien y ajouter : mais vous
l'avez encore augmentée par cette horloge incom¬
parable, & par ces merveilleuses dimensions des
surfaces courbes des Conoïdes que vous venez de

■ produite,
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produire, & qui font un sujet d'admiration à tous
nos Géomètres. Pour moi je vous avoue que j'en
ai été ravi, par la part toute particulière que je
prends à ce qui peut agrandir votre réputation, 8c
par la paíïion avec laquelle je fuis, &c.

DIMENSION
Des lignes courbes de toutes les Roulettes.
¥E n'ai qu'une feule méthode pour la dimension

des lignes de toutes sortes de Roulettes, en forte
que, soit qu'elles soient simples, alongées ou
accourcies, ma construction est toujours pareille,
en cette maniéré :

Soit ( Fig. 43. ) une Roulette de quelque efpece Kg- 43-
que ce soit, dont A F soit la base 3 F C Taxe 3 8c
CM F la circonférence du cercle générateur, la¬
quelle ait telle raison qu'on voudra à la base FA:
& ayant divisé cette circonférence en un nombre in¬
défini d'arcs égaux aux points My je mene de tous
les points de division des droites M. B parallèles à
la base, qui coupent la courbe de la Roulette,
chacune en un point 8 ; & je joins tous les points
voisins B B.

Je suppose que les divisions de la circonférence
soient en si grand nombre que la somme de ces-droi¬
tes B B ( lesquelles font les .sous-tendantes de la

C c 1 Roulette )
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Roulette ) ne diffèrent- de la courbe de la Rou¬
lette , que d'une ligne moindre qu'aucune donnée.

J'ai auili besoin qu'on sache ( & je le démontre¬
rai en peu de mots ) que si on fait : comme la cir¬
conférence du cercle générateur, à la base de la
Roulette , ainsi le rayon F G , à la portion G H de
Taxe prise depuis le centre ; & que de l'extrémité
H de cette portion on mene toutes les droites HM:
ìl arrivera que toutes ces droites seront entre elles
comme les sous-tendantes B B de la Roulette, &
qu'elles les représententj & c'est pourquoi je les
appelle les représentantes.

Cela fera visible, si on entend que le cercle gé¬
nérateur soit placé à tous les points B3 lequel coupe
chaque parallèle B M3 voisine au point O, en
forte qu'on n'en considéré que les arcs B O, lesquels
seront égaux, tant entre eux, qu'aux arcs M M,
& les portions B O des parallèles seront égales en¬
tre elles. Et ainsi chaque arc B O fera à la portion
O B de la parallèle, comme la circonférence FMC
à la base AF3 ou comme GM à. G H. Et il ar¬
rivera ainsi que chacun des petits triangles BOB
fera semblable à chacun des triangles MGH : cha¬
cun des angles H GM étant égal à chacun des
angles B O B ou B M C3 faits de chaque parallèle
ëc de la circonférence. Et partant chaque B B fera
à chaque arc BO, comme chaque H M à. M G.
Et toutes les B B ensemble , c'est-à-dire , la cour¬

be,
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be, fera à tous les arcs égaux ensemble O B ou
MM j c'est-à-dire, à la circonférence CM F, com¬

me la somme des HM3 à la somme des G M 3 ou

au rayon multiplié par la circonférence CMF.
Donc en multipliant les deux premiers termes par
le rayon, la courbe multipliée par le rayon, est à la
circonférence CM F multipliée par le rayon, com¬
me la somme des représentantes HM3 au rayon
multiplié par la circonférence CMF; mais les deux
conséquents font égaux : donc la courbe multipliée
par le rayon est égale à la somme des représen¬
tantes HM ( multipliées chacune par les petits arcs
MM) ; mais le rayon est donné : donc si la som¬
me des H M est donnée, la courbe le fera auffi.

Donc toute la difficulté de la dimension des
Roulettes est réduite à ce problême.

La circonférence d'un cercle donné 3 étant divisée
en un nombre indéfini d'arcs égaux j & ayant mené
des droites d'un point quelconque donné dans le plan
du cercle à tous les points de division • trouver la
somme de ' ces droites ?

Ce problême est aisé à résoudre, quand le point
donné est dans la circonférence ( comme il arrive
quand la Roulette est simple ; c'est-à-dire , quand
la base A F est égale à la circonférence CM F) y

car alors la somme de ces droites est égale au

quarté du diametre , parce que c'est la même chose
C c 3 que
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que la somme des sinus droits du quart d'un autre
cercle, dont le rayon fera double.

Et si on résout ce problème quand le point donné
est au-dehors, il fera résolu en même-temps quand
le point est au-dedans.

Car s'il y a deux cercles concentriques , dont
les circonférences soient divisées chacune en un

nombre indéfini d'arcs égaux, la somme des droites
menées d'un point quelconque de la grande circon¬
férence à tous les points de division de la petite,
fera la même que la somme des droites menées
d'un point quelconque, pris dans la petite circon¬
férence, à tous les points de division de la grande;
& chacune des droites d'une multitude fera égale
à chacune des droites de l'autre multitude, parce

qu'elles font les bases de triangles égaux & sem¬
blables. Et ainsi la somme des unes fera égale à
la somme des autres, pourvu qu'elles soient mul¬
tipliées par les mêmes arcs. Mais si on entend
qu'elles soient multipliées chacune par les arcs aux¬
quels elles se terminent, alors la somme de ceiles
qui font menées aux divisions de la grande circon¬
férence , fera à la somme des autres, comme la
grande circonférence est à l'autre , ou comme le
grand rayon au petit. Et ainsi si la somme des unes
est donnée, la somme des autres le fera auffi, les
deux cercles étant donnés. Or j'ai ce Théorème
général.

La
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La circonférence d'un cercle donné étant divisât

in un nombre indéfini d'arcs égaux , & un point quel¬
conque étant pris oh l'on voudra , soit en la circon¬
férence , soit dedans , soit dehors, soit fus le plan ,

soit hors du plan, d'oh soient menées des droites a
tous les points de division : je dis que la somme de
tes droites fera égale a la surface d'un cylindre obli¬
que donné.

Et je le démontre en cette forte dans lè cas ou
le point est pris hors du cercle, qui est le seul
dont j'ai besoin ici, & duquel s'ensuivent tous
les autres.

L 1 M M E,

Soit le cercle donnés L B ( Fig. 44. ) dont ìa cir- Fig. 44.
conférence soit divisée en un nomlre indéfini d'arcs
égaux en L ; fioit le point H hors du plan g & élevé
perpendiculairement fur un des points A, c'efi-à-
dire, que la droite AH fioit perpendiculaire au plan
du cerclé', & fiaient menées toutes les H L : je dis
que la somme des droites El L multipliées chacune
par chaque petit arc L L, est égale au quart de la
surface du cylindre oblique, qui aura pour base h
cercle AMC, dont le rayon sera A B, & pour axe
la droite H B, menée d l'autre extrémité du dia¬
mètre A B.

Car foìent les cotés du cylindre oblique MN,
qui coupent la base supérieure en N ; & soient
M O les touchantes de la base inférieure, sur les-

C c 4 quelles
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quelles soient menées les perpendiculaires no. II
est visible que le quart de la surface oblique ihtc
est composée des parallélogrammes compris des
arcs mm 8c des côtés mn, ou des rectangles com¬
pris des mêmes arcs MM & des perpendiculaires
no: mais les arcs mm font égaux, tant entre
eux, qu'aux arcs ll. Donc si la somme des per¬
pendiculaires no est égale à la somme des droites
hl j ce qui est proposé sera évident.

Or chaque no est égal à chaque b l 3 comme
il est visible par l'égalité 8c la similitude des trian¬
gles hbl3 nm o.

Car Taxe h b est égal & parallèle au côté nm3
8c les droites bl3 mo font parallèles, étant per¬
pendiculaires l'une à mb 3 l'autre à a l 3 qui font
parallèles à cause de l'égalité des angles cbm,
bal.

Proposition.

Eig. 45. Soit maintenant ( Fig. 45.) le point H, donné
dans le plan du cercle AL B & hors le cercle, &

soient menées les H L aux points L des divisons
égales : je dis que leur somme es égale à la surface
d'un cylindre oblique.

Car menons le cercle dont b h est le dia¬
mètre , & prenons a v en forte que b v quarré
soit égal à b a quarré, plus deux fois le rectangle
bah; 8c menons le cercle dont b v soit ,1e dia¬
mètre , 8c où il arrivera auíïl que quelque droite

qu'on
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qu'on mene du point B , comme B LIZ, le quarré
de BI fera égal à B L quarré , plus deux fois le
rectangle B L Z.

Soit aufïì élevée VO perpendiculaire au plan du
cercle, & soit prise B O égale à B H, & soient
menées toutes les droites OI ( aux points où les
droites B L coupent la circonférence CIV) : je dis
que chaque droite OI est égale à chaque droite HL.

Car H B quarré est égal à H L quarré, plus L B
quarré., plus deux fois le rectangle HLY { en pro¬
longeant HL jusqu'au cercle B Z H), ou à HL
quarré, plus L B quarré, plus deux fois le rec¬
tangle B LZ, 011 à HL quarré, plus B L quarré :
mais ausiì O B quarré ( qui est le même que IIB
quarré ) est égal à OI quarré, plus B / quarré.
Donc OI quarré, plus I B quarré, est égal z. H L
quarté, plus IB quarré : donc austi OI quarré est
cgal z IIL quarré ; & partant OI à HL.

Donc la somme des OI est la même que la som¬
me des HL, si on les multiplie chacune par les
mêmes petits arcs 5 mais la somme des OI ( mul¬
tipliées par les petits arcs //, lesquels font égaux
entre eux, puisque les arcs L L le font par l'hy-
pothese ) est égale au quart de la surface d'un cy¬
lindre oblique, par le Lemme, puisque HO est
perpendiculaire au plan du cercle BIV.

Donc la somme des H L multipliées par les mô¬
mes arcs II, est égale au quart de la même sur¬

face
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face. Donc la somme des HL multipliées par les
petits arcs Zí j est auíïì égale à une surface d'un
cylindre oblique proportionnée à l'autre. Ce qu'il
salloit démontrer.

On démontrera la même chose, íì le point don¬
né X est pris hors du plan, & élevé perpendicu¬
lairement fur le point H.

Car en prenant dans la perpendiculaire VO le
point K, en forte que K O quarté, plus deux fois
le rectangle KO V3 soit égal à IIX quarté : il est
visible que toutes les X L seront égales à toutes
les K/, chacune à la sienne, puisque chaque XL
quarré, ou XII quarté, plus HL quarté, fera égal
à chaque KI quarré, ou OI quarré ( qui est égal
à HL quarré ), plus K O quarré, plus deux fois
K O V3 qui font pris égaux à XH quarré.

Donc la somme des /Z est égale à la somme
des K Ij laquelle est égale à la surface d'un cylin¬
dre oblique par le même Lemme.

Conclusion.

De tontes lesquelles choses il s'enfuit que k
Kg. 43. somme (Fig. 43.) des représentantes HM3 étant

égale à la surface d'un cylindre oblique, elle fera
par conséquent égale au rectangle qui a pour hau¬
teur l'axe du cylindre oblique, & pour base la courbe
de l'ellipse, engendrée dans la surface du cylindre
oblique par le plan perpendiculaire à l'axe. Or là

même
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même somme des représentantes est déja montrée
égale à la courbe de la Roulette multipliée par le
rayon de son cercle générateur. Donc la courbe de la
Roulette multipliée par le rayon, est égale à la
courbe d'une ellipse multipliée par Taxe d'un cy¬
lindre oblique donné. Donc comme Taxe du cy¬
lindre donné, est au rayon donné, ainsi la courbe
de la Roulette est à la courbe d'une ellipse. Ce
qu'il failoit démontrer.

En suivant cette méthode, on trouvera le calcul
des deux axes de l'ellipse, dont da courbe se com¬
pare à celle d'une Roulette dorihée. Le voici tel
que. je le fis envoyer à beaucoup de personnes ait
commencement de Septembre 165 8,en Angleterre,
à Liege & ailleurs, & entre autres à M. de Ro-
berval, à M. de Slu'ze, & quelque temps après-
à M. de Fermât.

Soit fait: comme la circonférence du cercle gé¬
nérateur , à cette même circonférence plus la base
de la Roulette, ainsi le diametre du cercle à une

autre droite ; cette droite soit le grand demi-axe
d'une-ellipse. Soit fait : comme la circonférence plus
la base, à la différence entre la circonférence &!
la base, ainsi le grand demi-axe, à l'autre demi-axe.
La moitié de la courbe de l'ellipse, qui aura ces
deux demi-axes, fera égaie à la courbe de la Rou¬
lette entiere, & les parties aux parties.

On
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On conclura auffi de tout ce qui a été démon¬

tré, que deux Roulettes , l'une alongée, l'autre ac-
courcie, ont leurs lignes courbes égales entre elles,
s'il arrive de part & d'autre que la base de l'une
loit égale à la circonférence du cercle générateur
de l'autre.

II me seroit aisé de réduire cette méthode à li
maniéré des Anciens, & de donner une démons¬
tration pareille à celle que j'ai faite de l'égalité des
lignes spirale & parabolique. Mais parce que cela
seroit un peu plus.long & inutile, je la laisse, quoi¬
que je l'aie toute-prête} je me contente d'en avoir
donné cet exemple de la spirale & de la parabole.

On voit auffi, par toutes ces choses, que plus
la base de la Roulette approche d'être égale à la
circonférence du cercle générateur, plus le petit
axe de I'ellipse qui lui est égale, devient petit à le-,
gard du grand axe : & que quand la base est égale
à la circonférence , c'est-à-dire, quand la Roulette
est simple, le petit axe de I'ellipse est entièrement
anéanti ; & qu'alors la ligne courbe de I'ellipse,
laquelle est toute applatie, est la même chose qu'une
ligne droite , savoir, son grand axe : & delà vient
qu'en ce cas la courbe de la Roulette est auffi égale
à une ligne droite. Ce fut pour cela que je fis man¬
der à ceux à qui j'envoyai ce calcul, que les cour¬
bes des Roulettes étoient toujours , par leur na¬
ture , égales à des ellipses} & que cette admirable

égalité
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égalité de la courbe de la Roulette simple à une
droite que M. Wren a trouvée, n'étoit, pour ainsi
dire, qu'une égalité par accident, qui vient de ce

qu'en ce cas l'ellipse se trouve réduite à une droite.
A quoi M. de Sluze ajouta cette belle remarque
dans fa réponse du mois de Septembre dernier,
qu'on devoit encore admirer fur cela Tordre de la
nature, qui ne permet point qu'on trouve une droi¬
te égale à une courbe, qu'après qu'on a déja sup¬
posé l'égalité d'une droite à une courbe. Et qu'ainsi
dans la Roulette simple, où l'on suppose que la
base est égale à la circonférence du générateur, il
atrive que la courbe de la Roulette est égale a
une droite.

DE
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£>£ L ESCALIER,
DES TRIANGLES CYLINDRIQUES,
£T D£ LA SPIRALE AUTOUR D'UN CONE.

LETTRE
DE M. DETTONVILLE

a m. de s l u z e,

Chanoine de la Cathédrale de Liege.

Monsieur,
J e n'ai pas voulu qu'on vous envoyât mes Pro¬

blêmes de la Roulette, fans que vous en reçussiez
en même-temps d*auttes que Je vous ai promis de¬
puis un fi long temps, touchant la dimension & le
centre de gravité de YEscalier St des Triangles cy¬
lindriques. J'y ai Joint auffi la résolution que j'ai
faite d'un problême, où il s'agit de la dimension
d'un solide formé par une spirale autour d'un cône.
C'est une solution que j'aime, parce que j'y suis
arrivé par le moyen de vos lignes en perle , &
que tout ce qui vous regarde m'est cher. Cela mela
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la rend plus considérable que sa difficulté, laquelle
je ne puis désavouer, puisqu'elle avoit paru si
grande à M. de Roberval : car il dit qu'il avoit
résolu ce problème depuis long-temps; mais qu'il
n'a jamais rien voulu en communiquer à qui que
ce soit, voulant le réserver pour s'en,servir eu
cas de nécessité, cle même qu'il en tient encore
secrets d'autres fort beaux pour le même destein.
Sur quoi je fuis obligé de reconnoître la sincérité
de fa maniéré d'agir en ces rencontres : car aussi¬
tôt qu'il fut que je l'avois résolu , il déclara qu'il
n'y prétendoit plus , & qu'il n'en feroit jamais rien
paraître;par cette raison que n'en ayant jamais pro¬
duit la solution, il devoir la quitter à celui qui l'a-
voit produite le premier. Je voudrois bien que tout
le monde en usât de cette forte, & qu'on ne vît point
entre les Géomètres cette humeur toute contraire
de vouloir s'attribuer ce que d'autres ont déja pro¬
duit, & qu'on ne trouve qu'après eux. Pour vous,
Monsieur, vous en êtes bien éloigné, puisque vous
ne voulez pas même avoir ['honneur de vos pro¬
pres inventions : car je crois que pour faire savoir
que vous avez trouvé , par exemple, cette para¬
bole , qui est le lieu qui donne les dimensions des
surfaces des solides de la Roulette autour de la
base, il faudrait que ce fût moi qui le disse, auífi-
bìen que les merveilles de votre nouvelle Analyse,
k tant d'autres choses que vous m'avez fait I'hon¬

neur
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rieur de me communiquer avec cette bonté que
vous avez pour moi, qui m'engage d'être toute
ma vie, &c.

POUR LA DIMENSION
Et le centre de gravité de l'Eícalier.

Définition.

Fìg. 17 COi-r ( Fig. 7.7 & 46. ) l'arc de cercle quelconque
St CQ divisé en un nombre indéfini d'arcs égaux

aux points D, d'où soient menés les rayons D A; &
íoit entendu le premier secteur ASC 3 élevé au-
deíTus du plan du secteur entier AQC3 8c paral¬
lèlement à ce même plan ; en sorte que chaque
point du secteur ASC élevé réponde perpendi¬
culairement au même secteur ASC dans le plan
du cercle, c'est-à-dire, que le point A élevé soit
dans la perpendiculaire au plan du cercle, mené du
centre A ; & de même le point C au-defiùs du
point C, &c. Et soit la distance d'entre le plan du
cercle & le secteur ASC élevé, égale à un des
petits arcs D D.

Soit le second secteur ARC élevé de même pa¬
rallèlement au plan de la base, & distant de ce
même plan de deux petits arcs D D. Et soit le troi¬
sième secteur élevé de même de la distance de trois
petits arcs. Et ainsi toujours. Le
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Le solide, composé de ces secteurs, s'appellera

escalier: & le rayon A Q s'appellera le commen¬
cement ou le premier degré ; & AC fera le dernier
degré de l'escalier 3 & le secteur A Q C en sera
la base.

Proposition premiere.

Trouver la dimension d'un escalier donné, en

supposant toujours la quadrature du cercle quand il
k faut.

L'escalier est égal au quart du quarré de l'arc
de sa base multiplié par le rayon.

Cela est visible, & démontré dans le Traité des
Arcs, Proposition III.

proposition ii.

Trouver le centre de gravité d'un escalier donné.
Le centre de gravité de l'escalier est élevé au-

deísus de la base du tiers de l'arc de la base.
Cela est visible de soi-même, & s'ensuit aufll

du Traité des Arcs, Proposition IV.
Et si de ce centre de gravité on abaisse une per¬

pendiculaire fur la base, le point où elle tombera
sera donné, puisque les distances, tant de la droite
A B j que de la droite A C ( Fig. 27 ou 32.) font Kg- 17
données par les Propositions V de VI des Arcs. °U 5 7"

Car la distance de la droite A C multipliant l'es¬
calier , est égale à la somme des solides compris

Tome F. D d de
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de chaque secteur ADC& de son bras fur AC •
laquelle somme est donnée par la Proposition V
des Arcs.

Et fa distance de la droite AB multipliant de
même l'escalier, est égale à la somme des solides
compris de chaque secteur ADC & de son pro¬
pre bras fur AB; laquelle somme est donnée par
la Proposition VI.

Le calcul en est trop facile à faire, puisqu'on
çonnoît l'escalier & les sommes de ces solides, pat
les Propositions V & VI. Et si on cherche, selon
cette méthode, le centre de gravité de l'escalier,
qui a pour base le quart de cercle, on trouvera qu'il
est élevé au-deílus du plan de la base de la douziè¬
me partie de la circonférence : & que le point où
tombe cette perpendiculaire sur la base, est distant
du premier dégré A B3 d'une droite qui est au rayon,
comme quatre fois lequarré du rayon, à trois fois le
quarré de l'arcde 90 dégrés : & distant du dernier
dégré A C3 d'une droite qui est à fa distance de
A B3 çomme l'arc de 90 moins le rayon, est au
rayon.

POUR
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POUR LA DIMENSION
Et le centre de gravité des Triangles

cylindriques,
Définition.

Ql trois points quelconques font pris comme on
voudra fur la surface d'un cylindre droit, 6e

qu'on les joigne par des lignes planes ( lesquelles
seront nécessairement, ou des droites, ou des arcs
de cercle, ou des portions d'ellipse ) : la portion de
la surface cylindrique comprise de ces trois lignes,
s'appellera Triangle cylindrique.

Et si de deux points pris dans la circonférence
de la base inférieure d'un cylindre droit, on mene
les côtés du cylindre jusqu'à la base supérieure : la
portion de la surface cylindrique, comprise entre
ces deux côtés &c les arcs des deux bases , s'appel¬lera Reciang'e cylindrique.

Avertissement.
Je ne m'arrête pas à démontrer qu'en supposant

la quadrature du cercle, on connoît le centre de
gravité, & la dimension d'un rectangle cylindri¬
que donné.

Et je ne m'arrête pas auísi à démontrer qu'on aura
la dimension & le centre de gravité d'un triangle
cylindrique quelconque, si on connoît la dimen-

D d 2 sion
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sion & le centre de gravité d'une sorte de triangle
cylindrique, que j'appelle de la premiere espece;

3. savoir, de ceux qui, comme Z FB ( Fìg. 3. ), sont
composés de l'arc B F de la base, d'un côté FZ
du cylindre, mené d'une des extrémités F de l'arc
B Fj &: d'une portion d'ellipse Z B 3 engendrée
dans la surface cylindrique par le plan Z B A,
passant par le rayon B Z, mené de l'autre extré¬
mité B de l'arc B F.

Car si 011 veut s'y appliquer, on verra incon¬
tinent qu'un triangle cylindrique quelconque, se
divisera toujours en plusieurs petits triangles qui se¬
ront, ou la somme, ou la différence des triangles
cylindriques de cette espece, ou de reétangles cylin¬
driques : de la même forte qu'un triangle rectiligne
quelconque se divisera toujours en plusieurs petits
triangles, lesquels seront les sommes ou les dif¬
férences de triangles rectangles donnés 3 &: qu'ainsi
en connoiílant la dimension & le centre de gra¬
vité des seuls triangles rectangles, on connoîtroit
auíiì la dimension & le centre de gravité de toutes
fortes de triangles rectiiignes donnés.

Ainsi on connoîtra la dimension & le centre de
.gravité de toutes sortes de triangles cylindriques,
si 011 connoît ces choses, tant dans les rectangles
cylindriques ( ou elles font connues d'elles-mê¬
mes , comme il est déja dit ), que dans les trian¬
gles cylindriques de la premiere espece, dans les¬

quels
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quels on va le résoudre dans la Proposition sui¬
vante.

Proposition.

Etant donné un triangle cylindrique Z F B de la
premiere espece j en trouver la dimenfion & le cen¬
tre de gravité?

Cette proposition est déja résolue dans le Traité
des Solides circulaires. Car ce triangle cylindrique
n'est autre chose que la surface courbe de l'onglet
du triligne circulaire B FE. Or dans ce Traité on
á donné la dimension & le centre de gravité de
la surface de son double onglet. Et il est visible
que le centre de gravité de la surface d'un des on¬
glets, est dans la perpendiculaire au plan du tri¬
ligne , menée du centre de gravité de la surface du
double onglet : de sorte qu'il ne reste qu'à trouver
la longueur de cette perpendiculaire ; laquelle est
aisée, puisque la surface de l'onglet multipliée par
cette perpendiculaire , est égaie à la moitié de la
somme des quarrés des sinus de l'arc FB ( quand
le plan qui retranche l'onglet est incliné de 45 dé¬
grés : & quand on l'a dans cette inclinaison, on l'a
austi dans toutes les autres, puisqu'elle est toujours
en mèfne raison à la hauteur Z F). Or la moitié
de la somme des quarrés de ces sinus est connue,
& égale (par le Traité des Sinus, Proposition 11 )
à la moitié de l'efpace BFE, multiplié par le
rayon B A.

D d 3 On
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On suppose ici que dans la Figure 3 , A B C est

un quart de cercle, dont A est le centre 3 & que
la surface B F CYZB est une portion de la surface
du cylindre droit, retranchée par le plan YZ B Ay
passant par le rayon B A, & formant dans la sur¬
face cylindrique la portion d'ellipse B Z Y.

DIMENSION

D'un solide formé par le moyen d'une
spirale autour d'un cône.

(TOit un cercle donné ABCDy dont A soit le
^

centre, & A B un demi-diametre 3 soit B G per¬

pendiculaire au plan du cercle de quelque gran¬
deur que ce soit, par exemple , égale à A B y &
soit entendu, en un même temps, la ligne AB, se
tourner uniformément à l'entour du centre Ay & la
ligne B G y se porter en même-temps & par un
mouvement uniforme le long du demi-diametre
B A y & soit encore entendu en même-temps le
point B monter uniformément vers G : en forte
qu'en un même temps le point B arrive à l'extré-
mité de la ligne B G y la ligne B G au centre A y &
le demi-diametre A B au point B d'où il étoit parti.

Par ces mouvements , la ligne B G décrira une

spirale BIHA dans le plan du cercle 3 8e le point
Bj en montant, décrira une espece de spirale en

l'air,
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Pair:, ou autour d'un cône BFE, qui se termi¬
nera au point E d'où la perpendiculaire A E est
égale à B G.

On demande la proportion de la sphere, clonr
le cercle donné est un grand cercle, avec le solide
spiral décrit par ces mouvements, & terminé par
quatre surfaces ; savoir, la spirale B H A décrite
dans le plan du cercle, la portion de surface
conique bornée par la droite BE & par l'es-
pece de spirale BFE_, le triangle rectiligne B A Ey
-& la surface cylindracée décrite par B G portée au¬
tour de la spirale B H A.

Solution.

Soit coupée B A en un nombre indéfini de par¬
ties égales aux points O ; & soit le point T celui
du milieu, d'où soit mené le demi-cercle T H, qui,
comme il est aisé de l'entendre, coupera le diametre
prolongé en H au même point où arrive la spirale.

Soit sur ce demi-cercle élevée la surface cylin¬
drique T P FH, qui coupe les surfaces qui bor¬
nent le solide, & y donnent pour communes sec¬
tions T P FHj qui fera composée de quatre lignes;
savoir, la ligne TPy qui se trouvera dans le plan
B A E, la ligne F H dans la surface cylindracée
égale à T P, le demi-cercle P F dans la surface su¬
périeure, & le demi-cercle de la base TH égal
au précédentPPj comme tout cela est évident; &

D d 4 ainsi
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ainsi la figure TPFH sera un rectangle cylindrique,

Soit maintenant d'un, des points O mené l'arc
OI à l'entour du centre A , qui coupe la spirale
en I, & soit élevé de même le rectangle cylin¬
drique OYSî: je dis, & cela fera incontinent

• démontré, que ce rectangle cylindrique OYSI
fera au premier P T HF, comme B O quarré en
O A, à BT quarré en TA.

Ce qui étant toujours véritable en quelque lieu
que soit le point G : il s'ensuit que tous les rec¬
tangles cylindriques ensemble, c'est-à-dire, le so¬
lide proposé, sera à celui du milieu P TH. F pris
autant de fois, c'est-à-dire, au demi-cylindre qui a
le cercle donrté pour base, & "pour hauteur T P,
qui est la moitié du demi-diaméíre, commè tous
lés B O quarré en G A ensemble, à B T quarré en
TA, ou à B T cube pris autant de fois, c'est-à-
dire, comme la perle du troisième ordre au rec¬
tangle de l'axe & de l'ordonnée. du milieu : la¬
quelle raison M. de Sluze a donnée., nón-seule-
ment dans la perle du troisième ordre, mais en¬
core dans celle de tous les ordres, ou cette raison
est toujours comme nombre donné à nombre donné.

Donc le solide proposé est au demi-cylindre du
cercle donné & de la hauteur T P, en raison don¬
née 5 donc il est aitffi en raison donnée au cylindre
entier de même base & de la hauteur quadruple,
savoir, du diamètre. entier BD_, & par conséquent

S

a
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â la sphere, qui est les deux tiers du cylindre. Ce
qu'il falloit démontrer.

Or que le rectangle cylindrique YOIS soit au

rectangle cylindrique P THF3 comme B O quarré
m O A, a. B T quarré en T A: cela se prouve ainsi.

Je dis, premièrement, que í'arc OI est à l'arc
TH3 comme le rectangle B O, O A au rectangle
BT3 TA; car les arcs OI3TH font en raison
composée dés demi-diametres A O, AT3 & des
angles, ou des arcs BC3 BCD3 qui. font, par la
nature de la spirale, comme ÇI ou B O, à D H
ou B T ; donc ces arcs font en raison composée
de i? O à BT 8c de O A à TAj c'est-à-dire, com¬
me le rectangle S O, O A au rectangle B T3 T A.

Venons maintenant aux rectanglés cylindriques
YOISj PT TIF : il est visible qu'ils font en rai¬
son composée des hauteurs & des bases, c'est-à-
dire, en raison composée de O Y à T P, ou B O
à B Tj & de l'arc OI à l'arc T //, c'est-à-dire, com¬
me on l'a vu, du rectangle B 03 O A au rectangle
B 7, TA: mais la raison composée de B O à B T,
& du rectangle B O, O A au rectangle BT3 T A 3

est la même que la raison de B O quarré en O A
à BT quarré en T A. Donc, &c. Ce qu'il falloit
démontrer.

Les solides des autres spirales des ordres supé¬
rieurs, se trouveront de même par le moyen des
lignes en perle des ordres supérieurs.

ÉGALITÉ
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ÉGALITÉ DES LIGNES
SPIRALE ET PARABOLIQUE.

LETTRE

DE M. DETTONVILLE
A M. A. D. D. S.

Monsieur,
J'a i reçu la Lettre que vous m'avez fait l'hon-

neur de m'écrire, avec le petit Traité de Géométrie
qu'il vous a plu m'envoyerj & je prends pour un
effet de votre civilité Tordre que vous me donnez de
l'examiner ; car vous pouviez le faire facilement
vous-même, puisque ce qui est une étude pour les
autres, n'est qu'un divertissement pour vous. Mais
puisque vous voulez en savoir mon sentiment, je
vous dirai, Monsieur, que l'Auteur y touche une
difficulté où beaucoup d'ancres ont heurté : & c'est
une chose étrange de voir qu'en une matière de
Géométrie il se rencontre tant de contestations. II
y a environ quinze ans que M. Hobbes crut que
la ligue courbe d'une parabole donnée étoit égale
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à une ligne droite donnée. M. de Roberval en^
suite dit ou'eile étoit égale à la ligne courbe d'unea O O

spirale donnée j mais fans en donner de démons¬
tration autrement que par les mouvements, dont
011 voit quelque chose dans le Livre des Hydrau¬
liques du R. P. Mersenne : & comme cette ma¬
niéré de démontrer n'est pas absolument convain¬
cante , d'autres Géomètres crurent qu'il s'étoit trom¬
pé, & publierent que cette ligne parabolique étoit
égale à la demi-circonférence d'un cercle donné:
le Livre que vous m'envoyez maintenant, sou¬
tient de nouveau la même chose. Cette diversité
d'avis m'ayant étonné , je voulus reconnoître le¬
quel étoit le véritable } car quelque nombre de
Géomètres qu'il y eût contre M. de Roberval,
je n'en conclus rien contre lui : & au contraire si
on jugeoit de la Géométrie par ces sortes de con¬

jectures, la connoistance que j'ai de lui m'auroit
fait pencher de son côté, le voyant persister dans
son sentiment ; mais comme ce n'est pas par-là qu'on
doit en juger , je résolus d'examiner moi-même si
la ligne à laquelle on peut comparer la ligne pa¬
rabolique donnée , est une ligne droite ou une spi¬
rale , ou une circonférence de cercle : c'est ce que
je voulus chercher , comme si personne n'y avoiç
pensé : & sans m'arrêter , ni aux méthodes des
mouvements, ni à celles des indivisibles, mais en

suivant celles des Anciens, afin que la chose pût
être



être désormais ferme & fans dispute. Je l'ai donc
fait, & j'ai trouvé que M. de Robervai avoir ea
raison » & que la ligne parabolique & la spirale
sont égales l'une à l'autre : c'est ce que vous verrez.
La démonstration est entiere & exactement accom¬

plie» & pourra vous plaire d'autant plus qu'elle est
la feule de cette espece : aucune autre n'ayant en¬
core paru, à la maniéré des Anciens, de la compa¬
raison de deux lignes de différente nature. Ainsi
je puis dire , avec certitude , que la ligne parabo-
Ëqixe est égale à la spirale, & je m'aíïure que cette
preuve arrêtera toutes les contradictions. Voilà ce
que vous avez demandé de moi : je souhaite que
cela, vous agrée, & que ce vous soit au moins une
marque du désir que j'ai de vous satisfaire & de
vous témoigner que je fuis de tout mon cœur, &c.

Dt Paris, ce 10 Décembre lóyS.

PROPRIÉTÉS
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PROPRIÉTÉS DU CERCLE.

I.

Çl la touchante EV (Figure 35.) ejl perpen- Bg. 3$-^ diculaire au rayon AE, & que Farc EB étant
pris moindre qu'un quart de cercle, on incline B V,
faisant avec la touchante l'angle B V E aigu : je
dis que toute la portion B V fera hors du cercle*,

Car en menant la touchante B Z, elle fera an¬

gle obtus avec E Z ( puisque l'arc B E est moin¬
dre qu'un quart de cercle). Donc sangle B ZE
sera plus grand que sangle BVE: donc le point Z
est entre les points E} V: donc sangle ABVest
obtus \ donc la portion B V fera hors du cercle. Ce
qu'il falloit démontrer.

II.

Si d'une extrémité du diametre ( Fig. 3 G. ) ejl
menée la touchante S N, & de l'autre extrémité G
la droite G N , qui la coupe en ÌA, & le cercle en

X : je dis que la droite S N est plus grande que
l'arc S X.

Car en menant la touchante XB,, les deux tou¬
chantes XRj R S seront égales, tant entre elles,
qu'à R N ( à cause que sangle S XN est droit ) :
donc A A" est égale à. S R, plus RX} qui font en¬

semble
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semble plus grandes que l'arc S X. Ce qu'il fal-,
loir démontrer.

I I I.

Si la touchante SL(Fig. 37.) étant perpendi¬
culaire au diametre S G, eji égale d l'arc S X, moin¬
dre qu'un quart de cercle : je dis qu'en menant les
droites S X, XL, les trois angles du triangle X S L
font aigus.

Car en menant la droite G XN , sangle XS L
l'est visiblement, puisqu'il est égal à sangle G;
sangle S XL l'est austî, puisqu'il divise sangle droit
SXN, par la précédente; & sangle SLX lest,
à plus forte raison , le côté S L qui est. égal à
l'arc S X, étant plus grand que la droite S X. Ce
qu'il falloit démontrer.

IV.

Si la touchante S 8 ( Fig. 38.) étant prise plus
grande que le diametre S G, auquel elle eji perpen¬
diculaire j l'on mene au centre la droite 8 T, coupant
le cercle au point Y : je dis que quelque point qu'on
prenne dans l'arc S X, comme X, dont on ment
S X coupant T' 8 en Q, la portion 8 Q eji plus grandi
que l'arc S X.

Car en menant 8 Z parallèle à Y Y, les triangles
rectangles Z 8 5', NGS seront semblables (à cause
de ségalité des angles G 8c 8 S Z) j donc les côtés
seront proportionnels : mais CY est posée moin¬

dre
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tire que S 8 3 donc S N est auíìì moindre que Z 8 :
mais ZS est moindre que 8 Q (puisque ST est
moindre que T Q, le point Q étant hors du cer¬
cle ) 3 donc S N est moindre que 8 Q : mais Tare S X
est moindre que S N ( par ce qui a été démontré ) j
donc à plus forte raison l'arc S X est moindre que
8 Q. Ce qu'il falloir démontrer.

V.

Si l'arc de cercle EB ( Fig. 39. ) moindre qu'un tig. 37,
quart de cercle 3 ejl égal à la touchante E V, per-.
pendiculaire au rayon A E : je dis que l'angle E A Y
fera plus grand que la moitié de l'angle E A B.

Car soit menée la droite A Z 3 qui coupe san¬
gle E A B en deux parties égales, & la touchante
EV au point Z ; il est visible que la portion E Z
est moindre que la corde E B ( puisque sangle E Z B
est obtus, l'arc étant moindre qu'un quart de cer¬
cle ) y mais la corde A A est moindre que l'arc E B,
8c partant moindre que EV : donc à plus forte
raison A Z est moindre que EV : donc sangle
E A Z est moindre que sangle E A V. Ce qu'il
falloit démontrer.

-SwS*

PROPRIÉTÉS
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PROPRIÉTÉS DE LA SPIRALE.

Eg. 40. (O I le rayon A B ( Fìg. 40. ) qui est le commence¬
ment de la spirale de la première révolution

BCDXAest divisé en tant de portions égales
qu'on voudra aux points A 3 Y3 4, 3, B 2 & les arcs
menés de ces points autour du centre commun A,
coupant la spirale aux points C 3 D, X3 &c. :

Je suppose qu'on sache toutes les propriétés sui¬
vantes :

1 Que l'arc quelconque 3 C est à l'arc 4D3 com¬
me le rectangle 83 in 3 A au rectangle B 4 in 4 A.

20. Que les rayons A B> A E, A 8 , &c. font
tous les angles égaux entre eux, & divisent les
arcs en tant de portions égales entre elles que le
rayon A B : & qu'ainsi telle partie que la premiere
portion £3, est du rayon , telle partie l'arc B E l'est
de fa circonférence, & l'arc CE ou 3 C de la sien¬
ne : & telle partie est encore sangle B A E de
quatre angles droits.

3". Que le rayon entier B A est à une portion
quejconque A 3 j comme la circonférence entiere
B E Bj à l'arc E 8 B 3 qui contient autant de por¬
tions égales du cercle, que A 3 contient de por¬
tions égales du rayon, ou comme telle autre cir¬
conférence qu'on voudra 3 C3 , à l'arc correspon¬
dant CF 3.

4°. Que



SPÎRALB ET PARABOLIQUE. 4jj
4°. Que rous les arcs B jC, 4 S, compris

encre deux rayons prochains AB, A E , qui com¬
prennent un des arcs égaux, font tous en propor¬
tion arithmétique : & que le moindre de ces arcs
Y9, qui part du point Y le plus proche du cen¬
tre , est égal à la différence dont chacun des autres
différé de son voisin : & qu'ainsi si le premier est z,
le second est 4, le troisième est 6 : & ainsi tou¬

jours en suivant les nombres pairs.
5 Que ce moindre arc 7"9, pris autant de fois

que Tare B E est dans fa circonférence, est égal
au plus grand arc B E.

6Q. Que ce moindre arc Y 9 est égal au dernier
arc extérieur de la spirale X Y.

70. Que sangle aigu que fait la touchante à un

point quelconque de la spirale C avec son rayon
AC, se trouvera en faisant un triangle rectangle,
dont la base soit ce rayon A C, & la hauteur soit
égale à l'arc extérieur C F 3. Car alors sangle de
la touchante avec son rayon sera égal à sangle que
shypothénuse d'un tel triangle rectangle fait avec
sa base.

Conséquences.
8°. Que la touchante de la spirale au point A

est la même que le rayon A B, & que les tou¬
chantes aux autres points font toujours avec les
rayons menés cle ces points des angles d'autant
plus grands que le point d'attouchement est plus

■ Tome F. E e proche
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proche de B 3 parce que la raison du rayon à l'arc
extérieur en est d'autant moindre : y ayant moindre
raison de A C à l'arc C F 3 , que de A D à l'arc
D H 4, puisqu'en changeant & en renversant, il
y a plus grande raison de l'arc C F 3 à l'arc D H 4,
que de C A à A D ou A S 3 c'est-à-dire, que du
même arc CF 3 à S D 4.

9°. Qu'ainsi li on mene des touchantes de tous
les points où la spirale est coupée par les rayons
qui divisent la circonférence en arcs égaux, le plus
grand angle que ces touchantes fasient avec les
rayons, est celui de la touchante menée du point
B 3 où le premier rayon coupe la spirale, lequel
est égal à celui d'une hypothénuse avec sa base,
la base étant à la hauteur, comme le rayon à la
circonférence. Et le moindre de ces angles est celui
de la touchante menée du point X3 où le dernier
rayon coupe la spirale.

10'. Que le moindre des angles des touchantes
avec leurs rayons, est plus grand que la moitié de
l'angle compris par deux rayons prochains qui en¬
ferment l'un des arcs égaux 3 savoir, la moitié de
l'angle B A E.

■ Car l'angle de la touchante au point X est celui
de l'hypothénuse d'un triangle avec sa base ( la base
étant à la hauteur, comme AX3 à l'arc extérieur
XY} ou comme A Y3 à l'arc F9 ) 3 donc en faisant
la perpendiculaire YG égale à l'arc F 9, l'angle

G AY

♦
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G AY sefa celui dé la touchante au point X avec
son rayon. Or cet angle G Á Y est plus grand que-
la moitié de l'angle YA 9 ou B A E ( par la der¬
niere propriété du cercle )\ & menant la touchante
E F égale à Tare E B j & menant auffi l'nypothé-
nuse A V 3 sanglé EAV sera égal à cet angle„
qui est le moindre de tons, de la derniere tou¬
chante au point X avec son rayon : mais l'angle
E A Fesc plus grand que la moitié de l'angle B A E,
par ce qui a été démontré \ donc l'angle de la tou¬
chante au point X est auffi toujours plus grand que
la moitié de l'angle BAE. Ce qu'il falloit dé¬
montrer.

PROPRIÉTÉS DE LA PARABOLE.

<P OlT A B ( Kg. 41. ) la touchante au sommet d'une Kg- 4J-
^ parabole 3 divisée en tant de parties égales qu'on
voudra aux points 3 , 4, Y , d'au soient menés les
diamètres ou les parallèles à l'axe, coupant la pa¬
rabole en Q, 7 , L. Et de ces points soient menées
les touchantes jusqu'aux diamètres prochains Q K,
75, LT, eic. : je dis que toutes les portions des
diamètres P K, Q 5, 7 T, L Y, &c. comprises entre
les touchantes & la parabole font égales entre elles.

Car chacune , comme P K, par exemple , fera
montrée égale à la premiere YL, en cette forte.

Soit prolongée K Q ( puisque P K est prise en
E e 1 exemple )
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éxemple) jusques à l'axe au point S, &c menée
l'ordonnée Q AI,

Donc , par la nature de la parabole , puisque les
deux diamètres SA, K P font coupés par la tou¬
chante SKj il arrivera que
SA est à P K comme Q S quarré à Q K quarré,

ou comme 3 A quarré à 3 B quarré,
ou comme 3 A quarré k AYquarré,
ou comme 3 Q

ou MA ìLY

Mais, à cause de la touchante, S A est égale
à AI A ; donc P K est égale à L Y. Ce qu'il falloir
démontrer.

■ Je suppose qu'on sache cette autre propriété de
la parabole :

Que si on mene les ordonnées, par tous ces mê¬
mes points, P R QM, 7 G, L H; toutes les por¬
tions de Taxe comprises entre ces ordonnées, sa¬
voir RAI, AIG, G H, IIA, seront en propor¬
tion arithmétique : & que leur différence sera dou¬
ble de la premiere H A ( il faut dire le même des
droites qui leur font égales P Z , Q z ,-jO, L Y).
De forte que si la derniere L Y est 1 , la seconde
est 3 , la troisième 5 , tkc. 3 ainsi toujours par les
nombres impairs.

Avertissement.

Je démontre l'égalité de la ligne spirale avec la.
parabolique
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parabolique en inscrivant & circonscrivant, tant à
la spirale , qu'à la parabole, des figures desquelles
je considéré seulement le tour, ou la somme des

A
*. '

cotes.

La maniéré dont je me fers pour inscrire &
circonscrire ces figures est telle.

Pour inscrire une figure en la parabole,.
Soit ( Fig. 40. ) une parabole dont À Rsoit l'axe3 ^

R P la base3 AB la touchante au sommet, divisée
tn tant de parties égales qu'on voudra 3 aux points
3 , 4 , &c. d'ou soient menées les parallèles à l'axe3
qui coupent la parabole aux points 7 , Q, P, &c.
Les accommodées P Q, Q7, &c. font unesgure ins¬
crite en la parabole 3 & c'es celle de laquelle je me

sers, dont le tour es visblement moindre que celui
de la parabole 3 puisque 3 par la nature de la ligne
droite 3 chaque accommodée es moindre que la por¬
tion de la parabole qu'elle sous-tend.

Avertissement.

Je suppose le principe d'Archimede : quef deux
lignes fur le même plan ont les extrémités commu¬
nes , & font courbes vers la même part 3 celle qui
es contenue sera moindre que celleS qui la contient.

Ee 5 Pour
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Pour circonscrire une figure à la parabole.
Píg. 40. SoiENT dans la même (Fig. 40.) des points

Q, 7 S &c. menées des touchantes Q K, 7 5 > Bée.
qui coupent les diamètres prodiains en K, 5, Bcç.
la figure P K Q 5 7 , &c. composée des touchantes
K Q, 57, G'c. & des portions extérieures des diamè¬
tres P K , Q 5 , &c. forme une figure circonscrite à la
parabole 3 qui efi celle dont je me sers 3 & dont le
tour efi visiblement plus grand que celui de la para¬
bole j puisque les deux quelconques côtés liés K K,
plus P Q ( dont l'un efi la touchante & l'autre la
portion extérieure du diamètre ) font plus grands que
ta portion de la parabole qu'ils enfermentpuisqu ils
ent les extrémités P, Q communes 3 & que la para¬
bole efi courbe vers la même part.

Conséquence.
De cette description & de la propriété que nous

avons démontrée de la parabole, il s'enfuit, qu'en
toute figure circonscrite à la parabole en la maniéré
qui est ici marquée , les porrions des parallèles à
Taxe P K j Q 5, L Y, font toutes égales entre elles.

Pour inscrire une figure en la spirale.
S o 1T le rayon A B le commencement d'une spi¬

rale de la première révolution 3 divisé en parties éga¬
les
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les aux points 3,4, &c. , d'où soient menés les
cercles 3 C, 4 D C, &c. concentriques au grand s qui
coupent la spirale en C, D, &c. Les accommodées
BC, CD, &c. formeront une figure inscrits en la
spirale , qui es celle dont je me sers , & dont te tour
efi visiblement moindre que celui de la spirale, puis¬
que par la nature de la ligne droite, chaque accom¬
modée es moindre que la portion de la spirale quelle
sous-tend.

Pour circonscrire une figure à la spirale.
Soient des points C, D, &'c. menées les tou¬

chantes de la spirale , jusques aux cercles prochains
qu'elles coupent en M, N, &c. la sgure 8 M C fi D,
composée des portions extérieures des arcs B M, C N,
&c. & des touchantes M C , N D, &c. , qui fera
circonscrite à la spirale , es celle dont je me sers,
& dont le tour efi visiblement plus grand que celui
de la spirale, puisque deux quelconques cotés lies
B M, plus M C ( dont l'un efi un arc de cercle ex¬
térieur, & l'autre la touchante de la spirale) sont
plus grands que la portion de la spirale qu'ils enfer¬
ment, ces figures étant par-tout courbes vers la mê¬
me part, & ayant les extrémités B, C communes.

Définitions.

Soit dans la même (Fig. 40.) la droite AB le iv. 49.
commencement d'une,spirale de la premiere révo-

E e 4 lutìon,
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lution ; & soir la même droite AB la touchante
au sommet d'une parabole , dont saxe A R soit
égal à la moitié de la circonférence du grand cer¬
cle B EB j Sc la base R P, égale au rayon AB.
Cette parabole & cette spirale ayant cette condi¬
tion,.seront dites correspondantes.

■ Soit, maintenant divisée A B en tant de portions
égales qu'on voudra aux points 3,4 ,Y} &c. d'où
soient menés autant de cercles ayant le centre com-
muix en A. , .qui coupent la spirale en C 3D, &c.
que de lignes droites parallèles à l'axe, qui cou¬
pent la parabole Q, 7 , &c. ( Donc chaque point
du rayon, comme 3, donnera un point dans la pa¬
rabole par la parallèle à l'axe 3 Qj & un point dans
la spirale par l'arc de cercle 3 C). Ces points font dits
correspondants ; & la portion de la parabole entre
Q ìk P correspond à la portion de la ípirale entre
B & C ■ & les inscrites C B 3 PQ 3 font corres¬
pondantes ■: & par la même raison les inscrites
DCjQj.

Et íî de ces points Q, 7 , &c. font menées les
ordonnées Q -2", 7 a , &c. la portion OZ correspond
a la portion CE,8c-yiàDF3 &c. Et la premiere
portion P Z ( égale à la premiere portion de l'axe,
comprise entre les deux premieres ordonnées ) cor¬
respond à l'arc B E du premier cercle, compris en¬
tre les deux premiers rayons : & la seconde por¬
tion Q z, comprise entre la seconde 3c la troisie-

me,
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me, correspond, à Tare du second cercle C F com¬
pris entre le second & le troisième rayon j & ainsi
des autres. Et le triangle rectangle P QZ corres¬
pond au triligne B EC3 fait de l'arc BE & des
droites BCCE : & de même le triangle Q72
correspond au triligne CFDC; & les touchantes
de la parabole & de la spirale QKjCM sont cor¬
respondantes j étant menées des points correspon¬
dants Q, C; 8c la portion P K à l'arc B M3 Scc.

Rapports entre la parabole & la
spirale, qui ont la condition supposée
pour être dites correspondantes.

I.

Si une parabole & une spirale sont en la con¬
dition supposée : je dis que quelque point qu'on
prenne dans la touchante A B, comme 3 , la por¬
tion du diametre extérieur, ou bien 3 Q, comprise en¬
tre le point 3 & la parabole 3 es égale à la moitié
de l'arc 3 F C, passant par le mème point 3 , &
extérieur à la spirale.

Car, par la nature de la spirale, la circonférence
entiere BEB est à l'arc extérieur C F3 comme
B A quarré \ A 3 quarré ( puisque l'entiere BEB
est à l'arc C F 3, en raison composée de l'entiere
BE B à l'entiere 3 C 3, ou àe B ST à A 3 , & de

l'entiere
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1 entiere 3 C3 à l'arc CF 3 , qui est encore com¬
me B A à A 3 ). Donc leurs moitiés font austi en
même raison ; & partant B P 3 qui est la moitié
de la circonférence B E B 3 est à la moitié de l'arc
CF 3 , comme B A quarré à A 3 quarré , ou, par
la nature de la parabole, comme la même B P à
J Q. Donc 3 Q est égale à la moitié de l'arc CF 3.
Ce qu'il salloit démontrer.

Corollaire.

D'où il s'ensuit que le moindre des arcs Yy,
compris entre deux rayons prochains, est double
du dernier diametre extérieur YL.

Car ce moindre arc Y q est égal au dernier ex¬
térieur YJj lequel est double de fa portion YL
par cette proposition.

II.

Les mêmes choses étant posées : je dis que les an-
gles que les touchantes de la spirale font avec leurs
rayons 3 font égaux aux angles que les touchantes
de la parabole font avec leurs ordonnées aux points
correspondants : ou 3 ce qui cfi le même 3 que quel¬
que point qu'on prenne dans la spirale 3 comme C,
son correspondant Q dans la parabole 3 l'angle E C M
du rayon avec la touchante 3 fera égal à sangle'
ZQK de sordonnée Z Q avec la touchante Q K.

Car la portion de la touchante , comprise entre
le point Q & l'axe, est l'hypothénufe d'un trian¬

gle
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gle rectangle, dont la base est l'ordonnée Q 6 ( égale
à A 3 ou A C ), & la hauteur est double de A 6
ou de Q 3, & partant égale à Tare extérieur C F 3
( qui est double de la même Q 3 ) : mais par la
Propriété VII de la spirale, sangle ECMÀq
la touchante au point C avec son rayon, est auíll
égal à sangle de shypothénuse avec la base qui
soit à la hauteur, comme le même rayon A C
au même arc extérieur C F 3. Donc sangle ECM
est égal à sangle Z QIC. Ce qu'il falloit démon¬
trer.

III.

Les mêmes choses étant posées : je dis que chacun
des arcs B E, C F, &c. ( qui font les mêmes que les
arcs B E, 3 C, 45 , rie. compris entre les deux rayons
prochains ) diminué de la moitié du dernier Y 9 , eft
égal à chacune des portions de l'axe qui lui cor¬
respond j P Z, Q z , ctc. ( ri qui sont les mêmes que
les portions de l'axe entre les ordonnées ),

Car toutes ces portions font entre elles comme
les nombres impairs; & tous les arcs BE3 CF
ou 3 C, font entre eux comme les nombres pairs :
mais le plus petit des arcs Yq est double de la
premiere portion YL 3 par le Corollaire du rap¬
port premier ; donc st YL est 1, l'arc fera z : 8c
partant toutes les portions P1, Q1, 8cc. étant
1 j 3 > 5 5 7j 9> & les arcsBE3 3 C, &c.
étant z, 4, 6, 8, &c. : il s'enfuit que chacun dif¬

féré
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fere de son correspondant de l'unité, c'est-i-dire,
de la moitié de Yq. Ce qu'il falloit démontrer.

Lemme.

Si une grandeur A efi moindre que quatre autres
ensemble B, C, D, E : je dis que la différence
entre la premiere A & deux quelconques des autres,
comme B, plus C, fera moindre que les. quatre en¬
semble B, C, D, E.

Cela est manifeste.

PROBLÈME.

ETANT donnée une parabole & une spirale en
la condition supposée: inscrire & circonscrire en l'une
& en l'autre des Figures> en forte que le tour de
Finscrite en la parabole ne différé du tour de lins
crïte en la spirale 3 que d'une ligne moindre qu'une
quelconque donnée Zj & de même pour les circons¬
crites.

Kg. 41. Soit pris dans une figure séparée (Fig. 41.) Ie rayon
tsy plus grand que le rayon A B; & ayant élevé s 8
perpendiculairement égale à la circonférence, dont
r s est le rayon, soit menée 8 t, coupant son cer¬
cle en y : soit maintenant de 8 Y retranchée 8 u de
telle grandeur qu'on voudra, pourvu qu'elle soit:
moindre qu'un tiers de Z-, & ayant mené as cou¬
pant í'arc en dy soit diviséè la circonférence en tant

d'arcs
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d'arcs égaux qu'on voudra , pourvu que chacun,
comme sx, foie moindre que l'arc s d.

Je dis qu'en divisant le cercle B E B en autant
d'arcs égaux, & le rayon A B de même en autant
de portions égales aux points 3,4, &c., d'où soient
menés à l'ordinaire des cercles & des parallèles 1
Taxe , qui coupant la spirale & la parabole , y don¬
neront les points pour inscrire & circonscrire des
figures en la maniéré qui a été marquée : ces figu¬
res satisferont au Problême.

I PARTIE DE LA DÉMONSTRATION,

Que la différence entre les deutf inscrites es moindre
que Z.

Pour prouver que la somme des côtés de
l'inscrite en la parabole différé des côtés de l'inscrite
en la spirale d'une ligne moindre que Z, on fera
voir que chaque côté de l'une 11e différé de son
correspondant que d'une ligne, qui, prise autant de
fois qu'il y a de côtés, ou qu'il y a d'arcs en la
circonférence, est moindre que Z, D'ou il s'enfuit
nécessairement que toutes ces différences ensem¬
ble , prises chacune une fois, font moindres que Z.

Je dis donc que la différence entre BC, par
exemple, & son correspondant P Q, prise autant
de fois qu'il y a d'arcs en la circonférence, est
poindre que Z.

Car



44<> Égalité des Lignes
Car en menant du point E ( puisque B C est

prise en exemple ) la perpendiculaire E V égale à
l'arc E B3 & retranchant E O égale à Z P3 ( &
qu'ainíl l'excès VO soit égal au demi-arc Y 9 ) : il
est manifeste que C O sera égale à P Q3 CE étant
égale à Q Z - donc il suffira de montrer que la
différence entre CO & CB3 prise autant de fois
qu'il y a d'arcs, est moindre que Z. Mais cette
différence entre B C & CO est moindre que la
íomme des deux droites BV3 VO (car la diffé¬
rence des côtés B C3 CO est moindre que la base
B 03 laquelle B O est moindre que les côtés en¬
semble B V3 VO ). Donc il suffira à fortiori de
montrer que les deux côtés ensemble B V, V03
pris autant de fois qu'il y a d'arcs, font moindres
que Z : & cela est aisé, puisque chacun, pris au¬
tant de fois qu'il y a d'arcs, est moindre qu'un
demi & tnème qu'un tiers de Z.

Car cela est visible de V03 puisqu'étant égale
à un demi-F9, il est clair qu'étant prise autant
de sois qu'if y a d'arcs, elle ne fera égaie qu'au
demi-arc B E 3 &C partant bien moindre qu'un de»
mi-Zj l'arc B E étant moindre qu'un àemì-Z 3

puisqu'il est moindre que l'arc s x de la figure
séparée ( le rayon A B étant moindre que ts),
lequel arc r a: est moindre que 8 Q par le Lemme IV
des spirales, & à fortiori 3 que 2 A 3 qui a été pris
moindre qu'un tiers de Z,

11
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ïì ne reste donc qu'à démontrer la même chose

de B V3 & cela sera aisé en cette sorte :

Soit prise dans la figure séparée la portion si
«gale à l'arc sx3 & soit menée le parallèle à r8,
& ££ parallèle à Ix. Donc puisque sangle Ixs
est aigu par la troisième propriété du cercle, san¬
gle r%s sera obrus, & partant fera moindre que
fr ou ty3 8c à fortiori que tq : donc auíìì, à cause
des parallèles, Ix fera moindre que le : mais le
est à 8 q3 comme ls à s 8 : donc Ix a moindre
raison à 8 q 3 que ls à s 8, ou que sarc /x à sa
circonférence : donc Ix prise autant de fois que
l'arc «efi en fa circonférence, ou l'arc BE dans
la sienne, est moindre que 8 q 3 &c à fortiori qu'un-
tiers de Z.

Donc BV à fortiori prise autant de fois, fera
moindre qu'un tiers de Z3 puisqu'elle est moindre
que lx3 le rayon A B étant moindre que le rayon ts3
& toutes choses proportionnelles. Ce qu'il falloit
démontrer.

II PARTIE DE LA DÉMONSTRATION.
Que la différence entre les deux circonscrites efl

moindre que Z.

Pour prouver que la somme des côtés de la
circonscrite à la spirale, ne différé de celle des
côtés de la circonscrite à la parabole, que d'une

ligne
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ligne moindre que Z : on montrera que deux quel¬
conques côtés liés, circonscrits à la spirale ,• com¬
me l'arc B M, plus la touchante AI C , ne diffè¬
rent des deux côtés correspondants en la parabole
PK j plus K Q j que d'une ligne, qui, prise au¬
tant de fois qu'il y a d'arcs en la circonférence,
est moindre que Z. D'où il s'enfuit nécessairement
que toutes les différences prises chacune une fois
seront moindres que Z.

Je dis donc que la différence entre deux quel¬
conques côtés liés B M j plus AI C , & les corres¬
pondants P K j plus K Q j prise autant de fois qu'il
y a d'arcs, est moindre que Z.

Car puisque CE est égal à QZ, que les an¬
gles Z & CE V font droits, & que les angles
ECI du rayon avec la touchante de la spirale,
Sc Z QIC de l'ordonnée avec la touchante de la
parabole , sont égaux : il s'ensuit que EI est égal
à Z K, & CI à QK, & 01à KP ou à YL ou
au demi-arc Y9.

Maintenant puisque E ^"touche le cercle BE en
E , la portion I V est toute hors le cercle \ & puis¬
que BVY&A. inclinée en angle aigu, & aussi CI
( sangle au point E étant droit ) : il s'ensuit par la
premiere propriété du cercle, que les droites B V,
MI {ont toutes hors le cercle j donc les trois droi¬
tes B Vj VI j IMj étant toutes hors le cercle,
l'arc B AI, par le principe d'Archimede, fera -moin¬

dre
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dre que les crois droites, ou que ces quatre droites
B V3 VO, O 13 s M ; donc, par le Lemme pré¬
cédent , la différence entre Tare B M & les deux
quelconques O 13 plus IM3 fera moindre que les
quatre B V3 LO, 013 IM 3 ou que les trois B V3
VI3 IM. Donc la différence , qui est toute la mê¬
me , entre l'arc B M 3 plus M C, & les deux OI3
plus IMC3 ou les deux PK3 plus KQ3 est moin¬
dre que B V3 plus V13 plus IM.

Donc pour mo'ntrer que la différence entre BM3
plus M C 3 &cPK3 plus K Q3 prise autant qu'il y a
d'arcs, est moindre que Z3 il suffira à fortiori 3
de montrer que ces trois ensemble B V3 plus VI3
plus /M, prises autant de fois, font moindres que
Z. Et cela est aisé, puisque chacune d'elles , prise
autant de fois, est moindre qu'un tiers de Z.

Car cela est déja montré de B V'.
Cela est austì aisé de VI3 puisqu'elle est égale

à l'arc Yç) ( chacune des deux V03 Os étant mon¬

trée égale à un demi-T^ ), & qu'ainsi VI étant
prise autant de fois qu'il y a d'arcs , ne fera qu'égale
à l'arc B E , & partant moindre qu'un tiers de Z.

II ne reste donc qu'à le montrer de IM3 en
cette forte.

Soit prise dans la figure séparée , sh égale à EI;
& soient menées ho i, parallèle à c 8, & hcf per¬
pendiculaire à scq. Soit maintenant menée hrp3
faisant sangle hp s égal à sangle ICE de la Fig. 40.;

Tome v. F f donc
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donc elle tombera entre hf & h 2, puííqaê
l'angle hps ou E CI3 du rayon avec la touchante
de la spirale , est moindre que l'angle iiáouííS
( à cause qu'au triangle rectangle s t8 , la base est
à la hauteur comme le rayon à la circonférence)
& plus grand que la moitié de l'angle B A E, ou
que l'angle l E B3 ou h s x, ou hfs : mais l'angle
C est droit j donc l'angle hro est obtus : &: par¬
tant h r est moindre que h o : mais ho est à 8 q
comme h s à s 8. Donc il y a moindre raison de
h r à 8 Çj que deh s à s 8 ; donc à fortiori il y a
moindre raison de A r à un tiers de Z3 que de h s 011
E ! j à la circonférence B E B 3 moindre que s 8 ,

& à fortiori j que de E V ou l'arc B E à la cir¬
conférence. Donc hr3 prise autant de fois que
l'arc B E est en fa circonférence, est moindre
qu'un tiers de Z.

Et partant IT ( qui est égal à hs3 toutes choses
étant pareilles ), & afortiori IM3 pris autant qu'il y a
d'arcs, fera moindre qu'un tiers de Z. Ce qu'il falloit
démontrer.

Corollaire.

11 s'enfuit de cette même construction que la
figure inscrite en la parabole, ne distere de la cir¬
conscrite à la même parabole, que d'une ligne
moindre que Z.

Car en tout triangle rectangle ou amblygone,
l'excès dont les deux moindres côtés ensemble sur¬

passent
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passent le plus grand, est toujours moindre quechacun des côtés. D'où il s'enfuit que deux côtés
liés quelconques de la figure circonscrite , comme
P Kj plus K Q j surpassent l'inscrite P Q d'une ligne
moindre que le côté P K ( puisque sangle de h
-touchante avec la parallèle à saxe , est toujours
obtus, si ce n'est au sommet où il est droit )} donc
tous les excès ensemble, dont les côtés liés de
la circonscrite, surpassent les côtés liés de l'inscri¬
te , sont moindres que tous les côtés P K ensem¬
ble , c'est-à-dire, moindres que Y L pris autant
de fois qu'il y a d'inscrites, ou qu'il y a d'arcs en
la circonférence j or YL ou la moitié de Dp prise
autant de fois, est moindre que Z ; donc tous les
excès ensemble dont les côtés circonscrits surpassent
les inscrites , font moindres que Z.

Théorème.

Si une parabole & une spirale sont en la condi¬
tion supposée : je dis que la ligne parabolique efi
égale à la ligne spirale.

Car si elles ne font pas égales, soit X la diffé¬
rence j & soit Z le tiers de X; & soient inscrites
Sc circonscrites à la parabole & à la spirale des fi¬
gures comme en la précédente, en forte que la
différence entre les inscrites soit moindre que Zj
S>c que la différence entre les circonscrites soit ausiî
moindre que Z.

F fa Maintenant
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Maintenant puisque la ligne spirale est moindre

que le tour de la figure qui lui est circonscrite,
ôc plus grande que le tour de l'inscrite : il s'en-
suit que la disterence entre la ligne spirale & le
tour de la figure qui lui est inscrite, est moindre
que Z ; & de même pour la parabole ( puisque la
différence entre l'inscrite & la circonscrite, est
moindre que Z3 par la construction ) \ mais la dif¬
férence entre l'inscrite en la spirale & l'inscrite en
la parabole , est auílì moindre que Z3 par le Co¬
rollaire de la précédente. Donc la différence eip
tre la ligne spirale & le tour de l'inscrite en la
parabole, est nécessairement moindre que deux Z.
Mais la disterence entre l'inscrite en la parabole
& la ligne même de la parabole, est moindre que
Z. Donc la .différence entre la ligne de la spirale
& la ligne de la parabole est nécessairement moin¬
dre que trois Z , c'est-à-dire, que X, contre la
supposition.

On montrera toujours la même absurdité, quel¬
que différence qu'on suppose entre les lignes spi¬
rale & parabolique. Donc il n'y en a aucune : doue
elles font égales. Ce qu'il falloit démontrer.

LETTRE
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LETTRE

DE M. HUGUENS DE ZULICKEM

A M. DETT ONVILLE.

ONSIEUR,

Le Gentilhomme inconnu ne peut vous avoir fait.enten¬
dre que la moindre partie de l'estime que j'ai pour vous;
& si vous n'en croyez beaucoup davantage, vous ne savez
non plus combien j'ai eu de joie en recevant celle que vous
m'avez fait l'honneur de m'écrire : ne pouvant l'exprimer
dignement, je vous dirai seulement que je me crois bien
plus heureux qu'auparavant, après avoir reçu les offres de
votre amitié, & que je répute cette acquisition pour la plus
insigne que j'aie à faire jamais. Je fuis si loin de croire de
l'avoir méritée par l'accueil que j'ai fait à cet excellent
homme, qu'au contraire je fais bien qu'il faut que j'en
demande pardon, ne l'ayant pas traité, ni selon sa condi¬
tion, ni même selon que méritoient celles de ses qualités
qu'il n'a pu me celer. Je le prierai de ne point s'en souve¬
nir, & vous, Monsieur, de croire qu'à l'avenir je tâcherai
de m'acquitter mieux envers ceux qui m'apporteront de vos
nouvelles. J'ai été bien aise de voir que mon invention
des Horloges est dans votre approbation , quoique les éloges
qu'il vous a plu lui donner, font beaucoup au-deflus de ce
qu'elle mérite. Il y a beaucoup de hasard à rencontrer des
choses semblables , &: fort peu de science ou de subtilité.
Aussi ne sont-elles propres qu'à acquérir du crédit aux Ma-

F f i thématiques-
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thématiques parmi le commun des hommes ; au lieu que des
Lettres (i) comme vous allez nòus en produire, seront sui¬
vies , avec raison, de l'admiration & de l'étonnemeht des plus
savants. Je 11e fuis pas de ce nombre ; mais j'ai un désir
incroyable de voir la fuite de cette merveilleuse Lettre (i)
dont vous m'avez fait la faveur de m'envoyer le commen¬
cement , 8c d'autant plus, que cet échantillon me fait es¬
pérer que nous y trouverons les choies les plus sublimes
traitées avee toute la clarté & évidence possible. Vous nc
devez donc pas craindre de grossir vos paquets de ces
feuilles si précieuses; mais croire au contraire que vous
m'obligerez infiniment de le faire le plutôt que vous pour¬
rez. J'ai essayé quelques-uns de vos problèmes, mais fans
prétendre aux Prix ; & je me crois heureux de n'avoir pas
entrepris la solution des plus difficiles, parce que tant de
personnes plus intelligentes que moi n'en ayant pu venir
à bout, cela me fait conclure que ma peine, aussi-bien que
la leur, auroit été perdue : même dans ce que je crois avoir
trouvé, j'ai commis une erreur assez lourde , de laquelle je
lie me fuis apperçu que depuis avoir vu que mon calcul net
répondoit pas au vôtre. Je parle de la proportion que vous
avez trouvée de sept sois le diametre à six fois la circon¬
férence, qui est vraie, & non pas la mienne, que je crois
que vous avez vue dans la Lettre que j'ai envoyée il y a
quelque temps à M. de Carcavi. Vous jugerez bien pour¬
tant que je ne me fuis abusé qu'au calcttl, & non pas à la
méthode, laquelle je connois assurément être fans faute,

(3) Huguens fait allusion aux différentes pieces composées par
Pascal à l'oeçasion de ses Problêmes fur la Cycloïde, 6c impri¬
mées dans ce Volume.

(1) Lettre à M. de Carcavi par A. Dettonville, ci-dessus
page tiy.

puisqu'elle
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puisqu'elle confirme votre proposition susdite : & je pour-
rois par-là même trouver encore le centre de gravité de la
moitié du solide que fait le double eípace B C G dans votre
Figure à l'entour de fa base, mais non pas aux autres cas,
faute de savoir le centre de gravité de certaines portions
du cylindre. J'ai prié M. de Carcavi de vous communiquer
aussi ce que j'avois ajouté dans ladite Lettre touchant les
superficies des Conoïdes & Sphéroïdes, & de la longueur
de la ligne parabolique. Et peu de jours après avoir envoyé
cette Lettre, je trouvai le centre de gravité de la ligne cy-
cloïde & de ses parties coupées par une parallèle à la base ,

qui ont cette propriété étrange, que leur centre de gravité
divise leur axe toujours en la raison de i à i, comme vous
savez, Monsieur; .mais vous saurez aussi que je ne vous

parle de ces choses que pout vous faire voir l'inclination
que je garde toujours pour la science dans laquelle vous
excellez si fort, afin que vous m'en estimiez d'autant plus
digne de profiter de votre instruction. Je souhaite que cç
puisse être bientôt, 8í il me tarde sort de joindre la qua¬
lité de votre Disciple à celle de, Monsieur, votre, Scc.

A la Haye, ce 5 Février 1

■F f 4 LETTRE
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LETTRE DE M. SLUZE
A M. P AS C A L,

]VÍ O N S I EU R,

Bien que je devrois passer pour importun, je ne fau-
rois m'abstenir de vous témoigner par la présente le conten¬
tement que j'ai reçu d'apprendre de vos Traités que le peu
que j'avois démontré touchant les Cycloïdès considérées
universellement, a tant de rapport avec vos principes. II
me souvient de vous avoir envoyé un Lemme, l'automne
passé, fur lequel est fondé tout ce que j'avois trouvé. En
voici un exemple. Soit un triligne composé de sangle droit

A L H

C M B K I &

A B C & de la courbe C A : & par le mouvement de la
figure ABC sur AB prolongée, Sc un aurrc mouvement
égal du point C sur la courbe A C, soit décrite la cy-
cioïde C O H, Soit aussi le point X le centre de gravité de la
courbe IPH égale b. C A, duquel soit menée a HG , la
perpendiculaire X Q : je dis que le triligne mixtíligne C HA
au triligne mixtíligne C FI/, aura toujours la même raison
que H Q à Q G. De même eu prenant quelque point en

k
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la cycloïde, comme O, par lequel passe le triligne géné¬
rateur M OLK, & menant OPT parallèle à CG, si R
est centre de la courbe P H, duquel 011 applique RS, le
triligne LOH au triligne HOP ícra toujours en même
raison de H S a. ST. D'où s'enfuit ( supposant le triangle
générateur connu ), que quand nous avons le centre de
pesanteur de la ligne courbe du triligne & des parties d'icelle,
nous avons aussi la quadrature de la Cycloïde ; & qu'ayant
d'ailleurs la quadrature de la Cycloïde, nous avons le cen¬
tre de la courbe qui l'engendre, & d'où aussi l'on peut
tirer quantité d'autres conséquences que vous avez déja
tirées, ou que vous tirerez fans difficulté. Mes principes
font quasi les mêmes que ceux dont vous vous êtes servi;
je le vois par les réglés de la Statique & par les nombres
(comme vous avez pu remarquer dans le Lemme que je
vous ai envoyé ) ; mais votre application est plus belle &
plus universelle. Pardonnez à mon incivilité, si j'interromps
vos occupations plus sérieuses, quoique ce soit une saute
dans laquelle je fuis en hasard de retomber encore ci-après ;
car si je puis rencontrer un jour le loisir que je n'ai pu
avoir jusqu'à présent, d'étudier parfaitement vos principes,
je prendrai la hardiesse de vous écrire, s'il y a en quoi j'aie
eu le bonheur de rencontrer quelque chose qui ait du rap¬
port avec iceux ; & j'espere que vous aurez la bonté de le
souffrir de celui qui est absolument, Monsieur, votre, &c.

A Liege, ce 19 Avril 1655.

r *•»#, t

LETTRE
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LETTRE DE M. SLUZE
A M. PASCAL.

ONSIEUR,

Ayant rencontré avant-hier l'occaíîon d'un ami qui
s'en alloit à Sedan, je l'ai chargé de quelques copies du
Livre dont je vous avois écrit il y a quinze jours, &
j'efperc qu'elles arriveront a Paris en même-temps que la
présente, ou au moins av.'c les Coches de Sedan. Le paquet
porte l'infcription de votre nom ; mais en cas que l'on
tardât à vous le porter, vous m'obligerez fort de le faire
prendre au' logis où les Coches arrivent, & me donner
votre sentiment fur le contenu du Livre, pendant que je
demeure inviolablement, Monsieur, votre, Stc.

A Liege, le 19 Juillet 1659.

LETTRE
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LETTRE
DE M. L E IB NI T Z

A M. P É R I E R,

Conseiller a la Cour des Aides de Clermont-Ferrand_>
'Neveu de M. Pascal.

]Vf ON SI EUR,

Vous m'avez obligé sensiblement, en me communi¬
quant les manuscrits (x) qui restent de feu M. Pascal, tou¬
chant les Coniques. Car, outre les marques de votre bien¬
veillance , que j'estime beaucoup, yous me donnez moyen de
profiter, par la lecture des méditations d'un des meilleurs
esprits du siecle : je souhaiterais pourtant d'avoir pu les
lire avec un peu plus d'application ; mais le grand nombre
de distractions qui né me laissent pas disposer entièrement
de mon temps, ne l'ont pas permis. Néanmoins je crois les
avoir lues assez pour pouvoir, satisfaire à votre demande,
& pour vous dire que je les tiens assez entieres & finies,
pour paraître à la vue du public; & afin que vous puis¬
siez juger si je parle avec fondement, je veux vous faire
un récit des pieces dont elles font composées, & de la
maniéré que je crois qu'on peut les ranger.

I. II faut commencer par la piece dont l'inscription est :

. (i) J'ai écrit, & fait éciire de tous côtés, pour me procurer
ces Ouvrages de Pascal, dont parle Lejbnitz ; mais jusqu'à pré¬
sent mes recherches à ce sujet ont été presque inutiles.

GeneraÛQ
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Generatio coni seciionum tangentium & secantium, feu pre-

jeítio p'eripkerìty tangentium , & secantium circuli, in qui-
bufcunque ocuii , plani ac tabells, pofitionibus. Car c'est le
fondement de tout le reste.

II. Après avoir expliqué la génération des sections du
cone, faite optiquement par la projection d'un cercle fut
un plan qui coupe le cône des rayons, il explique les pro¬
priétés remarquables d'une certaine figure , composée de
six lignes droites, qu'il appelle, Hexagramme mystique.
J'ai mis au-devant ces mots , de hexagrammo mystico èf co-
nico : une partie de cette piece se trouve'répétée & in¬
sérée mot à mot dans une autre , savoir, les définitions
( avec leurs corollaires ) ; & les propositions ( mais fans les
démonstrations ) qui le trouvent répétées dans le Traité
de loco folido , suppléeront au défaut de quelques-unes
qui manquent dans celui-ci de hexagrammo.

Le IIIe Traité doit être, à mon avis, celui qui porte
cette inscription : De quatuor tangentibus , & réélis puncia
tacìuutn jungentibus , undé reciarum harmonice secíarum Ù
diametrorum proprie tates oriuntur. Car c'est là-dedans
que l'usage de l'hexagramme paroît, & que les propriétés
des centres & des diamètres des sections coniques font ex¬

pliquées. Je crois qu'il n'y manque rien.
Le IV Traité est: de proportionibus fegmentorum secan¬

tium & tangentium. Car les propriétés fondamentales des
sections coniques , qui dépendent de la connoissance du
centre & des diamètres, étant expliquées dans le Traité pré¬
cédent , il falloit donner quelques belles propriétés univer¬
sellement conçues, touchant les proportions des droites me¬
nées à la section conique ; & c'est de-là que dépend tout
ce qu'on peut dire des ordonnées-. Les figures y font aussi,
Si je ne vois rien qui manque. J'ai mis après ce Traité

une
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une feuille, qui porte pour titre ces mots: De'correspon-
dentibus diametrorum , dont la troisième page traite dt
summâ & diffcrentià laterum seli de socis.

Le Ve Traité est : de tacìionibus conicis , c'esi-à-dire
( afin que le titre ne trompe pas ) , de punftis & reíìis
quas seftio conica attingìt ; mais je n'en trouve pas toutes
les figures.

Le VIe Traité fera, de loco solido : j'y ai mis ce titre,
parce qu'il n'y en a point: c'est peur ce sujet que Messieurs
Descartes & Fermat ont travaillé, quand ils ont donné la
composition du lieu solide , chacun à sa mode , Pappus
leur en ayant donné l'occasion. Or je crois que M. Pascal
a voulu donner ce Traité à part, ou le communiquer au
moins à ses amis, parce qu'il y répete beaucoup de choses
du deuxieme Traité, mot à mot & assez au long; c'est
pourquoi il commence par ceci : Definitiones excerpts ex
conicis ; savoir, du deuxieme Traité susdit, où il explique
ce qu'il. entend par ces mots , hexagrammum mysticum ,

conicum
, &c. On peut juger par-là que le premier, le se¬

cond , le troisième & peut-être le cinquième Traité, doivent
faire proprement les coniques ; & ce mot se trouve ausli
au dos du premier Traité. Les grandes figures appartien¬
nent à ce sixième Traité.

J'ai mis ensemble quelques fragments. Il y a un papier
imprimé (1) dont le titre est : EJfai des coniques y & comme
il s'y trouve deux fois tout de même , j'eípcre que vous
permettrez, Monsieur, que j'en retienne un. Il y a un
fragment, de refiitutione coni y savoir , les diamètres & pa¬
ramétrés étant donnés, retrouver les sections coniques. Ce

(1) Cet Écrit, le seul de tons ceux dont parle Leibnitz , que
j'aie pu nie procuter, est imprimé à la tête du quatrième Vo¬
lume de cette édition.

discours
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discours paroît entier & a ses figures. Il y a un autre
fragment où se trouvent ces mots au commencement, magnum
problema; St je crois que c'est: celui-ci qui y est compris:
Dato puniïo in sublìmi , & solìdo conico ex eo descripto,
solidum ita secare, ut exhibent seciionem conicam data, fi-
milem : mais cela n'est pas mis au net.

II y a quelques problêmes fur une autre feuille, qui
íbnt cotés ; mais il en manque le premier ; on en dira
ce qu'on pourra en forme d'Appendice ; mais le corps de
l'Ouvrage , composé des six premiers Traités , me paroît
assez net & achevé.

Je conclus que cet Ouvrage est en état d'être imprimé ;
& il ne faut pas demander s'il le mérite ; je crois même
qu'il est bon de ne pas tarder davantage , parce que je
vois paroître des Traités qui ont quelque rapport à ce qui
est dans une partie de celui-ci : c'est pourquoi je crois qu'il
est bon de le donner au plutôt, avant qu'il perde la grâce
de la nouveauté. J'en ai parlé plus amplement à MM. vos
freres , dont je vous dois la connoissance , St que j'ai pries
de me conserver l'honneur de votre bienveillance. J'avois

espéré de vous revoir un jour ici; mais je vois que vos
affaires ne l'ont pas encore permis, & j'ai peu d'espérance
de passer par Clermont. Je soubaiterois de pouvoir vous
donner des marques plus convaincantes de l'estime que j'ai
pour vous , & de la passion que j'ai pour tout ce qui re¬
garde feu M. Pascal ; mais je vous supplie de vous conten¬
ter cependant de celle-ci. Je fuis, Monsieur, votre très-
humble & très-obéissant serviteur, Leibnitz.

A Paris, le 30 Août \6j6.

Fin du cinquième et dernier Tome.



AVIS AUX RELIEURS.
I-iEs Figures relatives aux (Euvres de Pascal,
sont au nombre de 15 , sans compter le feuillee
d'impreíîìon, qui fait la fin du Tome II.

Cn les placera dans Tordre qui fuit :

Le Portrait au premier Volume, regardant le
Frontispice.

A la fin du Tome II, metrre lel/euillet d'im¬
preíîìon marqué 549, qu'il faudra remployer com¬
me une Carre, qui termine ce Volume.

Tome IV, on mettra de suite les Figures à la,
fin du Volume, dans cet ordre:
Planche x. Sections Coniques.

2. Machine Arithmétique.
3. Suite de la Machine Arithmétiques
4. Equilibre des Liqueurs.
5. Suite de TEquilibre des Liqueurs,
6. Pesanteur de l'Air.
7. Suite de la pesanteur de TAir.
8. Problême de Géostatique.
9. Problêmes de Fermat.

A la fin du Tome V, austì de fuite ï

Planche 1. Triangle Arithmétique.
2. Inventions géométriques.
3. Suite des Inventions géométriques.
4. Suite des Inventions géométriques.
5. Suite des Inventions géométriques.

I
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