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Grundkurs Mathematik 1

Vorlesung 6

Darstellungsmoglichkeiten fiir Abbildungen

Wir modellieren das Abzédhlen einer Menge M mathematisch als eine bijekti-
ve Abbildung zwischen einer Menge der Form {1,...,n} und M. Wir wollen
zeigen, dass dabei das n unabhéngig von der gew#hlten Abbildung ist. Um
dies klar begriinden zu konnen, miissen wir uns etwas genauer mit Abbil-
dungen beschéftigen. Abbildungen koénnen auf recht unterschiedliche Arten
dargestellt werden. Zu nennen sind (vollstandige oder unvollstandige) Werte-
tabellen, der Graph einer Abbildung, Sdulen- und Kuchendiagramme, Pfeil-
diagramme, Hohenlinien, Animationen. Eine besondere Rolle spielen funk-
tionale Vorschriften, mit denen h#ufig Abbildungen festgelegt werden, das

sind Ausdriicke der Form 2?2, \/z, exp z, sin z.
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Wir wollen zu zwei gegebenen Nummerierungen einer Menge M, also zu zwei
bijektiven Abbildungen ¢: {1,...,n} = M und ¢: {1,...,k} — M zeigen,
dass n = k ist. Da bei einer Bijektion sich die Elemente der beiden Mengen
eindeutig entsprechen, fithrt dies zu einer eindeutigen Entsprechung zwischen
{1,...,n} und {1,...,k}. Mit diesem Trick, dem die Hintereinanderschal-
tung von Abbildungen und die Umkehrabbildung einer bijektiven Abbildung
zugrunde liegt, kann man also unter Umgehung der Menge M direkt diese
Teilmengen der natiirlichen Zahlen untereinander vergleichen.

Die Hintereinanderschaltung von Abbildungen

DEFINITION 6.1. Es seien L, M und N Mengen und
F: L— M, z+— F(z),

und
G: M — N,y+— G(y),

Abbildungen. Dann heifit die Abbildung
GoF: L — N, xz+— G(F(x)),
die Hintereinanderschaltung der Abbildungen F' und G.

Eine Hintereinanderschaltung kann man sich durch ein Diagramm der Form
L5 Mm-S N
gut veranschaulichen.

BEISPIEL 6.2. Die Wertetabelle

n [1]2[3[4[5 [6]7][8][9]10
on) |A|A|B|[C|C |B[E|D|D|B

beschreibt, welche Person der Bearbeitungsgruppe G = {A, B, C, D, E'} wel-
che Aufgabe federfithrend macht und die Wertetabelle



P [A[B|C|[DJ[E
o) |S|L M| M|W

mit den moglichen Werten {M, S, L, W, U} beschreibt, wie viel Lust die Per-
sonen in dieser Woche haben (S

hat Superlust, M hat Megalust, L hat Lust, W hat wenig Lust, U hat Un-
lust).

Die zusammengesetzte Abbildung v o ¢ beschreibt dann, mit wie viel Lust
die verschiedenen Aufgaben bearbeitet werden, die zugehorige Wertetabelle
ist

v(pn)) | S|S|L{M|\M |LIW|M|M|L

Wenn die Abbildungen durch funktionale Ausdriicke gegeben sind, so erhélt
man die zusammengesetzte Abbildung, in den man den einen funktionalen
Ausdruck in den anderen funktionalen Ausdruck einsetzt. Damit ist folgendes
gemeint: Wenn

0, Ryg — Ry

Funktionen sind, die durch ¢(z) = 2® 4+ 5 und #(y) = /y gegeben sind, so
besitzt die zusammengesetzte Funktion 1) o ¢ (also in der Ausfithrung zuerst
¢!) die Vorschrift

(Vo)) = v(p(x)) = Va? +5.
In der anderen Reihenfolge ergibt sich

(poth)(y) = p((y) = V¥ +5 = y+5.

Hier haben wir die beiden Funktionen mit unterschiedlichen Variablen ge-
schrieben, was die Einsetzung dann erleichtert hat. Haufig muss man zuerst
eine sinnvolle Umbenennung durchfiihren.

LEMMA 6.3. Es seien L, M, N und P Mengen und es seien
F: L— M, z+—— F(x),
G: M — N,y+— G(y),

und

H: N— P, z+—— H(z),
Abbildungen. Dann ist

Ho(GoF) = (HoG)oF.
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Beweis. Zwei Abbildungen «, : L — P sind genau dann gleich, wenn fiir
jedes x € L die Gleichheit a(z) = f(x) gilt. Sei also x € L. Dann ist

(Ho(GoF))(x) = H((GoF)())
— H(G(F(2)))
— (HoG)(F(x))
— ((HoG)o F)x).

LEMMA 6.4. Es seien L, M und N Mengen und
F: L— M, z— F(z),

und
G: M — N, y— G(y),

Abbildungen mit der Hintereinanderschaltung
GoF: L— N.
Dann gelten folgende Eigenschaften.

(1) Wenn F und G injektiv sind, so ist auch G o F' injektiv.
(2) Wenn F und G surjektiv sind, so ist auch G o F' surjektiv.
(3) Wenn F und G bijektiv sind, so ist auch G o F' bijektiv.
Beweis. (1) Seien z, 2’ € L mit
G(F(x)) = G(F(«))
gegeben. Aufgrund der Injektivitdt von G folgt
F(z) = F(2))
und aufgrund der Injektivitdt von I folgt
r = a,

was die Injektivitdt von G o F' bedeutet.

(2) Sei z € N gegeben. Aufgrund der Surjektivitdt von G gibt es ein

y € M mit
Gly) = =

Aufgrund der Surjektivitat von F' gibt es ein x € L mit
F(z) = y.

Insgesamt ist
(GoF)(z) = G(F(x)) = G(y) = 2,

es gibt also ein Urbild von 2z und somit ist die Gesamtabbildung

surjektiv.
(3) Folgt aus (1) und (2).



Die Umkehrabbildung

DEFINITION 6.5. Es sei M eine Menge. Dann heifit die Abbildung
M — M, z+— x,

die also jedes Element x € M auf sich selbst schickt, die identische Abbildung
oder Identitdt auf M. Sie wird mit Id oder Id,; bezeichnet.

Die Identitat ist natiirlich bijektiv. Umgekehrt kann man zu einer bijektiven
Abbildung eine Abbildung derart angeben, dass die Verkniipfung die Iden-
titat ergibt.

DEFINITION 6.6. Es sei F': L — M eine bijektive Abbildung. Dann heifit
die Abbildung
G: M — L,

die jedes Element y € M auf das eindeutig bestimmte Element z € L mit
F(x) = y abbildet, die Umkehrabbildung zu F'.

Die Umkehrabbildung zu F wird mit £~ bezeichnet. Es gilt die charakteri-
stische Eigenschaft, dass sowohl F'o F~! als auch F~! o F die Identitét (auf
den jeweiligen Mengen) sind.

BEISPIEL 6.7. Die Nummerierung der Schiiler durch Heino,

n | 112345 [6|7]|8]9 10
on) |[M|T|A|L|S |B|G|R|H|C

ist bijektiv und hat daher eine eindeutig bestimmte Umkehrabbildung. Die
Wertetabelle dieser Umkehrabbildung ist

P [A[B|C|G[H [LIM|R|S|T
o (P) [3]6[10]7|9 |[4]1][8]5]2

Bei einem natiirlichen Z&hlvorgang kann man sich dariiber streiten, ob die
Zahlen ,eher den Personen oder die Personen eher den Zahlen zugeordnet
wird. Bei einer bijektiven Abbildung liegt eine Entsprechung vor.

Wir erwéhnen noch die konstanten Abbildungen.

DEFINITION 6.8. Es seien L und M Mengen und es sei ¢ € M ein Element.
Dann heifit die Abbildung

L— M, x+—c,

die also jedes Element x € L auf ¢ abbildet, die konstante Abbildung zum
Wert c.



Die Wohldefiniertheit der Anzahl

Wir kehren zu dem Problem zuriick, warum die Anzahl einer endlichen Menge
wohldefiniert ist, warum es also egal ist, in welcher Reihenfolge man z#hlt.

LEMMA 6.9. Es sei k # 0 eine natirliche Zahl mit dem Vorgdnger ¢, es sei

also k = 0. Es sei z € {1,...,k} ein fiziertes Element. Dann gibt es eine
bijektive Abbildung zwischen {1,...,0} und {1,...,k}\ {z}.

Beweis. Wir definieren eine Abbildung

e: {1,... 0 —A{1,...,k}\ {z}
durch

(z) x, falls x in der Durchzéhlung von 1 bis k£ vor z kommt ,
xr =
7 2, falls x gleich z ist oder in der Durchzidhlung nach z kommt .

Dies ist eine wohldefinierte Abbildung, da die Bilder echt unterhalb von z
oder echt oberhalb von z liegen, niemals aber gleich z sind, und da maximal
der Nachfolger von ¢, also k erreicht wird.

Die Abbildung ist injektiv: Wenn x und y beide unterhalb von z liegen, so
werden beide Elemente auf sich selbst abgebildet. Wenn beide oberhalb von
z liegen, so werden beide auf ihren Nachfolger abgebildet, und das Nachfol-
gernehmen ist injektiv (dies ist die Eigenschaft, dass der Vorgénger eindeutig
bestimmt ist). Wenn z unterhalb von z und y oberhalb von z liegt, so ist erst
recht 3/ oberhalb von z und somit von x verschieden.

Die Abbildung ist auch surjektiv. Die Zahlen echt unterhalb von z werden
durch sich selbst erreicht und die Zahlen u echt oberhalb von z (und unterhalb
von k einschlieflich k) kann man als

/
u =7

mit v oberhalb von z (einschlielich z) und echt unterhalb von k, also maxi-
mal gleich ¢ schreiben. Insgesamt ist ¢ also eine Bijektion. U



SATZ 6.10. Wenn M eine Menge ist und wenn
e: {1,...,n} — M
und
v {1,... k} — M
bijektive Abbildungen sind, so ist
n = k.

Die Anzahl einer endlichen Menge ist also wohldefiniert.

Beweis. Seien die bijektiven Abbildungen
e: {1,...,n} — M
und
v {1,.. .k} — M
gegeben. Da man bijektive Abbildungen umkehren kann und da die Hinter-

einanderschaltung von bijektiven Abbildungen nach Lemma 6.4 (3) wieder
bijektiv ist, ist auch

v o {1,...,n} — {1,...,k}
bijektiv. Wir miissen also nur die endlichen Standardmengen {1,...,n} un-
tereinander vergleichen. Wir miissen also zeigen, dass wenn eine bijektive
Abbildung
v A{L,...,n} —{1,... k}

vorliegt, dass dann

n ==k
ist. Wenn'!

n =0
ist, so ist die Menge links leer und somit muss auch die rechte Menge leer
sein, also ist dann auch

k = 0.
Seien nun n, k nicht 0, so dass sie also jeweils einen Vorgédnger haben. Es
sei m der Vorganger von n und ¢ der Vorgédnger von k. Diese Zahlen sind
eindeutig bestimmt, da die Nachfolgerabbildung injektiv ist. Wir setzen

z=0(n) e {1,....k}.
Dann gibt es durch die Herausnahme von n bzw. z eine bijektive Abbildung

{1,....om} ={1,....n}\{n} —{1,.. .k} \ {z}.
Nach Lemma 6.9 gibt es eine bijektive Abbildung zwischen {1,...,¢} und
{1,...,k}\ {z}. Somit gibt es dann auch insgesamt eine bijektive Abbildung
zwischen {1,...,m} und {1,...,¢}. Mit dieser Uberlegung kann man die
beiden Zahlen n und k durch ihre jeweiligen Vorgéinger m und ¢ ersetzen und
damit um eins kleiner machen (die Existenz der bijektiven Abbildung bleibt

IDies ist ein Induktionsbeweis, ein Prinzip, das wir spéter begriinden werden.
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erhalten). Diese Uberlegung kann man so lange wiederholen, bis eine der
reduzierten Zahlen gleich 0 ist. Dann muss aber nach der Eingangsiiberlegung
die andere reduzierte Zahl ebenfalls gleich 0 sein. Dann stimmen auch die
sukzessiven Nachfolger iiberein und insbesondere ist n = k. O

Zihlen von Prozessen

Mit natiirlichen Zahlen kann man nicht nur endliche Mengen zéhlen, sondern
auch Prozesse. Wenn ein Einzelprozess wohldefiniert ist, wie beispielsweise
das Nachfolgernehmen in einem Modell der natiirlichen Zahlen, oder das
Umlegen eines Apfel von einem Haufen auf einen anderen Haufen, oder auf
einer Leiter eine Sprosse nach oben steigen, so kann man mit den natiirli-
chen Zahlen angeben, wie oft der Prozess durchgefiihrt wird oder werden
soll. Dies erdffnet eine Vielzahl von Moglichkeiten, komplexere mathemati-
sche Konzepte dadurch festzulegen, dass gesagt wird, wie oft ein gewisser
grundlegenderer Prozess durchgefiihrt werden soll. In diesem Sinne kann die
Addition von zwei natiirlichen Zahlen dadurch eingefithrt werden, dass die
eine Zahl angibt, wie oft von der anderen? Zahl ausgehend der Nachfolger
genommen werden soll, die Multiplikation von zwei natiirlichen Zahlen kann
dadurch eingefiithrt werden, dass die eine Zahl angibt, wie oft die andere Zahl
zur 0 addiert werden soll (die Anzahl der Summanden ist durch die erste Zahl
festgelegt), die Potenzierung von zwei natiirlichen Zahlen kann dadurch ein-
gefithrt werden, dass die eine Zahl angibt, wie oft die andere Zahl mit sich
selbst multipliziert werden soll (Anzahl der Faktoren). Wenn eine Strecke
s und eine natiirliche Zahl n gegeben ist, so kann man die Strecke n-fach
Hintereinanderlegen. Dabei entsteht eine Strecke, die n-mal so lang wie die
Ausgangsstrecke ist. Geometrisch kann man dies dadurch durchfiihren, dass
man die Stecke zu einer Geraden verldangert und dann mit Hilfe eines Zirkels
die Strecke (n — 1)-mal umschlagt.

%Es ist bei diesen wichtigen Operationen nicht einheitlich festgelegt, welche der beiden
beteiligten Zahlen die Anzahl der Prozesse angibt und welche angibt, dass mit ihr der
Prozess durchgefiihrt werden soll. Ferner kommt beispielsweise bei 5-3 = 3+3+3+34+3 =
0+34+3+3+3+3 der Summand 3 fiinfmal vor, in der ersten Darstellung kommt aber nur
viermal das Pluszeichen vor, so dass hier Prézisierungen nétig sind. Auch Formulierungen
wie ,,mit sich selbst addieren“ sind problematisch, es wird ja jeweils zu dem Teilergebnis
hinzuaddiert.
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