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Lineare Algebra

Vorlesung 7

Dies ist Dr. Ines Eisenbeis. Sie ist fiir die wissenschaftliche Begleitung des
Projektes Vorlesungshund verantwortlich. Thre Arbeitshypothesen sind: 1)
Studierende gehen lieber zur Vorlesung, 2) Auflenseiter werden aus ihrer Isolation
geholt, 3) Auffilligkeiten reduzieren sich, 4) Positive Sozialkontakte werden
gefordert, 5) Profs werden mehr beachtet.

Lineare Unabhingigkeit

DEFINITION 7.1. Es sei K ein Korper und V ein K-Vektorraum. Dann heifit
eine Familie von Vektoren v;, i € I, (mit einer beliebigen endlichen Index-
menge [) linear unabhingig, wenn eine Gleichung

Zsivi =0 mit s; € K
iel
nur bei s; = 0 fiir alle + moglich ist.

Wenn eine Familie nicht linear unabhingig ist, so nennt man sie linear
abhdngig. Man nennt iibrigens eine Linearkombination » ., s;jv; = 0 eine
Darstellung des Nullvektors. Sie heifit die triviale Darstellung, wenn alle Ko-
effizienten s; gleich 0 sind, andernfalls, wenn also mindestens ein Koeffizient
nicht 0 ist, spricht man von einer nichttrivialen Darstellung der Null. Eine
Familie von Vektoren ist genau dann linear unabhingig, wenn man mit ihnen
nur auf die triviale Art den Nullvektor darstellen kann. Dies ist auch dqui-
valent dazu, dass man keinen Vektor aus der Familie als Linearkombination
der anderen ausdriicken kann.
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BEISPIEL 7.2. Die Standardvektoren im K™ sind linear unabhéngig. Eine
Darstellung

n
E S;e; = 0
=1

bedeutet ja einfach

1 0 0 0

0 1 0 0
St | Fs2 s ] =L

0 0 1 0

woraus sich aus der i-ten Zeile direkt s; = 0 ergibt.

BEISPIEL 7.3. Die drei Vektoren

3 0 4
31,14] und |8
3 5 9

sind linear abhéngig. Es ist ndmlich

3 0 4 0
4131 +314]1-318] =10
3 5 9 0

eine nichttriviale Darstellung des Nullvektors.
aii Q1n
BEMERKUNG 7.4. Die Vektoren v; = : ey Uy = : € K™ sind

am1 Qmn
genau dann linear abhéngig, wenn das homogene lineare Gleichungssystem

a1y + a1 + - -+ + a1pTy =0
21X + A99T9 + -+ - + A9y, = 0
Am1T1 + Q2T + - - + AppTyn = 0

eine nichttriviale (d.h. von 0 verschiedene) Losung besitzt.

Fiir eine unendliche Familie definieren wir.

DEFINITION 7.5. Es sei K ein Korper und V ein K-Vektorraum. Dann heifit
eine Familie von Vektoren v;, © € I, linear unabhdngig, wenn eine Gleichung

Z s;v; = 0 mit s; € K fiir eine endliche Teilmenge J C [
icJ

nur bei s; = 0 fiir alle ¢ moglich ist.
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Damit ist die lineare Unabhéngigkeit bei einer beliebigen Familie auf den
endlichen Fall zuriickgefithrt. Man beachte, dass es in einem Vektorraum
keine unendlichen Summen gibt, ein Ausdruck wie » _y s,v, = 0 kann also
von vornherein bei Untersuchungen zur linearen Unabhéngigkeit keine Rolle
spielen.

LEMMA 7.6. Es sei K ein Korper, V' ein K-Vektorraum und v;, 1 € I, eine
Familie von Vektoren in V.Dann gelten folgende Aussagen.

(1) Wenn die Familie linear unabhingig ist, so ist auch zu jeder Teil-
menge J C I die Familie v; , © € J, linear unabhdngig.

(2) Die leere Familie ist linear unabhingig.

(3) Wenn die Familie den Nullvektor enthdlt, so ist sie nicht linear un-
abhdngig.

(4) Wenn in der Familie ein Vektor mehrfach vorkommt, so ist sie nicht
linear unabhdngig.

(5) Ein einzelner Vektor v ist genau dann linear unabhingig, wenn v #
0 1st.

(6) Zwei Vektoren v und u sind genau dann linear unabhdingig, wenn
weder u ein skalares Vielfaches von v ist noch umgekehrt.

Beweis. Siehe Aufgabe 7.14. O

Basen

DEFINITION 7.7. Es sei K ein Korper und V ein K-Vektorraum. Dann heifit
ein linear unabhéngiges Erzeugendensystem v; € V', ¢ € I, von V eine Basis
von V.

BEisPIEL 7.8. Die Standardvektoren im K™ bilden eine Basis. Die lineare
Unabhéngigkeit wurde in Beispiel 7.2 gezeigt. Um zu zeigen, dass auch ein
Erzeugendensystem vorliegt, sei

b
b
v = ,2 c K"
bn
ein beliebiger Vektor. Dann ist aber direkt

n
v = Zblel
i=1
Also liegt eine Basis vor, die man die Standardbasis des K™ nennt.

BeispieL 7.9. Wir betrachten den K-Untervektorraum U C K", der durch

U= {UGK”|§:U¢:O}

i=1
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gegeben ist. Eine Basis ist durch die n — 1 Vektoren

w = (1,-1,0,0,...,0), us = (0,1,—1,0,...,0), ,...,up_y = (0,0,...,0,1,—1),

gegeben. Diese Vektoren gehoren offenbar zu U. Die lineare Unabhéngigkeit
kann man in K" iiberpriifen. Aus einer Gleichung

n—1
E a;u; = 0
=1

folgt schrittweise a; = 0, ag = 0, u.s.w. Dass ein Erzeugendensystem vorliegt,
ergibt sich aus

() 1 0 0

V2 —1 1 0

U3 0 -1 1

. =uv | . +(v1+v2) : +(vitvetvs) | 1 |+ (ortvotugt Ao, 1)
Un—1 0 0 .

Up 0 0 0

wobei die Giiltigkeit in der letzten Zeile auf der Bedingung

n

2{:1% =0

=1

beruht.

Fiir die komplexen Zahlen bilden 1,1 eine reelle Basis. Im Raum der m x n-
Matrizen Mat,, ., (K) bilden diejenigen Matrizen, die an genau einer Stelle
eine 1 und sonst iiberall 0 stehen haben, eine Basis, siche Aufgabe 7.27.

BEISpPIEL 7.10. Im Polynomring K[X] iiber einem Kérper K sind die Poten-
zen X", n € N, eine Basis. Nach Definition kann man jedes Polynom

A X"+ a1 X" 4 4w X+ a X + ag

als Linearkombination der Potenzen X° = 1, X! = X, ..., X" schreiben.
Ferner sind diese Potenzen linear unabhéngig. Wenn némlich

A X"+ a, 1 X" 4 aX?+a X +ag =0

ist, so miissen alle Koeffizienten gleich 0 sein (dies gehért zum Begriff eines
Polynoms).

Der Charakterisierungssatz fiir eine Basis

Der folgende Satz gibt eine wichtige Charakterisierung dafiir, wann eine Basis
vorliegt.

SATZ 7.11. Es sei K ein Korper und V' ein K -Vektorraum. Es seivy, ..., v, €
V' eine Familie von Vektoren.Dann sind folgende Aussagen dquivalent.

o OO

—_ e



(1) Die Familie ist eine Basis von V.

(2) Die Familie ist ein minimales Erzeugendensystem, d.h. sobald man
ewnen Vektor v; wegldsst, liegt kein Erzeugendensystem mehr vor.

(3) Fiir jeden Vektor w € V' gibt es genau eine Darstellung

U = SV + -+ SV,

(4) Die Familie ist mazimal linear unabhingig, d.h. sobald man irgendei-
nen Vektor dazunimmdt, ist die Familie nicht mehr linear unabhdngig.

Beweis. Wir fithren einen Ringschluss durch. (1) = (2). Die Familie ist ein
Erzeugendensystem. Nehmen wir einen Vektor, sagen wir vy, aus der Familie
heraus. Wir miissen zeigen, dass dann die verbleibende Familie, also vs, ..., v,
kein Erzeugendensystem mehr ist. Wenn sie ein Erzeugendensystem wire, so
wére insbesondere v; als Linearkombination der Vektoren darstellbar, d.h.

man hatte
n
v = E S;U;.
i=2

Dann ist aber
n
V1 — E S;UV; = 0
i=2

eine nichttriviale Darstellung der 0, im Widerspruch zur linearen Unabhingig-
keit der Familie. (2) = (3). Nach Voraussetzung ist die Familie ein Erzeugen-
densystem, sodass sich jeder Vektor als Linearkombination darstellen l&sst.
Angenommen, es gibt fiir ein u € V eine mehrfache Darstellung, d.h.

n n
U = E S;V; = E t,-vi,
i=1 =1

wobei mindestens ein Koeffizient verschieden sei. Ohne Einschrankung sei
s1 # t1. Dann erhélt man die Beziehung

n

(s1 —t)vr = Z(tz — 5i)v;

=2

Wegen s; — t; # 0 kann man durch diese Zahl dividieren und erhilt ei-
ne Darstellung von v; durch die anderen Vektoren. Nach Aufgabe 6.25 ist
auch die Familie ohne v; ein Erzeugendensystem von V', im Widerspruch zur
Minimalitét. (3) = (4). Wegen der eindeutigen Darstellbarkeit besitzt ins-
besondere der Nullvektor nur die triviale Darstellung, d.h. die Vektoren sind
linear unabhéngig. Nimmt man einen Vektor u hinzu, so besitzt dieser eine
Darstellung

n

u = E S;U;

i=1
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und daher ist

n
0=u— Z Siv;

i=1
eine nichttriviale Darstellung der 0, sodass die verldngerte Familie u, vy, ..., v,
nicht linear unabhéngig ist. (4) = (1). Die Familie ist linear unabhéngig,
wir miissen zeigen, dass sie auch ein Erzeugendensystem bildet. Es sei dazu
u € V. Nach Voraussetzung ist die Familie u,vq,...,v, nicht linear un-
abhéngig, d.h. es gibt eine nichttriviale Darstellung

n
0 =su+ E SiV;.
=1

Dabei ist s # 0, da andernfalls dies eine nichttriviale Darstellung der 0 allein
mit den linear unabhéngigen Vektoren vy, ..., v, wire. Daher kénnen wir

n
Z S;

u = — —;
- S
=1

schreiben, sodass eine Darstellung von v moglich ist.

g

BEMERKUNG 7.12. Es sei eine Basis v = vy,...,v, eines K-Vektorraums V'
gegeben. Aufgrund von Satz 7.11 (3) bedeutet dies, dass es fiir jeden Vektor
u € V eine eindeutig bestimmte Darstellung (eine Linearkombination)

U = 81V + SoUo 4« -+ + S, Uy,

gibt. Die dabei eindeutig bestimmten Elemente s; € K (Skalare) heiflen die
Koordinaten von u beziiglich der gegebenen Basis. Bei einer gegebenen Basis
entsprechen sich also die Vektoren und die Koordinatentupel (sq, so, ..., s,) €
K™. Man sagt, dass eine Basis ein lineares Koordinatensystem festlegt.! Durch
eine Basis hat man also insbesondere eine bijektive Abbildung

S1
Uy: K" —V, | 1 | —> $101 4+ SoUg + -+ + Sp,Up.
Sn
Die Umkehrabbildung
(W)t V— K"
nennt man auch die Koordinatenabbildung.

ineare Koordinaten vermitteln also eine bijektive Beziehung zwischen Punkten und
Zahlentupeln. Aufgrund der Linearitét ist eine solche Bijektion mit der Addition und der
Skalarmultiplikation vertriglich. In vielen anderen Kontexten spielen auch nichtlineare
(oder krummlinige) Koordinaten eine wichtige Rolle. Auch diese setzen Raumpunkte mit
Zahlentupeln in eine bijektive Verbindung. Wichtige nichtlineare Koordinaten sind u.A.
Polarkoordinaten, Zylinderkoordinaten und Kugelkoordinaten. Mathematische Probleme
konnen héufig durch eine geeignete Wahl von Koordinaten vereinfacht werden, beispiels-
weise bei Volumenberechnungen.
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SATZ 7.13. Es sei K ein Kérper und V' ein K-Vektorraum mait einem endli-
chen Erzeugendensystem.Dann besitzt V' eine endliche Basis.

Beweis. Es sei v;, © € I, ein Erzeugendensystem von V' mit einer endlichen
Indexmenge /. Wir wollen mit der Charakterisierung aus Satz 7.11 (2) ar-
gumentieren. Falls die Familie schon minimal ist, so liegt eine Basis vor.
Andernfalls gibt es ein k € I derart, dass die um vy reduzierte Familie, also
v;, 1 € I\ {k}, ebenfalls ein Erzeugendensystem ist. In diesem Fall kann man
mit der kleineren Indexmenge weiterargumentieren.

Mit diesem Verfahren gelangt man letztlich zu einer Teilmenge J C [ derart,
dass v;, 1 € J, ein minimales Erzeugendensystem, also eine Basis ist.

g

BEMERKUNG 7.14. Es gilt sogar generell der Satz von Hamel, dass jeder
Vektorraum eine Basis besitzt. Der Beweis zu diesem Satz verwendet deut-
lich starkere mengentheoretische Hilfsmittel, insbesondere das Auswahlaxiom
bzw. das daraus abgeleitete Lemma von Zorn. Dies ist letztlich der Grund,
warum sich viele Aussagen fiir endlichdimensionale Rdume auch auf unend-
lichdimensionale iibertragen lassen. Im Rahmen dieses Kurses konzentrieren
wir uns, insbesondere in den Beweisen, auf den endlichdimensionalen Fall.
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