Prof. Dr. H. Brenner Osnabriick SS 2020
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Arbeitsblatt 55

Ubungsaufgaben

AUFGABE 55.1. Es sei V ein endlichdimensionaler K-Vektorraum iiber einem
Korper K und es seien L, L, ..., L, Linearformen auf V. Zeige, dass die
Beziehung

ﬂ kern L; C kern L

i=1
genau dann gilt, wenn L zu dem von den Lq, ..., L,, erzeugten Untervektor-
raum (im Dualraum) gehort.
AUFGABE 55.2. Bestimme die lokalen Extrema der Funktion

h(z,y) = bx + 3y
auf der Ellipse
M = {(z,y) e R* | 22° + y* = 1}.
AUFGABE 55.3. Bestimme die lokalen Extrema der Funktion
h(z,y) = 2y’

unter der Nebenbedingung

M = {(z,y) € R* | 4o + Ty = 100}.

AUFGABE 55.4.*

Fiir eine Party soll eine Bowle gemischt werden, wobei 100 Euro zur Verfii-
gung stehen. Die Zutaten sind Orangensaft, Erdbeeren, Rum und Sekt. Die
Preisfunktion ist

Ri — R, (z,y,z,w) — =+ y + 5z + 3w.

Die Stimmungsfunktion h wird durch

h: Ri — R, (2,9, 2,w) — 3y 2w,
beschrieben. Bei welchem Mischungsverhéltnis wird die Stimmung optimiert?
(Es geniigt, den (die) kritischen Punkt(e) fiir die Lagrange-Bedingung aus-
zurechnen).



2

AUFGABE 55.5. Man beweise die Formel aus Beispiel 55.6, indem man den
durch die Linearform f gegebenen affinen Unterraum linear parametrisiert
und das Optimierungsproblem fiir A auf dem zugehorigen R”~! betrachtet.

Man l6se die folgende Aufgabe direkt und als eine Extremwertaufgabe unter
Nebenbedingungen.

AUFGABE 55.6. Fiir welche Punkte (¢,¢?) der Standardparabel wird der Ab-
stand zum Punkt (0, 1) minimal?

AUFGABE 55.7. Bestimme samtliche Tangenten an die Hyperbel
{(z,y) eR*|zy =1} .
AUFGABE 55.8. Zeige, dass durch
[0, 27— R?, t —> (cos®t, sin®¢t) ,
eine bijektive Parametrisierung der Standardastroide
M = {(x,y) € R? | (x2 +y? — 1)3 + 272%y? = O}
gegeben ist.

AUFGABE 55.9. Bestimme die lokalen Extrema der Funktion
hz,y) =«
auf der Standardastroide
M = {(m,y) € R?| (x2 +y? - 1)3 +27x%y% = O}.

AUFGABE 55.10. Bestimme die lokalen Extrema der Funktion
hz,y) = x
auf der Standardastroide
M = {(x,y) eER?| (2 +y* — 1)3 + 270%y? = O}

unter Verwendung der durch (z,y) = (cos3 t, sin® t) gegebenen Parametri-
sierung (siehe Aufgabe 55.8) von M.

AUFGABE 55.11. Bestimme die lokalen Extrema der Funktion
fla,y) = 2+
auf
M = {(z,y) e R* | (x — 1) + (y — 2)* = 20}.
AUFGABE 55.12. Bestimme die globalen Extrema der Funktion
fla,y) = o +y' = 8(2* +¢°)

auf
M = {(z,y) e R* | 2* + y* < 9}.



AUFGABE 55.13. Bestimme die globalen Extrema der Funktion
fla,y) = 20" +y* — 2
auf
M = {(z,y) e R* | 2” +y* < 1}.
AUFGABE 55.14.*
Bestimme die lokalen Extrema der Funktion
h(z,y) = 3z — Ty
auf der Ellipse
M = {(x,y) €R?*|32° +2y° = 1}.
AUFGABE 55.15.%*

Es sei
g: R— R
eine stetig differenzierbare Funktion.

a) Zeige, dass ¢ in einem Punkt a € R genau dann ein lokales Maximum
besitzt, wenn die Einschrénkung der Funktion

y: R? — R, (z,9) — v,

auf den Graphen
= A{(zy) |y =g(x)}

im Punkt (a, g(a)) ein lokales Maximum besitzt.

b) Wie steht in dieser Situation der Satz iiber Extrema mit Nebenbedingun-
gen mit dem eindimensionalen notwendigen Kriterium fiir ein lokales Extre-
mum in Verbindung?

¢) Man gebe ein Beispiel von zwei stetig differenzierbaren Funktionen

f,h: R* —R
und einem Punkt P € R? derart, dass (Df)p, und (Dh)p linear abhingig
sind und dass h auf der Faser zu f durch P kein lokales Extremum besitzt.
AUFGABE 55.16.*

Es soll eine (quaderférmige) Schachtel mit den Seitenldngen a,b,c € R,
angefertigt werden, deren Inhalt gleich

abc = 1000 cm?
sein soll.

a) Wie miissen a,b, ¢, gewéhlt werden, damit der Materialaufwand fiir die
sechs Seiten kritisch (also extremal sein kénnte) wird?

b) Ist der Materialaufwand unter der in a) beschriebenen Situation minimal
oder maximal?
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c¢) Fiir die Luxusversion der Schachtel aus Teil a) soll die kleinste Seitenfléiche
(vorne und hinten) mit einer Goldfolie bedeckt werden. Die Materialkosten
fiir eine solche Seite sind dreimal so hoch wie fiir eine normale Seite. Fiir
welche Seitenlédngen sind nun die Materialkosten extremal?

Aufgaben zum Abgeben
AUFGABE 55.17. (4 Punkte)

Bestimme die lokalen Extrema der Funktion
h(z,y,z) = 3o+ 4y + 22
auf dem Ellipsoid
M = {(z,y,2) € R’ | 22° + y* + 32% = 4}.

AUFGABE 55.18. (4 Punkte)

Bestimme sdmtliche Tangenten an die Astroide

{(m,y) ER| (22442 — 1) + 27222 = 0}.

AUFGABE 55.19. (6 (1+2+3) Punkte)

Wir betrachten im Einheitswiirfel £ = [—1,1]*> C R? eingeschriebene Vier-
ecke mit den Eckpunkten (—1 < a,b < 1)

(]-7 a, _1)7 (ba 17 _1)7 (_L —a, 1)7 (_ba _L 1) :
(1) Zeige, dass die vier Punkte in einer Ebene liegen.
(2) Unter welcher Bedingung an a, b handelt es sich um ein Quadrat?
(3) Fiir welche a, b erhdlt man ein Quadrat mit maximalem Flidchenin-
halt?
AUFGABE 55.20. (6 Punkte)

Es seien
fig: R —R
stetig differenzierbare Funktionen derart, dass die Nullfasern
M ={(z,y) eR[ f(z,y) = 0} und N = {(z,y) € R | g(,y) = 0}
disjunkt sind und beide nur reguldre Punkte besitzen. Es sei
(P,Q) € M x N CR* x R?

ein Punktepaar, fiir das der Abstand zwischen solchen Punkten minimal wird.
Zeige, dass die zugehorigen Tangenten parallel sind.
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