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VORWORT

Dieses Skript gibt die Vorlesung Grundkurs Mathematik II wieder, die ich
im Sommersemester 2017 an der Universitat Osnabriick im Studiengang Ma-
thematik (Bildung Erziehung Unterricht) gehalten habe.

Der Text wurde auf Wikiversity geschrieben und steht unter der Creative-
Commons-Attribution-ShareAlike 4.0. Die Bilder wurden von Commons
iibernommen und unterliegen den dortigen freien Lizenzen. In einem Anhang
werden die einzelnen Bilder mit ihren Autoren und Lizenzen aufgefiihrt. Die
CC-BY-SA 4.0 Lizenz erméglicht es, dass das Skript in seinen Einzelteilen
verwendet, verdndert und weiterentwickelt werden darf. Ich bedanke mich
bei der Wikimedia-Gemeinschaft und insbesondere bei Benutzer Exxu fiir
die wichtigen Beitrdge im Projekt semantische Vorlagen, die eine weitgehend
automatische Erstellung des Latexcodes ermdoglichen.

Bei Jonathan Steinbuch bedanke ich mich fiir die Durchfiihrung des Ubungs-
betriebs und die Korrekturen, bei den Tutoren Larissa Bauland, Mandala
von Westenholz und Daniel Geist fiir ihre Mitarbeit. Bei Frau Marianne
Gausmann bedanke ich mich fiir die Erstellung der Pdf-Files und bei den
Studierenden fiir einzelne Korrekturen und viele Anregungen.

Holger Brenner
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31. VORLESUNG - LINEARE GLEICHUNGSSYSTEME

In den folgenden Vorlesungen ewrden wir uns mit linearer Algebra beschéafti-
gen. Sie ist uns bereits im ersten Semester im Rahmen der Proportionalitét
und der linearen Funktionen begegnet. In der linearen Algebra wird stets ein
Korper K zugrunde gelegt, wobei man dabei grundsétzlich an die rationalen
Zahlen Q@ denken kann.

31.1. Lineare Gleichungen.

Die ,,Mutter aller linearen Gleichungssysteme® ist eine einzige lineare Glei-
chung in einer Variablen der Form

ar = b

mit gegebenen Elementen a, b aus einem Koérper K und gesuchtem x. Schon
hier zeigen sich drei Moglichkeiten, wie die Losung aussehen kann. Bei a # 0
kann man die Gleichung mit dem Inversen von a in K, also mit a™!, multi-
plizieren und erhélt als eindeutige Losung

x = ba ! = 9
a

Rechnerisch kann man also die Losung erhalten, wenn man inverse Elemente
bestimmen und mit ihnen multiplizieren kann. Bei a = 0 hingt das Lésungs-
verhalten von b ab. Bei b = 0 ist jedes © € K eine Losung, bei b # 0 gibt
es keine Losung.

Definition 31.1. Es sei K ein Korper und a,...,a, € K. Dann nennt man
a171 + asxy + -+ apr, =0

eine (homogene) lineare Gleichung in den Variablen zi,...,z, zu den Ko-
effizienten aj, j = 1,...,n. Ein Tupel® (¢1,...,&,) € K™ heifit Lisung der
linearen Gleichung, wenn Z?Zl a;&; = 0 ist.

Wenn ¢ € K ein weiteres Element ist, so heif3t
a1ry + Qxo + -+ -+ apTy = C
eine inhomogene lineare Gleichung und ein Tupel ((1,...,(,) € K™ heifit

Losung der inhomogenen linearen Gleichung, wenn Z?Zl a;(Cj = c ist.

Beispiel 31.2. Lucy Sonnenschein befindet sich an einem Obststand und
mochte fiir 10 Euro Obst kaufen. Dabei kosten (jeweils pro Hundert Gramm)
die Kirschen 0,5 Euro, die Heidelbeeren 1,20 Euro, die Himbeeren 0,9 Euro
und die Trauben 0,6 Euro. Ein Einkauf wird durch ein Tupel (z,y, z, w)
reprisentiert, wobei sich die einzelnen Zahlen auf die gekaufte Menge (in
Hundert Gramm) der Obstsorten bezieht. Der Einkaufspreis ist somit

0,5-2+1,2-y+0,9-2+0,6-w

IDer K™ ist der n-fache Produktraum von K mit sich selbst. Losungstupel werden wir
hiufig einfach auch mit (z1, ..., x,) bezeichnen.
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und die Bedingung, genau 10 Euro auszugeben, fiihrt auf die Gleichung
0,5-z2+1,2-y+0,9-2+0,6-w = 10

bzw. in Briichen

1 6 9 3 10

5 x—|—5 y+10 z+5 w = 10.
Es gibt hier sehr viele Losungen. Sie kann beispielsweise nur Kirschen kau-
fen, dann wéren das 20 Einheiten von den Kirschen und 0 von den anderen
Sorten. Als Tupel geschrieben ist diese Losung (20,0,0,0). Oder sie konnte
fiir jede Sorte gleich viel, namlich 2, 50 Euro, ausgeben wollen, das wiirde das
Losungstupel (5, %, 29—5, %) ergeben. Oder sie mochte von jeder Sorte gleich
viel kaufen. Dann wire x = y = z = w und es ergibt sich die Bedingung

1 6 9 3 32
(—+——|———|——)x: —x = 10,

2 5 10 5 10
also
100 25
rT = —— = —
32 8

25 25 25 25

und das Losungstupel (g, 5 5 ) Die entscheidende Beobachtung an

der Situation ist, dass man sich (zumindest, wenn man auch negative Zahlen
zulésst) (x,y, z) frei vorgeben darf und dass dadurch der Wert w {iber

5 L, 60
. 2 Ty YT

bestimmt ist.
Lemma 31.3. Es sei K ein Kérper und
a1ry + Qxo + -+ apTy, = C

eine lineare Gleichung tber K in den Variablen xq,...,x,. Es sei a; # 0.
Dann steht die Losungsmenge L der Gleichung in einer natiirlichen Bijektion
2um K™Y, und zwar diber die Abbildungen

L— K" (21, 29, ..., ) — (22, ..., T,),
und
n—1 1
K' ™ — L, (g, ..., xp) —> | —(c—aoxy — -+ — apTyp), Ty ..., Ty | .
ay
Beweis. Wenn (xa, ..., x,) fixiert ist, so gibt es genau eine Moglichkeit fiir
x1, die lineare Gleichung zu erfiillen, ndmlich
1
Ty = —(c—agxg — -+ — apTy) .
ay
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Eine entsprechende Aussage gilt an jeder Stelle mit a; # 0, die iibrigen
Eintrage legen dann z; fest. Die Losungsmenge notiert man als

1
L = {(—(c—agxg—---—anxn),:cg,...,xn)\zg,...,xneK}.

3]

31.2. Lineare Gleichungssysteme.

Bei einem linearen Gleichungssystem gibt es mehrere lineare Gleichungen in
einer gegebenen Menge von Variablen, die gleichzeitig erfiillt werden sollen.
Wir beginnen mit drei einfithrenden Beispielen.

Beispiel 31.4. Lucy Sonnenschein befindet sich an einem Obststand und
mochte fiir 10 Euro Obst kaufen. Gleichzeitig mochte sie, dass das Obst genau
30 Milligramm Vitamin C enthélt. Die Kirschen kosten (jeweils pro Hundert
Gramm) 0,5 Euro und besitzen 3 Milligramm Vitamin C, die Heidelbeeren
kosten 1,20 Euro und besitzen 5 Milligramm Vitamin C, die Himbeeren
kosten 0,9 Euro und besitzen 2 Milligramm Vitamin C und die Trauben
kosten 0,6 Euro und besitzen 4 Milligramm Vitamin C. Ein Einkauf wird
durch ein Tupel (x,y, z, w) reprisentiert, wobei sich die einzelnen Zahlen auf
die gekauften Mengen (in Hundert Gramm) der Obstsorten beziehen. Die
Geldbedingung fiihrt auf die lineare Gleichung
1 6 9

S r+ oy +— z+§w—10
2 57T 10 7Y T

und die Vitaminbedingung fiithrt auf die lineare Gleichung
3-x+5-y+2-z+4-w = 30.

Beide Bedingungen sollen simultan erfiillt sein, gesucht sind also die Tupel
(x,y, z,w), die beide linearen Gleichungen erfiillen.

Beispiel 31.5. Mustafa Miiller und Heinz Ngolo sind im Fanshop von Borus-
sia Dortmund. Mustafa zahlt fiir sieben Wimpel und fiinf Aufnéher zusam-
men 46 Euro und Heinz zahlt fiir vier Wimpel und sechs Aufnaher zusammen
42 FEuro. Wie viel kostet ein Wimpel und wie viel kostet ein Aufnidher? Dies
fithrt zu einem linearen Gleichungssystem mit zwei Variablen und zwei Glei-
chungen, die beiden Unbekannnten sind die Preise fiir einen Wimpel (sagen
wir z) und einen Aufnéher (sagen wir y). Mustafas Rechnung fiihrt auf die
Bedingung
Tr + 5y = 46

und Heinz Rechnung fiihrt auf die Bedingung
dr + 6y = 42.

Beispiel 31.6. An einem Weihnachtsstand auf dem Weihnachtsmarkt gibt
es drei verschiedene Glithweintopfe. Alle drei beinhalten die Zutaten Zimt,
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Gewiirznelken, Rotwein und Zucker, allerdings mit unterschiedlichen Antei-
len. Die Zusammensetzung der einzelnen Glithweine ist

1 2 3
2 2 1
Gi=111[G2= 19| G= ]9
2 3 7

Jeder Glithwein wird also repréasentiert durch ein Vierertupel, deren einzelne
Eintrége fiir die Anteile an den Zutaten stehen. Die Menge aller (moglichen)
Glithweine bilden einen Vektorraum (diesen Begriff werden wir in einer der
néchsten Vorlesungen einfiihren), und die drei konkreten Glithweine sind drei
Vektoren in diesem Raum.

Nehmen wir an, dass keiner dieser drei Glithweine genau den gewiinschten
Geschmack trifft und dass der Wunschglithwein die Zusammensetzung

1
2
20
)

W:

hat. Gibt es eine Moglichkeit, den Wunschglithwein durch Zusammenschiitten
der vorgegebenen Glithweine zu erhalten? Gibt es also Zahlen? a,b,c € Q
derart, dass

1 2 3 1
2| ., 2 1| {2
“la [Tl T¢20] T |20
2 3 7 5

gilt. Hinter dieser einen vektoriellen Gleichung liegen vier einzelne Gleichun-
gen in den ,Variablen“ a,b,c, wobei die Gleichungen sich aus den Zeilen

2Sinnvoll interpretierbar sind in diesem Beispiel nur positive Zahlen, da man schwerlich
aus einem Glithweingemisch die einzelnen verwendeten Glithweinsorten wieder herauszie-
hen kann. In der linearen Algebra spielt sich aber alles iiber einem Koérper ab, so dass wir
auch negative Zahlen zulassen.
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ergeben. Wann gibt es eine solche Losung, wann keine, wann mehrere? Das
sind typische Fragen der linearen Algebra.
Wir kommen zur allgemeinen Definition eines linearen Gleichungssystems.

Definition 31.7. Es sei K ein Korper und a;; € K fiir 1 < ¢ < m und
1 < j < n. Dann nennt man

a1 Ty + apprs + -+ apr, = 0
A21T1 + Ago%o + + -+ + agpty, = 0
121 + maZe + -+ Gy = 0
ein (homogenes) lineares Gleichungssystem in den Variablen xq,. .., z,. Ein

Tupel (&1, ...,&,) € K™ heiit Losung des linearen Gleichungssystems, wenn

> iy @i = 0 ist fiir alle i = 1,...,m.

Wenn (cy,...,cn) € K™ beliebig? ist, so heifit

a1y + a2 + -+ - + ATy =
21%1 + A22T2 + -+ + AopTy, = C2
Um1T1 + QX2 + -+ QT = Cnp
ein inhomogenes lineares Gleichungssystem und ein Tupel ((y,...,(,) € K™

heilt Liosung des inhomogenen linearen Gleichungssystems, wenn Z?:1 a;;Cj
= ¢; ist fiir alle 7.

Die Menge aller Losungen eines linearen Gleichungssystems heifit die Ld-
sungsmenge. Im homogenen Fall spricht man auch vom Lésungsraum, da es
sich in der Tat, wie wir in einer der néchsten Vorlesungen sehen werden, um
einen Vektorraum handelt.

Ein homogenes lineares Gleichungssystem besitzt immer die sogenannte tri-
viale Lésung 0 = (0,...,0). Ein inhomogenes Gleichungssystem braucht
nicht unbedingt eine Losung zu haben. Beispielsweise ist das durch die beiden
Gleichungen

3r =17
und

Sr = 8
in der einen Variablen x gegebene System offenbar nicht 16sbar. Grundsétz-
lich kann auch eine Gleichung der Form

0=1

auftreten, wenn sdmtliche Koeffizienten der Gleichung 0 sind und die Stor-
komponente nicht 0 ist. In diesem Fall gibt es keine Losung.

3Ein solcher Vektor heiBt manchmal ein Stirvektor des Systems.
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Zu einem inhomogenen linearen Gleichungssystem heifit das homogene Sy-
stem, das entsteht, wenn man den Storvektor gleich 0 setzt, das zugehdirige
homogene System.

Bemerkung 31.8. Gelegentlich ist ein lineares Gleichungssystem nicht in
der Form gegeben, dass die Variablen nur auf einer Seite der Gleichungen
auftauchen, wie beispielsweise bei

3r—4+>by = 82+ Tx,
2—4x+ 2z = 2y+ 3x +6,
4z —3r+2x+3 = b5xr — 11y + 22 — 8.

In diesem Fall muss man das System zuerst durch einfache Additionen und
Zusammenfassen der Koeffizienten in jeder einzelnen Gleichung in die Stan-
dardgestalt bringen.

31.3. Losungsverfahren fiir zwei Gleichungen in zwei Variablen.

In der néchsten Vorlesung werden wir ein allgemeines Losungsverfahren fiir li-
neare Gleichungssysteme kennen lernen, das Eliminationsverfahren. Fiir eine
Gleichung in beliebig vielen Variablen haben wir ein Losungsverfahren bereits
in Lemma 31.3 gesehen. Die grundlegende Beobachtung fiir jedes Losungs-
verfahren fiir ein lineares Gleichungssystem ist, dass wenn (zy,...,x,) die
beiden Gleichungen

ar1+ -+ apr, = C
und

b11}1+"'+bnl’n =d

erfiillt, dass dieses Tupel dann auch die Gleichung
(a1 + b))z + -+ (a, + by)z, = c+d

erfiillt. Das bedeutet, dass man die Gleichungen umformen kann mit dem
Ziel, ein vereinfachtes System zu finden, aus dem man die Losungen direkt
ablesen kann.

Hier besprechen wir den Fall von zwei linearen Gleichungen in zwei Variablen.

Beispiel 31.9. Wir kniipfen an Beispiel 31.5 an, d.h. wir m6chten das lineare
Gleichungssystem

Tr + by = 46
und

dor + 6y = 42
l6sen. Wir wollen geeignete Vielfache der beiden Gleichungen miteinander
addieren mit dem Ziel, dass in der Summe eine Variable herausfillt. Man
kann beispielsweise das Vierfache der ersten Gleichung mit dem —7-fachen
der zweiten Gleichung addieren. Diese Vielfachengleichungen sind

287 + 20y = 184
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bzw.
—28¢ — 42y = —294.
Wenn man diese beiden Gleichungen addiert, so erhélt man
—22y = —110
und damit
y = 5.

Somit kennt man den Preis fiir einen Aufnéher. Diese Information kann man
mit einer der Ausgangsgleichungen weiter verarbeiten. Es ist

Tx+5-5 = 46

und somit
Tr = 46 — 25 = 21,
also
r = 3.

Verfahren 31.10. Es sei ein lineares Gleichungssystem iiber dem Kérper K
mit zwei Gleichungen in den zwei Variablen x und y gegeben, d.h. es soll

ar+by = e

und
cx+dy = f

mit vorgegebenen Zahlen a,b,c,d, e, f € K simultan gelost werden. Wenn
a=c=0

ist, so kommt die Variable x gar nicht explizit vor und es liegt somit im
Prinzip ein Gleichungssystem mit zwei Gleichungen in der einen Variablen y
vor. In diesem Extremfall hangt die Losbarkeit und die Losungen von b, d, e, f
ab, insbesondere davon, ob diese Zahlen gleich 0 oder nicht gleich 0 sind.
Betrachten wir also den Fall, wo a # 0 ist. Wenn man zur zweiten Gleichung
das —£-fache der ersten Gleichung hinzuaddiert (also das ¢-fache abzieht),
so ergibt sich die neue Gleichung

cm—f—dy—z(aanby) = (d—§b>y = f—ge.

Eine Losung des Ausgangssystems muss auch eine Losung des Gleichungssy-
stems (und umgekehrt) sein, das aus der ersten Gleichung

ar+by = e
und der neuen Gleichung (mit neuen Buchstaben fiir die neuen Koeffizienten)
Ty =S

besteht. In dieser zweiten Gleichung kommt nur y als Variable vor, entschei-
dend ist, ob r gleich oder nicht gleich 0 ist (da sich der neue Koeffizient
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durch eine Rechnung ergibt, ist nicht von vornherein klar, welcher Fall ein-
treten wird). Bei r # 0 (dies ist der ,,Normalfall“) ist

S

Yy = -
r

und mit der ersten Gleichung erhilt man die eindeutige Losung fiir z. Bei
r = 0und s # 0 gibt es keine Losung fiir y und somit auch keine Losung fiir
das Gesamtsystem. Bei r = 0 und s = 0 ist jedes y eine Losung der zweiten
Gleichung und jedes y fiihrt mit der ersten Gleichung zu einer Losung fiir x
und damit zu einer Gesamtlosung.

31. ARBEITSBLATT

31.1. Die Pausenaufgabe.

Aufgabe 31.1. Lose das lineare Gleichungssystem
2z — by = 3.

31.2. Ubungsaufgaben.

Aufgabe 31.2. Lose das lineare Gleichungssystem
r+y+z=0.

Aufgabe 31.3. Lose das lineare Gleichungssystem
4o + Ty — 3z +6u+5v = 0.

Aufgabe 31.4. Lose das lineare Gleichungssystem
9 8 5 2

TR T T

Aufgabe 31.5. Skizziere die Losungsmenge der linearen Gleichung
dor +Ty = 6
im Q2.

Aufgabe 31.6. Finde zum linearen Gleichungssystem

7.8, 3 _4
3V TEY T T

ein dquivalentes Gleichungssystem (also eines mit der gleichen Losungsmen-
ge), dessen Koeffizienten zu Z gehoren.
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Aufgabe 31.7. Entscheide, ob die folgenden Tupel Losungen des linearen
Gleichungssystems
3r — 6y +4z = 1,

—2x + by —4z = -3,
sind.
a) (—1,0, 1),
b) (2,3, 1),
c) (1, 3, 4).

Aufgabe 31.8.*

Kevin zahlt fiir einen Winterblumenstrauf3 mit 3 Schneegléckchen und 4 Mi-
stelzweigen 2,50 € und Jennifer zahlt fiir einen Straufl aus 5 Schneeglock-
chen und 2 Mistelzweigen 2,30 €. Wie viel kostet ein Straul mit einem
Schneeglockchen und 11 Mistelzweigen?

Aufgabe 31.9. Mustafa Miiller und Heinz Ngolo sind im Fanshop von Bo-
russia Dortmund. Mustafa zahlt fiir drei Pappspieler und vier handsignierte
Fotos zusammen 55 Euro und Heinz zahlt fiir fiinf Pappspieler und drei hand-
signierte Fotos zusammen 66 Euro. Wie viel kostet ein Pappspieler und wie
viel kostet ein handsigniertes Foto?

Aufgabe 31.10. Lose das lineare Gleichungssystem
2¢ +3y =7 und 5z + 4y = 3.

Aufgabe 31.11. Lose das lineare Gleichungssystem
3 4 7 4 5 6

—r——y=——-und — = —y=-.
AT T A L
Aufgabe 31.12. Lose das lineare Gleichungssystem
r+y=1lundy=1

iiber dem Korper mit zwei Elementen.

Aufgabe 31.13. Lose das lineare Gleichungssystem
r=—-8undy=>5.

Aufgabe 31.14. Lose das lineare Gleichungssystem
r=052y=3,4z+w=3.
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Aufgabe 31.15.*

Sie wollen fiir eine Party 100 Liter an Getridnken einkaufen und dafiir 80
€ ausgeben. Sorte A kostet 70 Cent pro 1,25-Liter-Flasche, Sorte B kostet
1,40 € pro 750-ml-Flasche. Wie viele Flaschen kaufen Sie von jeder Sorte?
Zusatzfrage: Weil man nur ganze Flaschen kaufen kann, kommt man nicht
exakt auf 100 Liter und 80 €Wie grof ist der Fehler?

Aufgabe 31.16. Lose das lineare Gleichungssystem
2 3 5 1 6 3 3 8 1 1 4 1

Syt e e 2 md — e+ Sy s Sy,
ol TV Ty T Tt Y Ty TtV 3T gt YTy

Aufgabe 31.17. Es sei ein lineares Gleichungssystem durch die Gleichungen

G1,...,G, und ein zweites lineares Gleichungssystem durch die Gleichun-
gen Hy,..., H, gegeben, beide iiber dem Korper K und in den Variablen
X1, ..., X,. Wie verhilt sich die Losungsmenge L; zum ersten System und

die Losungsmenge Lo zum zweiten System zur Losungssmenge des Systems,
das aus den beiden Systemen zusammengesetzt ist?

Aufgabe 31.18. Uber dem Korper K sei ein lineares Gleichungssystem
in den Variablen Xi,..., X, und ein zweites lineares Gleichungssystem in
den Variablen Yj,...,Y,, gegeben. Wie verhélt sich die Losungsmenge [
zum ersten System und die Losungsmenge Lo zum zweiten System zur
Losungssmenge des Systems, das aus den beiden Systemen zusammengesetzt
ist?

Aufgabe 31.19. Wir betrachten das lineare Gleichungssystem

—4dr —-2y+6z = 3
3r+Ty+5z = 2
Sr —2y+4z = —5H.

Finde Tupel (z,vy, z), die je zwei dieser Gleichungen erfiillen, aber nicht die
dritte.

Aufgabe 31.20. Interpretiere Lemma 31.3, wenn nur eine Variable vorliegt.

Aufgabe 31.21. Wir betrachten eine Uhr mit Stunden- und Minutenzeiger.
Es ist jetzt 6 Uhr, so dass die beiden Zeiger direkt gegeniiber stehen. Um wie
viel Uhr stehen die beiden Zeiger zum néchsten Mal direkt gegeniiber?
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31.3. Aufgaben zum Abgeben.

Aufgabe 31.22. (2 Punkte)
Lése das lineare Gleichungssystem
—Tx — 8y = 5.

Aufgabe 31.23. (3 Punkte)

Lése das lineare Gleichungssystem

3.1, TG 4
——r+-y—=—z+-w = =
1Y Tty 5

Aufgabe 31.24. (3 Punkte)

Lése das lineare Gleichungssystem
dr — 5y =6 und 22z + 11y = —3.

Aufgabe 31.25. (3 Punkte)

Lése das lineare Gleichungssystem

41 3 R S
——r——-y=——und ——x+-y=—-.
578V 75 7P T8V Ty

Aufgabe 31.26. (3 Punkte)

Lése das lineare Gleichungssystem
3 4 4 1 6 7 1 7 4 2 3
T x 2 T .
7 11 5 2 5 4 8 6 3 7 )
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32. VORLESUNG - ELIMINATIONSVERFAHREN

Verwandle grofie
Schwierigkeiten in kleine und
kleine in gar keine

Chinesische Weisheit

32.1. Das Losen von linearen Gleichungssystemen.

Lineare Gleichungssysteme werden mit dem Eliminationsverfahren gelost, bei
dem nach und nach Variablen eliminiert werden und schliefllich ein besonders
einfaches dquivalentes Gleichungssystem entsteht, das direkt gelost werden
kann (bzw. von dem gezeigt werden kann, dass es keine Losung besitzt).
Systeme mit zwei Gleichungen in zwei Variablen haben wir schon in der
letzten Vorlesung behandelt. Wir fahren mit einem typischen Beispiel fort.

Beispiel 32.1. Wir wollen das inhomogene lineare Gleichungssystem

2¢ +dHy +2z v = 3
3r —4y +u 4+2v = 1
4x -2z +2u =7

tiber R (oder Q) lsen. Wir eliminieren zuerst x, indem wir die erste Zeile I
beibehalten, die zweite Zeile I 1 durch 11 — %I und die dritte Zeile I11 durch
111 — 21 ersetzen. Das ergibt

2 +5y +2z v = 3
—2y 32 +u —i—%v = ’77
—10y —6z +2u +2v =

—_

Wir konnten jetzt aus der (neuen) dritten Zeile mit Hilfe der zweiten Zeile y
eliminieren. Wegen der Briiche eliminieren wir aber lieber z (dies eliminiert
gleichzeitig u). Wir belassen also die erste und zweite Zeile und ersetzen die
dritte Zeile 111 durch I11 — 211. Dies ergibt, wobei wir das System in einer
neuen Reihenfolge? aufschreiben, das System

2v +2z +5y —v = 3
23 7 =7
13y —Hv = 8.

Wir kénnen uns nun v beliebig (oder ,frei“) vorgeben. Die dritte Zeile legt
dann y eindeutig fest, es muss néamlich
8 5

= — 4+ —
YT 13T

“Eine solche Umstellung ist ungefihrlich, wenn man den Namen der Variablen mit-
schleppt. Wenn man dagegen das System in Matrizenschreibweise auffiihrt, also die Va-
riablennamen einfach weglésst, so muss man sich diese Spaltenvertauschungen merken.
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gelten. In der zweiten Gleichung kénnen wir wieder u beliebig vorgeben, was
dann z eindeutig festlegt, namlich

1T 7 .23(8 5
° - —5(—5—”—5“7(1—3*@1)»

1 7 7 92 115

R ‘5‘“‘5“@*%“)
1 /93 12

- 73 2—6‘“5“)
31 1 4

- T 3t v

Die erste Zeile legt dann x fest, ndmlich

1
r = 5(3—2z—5y—|—v)

B 30 2 4
— 2\l 3" 13"
1 2

- o3 3¢ "

Daher kann man die Gesamtlosungsmenge als

15 102 8 5 31 1 4 uvCR
13 3" 13713 13" e 3T 31y

schreiben. Eine besonders einfache Losung ergibt sich, wenn man die freien
Variablen v und v gleich 0 setzt. Dies fiihrt auf die spezielle Losung

15 8 31
==, = —=,0,0].
nz) = (1333 35 0.9)
In der allgemeinen Losung kann man u und v als Koeffizienten rausziehen
und dann die Losungsmenge auch als

15 8 31 1 1
2o —=.0,-,1
{(13’13’ 26’0’0)+“( 503 ’O)
2 5 4
s 2 201 R
+”< 313 130 )'“’UE }
schreiben. Dabei ist

11 2 5 4
—-,0,-,1 — S 2 01 R
{u< 370737 70) +U( 137137 13707 )|/U/7/UE }

eine Beschreibung der allgemeinen Losung des zugehorigen homogenen linea-
ren Gleichungssystems.

Definition 32.2. Es sei K ein Korper und seien zwei (inhomogene) lineare
Gleichungssysteme zur gleichen Variablenmenge gegeben. Die Systeme heiflen
dquivalent, wenn ihre Losungsmengen iibereinstimmen.
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Lemma 32.3. FEs sei K ein Kérper und

a11T1 + a9 + -+ - + a1y, =
a91T1 + a99xo + + -+ 4+ aopTy, = (9
Am1%1 + AmaX2 + -« + Apn®y = Cpy

ein inhomogenes lineares Gleichungssystem tber K. Dann fiihren die fol-
genden Manipulationen an diesem Gleichungssystem zu einem dquivalenten
Gleichungssystem.

(1) Das Vertauschen von zwei Gleichungen.

(2) Die Multiplikation einer Gleichung mit einem Skalar s # 0.

(3) Das einfache Weglassen einer Gleichung, die doppelt vorkommit.

(4) Das Verdoppeln einer Gleichung (im Sinne von eine Gleichung zwei-
mal hinschreiben,).

(5) Das Weglassen oder Hinzufiigen einer Nullzeile (einer Nullgleichung).

(6) Das Ersetzen einer Gleichung H durch diejenige Gleichung, die ent-
steht, wenn man zu H eine andere Gleichung G des Systems addiert.

Beweis. Die meisten Aussagen sind direkt klar. (2) ergibt sich einfach daraus,
dass wenn
n
Z a;r; = C
i=1

Z(Sai)xi = sc

i=1
fiir jedes s € K gilt. Bei s # 0 kann man diesen Ubergang durch Multiplika-
tion mit s~ riickgiingig machen.

(6). Es sei G die Gleichung

gilt, dass dann auch

n

E a;r; = C

i=1
i=1
Wenn ein Tupel (&1, ..., &,) € K™ die beiden Gleichungen erfiillt, so erfiillt es

auch die Gleichung H' = G+ H. Und wenn das Tupel die beiden Gleichungen
G und H'’ erfiillt, so auch die Gleichung G und H = H' — G. g

und H die Gleichung

Fiir die praktische Losung eines linearen Gleichungssystems sind die beiden
Manipulationen (2) und (6) am wichtigsten, wobei man in aller Regel diese
beiden Schritte kombiniert und eine Gleichung H durch eine Gleichung der
Form H + AG (mit G # H) ersetzt. Dabei wird A € K so gewéhlt, dass
die neue Gleichung eine Variable weniger besitzt als die alte. Man spricht
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von Elimination einer Variablen. Diese Elimination wird nicht nur fiir eine
Zeile durchgefiihrt, sondern fiir alle Zeilen mit Ausnahme von einer (geeignet
gewihlten) , Arbeitszeile* G und mit einer fixierten ,, Arbeitsvariablen®. Das
folgende Eliminationslemma beschreibt diesen Rechenschritt.

Lemma 32.4. Es sei K ein Korper und S ein (inhomogenes) lineares Glei-
chungssystem tiber K in den Variablen xq,...,x,. Es sei x eine Variable,
die in mindestens einer Gleichung G mit einem von 0 verschiedenen Koeffi-
zienten a vorkommt. Dann lisst sich jede von G verschiedene® Gleichung H
durch eine Gleichung H' ersetzen, in der x nicht mehr vorkommt, und zwar
so, dass das neue Gleichungssystem S’, das aus G und den Gleichungen H'
besteht, dquivalent zum Ausgangssystem S ist.

Beweis. Durch Umnummerieren kann man = = x; erreichen. Es sei G die
Gleichung

n
ary + E a;x; = b
i=2

(mit @ # 0) und H die Gleichung

n
cry + E cr; = d.
i=2

Dann hat die Gleichung H' = H — £G die Gestalt

in der z; nicht mehr vorkommt. Wegen H = H'+ <G sind die Gleichungssy-
steme dquivalent. Il

Das praktische Verfahren, bei dem man sukzessive das Verfahren im Beweis
des vorstehenden Lemmas anwendet, um auf Dreiecksgestalt bzw. Stufenge-
stalt zu kommen, nennt man Gaufsches Eliminationsverfahren (oder Addi-
tionsverfahren). Es werden also Variablen eliminiert, indem man geeignete
Vielfache von Gleichungen zu anderen Gleichungen hinzuaddiert.

SMit verschieden ist hier gemeint, dass die beiden Gleichungen einen unterschiedlichen
Index im System haben. Es ist also sogar der Fall erlaubt, dass G und H dieselbe, aber
doppelt aufgefithrte Gleichung ist.
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Satz 32.5. Jedes (inhomogene) lineare Gleichungssystem tiber einem Korper
K lasst sich durch die in Lemma 32.3 beschriebenen elementaren Umformun-
gen und durch das Weglassen von dberflissigen Gleichungen in ein dquiva-
lentes lineares Gleichungssystem der Stufenform

b151ZL‘81 +b151+1$51+1 . c. c. e e +b1nxn = d1

0 e 0 bQSQZL'sQ Ce N e —Fbgn[[)n B dg

0 . . . 0 bms, Ts,, .. Fbppr, = dp
dberfiihren, bei dem alle Startkoeffizienten bys,, basy, - - ., bs,, von 0 verschie-

den sind. Dabei ist bei d,, 11 = 0 die letzte Zeile tiberflissig und bei dp,yq # 0
besitzt das System keine Lisung.

Durch Variablenumbenennungen erhdlt man ein dquivalentes System der
Form

ciiyhn +e2ys oo FCimYm  FCimt1Ymir oo FCYn = dy
0 C2212 c. . c. ce +C2nyn = d2
0 o 0  ConmYm FCmmitYmstl --- FCon¥Yn = dm
0 o o 0 0 o 0 = dpi1

mit Diagonalelementen c;; # 0.

Beweis. Dies folgt direkt aus dem Eliminationslemma, mit dem man suk-
zessive Variablen eliminiert. Man wendet es auf die erste (in der gegebenen
Reihenfolge) Variable (diese sei z,) an, die in mindestens einer Gleichung
mit einem von 0 verschiedenen Koeffizienten auftaucht. Diese Eliminations-
schritte wendet man solange an, solange das im Eliminationsschritt entste-
hende variablenreduzierte Gleichungssystem (also ohne die vorhergehenden
Arbeitsgleichungen) noch mindestens zwei Gleichungen mit von 0 verschie-
denen Koeffizienten erhélt. Wenn dabei Gleichungen in der Form der letzten
Gleichung iibrig bleiben, und diese nicht alle die Nullgleichung sind, so besitzt
das System keine Losung. Wenn wir

Y1 = T, Y2 = Tsgy - ooy Ym = Ty,
setzen und die anderen Variablen mit 9,11, ..., ¥, benennen, so erhélt man
das angegebene System in Dreiecksgestalt. U

Es kann sein, dass die Variable z; gar nicht in dem System mit einem von 0
verschiedenen Koeffizienten vorkommt, und, dass in einer Variablenelimina-
tion gleichzeitig mehrere Variablen eliminiert werden. Dann erhélt man wie
beschrieben ein Gleichungssystem in Stufenform, das erst durch Variablen-
vertauschungen in die Dreiecksform gebracht werden kann.
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Bemerkung 32.6. Gelegentlich mochte man ein simultanes lineares Glei-
chungssystem der Form

a1, + a9 + - - - + A1y = (: dl, = €1,.. )
211 + Q92T9 + - - - + A9y, Ty, = C2 (: dz, = €9,.. )
Am1T1 + ApaTo + -+ + GppTy, = Cpy (: dma = €Em,-- )

16sen. Es sollen also fiir verschiedene Storvektoren Losungen des zugehori-
gen inhomogenen Gleichungssystems berechnet werden. Grundsétzlich kénn-
te man dies als voneinander unabhéngige Gleichungssysteme betrachten, es
ist aber geschickter, die Umwandlungen, die man auf der linken Seite macht,
um Dreiecksgestalt zu erreichen, simultan auf der rechten Seiten mit allen
Storvektoren durchzufiithren. Ein wichtiger Spezialfall bei n = m liegt vor,
wenn die Storvektoren die Standardvektoren durchlaufen, siehe Verfahren
36.11.

Bemerkung 32.7. Ein weiteres Verfahren, ein lineares Gleichungssystem zu
16sen, ist das FEinsetzungsverfahren. Dabei werden ebenfalls Variablen suk-
zessive eliminiert, allerdings in einer anderen Weise. Wenn man mit diesem
Verfahren die Variable x; eliminieren mdochte, so 16st man eine Gleichung, sa-
gen wir (G1, in der x; mit einem von 0 verschiedenen Koeffizienten vorkommt,
nach z; auf, und erhélt eine neue Gleichung der Form

/
Gll I'lel,

wobei in F) die Variable x; nicht vorkommt. In allen weiteren Gleichungen
Go,...,G,, ersetzt man die Variable x; durch F; und erhélt (nach Umfor-
mungen) ein Gleichungssystem Gy, ..., G/ ohne die Variable z;, das zusam-
men mit G} dquivalent zum Ausgangssystem ist.

Bemerkung 32.8. Ein anderes Verfahren, ein lineares Gleichungssystem
zu 16sen, ist das Gleichsetzungsverfahren. Dabei werden ebenfalls Variablen
sukzessive eliminiert, allerdings in anderer Weise. Bei diesem Verfahren 16st
man die Gleichungen G;, i = 1,...,m, nach einer festen Variablen, sagen wir
xq auf. Es seien (nach Umordnung) Gy, ..., Gy die Gleichungen, in denen die
Variable x; mit einem von 0 verschiedenen Koeffizienten vorkommt. Diese
Gleichungen bringt man in die Form

G.: r,=F

wobei in Fj die Variable x1 nicht vorkommt. Das Gleichungssystem bestehend
aus
llaFleZaFle37"'7Fl :Fk7Gk’+1a"'7Gm

ist zum gegebenen System dquivalent. Mit diesem System ohne G} fahrt man
fort.



27
Bemerkung 32.9. Unter einem linearen Ungleichungssystem iiber den ra-
tionalen Zahlen oder den reellen Zahlen versteht man ein System der Form

a1y + a2 + - + a1, *x
a91T1 + A929T9 —+ 4 A2n,Tn * Co

Am1T1 + Am2T2 + -+ AmnTn * Cm,

wobei * gleich < oder > ist. Die Losungsmenge ist deutlich schwieriger zu
beschreiben als im Gleichungsfall. Fine Eliminierung von Variablen ist im
Allgemeinen nicht moglich.

32.2. Lineare Gleichungssysteme in Dreiecksgestalt.

Satz 32.10. Es sei ein inhomogenes lineares Gleichungssystem iiber einem
Korper K wn Dreiecksgestalt

a;1ry +apxs ... +aymTym ... +a1nr, = C1
0 229 . . .. TAopT, = Co
0 e 0 ammTm ... FApnTn = Cm

gegeben, wobei vorne die Diagonalelemente alle ungleich 0 seien. Dann stehen
die Losungen (1, ..., %Tm, Tmit, .-, Tn) 0 Bijektion zu den Tupeln (41,
coyxy) € K"™. D.h. die hinteren n — m Eintrige sind frei wdhlbar und
legen eine eindeutige Losung fest, und jede Losung wird dabei erfasst.

Beweis. Dies ist klar, da bei gegebenem (2,41, ..., z,) die Zeilen von unten
nach oben sukzessive die anderen Variablen eindeutig festlegen. U

Bei m = n gibt es keine freien Variablen und es ist K = 0 und das Glei-
chungssystem besitzt genau eine Losung. Ein beliebiges lineares Gleichungs-
system formt man mit Hilfe des Eliminationslemmas in ein dquivalentes li-
neares Gleichungssystem in Stufengestalt um. Dann stellt man fest, dass es
entweder keine Losung besitzt oder aber man kann aus der Stufengestalt eine
Beschreibung der Losungsmenge erhalten.

32. ARBEITSBLATT

32.1. Die Pausenaufgabe.

Aufgabe 32.1. Zeige, dass das lineare Gleichungssystem

—4dr+6y = 0
or+8y = 0

nur die triviale Losung (0,0) besitzt.
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32.2. Ubungsaufgaben.

Aufgabe 32.2. Lose das lineare Gleichungssystem
1 6 9 3
§'x+5'y+1—0-z+g~w = 10,
3-x+5-y+2-z2+4-w = 30

aus Beispiel 31.4.

Aufgabe 32.3. Gibt es eine Losung (a, b, ¢) € Q fiir das lineare Gleichungs-
system

1 2 3 1
a 2 +0b 2 +c L = 2
11 12 20 20
2 3 7 5

aus Beispiel 31.67

Aufgabe 32.4. In der groflen Pause fihrt das SiiBwarenmobil von Raul
Zucchero auf den Schulhof. Gabi kauft einen Schokoriegel, zwei Packungen
Brausepulver und drei saure Zungen und zahlt dafiir 1, 30 €. Lucy kauft zwei
Schokoriegel, eine Packung Brausepulver und zwei saure Zungen und zahlt
dafiir 1,60 €. Mustafa kauft einen Schokoriegel, eine Packung Brausepulver
und zwei saure Zungen und zahlt dafiir einen €. Heinz kauft zwei Schoko-
riegel, zwei Packungen Brausepulver und eine saure Zunge und zahlt dafiir
1,70 €. Wie viel kostet ein Schokoriegel, eine Packung Brausepulver, eine
saure Zunge?

Bendtigt man die volle Information, um dies herauszufinden?

Es sei der Einkauf von Gabi und von Lucy bekannt, ferner sei bekannt, dass
Lucys kleine Schwester Veronika fiir drei Packungen Brausepulver und vier
saure Zungen einen Euro zahlt. Kann man daraus die Preise rekonstruieren?

Aufgabe 32.5. In einer Familie leben M, P,S und T'. Dabei ist M dreimal
so alt wie S und T zusammen, M ist dlter als P und S ist élter als T', wobei
der Altersunterschied von S zu T doppelt so gro3 wie der von M zu P ist.
Ferner ist P siebenmal so alt wie 7" und die Summe aller Familienmitglieder
ist so alt wie die GroBmutter véterlicherseits, ndmlich 83.

a) Stelle ein lineares Gleichungssystem auf, das die beschriebenen Verhélt-
nisse ausdriickt.

b) Lose dieses Gleichungssystem.
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Aufgabe 32.6.*

Lése das inhomogene Gleichungssystem

3x +z +dw = 4
2r +2y +w = 0
4r  +6y +w = 2
r 43y +5Hz = 3.

Aufgabe 32.7. Lose das inhomogene Gleichungssystem

r +2y +3z +4w = 1
2v +3y +4z +dw 7
x +z = 9
r +dy +5z +w = 0.

Aufgabe 32.8. Zeige, dass es zu jedem linearen Gleichungssystem iiber QQ
ein dazu aquivalentes Gleichungssystem mit der Eigenschaft gibt, dass alle
Koeffizienten ganzzahlig sind.

Aufgabe 32.9. Zeige, dass es zu jedem linearen Gleichungssystem iiber Q
ein dazu dquivalentes Gleichungssystem mit der Eigenschaft gibt, dass darin
der Betrag aller Koeffizienten kleiner als 1 ist.

Aufgabe 32.10. Zeige, dass die lineare Gleichung
20 +2y =1

iiber Q unendlich viele Losungen besitzt, aber keine ganzzahlige Losung.

Aufgabe 32.11. Bestimme sdmtliche ganzzahligen Losungen der Gleichung
3r+T7y = 0.

Aufgabe 32.12. Es sei ein homogenes lineares Gleichungssystem iiber Q
gegeben, das eine nichttriviale Losung besitze. Zeige, dass es auch eine ganz-
zahlige nichttriviale Losung besitzt.

Aufgabe 32.13.*
Zeige, dass das lineare Gleichungssystem

or—Ty—4z = 0
2v+y—3z =
Tr+6y—22 = 0

o

nur die triviale Losung (0,0, 0) besitzt.
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Aufgabe 32.14. Bringe das lineare Gleichungssystem
v —4+5y = 82+ Tx,
2—4dr+2 = 2y+ 3 +6,
4z —3rx+2x+3 = Sz —1ly+22—38

in Standardgestalt und 16se es.

Aufgabe 32.15. Lose das lineare Gleichungssystem

dr+Ty+32z = 4
11z +9y+ 13z = 9
6 +8y+5z = 2

mit dem Einsetzungsverfahren.

Aufgabe 32.16. Lose das lineare Gleichungssystem

or —y+7z = 6
3r+6y+3z = =2
8r+8y+T72 = 3

mit dem Einsetzungsverfahren.

Aufgabe 32.17. Lose das lineare Gleichungssystem

or+6y+2z = 6
dr+8y+9z = 5
1z +5y+72z = 8

mit dem Gleichsetzungsverfahren.

Aufgabe 32.18.*

Lose das lineare Gleichungssystem
4o —dy + Tz = —3,
—2z+4y+3z = 9,

r = —2.

Aufgabe 32.19. Zeige durch ein Beispiel, dass das durch die drei Gleichun-
gen LILIIT gegebene lineare Gleichungssystem nicht zu dem durch die drei
Gleichungen I-11, I-ITI, II-I1I gegebenen linearen Gleichungssystem édquivalent
sein muss.
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Aufgabe 32.20. Es sei K der in Beispiel 11.4 eingefiihrte Kérper mit zwei
Elementen. Lose in K das inhomogene Gleichungssystem

r +y = 1
y +z = 0
r +y +z = 0.

Aufgabe 32.21.%*
Bestimme die Lésungsmenge des Ungleichungssystems
20 > 7

und
or < 12

iiber Q.

Aufgabe 32.22. Bestimme die Losungsmenge des Ungleichungssystems
4 > 3

und
6r < 11

iiber Q.

32.3. Aufgaben zum Abgeben.

Aufgabe 32.23. (4 Punkte)

Lése das inhomogene Gleichungssystem

r  +y —z —w = 1
2v +by -7z —bHw = -2
2 -y 4z 43w = 4
or +2y -4z 42w = 6.

Aufgabe 32.24. (3 Punkte)
Zeige, dass das lineare Gleichungssystem

8r+Ty+62 = 0
122 — 9y — 52
Tr+6y—11z = 0

[}

nur die triviale Losung (0,0, 0) besitzt.
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Aufgabe 32.25. (4 Punkte)

Lése das lineare Gleichungssystem

Sr —y+7z = 6
3x +6y+32 = =2
8r+8y+7z = 3

mit dem Einsetzungsverfahren.

Aufgabe 32.26. (4 Punkte)

Zeige, dass ein lineares Gleichungssystem
ar +by = 0
cx+dy =0

genau dann nur die triviale Losung (0,0) besitzt, wenn ad — be # 0 ist.

33. VORLESUNG - ZAHLENRAUME

33.1. Die Zahlenradume.

Die Addition von zwei Pfeilen a und b, ein typisches Beispiel fiir Vektoren.

Es sei K ein Korper und n € N. Dann ist die Produktmenge
K'"=Kx---xK = {(xv1,...,2,)|z; € K}
1

mit der komponentenweisen Addition, also
(@1, mn) + (W1, ¥n) = (@1 Y1, - Tn+ Yn)
und der durch

S(T1, .. xn) = (ST1,...,8Ty,)
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definierten Skalarmultiplikation ein sogenannter Vektorraum. Damit ist fol-
gendes gemeint: Die Menge K™ ist mit der Verkniipfung +, die man (Vektor)-
Addition nennt, eine kommutative Gruppe, und die Operation K x K" —
K", die man Skalarmultiplikation nennt, erfiillt die folgenden Eigenschaften.

(1) r(su) = (rs)u.

(2) r(u+v) =ru+rv.
(3) r—l—s)u—ru—l—su
(1)

Diese Eigenschaften lassen sich einfach direkt iiberpriifen.

Man nennt den K™ mit diesen Strukturen den n-dimensionalen Standardraum
oder Zahlenraum. Insbesondere ist K! = K selbst ein Vektorraum. Die Ele-
mente in einem Vektorraum nennt man Vektoren, und die Elemente r € K
heiflen Skalare. Das Nullelement 0 € V wird auch als Nullvektor bezeich-
net, und zu v € V heifit das inverse Element das Negative zu v und wird mit
—uv bezeichnet. Wie in Ringen gilt wieder Punktrechnung vor Strichrechnung,
d.h. die Skalarmultiplikation bindet stérker als die Vektoraddition.

Den Korper, der im Vektorraumbegriff vorausgesetzt ist, nennt man auch den
Grundkorper. Alle Begriffe der linearen Algebra beziehen sich auf einen sol-
chen Grundkorper, er darf also nie vergessen werden, auch wenn er manchmal
nicht explizit aufgefithrt wird. Bei K = Q spricht man von rationalen Vek-
torrdumen und bei K = R von reellen Vektorrdumen. Zunéchst entwickeln
wir aber die algebraische Theorie der Vektorrdume iiber einem beliebigen
Korper.

Der Nullraum 0, der aus dem einzigen Element 0 besteht, ist ebenfalls ein
Vektorraum. Man kann ihn auch als K° = 0 auffassen.
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Die Vektoren im Standardraum K™ kann man als Zeilenvektoren

(al, as, ..., Cln)
oder als Spaltenvektoren
ay
a2
an
schreiben. Der Vektor
0
0
e, == | 1],
0
0

wobei die 1 an der i-ten Stelle steht, heifit i-ter Standardvektor.

Definition 33.1. Zu Vektoren vy, ..., v, im K™ und Skalaren sq,...,s, € K

nennt man
n
E SiU;
i=1

eine Linearkombination dieser Vektoren.

Definition 33.2. Die Vektoren vy,...,v, im K™ heiflen ein Erzeugenden-
system des K™, wenn man jeden Vektor w € K™ als eine Linearkombi-
nation mit den Vektoren vy, ..., v, schreiben kann, wenn es also Skalare

S1y...,8, € K mit
n
w = Zsivi
i=1
gibt.
Man verlangt hier keine Eindeutigkeit, bei einem Erzeugendensystem kann

man einen Vektor im Allgemeinen auf verschiedene Arten als Linearkombi-
nation darstellen.

Beispiel 33.3. Wir betrachten im Q? die drei Vektoren <_25> , <4> und

9
7 Den Vekt L ki 1
_13 ) Den Vektor { | kann man als

() =2 (3) 2 ()~ (5).
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aber auch als

) =2 () () + ()

schreiben. Besonders deutlich wird das Uneindeutigkeitsphédnomen, wenn

man den Nullvektor (8) betrachtet. Es ist

(o) =0 () o (3) o ()

die sogennante triviale Darstellung des Nullvektors, aber es ist auch

Q- () () (1)

a1 a2 Q1n
Lemma 33.4. Es seien vy = : , Vg = : ey Uy = : Vek-
am1 Am2 Amn
toren im K™. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent.

(1) Die Vektoren bilden ein Erzeugendensystem des K™.
(2) Fiir jeden Standardvektor e; gibt es eine Darstellung als Linearkom-

bination
€, = E S;jU;.
wy
(3) Fiir jedes w = | : | € K™ ist das lineare Gleichungssystem
W
an a2 QA1n wy
st i sl o | et Ssa | =
am1 Am2 Amn, Wyp,
losbar.

Beweis. (1) und (3) sind &dquivalent, da (3) lediglich eine ausgeschriebene
Version von (1) ist. Die Eigenschaft (2) ist eine Spezialisierung von (1). Die
Umkehrung ergibt sich so. Man schreibt

w1
w= | : | =wert -+ wpep.
Wm

Da man nach Voraussetzung die e; als Linearkombinationen der v; aus-

driicken kann, ergibt sich auch eine Linearkombination von w mit den v;.
O
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Wenn die Vektoren die Standardvektoren ey, ..., e, sind, so kann man jeden
Vektor wegen

(a1, ag, ..., a,) = aje; + -+ apey,
unmittelbar und eindeutig als Linearkombination der Standardvektoren dar-
stellen.

Definition 33.5. Die Vektoren vy, ..., v, im K™ heiflen eine Basis des K™,
wenn man jeden Vektor w € K™ eindeutig als eine Linearkombination mit
den Vektoren wvy,...,v, schreiben kann, wenn es also eindeutig bestimmte
Skalare sq,...,s, € K mit
n
w = ZS[U,L'
i=1

gibt.
a1 a2 A1n
Lemma 33.6. Es seien v, = : , Vg = : R S : Vek-
Qm1 Am2 Qmn

toren im K™. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent.

(1) Die Vektoren bilden eine Basis des K™.

(2) Die Vektoren bilden ein Erzeugendensystem des K™, und die einzi-
ge Darstellung des Nullvektors als Linearkombination der v; ist die
triviale Darstellung

0=0-v1+---+0-0,.

w1
(3) Fiir jedes w = : € K™ besitzt das lineare Gleichungssystem
W
aii a2 QA1n wq
81 3 +s2| +ooo sy : =
am1 Am2 Amn Wy,

eine eindeutige Losung.

Beweis. (1) und (3) sind &dquivalent, da (3) lediglich eine ausgeschriebene
Version von (1) ist. Die Implikation von (1) nach (2) ist klar, da die eindeutige
Darstellbarkeit insbesondere fiir den Nullvektor gilt. Fiir die Umkehrung sei
w = Zé‘j’l}j = thvj
j=1 Jj=1
angenommen. Dann ist direkt

n n
O=w—-w = Zsﬂj —Ztﬂ’j = Z(Sﬂ' = 1)v;.
j=1

j=1 = j=1
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Wegen der eindeutigen Darstellbarkeit der 0 muss s; —t; = 0, also s; = ¢;
fiir alle j sein. O

Es sei bemerkt, dass die Bedingungen im vorstehenden Lemma nur bei m =
n erfiillt sein konnen.

33.2. Der Matrizenkalkiil.

Ein lineares Gleichungssystem lésst sich am einfachsten mit Matrizen schrei-
ben. Dies erméglicht es, die Umformungen, die zur Lésung eines solchen
Systems fiithren, durchzufiihren, ohne immer die Variablen mitschleppen zu
miissen. Matrizen (und der zugehorige Kalkiil) sind recht einfache Objekte;
sie konnen aber ganz unterschiedliche mathematische Objekte beschreiben
(eine Familie von Spaltenvektoren, eine Familie von Zeilenvektoren, eine li-
neare Abbildung, eine Tabelle von Wechselwirkungen, eine zweistellige Rela-
tion etc.), die man stets im Hinterkopf haben sollte, um vor Fehlinterpreta-
tionen geschiitzt zu sein.

Definition 33.7. Es sei K ein Kérper und m,n € N,. Unter einer m X n-
Matriz iber K versteht man ein Schema der Form

ajl a2 Q1n
921 29 ... QA9pn

)
m1 Am2  --. Gmnp

wobei a;; € K fir1 <47 < mund 1 < j < nist.

Zujedem i € I ={1,...,m} heifit a;; , j € J, die i-te Zeile der Matrix, was
man zumeist als ein Zeilentupel (oder einen Zeilenvektor)

(@ih a2, - - . ,am)

schreibt. Zu jedem j € J = {1,...,n} heifit a;; , i € I, die j-te Spalte der
Matrix, was man zumeist als ein Spaltentupel (oder einen Spaltenvektor)

alj
Clgj

CLmj

schreibt. Die Elemente a;; heifien die Eintrdge der Matrix. Zu a;; heifit ¢ der
Zeileninder und j der Spaltenindex des Eintrags. Man findet den Eintrag
a;j, indem man die i-te Zeile mit der j-ten Spalte kreuzt. Eine Matrix mit
m = n nennt man eine quadratische Matriz. Eine m x 1-Matrix ist einfach
ein einziges Spaltentupel der Lénge m, und eine 1 x n-Matrix ist einfach ein
einziges Zeilentupel der Lénge n. Die Menge aller Matrizen mit m Zeilen und
n Spalten (und mit Eintrédgen in K) wird mit Mat,,x,(K) bezeichnet, bei
m = n schreibt man Mat,, (K).
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Zwei Matrizen A, B € Mat,,x,(K) werden addiert, indem man sie kompo-
nentenweise addiert. Ebenso ist die Multiplikation einer Matrix A mit einem
Element r € K (einem Skalar) komponentenweise definiert, also

a1 a19 N AT bn b12 e bln
a921 9292 Ce Aop, b21 b22 e bgn
+ .
Aml Om2 - Gmn b1t bma ... bum
ain +by1 anp+biz ... ap,+biy,
ag1 +ba1 aga+byp ... ag, +byy
Am1 + bml Am2 + me ceo Amn + bmn
und
a1 a2 ... QAip rai rai2 ... TQip
a921 A29 ... QAgp Tra921 Trags ... Tdgn
T =
Am1 Am2 ... OAOmn rami TAm2 ... TQmp

Die Matrizenmultiplikation wird folgendermaflen definiert.

Definition 33.8. Es sei K ein Korper und es sei A eine m x n-Matrix und
B eine n x p-Matrix {iber K. Dann ist das Matrizprodukt

AB

diejenige m x p-Matrix, deren Eintrage durch

n
Cik = E ijbjk
j=1

gegeben sind.

Eine solche Matrizenmultiplikation ist also nur moéglich, wenn die Spalten-
anzahl der linken Matrix mit der Zeilenanzahl der rechten Matrix {iberein-
stimmt. Als Merkregel kann man das Schema

P

(ZEILE) | A| = (ZS+ EP+IA+ L* + ET)
L
T

verwenden, das Ergebnis ist eine 1 x 1-Matrix. Die beiden soeben angefiihrten
Matrizen kann man auch in der anderen Reihenfolge multiplizieren (was nicht
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immer moglich ist) und man erhélt

S SZ SE SI SL SE
P PZ PE PI PL PE
A|(ZEILE) = | AZ AE AI AL AE
L LZ LE LI L* LE
T TZ TE TI TL TE

Insbesondere kann man eine m x n-Matrix A mit einem Spaltenvektor der
Lénge n (von rechts) multiplizieren, und erhélt dabei einen Spaltenvektor
der Lange m.

Beispiel 33.9. Es ist

1 3 -3 5
(2—7 3)01 40 :<11 5 —5210)‘

1 0 -5 29 _6 0 —14 -7 27 5
Bemerkung 33.10. Wenn man eine Matrix A = (a;;);; mit einem Spalten-
€
T2 Coq. .
vektor z = ) multipliziert, so erhélt man
Tn
a1 192 AT T a11T1 -+ 12T + -t 1Ty
a921 929 ... Qo i) 211 -+ A29T9 + -+ A2n,Tn
Ax = . . . | = :
Am1 Am2 - Qmn T Am1T1 + Am2T2 +---+ AmynTn

Damit lésst sich ein inhomogenes lineares Gleichungssystem mit dem Storvek-
C1

Co
tor . kurz schreiben als

Cm
Ax =c.
Die erlaubten Gleichungsumformungen (siehe die iibernichste Vorlesung)
durch Manipulationen an den Gleichungen, die die Lésungsmenge nicht &n-
dern, konnen dann durch die entsprechenden Zeilenumformungen in der Ma-
trix ersetzt werden. Man muss dann die Variablen nicht mitschleppen.

Definition 33.11. Die n x n-Matrix

1 0 - - 0
o 1 0 --- 0
E, = |]: :
0 0O 1 0
0 o0 1

nennt man die Einheitsmatriz.
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Die Einheitsmatrix FE,, besitzt die Eigenschaft E,M = M = ME, fiir eine
beliebige n x n-Matrix M. Sie ist also das neutrale Element beziiglich der
Multiplikation von quadratischen Matrizen.

Definition 33.12. Eine n x n-Matrix der Form

dy 0 - 0
0 dyy O 0
0 -+ 0 dyip O
0 -ov .- 0 don

nennt man Diagonalmatriz.

33. ARBEITSBLATT

33.1. Die Pausenaufgabe.

Aufgabe 33.1. Driicke in Q* den Vektor
(2,-7)
als Linearkombination der Vektoren
(5,—3) und (—11,4)

aus.

33.2. Ubungsaufgaben.

Aufgabe 33.2. Zeige, dass der Zahlenraum K" zu einem Koérper K mit der
komponentenweisen Addition und der Skalarmultiplikation die Eigenschaften

(1) r(su) = (rs)u,

(2) r(u+v) =ru+rv,
(3) (r+ s)u =ru + su,
(4) 1lu = u,

erfillt.

Aufgabe 33.3. Es sei K ein Korper und K" der n-dimensionale Zahlenraum.
Es sei v;, @ € I, eine Familie von Vektoren im K™ und w € K" ein weiterer
Vektor. Es sei vorausgesetzt, dass die Familie

w,v;,1 € 1,

ein Erzeugendensystem von K™ ist und dass sich w als Linearkombination
der v;, © € I, darstellen lésst. Zeige, dass dann schon v;, ¢ € I, ein Erzeugen-
densystem von K" ist.
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Aufgabe 33.4. Finde fiir die Vektoren

() (%) 6)

im Q? eine nichttriviale Darstellung des Nullvektors.

Aufgabe 33.5. Finde fiir die Vektoren

7 4 2 5
5.1, (s],][-5
3 —6 0 8

im Q3 eine nichttriviale Darstellung des Nullvektors.

Aufgabe 33.6. Zeige, dass im R? die drei Vektoren

2 1 4
1], 13,1
5 7 2

eine Basis bilden.

Aufgabe 33.7. Bestimme, ob im R3 die drei Vektoren

2 9 ~1
3.12].] 4
-5 6 ~1

eine Basis bilden.

Aufgabe 33.8. Es sei K ein Korper und seien m,n € N. Zeige, dass der
Matrizenraum Mat,,x,,(K) in natiirlicher Weise ein Vektorraum ist.

Aufgabe 33.9.*
Berechne das Matrizenprodukt

4.0 0 -3 7 ‘Z’ _21 _54
8 3 1 0 -5 0 6 1
6 2 -1 —2 3 5 90
-45 1 0 3
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Aufgabe 33.10. Berechne das Matrizenprodukt

Z EF I L FE f) 5 I[(
R F I H E A E A
H O R I Z I R A
O NT A L T T I

Aufgabe 33.11.*

Zeige, dass die Matrizenmultiplikation von quadratischen Matrizen im All-
gemeinen nicht kommutativ ist.

Aufgabe 33.12. Bestimme das Matrizenprodukt
€;0€j,

wobei links der i-te Standardvektor (der Lénge n) als Zeilenvektor und rechts
der j-te Standardvektor (ebenfalls der Linge n) als Spaltenvektor aufgefasst
wird.

Aufgabe 33.13. Es sei M eine m x n-Matrix. Zeige, dass das Matrizenpro-
dukt Me; mit dem j-ten Standardvektor (als Spaltenvektor aufgefasst) die
j-te Spalte von M ergibt. Was ist e; M, wobei e; der i-te Standardvektor (als
Zeilenvektor aufgefasst) ist?

Zu einer quadratischen Matrix M bezeichnet man mit M™ die n-fache Ver-
kniipfung (Matrizenmultiplikation) mit sich selbst. Man spricht dann auch
von n-ten Potenzen der Matrix.

Aufgabe 33.14. Berechne zur Matrix

die Potenzen

M i=1,...,4
Aufgabe 33.15. Es sei
dy 0 .- 0
0 dyy O 0
D=1|: - - :
0 0 dn—ln—l 0
0 e .- 0 Ao

eine Diagonalmatrix und M eine n X n-Matrix. Beschreibe DM und M D.
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Aufgabe 33.16. Es sei

dy 0 .- e 0
0 dyy O e 0
D = ST T :
0 -+ 0 dyp1p-1 0
0 -vv .- 0 don
C1
eine Diagonalmatrix und ¢ = : | ein n-Tupel iiber einem Korper K,
Cn
A
und es sei x = | ein Variablentupel. Welche Besonderheiten erfiillt das
Tn
lineare Gleichungssystem
Dz = ¢,

und wie lost man es?

33.3. Aufgaben zum Abgeben.

Aufgabe 33.17. (2 Punkte)

Driicke in Q? den Vektor
(57 _8)
als Linearkombination der Vektoren
(6,—4) und (—3,7)

aus.

Aufgabe 33.18. (3 Punkte)
Finde fiir die Vektoren

4 5 2 3
5|, -1],(s6], -8
6 —6 7 7

im Q? eine nichttriviale Darstellung des Nullvektors.

Aufgabe 33.19. (4 Punkte)
Wir betrachten die Matrix

=

I
cococo
cocoe
o oo o
O 0
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iiber einem Korper K. Zeige, dass die vierte Potenz von M gleich 0 ist, also
M*=MMMM =0.

Fiir die folgende Aussage wird sich bald ein einfacher Beweis iiber die Bezie-
hung zwischen Matrizen und linearen Abbildungen ergeben.

Aufgabe 33.20. (4 Punkte)
Zeige, dass die Matrizenmultiplikation assoziativ ist.

Genauer: Es sei K ein Korper und es sei A eine m x n-Matrix, B eine n X p-
Matrix und C' eine p x r-Matrix iiber K. Zeige, dass (AB)C' = A(BC) ist.

Aufgabe 33.21. (4 Punkte)

Es sei n € N. Finde und beweise eine Formel fiir die n-te Potenz der Matrix
a b
0 ¢/
34. VORLESUNG - GERADE, EBENE, RAUM

34.1. Unterraume.

Definition 34.1. Es sei K ein Korper und n € N. Eine Teilmenge U C K™
heifit Untervektorraum, wenn die folgenden Eigenschaften gelten.

(1) 0eU.
(2) Mit u,v € U ist auch u+v € U.
(3) Mit uw € U und s € K ist auch su € U.

Eine Familie von Vektoren vy,...,v; € U heifit wieder ein Erzeugenden-
system von U, wenn man jeden Vektor aus U als eine Linearkombination
u = Zle s;v; schreiben kann, und eine Basis von U, wenn dariiber hin-
aus diese Darstellung eindeutig ist. Mit einem Erzeugendensystem kann man
einen Untervektorraum U in der Form

k
U = {Zsivﬂsi GK}

i=1
beschreiben. Umgekehrt definiert dabei die rechte Seite stets einen Unter-
vektorraum, der der von den Vektoren vy, ..., v erzeugte Untervektorraum
heifit. Er wird mit (vy, ..., vx) bezeichnet.

Lemma 34.2. Es sei K ein Kéorper und

o

a1121 + appxy + -+ apxr, =
o117 + A20%0 + -+ -+ agpr, = 0

A1 T1 + AaZo + -+ Qppty, = 0
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ein homogenes lineares Gleichungssystem tiber K. Dann ist die Menge aller
Losungen des Gleichungssystems ein Untervektorraum des K™ (mit kompo-
nentenweiser Addition und Skalarmultiplikation,).

Beweis. Siehe Aufgabe 34.5. g

Fiir einen Untervektorraum U C K" gibt es grundsétzlich zwei Beschrei-
bungsmoglichkeiten: Als Losungsraum eines homogenen linearen Gleichungs-
systems und als ein von Vektoren erzeugter Untervektorraum. Durch das
Losen eines linearen Gleichungssystems wird die zuerst genannte Darstel-
lungsmoglichkeit in die zweite Darstellungsmoglichkeit umgewandelt. Man
nennt zu einem homogenen linearen Gleichungssystem Losungen vy, ..., vy
Basislosungen, wenn man jede Losung eindeutig als Linearkombination dieser
Basislosungen darstellen kann.

Definition 34.3. Es sei K ein Korper und n € N,.. Eine Teilmenge S C K"
heiBt (affiner) Unterraum, wenn (S leer ist oder) es einen Untervektorraum
U C K" und einen Punkt P € K™ mit

S=P+U ={P+vjveU}
gibt.
Statt von einem Unterraum spricht man auch von einem affinen Unterraum.
Der Punkt P heifit ein Aufpunkt des Raumes und U heifit der zugehorige Un-
tervektorraum. Ein Unterraum ist ein in eine bestimmte Richtung parallel

verschobener Untervektorraum, wobei der Aufpunkt den Verschiebungsvek-
tor bezeichnet.

Lemma 34.4. Es sei K ein Korper und

a11T1 + ae + -+ a1pTn = €
Ao1X1 + A20To + - -+ + Q9T = Co
Am1T1 + Ap2Za + + -+ + @y, = Cp

ein inhomogenes lineares Gleichungssystem tber K. Dann ist die Menge S
aller Losungen des Gleichungssystems ein (affiner) Unterraum des K™. Dabei
kann man jede Losung P € S als Aufpunkt nehmen, und der zugehorige
Untervektorraum st der Ldsungsraum zum zugehdrigen homogenen linearen
Gleichungssystem.

P
Beweis. Sei die Losungsmenge S nicht leer und sei P = | @ | € S ein belie-

big gewéhlter Punkt. Es sei U der Losungsraum zum zugehorigen homoge-

nen linearen Gleichungssystem, der nach Lemma 34.2 ein Untervektorraum
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von K" ist. Wir miissen die Mengengleichheit S = P + U zeigen. Wenn

U1
v=| : | €U ist, so bedeutet dies
Un
Zaijvj = O
j=1
p1+ U1
firallei=1,...,m. Fir P+v = : ist dann
Za” (pj +v;) = Zaijpj + Zaijvj =c+0=c
=1 j=1 j=1
also ist dieser Punkt eine Losung des inhomogenen Gleichungssystems und
q1
somit ist P 4+ v € S. Wenn umgekehrt ) = | : | € S eine Losung ist, so
dn
ist
a—n
Q-r=|{
n — Pn
und diese Differenz erfiillt
Doyl —p) = D ayg;— Y ayp; = c—c =0
j=1 j=1 j=1
Also ist @ — P € U und somit Q = P+ (Q — P) € P+ U. O

Wenn man also die Losungsmenge eines inhomogenen Gleichungssystems be-
schreiben méchte, so nimmt man eine spezielle Losung als Aufpunkt und eine
Basis des Losungsraumes des zugehorigen homogenen Gleichungssystems.

Der leere Raum und jeder einzelne Punkt ist fiir sich ein affiner Unterraum.
Richtig interessant wird es mit Geraden.

Definition 34.5. Unter einer Geraden (in Punktvektorform) versteht man
einen affinen Unterraum G C K" der Form

G =P+Kv={P+sv|se K}
mit einem von 0 verschiedenen Vektor v € K™ und einem Aufpunkt P € K™.
Man spricht auch von der Punktrichtungsform oder der Parameterdarstellung

der Geraden, wobei das s als Parameter bezeichnet wird. Fiir eine Gerade
gibt es stets die bijektive Abbildung

K — G, s— P+ sv,
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die auch eine Parametrisierung der Geraden heif3t.

34.2. Geraden in der Ebene.

Wir besprechen die vorstehenden Begriffe und Aussagen in niedrigen Dimen-
sionen.

Wir betrachten Geraden in der Ebene K2. Unter der Gleichungsform einer
Geraden in der Ebene versteht man eine lineare Gleichung der Form

ar+by = c

mit (a,b) # (0,0). Es ist einfach, aus der Gleichungsform eine Punktrich-
tungsform zu erhalten.

Korollar 34.6. Es sei K ein Korper und sei
ar + by = ¢

eine lineare Gleichung in zwei Variablen iber K mit (a,b) # 0. Dann ist
die Lésungsmenge eine Gerade in K?. Als Richtungsvektor kann man den

Vektor < i ) nehmen.

Beweis. Dies folgt aus Lemma 34.4, da ( b ) eine Basislosung der zugehori-

gen homogenen linearen Gleichung ax + by = 0 ist.

Korollar 34.7. Es seien im K? zwei Geraden G und H in Gleichungsform
durch

ar + by = ¢
bzw.
re+sy = d

(mit (a,b) # (0,0) und (r,s) # (0,0)) gegeben. Dann ist der Durchschnitt GN
H der beiden Geraden die Losungsmenge des linearen Gleichungssystems, das
aus diesen beiden Gleichungen besteht. Dabei gibt es die drei Mdéglichkeiten:

(1) Esist G = H.
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(2) Esist GNH = 0.
(3) Der Durchschnitt besteht aus einem einzigen Punkt.

Beweis. Siehe Aufgabe 34.15. U

Im zweiten Fall (manchmal auch im ersten Fall) spricht man von parallelen
Geraden. Der dritte Fall tritt genau dann ein, wenn zwischen (a,b) und (r, s)
keine Vielfachheitsbeziehung besteht.

Beispiel 34.8. Wir berechnen zu den durch
dor — Ty = 13

bzw.
or — 8y = —9

gegebenen Geraden den Durchschnitt. Wenn man von der zweiten Gleichung
das g—fache der ersten Gleichung abzieht, so erhéalt man

5 5
(—8+—-7>y: —9— .13,

4 4
also
3 101
1Y = T
und somit
~ 101
=73
und
LT
= =
Der Durchschnitt besteht also aus einem einzigen Schnittpunkt mit den Ko-
ordinaten (—%, —%).

34.3. Geraden und Ebenen im Raum.

Definition 34.9. Unter einer Ebene (in Punktvektorform oder Parameter-
form) versteht man einen affinen Unterraum E C K™ der Form

E=P+Kv+Kw={P+sv+tw|s,te K}
mit zwei Vektoren v,w € K", die kein Vielfaches voneinander® sind, und
einem Aufpunkt P € K™.
Dabei heiflen hier die Zahlen s, ¢ die Parameter. Fiir eine Ebene gibt es stets
die bijektive Abbildung
K? — G, (s,t) — P+ sv + tw,

6D.h. dass weder v noch w der Nullvektor ist und dass der eine Vektor nicht ein Viel-
faches des anderen Vektors ist.



49

die auch eine Parametrisierung der Ebene heifit. Die Bijektivitdt beruht da-
bei darauf, dass keine Vielfachheitsbeziehung zwischen den Richtungsvekto-
ren v und w besteht.

Lemma 34.10. Es sei K ein Korper und sei
ar +by+cz =d

eine lineare Gleichung in drei Variablen dber K mit (a,b,c¢) # 0. Dann ist
die Losungsmenge eine Ebene im K3. Wenn a # 0 ist, so kann man als

b c
Richtungsvektoren die beiden Vektoren | —a | und | 0 | nehmen.
0 —a

Beweis. Dies folgt aus Lemma 34.4 und daraus, dass die beiden angegebenen
Vektoren offenbar Losungen der zugehorigen homogenen linearen Gleichung
sind, die wegen a # 0 kein Vielfaches voneinander sind. Man kann auch
jede Losung als Linearkombination dieser beiden Losungen schreiben, es ist
némlich

x y b c
yl =—=|-a]—-=120
z @\ 0 “\—a
Also handelt es sich um Basislosungen. U

Beispiel 34.11. Wir betrachten die Menge

T
E = y| € Q52 —y+32=0
z

Nach Lemma 34.10 hat diese Ebene in Punktrichtungsform die Beschreibung

3 1
E=<Xr|0|+s|5]|]|rnseQ
-5 0

Zwei Ebenen im Raum, die sich in einer Geraden schneiden.
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Beispiel 34.12. Wir betrachten die beiden Mengen

x
E = y| € Q52 —y+32=0
2
(aus Beispiel 34.11) und
T
F=(|y]|eQdz+2y—T72=0
2

und interessieren uns fiir den Durchschnitt

x
G:=FENF = y| €52 —y+32=0und 4z +2y —72=0
z

Ein Punkt liegt genau dann im Durchschnitt, wenn er simultan beide Bedin-
gungen, also beide Gleichungen (nennen wir sie I und I7), erfiillt, es geht
also um die Losungsmenge des linearen Gleichungssystems

or —y+3z = 0
dor+2y—Tz = 0.

Mit dem Eliminationsverfahren erhélt man die Gleichung
Al — 511 = =14y + 47z = 0.

Dabher ist
AT
Y= 1w
und
1 3 1 47 3 47 42 1

575 T 5145 T 07 00T 14

sein. Somit ist
1
EZ’
G = EZ | z € R
z

Wir besprechen ein geometrisches Beispiel dhnlich zu Beispiel 34.12, wobei
jetzt die Gleichungen nicht homogen sehen miissen.

Beispiel 34.13. Im R? seien zwei Ebenen
E={(z,y,2) € R’|dx — 2y — 32 = 5}
und
F={(z,y,2) € R*|3z — 5y + 2z = 1}
gegeben. Wie kann man die Schnittgerade G = E N F' beschreiben? Ein

Punkt P = (z,y, z) liegt genau dann auf der Schnittgerade, wenn er die
beiden Fbenengleichungen erfiillt; es muss also sowohl

dr — 2y —3z=>5alsauch 3x — by + 2z =1
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gelten. Wir multiplizieren die erste Gleichung mit 3 und ziehen davon das
4-fache der zweiten Gleichung ab und erhalten

14y — 17z =11.

Wenn man y = 0 setzt, so muss z = —% sein und z = }—3 D.h. der Punkt

P = (%, 0, —%) gehort zu G. Ebenso findet man, indem man z = 0 setzt, den

Punkt @ = (2, 1,0). Damit ist die Schnittgerade die Verbindungsgerade

dieser Punkte, also
13 11 209 11 11
= —,0,—— — —, — RS .
G {(17’0’ 17)+t<238’l4’17>’tE }

34. ARBEITSBLATT

34.1. Die Pausenaufgabe.

Aufgabe 34.1. Bestimme eine Basis fiir den Losungsraum der linearen Glei-
chung
2v — by — 3z = 0.

34.2. Ubungsaufgaben.

Aufgabe 34.2. Zeige, dass ein Untervektorraum U C K™ insbesondere eine
Untergruppe des K™ ist.

Aufgabe 34.3. Es seien vy,...,v, € K™ Vektoren und sei

k
U = {Zsivi\siel{}.

=1

Zeige, dass U ein Untervektorraum des K™ ist.

Aufgabe 34.4. Wir betrachten im Q? die Untervektorrdume

2 3
U=(1],]-2])
4 7
und
5 1
W={(-1],-3))
11 3

Zeige U = W.
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Aufgabe 34.5.*

Es sei K ein Korper und

anxi + appre + -+ apr, = 0
a21%1 + agxs + -+ + agpx, = 0
Am1T1 + Qpale + + + AppTy, = 0

ein homogenes lineares Gleichungssystem iiber K. Zeige, dass die Menge al-
ler Losungen des Gleichungssystems ein Untervektorraum des K™ ist. Wie
verhilt sich dieser Losungsraum zu den Losungsrdumen der einzelnen Glei-
chungen?

Aufgabe 34.6. Bestimme eine Basis fiir den Losungsraum der linearen Glei-
chung
3r+4y — 2245w = 0.

Aufgabe 34.7. Bestimme eine Basis fiir den Losungsraum des linearen Glei-
chungssystems

—2r4+3y—z+4w=0und 3z — 2w =0.

Aufgabe 34.8. Im K™ seien zwei Vektoren u,v gegeben und es sei U =
(u,v) € K™ der von den beiden Vektoren erzeugte Untervektorraum. Zeige,
dass die Vektoren u,v genau dann eine Basis von U bilden, wenn weder
ein Vielfaches von v noch v ein Vielfaches von w ist.

Aufgabe 34.9. Es seien Uy, ..., U, C K™ Untervektorrdume. Zeige, dass der
Durchschnitt U; N ... N U, ebenfalls ein Untervektorraum ist.

Aufgabe 34.10. Bestimme eine Basis fiir den Losungsraum des linearen
Gleichungssystems

3r —6y—5z = 0

r+T7y+4z = 0
iiber Q.

Aufgabe 34.11. Es sei

und
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(1) Bestimme eine Basis des Losungsraums des linearen Gleichungssy-
stems Mv = 0.

(2) Beschreibe die Losungsmenge des inhomogenen linearen Gleichungs-
systems Mv = ¢ mit einem Aufpunkt und mit der Basis aus dem
ersten Teil.

Aufgabe 34.12.%*

Bestimme die Punktrichtungsform fiir die durch die Gleichung
de+Ty = 3

im Q? gegebene Gerade.

Aufgabe 34.13. Bestimme die Punktrichtungsform fiir die durch die Glei-
chung

—Tx+by = —4
im Q? gegebene Gerade.

Aufgabe 34.14.*

Erstelle eine Geradengleichung fiir die Gerade im R?, die durch die beiden
Punkte (2,3) und (5, —7) verlauft.

Aufgabe 34.15. Es seien im K? zwei Geraden G und H in Gleichungsform
durch
ar +by = c
bzw.
re+sy = d
gegeben. Zeige, dass der Durchschnitt GNH der beiden Geraden die Losungs-

menge des linearen Gleichungssystems ist, das aus beiden Gleichungen be-
steht. Zeige ferner, dass es hierbei die drei Moglichkeiten gibt:

(1) Esist G = H.
(2) Esist GNH = 0.
(3) Der Durchschnitt besteht aus einem einzigen Punkt.

Aufgabe 34.16. Es sei ein lineares Gleichungssystem mit zwei Gleichungen
in zwei Variablen {iber Q gegeben. Die Losungsmengen der einzelnen Glei-
chungen seien Geraden. Skizziere die drei Moglichkeiten, wie die Losungs-
menge des Systems aussehen kann.
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Aufgabe 34.17. Wir betrachten die beiden Mengen

A
E = y| €eR}| =3z +2y—62=0
z

und
X
F = y| eR3| Tz -5y —42=0
z

Finde eine Beschreibung fiir den Durchschnitt

x
G:=FENF = y| €eR?| =32 +2y—62z=0und 7x — 5y —42=0
z

wie in Beispiel 34.12.

Aufgabe 34.18.*

Im R? seien die beiden Untervektorriume

2 4
U=<s|1]+t[-2]|]s,teR
7 9
und
3 5
V=<pll]+q| 2 ||p,geR
0 —4

gegeben. Bestimme eine Basis fir UN V.

Aufgabe 34.19.*

Wir betrachten die drei Ebenen F, F, G, die durch die folgenden Gleichungen
im Q3 beschrieben werden.

(1)

E = {(z,y,2) € Q®| 5z — 4y + 3z = 2},
(2)

F = {(z,y,2) € Q°| Tz — by + 62 = 3},
(3)

G = {(x,y,z) €Q3|2$—y+4z:5}.

Bestimme sdmtliche Punkte ENF\ ENFNG.
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Aufgabe 34.20. Bestimme eine Ebenengleichung fiir die Ebene im R3, auf
der die drei Punkte
(1,0,0),(0,1,2) und (2,3,4)

liegen.

Aufgabe 34.21. Erstelle ein lineares Gleichungssystem, dessen Losungs-
2

raum die Gerade U = | 5 | R ist.
-1

Aufgabe 34.22. Es sei K ein Korper. Man finde ein lineares Gleichungssy-
stem in drei Variablen, dessen Losungsraum genau

3
Al 2 || e K
-5

ist.

Aufgabe 34.23. Ein lineares Ungleichungssystem sei durch die Ungleichun-
gen
xz > 0,
y =0,
r+y < 1,
gegeben. Skizziere die Losungsmenge dieses Ungleichungssystems.

Aufgabe 34.24. Es sei
a1z + by
asx + bay
azx + b3y > cs,

ein lineares Ungleichungssystem, dessen Losungsmenge ein Dreieck sei. Wie

sieht die Losungsmenge aus, wenn man in jeder Ungleichung > durch <
ersetzt?

Z 1,
Z C,
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34.3. Aufgaben zum Abgeben.

Aufgabe 34.25. (4 Punkte)

Wir betrachten im Q* die Untervektorraume

3 2 1
1 -2 o
U= 5] 4| ]3]
2 -3/ \2
und
6 0 9
-1 | -2 2
W= 2| |21]
1 ~7 10
Zeige U = W.

Aufgabe 34.26. (4 (2+2) Punkte)

Es sei
2 -7 8
M= (5 9 —3)

(1),

(1) Bestimme eine Basis des Losungsraums des linearen Gleichungssy-

und

stems Mv = 0.
(2) Beschreibe die Losungsmenge des inhomogenen linearen Gleichungs-
systems Mv = ¢ mit einem Aufpunkt und mit der Basis aus dem

ersten Teil.

Aufgabe 34.27. (2 Punkte)

Bestimme die Punktrichtungsform fiir die durch die Gleichung
—2rx+9y =5

im Q? gegebene Gerade.

Aufgabe 34.28. (3 Punkte)
Betrachte im R? die beiden Ebenen
E={(z,y,2) € R*|3z +4y + 52 = 2} und
F={(z,y,2) e R*| 20 —y + 3z = —1}.
Bestimme die Schnittgerade £ N F.
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Aufgabe 34.29. (3 Punkte)
Bestimme eine Ebenengleichung fiir die Ebene im R3, auf der die drei Punkte
(1,0,2),(4,-3,2) und (2,1, -1)

liegen.

Aufgabe 34.30. (4 (242) Punkte)

Ein lineares Ungleichungssystem sei durch die Ungleichungen

xz > 0,
y+a =0,
—1-y < —uz,
oy — 2x > 3,

gegeben.
a) Skizziere die Losungsmenge dieses Ungleichungssystems.

b) Bestimme die Eckpunkte der Losungsmenge.

35. VORLESUNG - LINEARE ABBILDUNGEN

Man gibt seine Kinder auf die
Schule, daf sie still werden,
auf die Hochschule, daf} sie
laut werden.

Jean Paul (1763-1825)

35.1. Lineare Abbildungen.

Eine lineare Funktion iiber einem Koérper K ist einfach eine Abbildung der
Form
K — K, x — cx,

mit einer Konstanten ¢ (einem Proportionalitéitsfaktor), die bei einem ange-
ordneten Korper den Anstieg des Graphen beschreibt. Ein einzelnes Element
c kann man als eine 1 x 1-Matrix auffassen. Wir dehnen das lineare Konzept
auf Abbildungen zwischen Standardriaumen aus und wir werden sehen, dass
diese durch Matrizen beschrieben werden kénnen.

Definition 35.1. Es sei K ein Korper und m,n € N. Eine Abbildung
p: K" — K™
heifit lineare Abbildung, wenn die beiden folgenden Eigenschaften erfiillt sind.

(1) (u+v) = p(u) + p(v) fir alle u,v € K™.
(2) p(sv) = sp(v) fiir alle s € K und v € K.
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Beispiel 35.2. Es stehen n verschiedene Produkte zum Verkauf, wobei das
i-te Produkt (pro Einheit) a; kostet. Ein Einkauf wird durch das n-Tupel
(xlu Loy oo vy xn)

reprasentiert, wobei x; die vom i-ten Produkt gekaufte Menge angibt. Der
Preis des Einkaufs wird dann durch Z?:l a;x; beschrieben. Die Preisabbil-
dung

n
e: Q" — Q, (z1, g, ..., Tp) —> Zaixi.
i=1

ist linear. Dies beruht auf
n

ez +y) = Zai(xi“—yi) = Zaﬂz‘ +Zai?/z‘ = ¢(@) + ¢(y)

i=1

und

p(sx) = Zaisxi = SZaixi = sp(x).
i=1 i=1

Inhaltlich bedeutet dies beispielsweise, dass wenn man zuerst den Einkauf
(21, 9, ..., x,) téitigt und eine Woche spater den Einkauf (yi,ya, ..., ¥n),
dass dann der Preis der beiden Einkdufe zusammen dem Preis entspricht,
den man bezahlt hétte, wenn man auf einen Schlag

(1 + Y1, T2+ Y2, s T+ Yn)
gekauft hétte.

Beispiel 35.3. Es sei K ein Korper und sei K" der n-dimensionale Stan-
dardraum. Dann ist die i-te Projektion, also die Abbildung

n
K" — K, (ilj'l, vy Lio1y Liy Tigdy o v ey ill'n) — Ty,

eine K-lineare Abbildung. Dies folgt unmittelbar aus der komponentenweisen
Addition und Skalarmultiplikation auf dem Standardraum. Die i-te Projek-
tion heifit auch die i-te Koordinatenfunktion.

Eine Achsenspiegelung an einer Achse.
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Beispiel 35.4. Die Abbildung
K* — K, (z,y) — (—,y),
ist linear und beschreibt die Achsenspiegelung an der y-Achse.
Beispiel 35.5. Die Abbildung
K? — K? (2,9) — (—x, —y),
ist linear und beschreibt die Punktspiegelung am Nullpunkt.

Lemma 35.6. Es set K ein Korper und sei p: K" — K™ eine lineare
Abbildung. Dann gelten folgende Figenschaften.

(1) Esist p(0) = 0.
2) Fiir jede Linearkombination S°F s;v; in K™ qult
J =1 g

Beweis. Siehe Aufgabe 35.7. O

Lemma 35.7. Es sei K ein Kérper und seien ¢: KP — K™ und ¢: K™ —
K™ lineare Abbildungen. Dann gelten folgende Eigenschaften.

(1) Die Hintereinanderschaltung
potp: KP — K™

ist ebenfalls linear.
(2) Wenn ¢ bijektiv ist, so ist auch die Umkehrabbildung

ol K™ — K"

linear.
Beweis. Siehe Aufgabe 35.8. U

Nach Lemma 35.6 wird unter einer linearen Abbildung die 0 auf die 0 abge-
bildet. Die Menge aller Vektoren, die unter einer linearen Abbildung auf 0
abgebildet werden, ist fiir die Abbildung charakteristisch und bekommt einen
eigenen Namen.

Definition 35.8. Zu einer linearen Abbildung ¢: K" — K™ heifit
kernyp = {z € K"|¢(x) =0}

der Kern von .

Der Kern ist einfach das Urbild des Nullvektors und wird auch mit »~1(0)
bezeichnet. Er ist ein Untervektorraum des K", siche Aufgabe 35.24.
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Lemma 35.9. Es sei K ein Kérper und sei
p: K" — K™
eine lineare Abbildung. Dann ist ¢ genau dann injektiv, wenn kernp = 0

18t.

Beweis. Wenn die Abbildung injektiv ist, so kann es neben 0 € K™ keinen
anderen Vektor v € V mit ¢(v) = 0 geben. Also ist p='(0) = 0. Sei
umgekehrt kerng = 0 und seien vy, vy € V' gegeben mit o(v1) = @(vg).
Dann ist wegen der Linearitét

por —v2) = p(v1) —p(vz) = 0.

Daher ist v; — vy € kern ¢ und damit v; = wvs. |

Satz 35.10. FEs sei K ein Korper und m,n € N. Es seien w;, ¢t = 1,...,n,
Elemente in K™. Dann gibt es genau eine lineare Abbildung

p: K" — K™
mit
ole;) = w; fir allei=1,...,n,
wobei e; den i-ten Standardvektor bezeichnet.

Beweis. Da p(e;) = w; sein soll und eine lineare Abbildung nach Lemma
35.6 (2) fiir jede Linearkombination die Eigenschaft

© (Z Siei> = Z&-s@(ei)

erfiilllt, und jeder Vektor v € K" sich als eine solche Linearkombination
schreiben ldsst, kann es maximal nur eine solche lineare Abbildung geben.
Wir definieren nun umgekehrt eine Abbildung

p: K" — K™,

indem wir jeden Vektor v € K™ mit der gegebenen Standardbasis als

n
(s Zsiei
i=1
schreiben und .
p(v) = Zsiwi
i=1

ansetzen. Da die Darstellung von v als eine solche Linearkombination eindeu-
tig ist, ist diese Abbildung wohldefiniert. Zur Linearitéit. Fiir zwei Vektoren

u=y " sie;undv=7>" te; gilt

plutv) = @((Z> ’ (Zt»
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2 <Z Siei> + 2 (Z tzez>
o) +o(0).

Die Vertréglichkeit mit der skalaren Multiplikation ergibt sich &hnlich, siehe
Aufgabe 35.15.

g

35.2. Lineare Abbildungen und Matrizen.

Beispiel 35.11. Ein gesundes Friihstiick beginnt mit einem Obstsalat. Die
folgende Tabelle zeigt, wie viel Vitamin C, Calcium und Magnesium (jeweils
in Milligramm) unterschiedliche Friichte (pro 100 Gramm) besitzen.

Frucht | Vitamin C | Calcium | Magnesium
Apfel 12 7 6
Orange 53 40 10
Traube 4 12 8
Banane 9 5 27

Dies fithrt zu einer Abbildung, die einem 4-Tupel

T
T2
I3
Ty

, das die verarbeiteten

(oder verzehrten) Friichte beschreibt, den Gesamtgehalt des Obstsalats an

Y1

Vitamin C, Calcium und Magnesium in Form eines 3-Tupels | y» | zuordnet.

Y3
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Diese Abbildung wird durch die Matrix

12 53 4 9
7 40 12 5
6 10 8 27

beschrieben, es geht also um die Zuordnung

il 12 53 4 9 il 1221 + 5322 + 423 + 974 n
; — [ 7 40 12 5 ; = [ 721 + 4020 + 1223 + 524 | = |12 | .
l;”’ 6 10 8 27 x?’ 621 + 10z2 + 8z + 2724 U3

4 4

Beispiel 35.12. Zu jedem Geburtstag von Mustafa Miiller backt seine Oma
eine gewisse Anzahl (abhéngig von den Wiinschen der Géste) an Himbeer-
kuchen, Késekuchen und Apfelkuchen. Ein Himbeerkuchen benétigt 500
Gramm Mehl, 200 Gramm Zucker, 100 Gramm Butter, 250 Gramm Milch
und 300 Gramm Himbeeren. Ein Késekuchen benotigt 300 Gramm Mehl,
230 Gramm Zucker, 100 Gramm Butter, 100 Gramm Milch und 450 Gramm
Quark. Ein Apfelkuchen bendétigt 400 Gramm Mehl, 250 Gramm Zucker,
150 Gramm Butter, 200 Gramm Milch, 500 Gramm Apfel und 100 Gramm
Haselniisse. Die Oma mochte aus der Anzahl der zu backenden Kuchen, re-
prasentiert durch ein Dreiertupel (z,y, z), die insgesamt bendtigten Zutaten
schematisch berechnen. Fiir das benotigte Mehl (in Kilogramm) gilt beispiels-
weise die Formel
0,5z + 0,3y + 0,4z

Insgesamt wird der benétigte Einkauf durch die folgende lineare Abbildung
(bzw. die Matrix) beschrieben (wobei die Angaben in Kilogramm und die
Zutatenreihenfolge Mehl, Zucker, Butter, Milch, Himbeeren, Quark, Apfel
und Haselniisse sind).

0,5 0,3 0,4
0,2 0,23 0,25
N 0,1 0,1 05| ,
, . 0,25 0,1 0,2
U —Q, g 103 0 0 g
0 0,45 0
0 0 05
0 0 01

Definition 35.13. Es sei K ein Korper und seien m,n € N. Zu einer linearen
Abbildung
p: K" — K™
heifit die m x n-Matrix
M = (ai;)ij,
wobei a;; die i-te Koordinate von ¢(e;) beziiglich der Standardbasis e; des
K™ ist, die beschreibende Matriz zu ¢ (beziiglich der Standardbasen).
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Zu einer Matrix M = (a;;);; € Mat,,«,(K) heiBt die durch

m
€5 —— E Qij€;
=1

geméaf Satz 35.10 definierte lineare Abbildung die durch M festgelegte lineare
Abbildunyg.

Die zu einer m x n-Matrix M gehorende lineare Abbildung ist unmittelbar
durch das Matrizenprodukt der Matrix mit den n-Spaltentupeln gegeben,
also gleich
T T
K'— K" [ i | —M
Tn Tn

Die i-te Komponente des Ergebnisses ist ja einfach gleich 2?21 ;i T;.

Satz 35.14. Es sei K ein Korper und seien m,n € N. Dann sind die in
Definition 35.13 festgelegten Abbildungen zwischen linearen Abbildungen und
Matrizen invers zueinander.

Beweis. Wir bezeichnen die Matrix zu einer linearen Abbildung ¢ mit M (y)
und die lineare Abbildung zu einer Matrix mit ¢(M). Wir zeigen, dass beide
Hintereinanderschaltungen die Identitéit sind. Wir starten mit einer Matrix

M = (aj )ij
und betrachten die Matrix
M(p(M)).
Zwei Matrizen sind gleich, wenn fiir jedes Indexpaar (i, j) die Eintrige tiber-
einstimmen. Es ist

(M(p(M)))ij = 1i— te Koordinate von (¢(M))(e;)

m

= ¢ — te Koordinate von Z akjer
k=1

= CLZ']'.

Sei nun ¢ eine lineare Abbildung, und betrachten wir

p(M(p)) -

Zwei lineare Abbildungen stimmen nach Satz 35.10 iiberein, wenn man zeigen
kann, dass sie auf der Standardbasis iibereinstimmen. Es ist
(p(M(2))(e;) = Y _(M(2)y) e
i=1
Dabei ist nach Definition von M (¢) der Koeffizient (M (y));; die i-te Koordi-
nate von ¢(e;) beziiglich der Standardbasis des K™. Damit ist diese Summe
gleich ¢(e;). O
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Die folgende Aussage erklart, warum das Matrizenprodukt so wichtig ist.

Satz 35.15. Es sei B eine n x p-Matriz und A eine m x n-Matrix und es
seten

kP -2 kA Kk
die zugehorigen linearen Abbildungen. Dann beschreibt das Matrizprodukt Ao
B die Hintereinanderschaltung der beiden linearen Abbildungen.

Beweis. Die Gleichheit von linearen Abbildungen kann man auf der Stan-
dardbasis ey, ..., e, des K? nachweisen. Es ist

(Ao B)(ex) = A(B(ex))

= A (Z bjkej>
j=1
= Z bji (Z CLz’j&')
j=1 i=1
- Z (Z aijbjk) €;

i=1 \j=1
m

= E Cik€;.

i=1

Dabei sind die Koeflizienten
n
Cik = g ijbjk
=1

gerade die Eintriage in der Produktmatrix A o B. U

35. ARBEITSBLATT

35.1. Die Pausenaufgabe.

Aufgabe 35.1. Es sei eine lineare Abbildung
0: R — R

() -smar ()
e (5)

mit

gegeben. Berechne
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35.2. Ubungsaufgaben.

Aufgabe 35.2. Welche der folgenden Figuren konnen als Bild eines Qua-
drates unter einer linearen Abbildung von R? nach R? auftreten?

T oA~ o . - On

Aufgabe 35.3.*

Es sei eine lineare Abbildung

mit

gegeben. Berechne

Aufgabe 35.4. Es sei K ein Korper und n € N. Zeige, dass zu v € K" die
Abbildung
K — K", A — Jv,

linear ist.

Aufgabe 35.5. Es sei K ein Kérper und n € N. Zeige, dass zu a € K die
Abbildung

K" — K", v+— av,

linear ist.

Aufgabe 35.6. Es sei K ein Korper und seien p: K" — K™ und ¢: K" —
K* lineare Abbildungen. Zeige, dass auch die Abbildung

K" — K™ x K*, v — (p(v),9(v)),

eine lineare Abbildung ist.
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Aufgabe 35.7.*

Es sei K ein Korper und sei p: K™ — K™ eine lineare Abbildung. Zeige die
folgenden Eigenschaften.

(1) Esist ¢(0) = 0.
(2) Fiir jede Linearkombination Zle s;v; in K™ gilt

Aufgabe 35.8. Es sei K ein Korper und seien ¢p: K? — K™ und ¢: K" —
K™ lineare Abbildungen. Zeige die folgenden Eigenschaften.

(1) Die Hintereinanderschaltung
potp: KP — K™

ist ebenfalls linear.
(2) Wenn ¢ bijektiv ist, so ist auch die Umkehrabbildung

p i KM — K"

linear.

Aufgabe 35.9.*

Bestimme den Kern der durch die Matrix
2 3 0 -1
M= (4 2 2 5 )
gegebenen linearen Abbildung
0: R* — R%

Aufgabe 35.10.*

Bestimme den Kern der linearen Abbildung

N 2 1 5 2\ (7

R'— R [V (3 =2 7 —1] |7
2 -1 -4 3

w w

Aufgabe 35.11. Essei E C R? die durch die lineare Gleichung 5z+7y—4z =
0 gegebene Ebene. Bestimme eine lineare Abbildung

0: R? — R?
derart, dass das Bild von ¢ gleich F ist.
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Aufgabe 35.12. Zeige, dass das Bild einer Geraden G C K" unter einer
linearen Abbildung ¢: K™ — K™ entweder eine Gerade oder ein Punkt im
K™ ist.

Aufgabe 35.13. Es sei p: K" — K™ eine lineare Abbildung. Zeige, dass
das Urbild eines Punktes () € K™ ein affiner Unterraum des K™ ist.

Aufgabe 35.14. Es sei M eine m x n-Matrix {iber dem Korper K, p: K™ —
K™ die zugehorige lineare Abbildung und Mx = ¢ das (vom Stérvektor
¢ € K™ abhingige) zugehorige lineare Gleichungssystem. Zeige, dass die
Losungsmenge des Systems gleich dem Urbild von ¢ unter der linearen Ab-
bildung ¢ ist.

Aufgabe 35.15.*

Erginze den Beweis zu Satz 35.10 um die Vertraglichkeit mit der skalaren
Multiplikation.

Aufgabe 35.16. Es sei K ein endlicher Kérper mit ¢ Elementen. Bestimme
die Anzahl der linearen Abbildungen

p: K" — K™,

Aufgabe 35.17. Mustafa Miiller hat seinen neunten Geburtstag. Fiir die
Feier backt seine Oma drei Himbeerkuchen, zwei Késekuchen und vier Ap-
felkuchen. Berechne die insgesamt benétigten Zutaten mit Hilfe von Beispiel
35.12.

Aufgabe 35.18. Beschreibe die Situation aus Beispiel 31.4 mit Hilfe einer
linearen Abbildung.

Aufgabe 35.19. In einer Kekspackung befinden sich Schokokekse, Watf-
felrollchen, Mandelsterne und Nougatringe. Die Kalorien, der Vitamin C-
Gehalt und der Anteil an linksdrehenden Fettsduren werden durch folgende
Tabelle (in geeigneten MaBeinheiten) wiedergegeben:

Sorte Kalorien | Vitamin C | Fett
Schokokeks 10 5 3
Waffelréllchen 8 7 6
Mandelstern 7 3 1
Nougatring 12 0 5)
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a) Beschreibe mit einer Matrix die Abbildung, die zu einem Verzehrtupel
(x,y, z,w) das Aufnahmetupel (K, V| F') berechnet.

b) Heinz isst 100 Schokokekse. Berechne seine Vitaminaufnahme.

¢) Ludmilla isst 10 Nougatringe und 11 Waffelrollchen. Berechne ihre Ge-
samtaufnahme an Nahrstoffen.

d) Peter isst 5 Mandelsterne mehr und 7 Schokokekse weniger als Fritz. Be-
stimme die Differenz ihrer Kalorienaufnahme.

Aufgabe 35.20.*

Aus den Rohstoffen R, Ry, und R3 werden verschiedene Produkte Py, Ps, Ps,
Py hergestellt. Die folgende Tabelle gibt an, wie viel von den Rohstoffen
jeweils notig ist, um die verschiedenen Produkte herzustellen (jeweils in ge-
eigneten Einheiten).

Ri Ry | Ry
Pl 6] 23
D 412
Pl 0|5 |2
Pl 215

a) Erstelle eine Matrix, die aus einem Dreiertupel von Produktmengen die
benotigten Rohstoffe berechnet.

b) Die folgende Tabelle zeigt, wie viel von welchem Produkt in einem Monat
produziert werden soll.

PP | P | Py
6 4|75

Welche Rohstoffmengen werden dafiir ben6tigt?

c¢) Die folgende Tabelle zeigt, wie viel von welchem Rohstoff an einem Tag
angeliefert wird.

Ri[Ry[Rs |
1219 [13 |

Welche Produkttupel kann man daraus ohne Abfall produzieren?

Aufgabe 35.21.*

Die Zeitungen A, B und C' verkaufen Zeitungsabos und konkurrieren dabei
um einen lokalen Markt mit 100000 potentiellen Lesern. Dabei sind innerhalb
eines Jahres folgende Kundenbewegungen zu beobachten.
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(1) Die Abonnenten von A bleiben zu 80% bei A, 10% wechseln zu B,
5% wechseln zu C' und 5% werden Nichtleser.

(2) Die Abonnenten von B bleiben zu 60% bei B, 10% wechseln zu A,
20% wechseln zu C' und 10% werden Nichtleser.

(3) Die Abonnenten von C' bleiben zu 70% bei C, niemand wechselt zu
A, 10% wechseln zu B und 20% werden Nichtleser.

(4) Von den Nichtlesern entscheiden sich je 10% fiir ein Abonnement von
A, B oder C, die iibrigen bleiben Nichtleser.

a) Erstelle die Matrix, die die Kundenbewegungen innerhalb eines Jahres
beschreibt.

b) In einem bestimmten Jahr haben alle drei Zeitungen je 20000 Abonnenten
und es gibt 40000 Nichtleser. Wie sieht die Verteilung ein Jahr spéter aus?

c¢) Die drei Zeitungen expandieren in eine zweite Stadt, wo es bislang iiber-
haupt keine Zeitungen gibt, aber ebenfalls 100000 potentielle Leser. Wie viele
Leser haben dort die einzelnen Zeitungen (und wie viele Nichtleser gibt es
noch) nach drei Jahren, wenn dort die gleichen Kundenbewegungen zu be-
obachten sind?

Aufgabe 35.22. Die Telefonanbieter A, B und C kdmpfen um einen Markt,
wobei die Marktaufteilung im Jahr j durch das Kundentupel K; = (a;, b;, ¢;)
ausgedriickt wird (dabei steht a; fiir die Anzahl der Kunden von A im Jahr
j u.s.w.). Es sind regelméafig folgende Kundenbewegungen innerhalb eines
Jahres zu beobachten.

(1) Die Kunden von A bleiben zu 80% bei A und wechseln zu je 10% zu
B bzw. zu C.

(2) Die Kunden von B bleiben zu 70% bei B und wechseln zu 10% zu A
und zu 20% zu C.

(3) Die Kunden von C' bleiben zu 50% bei C' und wechseln zu 20% zu A
und zu 30% zu B.

a) Bestimme die lineare Abbildung (bzw. die Matrix), die das Kundentupel
K1 aus K; berechnet.

b) Welches Kundentupel entsteht aus dem Kundentupel (12000, 10000, 8000)
innerhalb eines Jahres?

c) Welches Kundentupel entsteht aus dem Kundentupel (10000, 0,0) in vier
Jahren?
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35.3. Aufgaben zum Abgeben.

Aufgabe 35.23. (3 Punkte)

Es sei eine lineare Abbildung

mit

gegeben. Berechne

Aufgabe 35.24. (2 Punkte)

Es sei ¢: K™ — K™ eine lineare Abbildung. Zeige, dass der Kern von ¢ ein
Untervektorraum des K™ ist.

Aufgabe 35.25. (4 Punkte)

Auf dem reellen Vektorraum G = R* der Glithweine betrachten wir die beiden
linearen Abbildungen

z
m G — R, :f — 82+ 9n + 5r + s,
s
und
z
k: G — R, Z — 2z +n + 4r 4 8s.
s

Wir stellen uns 7 als Preisfunktion und ~ als Kalorienfunktion vor. Man
bestimme Basen fiir kern 7, fiir kern £ und fiir kern(m X k).

Aufgabe 35.26. (4 (2+2) Punkte)

Es sei K ein Koérper und sei vy, ...,v,, eine Familie von Vektoren im K™".
Zeige, dass fiir die lineare Abbildung

p: K™ — K", (S1,...,8m) — Z&'Uz‘,

die folgenden Beziehungen gelten.
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1 ist surjektiv genau dann, wenn vy, ...,v,, ein Erzeugendensystem
2 ) g g N
von K™ ist.
(2) ¢ ist bijektiv genau dann, wenn vy, ..., v,, eine Basis von K™ ist.

Aufgabe 35.27. (6 (3+1+2) Punkte)

Eine Tierpopulation besteht aus Traglingen (erstes Lebensjahr), Frischlin-
gen (zweites Lebensjahr), Halbstarken (drittes Lebensjahr), Reifen (viertes
Lebensjahr) und alten Hasen (fiinftes Lebensjahr), dlter kénnen diese Tiere
nicht werden. Der Gesamtbestand dieser Tiere in einem bestimmten Jahr j
wird daher durch ein 5-Tupel B; = (b1 j, b2 j, b3 j, ba j, b5 ;) angegeben.

Von den Traglingen erreichen 7/8-tel das Frischlingsalter, von den Frischlin-
gen erreichen 9/10-tel das Halbstarkenalter, von den Halbstarken erreichen
5/6-tel das reife Alter und von den Reifen erreichen 2/3-tel das fiinfte Jahr.

Traglinge und Frischlinge kénnen sich noch nicht vermehren, dann setzt die
Geschlechtsreife ein und 10 Halbstarke zeugen 5 Nachkommen und 10 Rei-
fe zeugen 8 Nachkommen, wobei die Nachkommen ein Jahr spéter geboren
werden.

a) Bestimme die lineare Abbildung (bzw. die Matrix), die den Gesamtbestand
Bj1 aus dem Bestand B; berechnet.

b) Was wird aus dem Bestand (200, 150, 100, 100, 50) im Folgejahr?
¢) Was wird aus dem Bestand (0,0, 100, 0,0) in fiinf Jahren?

36. VORLESUNG - INVERTIERBARKEIT

In dieser Vorlesung mochten wir verstehen, wie man an der beschreibenden
Matrix zu einer linearen Abbildung erkennen kann, ob diese bijektiv ist, und
wann ein lineares Gleichungssystem Mx = y die Eigenschaft besitzt, dass
es fiir jedes y eine eindeutige Losung = gibt, und wie man diese findet.

36.1. Invertierbare Matrizen.

Definition 36.1. Es sei K ein Korper und sei M eine n X n-Matrix iiber K.
Dann heifit M invertierbar, wenn es eine weitere Matrix A € Mat,,(K) mit

AoM = FE, = Mo A
gibt.
Definition 36.2. Es sei K ein Korper. Zu einer invertierbaren Matrix M €
Mat,, (K) heifit die Matrix A € Mat,,(K) mit
AoM = FE, = Mo A
die inverse Matriz von M. Man schreibt dafiir
M1,
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Beispiel 36.3. Eine Diagonalmatrix

dll 0 0
0 dyy O 0
0 0 dn—ln—l 0

ist genau dann invertierbar, wenn sdmtliche Diagonaleintrige von 0 verschie-
den sind. Die inverse Matrix dazu ist

ﬁ (1) .. 0
0 4 O 0
0 T 0 dn—in—l (1)
0 o oe 0 —

Das Produkt von invertierbaren Matrizen ist wieder invertierbar, die inver-
tierbaren Matrizen bilden eine Gruppe. Aus der einzigen Gleichung

AoM = E,
folgt sogar die umgekehrte Gleichung
MoA = E,,

also die Invertierbarkeit von M. Dies ist aber rein matrizentheoretisch schwie-
rig zu beweisen, fiir den Fall von 2 x 2-Matrizen siehe Aufgabe 36.6. Mit
Hilfe der Korrespondenz zwischen Matrizen und linearen Abbildungen kann
man es beweisen, indem man verwendet, dass fiir eine lineare Abbildung
p: K™ — K" die Begriffe injektiv, surjektiv und bijektiv dquivalent sind
(das haben wir nicht bewiesen).

36.2. Elementarmatrizen.

Wir méchten zu einer Matrix M bestimmen, ob sie invertierbar ist und wie
gegebenenfalls die inverse Matrix aussieht. Dazu sind Elementarmatrizen hilf-
reich, da man mit ihnen die Manipulationen, die im Eliminationsverfahren
auftreten, als Matrizenmultiplikationen beschreiben kann.

Definition 36.4. Es sei K ein Korper und sei M eine m x n-Matrix iiber
K. Dann nennt man die folgenden Manipulationen an M elementare Zeilen-
umformungen.

(1) Vertauschung von zwei Zeilen.
(2) Multiplikation einer Zeile mit s # 0.
(3) Addition des a-fachen einer Zeile zu einer anderen Zeile.

Elementare Zeilenumformungen &ndern nicht den Losungsraum von homo-
genen linearen Gleichungssystemen, wie in Lemma 32.3 gezeigt wurde.
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Definition 36.5. Es sei K ein Kérper. Mit B;; bezeichnen wir diejenige
n x n-Matrix, die an der Stelle (7, j) den Wert 1 und sonst tiberall den Wert
0 hat. Dann nennt man die folgenden Matrizen Elementarmatrizen.

(1) ‘/ij = En — BZZ — Bjj + Bij + Bﬂ
(2) Sk(s) := E, + (s — 1) By fiir s # 0.
(3) Ajj(a) :=E, +aB;; firi # jund a € K.

Ausgeschrieben sehen diese Elementarmatrizen folgendermaflen aus.

1 0 ++r cer e o0
0 0 1 0
0 1 0 0
0 0 1
1 0 0
0 1 0
Sk(s) =10 - 0 s 0 0
0 0 1 0
0 0 1
1 0 0
0 1 a 0
Aij(a):
0 1 0
(O | N |

Elementarmatrizen sind invertierbar, siehe Aufgabe 36.1, und ihre Inversen
sind ebenfalls Elementarmatrizen.

Lemma 36.6. Fs sei K ein Korper und M eine m X n-Matriz mit Eintrdagen

i K. Dann hat die Multiplikation mit den m x m-Elementarmatrizen von
links mit M folgende Wirkung.

(1) Vij o M = Vertauschen der i-ten und der j-ten Zeile von M.
(2) (Sk(s)) o M = Multiplikation der k-ten Zeile von M mit s.
(3) (Asj(a))oM = Addition des a-fachen der j-ten Zeile von M zur i-ten

Zeile (i # 7).
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Beweis. Siehe Aufgabe 36.7. O

Satz 36.7. Es sei K ein Korper und sei M eine m X n-Matrix tber K.
Dann gibt es elementare Zeilenumformungen und eine (Neu- ) Nummerierung
der Spalten

jla an s 7jn

und ein r < n derart, dass in der entstandenen Matrixz die Spalten die Gestalt

blv]k

— bka.]k y b 1 k <
S =1 % mit by, # 0 firk <r
0
und
b1jy
S = r.s fiir k > r
Ik 0
0

besitzen. Durch elementare Zeilenumformungen und zusdtzliche Spaltenver-
tauschungen kann man also eine Matrix auf die Gestalt

diyp  * - % %
0 d22 cee * *
0 0 dpy % *
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

mit dy; # 0 bringen.

Beweis. Dies beruht auf den entsprechenden Manipulationen fiir Gleichungen

wie beim Eliminationsverfahren, siehe die zweite Vorlesung. U
4 1

Beispiel 36.8. Wir betrachten die Matrix [ 3 5 |. Wir wollen diese Matrix
27

durch elementare Zeilenumformungen auf Diagonalgestalt bringen und diese
Manipulatonen durch Multiplikationen mit Elementarmatrizen realisieren.
Die erste Umformung ist, die zweite Zeile durch I1 — %I zu ersetzen. Die
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geschieht durch

1 00 4 1 4 1
-3 103 5| =(01
0 01 27 2 7
Die dritte Zeile soll durch 111 — 21 ersetzt werden, dies wird realisiert durch
1 00 4 1 4 1
0 1 0Jfo0 T1 =10 %
-5 01 27 0 3

Die neue dritte Zeile kann man zu einer Nullzeile machen, indem man sie
durch I7T — 21T ersetzt. Dies wird realisiert durch

1 0 0 4 1 4 1
1| _ 17
oz 1) \os) o
T 2
.. . . . (4 1 3 . .
Beispiel 36.9. Wir betrachten die Matrix 59 7) Wir wollen diese Ma-

trix durch elementare Zeilenumformungen auf Diagonalgestalt bringen und
diese Manipulatonen durch Multiplikationen mit Elementarmatrizen realisie-
ren. Die einzige Umformung ist, die zweite Zeile durch I — %I zu ersetzen.

Dies wird durch
1 0 4 1 3\ (4 3
-2 1)\s 27 \0o 2 B

Beispiel 36.10. Die Matrix <8 (1)) ist nicht in der in Satz 36.7 beschrie-

benen Form, und kann auch nicht durch Zeilenumformungen dahin gebracht
werden. Durch Spaltenvertauschungen ist das moglich.

e =

realisiert.

Korollar 36.11. Es sei K ein Kdrper und sei M eine invertierbare n X n-
Matriz tiber K. Dann gibt es elementare Zeilenumformungen derart, dass
nach diesen Umformungen eine Matrixz der Gestalt

dl * *
0 d2 * *
0 -+ 0 dyq =
0 v - 0 d,

mit d; # 0 entsteht. Durch weitere elementare Zeilenumformungen kann die
Einheitsmatriz erreicht werden.

Beweis. Dies beruht auf den Manipulationen des Eliminationsverfahrens und
darauf, dass elementare Zeilenumformungen nach Lemma 36.6 durch Multi-
plikationen mit Elementarmatrizen von links ausgedriickt werden koénnen.
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Dabei konnen in einer Spalte bzw. in einer Zeile nicht nur Nullen entste-
hen, da die Elementarmatrizen invertierbar sind und so in jedem Schritt
die Invertierbarkeit erhalten bleibt. Eine Matrix mit einer Nullspalte oder
einer Nullzeile ist aber nicht invertierbar. Wenn eine obere Dreiecksmatrix
vorliegt, so sind die Diagonaleintrige nicht 0 und man kann mit skalarer Mul-
tiplikation die Diagonaleintrdge zu 1 machen und damit die in jeder Spalte
dariiberliegenden Eintrége zu 0. O

Insbesondere gibt es zu einer invertierbaren Matrix M Elementarmatrizen
Ey, ..., By derart, dass
El Q-0 Ek o M

die Einheitsmatrix ist.

36.3. Auffinden der inversen Matrix.

Verfahren 36.12. Es sei M eine quadratische Matrix. Wie kann man ent-
scheiden, ob die Matrix invertierbar ist, und wie kann man die inverse Matrix
M~ finden?

Dazu legt man eine Tabelle an, wo in der linken Hélfte zunéchst die Matrix
M steht und in der rechten Hilfte die Einheitsmatrix. Jetzt wendet man
auf beide Matrizen schrittweise die gleichen elementaren Zeilenumformungen
an. Dabei soll in der linken Héilfte die Ausgangsmatrix in die Einheitsmatrix
umgewandelt werden. Dies ist genau dann moglich, wenn diese Matrix in-
vertierbar ist. Wir behaupten, dass bei dieser Vorgehensweise in der rechten
Hilfte die Matrix M ~! als Endmatrix entsteht. Dies beruht auf folgendem
Invarianzprinzip. Jede elementare Zeilenumformung kann als eine Matrizen-
multiplikation mit einer Elementarmatrix £ von links realisiert werden. Wenn
in der Tabelle
(M, Ms)
steht, so steht im néchsten Schritt
(EM,, EM,) .

Wenn man das Inverse (das man noch nicht kennt, das es aber gibt unter der
Voraussetzung, dass die Matrix invertierbar ist.) der linken Hilfte mit der
rechten Hélfte multipliziert, so ergibt sich

(EM) 'EMy = M{'E"'EM, = M;'Ms.

D.h., dass sich dieser Ausdruck bei den Einzelschritten nicht dndert. Zu Be-
ginn ist dieser Ausdruck gleich M~ E,,, daher muss zum Schluss fiir (E,, N)
gelten

N=E'N=M'E,=M"

Beispiel 36.13. Wir wollen zur Matrix (_53 2) geméfl dem in Fakt be-

schriebenen Verfahren die inverse Matrix M ~! bestimmen.
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Fir eine invertierbare 2 x 2-Matrix (CCL Z) kann man die inverse Matrix

2
O Ut
IS ©
N
L N

—_

e
o O

=)
N

-~

L~
O =

— O Mol

N—— N}

einfacher direkt angeben, es ist ndmlich

1 d —b
M =
ad — bc (—C a)

(und die ,,Determinante” ad — bc ist genau dann ungleich 0, wenn die Matrix
invertierbar ist).

1 31
Beispiel 36.14. Wir wollen zur Matrix |4 1 2| geméfl dem in Fakt
011
beschriebenen Verfahren die inverse Matrix M ~! bestimmen.
1 31 1 00
4 1 2 010
011 0 0 1
1 3 1 1 00
0 —11 -2 -4 10
0 1 1 0 01
1 3 1 1 00
0 1 1 0 01
0 —11 -2 -4 10
1 31 1 0 0
011 0O 0 1
0 0 9 —4 1 11
1 31 1 0 0
011 0 0 1
001) | \gt s ou
1 0 =2 1 0 -3
01 1 ( 0 0 1 )
9 9
01 0 ( _§4 o ?12)
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Satz 36.15. Es sei K ein Korper und sei p: K™ — K" eine lineare Abbil-
dung mit zugehoriger Matrix M. Dann ist ¢ genau dann biyjektiv, wenn M
wnvertierbar ist.
Beweis. Wenn ¢ bijektiv ist, so gibt es eine lineare Abbildung
v K" — K"

mit

ot = Idgn = Yo,
Es sei M die Matrix zu ¢ und N die Matrix zu . Nach Satz 35.15 ist dann

MoN =FE, = NoM

und dies bedeutet die Invertierbarkeit von M. Die Riickrichtung gilt genauso.
O

36. ARBEITSBLATT

36.1. Die Pausenaufgabe.

Aufgabe 36.1. Zeige, dass die Elementarmatrizen invertierbar sind. Wie
sehen zu den Elementarmatrizen die inversen Matrizen aus?

36.2. Ubungsaufgaben.

Aufgabe 36.2. Es sei M eine n x n-Matrix derart, dass es n x n-Matrizen
A,Bmit MoA = E, und mit Bo M = FE, gibt. Zeige A = B und dass
M invertierbar ist.

Aufgabe 36.3. Zeige, dass eine invertierbare Matrix M weder eine Nullzeile
noch eine Nullspalte besitzt.

Aufgabe 36.4. Es seien M und N invertierbare n x n-Matrizen. Zeige, dass
auch M o N invertierbar ist, und dass

(]\40]\7)_1 = N topmt
gilt.

Aufgabe 36.5. Es sei K ein Korper und n € N. Zeige, dass die Menge
GL, (K) der invertierbaren Matrizen eine Gruppe ist. Zeige ferner, dass diese
Gruppe bei n > 2 nicht kommutativ ist.
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Aufgabe 36.6.*

Es seien M = (a b
c d

mit

) und A = (i Z) Matrizen iiber einem Korper K

10
AoMz(O 1).

10
MoAz(O 1)

Aufgabe 36.7. Es sei K ein Kérper und M eine m x n-Matrix mit Eintrégen
in K. Zeige, dass die Multiplikation mit m x m-Elementarmatrizen von links
mit M folgende Wirkung haben.

Zeige, dass dann auch

gilt.

(1) Vij o M = Vertauschen der i-ten und der j-ten Zeile von M.
(2) (Sk(s)) o M = Multiplikation der k-ten Zeile von M mit s.
(3) (A;j(a))o M = Addition des a-fachen der j-ten Zeile von M zur i-ten

Zeile (i # 7).

Aufgabe 36.8. Beschreibe die Wirkungsweise, wenn man eine Matrix mit
einer Elementarmatrix von rechts multipliziert.

Aufgabe 36.9. Zeige, dass man eine Scherungsmatrix

als Matrizenprodukt M o N o L schreiben kann, wobei M und L Diagonal-
matrizen sind und N eine Scherungsmatrix der Form A;;(1) ist.

u=(r %)

Finde Elementarmatrizen E4, ..., E) derart, dass E,o---o E; o M die Ein-
heitsmatrix ist.

Aufgabe 36.10. Es sei

Aufgabe 36.11. Es sei

5 —1

4 1

7 —6

Finde Elementarmatrizen E4, ..., E) derart, dass Fpo---o E; o M die Ein-
heitsmatrix ist.

8
M=10
2
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Aufgabe 36.12. Bestimme die inverse Matrix zu
2 7
M= (_ ; 9> .

Aufgabe 36.13.*

Bestimme die inverse Matrix zu

2 40
-1 0 3
0 11

Aufgabe 36.14. Fiihre fiir die Matrix

3 =2 5
1 7 —4
9 17 =2

das Invertierungsverfahren durch bis sich herausstellt, dass die Matrix nicht
invertierbar ist.

Aufgabe 36.15.*
(1) Uberfiihre die Matrixgleichung

3 7\ (z y\ (1 O
—4 5)\z w)/ \0 1
in ein lineares Gleichungssystem.

(2) Lose dieses lineare Gleichungssystem.

Aufgabe 36.16. Bestimme die inverse Matrix zu

1 2 3
M={6 -1 -2
0o 3 7

Aufgabe 36.17.*

Es sei

a) Zeige

b) Bestimme die inverse Matrix zu M.
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c) Lose die Gleichung
x 4
o) = ()

Aufgabe 36.18. Lose die linearen Gleichungssysteme

(oG -6 G666 -()

simultan.

Aufgabe 36.19. Beschreibe die Umkehrabbildungen zu den elementargeo-
metrischen Abbildungen Achsenspiegelung, Punktspiegelung, Drehung, Stre-
ckung, Verschiebung.

Aufgabe 36.20. Es sei M eine m x n-Matrix und ¢: K" — K™ die zu-
gehorige lineare Abbildung. Zeige, dass ¢ genau dann surjektiv ist, wenn es
eine n x m-Matrix A mit M o A = F,, gibt.

36.3. Aufgaben zum Abgeben.

Aufgabe 36.21. (3 Punkte)
Zeige, dass die Matrix

0 0 k+2 k+1
0 0 k+1 k
—k k+1 0 0
k+1 —(k+2) 0 0

fiir jedes k € K zu sich selbst invers ist.

Aufgabe 36.22. (4 Punkte)

Es sei

3 5
M=1\4 7 2
2

Finde Elementarmatrizen E4, ..., E) derart, dass E, o---o E; o M die Ein-
heitsmatrix ist.

Aufgabe 36.23. (4 (1+3) Punkte)
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(1) Uberfiihre die Matrixgleichung

() =6

in ein lineares Gleichungssystem.
(2) Lose dieses lineare Gleichungssystem.

Aufgabe 36.24. (3 Punkte)

Bestimme die inverse Matrix zu

Aufgabe 36.25. (3 Punkte)
Fiihre das Invertierungsverfahren fiir die Matrix
(¢ )
c d
unter der Voraussetzung ad — be # 0 durch.

37. VORLESUNG - RELATIONEN

37.1. Relationen.

Sei P eine Menge von Personen und E eine Menge von Eigenschaften, die
eine Person haben kann oder auch nicht, und zwar sollen hier nur solche
Eigenschaften betrachtet werden, wo es nur die beiden Moglichkeiten des
Zukommens oder des Nichtzukommens gibt. Die Gesamtinformation, welche
der beteiligten Personen welche Eigenschaft besitzt, kann man dann auf ver-
schiedene Arten ausdriicken. Man kann beispielsweise eine Liste von allen
zutreffenden Person-Eigenschafts-Paaren erstellen, also

(Anna, klug), (Hans, schon), (Berta, schon), (Hans, lustig), (Anna, lu-
stig)

oder man kann zu jeder Person die ihr zukommenden Eigenschaften auflisten,
also

Anna: klug, lustig
Berta: schon
Hans: schon, lustig

oder umgekehrt zu einer Eigenschaft die Personen auflisten, die diese Eigen-
schaft erfiillen, also

Schon: Berta, Hans
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Klug: Anna
Lustig: Anna, Hans

Man kann auch das ganze in eine Tabelle schreiben, wo die eine Leiste die
Personen und die andere Leiste die Eigenschaften reprasentiert, und dann
diejenigen Kreuzungspunkte, die eine zutreffende Beziehung représentieren,
ankreuzen, also

Anna | Berta | Hans
Schon X X
Klug X
Lustig | x X
Anna schon
Berta klug
Hans ¢ » lustig

Eine weitere Moglichkeit besteht darin, die Information durch ein Verbin-
dungsdiagramm auszudriicken, bei dem Person und Eigenschaft genau dann
durch eine Strecke oder eine Kurve verbunden werden, wenn die Eigenschaft
zutrifft.

Der mathematische Begriff, um Beziehungen zwischen den Elementen von
zwei Mengen zu beschreiben, heifit Relation.

Definition 37.1. Es seien M und N Mengen. Eine Relation R zwischen
den Mengen M und N ist eine Teilmenge der Produktmenge M x N, also
R C M x N.

Statt (z,y) € R schreibt man hiufig auch R(x,y) oder xRy und sagt, dass
,2 in Relation R zu y steht.”“ Typische mathematische Relationen sind: ist
gleich, ist grofler als, ist Element von, ist Teilmenge von, ist disjunkt zu, usw.

Wenn R C M x N eine Relation ist, so heif}t fiir jedes m € M die Menge
Nm = {y S N| R(m7y>}

die Faser durch m und fiir jedes n € M heifit die Menge
M, = {zr € M| R(z,n)}

die Faser durch n.
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Beispiel 37.2. Wir betrachten auf einer Auswahl von Speisen und Ge-
tranken die Relation, die angibt, ob ein Gericht zu einem Getrank passt.

Sei
E = {Hecht, Nudeln, Kartoffelgratin, Zupfkuchen}

und
G = {Rotwein, heile Schokolade, Wasser, Kamillentee, Kaffee}.

Wasser passt zu allen Gerichten, Kamillentee zu keinem der Gerichte. Rot-
wein passt zu Nudeln und Kartoffelgratin, aber nicht zu Hecht oder zu Zupf-
kuchen. Heifle Schokolade und Kaffee passt zu Zupfkuchen, nicht zu den
anderen Gerichten.

Beispiel 37.3. Es sei S die Menge der Stiadte und A die Menge der Auto-
bahnen. Dann ist die Beziehung ,liegt an“ eine Relation L zwischen S und
A. Zwischen einer Stadt s € S und einer Autobahn a € A bedeutet

sLa oder L(s,a)

einfach, dass die konkrete Stadt s an der Autobahn a liegt. Zu s ist dann die
Menge

As = {a € Al L(s,a)}
die Menge der Autobahnen, an denen s liegt, und zu a € A ist

Se = {s€ S|L(s,a)}

die Teilmenge der Stédte, an denen die Autobahn a vorbeifihrt. Fiir s =
Osnabriick ergibt sich also

Aosnabrick = {A1, A30, A33}
und fiir die A1 ergibt sich
Sa1 = {...,Hamburg, Bremen, Osnabriick, ...} .

Diese Relation wird vollstindig beschrieben, wenn man zu jeder Stadt die
daran vorbeifithrenden Autobahnen oder aber wenn man zu jeder Autobahn
die daran liegenden Stéddte auffithrt. Genauso gut kann man die Relation
durch eine Tabelle ausdriicken mit einer Leitzeile fiir die Autobahnen und
einer Leitspalte fiir die Stiadte, und wo im Kreuzungspunkt (s, a) ein Kreuz
gemacht wird genau dann, wenn L(s, a) gilt. Die Aussage

Vs(JaL(s,a))

bedeutet, dass jede Stadt an einer Autobahn liegt (wohl falsch) und die
Aussage

Va(3sL(s,a))

bedeutet, dass jede Autobahn an mindestens einer Stadt vorbeifithrt (wohl
wahr).
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Beispiel 37.4. Es sei E = R? die reelle Ebene und G die Menge aller Gera-
den in der Ebene. Die Produktmenge

Exd

besteht aus allen Paaren (P,g), wobei P ein Punkt der Ebene und g eine
Gerade ist. Es gibt mehrere Moglichkeiten, eine Gerade zu beschreiben, und
damit auch mehrere Moglichkeiten, ein solches Paar zu beschreiben. Bei-
spielsweise ist

((2,-5), {(u,v)|4u — 3v = 6})
ein Paar, wobei der Punkt vorne durch die beiden Koordinaten und die Ge-

rade hinten durch eine Geradengleichung angegeben wird. Bei einem solchen
Paar besteht keine Bedingung zwischen dem Punkt und der Geraden.

Die Inzidenzrelation zwischen Punkten und Geraden wird ausgedriickt durch
I = {(P,g) € E x G| P liegt auf g} .
Statt ,liegt auf“ kann man auch einfach P € g schreiben.

Beispiel 37.5. Es sei M eine Menge und P die Potenzmenge von M. Dann
wird auf M x P die Inzidenzrelation I erkldrt durch

I(z,T) genau dann, wenn x € T.

Die Inzidenzrelation driickt also aus, ob ein Element x zu einer bestimmten
Teilmenge T gehort oder nicht. Die Faser zu einem Element besteht aus
sdmtlichen Teilmengen, die dieses Element enthalten, und die Faser zu einer
Teilmenge besteht aus allen Elementen dieser Teilmenge.

Lucie = Bernard

B &atrice " Antoine

Delphine Paul

Charles
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37.2. Relationen und Abbildungen.
Abbildungen kann man als spezielle Relationen auffassen.

Definition 37.6. Es seien L und M Mengen und es sei
F:L—M
eine Abbildung. Dann nennt man
I'p={(z,F(x))|]re L} CLxM
den Graphen der Abbildung F'.

Abbildungen und ihre Graphen sind im wesentlichen dquivalente Objekte.
Um Abbildungen innerhalb der Relationen herauszustellen, sind die folgen-
den Begriffsbildungen sinnvoll.

Definition 37.7. Eine Relation R C M x N heifit linkseindeutig, wenn es
zu jedem y € N maximal ein z € M mit (z,y) € R gibt.

Definition 37.8. Eine Relation R C M x N heif}t rechtseindeutig, wenn es
zu jedem x € M maximal ein y € N mit (z,y) € R gibt.

Definition 37.9. Eine Relation R C M x N heifit linksvollstindig, wenn es
zu jedem x € M ein y € N mit (x,y) € R gibt.

Definition 37.10. Eine Relation R C M x N heifit rechtsvollstindig, wenn
es zu jedem y € N ein x € M mit (x,y) € R gibt.

Wenn ein Paar (z,y) € R gegeben ist, so meint rechtseindeutig, dass (bei
gegebenem) x die rechte Seite, also das y, eindeutig bestimmt ist. Wenn man
sich aber die Relation auf M x N dadurch gegeben denkt, dass zwischen
den Elementen der linken Menge M und den Elementen der rechten Menge
N genau dann eine verbindende Strecke (kein Pfeil) vorliegt, wenn das ent-
sprechende Paar zu R gehort, so hat rechtseindeutig die Auswirkung, dass
von jedem Punkt der linken Seite (!) aus maximal eine Verbindungsstrecke
abgeht.

Lemma 37.11. Fine Relation R C M x N ist genau dann eine (der Graph
einer) Abbildung, wenn sie linksvollstindig und rechtseindeutig ist.

Beweis. Eine Abbildung

p: M — N
ordnet jedem x € M genau ein y € N zu, das ist nach Definition die Links-
vollstandigkeit und die Rechtseindeutigkeit. U

Eine rechtseindeutige Relation, die nicht unbedingt linksvollsténdig ist, nennt
man auch manchmal eine ,partielle Abbildung“, eine (insbesondere links-
vollstandige) Relation nennt man manchmal auch eine ,,mehrdeutige Abbil-
dung”.
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Bemerkung 37.12. Eine Abbildung f: M — N ist genau dann surjektiv,
wenn der Graph der Abbildung (als Relation aufgefasst) rechtsvollstandig
ist, und genau dann injektiv, wenn der Graph linkseindeutig ist.

37.3. Relationen auf einer Menge.

Im eingangs erwédhnten Beispiel gab es einerseits Personen und andererseits
Eigenschaften, die diese Personen haben konnten oder nicht. Die beiden be-
teiligten Mengen hatten also eine unterschiedliche Funktion. Wenn man aber
z.B. zwischenmenschliche Beziehungen ausdriicken mochte, so stimmen die
beiden Mengen h#ufig iiberein, und es ergeben sich neuartige strukturelle
Moglichkeiten, da ein Element sowohl vorne als auch hinten stehen kann.
Betrachten wir in der studentischen Dreier-WG die Relation , kann gut lei-
den“. Die zugehorige Relationstabelle sieht vielleicht so aus.

Anna | Berta | Hans
Anna X X
Berta X X
Hans X X X

Hier ist zunéchst wichtig, die Bedeutung der Spalte und der Zeile festzule-
gen; sagen wir, dass die Tabelle so zu verstehen ist, dass in der Leitspalte
das grammatische Subjekt und in der Leitzeile das grammatische Objekt
steht. Damit besagt die Tabelle, dass Hans alle Personen der WG gut leiden
kann, dass Berta sich und Anna gut leiden kann, aber nicht Hans, und dass
Anna ihre beiden Mitbewohner gut leiden kann, aber nicht sich selbst. Die
Relation ist also weder ,reflexiv®, da sich Anna nicht gut leiden kann, noch
»,symmetrisch“, da Hans zwar Berta gut leiden kann, aber nicht umgekehrt.

Definition 37.13. Eine Relation R auf einer Menge M ist eine Teilmenge
der Produktmenge M x M, also R C M x M.

Wenn ein Paar (z,y) zu R gehort, so sagt man auch, dass x und y in der Re-
lation R stehen. Statt (x,y) € R verwendet man haufig suggestivere Schreib-
weisen wie xRy, x ~ y oder x < y. Dabei werden manche Symbole nur
verwendet, wenn die Relation gewisse zusétzliche Eigenschaften erfiillt. Die
wichtigsten Eigenschaften fasst die folgende Definition zusammen (die bei
zwei verschiedenen Mengen keinen Sinn ergeben).

Definition 37.14. Sei M eine Menge und R C M x M eine Relation auf
M. Man nennt R

o reflexiv, wenn (z,x) € R gilt fir alle x € M.

e transitiv, wenn fiir beliebige z,y,z € M aus (z,y) € R und aus (y,z) € R
stets (z,2) € R folgt.

e symmetrisch, wenn fiir beliebige x,y € M aus (z,y) € R auch (y,z) € R
folgt.
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e antisymmetrisch, wenn fiir beliebige z,y € M aus (z,y) € Rund (y,z) € R
die Gleichheit x = y folgt.

Ein Pfeildiagramm ist eine Moglichkeit, eine Relation darzustellen.

Eine wichtige Darstellungsmoglichkeit fiir eine Relation auf einer Menge ist
durch ein Pfeildiagramm gegeben, man spricht auch von einem gerichteten
Graphen. Dabei werden die Elemente der Grundmenge M als Punkte (Kno-
ten) gezeichnet, und es wird genau dann ein Pfeil von Punkt z zu Punkt y
gezeichnet, wenn xRy gilt. Die Richtung des Pfeiles ist dabei wichtig. Wenn
allerdings die Relation symmetrisch ist, so gibt es zu jedem Pfeil den ent-
sprechenden Riickpfeil. Daher driickt man symmetrische Relationen direkt
durch ungerichtete Pfeile (Kanten, verbindungsstrecken) aus und spricht von
ungerichteten Graphen.

Beispiel 37.15. Eine (FuBball-)Spielgruppe bei einer Europa- oder Welt-
meisterschaft besteht aus vier Mannschaften, und jede spielt gegen jede. Ein
Spiel kann unentschieden oder mit einem Sieg fiir eine der beiden Mannschaf-
ten enden. Wir interessieren uns fiir die Gewinnrelation in einer Spielgruppe,
die man durch einen gerichteten Graphen beschreiben kann, wobei man einen
Sieg von A iiber B durch einen Pfeil von A nach B (und ein Unentschieden
durch keine Verbindung) ausdriicken kann.

Wir besprechen nun verschiedene mathematische Relationen, die mit diesen
Eigenschaften definiert werden koénnen.
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37.4. Ordnungsrelationen.

Eine reflexive, transitive und antisymmetrische Relation nennt man eine Ord-
nung, wofiir man haufig ein Symbol wie >, <, ¥, C verwendet. Diese haben
wir schon im Kontext von angeordneten Ringen besprochen.

Definition 37.16. Eine Relation < auf einer Menge [ heiit Ordnungsrela-
tion oder Ordnung, wenn folgende drei Bedingungen erfiillt sind.

(1) Esist i < i fiir alle 4 € 1.
(2) Aus i < j und j < k folgt stets i < k.
(3) Ausi < jund j < i folgt ¢ = 5.

Eine Menge mit einer fixierten Ordnung darauf heifit geordnete Menge. Wenn
zusatzlich gilt, dass fiir je zwei Elemente x < y oder y < x gilt, so spricht
man von einer total geordneten Menge.

Beispiel 37.17. Die reellen Zahlen R (ebenso die rationalen Zahlen und
die ganzen Zahlen) sind total geordnet durch die Grifergleichrelation >.
Dies gehort zum Begriff des angeordneten Korpers, der nicht nur verlangt,
dass eine totale Ordnung erklért ist, sondern auch, dass diese mit den alge-
braischen Operationen vertréglich ist. Die strikte Griferrelation > ist keine
Ordnungsrelation, da sie nicht reflexiv ist. Der Koérper der komplexen Zahlen
C ist nicht angeordnet (und ldsst sich auch nicht anordnen).

Beispiel 37.18. Wir betrachten die positiven ganzen Zahlen N, zusammen
mit der Teilbarkeitsbeziehung. Man sagt, dass eine Zahl k die Zahl n teilt,
geschrieben
kln,

wenn es eine weitere natiirliche Zahl m mit n = km gibt. Die Bezeichnung
ist nicht sonderlich gliicklich gewihlt, da ein symmetrisches Symbol fiir eine
nichtsymmetrische Relation verwendet wird. Die Teilbarkeitsrelation ist in
der Tat reflexiv, da stets n|n ist, wie m = 1 zeigt. Die Transitivitit sieht
man so: sei k|n und n|m mit n = ak und m = bn. Dann ist m = bn = bak
und daher k|m. Die Antisymmetrie folgt so: Aus n = ak und k = bn folgt
n = (ab)n. Da wir uns auf positive natiirliche Zahlen beschrianken, folgt
ab = 1 und daraus a = b = 1. Also ist k& = n Einfache Beispiele wie 2
und 3 zeigen, dass hier keine totale Ordnung vorliegt, da weder 2 von 3
noch umgekehrt geteilt wird.

Beispiel 37.19. Sei M eine beliebige Menge und
R =P (M)

die Potenzmenge davon. Dann sind die Elemente aus R = B (M) - also die
Teilmengen von M - durch die Inklusionsbeziehung C geordnet. Die Reflexi-
vitat bedeutet einfach, dass eine jede Menge in sich selbst enthalten ist und
die Transitivitdt bedeutet, dass aus 77 C T, und 75, C T3 die Inklusion
Ty, C Tj; folgt. Die Antisymmetrie ist dabei ein wichtiges Beweisprinzip fiir
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die Gleichheit von Mengen: Zwei Mengen 17, T sind genau dann gleich, wenn
Ty C T und umgekehrt T, C T gilt.

Beispiel 37.20. Sei X eine Menge (beispielsweise ein Intervall, oder ein
topologischer Raum), so ist die Menge der (stetigen) Funktionen f: X — R
geordnet, indem man f > g dadurch definiert, dass f(z) > g(x) fiir jeden
Punkt x € X sein muss . Dies ist offensichtlich keine totale Ordnung.

37. ARBEITSBLATT

37.1. Die Pausenaufgabe.

Aufgabe 37.1. Lege in der Skizze fiir die drei Hauser iiberschneidungsfrei
Wege zu den zugehorigen gleichfarbigen Gartentoren an.

A

Po )
£l

37.2. Ubungsaufgaben.

Aufgabe 37.2. Analysiere aussagenlogisch die Gleichung ,, Wild + Pinkeln
=Hausverbot“ am Zaun des Terrassenfestes 2017.

Aufgabe 37.3. Finden Sie in Threm Alltagsleben moglichst viele Relationen.
(Suchen Sie auch in Threm (Zweit-)Studienfach.)

Aufgabe 37.4. Es sei S die Menge der Stddte und A die Menge der Auto-
bahnen und L C S x A die in Beispiel 37.3 beschriebene Relation.

Beschreibe formal die Menge T derjenigen Stéidte, die an mindestens einer
Autobahn liegen.

Beschreibe formal die Menge U derjenigen Stédte, die an mindestens zwei
Autobahnen liegen.
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Interpretiere die Aussage
Vs1Vseda(siLa A syLa),
wobei s; und sg aus T seien. Ist die Aussage wahr?

Formuliere formal die Aussage, dass zwei Stiadte stets durch maximal zwei
Autobahnen miteinander verbunden sind (man darf annehmen, dass jedes
Autobahnkreuz an mindestens einer Stadt liegt).

Aufgabe 37.5. Beim Speeddating treffen sich n Frauen und n Ménner und
jede Frau plaudert mit jedem Mann fiinf Minuten lang. Danach schreibt jede
Frau auf einen Zettel, welche Ménner sie wiedersehen mochte, und ebenso
schreibt jeder Mann auf einen Zettel, welche Frauen er wiedersehen mdochte.
Die Moderatorin sammelt die Zettel ein und erstellt daraus eine Liste von
Paaren, bei denen sich beide wiedersehen wollen. Beschreibe diese Situation
mit Relationen.

Aufgabe 37.6. Wir betrachten zu der Flussmenge
F = {Rhein, Weser, Donau, Tiber, Themse, Nil}
und zu der Léndermenge
L = {Deutschland, Niederlande, Schweiz, Frankreich, Italien, Osterreich, Ungarn, Uganda}

die Relation , flieft durch dieses Land“.

1) Beschreibe diese Relation durch eine Tabelle.

) Beschreibe diese Relation durch ein Verbindungsdiagramm.

) Beschreibe diese Relation durch Auflistung der zugehorigen Paare.

) Bestimme die Faser zum Rhein beziiglich dieser Relation.

) Bestimme die Faser zur Donau beziiglich dieser Relation.

) Bestimme die Faser zu Deutschland beziiglich dieser Relation.

) Untersuche die Begriffe Links- und Rechtseindeutigkeit, Links- und
Rechtsvollstandigkeit fiir diese Relation.

(
(2
(3
(4
(5
(6
(7

Aufgabe 37.7. Wir betrachten in Q* die Punkte P = (0,0), @ = (0,1),
R = (2,3) und S = (6,7) und die Geraden G = ((1)) +Q <1> , die -

Achse, die y-Achse und die durch die Gleichung —4x + 3y = 1 gegebene
Gerade H. Beschreibe die zugehorige Inzidenzrelation.

Aufgabe 37.8. Erstelle eine Tabelle fiir die Inzidenzrelation zu einer 0, 1, 2
und 3-elementigen Menge.
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Aufgabe 37.9. Es sei M eine n-elementige Menge. Bestimme die Anzahl
der Elemente in der Inzidenzrelation zu M.

Aufgabe 37.10. Beschreibe, wie sich die Eigenschaften reflexiv, symme-
trisch und antisymmetrisch einer Relation R auf einer Menge M in der Re-
lationstabelle zu R widerspiegeln.

Aufgabe 37.11. Wir betrachten die Landermenge

L = {Deutschland, Niederlande, Belgien, Schweiz, Frankreich, Italien,
Osterreich, Spanien, Portugal, Polen, Ungarn}

und die Relation ,besitzt eine gemeinsame Grenze mit“.

(1) Untersuche diese Relation in Hinblick auf die Begriffe reflexiv, (anti-
)symmetrisch, transitiv.

(2) Bestimme die Faser zu Deutschland in dieser Relation.

(3) Bestimme die Faser zu Frankreich in dieser Relation.

(4) Stelle die Relation durch ein Verbindungsdiagramm dar.

Aufgabe 37.12. Wir studieren die Relation ,kann gut leiden“ in verschie-
denen Dreier-WGs, die wir durch Relationstabellen ausdriicken, wobei in der
Leitspalte das grammatische Subjekt steht. Untersuche die einzelnen Rela-
tionen hinsichtlich der Eigenschaften reflexiv, transitiv (anti-)symmetrisch.

Andrea | Bernd | Heinz
Andrea X
Bernd X
Heinz X

Anja | Ben | Horst
Anja | x X X
Ben X b X
Horst | x X X

Hinz | Kunz | Schlonz
Hinz X X X
Kunz X

Schlonz | x X X




Hansel | Gretel | Hexe
Hansel X X
Gretel X X
Hexe X
Oma | Wolf | Rotkédppchen
Oma X X
Wolf x
Rotképpchen | x X
Jan | Jens | Jennifer
Jan
Jens
Jennifer
Hase | Fuchs | Igel
Hase X
Fuchs X
Igel X

Aufgabe 37.13.*

93

Bei einem vollstdndigen ungerichteten Graphen mit 4 Ecken ist jede Ecke
mit jeder (anderen) Ecke verbunden. Zeichne einen solchen Graphen in der
Ebene ohne Uberschneidungen.
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Aufgabe 37.14. Eine (Fufiball-)Spielgruppe bei einer Europa- oder Welt-
meisterschaft besteht aus vier Mannschaften, und jede spielt gegen jede. Ein
Spiel kann unentschieden oder mit einem Sieg fiir eine der beiden Mannschaf-
ten enden. Wir interessieren uns fiir die diskrete Struktur einer Spielgruppe,
die man durch einen gerichteten Graphen beschreiben kann, wobei man einen
Sieg von A iiber B durch einen Pfeil von A nach B (und ein Unentschieden
durch keine Verbindung) ausdriicken kann.

Definiere einen Isomorphiebegriff” fiir Spielgruppen und klassifiziere die Spiel-
gruppen entlang geeigneter numerischer Invarianten. Wie viele Spielgruppen
gibt es? Aus welchen Isomorphietypen lasst sich die Tabellenordnung ablei-
ten, aus welchen nicht?

Aufgabe 37.15. Es seien M und N Mengen. Zeige, dass man jede Relation
zwischen M und N als eine Relation auf der Menge M & N auffassen kann.
Welche Relationen auf M @ N treten in dieser Weise auf?

Aufgabe 37.16. Zeigen Sie, dass fiir Relationen die Konzepte Reflexivitit,
Symmetrie und Transitivitdt voneinander unabhéngig sind (das heifit, dass
zwei der Eigenschaften gelten konnen, ohne dass die dritte gelten muss).

Aufgabe 37.17.*

Es sei M eine Menge mit n Elementen. Bestimme die Anzahl der Relationen
auf M, die

(1) reflexiv
(2) symmetrisch
(3) reflexiv und symmetrisch

sind.

Aufgabe 37.18.*

Essei M = {a,b} eine zweielementige Menge. Beschreibe vollstandig (durch
Auflistung aller zugehorigen Paare) die Relation auf der Potenzmenge B3 (M),
die durch die Teilmengenbeziehung gegeben ist.

"Mit Isomorphie meint man in der Mathematik, dass die mathematische Struktur iiber-
einstimmt. In diesem Beispiel sollten also die Pfeildiagramme der beiden Spielgruppen
iibereinstimmen, und das heiBt, dass man sie zur Ubereinstimmung bringen kann, indem
man passende Mannschaften aufeinander bezieht.
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Aufgabe 37.19. Es sei M eine Menge und P die Potenzmenge von M.
Betrachte die Relation T" auf P, die durch

T(A, B) genau dann, wenn A C B

gegeben ist (dabei sind also A und B Teilmengen von M). Bestimme die
Anzahl der Elemente dieser Relation, wenn M n Elemente besitzt.

Aufgabe 37.20. Es sei M eine Menge und P die Potenzmenge von M.
Betrachte die Relation D auf P, die durch

D(A, B) genau dann, wenn AN B = ()

gegeben ist (dabei sind also A und B Teilmengen von M). Bestimme die
Anzahl der Elemente dieser Relation, wenn M n Elemente besitzt.

Aufgabe 37.21. Jedes Paket hat einen eindeutig bestimmten Absender und
Empfanger. Modelliere diesen Sachverhalt mit Abbildungen bzw. Relationen.
Welche Pfeildiagramme sind sinnvoll, um die Situation zu beschreiben?

Aufgabe 37.22. Es sei R C M x N eine Relation zwischen M und N.
Zeige, dass man eine Relation S zwischen N und M erhélt, indem man

= {(y,2)| (z,y) € R}

setzt. Sie heiflit die Umkehrrelation zu R. Zeige ferner, dass bei M = N die
Relation R genau dann symmetrisch ist, wenn R = §' ist.

Aufgabe 37.23. Beim neutralgeschlechtlichen Speeddating treffen sich n
Personen, und jede Person plaudert mit jeder von ihr verschiedenen Person
fiinf Minuten lang. Danach schreibt jede Person auf einen Zettel, welche
Personen sie wiedersehen mochte. Die Moderatorin sammelt die Zettel ein
und erstellt daraus eine Liste von Paaren, bei denen sich beide wiedersehen
wollen.

(1) Beschreibe diese Situation mit einer Relation und einer Umkehrrela-
tion.

(2) Es sei n = 6. Zeichne ein Diagramm mit sechs Punkten und ver-
schiedenfarbigen Verbindungsstrecken zwischen den Punkten, das be-
schreibt, in welcher Reihenfolge die Personen miteinander plaudern
(die erste Farbe soll die Gesprichspartner der ersten Runde angeben
U.8.W.)
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Aufgabe 37.24. Es sei M eine Menge und B (M) die Potenzmenge davon.
Zeige, dass durch

S < T, wenn es eine injektive Abbildung S — T gibt,

eine reflexive und transitive Relation auf B (M) definiert wird, die in aller
Regel weder symmetrisch noch antisymmetrisch ist.

Aufgabe 37.25. In einer Wohngemeinschaft wohnen Albert, Beowulf, Cla-
ra, Dora, Emil und Gundula. Dabei konnen Albert und Beowulf kochen,
die anderen vier nicht. Emil findet Beowulf doof, Dora findet Albert und
Clara doof, Clara und Gundula finden beide ebenfalls den Albert doof. Cha-
rakterisiere jede Person durch einen sprachlichen Ausdruck, in dem nur auf
die Kochféhigkeit und das Dooffinden Bezug genommen wird (insbesondere
diirfen in den Charakterisierungen keine Namen vorkommen).

37.3. Aufgaben zum Abgeben.

Aufgabe 37.26. (2 Punkte)

Es sollen drei Héuser jeweils mit Leitungen an Wasser, Gas und Elektri-
zitdt angeschlossen werden. Beschreibe eine Moglichkeit, bei der es nur eine
Uberschneidung gibt.

Aufgabe 37.27. (4 Punkte)

Beim Speeddating nehmen Anna, Berta, Clara, Dora und Elfriede und Ri-
chard, Stefan, Thomas, Uwe und Volkmar teil. Auf den Wiedersehwunsch-
listen schreibt Anna die Namen Richard und Thomas auf, Berta schreibt
Richard und Volkmar auf, Clara schreibt alle Namen aufler Uwe auf, Dora
schreibt Stefan auf und Elfriede schreibt Stefan, Uwe und Volkmar auf. Ri-
chard und Thomas schreiben alle Namen auf, Stefan schreibt Dora auf, Uwe
schreibt Anna, Berta und Clara auf und Volkmar gibt einen leeren Zettel ab.
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(1) Stelle die Frauenwunschrelation® durch eine Tabelle dar.

(2) Stelle die Méannerwunschrelation durch ein Verbindungsdiagramm
dar.

Was ist die Faser zu Stefan unter der Frauenwunschrelation?

Was ist die Faser zu Volkmar unter der Mannerwunschrelation?
Was ist die Faser zu Berta unter der Ménnerwunschrelation?
Diskutiere die Begriffe Links- und Rechtseindeutigkeit, Links- und
Rechtsvollsténdigkeit fiir die beiden Wunschrelationen.

(7) Beschreibe die resultierende Wiedersehensrelation.

(3)
(4)
()
(6)

Aufgabe 37.28. (4 Punkte)

Es sei M = {a,b,c} eine dreielementige Menge. Beschreibe vollstindig
(durch Auflistung aller zugehorigen Paare) die Relation auf der Potenzmenge
B (M), die durch die Teilmengenbeziehung gegeben ist.

Aufgabe 37.29. (3 Punkte)

Es sei K ein Korper, m,n € N und ¢: K™ — K" eine lineare Abbildung.
Zeige, dass der Graph der Abbildung ein Untervektorraum von K™ x K™ ist.

Aufgabe 37.30. (8 Punkte)

Klassifiziere (bis auf Isomorphie) die moglichen Gewinnstrukturen bei einer
Vierergruppe (wie bei einer Fu3ballweltmeisterschaft).

(Bemerkung: Es wird also eine vollstédndige Liste aller moglichen Isomor-
phietypen verlangt. Die Liste muss systematisch sein und die Vollstédndigkeit
begriindet werden.)

38. VORLESUNG - AQUIVALENZRELATIONEN

38.1. Aquivalenzrelationen.

In der Mathematik sind Formulierungen, dass mathematische Objekte ., aqui-
valent” sind, allgegenwértig. Zumeist geht es um Situationen, wo Objekte
zwar nicht gleich, aber doch in gewisser Hinsicht, unter einem bestimmten
Gesichtspunkt, als gleichwertig zu betrachten sind. In solchen Kontexten darf
man Objekte durch gleichwertige Objekte ersetzen, um eine Situation zu
vereinfachen. Es gibt keine allgemeine Definition von ,,dquivalent®, da es im
Allgemeinen eine Vielzahl von konkurrierenden Gesichtspunkten gibt, unter
denen man Objekte als dquivalent ansehen méchte oder nicht. Man kann aber
strukturelle Bedingungen herausarbeiten, die zueinander dquivalente Objek-
te stets erfiillen. Insofern ist Aquivalenz eine spezielle Art einer Relation auf
einer Menge.

8Das ist diejenige Relation, die durch die Wiinsche der Frauen festgelegt ist.
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Definition 38.1. Eine Aquivalenzrelation auf einer Menge M ist eine Rela-
tion R C M x M, die die folgenden drei Eigenschaften besitzt (fiir beliebige
x,y,z € M).

(1) Es st x ~ z (reflexiv).
(2) Aus x ~ y folgt y ~ = (symmetrisch).
(3) Aus & ~ y und y ~ z folgt x ~ z (transitiv).

Dabei bedeutet x ~ y, dass das Paar (z,y) zu R gehort.

Beispiel 38.2. Das Urbeispiel fiir eine Aquivalenzrelation ist die Gleichheit
auf einer beliebigen Menge M. Unter der Gleichheit ist jedes Element nur
mit sich selbst dquivalent.

Beispiel 38.3. Auf jeder Menge M gibt es die Aquivalenzrelation, unter der
alle Elemente zueinander in Relation stehen.

Beispiel 38.4. Héaufig interessiert man sich gar nicht so genau fiir einzelne
Objekte, sondern nur fiir bestimmte Eigenschaften davon. Objekte, die sich
beziiglich einer bestimmten, genau definierten Eigenschaft gleich verhalten,
kann man dann () als dquivalent betrachten. Offenbar handelt es sich dabei
um eine Aquivalenzrelation. Wenn man sich beispielsweise nur fiir die Far-
be von Objekten interessiert, so sind alle Objekte, die (exakt) gleichfarbig
sind, zueinander dquivalent. Wenn man sich bei Tieren nicht fiir irgendwel-
che individuellen Eigenschaften interessiert, sondern nur fiir ihre Art, so sind
gleichartige Tiere dquivalent, d.h. zwei Tiere sind genau dann #quivalent,
wenn sie zur gleichen Art gehoren. Studierende kann man als dquivalent an-
sehen, wenn sie die gleiche Facherkombination studieren. Vektoren kann man
als dquivalent ansehen, wenn sie zum Nullpunkt den gleichen Abstand be-
sitzen, etc. Eine Aquivalenzrelation ist typischerweise ein bestimmter Blick
auf bestimmte Objekte, der unter Bezug auf eine gewisse Eigenschaft gewisse
Objekte als gleich ansieht.

Gnus bilden eine Aquivalenzklasse (eine vollstéindige Menge aus zueinander
dquivalenten Elemente, siehe die néchste Vorlesung fiir die Definition) beziiglich
der Aquivalenzrelation der Gleichartigkeit, ebenso Zebras.

Bei den zuletzt genannten ,alltdglichen® Beispielen muss man etwas vorsich-
tig sein, da im Allgemeinen die Eigenschaften nicht so genau definiert werden.
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Im Alltag spielt Ahnlichkeit eine wichtigere Rolle als Gleichheit hinsichtlich
einer bestimmten Eigenschaft. Die Ahnlichkeit ist aber keine Aquivalenzre-
lation, da sie zwar reflexiv und symmetrisch ist, aber nicht transitiv. Wenn
A und B zueinander (knapp) ahnlich sind und B und C ebenso, so kann A
und C' schon knapp unédhnlich sein (ebenso: lebt in der Nachbarschaft von,
ist verwandt mit, etc.).

Beispiel 38.5. In der Wohnung liegt eine grofle Menge von Wésche her-
um, die gewaschen werden soll. Natiirlich kann nicht alles in den gleichen
Waschgang, sondern nur Sachen, die sowohl gleichfarbig sind als auch die
gleiche Waschtemperatur vertragen. Dies definiert insgesamt die Aquivalenz-
relation der Waschgangvertriglichkeit. Man kann jetzt die Wasche dadurch
sortieren, dass man waschgangvertrigliche Sachen jeweils zu einem Haufen
zusammenfasst. So entstehen verschiedene Haufen, die jeweils aus unterein-
ander waschgangvertréglichen Sachen bestehen, und zwei Sachen landen ge-
nau dann auf dem gleichen Haufen, wenn sie waschgangvertréglich sind. Eine
wichtige Beobachtung dabei ist, dass die Haufen nicht anhand einer vorge-
gebenen Liste von mdoglichen Waschkombinationen entstehen, sondern allein
durch die Vertraglichkeitsiiberpriifung der Objekte untereinander.

Beispiel 38.6. Es sei M eine Menge von Aussagen. Dann ist die Aquivalenz,
also die logische Gleichwertigkeit, von Aussagen eine Aquivalenzrelation auf
dieser Menge. Beispielsweise ist die Aussage a — 3 aufgrund des Kontrapo-
sitionsprinzips dquivalent zu =5 — —«, oder die Aussage ,, 5 ist ein Teiler
von x“ ist dquivalent zu ,x ist ein Vielfaches von 5“ oder zu ,, x € Z5“.

Beispiel 38.7. Es sei M eine Menge von Termen. Zwei Terme sind nur
dann gleich, wenn sie Zeichen fiir Zeichen gleich sind. Wenn man allerdings
einen mathematischen Kontext zugrunde legt, wie, dass sich alle Terme auf
einen kommutativen Halbring beziehen sollen, so ergibt sich auf der Menge
der Terme eine Aquivalenzrelation dadurch, dass man Terme als dquivalent
(gleichwertig) ansieht, wenn sie bei jeder (oder einer bestimmten) Interpreta-
tion in einem kommutativen Halbring das gleiche Element liefern. In diesem
Sinne sind a+b und b+ a oder (a+0b)? und a? + 2ab+ b* gleichwertige Terme.
Ebenso sind die Bruchterme % und % als Terme verschieden, ihr Zahlwert in
Q ist aber gleich.

Beispiel 38.8. Es sei ein Kérper K und eine Variablenmenge Xi,..., X,
fixiert. Wir betrachten die Menge der (endlichen) linearen Gleichungssyste-
me in diesen Variablen iiber diesem Korper. Die Aquivalenz von linearen
Gleichungssystemen, also die Ubereinstimmung der Losungsmengen (als Teil-
mengen im K"), ist dann offenbar eine Aquivalenzrelation auf dieser Menge.

Die Gleichheit beziiglich einer Eigenschaft wird durch folgende mathemati-
sche Konstruktion prézisiert.
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Lemma 38.9. Seien M und N Mengen und sei f: M — N eine Abbildung.
Dann wird durch die Festleqgung

T~ Y,

f(x) = f(y),

eine Aquivalenzrelation auf M definiert.
Beweis. Siehe Aufgabe 38.4. O

Prinzipiell kann man jede Aquivalenzrelation mit Hilfe einer Abbildung be-
schreiben, siehe die néchste Vorlesung. Wenn die Abbildung f injektiv ist,
so ist die durch f auf M definierte Aquivalenzrelation die Gleichheit. Wenn
die Abbildung konstant ist, so sind unter der zugehorigen Aquivalenzrelation
alle Elemente aus M untereinander dquivalent.

Beispiel 38.10. Es sei K ein Korper. Wir sagen, dass zwei Zahlen z,y € K
,bis (eventuell) auf das Vorzeichen® iibereinstimmen, wenn z = y oder x =
—y ist. Dafiir schreiben wir kurz

r = *y.

Dies ist eine Aquivalenzrelation. Dabei ist die Reflexivitit unmittelbar klar,
die Symmetrie erhélt man, indem man die Gleichung x = —y mit —1 mul-
tipliziert und (—1)(—=1) = 1 ausnutzt. Ahnlich wird auch die Transitivitét
begriindet. Diese Aquivalenzrelation lésst sich auch einfach im Sinne von
Lemma 38.9 beschreiben. Es ist ndmlich # = +y genau dann, wenn 22 = y?
gilt. Dabei ist die Hinrichtung klar. Fiir die Riickrichtung sei also 22 = 2.
Bei x = 0 ist auch y = 0 und die Aussage gilt, seien also die Zahlen von 0

verschieden. Durch Division durch y? erhilt man

O

Wegen u?> —1 = (u—1)(u+ 1) und Lemma 23.12 sind aber 1 und —1 die
einzigen Losungen der Gleichung
uw? =1

in einem Koérper, und somit ist 5 = +1und x = =y. In einem angeordneten

Korper gilt dariiber hinaus auch x = +y genau dann, wenn |z| = |y
gilt. Es gibt also im Allgemeinen mehrere Funktionen, mit denen man eine
Aquivalenzrelation erfassen kann.

Beispiel 38.11. Es sei K ein archimedisch angeordneter Korper. Wir be-
trachten die Gaulklammer auf K, also die Abbildung

| |: K —Z,t— |t].



101

Eine Zahl ¢ wird also auf die gréfite ganze Zahl abgebildet, die kleiner oder
gleich t ist (die ,, Vorkommazahl“, falls die Zahl positiv ist”). Dabei wird das
gesamte ganzzahlige einseitig offene Intervall

myn+1) ={reKn<zx<n+1}

auf n € Z abgebildet. Beziiglich dieser Abbildung sind also zwei Zahlen genau
dann dquivalent, wenn sie im gleichen ganzzahligen Intervall liegen.

Statt dem ganzzahligen Anteil kann man auch den (nichtnegativen) Bruchan-
teil (bei positiven Zahlen die ,,Nachkommazahl®) betrachten. Das ist die Ab-
bildung

K —0,1), t —> t — [£].
Unter der durch diese Abbildung definierten Aquivalenzrelation sind zwei
Zahlen genau dann gleich, wenn sie den gleichen Bruchanteil besitzen, und
das ist genau dann der Fall, wenn ihre Differenz eine ganze Zahl ist.

Wenn man rationale Zahlen als gemischte Briiche schreibt, so geht es um die
Frage, ob der ganzzahlige Anteil oder ob der Bruchanteil iibereinstimmt.

Unter der Aquivalenzrelation ,erreichbar auf dem Landweg“ sind Inseln und
Kontinente die Aquivalenzklassen.

Beispiel 38.12. Es sei eine Situation gegeben, wo gewisse Orte (oder Ob-
jekte) von gewissen anderen Orten aus erreichbar sind oder nicht. Die Er-
reichbarkeit kann dabei durch die Wahl eines Verkehrsmittels oder durch eine
abstraktere (Bewegungs)-Vorschrift festgelegt sein. Solche Erreichbarkeitsre-
lationen liefern hiufig eine Aquivalenzrelation. Dass ein Ort von sich selbst
aus erreichbar ist, sichert die Reflexivitdt. Die Symmetrie der Erreichbarkeit
besagt, dass wenn man von A nach B kommen kann, dass man dann auch
von B nach A kommen kann. Das ist nicht fiir jede Erreichbarkeit selbst-
versténdlich, fiir die meisten aber schon. Die Transitivitat gilt immer dann,
wenn man die Bewegungsvorgénge hintereinander ausfithren kann, also zu-
erst von A nach B und dann von B nach C. Wenn erreichbar beispielsweise
dadurch gegeben ist, dass man auf dem Landweg von einem Ort zu einem
anderen kommen kann, so sind zwei Ortspunkte genau dann dquivalent, wenn
sie auf der gleichen Insel (oder dem gleichen Kontinent) liegen.

Beispiel 38.13. Es sei d € N fixiert. Wir betrachten auf Z die Aquivalenz-
relation ~, bei der zwei Zahlen a,b € Z als dquivalent betrachtet werden,

IMit dieser Formulierung muss man bei negativen Zahlen vorsichtig sein. Die Zahl
—0,7=—1+ 0,3 besitzt die GauBklammer —1 und den Bruchanteil 0, 3.
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wenn ihre Differenz a — b ein Vielfaches von d ist. Zwei Zahlen sind also
zueinander dquivalent, wenn man von der einen Zahl zu der anderen durch
Spriinge der Sprungweite d gelangen kann. Unter Verwendung der Division
mit Rest bedeutet dies, dass zwei Zahlen zueinander dquivalent sind, wenn
sie bei Division durch d den gleichen Rest ergeben.

Mit Hilfe der Abbildung f: Z — {0,1,...,d — 1}, die jeder ganzen Zahl den
Rest bei Division durch d zuordnet, kann man das vorstehende Beispiel auch
direkt mit Lemma 38.9 erfassen.

Beispiel 38.14. Wir betrachten die Produktmenge M = N x N, die wir
uns als ein Punktgitter vorstellen. Wir fixieren die Spriinge (man denke an
Springméuse, die alle diese Spriinge ausfiithren konnen)

+(2,0) und =+ (3,3),

und sagen, dass zwei Punkte P = (a,b), Q@ = (¢,d) € M &quivalent sind,
wenn man ausgehend von P den Punkt ) mit einer Folge von solchen Spriin-
gen erreichen kann.

INXIN

Visualisierung des Beispiels

Dies ist eine Aquivalenzrelation (dafiir ist entscheidend, dass bei den Spriin-
gen auch der entgegengesetzte Sprung dazu gehort). Typische Fragestellun-
gen sind: Wie kann man adquivalente Felder charakterisieren, wie entscheiden,
ob zwei Felder dquivalent sind oder nicht?

Beispiel 38.15. Es sei M die Menge aller Dreiecke (in der reellen Ebene).
Zwei Dreiecke Dy und Dy heiflen kongruent, wenn es eine (eventuell uneigent-
liche) Bewegung gibt, die das eine Dreieck in das andere Dreieck iiberfiihrt.
Eine Bewegung soll dabei die Léngen und die Winkel erhalten. Eine solche
Bewegung setzt sich zusammen aus einer Verschiebung, einer Achsenspiege-
lung und einer Drehung'® (in beliebiger Reihenfolge, beliebig oft angewendet).
Die Kongruenz von Dreiecken ist eine Aquivalenzrelation. Ein Dreieck ist zu
sich selbst kongruent, da es durch die identische Bewegung in sich iiberfiihrt
wird. Wenn D; durch eine bestimmte Bewegung 3 in D, iiberfithrt wird, so
wird durch die entgegengesetzte Bewegung, also 371, das zweite Dreieck D,
in D; iiberfithrt. Die Kongruenz ist also symmetrisch. Wenn drei Dreiecke

0Djese Abbildungen sind aus der Schule bekannt.
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Dy, Dy, D3 gegeben sind, wobei Dy zu Dy und D, zu D3 kongruent sind, so
gibt es eine Bewegung 3, die D; in Dy iiberfiihrt, und eine Bewegung ~, die
D5 in Dj iiberfiihrt. Dann hat die Gesamtbewegung v o 8 die Eigenschaft,
dass sie insgesamt D, in Dj iiberfiihrt. Ebenso ist die eigentliche Kongruenz,
bei der nur eigentliche Bewegungen (also keine Spiegelungen) erlaubt sind,
eine Aquivalenzrelation.

38. ARBEITSBLATT

38.1. Die Pausenaufgabe.

Aufgabe 38.1. Wir betrachten die Relation auf der Menge der quadrati-
schen n x n-Matrizen, bei der Matrizen M und N als dquivalent angesehen
werden, wenn es Elementarmatrizen Fy, ..., E) mit

M:EkO"‘OEION

gibt. Zeige, dass dies eine Aquivalenzrelation ist.

38.2. Ubungsaufgaben.

Aufgabe 38.2. Es seien p und ¢ zwei nichtdquivalente Aussagen. Welche der
folgenden zusammengesetzten Aussagen sind zueinander dquivalent, welche
nicht?

P, ¢, pNG, PV Pp—q,p—(¢—p),pVgpV-p.

Aufgabe 38.3. Betrachte die zweielementige Menge M = {a, b}.

(1) Bestimme alle Relationen auf M.
(2) Welche dieser Relationen sind symmetrisch, reflexiv, transitiv?
(3) Bei welchen Relationen handelt es sich um Aquivalenzrelationen?

Aufgabe 38.4.*

Seien M und N Mengen und sei f: M — N eine Abbildung. Zeige, dass
durch die Festlegung

r ~Y,
wenn

f(x) = f(y),

eine Aquivalenzrelation auf M definiert wird.
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Aufgabe 38.5. Zeige, dass die folgende Relation eine Aquivalenzrelation auf
7 ist:

x ~y, falls 5 teilt x —y .
Welche Zahlen sind bei dieser Relation dquivalent zueinander?

Aufgabe 38.6. Wir betrachten auf dem weiflen Teil des angegebenen La-
byrinths die Aquivalenzrelation, die dadurch festgelegt ist, dass zwei Punkte
als dquivalent gelten, wenn man durch eine stetige Bewegung (also ohne
Spriinge) von einem Punkt zum anderen Punkt gelangen kann. Zeige, dass
ein Punkt auflerhalb des dufleren Kreises und ein Punkt des inneren Kreises
zueinander dquivalent sind.

Aufgabe 38.7. Wir betrachten die Produktmenge M = 7Z x Z. Wir fixieren
wie in Beispiel 38.14 die Spriinge

+(2,0) und £ (3,3),
und sagen, dass zwei Punkte P = (a,b), Q = (¢,d) € M &quivalent sind,

wenn man ausgehend von P den Punkt () mit einer Folge von diesen Spriingen
aus erreichen kann.

(1) Zeige, dass die Punkte P = (4, —3) und P = (3,6) zueinander aqui-
valent sind.

(2) Zeige, dass die Punkte P = (4, —3) und P = (3,7) nicht zueinander
dquivalent sind.

Aufgabe 38.8. Die Aquatorflshe leben auf den vollen Metern eines 40000
Kilometer langen kreisrunden Bandes. Sie verfiigen nur iiber einen Sprung,
der sie sieben Meter nach vorne oder nach hinten bringt. Kénnen sich alle
Flohe begegnen?
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Aufgabe 38.9. Wir betrachten die rationalen Zahlen
75 5 4 3135 14

(1) Welche dieser Zahlen sind unter der GauBlklammeréquivalenzrelati-
on (,, Vorkommadquivalenzrelation“, siehe Beispiel 38.11) zueinander
aquivalent?

(2) Welche dieser Zahlen sind unter der Bruchanteildquivalenzrelation
(,, Nachkommad&quivalenzrelation“) zueinander dquivalent?

Aufgabe 38.10.*

Es sei K ein Korper und U C K™ ein Untervektorraum. Wir betrachten die
Relation auf dem K™, die durch

v1 ~ vy genau dann, wenn v, — vy € U

definiert ist. Zeige, dass diese Relation eine Aquivalenzrelation ist.

Aufgabe 38.11. Essei K ein Korper und n € N. Wir betrachten die folgende
Relation auf Mat,, (K).

M ~ N, falls es eine invertierbare Matrix B gibt mit M = BNB™".

Zeige, dass ~ eine Aquivalenzrelation ist.

Aufgabe 38.12.*
Sei GG eine Gruppe. Betrachte die Relation ~ auf G, die durch
x ~ y genau dann, wenn & = y oder z =y~ !

erklirt ist. Zeige, dass ~ eine Aquivalenzrelation ist.

Aufgabe 38.13. Es seien M, und_' My Mengen und ~; sei eine Aquivalenz—
relation auf M; und ~y sei eine Aquivalenzrelation auf M,. Betrachte die
Relation ~ auf der Produktmenge M; x M,, die durch

(ay,ag) ~ (by,by), falls ay ~q by und ag ~9 be gilt
definiert ist. Zeige, dass ~ eine Aquivalenzrelation ist.
Zeige ferner, dass auf M; x My die durch

(a1,as) ~ (by,by), falls a; ~q by oder ay ~y by gilt,

definierte Relation keine Aquivalenzrelation ist.

Aufgabe 38.14. Es sei M eine Menge und (R;);c; eine Familie von Aqui-
valenzrelationen auf M. Zeige, dass durch den Durchschnitt R := (\,.; R;

wieder eine Aquivalenzrelation auf M definiert ist. Gilt dies auch fiir Uies Ri?
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38.3. Aufgaben zum Abgeben.

Aufgabe 38.15. (2 Punkte)
Wir betrachten fiir je zwei Teilmengen A, B C N die symmetrische Differenz
AAB = (A\ B)U(B\ A).
Wir setzen
A~ B,

falls AAB endlich ist. Zeige, dass dadurch eine Aquivalenzrelation auf 93 (N)
definiert wird.

Aufgabe 38.16. (4 Punkte)

Alle Springmiiuse leben in Z?2 und verfiigen iiber zwei Spriinge, nimlich den
Sprung £(3,4) und den Sprung +(5,2). Wie viele Springmaus-Populationen
gibt es? Die Springmé&use Albert, Beate, Erich, Heinz, Sabine und Frida sitzen
in den Positionen

(14,11), (13,15), (17,12), (15,19), (16,16) und (12,20).

Welche Springméuse kénnen sich begegnen?

Aufgabe 38.17. (3 Punkte)

Seien M und N Mengen und sei f: M — N eine Abbildung. Es sei ~ eine
Aquivalenzrelation auf N. Zeige, dass durch x = 2/, falls f(x) ~ f(2') gilt,
eine Aquivalenzrelation auf M definiert wird.

Aufgabe 38.18. (2 Punkte)

Finde neben den beiden Matrizen ((1) (1)> und ( 0

_01> weitere Matrizen

M mit der Eigenschaft M? = ((1) (1))

39. VORLESUNG - QUOTIENTENMENGEN

39.1. Aquivalenzklassen und Reprisentantensysteme.

Eine Aquivalenzrelation R C M x M auf einer Menge M kann auch als
Zerlegung der Menge M aufgefasst werden. Hierzu ist der Begrift der Aqui-
valenzklasse niitzlich.
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Definition 39.1. Sei R C M x M eine Aquivalenzrelation und x € M. Dann
ist
(] == {y € M|(z,y) € R}

die Aquivalenzklasse von x beziiglich R.

In Worten: [z] ist die Teilmenge aller Elemente von M, die zu z dquivalent
sind, also einfach die Faser zu x. Jedes Element y € [z] heifit ein Repraisentant
fiir die Aquivalenzklasse [x].

Definition 39.2. Es sei ~ eine Aquivalenzrelation auf einer Menge M. Eine
Teilmenge T C M heiBt ein Reprisentantensystem fiir die Aquivalenzrela-
tion, wenn es fiir jede Aquivalenzklasse genau ein Element aus T aus dieser
Klasse gibt.

Beispiel 39.3. Wir kniipfen an Beispiel 38.5 an. Die gesamte Wiésche ha-
ben wir geméafl der Waschvertréglichkeit sortiert und es haben sich dabei
verschiedene Haufen ergeben, wobei zwei Kleidungsstiicke genau dann auf
dem gleichen Haufen gelandet sind, wenn sie zueinander waschvertréiglich
sind. Die Haufen sind also die Aquivalenzklassen. Die Aquivalenzklasse zu
einem bestimmten Kleidungsstiick x besteht aus allen zu x waschvertragli-
chen Kleidungsstiicken, also aus allen Kleidungsstiicken, die zusammen mit x
auf dem gleichen Haufen liegen. Wenn wir aus jedem Haufen ein bestimmtes
Kleidungsstiick auswihlen, so haben wir ein Représentantensystem fiir die
Waschvertréglichkeit.

Bemerkung 39.4. Wir betrachten in einigen Beispielen von Aquivalenzre-
lationen die Aquivalenzklassen. Wenn die Aquivalenzrelation die Gleichheit
ist, so sind alle Aquivalenzklassen einelementig und die Aquivalenzklasse zu
x ist einfach die einelementige Menge [x] = {z}. Im anderen Extremfall,
wenn alle Elemente zueinander dquivalent sind, so gibt es nur eine einzige
Aquivalenzklasse, namlich die Gesamtmenge M.

Bei der Aquivalenzrelation auf der Menge der Bruchterme, die durch die
Wertegleichheit in Q gegeben ist, besteht die Aquivalenzklasse zu 7 aus allen
anderen Bruchdarstellungen dieser Zahl, also beispielsweise aus §, %—‘;, 3—‘;, e
Ein Reprisentantensystem liegt in der Menge aller gekiirzten Briiche vor.
Wenn eine Aquivalenzrelation auf M durch eine Abbildung f: M — N
im Sinne von Lemma 38.9 festgelegt ist, so sind die Aquivalenzklassen die
nichtleeren Fasern der Abbildung. Die Aquivalenzklasse zu z € M besteht
aus dem Urbild von f(z), also ist gleich

fHf(@) = {y € M| f(y) = f(x)}.
Um ein Représentantensystem zu erhalten, muss man aus jeder Faser ein

Element auswéhlen. Im Allgemeinen gibt es hier kein besonders einfaches
Repréasentantensystem.

In Beispiel 38.10 besteht die Aquivalenzklasse zu = € K aus {z, —z} (wobei
diese beiden Zahlen nicht unbedingt, wie etwa bei x = 0, verschieden sein
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miissen). Wenn K angeordnet ist, so kann man die nichtnegativen Elemente

K> als ein iibersichtliches Représentantensystem heranziehen.

In Beispiel 38.11 bei der durch die GauBklammer gegebenen Aquivalenzrela-

tion besteht die Aquivalenzklasse zu x aus dem halboffenen Intervall
[lz]|,|z]+1[={yeK|ly>xundy <z + 1}.

Ein besonders einfaches Repriisentantensystem ist durch die Menge der gan-

zen Zahlen Z gegeben.

Bei der durch das Betrachten der Nachkommazahl gegebenen Aquivalenzre-
lation auf K besteht die Aquivalenzklasse zu x aus der Menge z + Z, also
aus allen Zahlen, die man von x aus mit einem ganzzahligen Schritt erreichen
kann. Die Menge der Zahlen zwischen 0 und 1 (einschlieflich 0, ausschlielich
1) ist ein Repréasentantensystem.

In Beispiel 38.12, der Erreichbarkeitsrelation auf dem Landweg, besteht die
Aquivalenzklasse zu x aus der Insel bzw. dem Kontinent, auf der bzw. dem
der Punkt x liegt.

Beispiel 39.5. Es sei d € N fixiert. Wir bestimmen auf Z die Aquivalenz-
klassen zur Aquivalenzrelation ~, bei der zwei Zahlen a,b € Z als dquivalent
betrachtet werden, wenn ihre Differenz a — b ein Vielfaches von d ist. Zu
jeder Zahl a € Z kann man einfach die zugehorige Aquivalenzklasse finden,
sie besteht aus allen Zahlen der Form

a+2Zd = {a+ndlnelZ}.

In jeder Aquivalenzklasse gibt es ein Element (einen Vertreter, einen Re-
prasentanten) zwischen 0 und d — 1, da ja insbesondere a zu seinem Rest bei
der Division durch d dquivalent ist. Andererseits sind bei

0<r<s<d-1
die Aquivalenzklassen zu r und zu s verschieden. Es ist ndmlich
(r+2Zd)n(s+2Zd) = 0,

da aus

r+nd = s+md
sofort

s—r = (n—m)d
folgt, was wegen

0<s—r<d

nicht sein kann.
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Beispiel 39.6. In der Ebene E sei ein bestimmter Punkt M markiert. Wir
betrachten die Aquivalenzrelation, bei der zwei Punkte P und @ als dquiva-
lent gelten, wenn sie zu M den gleichen Abstand besitzen. Dies wird durch

d(P,M) = d(Q, M)

ausgedriickt. Dies ist eine Aquivalenzrelation, wie man direkt {iberpriifen
kann und was auch aus Lemma 38.9 folgt, da man ja die Situation mittels
der Abbildung

E —)Rzo, P+— d(P,M),

interpretieren kann. Die Aquivalenzklasse zu einem Punkt P besteht aus allen
Punkten der Ebene, die in ihrem Abstand zu M mit d(P, M) tibereinstim-
men. Dies ist genau der Kreis mit Mittelpunkt M durch den Punkt P. Die
Aquivalenzklassen sind also die konzentrischen Kreise um den Mittelpunkt
M, wobei man hier den Punkt {M} als Kreis mit Radius 0 mitzidhlen muss
(man kann sich dariiber streiten, ob das ein Kreis ist, jedenfalls ist diese
einpunktige Menge hier eine Aquivalenzklasse).

Beispiel 39.7. Auf der Menge aller Geraden in der Ebene kann man die
Parallelitdt als Aquivalenzrelation auffassen. Eine Gerade ist zu sich selbst
parallel, die Relation ist offenbar symmetrisch und wenn G; zu G, parallel
und G, zu Gy parallel ist, so ist auch Gy zu G5 parallel. Die Aquivalenzklasse
zu einer Geraden G besteht aus allen zu G parallelen Geraden, die bilden eine
parallele Geradenschar. Wir fixieren einen Punkt M in der Ebene. Dann gibt
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es zu jeder Geraden G eine dazu parallele Gerade G’, die durch den Punkt
M verlduft. Man kann also jede Aquivalenzklasse durch eine Gerade durch
den Punkt M représentieren, und zwar eindeutig, da parallele Geraden, die
durch einen Punkt verlaufen, iibereinstimmen miissen. Die Menge der Gera-
den durch M bildet also ein Reprisentantensystem fiir die Aquivalenzrelation
der Parallelitét.

Beispiel 39.8. Beim Schach darf ein Laufer diagonal in jede Richtung be-
liebig weit ziehen. Zwei Felder heiflen lduferdquivalent, wenn man von dem
einen Feld mit endlich vielen Lé&uferziigen zu dem anderen Feld gelangen
kann. Das ist eine Aquivalenzrelation. Da sich bei einem Diagonalzug die
Farbe des Feldes nicht dndert, bleibt ein Laufer, der auf einem weiflen Feld
steht, stets auf einem weiflen Feld. Zugleich kann ein L&aufer, der auf ei-
nem weiflen Feld steht, jedes weile Feld (grundsétzlich, ohne Beachtung von
anderen Figuren in einer Stellung) erreichen. Deshalb gibt es zwei Aquiva-
lenzklassen: die weiflen Felder und die schwarzen Felder, und entsprechend
spricht man von weififeldrigen Laufern und schwarzfeldrigen Léufern (das ist
nicht die Farbe der Figur).

39.2. Quotientenmenge und kanonische Abbildung.

Beispiel 39.9. Wir kniipfen an Beispiel 38.5 und Beispiel 39.3 an. Die
Wiische liegt in verschiedenen waschgangvertriaglichen Haufen vor. Fiir den
weiteren Ablauf (beispielsweise in welcher Reihenfolge gewaschen wird)
kommt es auf die Einzelsachen nicht mehr an, sondern nur noch auf die ein-
zelnen Haufen. Es ist daher sinnvoll, die entstandene Situation dadurch zu
erfassen, dass man die Menge der Haufen bildet. Jeder Haufen wird zu genau
einem Element in dieser Haufenmenge. Das Sortieren kann man dann auffas-
sen als eine Abbildung von der Wischemenge in die Haufenmenge, wobei je-
dem Wiischestiick der zugehérige Haufen zugeordnet wird. Bei diesem Uber-
gang werden waschgangvertrégliche Sachen miteinander identifiziert. Dies ist
die Grundidee der Quotientenmenge und der kanonischen Abbildung.
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Definition 39.10. Sei R € M x M eine Aquivalenzrelation. Dann heifit
M/R = {[z]|z € M}
die Quotientenmenge von R.

Wenn man die Aquivalenzrelation mit ~ bezeichnet, so schreibt man M [~
fiir die Quotientenmenge. Das Konzept Quotientenmenge ist nicht einfach,
allein schon deshalb, da es nach Definition eine Menge von Mengen, ndmlich
der Aquivalenzklassen ist. Von der Handhabung und der Vorstellung her be-
trachtet man aber diese Aquivalenzklassen eher als neue ,,Punkte“ in einer
neuen Menge, die eben erst durch die Konstruktion entsteht. Auch die Be-
ziehung zu einem Représentantensystem ist nicht ganz einfach. Wenn man
ein Reprisentantensystem 7 C M fiir eine Aquivalenzrelation hat, so ergibt
sich eine bijektive Abbildung T — () zwischen dem Reprisentantensystem
und der Quotientenmenge. Diese kann zu Verwechslungen fithren. Wichtig ist,
dass ein Représentantensystem von einer Wahl abhidngt und nur selten kano-
nisch ist, wihrend die Quotientenmenge nicht von Wahlen abhéngt. Wenn es
allerdings ein besonders einfaches Représentantensystem gibt, so iibernimmt
man die Bezeichnungen fiir die Elemente wiederum auch als Bezeichnungen
fiir die Elemente der Quotientenmenge.

Man muss aber auch sagen, dass die Abstraktion, die in der Quotientenmen-
ge zum Ausdruck kommt, in vielen Kontexten anzutreffen ist. Beispielsweise
gibt es die Menge der Tiere und die Menge der Tierarten. Hinter Tierart
steckt doch eine andere Idee als die Menge der zu unter diese Tierart fallen-
den Einzeltiere oder die Idee, aus jeder Tierart einen Vertreter auszuwéhlen.
Die Menge aller geraden und die Menge aller ungeraden Zahlen wird durch
das Eigenschaftspaar gerade oder ungerade deutlicher gemacht. Entsprechend
fithrt die Parallelitédt zur Idee der ,Richtung® einer Geraden, u.s.w.

In den oben angefiihrten Beispielen besteht die Quotientenmenge aus den
Restklassen [0],[1],...,[d — 1], wobei die Bezeichungen des einfachsten Re-
prasentantensystems iibernommen werden. Die konzentrischen Kreise kann
man mit ihrem Radius identifizieren, d.h. die Quotientenmenge steht in einer
natiirlichen Korrespondenz zu R>(. Auch dies ist eine wichtige Beobachtung,
dass die Quotientenmenge héufig eine neue Struktur besitzt oder in einer
natiirlichen Beziehung zu einem anderen mathematischen Gebilde steht, was
von der Ausgangsmenge her nicht unmittelbar sichtbar ist. So kann man auch
die Menge der Geraden durch einen Punkt M, die ein Reprisentantensystem
fiir die Parallelitét ist, in einem weiteren Schritt mit den Punkten auf einem
halboffenen Halbkreis um M identifizieren, um eine geometrische gehaltvol-
le Interpretation der Quotientenmenge zu erhalten. Die Quotientenmenge
zur Aquivalenzrelation des Liufers besteht nur aus den Feldfarben weifi und
schwarz.
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Definition 39.11. Sei R C M x M eine Aquivalenzrelation und M/R die
Quotientenmenge. Die Abbildung

qr: M — M/R, x — [z],

heilt kanonische Projektion von R.

Man spricht auch von der Identifizierungsabbildung, da unter dieser Abbil-
dung dquivalente Elemente auf das gleiche Element, ihre Klasse, abgebildet
wird.

Lemma 39.12. Sex M eine Menge und ~ eine Aquivalenzrelation auf M
mit den Aquivalenzklassen [x] und der Quotientenmenge M/ ~. Dann gelten
folgende Aussagen.

(1) Esistx ~y genau dann, wenn [x] = [y] ist, und dies gilt genau dann,
wenn [z] N [y] # 0.
(2) M = Upjen 2] ist eine disjunkte Vereinigung.
(3) Die kanonische Projektion
qg: M — M/ ~

15t surjektiv.

(4) Bs ist g (a]) = [a].

(5) Sei o: M — W eine Abbildung mit p(x) = @(y) fir alle x,y € M
mit x ~ y. Dann gibt es eine eindeutig bestimmte Abbildungp: M/ ~
— W mit p = pogq.

Beweis. (1) Seien = und y dquivalent und w € [z]. Dann ist  ~ u und
nach der Transitivitdt auch y ~ w, also u € [y]. Damit stimmen die
Aquivalenzklassen iiberein. Die Implikation von der Mitte nach rechts
ist klar, da wegen x ~ = Aquivalenzklassen nicht leer sind. Sei nun
[z] N [y] # 0, und sei z ein Element im Durchschnitt. Dann ist z ~ 2z
und y ~ z und wegen der Transitivitéit ist x ~ y.

(2) Wegen der Reflexivitét ist « € [z] und daher ist M = U, cp)[2]-
Wegen Teil (1) ist die Vereinigung disjunkt.

(3) Die Surjektivitét ist klar aufgrund der Definition der Quotientenmen-
ge, und da z auf die Klasse [z]| geschickt wird.

(4) Es ist

¢ ([2]) = {yeMlaly) =[x}
= {y e M[[y] = [«]}
= {yeMly ~ =}
= [z].

(5) Sei [x] € M/ ~ gegeben. Die einzige Moglichkeit fiir @ ist p([z]) =
©(z) zu setzen. Es muss aber gezeigt werden, dass diese Abbildung
iiberhaupt wohldefiniert ist, also unabhéngig von der Wahl des Re-
prasentanten ist. Sei hierzu [z] = [y], also  ~ y. Dann ist nach der
Voraussetzung an ¢ aber ¢(x) = ¢(y).
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g

Die Eigenschaft (4) bedeutet insbesondere, dass man zu jeder Aquivalenz-
relation eine Abbildung, ndmlich die kanonische Abbildung in die Quotien-
tenmenge, angeben kann, derart, dass Elemente genau dann dquivalent sind,
wenn sie unter der Abbildung den gleichen Wert besitzen. Damit ist gezeigt,
dass man jede Aquivalenzrelation als eine Aquivalenzrelation zu einer Abbil-
dung im Sinne von Lemma 38.9 erhalten kann.

Bemerkung 39.13. Zu einer Abbildung f: M — N und der zugehorigen
Aquivalenzrelation ~ im Sinne von Lemma 38.9 gibt es nach Lemma 39.12
eine eindeutig bestimmte Abbildung

Wi M/ ~— N
mit
J=1vop.

Diese ist sogar injektiv.

Beispiel 39.14. Sein € N und K ein Korper. Wir setzen M = K"\ {0}.
Der K™*! ist ein Vektorraum, wobei die Skalarmultiplikation von A € K und
r € K™ mit X\ - 2 bezeichnet wird. Sei weiter

R = {(z,y) € M x M| es gibt ein A € K\ {0} mit -z =y}.

Zwei Punkte werden also als dquivalent erklart, wenn sie durch Skalarmul-
tiplikation mit einem Skalar A # 0 ineinander iiberfithrt werden koénnen.
Ebenso konnte man sagen, dass zwei Punkte als dquivalent gelten, wenn sie
dieselbe Gerade durch den Nullpunkt definieren.

Dass wirklich eine Aquivalenzrelation vorliegt, sieht man so. Die Reflexivitét
folgt aus x = 1z fiir jedes x € M. Zur Symmetrie sei xRy, d.h. es gibt ein
A # 0 mit Az = y. Dann gilt aber auch y = A 'z, da ja A ein Inverses
besitzt. Zum Nachweis der Transitivitét sei x Ry und yRz angenommen, d.h.
es gibt \,§ # 0 mit Ax = y und dy = z. Dann ist insgesamt z = dy =
(6A)x mit 6\ # 0. Die Aquivalenzklassen zu dieser Aquivalenzrelation sind
die einzelnen Geraden durch den Nullpunkt (aber ohne den Nullpunkt). Die
Quotientenmenge heifit projektiver Raum iiber K (der Dimension n) und
wird mit P% bezeichnet.

39. ARBEITSBLATT

39.1. Die Pausenaufgabe.

Aufgabe 39.1. Wir betrachten auf dem weiflen Teil des angegebenen La-
byrinths die Aquivalenzrelation, die dadurch festgelegt ist, dass zwei Punkte
als dquivalent gelten, wenn man durch eine stetige Bewegung (also ohne
Spriinge) von einem Punkt zum anderen Punkt gelangen kann. Bestimme,
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welche der markierten Punkte zueinander dquivalent sind. Skizziere die Aqui-
valenzklassen des Labyrinths durch verschiedene Farben.

39.2. Ubungsaufgaben.

Aufgabe 39.2. In der Klasse 7c¢ herrscht ein rigides Cliquensystem, je-
der Schiiler und jede Schiilerin gehort genau einer Clique an. Es gibt
die ,Borussen-Bande“ (Heinz Ngolo, Mustafa Miiller, Veronika Zaitsev,
Bernd Buxtehude, Paola Rodrigues und Peter Dembele), die , Eisfreunde
Sonne* (Lucy Sonnenschein, Fred Feuerstein, Natascha Schleckmaul, Fro-
do Gletscherzunge) die ,Nutty Nerds“ (Gabi Hochster, Primo von Hin-
ten), das ,, Anarcho-Syndikat“ (Anna-Lena Miiller, Annegret Maier, Ann-
Kathrin Schmitt, Anabelle Belami, Antoine de la Playa, Arndt MacDer-
mott), die ,,Lucky Loosers® (Yogi Nanging, Manfred Trutzenburg, Roberta
Falstaff, Dorte Waterkant), die ,,Cauchy-Zwillinge* (Carmen Cauchy, Con-
chita Cauchy), sowie fiinf weitere Einzelpersonen, die fiir sich jeweils eine
Clique bilden. Die Zugehorigkeit zur gleichen Clique definiert eine Aquiva-
lenzrelation in der Klasse 7c.

(1) Bestimme [Natascha Schleckmaul].

(2) Bestimme [Ann-Kathrin Schmitt] N [Roberta Falstaff].

(3) Bestimme {Ann-Kathrin Schmitt} N {Anabelle Belami}.

(4) Bestimme [Ann-Kathrin Schmitt] N [Anabelle Belami].

(5) Wie viele Aquivalenzklassen gibt es in der Klasse?

(6) Wie viele Elemente besitzt die Quotientenmenge zu dieser Aquiva-
lenzrelation?

(7) Um das Klima in der Klasse zu verbessern, ruft Frau Maier-Sengupta
ein Treffen zusammen, zu dem jede Clique einen Repréisentanten
schickt. Wie viele Moglichkeiten fiir ein solches Treffen gibt es? Wie
viele Moglichkeiten gibt es, wenn die fiinf Einzelpersonen zusam-
men eine neue Clique bilden und Antoine de la Playa das Anarcho-
Syndikat verldsst und sich der Eisfreunde Sonne anschliefit?
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Aufgabe 39.3. Es sei K ein Korper und V' ein K-Vektorraum. Zeige, dass
die Relation auf V', die durch

v~ w, falls esein A € K, A £ 0, mit v = \w gibt

eine Aquivalenzrelation ist. Was sind die Aquivalenzklassen?

Aufgabe 39.4. Es sei K ein Korper und n € N,

(1) Wir betrachten auf dem K" die Relation R, die durch vRw gege-
ben ist, falls es eine lineare Abbildung ¢: K" — K™ mit ¢(v) = w
gibt. Welche Eigenschaften einer Aquivalenzrelation sind erfiillt, wel-
che nicht?

(2) Wir betrachten auf dem K" die Relation S, die durch vSw gegeben
ist, falls es eine bijektive lineare Abbildung p: K" — K™ mit p(v) =
w gibt. Welche Eigenschaften einer Aquivalenzrelation sind erfiillt,
welche nicht?

Aufgabe 39.5. Es sei K ein Korper und n € N,. Wir betrachten auf dem
K" die Aquivalenzrelation ~, die durch v ~ w gegeben ist, falls es eine
bijektive lineare Abbildung ¢: K™ — K™ mit p(v) = w gibt. Bestimme die
Aquivalenzklassen zu dieser Aquivalenzrelation.

Aufgabe 39.6. Es sei V = K" ein Vektorraum und m € N. Betrachte auf
der Produktmenge V™ die folgende Relation.

(U1, Um) ~ (W1, .. W), falls (v, ..., 0,) = (Wi, ..., W) .

Die beiden Vektorentupel stehen also in Relation zueinander, wenn sie den
gleichen Untervektorraum erzeugen. Zeige, dass dies eine Aquivalenzrelati-
on ist. Man gebe eine Bijektion zwischen der zugehorigen Quotientenmenge
und der Menge der Untervektorrdume von V', die durch m Vektoren erzeugt
werden konnen.

Aufgabe 39.7. Sei B ein Blatt Papier (oder ein Taschentuch). Man versu-
che, sich die folgenden Aquivalenzrelationen auf B und die zugehorige Iden-
tifizierungsabbildungen vorzustellen (moglichst geometrisch).

(1) Die vier Eckpunkte sind untereinander dquivalent, ansonsten sind die
Punkte nur zu sich selbst dquivalent.

(2) Alle Randpunkte sind untereinander dquivalent, ansonsten sind die
Punkte nur zu sich selbst dquivalent.

(3) dquivalent zu seinem horizontal gegeniiber liegenden Punkt am rech-
ten Rand, ansonsten sind die Punkte nur zu sich selbst dquivalent.
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(4) Jeder Punkt des linken Randes ist dquivalent zu seinem horizontal
gegeniiber liegenden Punkt am rechten Rand und jeder Punkt des
oberen Randes ist dquivalent zu seinem vertikal gegeniiber liegenden
Punkt, ansonsten sind die Punkte nur zu sich selbst dquivalent.

(5) Jeder Punkt des Randes ist dquivalent zu seinem punktsymmetrisch
(beziiglich des Mittelpunktes des Blattes) gegeniiber liegenden Punkt,
ansonsten sind die Punkte nur zu sich selbst dquivalent.

(6) Sei K ein Kreis (d.h. eine Kreislinie) auf dem Blatt. Alle Kreispunkte
seien untereinander dquivalent, ansonsten sind die Punkte nur zu sich
selbst dquivalent.

(7) Es gebe zwei Punkte P # @, die untereinander dquivalent seien,
ansonsten sind die Punkte nur zu sich selbst dquivalent.

(8) Sei H die horizontale Halbierungsgerade des Blattes. Zwei Punkte
sind genau dann dquivalent, wenn sie achsensymmetrisch zu H sind.

Aufgabe 39.8. Es sei K ein angeordneter Korper und
K—>K20,[EI—)|1’|7
die Betragsabbildung. Zeige, dass man diese Abbildung als Quotientenab-

bildung zur Aquivalenzrelation ~ auf K auffassen kann, fiir die z ~ y bei
r = =y gilt.

Aufgabe 39.9. Es sei

f: M — N
eine surjektive Abbildung mit der zugehorigen Aquivalenzrelation ~ auf M
im Sinne von Lemma 38.9. Es sei () die Quotientenmenge zu ~ mit der
kanonischen Projektion p: M — Q. Zeige, dass es eine bijektive Abbildung

v: Q — N
mit
¢ =vop
gibt.
Aufgabe 39.10. Es sei
p: K" — K™

eine surjektive lineare Abbildung mit dem Kern U C K". Es sei ~ die
Aquivalenzrelation auf K™ zu diesem Untervektorraum im Sinne von Aufgabe
38.10 und sei

p: K" — K"/ ~
die zugehorige Quotientenabbildung. Zeige, dass es nach Lemma 39.12 (5)
eine Abbildung

v K" ~— K™



117
mit
¢ =vop
gibt. Zeige, dass 1 bijektiv ist.

Aufgabe 39.11. Beschreibe typische Aquivalenzklassen zur Aquivalenzrela-
tion ~ auf Z x 7Z, die durch die Additionsabbildung

+: ZXZ—7, (x,y) —> x+y,

im Sinne von Lemma 38.9 gegeben ist.

Aufgabe 39.12. Skizziere den Graphen der Addition
+: QxQ—Q, (v,y) — z +y.

Aufgabe 39.13. Zeige, dass die Addition

+:QxQ—Q

eine lineare Abbildung ist. Wie sieht die Matrix dieser Abbildung beziiglich
der Standardbasis aus?

Aufgabe 39.14. Beschreibe typische Aquivalenzklassen zur Aquivalenzrela-
tion ~ auf N x N, die durch die Multiplikationsabbildung

=+ NxN-—N, (z,y) —> z -y,

im Sinne von Lemma 38.9 gegeben ist. Wie sieht die Aquivalenzklasse zu
(6,20) aus? Markiere in N x N mit unterschiedlichen Farben unterschiedliche
Aquivalenzklassen. Gibt es Aquivalenzklassen, die nur aus einem Element
bestehen? Gibt es Aquivalenzklassen, die aus unendlich vielen Elementen
bestehen? Welche Aquivalenzklassen bestehen aus zwei Elementen?

Aufgabe 39.15. Skizziere den Graphen der Multiplikation
x QXQHQa (xay)'—>$y

Aufgabe 39.16.*
Wir betrachten auf N, die Relation ~, die durch
m o~ n
festgelegt ist, falls m eine Potenz von n und n eine Potenz von m teilt.

(1) Zeige, dass ~ eine Aquivalenzrelation ist.
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(2) Bestimme, welche der folgenden Elemente zueinander dquivalent sind,
welche nicht.

100, 1000, 9, 125, 500, 27, 10, 210.

(3) Es sei @ die Quotientenmenge zu dieser Aquivalenzrelation und es sei
P die Menge der Primzahlen mit der Potenzmenge 3 (IP). Zeige, dass
es eine natiirliche Abbildung

p: Ny — B (P)
gibt, die zu einer injektiven Abbildung

¢: Q —P(P)
fithrt. Ist ¢ surjektiv?

(4) Wie sieht ein besonders einfaches Reprasentantensystem fir die
Aquivalenzrelation aus?

Es seien ~; und ~s Aquivalenzrelationen auf der Menge M. Man sagt, dass
~1 eine Verfeinerung von ~s ist, wenn aus x ~q y stets x ~9 y folgt.

Aufgabe 39.17. Wir betrachten auf der Menge aller hoheren Sdugetiere die
Aquivalenzrelationen, die durch ,gehéren zur gleichen Gattung®, , gehoren
zur gleichen Familie“, ,, gehoren zur gleichen Art*, ., gehoren zur gleichen Klas-
se“, ,gehdren zur gleichen Ordnung® gegeben sind. Welche Aquivalenzrela-
tion ist eine Verfeinerung von welcher Aquivalenzrelation? Man gebe fiir je
zwei dieser Aquivalenzrelationen Tiere an, die beziiglich der einen Relation
dquivalent sind, aber nicht beziiglich der anderen. Wie viele Aquivalenzklas-
sen besitzt die Aquivalenzrelation zur Ordnung?

Aufgabe 39.18. Es sei M eine Menge und seien ~; und ~y Aquivalenzre-
lationen auf M mit den zugehorigen kanonischen Abbildungen

pi: M — @y
und
P2 M — QQ.
Zeige, dass die folgenden Aussagen dquivalent sind.
(1) ~q ist eine Verfeinerung von ~s.

(2) Fiir die Aquivalenzklassen zu jedem Element x € M gilt [z]; C [z]s.
(3) Es ist (als Teilmengen von M x M)
~p Sy
(4) Es gibt eine Abbildung
Vv Q1 — Qs

mit ¢ o p; = py.
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39.3. Aufgaben zum Abgeben.

Aufgabe 39.19. (2 Punkte)

Es sei R eine Relation zwischen den Mengen M und N. Wir definieren auf
M die Relation S durch aSb, wenn fiir alle z € N die Beziehung aRx genau
dann gilt, wenn bRz gilt. Zeige, dass S eine Aquivalenzrelation auf M ist.

Aufgabe 39.20. (3 Punkte)

Betrachte die Schachfiguren Turm, Laufer, Pferd und Esel zusammen mit
ihren erlaubten Ziigen auf einem 8 x 8-Schachbrett. Ein Esel darf dabei pro
Zug einen Doppelschritt nach vorne, nach hinten, nach rechts oder nach links
machen. Jede dieser Figuren definiert eine Aquivalenzrelation auf den 64 Fel-
dern, indem zwei Felder als dquivalent angesehen werden, wenn das eine Feld
von dem anderen Feld aus mit dieser Figur in endlich vielen Ziigen erreichbar
ist. Beschreibe fiir jede dieser Schachfiguren die zugehorige Aquivalenzrela-
tion und ihre Aquivalenzklassen. Wie sieht es auf einem 3 x 3-Schachbrett
aus?

Aufgabe 39.21. (1 Punkt)

Im Portemonnaie befinden sich vier 2-Euro-Miinzen, sechs 1-Euro-Miinzen,
drei 50-Cent-Miinzen, zwei 20-Cent-Miinzen, eine 10-Cent-Miinze, keine 5-
Cent-Miinze, fiinf 2-Cent-Miinzen und acht 1-Cent-Miinzen. Wir betrachten
auf dieser Miinzmenge diejenige Aquivalenzrelation, bei der zwei Miinzen als
dquivalent gelten, wenn sie den gleichen Miinzwert haben. Wie viele Aquiva-
lenzklassen gibt es? Wie viele Elemente besitzt die Quotientenmenge?

Aufgabe 39.22. (3 Punkte)

Es seien ~; und ~y Aquivalenzrelationen auf der Menge M mit den zugehéori-
gen kanonischen Abbildungen

pi: M — @

und
P2 M — QQ.
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Es sei ~ der Durchschnitt der beiden Aquivalenzrelationen mit der zugehori-
gen kanonischen Projektion

p: M — Q.
Zeige, dass es eine injektive Abbildung
P Q — Q1 X Qs
mit 1 op = p; X py gibt.

Aufgabe 39.23. (4 Punkte)

Wir betrachten auf der Menge der Geraden in der Ebene Q2 die Aquiva-
lenzrelation, die durch die Parallelitdt von Geraden gegeben ist. Zeige, dass
die folgende Menge ein Reprisentantensystem ist: die z-Achse und diejeni-
gen Geraden, die durch den Nullpunkt und einen Punkt der Form (z,1) mit
x € Q verlaufen.

40. VORLESUNG - ZAHLBEREICHSERWEITERUNGEN

Man muf} nur Ein Wesen
recht von Grund aus lieben,
da kommen einem die iibrigen
alle liebenswiirdig vor!

Johann Wolfgang von Goethe

Wir besprechen nun mit Hilfe von Aquivalenzrelationen, Aquivalenzklassen
und Quotientenmengen erneut, wie man aus den natiirlichen Zahlen N die
ganzen Zahlen Z und wie man aus den ganzen Zahlen Z die rationalen Zahlen
Q konstruieren kann. Dieser Zugang ist zwar abstrakter, aber konzeptionell
klarer, allgemeiner und systematischer. In einigen Wochen werden wir die re-
ellen Zahlen aus den rationalen Zahlen ebenfalls mittels Aquivalenzrelationen
definieren.

40.1. Die Konstruktion der ganzen Zahlen.

Die ganzen Zahlen haben wir in der 18. Vorlesung einfach als die disjunkte
Vereinigung von natiirlichen und negativen Zahlen eingefiihrt und dann nach
und nach die Verkniipfungen und die Ordnungsrelation festgelegt und die
wichtigsten Eigenschaften bewiesen. Dabei hatten wir es haufig, beispielswei-
se beim Nachweis der Assoziativitét fiir die Multiplikation, mit einer Vielzahl
von Fallunterscheidungen zu tun, die wir im Einzelnen gar nicht ausgefiihrt

haben.
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Es sei N die Menge der natiirlichen Zahlen und M = NxN die Produktmenge
mit der komponentenweisen Addition. Wir erkldren auf M eine Relation
durch

(a,b) ~ (¢,d), fallsa+d=0b+c.
Es wird hier also iiber Kreuz addiert, um diese Relation zu erhalten. Diese
Relation ist bei a < ¢ genau dann erfiillt, wenn es ein e € N (ndmlich die
natiirliche Zahl e = ¢ — a) mit

(¢,d) = (a,b) + (e, e)

gibt und bei a > ¢ genau dann erfiillt, wenn es ein e € N (ndmlich e = a—c¢)
mit
(C, d) + (67 6) = (a’v b)

gibt. So oder so kann man sagen, dass die Paare (a,b) und (¢, d) dquivalent
zueinander sind, wenn sie sich um ein Diagonalelement, also um ein Paar, wo
beide Komponenten iibereinstimmen, unterscheiden. Diese Relation ist eine
Aquivalenzrelation auf M. Das ist von der soeben etablierten Interpretation
als ,,gleichdiagonalig® her klar, kann aber auch direkt gezeigt werden:

(1) Wegen a+b = b+aist (a,b) ~ (a,b), die Relation ist also reflexiv.

(2) Die Symmetrie folgt daraus, dass aus a+d = b+c sofort c+b = d+a
folgt.

(3) Zum Nachweis der Transitivitat sei (a,b) ~ (¢,d) und (¢, d) ~ (e, f),
alsoa+d = b+cund c+ f = d+ e. Dann ist

a+f+c=a+d+e =b+e+c.
Aufgrund der Abziehregel ist dann
a+f=b+e,
und dies bedeutet (a,b) ~ (e, f).

Passende Interpretationen fiir die Paare mit dieser Aquivalenzrelation sind
beispielsweise:

e Das Paar (a,b) représentiert das Ergebnis eines Fufiballspieles, wobei a
die Toranzahl der Heimmannschaft und b die Toranzahl der Gastmannschaft
reprasentiert. Zwei Spiele gelten dann als dquivalent, wenn die ,gerichtete
Differenz“ gleich ist. Ein 5 : 1 wird als dquivalent zu einem 6 : 2 betrach-
tet, wenn beide Mannschaften ein weiteres Tor schieflen, dndert sich zwar
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das Paar, aber nicht die Aquivalenzklasse. Die Aquivalenzklassen kann man
charakterisieren als Unentschieden, mit einem Tor Vorsprung gewonnen, mit
zwei Toren Vorsprung gewonnen, mit drei Toren Vorsprung gewonnen, ... ,
mit einem Tor Unterschied verloren, mit zwei Toren Unterschied verloren,
mit drei Toren Unterschied verloren, ....

e Das Paar (a,b) reprisentiert das Alter eines menschlichen Paares, wobei a
fiir das Alter der Frau und b fiir das Alter des Mannes steht. Die Aquivalenz-
klasse ist durch den gerichteten Altersunterschied (also den Altersunterschied
mit der zusétzlichen Information, wer dlter ist) festgelegt. Diese Beziehung
andert sich im Laufe des Lebens nicht, da beide gleichermaflen dlter werden.

e Das Paar (a,b) kann die Einnahmen und Ausgaben eines Haushaltes in ei-
nem Monat beschreiben, wobei die erste Stelle die Einnahmen und die zweite
Stelle die Ausgaben repréisentieren moge. Zwei Haushalte sind dann dquiva-
lent, wenn sie den gleichen Uberschuss oder das gleiche Defizit erwirtschaftet
haben. Wenn Einnahmen und Ausgaben gleichermaflen steigen oder fallen,
andert sich an dieser Gesamtbewertung nichts.

e Man kann das Paar als eine Schrittfolge aus a Schritten nach rechts und
b Schritten nach links ansehen. Im Paar selbst wird die Anzahl der Schritte
in die beiden Richtungen notiert, fiir die Aquivalenzrelation schaut man nur
das Endergebnis des Bewegungsvorganges an.

Wenn man N x N als ein quadratisches Gitter anordnet (das ist ein , diskre-
tes Koordinatensystem®), so sind die Aquivalenzklassen durch die Punkte
auf einer zur Diagonalen parallelen ,,diskreten Geraden“ gegeben. Die Punk-
te (a,b) mit a > b sind dquivalent zu (a — b,0), sie haben also einen Re-
priasentanten, bei dem die zweite Komponente 0 ist. Die Punkte (a,b) mit
a < b sind dquivalent zu (0,b— a), sie haben also einen Repriisentanten, bei
dem die erste Komponente 0 ist. Die Punkte (a, a) sind zu (0, 0) dquivalent.
Den Reprisentanten einer Aquivalenzklasse, bei dem mindestens eine Kom-
ponente 0 ist, nennen wir den Standardvertreter dieser Aquivalenzklasse. Die
Standardvertreter sind die diskreten Punkte des begrenzenden Viertelkreu-
zes; zu einem Punkt ergibt sich der Standardvertreter, indem man parallel
zur Diagonalen in Richtung der Halbachsen wandert, bis man auf einer der
Halbachsen landet. Zwei Punkte sind genau dann &quivalent, wenn sie den
gleichen Standardvertreter besitzen.

Wir bezeichnen nun die Quotientenmenge, also die Menge der Aquivalenz-
klassen unter dieser Aquivalenzrelation, als Menge der ganzen Zahlen und
bezeichnen sie mit Z. Wir sprechen vom A quivalenzklassenmodell oder Paar-
modell fiir die ganzen Zahlen. Diese Quotientenmenge ist die Menge der zur
Diagonalen parallelen Geraden, bei der kanonischen Projektion wird jedes
Paar (a,b) auf die Gerade abgebildet, auf der es liegt. Jede ganze Zahl hat
genau einen Standardvertreter der Form n := (n,0) mit n € N, der Form
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0 := (0,0) oder der Form —n := (0,n) mit n € N. Eine natiirliche Zahl n
fassen wir in diesem Modell als die ganze Zahl (n,0) auf.

Wir wollen nun zwei ganze Zahlen, also zwei solche Aquivalenzklassen [(a,
b)] und [(c,d)], miteinander ,addieren“, also eine Verkniipfung + auf Z
einfithren. Ein Ansatz, der sich durch den Zugang iiber Aquivalenzklassen
eroffnet, ist es, auf der Menge der Paare die Addition zu nehmen und zu
versuchen, diese Addition auf die Aquivalenzklassen zu iibertragen. Die kom-
ponentenweise Addition auf N2, also die Verkniipfung

(a,b) + (¢,d) :== (a+c¢,b+d),

ist recht einfach und insbesondere ist diese Verkniipfung kommutativ, asso-
ziativ und (0,0) ist das neutrale Element. Diese Addition hat in den oben
angegebenen Beispielen eine sinnvolle Interpretation, wie wenn man die Er-
gebnisse von zwei Fufiballspielen miteinander addiert (Hin- und Riickspiel,
allerdings muss man die Reihenfolge beibehalten) oder den Haushalt von
mehreren Monaten addiert.

Lemma 40.1. Durch die Festlequng
[(a,0)] +[(c,d)] == [(a+c,b+d)]

erhdlt man auf (dem Aquivalenzklassenmodell von ) Z eine Verkniipfung, die
kommutativ und assoziativ ist und die [(0,0)] als neutrales Element besitzt.
Dariiber hinaus besitzt jedes Element ein inverses Element, und zwar sind
[(a,b)] und [(b,a)] invers zueinander.

Beweis. Wir miissen zuerst die Wohldefiniertheit iiberpriifen, da die Ver-
kniipfung unter Bezug auf Repréasentanten erklart wird und daher nicht
von vornherein klar ist, dass unterschiedliche Repridsentanten zum gleichen
Ergebnis (zur gleichen Aquivalenzklasse) fithren. Zu (a,b) ~ (a/,) und
(¢,d) ~ (c,d) muss man iiberpriifen, dass
(a+c,b+d) ~ (d+, 0V +d)

und damit [(a+¢,b+d)] = [(¢'+ ¢, b’ +d')] gilt. Die beiden Voraussetzungen
bedeuten ausgeschrieben a +0 = a'+bund c+d = ¢ +d. Damit ist durch
Addition der beiden Gleichungen

a+b+c+d =d+b+c +d,
was die Aquivalenz bedeutet. Die kanonische Abbildung
¢: NxN—Z, (a,b) — [(a,b)],

vertrigt sich nach Konstruktion mit der Addition auf der Produktmenge und
der soeben etablierten Addition auf 7Z, es ist also

gz +y) = q(@) +a(y)
fir alle x,y € N2, In einer solchen Situation iibertragen sich wegen der

Surjektivitit der kanonischen Abbildung Rechengesetze von N? direkt auf
die Quotientenmenge. Fiir das Assoziativgesetz beispielsweise betrachten wir
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Elemente r, s,t € Z. Es gibt z,y,2 € N? mit ¢(z) = r, q(y) = s, ¢(z) = t.
Somit ist

rt(s+t) =

I
QKRR
NN N N

K

+

~—~

<

_|._

I\

~—

~—

_ (r+s)+t.

Der Nachweis der Kommutativitéit und dass [(0,0)] das neutrale Element der
Verkniipfung ist, verlduft dhnlich einfach. Wegen

[(a,0)] +[(b,a)] = [(a+b,a+b)] = [(0,0)] =0
ist in der Tat [(b, a)] das inverse Element zu [(a, b)]. O

Lemma 40.2. Durch die Festlequng
[(a, )] - [(c,d)] := [(ac + bd, ad + be)]

erhdlt man auf (dem Aquivalenzklassenmodell von) Z eine Verkniipfung, die
kommutativ und assoziativ ist und die [(1,0)] als neutrales Element besitzt.

Beweis. Zunéchst ist die Wohldefiniertheit zu zeigen. Seien also (a,b) ~
(a',b') und (c,d) ~ (,d") gegeben, was a +0 = o’ +bund c+d = ¢ +d
bedeutet. Somit ist auch

d'(d+d)+b (c+d)+d(a+V)+c(d +b) = d'(c+d)+b (' +d)+d(a’+b)+c(a+V).
Eine direkte Uberpriifung zeigt
(ac+bd+d'd +bc)+d(d+d)+V(c+d)+da+b)+c(a +b)

= (dd+bd+ad+be)+d(c+d)+b(d+d)+da +b)+clat ).

Mit der Abziehregel folgt
ac+bd+ad'd +Vd = dd +bd +ad+ be,
und dies bedeutet
[(ac + bd,ad + bc)] = [(d'd +Vd,d'd + V)],

also die Wohldefiniertheit. Die Kommutativitét folgt direkt aus der Definition
der Verkniipfung, ebenso die Eigenschaft, dass [(1,0)] das neutrale Element
ist. Die Assoziativitét ergibt sich aus

([(a, 0)][(c; d)Dl(e, )] = [(ac +bd, ad +be)] - [(e, )]

= [(ace + bde + adf + bcf acf + bdf + ade + bee)]
[(a, b)][(ce + fd, de + cf)]
[(a, 0)]([(c, d)][(e, ))])-
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Satz 40.3. Das Aquivalenzklassenmodell von Z ist mit der Addition
[(a,0)] + [(¢,d)] := [(a+c,b+d)],
der Multiplikation
[(a,b)] - [(¢,d)] := [(ac + bd,ad + bc)],
dem Nullelement [(0,0)] und dem Finselement [(1,0)] ein kommutativer

Ring.

Beweis. Aufgrund von Lemma 40.1 und Lemma 40.2 miissen wir nur noch
das Distributivgesetz iiberpriifen. Dieses ist wegen

b)ll(c+e,d+ f)]

[(a, D) ([(c; )] + [(e; N)]) = [(a,

= [(ac+ae—|—bd+bf ad + af + be + be)]
[(
[(a,

ac + bd, ad + be)] + [(ae + bf,af + be)]
b)ll(e, d)] + [(a, b)][(e, )]

erfiillt. 0
Lemma 40.4. Durch die Festlequng
[(a,0)] = [(c,d)],
falls
a+d > b+c,

erhdlt man auf (dem Aquivalenzklassenmodell von) 7. eine totale Ordnung.

Beweis. Zum Nachweis der Wohldefiniertheit sei a +d > b+ ¢ und seien
(a,b) ~ (a/,V) und (¢,d) ~ (d,d'),alsoa+V = a'+bund c+d = ' +d.
Es ist

at+d+ad+d+d+V
bt+c+d+d+d+V

V4 +(c+d+d+0).

Da die Ausdriicke in den Klammern nach Voraussetzung iibereinstimmen,
folgt nach der Abziehregel fiir die Ordnung auf N auch

a+d >v+,
also die Wohldefiniertheit. Dass die Ordnung total ist, folgt unmittelbar aus
der Definition und der entsprechenden Eigenschaft der Ordnung von N. Die

Reflexivitdt ist unmittelbar klar, die Antisymmetrie folgt direkt aus der De-
finition der Gleichheit auf Z. Zum Nachweis der Transitivitéit sei

[(a,0)] = [(c,d)] = [(e, F)],

alsoa+d > b+cund c+ f > d+ e. Durch Addition mit f bzw. mit b
erhalt man

d+d+(d+d+a+d)

IRV

a+d+f>b+c+f>b+d+e,
woraus a + f > b+ e folgt, also [(a,b)] > (e, f)]. O
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Satz 40.5. Das Aquivalenzklassenmodell von Z ist mit der Addition
[(a,0)] + (e, d)] = [(a+ ¢ b+d)],
der Multiplikation
[(a,0)] - [(¢,d)] := [(ac+ bd,ad + bc)],
dem Nullelement [(0,0)], dem Einselement [(1,0)] und der durch
[(a.0)] = [(c,d)],

falls
a+d>b+ec,

definierten Ordnung ein angeordneter Ring.

Beweis. Nach Satz 40.3 ist Z ein kommutativer Ring und nach Lemma 40.4
ist > eine totale Ordnung. Wir miissen also lediglich noch die Vertréglichkeit
der Ordnung mit der Addition und der Multiplikation {iberpriifen. Sei

[(a,0)] = [(c,d)];
also a +d > b+ ¢, und [(e, f)] beliebig. Dann ist auch
at+d+e+f >b+cte+f,

also

[(a.0)] +[(e, /)] = [(a+e,b+ [)] > [(c+e,d+ f)] = [(c;d)] + (e, [)]-
Wenn [(a,b)] > 0 und [(¢,d)] > 0ist, soist @ > bund ¢ > d. Mit Aufgabe
10.20 ergibt sich

ac+ bd > ad+ be,
[(a,b)] - [(¢,d)] = [(ac+ bd,ad + bc)] > 0
bedeutet. O

Die natiirlichen Zahlen N sind iiber die Zuordnung
N — Z, n+— [(n,0)],

in den ganzen Zahlen enthalten. Diese Zuordnung ist mit der Addition, der
Multiplikation und der Ordnung vertréiglich, siehe Aufgabe 40.5. Statt (n,0)
schreibt man einfach n. Die ganzen Zahlen, die durch (0,n) mit n € N, re-
prasentiert werden, heiflen negative Zahlen. Statt (0,n) schreibt man einfach
—n.

In den Aufgaben wird gezeigt, dass das Paarmodell fiir Z mit dem im ersten
Semester eingefithrten Modell iibereinstimmt.
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40.2. Die Konstruktion der rationalen Zahlen.

Wir wollen ausgehend von der Menge der ganzen Zahlen 7Z, die einen kom-
mutativen Ring bildet, die Menge der rationalen Zahlen konstruieren. Wir
gehen dabei dhnlich wie bei der Konstruktion der ganzen Zahlen aus den
natiirlichen Zahlen vor, indem wir auf einer ,zu grofen® Menge eine Aqui-
valenzrelation einfithren, so dass die Quotientenmenge ein Modell fiir die
rationalen Zahlen ist. Die Konstruktion und die Beweise sind nicht wesent-
lich verschieden von den in der 23. Vorlesung durchgefiihrten, als wir die
Sprache der Aquivalenzrelationen noch nicht zur Verfiigung hatten.

Y
N ‘

4 -l . 0 N
o) 00 (10 6o Go) @)

Wir starten mit der Produktmenge
P =7xN; ={(a,b)la€Z und b e N, }.

Zur Orientierung sei schon jetzt gesagt, dass das Paar (a, b) spéter den Bruch
a/b reprisentieren soll.

Man kann sich vorstellen, dass in (a,b) die erste Zahl eine Anzahl an Kuchen
und die zweite Zahl eine Anzahl an Personen bedeutet, oder die Anzahl der
Frauen und die Anzahl der Ménner auf einer Party, oder irgendein Paar, das
einen proportionalen Zusammenhang repréasentiert.

Auf P wollen wir eine Aquivalenzrelation definieren, wobei zwei Paare als
aquivalent gelten sollen, wenn sie , den gleichen Bruch® représentieren (den
es noch nicht gibt). Wir definieren

(a,b) ~ (c,d), falls ad = bc ist .

Diese Relation wird also unter Bezug auf die Gleichheit in Z erklart. Es
handelt sich dabei um eine Aquivalenzrelation, wie man direkt nachrechnen
kann, siehe Aufgabe 40.1. Insbesondere sind (a,b) und (ae, be) fiir e # 0
zueinander dquivalent.

Es ist hilfreich, sich diese Situation zu veranschaulichen, indem man die dis-
krete obere Halbebene'! Z x Ny C Z x N betrachtet. Ein Paar (a,b) ist dann
ein Gitterpunkt, wobei wir uns die ganzen Zahlen Z als die Punkte

(n,1),n €Z,

H)\fan kénnte auch Z x (Z\ {0}) nehmen.
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vorstellen. Die zugehorige durchgezogene ,,Zahlengerade“ (wo also die zwei-
te Komponente konstant 1 ist.) bezeichnen wir mit G. Ein jeder Punkt
(a,b) € Z x N definiert eine eindeutige Gerade, die durch diesen Punkt und
durch den Nullpunkt (0,0) verlduft. In dieser geometrischen Interpretation
sind zwei Punkte (a,b) und (¢, d) genau dann dquivalent, wenn sie die gleiche
Gerade definieren, und dies ist genau dann der Fall, wenn ihre ,,Steigungen*
iibereinstimmen. Zwei Punkte liegen ja genau dann auf der gleichen Geraden,
wenn sie, wenn man durch Streckung ihre zweite Koordinate zur Uberein-
stimmung bringt, dann auch die erste Koordinate {ibereinstimmt. Wenn man
den ersten Punkt mit d streckt (multipliziert) und den zweiten Punkt mit
b, so erhélt man die beiden Punkte (da, db) und (bc,bd), und die Gleichheit
vorne war die Definition fiir die Relation. Die Aquivalenzklassen sind die
,diskreten Geraden“ durch den Nullpunkt und einen weiteren Gitterpunkt.

Auch die Identifizierungsabbildung zu dieser Aquivalenzrelation kann man
sich gut vorstellen. Der Schnittpunkt der durch einen Punkt (a, b) definierten
Geraden H mit der Zahlengeraden G ist ein Punkt, der dem Bruch a/b
entspricht (die Steigung der Geraden H ist aber ¢).

Die Quotientenmenge unter dieser Aquivalenzrelation nennen wir Q und spre-
chen vom Aquivalenzklassenmodell fiir Q. Fiir die Elemente in Q schreiben
wir vorlaufig noch [(a,b)]. Wir wollen nun auf Q eine Addition und eine
Multiplikation definieren.

Lemma 40.6. Durch die Festlequng
[(a,b)] + [(c, d)] = [(ad + be, bd)]

erhdlt man auf (dem Aquivalenzklassenmodell von) Q eine Verknipfung, die
kommutativ und assoziativ ist und die [(0,1)] als neutrales Element besitzt.
Dariiber hinaus besitzt jedes Element ein inverses Element, und zwar sind
[(a,b)] und [(—a,b)] invers zueinander.

Beweis. Zum Nachweis der Wohldefiniertheit seien [(a,b)] = [(¢/,')] und
[(c,d)] = [(d,d)], also ab/ = a’bund ed’ = ¢'d. Dann ist

ab'dd + bb'cd = a'bdd + bb'c'd
und somit
[(ad + be,bd)] = [(d'd +b'd,V'd))].
Die Kommutativitéit und die Eigenschaft, dass [(0, 1)] das neutrale Element

der Verkniipfung ist, folgen unmittelbar aus der Definition. Zum Beweis der
Assoziativitét seien [(a,b)], [(c,d)], [(e, f)] gegeben. Es ist dann

[(a, 0)] (I(c, D)][(e, N]) = [(a,0)] ([(cf + de, df)])
[(bef + bde + adf, bdf )]

= |(ad + be, bd)][(e, f)]
(l(a,b))[(c. ) [(c. f)]
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Ferner ist

[(CL, b)] + [(—CL, b)] = [ab — ab, b2] = [(0’ b2>] = [(O’ 1)} = 0.

Lemma 40.7. Durch die Festlequng
[(a,0)] - [(¢,d)] := [(ac, bd)]

erhdlt man auf (dem Aquivalenzklassenmodell von) Q eine Verkniipfung, die
kommutativ und assoziativ ist und die [(1,1)] als neutrales Element besitzt.
Dariiber hinaus besitzt jedes Element # 0 ein inverses Element, und zwar
sind bei a > 0 die Klassen [(a,b)] und [(b,a)] und bei a < 0 die Klassen
[(a,b)] und [(—b, —a)] invers zueinander.

Beweis. Siehe Aufgabe 40.8. U
Satz 40.8. Das Aquivalenzklassenmodell von Q ist mit der Addition

[(a,0)] + [(¢, d)] = [(ad + be, bd)],
der Multiplikation

[(a,0)] - [(c;d)] == [(ac, bd)],

dem Nullelement [(0,1)] und dem Einselement [(1,1)] ein Korper.

Beweis. Dies folgt aus Lemma 40.6 und aus Lemma 40.7, es ist somit lediglich
noch das Distributivgesetz zu begriinden. Dies ergibt sich aus

[(a, 0)] ([(c; )] + [(e,; N)]) = [(a,0)][(cf + de, df)]
acf + ade, bdf )]

(
Eacf ,bdf)] + [(ade, bdf)]
(

ac,bd)] + [(ae, bf)]
a,b)][(c, d)] + [(a, b)][(e, f)].

————

g

Lemma 40.9. Durch die Festlegung [(a,b)] > [(c,d)], falls ad > be, erhdlt
man auf (dem Aquivalenzklassenmodell von) Q eine totale Ordnung.

Beweis. Siehe Aufgabe 40.11. O
Satz 40.10. Das Aquivalenzklassenmodell von Q ist mit der Addition
[(a,b)] + [(c,d)] := [(ad + bc, bd)],
der Multiplikation
[(a,0)] - [(c,d)] := [(ac, bd)],
dem Nullelement [(0,1)], dem Einselement [(1,1)] und der durch
[(a,0)] = [(c,d)],
falls
ad > be,

definierten Ordnung ein angeordneter Korper.
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Beweis. Dies folgt aus Satz 40.8 und Lemma 40.9, es bleibt nur noch die
Vertréglichkeit der Ordnung mit den Verkniipfungen zu zeigen. Sei

[(a,0)] = [(c.d)],
also ad > be, und [(e, f)] beliebig. Wegen f > 0 ist dann auch adf > bef

und somit

[(a, )] + [(e, f)] af +be,bf)]

(
(adf + bde, bdf)]
(
(

IRV

bef + bde, bdf )]
cf + de, df)]
(e, d)] + [(e, f)].

Wenn [(a,b)] > 0 und [(¢,d)] > 0 ist, so sind a, ¢ positiv und dann ist auch
ac positiv, also

[
[
[
[
[

(@, )][(e, d)] = lac,bd] > 0

Die ganzen Zahlen 7Z sind iiber die Zuordnung
7Z— Q,n+—[(n,1)],

in den rationalen Zahlen enthalten. Diese Zuordnung ist mit der Addition,
der Multiplikation und der Ordnung vertriglich, siehe Aufgabe 41.12. Fiir
die Aquivalenzklasse [(a, )] schreibt man abkiirzend §.

40. ARBEITSBLATT

40.1. Die Pausenaufgabe.

Aufgabe 40.1. Oma Miiller und Opa Miiller haben heute Geburtstag. Sie
wird 69 Jahre alt und er wird 73 Jahre alt. Wie alt waren sie, als man beide
Altersangaben zwar mit natiirlichen, aber nicht mit positiven natiirlichen
Zahlen ausdriicken konnte.

40.2. Ubungsaufgaben.

Aufgabe 40.2. Familie A und B notieren ihre Einnahmen und Ausgaben pro
Monat in der Form (z,y) € N? wobei der erste Eintrag fiir die Einnahmen
und der zweite Eintrag fiir die Ausgaben steht. Familie A notiert fiir die erste
Jahreshélfte die Paare

(2500, 2800), (3500, 3200), (3300, 2900), (2800, 2800),
(2400, 4200), (4000, 2700).
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Familie B notiert fiir die erste Jahreshalfte die Paare

((3300, 3600), (3900, 3800), (4300, 4300), (4000, 3800),
(3900, 4100), (4000, 3700).

(1) Notiere fiir jede Familie und jeden Monat den Gewinn bzw. das Defizit
in Paarschreibweise mit Hilfe der Standardrepriasentanten.

(2) Berechne fiir jede Familie die Gesamteinnahmen und die Gesamtaus-
gaben im angegebenen Zeitraum.

(3) Bestimme auf zwei verschiedene Arten fiir jede Familie den Gesamt-
gewinn bzw. das Gesamtdefizit (Standardreprisentant).

(4) Vergleiche fiir jeden Monat den Haushalt der beiden Familien mit
Hilfe der Festlegung aus Lemma 40.4.

Aufgabe 40.3. Es seien (M, %) und (N, o) Mengen mit Verkniipfungen und
es sel
p: M — N
eine mit den Verkniipfungen vertrigliche surjektive Abbildung, es gelte also
plzry) = p(z) o p(y).

Zeige die folgenden Aussagen.

(1) Wenn * kommutativ ist, so ist auch o kommutativ.

(2) Wenn x assoziativ ist, so ist auch o assoziativ.

(3) Wenn M ein neutrales Element besitzt, so besitzt auch N ein neutra-
les Element.

Aufgabe 40.4. Es sei V. C K" ein Untervektorraum und ~ die zugehorige
Aquivalenzrelation.

(1) Zeige, dass die affinen Unterrdume der Form P + V die Aquivalenz-
klassen sind.
(2) Essei W C K" ein weiterer Untervektorraum mit

vaw = {0}

und derart, dass man jeden Vektor v € K" in der Form v = v+ w
mit v € V und w € W schreiben kann. Zeige, dass W ein Représen-
tantensystem fiir die Aquivalenzrelation ist.

Aufgabe 40.5. Zeige, dass die Abbildung
N — Z, n+—[(n,0)],

injektiv ist und dass sie mit der Addition, der Multiplikation und der Ord-
nung vertraglich ist.
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Aufgabe 40.6.*
Zeige, dass die auf Z x N, durch
(a,b) ~ (¢, d), falls ad = bc,

festgelegte Relation eine Aquivalenzrelation ist.

Aufgabe 40.7. Zeige, dass bei der auf Z x N, durch
(a,b) ~ (c,d), falls ad = bc,

festgelegten Aquivalenzrelation jedes Paar (z,y) einen Vertreter (z',y') be-
sitzt, bei dem 2’ und 3/ teilerfremd sind.

Aufgabe 40.8. Zeige, dass man durch die Festlegung
[(a, )] - [(c,d)] := [(ab, cd)]

auf (dem Aquivalenzklassenmodell von) Q eine wohldefinierte Verkniipfung
erhélt, die kommutativ und assoziativ ist und die [(1,1)] als neutrales Ele-
ment besitzt. Zeige ferner, dass bei a > 0 die Klassen [(a, )] und [(b, a)] und
bei a < 0 die Klassen [(a,b)] und [(—b, —a)] invers zueinander sind.

Aufgabe 40.9. Zeige, dass im Aquivalenzklassenmodell fiir Q die Addition
die Beziehung

[(a, d)] + [(¢,d)] = [(a+ ¢ d)]
erfiillt.

Aufgabe 40.10. Es sei Z x Ny mit der durch
(a,b) ~ (c,d), falls ad = bc,

festgelegten Aquivalenzrelation versehen. Zeige, dass es zu (ai,by), (ag, by),
..., (an,by) eine Zahl d € N, und ganze Zahlen ¢y, ca, ..., ¢, mit (ag,by) ~
(c1,d), (ag,bs) ~ (co,d), ..., (an,by) ~ (cn,d) gibt.

Aufgabe 40.11. Zeige, dass man durch die Festlegung [(a,b)] > [(c, d)],
falls ad > be, auf (dem Aquivalenzklassenmodell von) Q eine wohldefinierte
totale Ordnung erhalt.

Aufgabe 40.12. Zeige, dass die Abbildung
7Z — Q, n+—[(n,1)],

injektiv und mit der Addition, der Multiplikation und der Ordnung ver-
traglich ist.
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Aufgabe 40.13. Es sei M eine Menge mit einer kommutativen, assoziativen
Verkniipfung * und einem neutralen Element e. Ferner gelte die Kiirzungs-
regel, dass aus a x ¢ = b * ¢ stets a = b folgt.

(1) Zeige, dass auf M x M durch die Festlegung (a,b) ~ (c,d), falls
axd = bxc gilt, eine Aquivalenzrelation definiert wird.

(2) Zeige, dass man auf der Quotientenmenge M x M/ ~ eine Gruppen-
struktur definieren kann, die die Verkniipfung auf M fortsetzt.

Aufgabe 40.14. Wir betrachten auf Z* \ {(0,0)} die durch
(a,b) ~ (¢, d), falls ad = bc,

festgelegte Relation. Zeige, dass es sich um eine Aquivalenzrelation handelt,
deren Aquivalenzklassen die , diskreten Geraden* durch den Nullpunkt ohne
den Nullpunkt sind.

Aufgabe 40.15. Wir betrachten auf Z? die durch
(a,b) ~ (c,d), falls ad = bc,

festgelegte Relation. Zeige, dass dies keine Aquivalenzrelation ist

Aufgabe 40.16. Es seien D und W Mengen. Wir betrachten auf der Abbil-
dungsmenge Abb (D, W) diejenige Relation, bei der die Abbildungen

frg: D—W
in Relation stehen, wenn es eine bijektive Abbildung
m. D — D
mit
[ =gom

gibt. Zeige, dass dies eine Aquivalenzrelation ist.

Aufgabe 40.17. Es seien D und W Mengen, wobei D endlich sei. Wir
betrachten die Abbildung

U: Abb (D,W) — Abb (W,N), fr+— (w— #(f"(w))).

Einer Abbildung f: D — W wird also die Abbildung zugeordnet, die jedem
Wert w € W die Anzahl seiner Urbilder zuordnet. Finde moglichst viele
Interpretationen fiir diese Situation.
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Aufgabe 40.18. Es sei D eine Schulklasse und W = {1,2,3,4,5,6} die Men-
ge der Schulnoten. Das Ergebnis einer Klausur ist eine Abbildung f: D — W,
wobei jedem Schiiler € D seine in der Klausur erzielte Note f(x) zugeord-
net wird. Die zugehorige Notenverteilung ist die Abbildung, die jeder Note
w € W zuordnet, wie oft diese Note in der Klausur vergeben wurde. Die in

Aufgabe 40.17 besprochene Abbildung
e Abb (D, W) — Abb (W,N), f — (w > #(f " (w)),
ordnet also dem Klausurergebnis die Notenverteilung zu. Es sei nun
w: Abb (D,W) — Q
die Abbildung, die jedem Klausurergebnis die Durchschnittsnote zuordnet.

(1) Erstelle eine Formel fiir die Durchschnittsnote zu einem Klausurer-
gebnis f.

(2) Erstelle eine Formel fiir die Durchschnittsnote zu einer Notenvertei-
lung h: W — N.

(3) Zeige, dass man die Durchschnittsnote zum Klausurergebnis f allein
aus der zugehorigen Notenverteilung W( f) berechnen kann.

(4) Zeige, dass es eine Abbildung

@: Abb (W,N) — Q

mit
o =@oW
gibt.
(5) Aus welchen Notenverteilungen ist das Klausurergebnis rekonstruier-
bar?

(6) Was ist eine sinnvolle Antwort auf die Frage ,Wie ist die Klausur
ausgefallen“?

Aufgabe 40.19. Es seien D und W Mengen, wobei D endlich sei. Es sei ~
die Aquivalenzrelation auf Abb (D, W) aus Aufgabe 40.16 und sei

U: Abb (D,W) — Abb (W,N), f+— (w— #(f"(w))),
die in Aufgabe 40.17 besprochene Abbildung.

(1) Es sei m: D — D eine bijektive Abbildung und f: D — W eine
Abbildung. Zeige

U(f) = U(f o).

(2) Esseien f,g: D — W. Zeige f ~ g genau dann, wenn V(f) = W(g)
ist.



135

(3) Zeige, dass es eine injektive Abbildung
¥: Abb (D,W)/ ~— Abb (W,N)

mit ¥ = ¥ op gibt, wobei p die kanonische Projektion in die Quoti-
entenmenge bezeichnet.

40.3. Aufgaben zum Abgeben.

Aufgabe 40.20. (2 Punkte)
Zeige, dass die Aquivalenzrelation auf N x N, die durch (a,b) ~ (c,d), falls

a+d = b+ cist, festgelegt ist, durch die Spriinge + erzeugt wird.

1
1

Aufgabe 40.21. (8 (2+2+2+2) Punkte)

Es sei ~ die Aquivalenzrelation auf N x N, die durch (a,b) ~ (c,d), falls
a+d = b+ cist, festgelegt ist, und es sei Z = N X N/ ~ die zugehorige
Quotientenmenge, also das Aquivalenzklassenmodell von Z. Es sei G = NW

N_ das (in der 18. Vorlesung eingefiihrte) , direkte Modell* fiir die ganzen
Zahlen. Wir betrachten die Abbildung

p: G— NxN|
die durch
(n) {(n, 0), falls n nichtnegativ ist,
()0 =

(0,m), falls n = —m negativ ist,
definiert ist, und die zusammengesetzte Abbildung

G NxN-27Z.

(1) Zeige, dass p o ¢ eine bijektive Abbildung ist.

(2) Zeige, dass p o ¢ mit der Addition vertriglich ist.

(3) Zeige, dass p o ¢ mit der Multiplikation vertriglich ist.
(4) Zeige, dass p o ¢ mit der Ordnung vertriglich ist.

Aufgabe 40.22. (3 Punkte)

Es sei (M, *,e) eine endliche Menge mit einer kommutativen, assoziativen
Verkniipfung mit einem neutralen Element e. Ferner gelte in M die ,,Kiir-
zungsregel“: Aus z x x = z x y folgt * = y. Zeige, dass M eine Gruppe
ist.
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Aufgabe 40.23. (1 Punkt)

Zeige, dass im Aquivalenzklassenmodell fiir Q die Ordnung die Bezichung

[(a,d)] = [(c,d)]

genau dann, wenn
a > c,
erfiillt.

Aufgabe 40.24. (3 (14+1+1) Punkte)

Die Fufiballspiele zwischen dem TSV Wildberg und VfB Effringen endeten
in den letzten Jahren wie folgt:

7:2,3:0,0:0,9:6,8:0,2:1,4:2,3:0,5:5,6:3,3:1,1:1,
7:0,2:0,6:4,6:2,3:4,3:2.

(1) Erstelle die Aquivalenzklassen (auf der Menge der angegebenen Er-
gebnisse) gemif der Aquivalenzrelation auf N x N, die durch a : b ~
c:d, falls a + d = b+ ¢, definiert ist.

(2) Erstelle die Aquivalenzklassen gemif derjenigen Aquivalenzrelation
auf N x N, die auf N x (N\ {0}) durch a : b ~ ¢ : d, falls ad = be,
definiert ist und fiir die {n: 0|n € N,} und {0 : 0} eigene Aquiva-
lenzklassen sind.

(3) Erstelle die Aquivalenzklassen gem#8 derjenigen Aquivalenzrelation
auf N x N, die auf (N\ {0}) x (N\ {0}) durch a : b ~ ¢ : d, falls ad =
be, definiert ist und fiir die die anderen Elemente nur zu sich selbst
dquivalent sind.

41. VORLESUNG - RESTKLASSENBILDUNG

In dieser Vorlesung besprechen wir Restklassenbildung. Dies ist ein wichtiger
Spezialfall der Bildung einer Quotientenmenge zu einer Aquivalenzrelation.
Ein zusétzlicher Aspekt ist, dass man auf diesen Quotientenmengen Ver-
kniipfungen hat, die sich von der Startmenge her vererben. Unmittelbare
Anwendungen sind ein besseres Verstandnis der Division mit Rest der gan-
zen Zahlen, insbesondere der algebraischen Struktur der Reste, und spéter die
Konstruktion der reellen Zahlen aus dem Ring der rationalen Cauchy-Folgen.

Um die folgenden Aussagen prignanter formulieren zu kénnen, brauchen wir
eigene Begriffe fiir strukturerhaltende Abbildungen, das sind Abbildungen,
die mit den gegebenen Verkniipfungen vertréglich sind.

Definition 41.1. Seien (G, 0, eq) und (H, o, ey) Gruppen. Eine Abbildung
v: G— H
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heifit Gruppenhomomorphismus, wenn die Gleichheit

P(gog) = ¥(g)ov(d)
fiir alle g,¢' € G gilt.

Beispielsweise ist eine lineare Abbildung insbesondere ein Gruppenhomomor-
phismus.

Definition 41.2. Seien R und S Ringe. Eine Abbildung
p: R— S

heifit Ringhomomorphismus, wenn folgende Eigenschaften gelten:

(1) w(a+b) = p(a) + ¢(b)
(2) p(1) =1
(3) pla-b) = ¢(a)-p(b).

41.1. Restklassengruppen.

Bei der folgenden Konstruktion denke man an die Gruppe Z zusammen mit
der Untergruppe Zn aller Vielfachen zu einer fixierten Zahl n, also an die
Situation Zn C Z, oder an die Situation eines Untervektorraumes U C K",
siehe Aufgabe 38.10.

Definition 41.3. Es sei (G,0,+) eine kommutative Gruppe und H C G
eine Untergruppe. Fiir Elemente x,y € G setzen wir © ~g y (und sagen,
dass z und y dquivalent sind), wenn x —y € H.

In dem eingangs erwahnten Beispiel sind zwei ganze Zahlen dquivalent, wenn
ihre Differenz ein Vielfaches von n ist. Diese Aquivalenzrelation wurde schon
in Beispiel 38.13 betrachtet. Wir sichern zuerst, dass wirklich in voller All-
gemeinheit eine Aquivalenzrelation vorliegt.

Lemma 41.4. Es sei (G,0,+) eine kommutative Gruppe, H C G eine
Untergruppe und ~p die durch H auf G definierte Relation. Dann liegt eine
Aquivalenzrelation vor, und die Aquivalenzklasse zu 0 ist gerade H.

Beweis. Wegen
r—x =0¢€ H
ist die Relation reflexiv. Mit x —y € H ist auch y —x € H, da Untergruppen

unter dem Negativen abgeschlossen sind, was die Symmetrie der Relation
bedeutet. Mit x ~y y und y ~p 2, also r —y,y — 2 € H, ist auch

r—z=(x—-y+(y—=2) € H,

da Untergruppen unter der Addition abgeschlossen sind, und somit ist auch
x ~pg z. Damit ist die Relation auch transitiv. Die Aqulvalenz von z mit 0
bedeutet x — 0 =z € H, so dass die letzte Aussage auch klar ist. U
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Die Aquivalenzklassen heifien in dieser Situation auch die Nebenklassen der
Relation. Sie haben die Gestalt

2] = x+H = {z+h|lhe H},

sie bestehen also aus allen Elementen, die man von z aus mit einem Element
aus H erreichen kann. Man kann sich dabei H als einen mehr oder weni-
ger restriktiven Vorrat an Sprungmoglichkeiten oder Bewegungsmoglichkei-
ten vorstellen, und die Aquivalenz zwischen z und y bedeutet, dass man von
x nach y mit einem erlaubten Sprung gelangen kann.

Satz 41.5. Es sei (G,0,+) eine kommutative Gruppe, H C G eine Unter-
gruppe und G/H die Quotientenmenge zur durch H definierten Aquivalenz-
relation auf G mit der kanonischen Projektion

q: G— G/H, g—[g].

Dann gibt es eine eindeutig bestimmte Gruppenstruktur auf G/H derart, dass
q ein Gruppenhomomorphismus ist.

Beweis. Da die kanonische Projektion zu einem Gruppenhomomorphismus
werden soll, muss die Verkniipfung durch

2] + [y] = [z +y]
gegeben sein, was bereits die Eindeutigkeit sichert. Wir miissen also zeigen,
dass durch diese Vorschrift eine wohldefinierte Verkniipfung auf G/H de-
finiert ist, die unabhéngig von der Wahl der Reprédsentanten ist. D.h. wir
haben fiir [z] = [2/] und [y] = [y/] zu zeigen, dass [z + y] = [¢/ + /] ist.
Nach Voraussetzung konnen wir 2’ =x+h und 3 =y +h' mit h,h' € H
schreiben. Damit ist

+y = @+h)+y+h)=x+y+ (h+h)

und somit ist [z +y] = [2'+¢']. Aus der Wohldefiniertheit der Verkniipfung
auf G/H und der Surjektivitdt der kanonischen Projektion folgen die Grup-
peneigenschaften und die Homomorphieeigenschaft der Projektion. U

Definition 41.6. Es sei (G,0,+) eine kommutative Gruppe und H C G
eine Untergruppe. Die Quotientenmenge

G/H

mit der aufgrund von Satz 41.5 eindeutig bestimmten Gruppenstruktur heifit
Restklassengruppe von G modulo H. Die Elemente [g] € G/H heiflen Rest-
klassen. Fiir eine Restklasse [g] heifit jedes Element ¢’ € G mit [¢'] = [g] ein
Reprdsentant von [g].

Beispiel 41.7. Die Untergruppen der ganzen Zahlen sind nach Satz 20.4
von der Form Zn mit n > 0. Die Restklassengruppen werden mit

Z/(n)
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bezeichnet (sprich ,,Z modulo n*). Bei n = 0 ist das einfach Z selbst, bei n =
1 ist das die triviale Gruppe. Im Allgemeinen ist die durch die Untergruppe
Zn definierte Aquivalenzrelation auf Z dadurch gegeben, dass zwei ganze
Zahlen a und b genau dann aquivalent sind, wenn ihre Differenz a — b zu Zn
gehort, also ein Vielfaches von n ist. Daher ist (bei n > 1) jede ganze Zahl
zu genau einer der n Zahlen

0,1,2,...,n—1

aquivalent (oder, wie man auch sagt, kongruent modulo n), ndmlich zum
Rest, der sich bei Division durch n ergibt. Diese Reste bilden also ein Re-
prasentantensystem fiir die Restklassengruppe, und diese besitzt n Elemente.
Diese werden im Allgemeinen mit 0,1,2,...,n — 1 bezeichnet. Dabei ist 0
das neutrale Element, das negative Element zu k ist n — k und die Summe
i+ kist i+k baw. i +k —n, falls i + k > n ist. Die Tatsache, dass die
Restklassenabbildung

7 — 7/(n), a — [a] = a mod n,

ein Homomorphismus ist, kann man auch so ausdriicken, dass der Rest einer
Summe von zwei ganzen Zahlen nur von den beiden Resten, nicht aber von
den Zahlen selbst, abhéngt.

41.2. Restklassenringe.

Definition 41.8. Eine nichtleere Teilmenge a eines kommutativen Ringes R
heifit Ideal, wenn die beiden folgenden Bedingungen erfiillt sind:

(1) Fiir alle a,b € aist auch a +b € a.
(2) Fiir alle a € a und r € R ist auch ra € a.

Eine Ideal ist insbesondere eine Untergruppe der kommutativen Gruppe
(R,+,0). Somit ist die Restklassengruppe R/a in kanonischer Weise eine
kommutative Gruppe und die kanonische Abbildung

R— R/a

ist mit der Addition vertriglich. Wir werden sehen, dass man in R/a zusétz-
lich eine Multiplikation und ein Einselement definieren kann derart, dass R/a
zu einem kommutativen Ring wird und dass die kanonische Abbildung auch
die Multiplikation respektiert, also ein Ringhomomorphismus ist. Bei R = Z
ist jede Untergruppe bereits ein Ideal.

Die Nebenklassen a+a sind gerade die Nebenklassen zur Untergruppe a C R.
Zwei Elemente a,b € R definieren genau dann die gleiche Nebenklasse, also
a + a = b+ a, wenn ihre Differenz a — b also zum Ideal gehort.

Lemma 41.9. Es sei R ein kommutativer Ring, a C R ein Ideal und R/a
die Quotientenmenge zur durch a definierten Aquivalenzrelation auf R mit
der kanonischen Projektion

q¢: R— R/a, g — [g].
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Dann gibt es eine eindeutig bestimmte Ringstruktur auf R/a derart, dass q
ein Ringhomomorphismus ist.

Beweis. Nach Satz 41.5 gibt es nur eine Gruppenstruktur auf R/a derart,
dass die kanonische Abbildung ein Gruppenhomomorphismus ist. Da ein
Ringhomomorphismus insbesondere ein Gruppenhomomorphismus beziiglich
der Addition ist, ist dies die einzige additive Struktur, die in Frage kommt.

Da die kanonische Abbildung die Multiplikation respektieren soll, kommt nur
1 als neutrales Element der Multiplikation und

ab = ab
als Multiplikation in Frage. Wir miissen zeigen, dass diese Multiplikation
wohldefiniert ist. Seien zwei Restklassen mit unterschiedlichen Représentan-
ten gegeben, also@ = a’ und b = . Dannist a —a’ € a und b— V' € a bzw.
a =a-+zund b =b+y mit x,y € a. Daraus ergibt sich

adb = (a+2z)(b+y) = ab+ ay + zb + zy.

Die drei hinteren Summanden gehoren zum Ideal, so dass die Differenz a'b’ —
ab € a ist.

Aus der Wohldefiniertheit folgen die anderen Eigenschaften und insbesonde-
re, dass ein Ringhomomorphismus in den Restklassenring vorliegt. ]

Die kanonische Projektion nennt man wieder die Restklassenabbildung oder
den Restklassenhomomorphismus. Das Bild von a € R in R/a wird mit [a],
haufig aber auch mit a oder einfach mit a selbst bezeichnet und heifit die
Restklasse von a. Bei dieser Abbildung gehen genau die Elemente aus dem
Ideal auf 0, d.h. der Kern dieser Restklassenabbildung ist das vorgegebene
Ideal.

41.3. Die Restklassenringe von Z.

Wir werden spéter die reellen Zahlen als den Restklassenring zum Ring aller
rationalen Cauchy-Folgen modulo dem Ideal, das aus allen Nullfolgen besteht,
erhalten. Zunéchst sind die Restklassenringe zum Ring Z und zu den Idealen
Zn die wichtigsten Beispiele. Die praktische Bedeutung von Lemma 41.9 liegt
darin, dass man mit Resten nahezu gedankenlos rechnen darf, wenn man sich
fiir das Restergebnis interessiert. Es ist egal, wann und wie oft man Zahlen
durch ihre Reste oder durch andere Zahlen mit dem gleichen Rest ersetzt.
In Aufgabe 14.4 und Aufgabe 14.5 hatten wir dies teilweise schon direkt
nachgewiesen.

Durch die Konstruktion erhalten wir fiir jede natiirliche Zahl n € N, einen
kommutativen Ring mit n Elementen. Der folgende Satz charakterisiert,
wann es sich um Koérper handelt.

Satz 41.10. Sei n € N. Der Restklassenring 7Z/(n) ist genau dann ein
Korper, wenn n eine Primzahl ist.
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Beweis. Bei n = 0 ist der Restklassenring gleich Z selbst und kein Korper.
Bei n = 1 besteht der Restklassenring aus nur einem Element und es ist
0 = 1. Dies ist bei einem Korper explizit ausgeschlossen, und 1 ist keine
Primzahl. Sei also von nun an n > 2. Wenn n keine Primzahl ist, so gibt es
eine Darstellung

mit kleineren Zahlen
1 <rs<n.

Im Restklassenring Z/(n) bedeutet dies, dass die Restklassen 7 und 5 nicht
0 sind, dass aber ihr Produkt

rs =7s =n =0
ist. Das kann nach Lemma 23.12 in einem Ko&rper nicht sein.

Sei nun n eine Primzahl. Wir miissen zeigen, dass jede von 0 verschiedene
Restklasse 7, 0 < r < n, ein inverses Element besitzt. Da n prim ist, sind r
und n teilerfremd. Nach dem Lemma von Bezout gibt es ganze Zahlen a,b
mit

ar+bn = 1.

Dies fiihrt im Restklassenring zur Identitét

1 = ar + bn
= ar +bn
= ar,
die besagt, dass 7 und @ invers zueinander sind. U

Der Beweis zeigt auch, wie man zu einem Element r zwischen 1 und der
Primzahl p das Inverse in Z/(p) findet. Man muss mit Hilfe des euklidischen
Algorithmus in Z eine Darstellung der 1 finden. Aus

ar +bp =1
lasst sich dann ablesen, dass die Restklasse von a das inverse Element ist.

Beispiel 41.11. Der Restklassenkorper Z/(7) = {0,1,2,3,4,5,6} hat die
folgenden Verkniipfungstabellen:

| +]0]1[2[3]4]5[6]
0[0]1]2]3]4]5]6
1[1[2[3][4[5(6]0
2 [2[3[4]5(6]0]1
3 3/45]6/0[1]2
1[4(5[6/0[1]2]3
55/6/0(1]2|3 4
6 [6/0[1]2|3]4]5
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- J0[t]2[3[4]5[6]
0[0/0]0]0]0]0]0
T[o[12[3[45]6
2[0(2[4(6[1]3[5
31 0(3[6[2(5]14
1[0[4[1]52[6[3
5 0(5(3/1(6]4]2
6] 0(6]5(4]3|2]1

41. ARBEITSBLATT

41.1. Die Pausenaufgabe.

Aufgabe 41.1. Es seien G und H Gruppen und ¢: G — H sei ein Grup-
penhomomorphismus. Zeige, dass ¢(eg) = ey und (¢(g))~! = ¢(g7!) fiir
jedes g € G ist.

41.2. Ubungsaufgaben.

Aufgabe 41.2.*
Bestimme, ob die durch die Gauflklammer gegebene Abbildung
@ — Z? qr—— LQJ7

ein Gruppenhomomorphismus ist oder nicht.

Aufgabe 41.3. Es sei K ein Korper und sei
M = {((2 Z) la,b,c,d € K, ad—bc%O}

die Menge aller invertierbaren 2 x 2-Matrizen.

a) Zeige (ohne Bezug zur Determinante), dass M mit der Matrizenmultipli-
kation eine Gruppe bildet.

b) Zeige (ohne Bezug zur Determinante), dass die Abbildung

a b

M—>KX,< )»—)ad—bc,
c d

ein Gruppenhomomorphismus ist.

Aufgabe 41.4. Sei G eine (multiplikativ geschriebene) kommutative Gruppe
und sei n € N. Zeige, dass das Potenzieren

G— G, z— 2",

ein Gruppenhomomorphismus ist.
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Aufgabe 41.5.*

Sei G eine Gruppe. Zeige, dass sich Gruppenelemente g € G und Gruppen-
homomorphismen ¢ von Z nach G iiber die Korrespondenz

g+ (ng") und ¢ — (1)

entsprechen.

Aufgabe 41.6. Bestimme die Gruppenhomomorphismen von (Q, +, 0) nach
(Z,+,0).

Aufgabe 41.7. Es sei K ein Korper. Zeige, dass es aufler der trivialen Abbil-
dung keinen weiteren Gruppenhomomorphismus von (K, +,0) nach (Z,+,0)
gibt.

Aufgabe 41.8. Es bezeichne Q* = Q\ {0} die (multiplikative) Einheiten-
gruppe von Q. Man gebe einen nichttrivialen Gruppenhomomorphismus von
Q* nach (Z,+,0) an.

Aufgabe 41.9. Sei d € N>, Wir betrachten die Restklassengruppe
zZ/(d) = {0,1,...,d—1}.
Zeige, dass die Abbildung
v Z)(d) — Z, r — T,
kein Gruppenhomomorphismus ist.
Wie in der Vorlesung erwahnt, sind lineare Abbildungen insbesondere Grup-

penhomomorphismen. Den Kern kann man wie folgt auch fiir einen Grup-
penhomomorphismus definieren.

Seien G und H Gruppen und sei
p: G— H

ein Gruppenhomomorphismus. Dann nennt man das Urbild des neutralen
Elementes den Kern von ¢, geschrieben

kernp = ¢ 'ey) = {g € G|(g) =en}.

Es gilt auch wieder das Kernkriterium, also die Aussage, dass ein Gruppen-
homomorphismus genau dann injektiv ist, wenn der Kern trivial ist, d.h. nur
aus 0 besteht.
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Aufgabe 41.10.*

Beweise das Kernkriterium fiir die Injektivitéit eines Gruppenhomomorphis-
mus
p: G— H.

Aufgabe 41.11. Seien G und H Gruppen und sei ¢: G — H ein Grup-
penhomomorphismus. Zeige, dass das Bild von ¢ eine Untergruppe von H
ist.

Aufgabe 41.12.*
Es sei G eine kommutative Gruppe und
o: G—H

ein surjektiver Gruppenhomomorphismus. Zeige, dass H ebenfalls kommu-
tativ ist.

Aufgabe 41.13. Es sei d ein Teiler von n. Zeige, dass es einen eindeutig
bestimmten Gruppenhomomorphismus

Vi Z[(n) — Z/(d)
derart gibt, dass das Diagramm
7 — Z/(n)
N
Z/(d)
kommutiert. Warum lassen sich die Reste modulo 2 und modulo 5 besonders
einfach berechnen?

Aufgabe 41.14. Es seien G und F' kommutative Gruppen und sei H C G
eine Untergruppe mit der zugehdrigen Aquivalenzrelation ~ auf G. Es sei
p: G — F ein Gruppenhomomorphismus mit H C kern . Zeige, dass es
einen eindeutig bestimmten Gruppenhomomorphismus ¢: G/ ~— F mit

pop = p gibt.

Aufgabe 41.15. Zeige direkt und unter Verwendung von Satz 20.4, dass
jede Untergruppe von Z ein Ideal ist.

Aufgabe 41.16. Zeige, dass Z C Q eine Untergruppe, aber kein Ideal ist.
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Aufgabe 41.17.*

Zeige, dass ein kommutativer Ring genau dann ein Kérper ist, wenn er genau
zwei Ideale enthalt.

Aufgabe 41.18.*

Zeige, dass der Kern eines Ringhomomorphismus
v: R— 8

ein Ideal in R ist.

Aufgabe 41.19. Erstelle fiir n = 2,3, ..., 10 Operationstafeln fiir die Addi-
tion und die Multiplikation fiir die Restklassenringe Z/(n). Was haben diese
Tabellen mit dem Rechnen im n-System zu tun?

Aufgabe 41.20.*

(1) Gibt es eine Primzahl x derart, dass auch 410 und x+20 Primzahlen
sind?

(2) Gibt es mehr als eine Primzahl x derart, dass auch x4 10 und = + 20
Primzahlen sind?

Aufgabe 41.21. Bestimme den Rest von 36! modulo 31.
Aufgabe 41.22. Bestimme den Rest von 12! modulo 143.

Aufgabe 41.23. Sei p eine Primzahl. Beweise durch Induktion den kleinen
Fermat, also die Aussage, dass a” — a ein Vielfaches von p fiir jede ganze Zahl
a ist.

Aufgabe 41.24.*

Bestimme das inverse Element zu 44 in Z/(97).
Aufgabe 41.25. Bestimme das inverse Element zu 57 in Z/(139).

Aufgabe 41.26.*

Sei n € N und Z/(n) der zugehorige Restklassenring. Zeige, dass a € Z eine
Einheit modulo n genau dann ist, wenn a und n teilerfremd sind.
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Aufgabe 41.27. Lose die lineare Gleichung

3r =5
fiir die folgenden Korper K
2) K=Q,
b) K =R,

c) K ={0,1}, der Kérper mit zwei Elementen aus Beispiel 11.4,

d) K = {0,1,2,3,4,5,6}, der Korper mit sieben Elementen aus Beispiel
41.11.

Aufgabe 41.28. Lose das folgende lineare Gleichungssystem iiber dem Kor-
per K ={0,1,2,3,4,5,6} aus Beispiel 41.11.

Sr = 4.

Aufgabe 41.29. Lose das folgende lineare Gleichungssystem iiber dem Kor-
per K ={0,1,2,3,4,5,6} aus Beispiel 41.11.

3 4\ (z\ _ (5
2 6)\y) ~ \1)
41.3. Aufgaben zum Abgeben.

Aufgabe 41.30. (2 Punkte)
Es sei K ein angeordneter Korper. Zeige, dass der Betrag
K* — (K., 1), x —> 2|,

ein Gruppenhomomorphismus ist. Was ist der Kern?

Aufgabe 41.31. (3 Punkte)
Betrachte die Matrix
3 4
1 2/
Zeige, dass diese Matrix einen Gruppenhomomorphismus von Q? nach Q?

und ebenso von Z? nach Z? definiert. Untersuche diese beiden Gruppenho-
momorphismen in Hinblick auf Injektivitdt und Surjektivitit.

Aufgabe 41.32. (3 Punkte)

Erstelle Operationstafeln fiir die Addition und die Multiplikation fiir den
Restklassenring Z/(13).
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Aufgabe 41.33. (3 Punkte)
Berechne iiber Z/(5) das Matrizenprodukt

301 2 3 ?;2),3
13302] |}
32123700 ]
12103 (550

Aufgabe 41.34. (3 Punkte)
Lose das folgende lineare Gleichungssystem tiber dem Korper K = {0, 1,2, 3,

4,5,6} aus Beispiel 41.11.
5 1\ (z\ _ (3
2 4)\y) = \5)-

42. VORLESUNG - LUCKEN AUF DEM ZAHLENSTRAHL

42.1. Liicken auf dem Zahlenstrahl.

Eine wichtige Intuition, die sich mit den Punkten auf (der positiven Hilfte
davon) dem Zahlenstrahl und mit positiven reellen Zahlen verbindet, ist, dass
sie alle moglichen Léngen représentieren. Wenn man eine bestimmte Lénge
als Einheitsldnge fixiert (also eine 1 auf dem Zahlenstrahl), so kann man jede
natiirliche Zahl durch das entsprechende Vielfache dieser Einheitsstrecke auf
dem Strahl finden. Dies ldsst sich durch mehrfaches Abtragen der Strecke
realisieren. Auch eine rationale Zahl représentiert eine sinnvolle Lénge, der
Bruch } reprisentiert diejenige Strecke, die die ganzzahlige Strecke a in b
gleichlange Teile unterteilt. Diese Unterteilungspunkte kann man sich gut
vorstellen, und sie lassen sich geometrisch unter Bezug auf die Strahlensétze
auch konstruieren, wie zu Beginn der 24. Vorlesung ausgefiithrt und auch in
der Konstruktion der rationalen Zahlen dargestellt wurde.

Wir beschéftigen uns hier mit der Frage, ob es iiber die rationalen Zahlen hin-
aus sinnvolle Streckenléngen gibt. Geméafl Satz 28.7 kann man jedes Element
eines archimedisch angeordneten Korpers (und damit die Punkte des Zah-
lenstrahls) durch Dezimalbriiche (also insbesondere durch rationale Zahlen)
beliebig gut approximieren. Wenn man also nur an so was wie der Messgenau-
igkeit fiir beliebige Streckenldngen interessiert ist, braucht man die folgen-
den Uberlegungen nicht. Es wird sich aber herausstellen, dass sehr prignante
Strecken nicht durch rationale Zahlen exakt erfasst werden konnen, sondern
dass man dazu neue Zahlen braucht.
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Pythagoras von Samos lebte im sechsten vorchristlichen Jahrhundert. ,,Sein*
Satz war aber schon tausend Jahre frither in Babylon bekannt.

Bemerkung 42.1. Aus der elementaren Geometrie der Ebene ist der Satz
des Pythagoras bekannt, der besagt, dass in einem rechtwinkligen Dreieck
mit Hypotenusenlédnge ¢ und den Kathetenldngen a und b die Gleichheit

a’+ b = ¢

gilt. Die Flacheninhalte der Quadrate zu den Katheten ergénzen sich al-
so zum Fldcheninhalt des Hypotenusenquadrates. Ein besonders bekanntes
rechtwinkliges Dreieck ist das mit den ganzzahligen Seitenldngen 3,4, 5. Man
kann beliebige Seitenldngen a, b vorgeben und diese miteinander rechtwinklig
anordnen und erhélt durch Verbindung der beiden anderen Enden ein recht-
winkliges Dreieck. Aufgrund des Satzes des Pythagoras ist dann die Lénge
der Hypotenuse (nicht nur geometrisch, sondern auch) rechnerisch festgelegt.
Die Hypotenusenlénge sollte also, wenn a und b sinnvolle Streckenléngen sind,
auch eine sinnvolle, mathematisch erfassbare Streckenldnge sein. Dies muss
insbesondere fiir ganzzahlige a, b gelten, fiir die Summe a2+ b? von zwei Qua-
dratzahlen sollte es also stets eine Zahl geben, deren Quadrat gleich dieser
Summe ist.
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Beispiel 42.2. Wir betrachten ein Quadrat mit Seitenlénge 1. Die Diago-
nale darin kann man als Hypotenuse des in dem Quadrat zweifach liegenden
rechtwinkligen Dreiecks auffassen. Nach dem Satz des Pythagoras hat die
Léange der Diagonalen die Eigenschaft, dass ihr Quadrat davon gleich

1?+1* =2

ist. Inwiefern gibt es eine Zahl x mit 22 = 27 Dies ist keine einfache Frage.
Was man ziemlich schnell begriinden kann, ist, dass es innerhalb der rationa-
len Zahlen eine solche Zahl nicht geben kann! Wenn wir ndmlich annehmen,
dass die rationale Zahl

die Eigenschaft

T =2

G
besitzt, so kann man zunéchst annehmen, dass die Darstellung gekiirzt ist,
also a und b keinen gemeinsamen Teiler > 2 haben. Durch Multiplikation mit

b? erhilt man innerhalb der natiirlichen Zahlen die Gleichung
a’ = 207
Nennen wir diese Zahl z. Aufgrund der rechten Seite sieht man, dass die-

se Zahl gerade ist. Dann muss auch a gerade sein, da das Quadrat einer
ungeraden Zahl ungerade ist. Wir konnen also

a = 2d
schreiben und aus der Gleichung
(2d)? = 20>
einmal die 2 kiirzen, was
2d° = b

ergibt. Mit dem Argument von eben erhilt man, dass auch b gerade ist, im
Widerspruch zur gekiirzten Darstellung.

Wir fithren die folgende Sprechweise ein, die wir hauptséachlich fiir Korper
anwenden werden.

Definition 42.3. In einem kommutativen Halbring R nennt man zu k € N>,
und einem Element r € R ein Element x € R mit

o =7

eine k-te Wurzel von r.

Im Allgemeinen gibt es keine Wurzeln, und wenn es welche gibt, so sind sie
nicht eindeutig bestimmt. Im Kontext von Strecken und unter den positiven
reellen Zahlen gibt es, wie wir spéiter sehen werden, eindeutig bestimmte
k-te Wurzeln. Sie werden mit /2 bezeichnet, wobei wir diese Bezeichnung
gelegentlich schon verwenden werden. Fine weitere Bezeichnungsweise ist Tk,
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Bei £ = 2 spricht man von Quadratwurzeln, in diesem Fall schreibt man
1

Vo = Jr = z3.

Wenn man sich auf die positive Hélfte eines angeordneten Korpers be-

schrinkt, so gibt es maximal eine Wurzel. Im Falle der Existenz bezieht
sich die Bezeichnung

\k/a = a]%
auf dieses eindeutig bestimmte Element.

Lemma 42.4. Es set K ein angeordneter Korper und es seia € K>o. Ferner
setn € Ny. Dann gibt es hochstens ein x € K> mit

Beweis. Bei a = 0 ist auch = 0, sei also a positiv. Es seien z,y € K
Elemente mit

Dann ist

Aus 5 > 1 bzw. % < 1 ergibt sich sofort ein Widerspruch wegen Lemma
19.13 (6). Somit ist = 1 und z = y. O

Verschiedene Wurzeln aus verschiedenen Elementen in einem angeordneten
Korper kann man haufig einfach vergleichen, indem man zu einer geeigneten
Potenz iibergeht und Lemma 25.16 heranzieht. Beispielsweise ist

V5 < V9,
da

12 12
(%) — 50— 625 < 729 = OF — <<7§>
1st.

Eine weitgehende Verallgemeinerung der obigen Beobachtung, dass v/2 keine
rationale Zahl ist, kommt im folgenden Satz zum Ausdruck.

Satz 42.5. Sein = pi*---p die kanonische Primfaktorzerlegung der na-
tirlichen Zahl n. Sei k eine positive natirliche Zahl und sei vorausgesetzt,
dass nicht alle Fxponenten «; ein Vielfaches von k sind. Dann gibt es keine
rationale Zahl ¢ mit der Eigenschaft

n = ¢~
d.h. innerhalb der rationalen Zahlen besitzt n keine k-te Wurzel.

Beweis. Nehmen wir an, dass die rationale Zahl

1= 3
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die Eigenschaft
k

b (@)

besitzt. Wir multiplizieren mit b* und erhalten in N die Gleichung
a® = b* - n.

Wegen Satz 20.8 besitzt diese Zahl, nennen wir sie z, eine eindeutige Primfak-
torzerlegung und insbesondere ist der p-Exponent davon zu jeder Primzahl
p eindeutig bestimmt. Sei p eine Primzahl mit der Eigenschaft, dass der p-
Exponent von n kein Vielfaches von k ist, was es nach Voraussetzung geben
muss. Von der rechten Seite der letzten Gleichung her ist der p-Exponent

von z kein Vielfaches von k, von der linken Seite her aber doch, was ein
Widerspruch ist. O

Diese Aussage bedeutet, dass eine natiirliche Zahl innerhalb der rationalen
Zahlen nur dann eine Wurzel besitzt, wenn sie schon innerhalb der natiirli-
chen Zahlen eine Wurzel besitzt.

Die Spirale des Theodorus. In dieser Weise kann man alle Quadratwurzeln von
natiirlichen Zahlen geometrisch konstruieren.

Bemerkung 42.6. Die Quadratwurzel aus 2 tritt als Léinge der Diagonalen
in einem Quadrat mit Seitenlédnge 1 auf und ist von daher sicher eine sinnvolle
Streckenldnge. Wie sieht es mit den anderen Quadratwurzeln zu natiirlichen
Zahlen n aus? Wenn man die Diagonale im Quadrat mit Seitenlénge n be-
trachtet, so besitzt die Diagonale die Seitenlinge v/2n. Diese Zahl entsteht
also durch eine einfache arithmetische Operation aus den bekannten natiirli-
chen Zahlen und der v/2. Wenn man Rechtecke mit ganzzahligen Seitenléingen
betrachtet, so erhilt man als Diagonallingen beispielsweise v/5 (Seitenldngen
1 und 2), V10 (Seitenlingen 1 und 3), /13 (Seitenlingen 2 und 3), u.s.w.
Man kann aber durch eine einfach geometrische Konstruktion induktiv zei-
gen, dass jede Quadratwurzel aus einer natiirlichen Zahl als Strecke auftritt.
Dazu startet man mit der Strecke v/2 und macht daraus die Kathete eines
rechtwinkligen Dreiecks, dessen andere Kathete die Seitenlédnge 1 besitzt. Die
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Hypotenuse dieses Dreiecks hat dann die Lange

VVZ 412 = VaET = V3.

So kann man aus jedem /n auch die Liange v/n + 1 erhalten. Diese Prozedur
wird in der Spirale von Theodorus veranschaulicht.

Der goldene Schnitt kommt auch in der Natur vor, hier im Verhéltnis der
benachbarten Umléufe bei einer Schnecke.

Beispiel 42.7. Es sei eine Strecke mit den Endpunkten A und B gegeben.
Ein Punkt G auf der Strecke unterteilt die Strecke in zwei Teilstrecken. Wir
suchen einen Punkt G, der die Eigenschaft besitzt, dass das Verhéltnis der
groflen Teilstrecke zur kleinen Teilstrecke mit dem Verhéltnis der Gesamt-
strecke zur groflen Teilstrecke iibereinstimmt. Diese Eigenschaft definiert den
sogenannten goldenen Schnitt. Wenn man mit der Einheitsstrecke von 0 bis
1 auf dem Zahlenstrahl arbeitet, so geht es um die Bedingung

o
r 1—2z
Diese Bedingung kann man zu
11—z = 22
bzw.
P 4+r—-1=0

umwandeln. Eine weitere Umformung fiithrt auf

1\? 1
) -2 -1=0
(a:+2> 1

bzw.
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also

-1
T = \/52 ~ 0,6180339....

Bemerkung 42.8. Die Beobachtung, dass eine Gleichung der Form
¢ =c

mit ¢ € QQ innerhalb der rationalen Zahlen im Allgemeinen keine Losung be-
sitzt, und dass man daher nach einer Erweiterung der Zahlen suchen sollte, in
dem es eine Losung gibt, sollte man in Analogie zu den Gleichungen sehen, die
vorhergehende Zahlbereichserweiterungen motiviert haben. Die Gleichungen
der Form

a=b+x,

die innerhalb der natiirlichen Zahlen formulierbar, aber nicht 16sbar sind,
fithrten zur Zahlbereichserweiterung von N nach Z, und die Gleichungen der
Form

a = bz,

die innerhalb der ganzen Zahlen formulierbar, aber nicht 16sbar sind, fiithrten
zur Zahlbereichserweiterung von Z nach Q.

o 1 2 3 4

T
| &Y
¢

Beispiel 42.9. Ein Kreis mit der Einheitsstrecke als Durchmesser (oder als
Radius) hat einen bestimmten , Umfang®“. Ist dieser Umfang eine sinnvolle
Streckenlénge? Einerseits ist der Kreisbogen gekriimmt und nicht gerade,
wie das Strecken sind, von daher ist es keineswegs selbstversténdlich, dass
der Umfang eine sinnvolle Streckenléinge sein soll. Andererseits ist aber die
Vorstellung naheliegend, dass man den Kreis an einer Geraden (wie dem
Zahlenstrahl) abrollen kann und dabei schauen kann, wohin man nach genau
einer vollen Umdrehung gelangt. Die dadurch auf den Zahlenstrahl markierte
Zahl, also die Kreisbogenlidnge, nennt man 7. (wenn man die Einheitsstrecke
als Radius nimmt, erhdlt man beim Abrollen 27). Dies ist eine sowohl von
ihrer mathematischen Natur her als auch von der numerischen Berechnung
her schwierige Zahl. Zum Beispiel ist es nicht einfach zu zeigen, dass diese
Zahl nicht rational ist.
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Beispiel 42.10. Wir betrachten die Standardparabel, also den Graphen der
Funktion

K — K, t — t%

wobei K ein archimedisch angeordneter Korper ist. Kann man dem Aus-
schnitt des Graphen, der sich oberhalb des Einheitsintervalles von 0 bis 1
erstreckt, eine sinnvolle Linge '? zuordnen? Wenn ja, gehort diese Zahl zu
den rationalen Zahlen?

Bemerkung 42.11. Nach Satz 28.7 fithrt jedes Element x € K in einem
archimedisch angeordneten Koérper zu einer Dezimalbruchfolge, fiir die die
Abschéatzung

Tp < x < Tp+ —
= T

gilt und die nach Korollar 28.10 konvergiert. Grundsétzlich kann man sich
zu einer jeden Dezimalbruchfolge, also einer Folge aus Dezimalbriichen

— aj,n
T 0
mit a, € Z und mit der Eigenschaft
an Gnt1 an, + 1

10m — 107+t < 10m
fragen, ob es dazu einen Punkt in dem Korper gibt, gegen den die Folge
konvergiert. Dies ist keineswegs immer der Fall, fiir die rationalen Zahlen
gilt es nicht, und zwar werden wir spéter in Satz 47.7 sehen, dass genau
die periodischen Dezimalbruchfolgen gegen eine rationale Zahl konvergieren.
Gibt es fiir die nichtperiodischen Dezimalbruchfolgen eine sinnvolle Interpre-
tation als eine Zahl? Nichtperiodische Dezimalbruchfolgen kénnen durchaus
systematisch sein, wie die (in Kommazahlschreibweise gegebenen) Dezimal-
bruchfolgen
0,101001000100001000001 . . .

2Djes wird unter dem Stichwort Kurvenldngen behandelt und gehort zur Integrations-
theorie, siehe Beispiel 38.11 (Analysis (Osnabriick 2014-2016)).
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oder
0,123456789101112131415.. ..

verdeutlichen.

Bemerkung 42.12. Die Frage, inwiefern es iiber die rationalen Zahlen hin-
aus weitere sinnvolle Zahlen gibt, geht in die griechische Antike zuriick. Die
Frage wurde in der Form gestellt, ob je zwei in natiirlicher Weise gegebe-
ne Strecken zueinander kommensurabel sind, ob es also eine dritte Strecke
gibt, von der beide Strecken ganzzahlige Vielfache sind. Die Pythagoreer
waren von der Harmonie des Universums iiberzeugt und das schloss ihrer
Auffassung nach mit ein, dass alle Streckenverhéltnisse durch ganze Zahlen
ausgedriickt werden koénnen. Solche ganzzahligen Beziehungen fanden sie in
der Musik (Schwingungsverhéltnisse) und vermuteten sie fiir die Planeten
und ihre Bewegungen und fiir die gesamte Geometrie. Es wird dariiber spe-
kuliert, ob in den pythagoreischen Kreisen die in Beispiel 42.2 besprochene
Uberlegung, die die Irrationalitit der v/2 begriindet (die Inkommensurabi-
litdt von Seitenldnge und Diagonale in einem Quadrat), bekannt war und
sogar geheimgehalten wurde. Jedenfalls setzte sich spéter in der Antike die
Erkenntnis durch, dass es irrationale Zahlen geben muss.

Wie in Beispiel 22.6 erwéahnt, sind die Schwingungsverhéltnisse bei einer Ton-
art feste rationale Verhéltnisse. Ein Klavier wird allerdings anders gestimmt,
rationale Verhéltnisse gelten also noch nicht einmal in der Musik.

Beispiel 42.13. In der gleichstufigen Stimmung eines Klaviers zerlegt man
eine Oktave in zwolf gleichgrofle Frequenzverhéltnisse. Da eine Oktave das
Frequenzverhéltnis 2 : 1 bedeutet, ist das Frequenzverhéltnis von zwei be-
nachbarten (weiBen oder schwarzen) Tasten durch %/2 gegeben. Somit sind
die Schwingungsverhéltnisse zwischen den Ténen im Allgemeinen irrational.
Der Vorteil bei dieser Stimmung ist, dass man jede Tonart auf dem Klavier
mit unmerklichen Abweichungen von den harmonischen rationalen Verhélt-
nissen spielen kann.

42.2. Liicken schlieflen.

Wie kann man die irrationalen Liicken auf dem Zahlenstrahl in sinnvoller
Weise adressieren bzw. lokalisieren und letztlich schlieen? Mit diesen Fragen
werden wir uns n den néchsten Vorlesungen beschéftigen.
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42. ARBEITSBLATT

42.1. Die Pausenaufgabe.

Aufgabe 42.1. Vergleiche V/10 und /2.

42.2. Ubungsaufgaben.

Aufgabe 42.2. Was hat die Din-Norm fiir Papier mit Wurzeln zu tun?

Aufgabe 42.3. Welche elementargeometrischen Beweise fiir den Satz des
Pythagoras kennen Sie?

Aufgabe 42.4. Erlautere, warum die Schreibweise zx fiir die k-te Wurzel
aus x sinnvoll ist.

Aufgabe 42.5. Berechne 1\2/§2 . \6/55.
Aufgabe 42.6. Zeige, dass es in Q kein Element z mit 22 = 2 gibt.

Aufgabe 42.7. Es sei p eine Primzahl. Zeige, unter Verwendung der eindeu-
tigen Primfaktorzerlegung von natiirlichen Zahlen, dass die reelle Zahl |/p
irrational ist.

Aufgabe 42.8.*

Begriinde geometrisch, dass die Wurzeln /n, n € N, als Linge von , natiirli-
chen® Strecken vorkommen.

Aufgabe 42.9. Es sei K ein angeordneter Korper und a € K. Zeige, dass
die Gleichung 2?> = a hochstens zwei Losungen in K besitzt.

Aufgabe 42.10. Es sei K ein Korper und a € K. Zeige, dass die Gleichung

22 = a hochstens zwei Losungen in K besitzt.

Aufgabe 42.11. Zeige, dass es in Z/(5) vier Losungen fiir die Gleichung
4
- =1

gibt.
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Aufgabe 42.12. Man konstruiere einen kommutativen Ring R, in dem die
4 mindestens drei Quadratwurzeln besitzt.

Aufgabe 42.13. Vergleiche

V2 + V7 und V3 + V5.

Aufgabe 42.14. Es sei K ein angeordneter Korper und a,b,¢c € K, mit
a > b > c. Zeige

Va+b+vVa—-b < Va+c+vVa—-c.

Aufgabe 42.15. Bestimme die Quadrate und ihre Quadratwurzeln im Rest-
klassenkorper Z/(13).

Aufgabe 42.16. Es sei K ein angeordneter Korper mit /n € K., wobei
n € N keine Quadratzahl sei. Zeige, dass

{p+aqvnlp,qeQ} C K

ein Korper ist.

Aufgabe 42.17. Betrachte die Menge
K= {p+q\/5!p,q € Q} :

wobei v/5 zuniichst lediglich ein Symbol ist.

a) Definiere eine Addition und eine Multiplikation auf dieser Menge derart,
dass \/52 = 5 ist und dass K zu einem Korper wird.

b) Definiere eine Ordnung derart, dass K zu einem angeordneten Korper
wird und dass /5 positiv wird.

c) Fasse die Elemente von K als Punkte im Q? auf. Skizziere eine Trennlinie
im Q2, die die positiven von den negativen Elementen in K trennt.

d) Ist das Element 23 — 11+/5 positiv oder negativ?

Aufgabe 42.18. Zeige, dass man v/3 nicht in der Form
V3 =p+qV2

mit p, ¢ € Q schreiben kann.
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Zu einem kommutativen Ring R bezeichnet man die Elemente, die beziiglich
der Multiplikation ein Inverses besitzen, als Einheiten. Sie bilden eine Grup-
pe, die sogenannte Einheitengruppe, die mit R* bezeichnet wird. Bei einem
Korper ist einfach K* = K\ {0}.

Aufgabe 42.19. Es sei K ein Korper. Zeige, dass die Quadrate in K* eine
Untergruppe von K* bilden.

Aufgabe 42.20. Es sei K ein angeordneter Korper. Zeige, dass die Quadrate
in K eine Untergruppe von K bilden.

Aufgabe 42.21. Es sei Q* C Q. die (multiplikative) Untergruppe der
Quadrate innerhalb der rationalen Zahlen und es sei ~ die zugehérige Aqui-
valenzrelation auf Q.. Zeige, dass jede Aquivalenzklasse einen eindeutigen
Repréasentanten besitzt, der durch eine natiirliche Zahl gegeben ist, in deren
Primfaktorzerlegung jeder Primfaktor einfach ist (die 1 erfiille diese Eigen-

schaft).

Aufgabe 42.22. Vergleiche

Aufgabe 42.23. Es sei K ein angeordneter Korper. Es sei vorausgesetzt,
dass in K die (positiven) Elemente 8'/2 und 25'/? existieren. Welches ist
groBer?

42.3. Aufgaben zum Abgeben.

Aufgabe 42.24. (3 Punkte)

Bestimme das inverse Element zu 71 in Z/(167).

Aufgabe 42.25. (2 Punkte)

Bestimme die Quadrate und ihre Quadratwurzeln im Restklassenkorper
Z/(19).

Aufgabe 42.26. (2 Punkte)

Es sei K ein angeordneter Korper, a € K und n € N,. Zeige, dass die
Gleichung ™ = a hochstens zwei Losungen in K besitzt.
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Aufgabe 42.27. (2 Punkte)
Zeige, dass es in Z/(7) sechs Losungen fiir die Gleichung
® =1

gibt.

Aufgabe 42.28. (4 Punkte)
Es seien a, b ganze Zahlen und x € QQ eine Losung der Gleichung
v +ar+b=0.

Zeige, dass x eine ganze Zahl ist.

Aufgabe 42.29. (3 Punkte)

Es sei K ein angeordneter Korper und a € K, a > 1. Es seien m > n positive
ganze Zahlen. Zeige
Va < Ya.

43. VORLESUNG - QUADRATWURZELN

43.1. Quadratwurzeln.

Wir betrachten die Quadratwurzel v/5, von der wir die algebraische Eigen-
schaft, dass ihr Quadrat gleich 5 sein soll, und eine geometrische Realisierung
schon kennen. Wir wissen auch, dass es innerhalb der rationalen Zahlen eine
solche Zahl nicht gibt. Es ist im Moment nicht klar, in welcher Weise es diese
Zahl gibt, zu welcher Zahlmenge sie gehoren soll und wie mit ihr zu rechnen
ist. Es ist aber klar, dass sie innerhalb der rationalen Zahlen eine ,,Liicke*
aufweist. In den néchsten Vorlesungen diskutieren wir Moglichkeiten, solche
Liicken zu erkennen, zu erfassen, zu lokalisieren, rational zu approximieren
und rechnerisch mit ihnen umzugehen. In einem weiteren Schritt werden wir
samtliche Liicken systematisch auffiillen und erhalten dadurch die reellen
Zahlen, die ihrerseits liickenlos, oder, wie wir sagen werden, vollsténdig sind.
Diesen Prozess kann man mathematisch mit einer Reihe von unterschied-
lichen Konzepten durchfiihren, die alle letztlich zu ein und dem gleichen
Korper der reellen Zahlen fithren. Wir werden die folgenden Konzepte ken-
nenlernen.

e Cauchy-Folgen.

e Wachsende, nach oben beschrinkte Folgen.

e Dezimalzifferentwicklungen (Dezimalbruchfolgen).
e Intervallschachtelungen.

e Dedekindsche Schnitte.
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Diese Konzepte besitzen jeweils viele Vor- und Nachteile, die wir spéter ein-
gehend diskutieren werden. Als mogliche Kriterien seien aber schon mal ge-
nannt.

(

1) Nihe zur Intuition des Strahlenstrahls.

(2) Rechnerische Zugénglichkeit.

(3) Einfachheit der Konstruktion der reellen Zahlen.

(4) Einfachheit des Nachweises von Eigenschaften der reellen Zahlen.
(5) Bedeutung iiber die Einfithrung der reellen Zahlen hinaus.

(6)

Mathematische Eleganz.
In dieser Vorlesung werden wir die Ideen, die diesen Konzepten zugrunde
liegen, beispielhaft an Quadratwurzeln vorstellen.

Beispiel 43.1. Wir wissen, dass es keine rationale Zahl gibt, deren Quadrat
gleich 5 ist. Wir konnen aber fiir jede rationale Zahl x einfach bestimmen,
ob ihr Quadrat 22 gréfier oder kleiner als 5 ist, und das Ergebnis kénnen wir
dann so interpretieren, dass x kleiner oder grofler als die nicht vorhandene
Zahl /5 ist (wir beschrénken uns im Moment auf positive rationale Zahlen).
Fiir x = 21ist 22 = 4 < 5 zu klein und fiir x = 3ist 32 = 9 > 5 zu grof.
Damit miissen wir uns iiber die rationalen Zahlen, die kleiner als 2 oder
aber grofler als 3 sind, gar keine Gedanken mehr machen. Aus y > = > 0
folgt aus den Anordungseigenschaften direkt y?> > x2, siche Lemma 19.13
(8). Man muss also nur Rechnungen fiir rationale Zahlen zwischen 2 und 3
7

durchfiihren. Nehmen wir beispielsweise x = 3, so ist

7\? 49
~) =2 > 5.
(5) =5
9\? 81
(5 -2

11\* 121 s
5) 25 '
Wegen g > % wissen wir, dass alle rationalen Zahlen oberhalb von % zu grof3

und alle rationalen Zahlen unterhalb von % zu klein sind, wir miissen also nur

noch Zahlen zwischen % = 2,2 und % = 2,25 iiberpriifen. Das vermittelt eine

gewisse GroBenvorstellung fiir die ,,gesuchte Zahl“ /5, es gibt aber unendlich
viele Zahlen, die ebenfalls zwischen diesen beiden Zahlen liegen. Wenn wir
endlich viele Zahlen dahingehend iiberpriift haben, ob ihr Quadrat kleiner
oder grofer als 5 ist, so sind wir stets in einer vergleichbaren Situation, dass
die Zahlen zwar einen , kleinen* Bereich eingrenzen, es aber darin unendlich
viele Zahlen gibt.

Nehmen wir z = %, So ist

Bei z = % ist
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Ein anderer Ansatz ist es, direkt die Mengen
K = {IEQE()‘SLQ < 5}

und
G = {I’EQ20’$2 > 5}

zu betrachten. Dies ist eine Zerlegung von Q> in zwei disjunkte Teilmengen.
Dieses Paar (bzw. eine Menge davon, da sie ja die andere als Komplement
festlegt) ist eine exakte Beschreibung der durch v/5 in den rationalen Zahlen
bedingten Liicke, der Spur, die v/5 auf den rationalen Zahlen hinterldsst.
Rechnerisch wurde zwar nichts gewonnen, da man nach wie vor fiir jedes
einzelne x durch eine Rechnung iiberpriifen muss, ob =z zu K oder zu G
gehort. Es ist aber immerhin ein mathematisches Objekt gefunden, das v/5
eindeutig beschreibt. Der Preis ist, dass dieses mathematische Objekt in der
Potenzmenge der rationalen Zahlen angesiedelt und somit sehr abstrakt ist.
Es handelt sich um einen sogenannten Dedekindschen Schnitt.

Beispiel 43.2. Wir versuchen nun, die Zahl v/5 systematisch durch Dezi-
malbriiche zu approximieren. Wir wissen bereits

2<vVh <3

(eine solche Abschitzung ergibt nur Sinn in einem angeordneten Korper,
in dem es ein Element /5 gibt, die Grenzen links und rechts gehoren aber
jedenfalls zu Q). Was ist die beste Approximation mit einem Dezimalbruch
mit 10 im Nenner? Durch etwas Probieren erhélt man

22 23
— < Vh < —.
10 V5 10

Entsprechend erhilt man fiir den Nenner 102 die beste Approximation
223 224
— < Vi < —
100 V5 100’
fiir den Nenner 103 erhélt man
2236 2237
— < VO < —
1000 V5 1000’
u.s.w. Wenn man die vorhergehende beste Approximation um eine Zehner-
potenz verbessern moéchte, so muss man maximal vier nachste Ziffern durch-

probieren, man ergénzt die bisherige untere Ziffernfolge um eine 5 u.s.w. Die
ersten approximierenden Dezimalbriiche von unten sind

22 223 2236 22360 223606 2236067
7107 1007 10007 10000 100000" 1000000™ "

Definition 43.3. Sei K ein angeordneter Korper. Zu a,b € K, a < b, nennt
man

o a,b) ={x € K|z >aund z < b} das abgeschlossene Intervall.

ela,bj={x € K|z > a und = < b} das offene Intervall.
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ola,b) ={x € K|z > aund x < b} das linksseitig offene Intervall.

o [a,b[={z € K|z > aund = < b} das rechisseitig offene Intervall.

Die Differenz b —a nennt man die Intervalllinge. Bei a, b € Z spricht man von
einem ganzzahligen Intervall, das Intervall [0, 1] heiBt das (abgeschlossene)
Einheitsintervall. Mit dem Intervallbegriff ldsst sich die zuletzt formulierte
Approximation durch die Dezimalbruchfolge unter einen etwas anderen Ge-
sichtspunkt stellen.

Beispiel 43.4. Aufgrund der Berechnungen in Beispiel 43.2 wissen wir, dass
in einem angeordneten Korper, der die v/5 enthilt, diese in den zunehmend
kleiner werdenden Intervallen

22 23 _ 223 224. _ 2236 2237
2,31 2 [l 2 55 77 2 [
10" 10 107 10 10 7 10

1
) 10’ 100’ 10007 ° "

es auch in Q und sie helfen bei der Lokalisierung von /5, auch wenn diese
Zahl gar nicht zu QQ gehort. Der Vorteil einer solchen Intervallschachtelung
gegeniiber der Dezimalbruchfolge ist, dass sie den Wert von beiden Seiten
eingrenzt, wihrend die Dezimalbruchfolge direkt nur untere approximierende
Werte liefert. Wenn man beliebige konvergente Folgen betrachtet, so weif3
man nur, dass grundséitzlich eine Approximation vorliegt, ohne dass man
dies quantitativ ausdriicken kann. Bei einer Intervallschachtelung gibt jedes
beteiligte Intervall eine direkte Eingrenzung, aus der der maximale Fehler
unmittelbar abschétzbar ist.

—1 2

liegt. Die Lange der Intervalle ist hier 1 Diese Intervalle gibt

Eine spezielle Methode ist die Intervallhalbierung. Dabei halbiert man das
zuvor gefundene Intervall in zwei gleichlange Hélften und schaut, ob das ge-
suchte Element zur kleineren oder zur grofleren Hélfte gehort und nimmt
dann das passende Intervall als ndchstes Intervall. Bei diesem Verfahren hal-
biert sich die Intervalllinge mit jedem Schritt. In unserem Beispiel erhilt
man

23 2 [,
2 [2,2]
179

2 [§7 ]

4
35 9 719 143 9 143 287

P _] 2 [_7 _] 2 [ ) _] 2 [ ) ] 2
16" 4 32°4 64 "4 64 " 128
43.2. Das Heron-Verfahren.

Die oben angefiihrte Dezimalbruchfolge wirkt vertraut, weil die Dezimalzif-
fernentwicklung vertraut ist, und weil das das ist, was der Taschenrechner
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ausspuckt. Es gibt aber Folgen, die weit schneller die Quadratwurzel be-
rechnen und die auch der Taschenrechner verwendet. Das sogenannte Heron-
Verfahren (auch babylonisches Wurzelziehen genannt) ist ein typisches Bei-
spiel dafiir, dass Dezimalbruchfolgen im Allgemeinen nicht optimal sind, und
es kiinstlich wére, sich auf sie zu beschrianken.

Beispiel 43.5. Wir wollen die Quadratwurzel einer natiirlichen Zahl , be-
rechnen®, sagen wir von 5. Eine solche Zahl x mit der Eigenschaft 22 = 5
gibt es nicht innerhalb der rationalen Zahlen, wie aus der eindeutigen Prim-
faktorzerlegung folgt. Wenn x € R ein solches Element ist, so hat auch —x
diese Eigenschaft. Mehr als zwei Losungen kann es aber nach Aufgabe 42.9
nicht geben, so dass wir nur nach der positiven Losung suchen miissen.

Obwohl es innerhalb der rationalen Zahlen keine Losung fiir die Gleichung
x? = 5 gibt, so gibt es doch beliebig gute Approximationen innerhalb der
rationalen Zahlen dafiir. Beliebig gut heifit dabei, dass der Fehler (oder die
Abweichung) unter jede positive Schranke gedriickt werden kann. Das klas-
sische Verfahren, um eine Quadratwurzel beliebig gut anzunédhern, ist das
Heron-Verfahren, das man auch babylonisches Wurzelziehen nennt. Dies ist
ein iteratives Verfahren, d.h., die néchste Approximation wird aus den vor-
ausgehenden Approximationen berechnet. Beginnen wir mit a := xq := 3 als
erster Niherung. Wegen 22 = 3> = 9 > 5 ist xg zu grof}, d.h. es ist g > .
Aus a® > 5 (mit a positiv) folgt zuniichst 5/a* < 1 und daraus (5/a)* < 5,
d.h. 5/a < /5. Man hat also die Abschitzungen

5
“<V5<a

a

wobei links eine rationale Zahl steht, wenn rechts eine rationale Zahl steht.
Eine solche Abschitzung vermittelt offenbar eine quantitative Vorstellung
dariiber, wo V5 liegt. Die Differenz a — 5/a ist ein Maf fiir die Giite der
Approximation.

Beim Startwert 3 ergibt sich, dass die Quadratwurzel von 5 zwischen 5/3 und
3 liegt. Man nimmt nun das arithmetische Mittel der beiden Intervallgrenzen,
also

Wegen (%)2 = % > 5 ist dieser Wert wieder zu grof und daher liegt v/5
im Intervall [5 - £, I]. Von diesen Intervallgrenzen nimmt man erneut das
arithmetische Mittel und setzt

Ty 4T
2 21

Wi

To =

als néchste Approximation. So fortfahrend erhélt man eine immer besser
werdende Approximation von v/5.
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Beispiel 43.6. Wir berechnen eine approximierende Folge zu v/5 wie in
Beispiel 43.5, allerdings mit dem Startwert 2. Die ersten Folgenglieder sind
9 161 51841
4727231847
Der letzte Wert stimmt schon in acht Nachkommastellen mit dem wahren
Wert iiberein.

Heron von Alexandria (1. Jahrhundert n.C.)
Allgemein ergibt sich das folgende Heron-Verfahren.

Verfahren 43.7. Es sei ¢ € K, ein positives Element in einem archime-
disch angeordneten Korper. Die Heron-Folge zu einem beliebigen positiven
Startwert x( ist rekursiv durch

Tn + o
Tpi1 = —
definiert.
Man berechnet also sukzessive das arithmetische Mittel aus x,, und <. Das

Produkt dieser beiden Zahlen ist ¢, somit ist die eine Zahl groﬁer und die
andere Zahl kleiner als y/c. Die Idee des Verfahrens liegt darin, in der Mitte
dieser beiden Zahlen eine bessere Approximation zu finden. Die Folgenglie-
der der Heron-Folge sind offenbar stets positiv. Typischerweise startet man
mit einer natiirlichen Zahl als Anfangswert die in der Gréflenordnung der
Quadratwurzel von c liegt.

Die Idee, die dem Heron-Verfahren zugrunde liegt, kann man auch so ver-
stehen: Man mochte ein Quadrat mit dem Fléacheninhalt ¢, also mit der Sei-
tenlédnge \/c konstruieren. Man gibt sich eine approximierende Seitenlinge
x vor und betrachtet das Rechteck, dessen eine Seitenlinge x und dessen
Flacheninhalt ¢ ist. Dann muss die zweite Seitenldnge gleich £ sein. Wenn x
zu grof3 ist, muss ¢ zu klein sein. Fiir das néchste approximierende Recht-
eck nimmt man als eine Seitenlénge das arithmetische Mittel aus den beiden

Seitenldngen des vorhergehenden Rechtecks.
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Satz 43.8. Es sei K ein angeordneter Kérper und ¢ € K. Es sei xy ein
positiver Startwert und (x,,), oy die zugehirige Heron-Folge. Dann gelten fol-
gende Aussagen.

(1) Firn > 1 st

und

(2) Die Heron-Folge ist ab dem ersten Glied fallend.
(3) Es st
c c

C |— .
[xn+17xn+1] = [l‘nVrH]

(4) Fir die Intervalllingen

by = x, — <
I
gilt die Beziehung
1
l = 72
n+1 4l'n+1 n

und bei ¢ > 1 gilt insbesondere
1
gn—i—l S Zgi

Beweis. (1) Es gilt
2

C
2 . In_l + Tn—1
X, —C = —2 — C

22 424 £

T —c
4 2
2 c
x5 — 2c+ o

2

4
Tp—1 — xnc_l
N 2
> 0.
Somit ist
2 > c

2
Wegen x,, - ;= = c folgt nach Lemma 19.13 (8), dass (i) < c ist.
(2) Aufgrund von (1) ist
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und aufgrund des strengen Wachstums des Quadrierens im positiven
Teil ist

c
— < x,.
xn

Nach Aufgabe 25.24 liegt das arithmetische Mittel stets zwischen den
beiden Zahlen, also ist
i S Tpt1 S L.
T
(3) Dies folgt aus (1) und (2).
(4) Nach der Rechnung in Teil (1) ist

2 2
¢ Tpyy—c 1 c
Tpt1 — = Tp—— | -

Ln+1 Ln+1 411
Beic > 1 ist

1 1 1
< —.
dr,.1 — 4c 4

U

Das eben beschriebene Verfahren liefert also zu jeder natiirlichen Zahl n eine
Folge, die eine durch eine gewisse algebraische Eigenschaft charakterisierte
Zahl beliebig gut approximiert. Bei vielen technischen Anwendungen geniigt
es, gewisse Zahlen nur hinreichend genau zu kennen, wobei allerdings die
benétigte Giite der Approximation von der technischen Zielsetzung abhéngt.
Es gibt im Allgemeinen keine Giite, die fiir jede vorstellbare Anwendung
ausreicht, so dass es wichtig ist zu wissen, wie man eine gute Approximation
durch eine bessere Approximation ersetzen kann und wie viele Schritte man
machen muss, um eine gewiinschte Approximation zu erreichen. Dies fiihrt
zu den Begriffen Folge und Konvergenz.

43.3. Folgen.

Wir wiederholen die Begriffe Folge und Konvergenz in einem angeordneten
Korper, die wir schon in der 28. Vorlesung im Kontext des Divisionsalgorith-
mus erwahnt haben.

Definition 43.9. Es sei M eine Menge. Eine Abbildung
N— M, n+—— x,,
nennt man auch eine Folge in M. Eine Folge wird héufig in der Form

(xn)neN

geschrieben.

Eine Folge wird zumeist als (z,),y, oder einfach nur kurz als (z,), ge-
schrieben. Manchmal sind Folgen nicht fiir alle natiirlichen Zahlen definiert,
sondern nur fiir alle natiirlichen Zahlen > N. Alle Begriffe und Aussagen las-
sen sich dann sinngeméfl auch auf diese Situation iibertragen. Grundsétzlich
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gibt es Folgen in jeder Menge, fiir die meisten Eigenschaften, fiir die man
sich im Kontext von Folgen interessiert, braucht man aber eine zusétzliche
,topologische Struktur®, eine Struktur, mit der man ,N&he“ erfassen kann,
wie sie in einem angeordneten Korper existiert. Dies gilt insbesondere fiir
den folgenden zentralen Begriff.

Definition 43.10. Es sei (), eine Folge in einem angeordneten Kérper
und es sei x € K. Man sagt, dass die Folge gegen x konvergiert, wenn folgende
Eigenschaft erfiillt ist.

Zu jedem € € K, € > 0, gibt es ein ng € N derart, dass fiir alle n > nq die
Beziehung

|z, — x| < €
gilt. In diesem Fall heifit = der Grenzwert oder der Limes der Folge. Dafiir
schreibt man auch

lim z, = =.
n—o0

Wenn die Folge einen Grenzwert besitzt, so sagt man auch, dass sie konver-
giert (ohne Bezug auf einen Grenzwert.), andernfalls, dass sie divergiert.

Man sollte sich dabei die vorgegebenen e als kleine, aber positive Zahlen
vorstellen, die jeweils eine gewiinschte Zielgenauigkeit (oder einen erlaubten
Fehler) ausdriicken. Die natiirliche Zahl ng ist dann die Aufwandszahl, die
beschreibt, wie weit man gehen muss, um die gewiinschte Zielgenauigkeit zu
erreichen, und zwar so zu erreichen, dass alle ab ny folgenden Glieder in-
nerhalb dieser Zielgenauigkeit bleiben. Konvergenz bedeutet demnach, dass
man jede gewiinschte Genauigkeit bei hinreichend groflem Aufwand auch er-
reichen kann. Je kleiner die Zielgenauigkeit, also je besser die Approximation
sein soll, desto hoher ist im Allgemeinen der Aufwand.

Statt mit beliebigen positiven Zahlen ¢ kann man bei einem archimedisch an-
geordneten Korper auch mit den Stammbriichen, also den rationalen Zahlen
%, k € Ny, arbeiten, siehe Aufgabe 28.27. Zu einem € > 0 und z € K nennt
man das Intervall |x — €, x + €[ auch die e- Umgebung von z.

43. ARBEITSBLATT

43.1. Die Pausenaufgabe.

Aufgabe 43.1. Bestimme
[—3,2]N] —2,3].
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43.2. Ubungsaufgaben.

Aufgabe 43.2.*

Es sei [a, b] ein Intervall in einem angeordneten Korper K und es seien z,y €
[a,b]. Zeige
ly —z| < b—a.

Aufgabe 43.3.*
Schreibe die Menge

-5, =20 o (5 -3 - 5-1) v LU
6

U (=7-6NRy)

als eine Vereinigung von moglichst wenigen disjunkten Intervallen.

Aufgabe 43.4. Zeige, dass der Durchschnitt von zwei abgeschlossenen Inter-
vallen in einem angeordneten Koérper K wieder ein abgeschlossenes Intervall
ist.

Aufgabe 43.5. Zeige, dass der Durchschnitt von einem abgeschlossenen und
einem offenen Intervall in einem angeordneten Korper offen, abgeschlossen
und halboffen sein kann.

Aufgabe 43.6. Es seien [, [ Intervalle in einem angeordneten Korper K
mit [} N Iy # (). Zeige, dass die Vereinigung I; U I, wieder ein Intervall ist.

Aufgabe 43.7. Es sei K ein archimedisch angeordneter Kérper und I C K
ein Intervall mit den Intervallgrenzen a < b. Zeige, dass es in [ eine rationale
Zahl gibt.

Aufgabe 43.8. Es sei K ein archimedisch angeordneter Kérper und I C K
ein Intervall mit den Intervallgrenzen a < 0. Zeige, dass es in I unendlich
viele rationale Zahlen gibt.
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Aufgabe 43.9.*

Es sei I = [a,b] ein Intervall in einem angeordneten Korper K mit 0 ¢ I.
Beschreibe die Menge

M ={zxe K| —x¢€]ab]}

als ein Intervall.

Aufgabe 43.10.*

Es sei I = [a,b] ein Intervall in einem angeordneten Korper K mit 0 ¢ I.
Beschreibe die Menge

M = {ze K|z €lab]}

als ein Intervall.

Aufgabe 43.11. Bestimme die Intervalle in einem angeordneten Korper K,
die die Losungsmenge der folgenden Ungleichungen sind.

a)
|4z — 3| < |22 — 3.

b)

3r—1

x—Q'Sl

Aufgabe 43.12.*

Fiihre die ersten drei Schritte des babylonischen Wurzelziehens zu b = 7 mit
dem Startwert zp = 3 durch (es sollen also die Approximationen xy, xo, x3 fiir
V7 berechnet werden; diese Zahlen miissen als gekiirzte Briiche angegeben
werden).

Aufgabe 43.13. Berechne von Hand die Approximationen 1, xs, r3, x4 im
Heron-Verfahren fiir die Quadratwurzel von 7 zum Startwert xo = 2.

Aufgabe 43.14. Berechne von Hand die Approximationen x1, s, r3, x4 im

Heron-Verfahren fiir die Quadratwurzel von % zum Startwert xo = 1.

Aufgabe 43.15. Esseic € K ein Element in einem angeordneten Korper K
und sei (z,,),y die Heron-Folge zur Berechnung von /c mit dem Startwert
ro. Fiir ein Folgenglied gelte x,, = +/c. Zeige, dass auch fiir alle weiteren
Glieder die Folge konstant gleich /c ist.
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Aufgabe 43.16. Was passiert beim babylonischen Wurzelziehen, wenn man
die Quadratwurzel einer negativen Zahl ¢ € K_ (mit einem positiven Start-
wert o) berechnen mochte?

Aufgabe 43.17. Was passiert beim babylonischen Wurzelziehen, wenn man
mit einem negativen Startwert xy die Quadratwurzel von ¢ € K, berechnen
mochte?

Aufgabe 43.18. Es sei
f(x) = 2° + 4z — 3.

Esist f(—=5) = 2 > Ound f(—4) = —3 < 0. Fiihre, ausgehend vom Inter-
vall [—5, —4], Intervallhalbierungen derart durch, dass der Wert der Funktion
f an der linken Grenze des Intervalls positiv und an der rechten Grenze ne-
gativ ist, bis ein Intervall der Lange % erreicht ist.

Aufgabe 43.19. Es sei K ein Korper und n € N, Zeige, dass die Abbildung

a 0 ... 0 O
0O a 0 ... 0

K — Mat,(K),ar— |+ . . . |,
0O ... 0 a O
0 0 0 a

ein injektiver Ringhomomorphismus ist.

Aufgabe 43.20.*
Es sei K ein Korper. Wir betrachten die Abbildung

00

Welche Eigenschaften eines Ringhomomorphismus erfiillt die Abbildung ¢,
welche nicht?

¢: K — Maty(K), a — <a O).

Aufgabe 43.21. Wir betrachten die Menge
R = {(Z _ab> lab € @} C Maty(Q).

(1) Zeige, dass R eine Untergruppe von Mats(Q) (beziiglich der Addition)
ist.

(2) Zeige, dass R unter der Matrizenmultiplikation abgeschlossen ist.

(3) Zeige, dass R die rationalen QQ als Diagonalmatrizen enthélt.

(4) Zeige, dass R ein kommutativer Ring ist.
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(5) Zeige, dass R ein Korper ist.
(6) Zeige, dass R eine Quadratwurzel zu —1 enthélt.

Aufgabe 43.22.*

Berechne S L s
—— =5 =+=V5].
(3 2\/_> <5+3\/_>
Aufgabe 43.23. Berechne
1 1, 2 /4\2 1, 2 (32\?
(5-595+3 (¥3))- (~a+595+3 (%))

Aufgabe 43.24.*

Ein angeordneter Korper K enthalte die Wurzeln /2 und V/2. Zeige, dass K
auch 3/2 enthilt.

Aufgabe 43.25.*

Driicke
V5 VT

mit einer einzigen Wurzel aus.

Aufgabe 43.26. Driicke
V6 - V5

mit einer einzigen Wurzel aus.

Aufgabe 43.27. Es sei K ein angeordneter Korper. Zeige, dass
U = {z € K,|Es gibt ein m € N, mit 2™ € Q}
eine Untergruppe von (K, 1, ) bildet.

Aufgabe 43.28. Wir betrachten auf Q. x N, die Relation (p,m) ~ (gq,n),
falls p" = ¢™ gilt.

(1) Zeige, dass dies eine Aquivalenzrelation ist.

(2) Es sei
Q= (Q xN)/ ~
die zugehorige Quotientenmenge. Zeige, dass auf ) durch
[(p,m)] - [(¢;n)] := [(p"q™, nm)]

eine wohldefinierte Verkniipfung gegeben ist.
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(3) Zeige, dass @ eine kommutative Gruppe ist.
(4) Es sei K ein angeordneter Korper, in dem es zu jedem p € Q; und
jedes m € N die Wurzel t/p gibt. Zeige, dass die Zuordnung

Q — K+7 {(p7 m)] — W?

ein wohldefinierter Gruppenhomomorphismus ist.

43.3. Aufgaben zum Abgeben.

Aufgabe 43.29. (2 Punkte)

Zeige, dass der Durchschnitt von zwei offenen Intervallen in einem angeord-
neten Korper K wieder ein offenes Intervall ist.

Aufgabe 43.30. (3 Punkte)

Bestimme die Intervalle in einem angeordneten Korper K, die die Losungs-
menge der folgenden Ungleichung bilden.

bz — 8| < |11z —6].

Aufgabe 43.31. (3 Punkte)

Berechne von Hand die Approximationen w1, xs, r3, x4 im Heron-Verfahren
fiir die Quadratwurzel von 3 zum Startwert zy = 2.

Aufgabe 43.32. (3 Punkte)

Berechne von Hand die Approximationen w1, xs, r3, x4 im Heron-Verfahren

fiir die Quadratwurzel von % zum Startwert xy = 1.

Aufgabe 43.33. (4 Punkte)
Es sei
f(z) = 2* + 4z - 3.

Esist f(0) = =3 < O und f(1) = 2 > 0. Fiihre, ausgehend vom Intervall
[0, 1], Intervallhalbierungen derart durch, dass der Wert der Funktion f an
der linken Grenze des Intervalls negativ und an der rechten Grenze positiv
ist, bis ein Intervall der Lénge % erreicht ist.
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44. VORLESUNG - KONVERGENTE FOLGEN

44.1. Beispiele fiir Folgen.

Definition 44.1. Eine Folge (7,),.y in einem angeordneten Korper, die
gegen 0 konvergiert, heifit Nullfolge.

...............
2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30 32 34 36 38 40 42 44 46 48 50
n

Beispiel 44.2. Eine konstante Folge x,, = c ist stets konvergent mit dem
Grenzwert c. Dies folgt direkt daraus, dass man fiir jedes € > 0 als Aufwands-
zahl ng = 0 nehmen kann. Es ist ja

|z, —¢c| = lc—¢c| =10 =0 < ¢
fiir alle n.

Es sei nun K ein archimedisch angeordneter Kérper. Dann ist die Folge
Ty = —
n
konvergent mit dem Grenzwert 0. Sei dazu ein beliebiges € € K, ¢ > 0,
vorgegeben. Aufgrund des Archimedes Axioms gibt es ein ny mit ng > %
Daraus folgt nlo < e. Insgesamt gilt damit fiir alle n > ny die Abschétzung

Tz, = — < — < e
n Un
Beispiel 44.3. Wir betrachten die Folge mit den Folgengliedern
™m
Tp = —
2n
in Q. Die Anfangsglieder sind

0 7 7207 35 2 4

In der Tat ist dies eine Nullfolge. Zu einem vorgegebenen ¢ > 0 gibt es
néamlich nach Satz 27.11 ein m derart, dass

on > p?
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fiir n > m gilt. Fiir diese n ist somit
m ™m 7
<

on T 2 n

Wenn zuséatzlich noch n > %, so ist dies kleinergleich e.

Bemerkung 44.4. Eine Dezimalbruchfolge in einem angeordneten Koérper
ist eine Folge der Form

n
Ay i
T, = = E Z—i]-o t = 20, R—12—2Z2_3...2_p
=0

107
mit a, € Z (bzw. mit Ziffern z_; € {0,1,...,9}) und mit
a, Qni1 a, + 1
00 = 100 S 10m
Eine solche Folge, also eine ,,Kommazahl“, muss im Allgemeinen nicht kon-
vergieren. Wenn wir mit zwei positiven rationalen Zahlen a,b starten und

den Divisionsalgorithmus a : b durchfithren, um die Ziffern z_; zu erhalten,
so konvergiert nach Korollar 28.11 die zugehorige Dezimalbruchfolge

T, = Zn:z_ilO_i
i=0

gegen die rationale Zahl ¢.

Lemma 44.5. Es sei K ein angeordneter Korper und sei (z,,),oy eine Folge
m K. Dann besitzt x,, maximal einen Grenzwert.

Beweis. Nehmen wir an, dass es zwei verschiedene Grenzwerte x,y, x # 1,
gibt. Dann ist d := |z —y| > 0. Wir betrachten € := d/3 > 0. Wegen der
Konvergenz gegen x gibt es ein ng mit

|z, — x| < € fur alle n > ny
und wegen der Konvergenz gegen y gibt es ein ny mit
|z, — y| < e fiir alle n > ny.

Beide Bedingungen gelten dann gleichermaflen fiir n > max{ng,ny}. Sei n
mindestens so grofl wie dieses Maximum. Dann ergibt sich aufgrund der Drei-
ecksungleichung der Widerspruch

d=|r—y|l <|zv—z,+ |z, —y| < e+e=2d/3.
U

Definition 44.6. Es sei K ein angeordneter Kérper und sei (), .y €ine
Folge in K. Die Folge x,, heifit beschrdnkt, wenn es ein Element B € K mit

|z,| < B fiir alle n € N
gibt.
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44.2. Rechenregeln fiir Folgen.

Lemma 44.7. Es sei K ein angeordneter Kiorper. Wenn eine Folge in K
konvergent ist, so ist sie auch beschrinkt.

Beweis. Es sei (), .y die konvergente Folge mit dem Limes x € K und es
sei € > 0. Aufgrund der Konvergenz gibt es ein ng derart, dass
|z, — x| <€ fiurallen >ng.
Dann ist insbesondere
|z,| < x| + |z — x| < |z| + € fiir alle n > ny.
Unterhalb von ng gibt es nur endlich viele Zahlen, so dass das Maximum
B :=max{|x,|, x| + €}
n<ngo

wohldefiniert ist. Daher ist B eine obere Schranke und —B eine untere
Schranke fiir {z,|n € N}. O

Beispiel 44.8. Es sei K ein angeordneter Korper. Dann ist die alternierende
Folge

T, = (—1)"
beschréinkt, aber nicht konvergent. Die Beschréanktheit ist klar, da ja nur
die beiden Werte 1 und —1 vorkommen. Konvergenz liegt aber nicht vor.

Nehmen wir an, dass x > 0 der Grenzwert sei. Dann gilt fiir positives € < 1
und jedes ungerade n die Beziehung

|z, —x| = 14+2 > 1 > €

so dass es Folgenwerte aulerhalb dieser e-Umgebung gibt. Analog kann man
einen negativ angenommen Grenzwert zum Widerspruch fiithren.

Lemma 44.9. Es sei K ein angeordneter Korper. Es sei (), €ine Null-
folge und (yn),cn €ine beschrinkte Folge in K. Dann ist auch das Produkt
der beiden Folgen eine Nullfolge.

Beweis. Sei B > 0 eine Schranke fiir (y,), oy und sei € > 0 vorgegeben. Da

(mn)neN eine Nullfolge ist, gibt es zu & ein ng derart, dass fir n > ng die

Abschétzung |z,| < 5 gilt. Fiir diese Indizes ist dann auch

€

Wie bei einer Dezimalbruchfolge, die man ja (mit den Ziffern z_;) als

T, = izilOi
i=0
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schreiben kann, wird eine Folge oft als eine Summe in der Form

n
Ty = E U;
=0

gegeben. Die Folgenglieder sind also die Teilsummen, die sich aus den einzel-
nen Summanden ergeben. Solche Folgen nennt man auch Reihen und die u;
nennt man die Reihenglieder. Wir betonen, dass sich alle Folgeneigenschaf-
ten auf die Folgenglieder beziehen. Man schreibt fiir solche Reihen auch kurz

D e Un-

Nikolaus von Oresme (1330-1382) bewies, dass die harmonische Reihe divergiert.

Die sogenannte harmonische Reihe ist nicht beschrankt und konvergiert
nicht.

Beispiel 44.10. Die harmonische Reihe ist die Reihe
Es geht also um die ,,unendliche Summe* der Stammbriiche
(UE I VS WL
2 3 4 5 6 7 8
Diese Reihe divergiert: Fiir die 2" Zahlen k = 2" +1,...,2""! ist

=

2n+1 2n+1 1 1 1

1 n
Z EZ Z 2n+1:22n+1:§'

k=2"7+1 k=241
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Daher ist

2i+1

on+1 n
1 1 1
- =1 i 1)=.
B +> 01 D -] = + (n+ )2

i=0 \ k=2i+1

Damit ist die Folge der Partialsummen unbeschrinkt und kann nach Lemma
44.7 nicht konvergent sein.

Aus der Divergenz der harmonischen Reihe folgt, dass man einen beliebig weiten
Uberhang mit gleichformigen Bauklotzen bauen kann.

Lemma 44.11. Es sei K ein angeordneter Kiorper und es seien (Tn,),, oy und
(Un)nen konvergente Folgen in K. Dann gelten folgende Aussagen.

(1) Die Folge (T, 4 Yn),en 15t konvergent und es gilt
n—o0 n—oo

lim (x, +y,) = (Jljgo xn> + <lim yn) .

(2) Die Folge (zy, - Yn),ey 95t konvergent und es gilt

n—o0 n—oo

lim (x, - yn) = <1im xn) . (nh_)rglo yn) .

(3) Fiir c € K gilt

lim cx, =c¢ ( lim SL’n) .
n—oo n—oo
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(4) Es sei lim, oo, = x # 0 und x, # 0 fir alle n € N. Dann ist

<i> ebenfalls konvergent mit
neN

Tn

(5) Es sei lim, soox, = x # 0 und x, # 0 fir alle n € N. Dann ist

(y—”> ebenfalls konvergent mit
neN

In

n—oo Ty X

Beweis. (2). Sei € > 0 vorgegeben. Die konvergente Folge (), .y ist nach
Lemma 44.7 insbesondere beschrinkt und daher existiert ein D > 0 mit
|z,| < D fiir alle n € N. Sei x := lim,,_,, ©,, und y := lim,,_, o, ¥, Wir setzen
C = max{D, |y|}. Aufgrund der Konvergenz gibt es natiirliche Zahlen N,
und N, mit

]xn—x\gifﬁrnzi\fl und \yn—ylg%ﬁirnzNg.

Diese Abschitzungen gelten dann auch fir n > N := max{Ny, No}. Fiir
diese Zahlen gilt daher

[T Yn — Y| |0 Yn — Ty + Ty — Y|

S |$nyn - xny’ + ’xny - xy]
= |xn|€|yn - Z/L‘f' yl |2, — |
< C—+C—
= Y50 "%

(4). Da der Limes der Folge (x,),,o nicht 0 ist, gilt fiir n > N; die Bedingung

|z,| > '%' und damit |m—1n‘ < |72‘ Sei € > 0 vorgegeben. Wegen der Konvergenz

von (Zn),cy gibt es ein Ny mit
2
|z

|xn—x|§€x fiir alle n > Ny .

Dann gilt fiir alle n > N := max{ Ny, No} die Abschétzung
1 1

T, X

T, — X

X,

g

Die im vorstehenden Satz auftretenden Folgen nennt man die Summenfolge,
die Produktfolge bzw. die Quotientenfolge. Sie sind jeweils gliedweise defi-
niert.

Beispiel 44.12. Sei r < s. Bei einer Folge der Form

arn” + a,_n" "+ -+ agn® + an + ag

bsns + bg_ins~t 4+ -+ byn2 + byn + by

Ty =
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mit a;, b; in einem archimedisch angeordneten Kérper und a,, b, # 0 kann
man durch einen einfachen Standardtrick den Grenzwert bestimmen. Man
multipliziert Zahler und Nenner mit n~° und erhélt somit die auf den ersten
Blick kompliziertere Darstellung

arn”+a,_1n" " 4 4asn?+aintag
nS
bsnS+bs_1n5~14--4ban2+bin+boy

ns

r ar_1n" ! asn? ain a
M+T—+...+ 2 +1_+_0

Ty =

. ns ns ns ns ns

bt BTt b by

I e R i I e
bsﬁ_bzd +_...+,n$2 +_E§5.+-%%

Nach Lemma 44.11 (1) konvergiert der Nenner gegen b,. da die Summanden
bis auf den ersten Summanden Nullfolgen sind. Der Zahler konvergiert bei
s > r gegen 0 und bei s = r gegen a,. Im ersten Fall liegt insgesamt eine
Nullfolge vor, im zweiten Fall konvergiert die Folge geben §=.

Beispiel 44.13. Zu jedem Element x € K in einem archimedisch ange-
ordneten Korper K gibt es eine eindeutig bestimmte Dezimalbruchfolge, die
gegen x konvergiert. Zu zwei Elementen x und y muss dabei die Dezimal-
bruchfolge der Summe x + y nicht die (gliedweise genommene) Summe der
einzelnen Dezimalbruchfolgen sein. Beispielsweise ist die Dezimalbruchfolge
zur rationalen Zahl g gleich

[ R N

107 1007 1000° 10000” 100000" "

und die Dezimalbruchfolge zur rationalen Zahl g gleich

8 88 888 8883 38888

107 1007 1000° 10000° 100000 "
Die Summe dieser beiden Folgen ist

15 165 1665 16665 166665
107 1007 10007 10000” 100000 """~

Dagegen besitzt

die Dezimalbruchfolge
16 166 1666 16666 1666666
107 1007 10007 10000 100000 ~ "~
15

Die oben angegebene Summenfolge konvergiert zwar gegen <2, sie ist aber
keine Dezimalbruchfolge.

Lemma 44.14. Es sei K ein angeordneter Kiorper und es seien (Tn,),,cy und
(Un)pen konvergente Folgen mit x, > y, fir alle n € N. Dann ist

lim x, > lim y,.
n—oo n—oo
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Beweis. Siehe Aufgabe 44.7. O

Die folgende Aussage heifit Quetschkriterium.

Lemma 44.15. FEs sei K ein angeordneter Korper und es seien (x,)
(Un)nen und (2n),cy drei Folgen in K. Es gelte

Tp < Yp < 2z, flir allen € N

neN >

und (xn),cn und (2n),cy konvergieren beide gegen den gleichen Grenzwert a.
Dann konvergiert auch (yn),cy gegen diesen Grenzwert a.

Beweis. Siehe Aufgabe 44.9. O

44. ARBEITSBLATT

44.1. Die Pausenaufgabe.

Aufgabe 44.1. Es seien (), und (y,),cy Folgen in einem angeordne-
ten Korper K, die beide gegen ¢ € K konvergieren mégen. Zeige, dass die
Differenzfolge x,, — v, eine Nullfolge ist.

44.2. Ubungsaufgaben.

Aufgabe 44.2. Sei k € N,. Zeige, dass die Folge (nl_k)neN gegen 0 konver-
giert.

Aufgabe 44.3. Zu n € N sei die rationale Folge (z,), .y folgendermafen

definiert: Es sei
an

10"
die groBite Zahl mit a,, € N und mit 22 < 5. Zeige, dass die Folge eine
Dezimalbruchfolge ist.

Tn =

Aufgabe 44.4.*

Entscheide, ob die Folge
3t —n?-7
S e By
in Q konvergiert und bestimme gegebenenfalls den Grenzwert.

Aufgabe 44.5. Entscheide, ob die Folge

_ 6n*4+3n*—4n+5

 Tnd —6n2—2

in Q konvergiert und bestimme gegebenenfalls den Grenzwert.

Ty
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Aufgabe 44.6. Beweise die Aussagen (1), (3) und (5) von Lemma 44.11.

Aufgabe 44.7.*

Es sei K ein angeordneter Kérper und es seien (), und (yn),cy zwel
konvergente Folgen mit z,, > v, fiir alle n € N. Zeige, dass dann lim,, , x,, >

lim,, o0 ¥, gilt. -

Aufgabe 44.8. Es sei K ein angeordneter Korper und es sei I = [a, b] ein
abgeschlossenes Intervall in K. Es sei (z,,),,cy eine Folge in K mit x,, € I fiir
alle n € N. Die Folge konvergiere gegen x € K. Zeige x € I.

Aufgabe 44.9.*

Es sei K ein angeordneter Kérper und es seien (z,,),,cn s (Un)peny Und (2n),en
drei Folgen in K. Es gelte z,, < y, < z, fiir allen € N und (z,), .y und
(2n),en konvergieren beide gegen den gleichen Grenzwert a. Zeige, dass dann
auch (y,),cy gegen diesen Grenzwert a konvergiert.

Aufgabe 44.10. Zeige, dass bei einer Folge in einem angeordneten Kdrper
K die Anderung von endlich vielen Folgengliedern weder die Konvergenz
noch den Grenzwert éndert.

Aufgabe 44.11. Untersuche die durch

1
Ty = —
N4

gegebene Folge (n > 1) auf Konvergenz.

Aufgabe 44.12. Bestimme mit Hilfe der Bernoulli Ungleichung den Grenz-
wert der Folge

. 1 "
Fiir die folgende Aufgabe ist Aufgabe 13.22 hilfreich.

Aufgabe 44.13. Es sei K ein angeordneter Korper, in dem die Wurzeln /n
zun € N, existieren. Zeige, dass die Folge z,, = /n ab n > 3 streng fallend
ist.
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Aufgabe 44.14.*

Zun € N, sei a,, die Summe der ungeraden Zahlen bis n und b,, die Summe
der geraden Zahlen bis n. Entscheide, ob die Folge
an
Ty, = —

bn
in Q konvergiert, und bestimme gegebenenfalls den Grenzwert.

Aufgabe 44.15.*

Es sei
1
Ty = —.
k
k=1
(1) Finde das kleinste n mit
T, > 2
(2) Finde das kleinste n mit
T, > 2,0.

Aufgabe 44.16. Es sei K ein angeordneter Koérper und seien a,b € K.
Zeige, dass die Reihe

>

—~ ak +b

divergiert.

Aufgabe 44.17. Zeige, dass die Reihe

divergiert.

Aufgabe 44.18. Zeige analog zu Beispiel 44.13, dass das (gliedweise) Pro-
dukt der kanonischen Dezimalbruchfolgen von zwei rationalen Zahlen nicht
die Dezimalbruchfolge des Produktes sein muss.

Aufgabe 44.19. Es sei K ein angeordneter Korper. Zeige, dass K genau
dann archimedisch angeordnet ist, wenn die Folge der Stammbriiche %, n>1,
gegen 0 konvergiert.
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Aufgabe 44.20.*

Es sei K ein angeordneter Kérper und seien a < b rationale Zahlen. Zeige,
dass es eine bijektive streng wachsende Abbildung

0,1] — |a, b]

gibt, die rationale Zahlen in rationale Zahlen iiberfiihrt.

Aufgabe 44.21. Es sei K ein angeordneter Korper und seien x,y verschie-
dene Punkte aus K. Zeige, dass es Intervalle I; und I, mit positiver Lénge,
mit x € I, y € I, und mit I, N [, = @ gibt.

Aufgabe 44.22.*

Es sei ¢ € K ein Element in einem angeordneten Korper K und sei (z,,), o
die Heron-Folge zur Berechnung von /¢ mit dem Startwert xy € K, . Sei

ue Ky, d=c-u yo = ureund (y,),y die Heron-Folge zur Berechnung

von v/d mit dem Startwert yo. Zeige
Yn = ULy,

fir alle n € N.

Aufgabe 44.23.*

Wir betrachten die Rekursionsvorschrift

r = 2_1-($+£>
T

des Heron-Verfahrens in Z/(5) fiir ¢ = 3. Zeige, dass fiir sdmtliche Startglie-
der xy # 0 stets eine nichtkonstante Folge entsteht.

Aufgabe 44.24.*

Wir betrachten die Rekursionsvorschrift

¥ = 2’1-(3:4—2)
x

des Heron-Verfahrens in Z/(7) fiir ¢ = 3. Zeige, dass fiir siémtliche Start-
glieder die entstehende Folge ab einer bestimmten Stelle nicht mehr definiert
ist.
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44.3. Aufgaben zum Abgeben.

Aufgabe 44.25. (3 Punkte)

Bestimme den Grenzwert der durch

B ™3 —3n?2+2n— 11
133 —b5n+4

Tn

definierten Folge.

Aufgabe 44.26. (3 Punkte)

Man gebe Beispiele fiir konvergente Folgen (x,), .y und (y,),cy in einem
angeordneten Korper K mit z, # 0, n € N, und mit lim,,_,,, z,, = 0 derart,

ZEn neN

(1) gegen 0 konvergiert,
(2) gegen 1 konvergiert,
(3) divergiert.

Aufgabe 44.27. (4 Punkte)
Es sei K ein angeordneter Korper und es sei (z,,),y eine konvergente Folge
in K mit Grenzwert x. Zeige, dass dann auch die durch
L To+ a1+ -+,
S n+1

definierte Folge gegen x konvergiert.

Aufgabe 44.28. (4 Punkte)

Es sei K ein archimedisch angeordneter Korper. Zeige, dass die Folge

()
2n neN

gegen 0 konvergiert.

Aufgabe 44.29. (3 Punkte)
Zeige, dass die beiden Reihen

o0

1 1
d
k1" Z;2k+2

k=0
divergieren.
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45. VORLESUNG - CAUCHY-FOLGEN

45.1. Cauchy-Folgen.

Ein Problem des Konvergenzbegriffes ist, dass zur Formulierung der Grenz-
wert verwendet wird, den man unter Umsténden noch gar nicht kennt. Wenn
man beispielsweise die durch das babylonische Wurzelziehen konstruierte Fol-
ge (7,),ey (sagen wir zur Berechnung von /5) mit einem rationalen Start-
wert betrachtet, so ist dies eine Folge aus rationalen Zahlen. Wenn wir diese
Folge in R betrachten, wo v/5 existiert, so ist die Folge konvergent. Innerhalb
der rationalen Zahlen ist sie aber definitiv nicht konvergent. Es ist wiinschens-
wert, allein innerhalb der rationalen Zahlen den Sachverhalt formulieren zu
konnen, dass die Folgenglieder beliebig nahe zusammenriicken, auch wenn
man nicht sagen kann, dass die Folgenglieder einem Grenzwert beliebig nahe
zustreben. Dazu dient der Begriff der Cauchy-Folge.

Wir werden in der nichsten Vorlesung die reellen Zahlen mit Hilfe der ratio-
nalen Cauchy-Folgen konstruieren.

Augustin Louis Cauchy (1789-1857)

Definition 45.1. Es sei K ein angeordneter Kérper. Eine Folge (z,),,oy in
K heiBBt Cauchy-Folge, wenn folgende Bedingung erfiillt ist.

Zu jedem € € K, € > 0, gibt es ein ny € N derart, dass fiir alle n, m > ny die
Beziehung

|Ty — x| < €
gilt.

Eine Cauchy-Folge besitzt alle Figenschaften einer konvergenten Folge bis auf
die Konvergenz. Eine nichtkonvergente Cauchy-Folge entdeckt eine ,,Liicke®.
Beim Ubergang von Q nach R schliet man diese Liicken, indem man (Aqui-
valenzklassen von) Cauchy-Folgen hinzunimmt.
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Satz 45.2. FEs sei K ein angeordneter Kdorper. Dann ist jede konvergente
Folge eine Cauchy-Folge.

Beweis. Sei (y,),,cy die konvergente Folge mit Grenzwert x. Sei € > 0 gege-
ben. Wir wenden die Konvergenzeigenschaft auf €/2 an. Daher gibt es ein ng
mit
|z, — x| < €/2 fir alle n > ng .
Fiir beliebige n, m > ny gilt dann aufgrund der Dreiecksungleichung
[Ty — x| < |zn — x|+ |2 —2p] < €/24€/2 = e
Also liegt eine Cauchy-Folge vor. |

Lemma 45.3. Es sei K ein angeordneter Koérper. Dann ist eine Folge
(25),en €ine Cauchy-Folge genau dann, wenn folgende Bedingung gilt: Zu
jedem € > 0 gibt es ein nyg € N derart, dass fir alle m > ngy die Abschditzung
|xm - $no| < e gilt.

Beweis. Eine Cauchy-Folge erfiillt auch die angegebene Bedingung, da man ja
no = n setzen kann. Fiir die Umkehrung sei e > 0 vorgegeben. Die Bedingung
der Aussage gilt insbesondere fiir €/2, d.h. es gibt ein ng derart, dass fiir jedes

m > ngy die Abschétzung
€
|Tm — Tpy| < B

gilt. Damit gilt aufgrund der Dreiecksungleichung fiir beliebige m,n > nq die
Abschétzung
€ €

|l’m o x”| < |J]m —ZL’nO‘ + |xno - xn| < + = €,

[\
(]

so dass eine Cauchy-Folge vorliegt. U
Lemma 45.4. Fine Dezimalbruchfolge

- 1om

i einem archimedisch angeordneten Korper K ist eine Cauchy-Folge.

Tn

Beweis. Wegen der definierenden Eigenschaft fiir eine Dezimalbruchfolge
ap, Ana1 an + 1

10m — 107+t 10

ist fir m > n auch

an, G,
_n L Im
10 — 10m
< Am-1 + 1
1Om71 .
- a2+ 14+ 15
1072
<

Gy + 1+ 5+ + g
107
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a, + 2
107
wobei wir im letzten Schritt die endliche geometrische Reihe benutzt haben.
Somit ist firm > n > k

Am an, < an + 2 an, < 2 2
Ty — Ty = — — —— < - — < — < —
10m 107 107 10m 107 10%
Dieser Ausdruck wird in einem archimedisch angeordneten Korper beliebig
klein. O

Dies bedeutet insbesondere, dass jede , Kommazahl®, also jede , unendliche
Ziffernfolge*, eine Cauchy-Folge ist.

Lemma 45.5. Es sei K ein archimedisch angeordneter Korper und c € K, .
Es sei xo ein positiver Startwert und (), oy die zugehirige Heron-Folge.
Dann gelten folgende Aussagen.

(1) Die Heron-Folge ist eine Cauchy-Folge.

(2) Wenn esin K ein positives Element x mit x* = c gibt, so konvergiert
die Folge gegen dieses Flement.

(3) Wenn die Folge in K gegen ein Element x konvergiert, so ist x> = c.

Beweis. (1) Zum > nist nach Satz 43.8 (3) @, €[5, 2] und somit ist

Ty — 2| < |2 — —1.

Tn

Diese Intervalllingen bilden nach Satz 43.8 (4) eine Nullfolge.
(2) Nach Satz 43.8 (1) ist

c
n
Somit ist

Ty,
und rechts steht wieder die Nullfolge.
(3) Nach Satz 43.8 kann der Grenzwert nicht 0 sein. Nach Lemma 44.11

(5) konvergiert daher = gegen ¢ und somit konvergiert nach Lemma

44.11 (1)
Tn+ =
Tpy1 = 9 =
(Betrachten der beiden Seiten) gegen
s
T =

Daraus ergibt sich 22 = c.
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Definition 45.6. Es sei K ein angeordneter Kérper und sei (), .y €ine
Folge in K. Zu jeder streng wachsenden Abbildung N — N, i — n;, heifit
die Folge

U Ty,

eine Teilfolge der Folge.

Bei einer Teilfolge wahlt man einfach gewisse Folgenglieder aus und iiber-
springt andere.

Eine Dezimalbruchfolge ist nach Lemma 45.4 eine Cauchy-Folge. Sie ist auch
eine wachsende Folge, die nach oben beschréankt ist. Solche Folgen sind stets
Cauchy-Folgen.

Lemma 45.7. Es sei K ein archimedisch angeordneter Korper. Es sei
(75,),en €ine wachsende, nach oben beschrinkte Folge. Dann ist (x,), oy €ine
Cauchy-Folge.

Beweis. Es sei b € K eine obere Schranke, also z,, < b fiir alle Folgenglieder
T, Wir nehmen an, dass (2,),,cy keine Cauchy-Folge ist, und verwenden die
Charakterisierung aus Lemma 45.3. Somit gibt es ein € > 0 derart, dass es
fiir jedes ng ein m > ng gibt mit x,, — x,, > € (wir konnen die Betragstriche
weglassen). Wir kénnen daher induktiv eine wachsende Folge von natiirlichen
Zahlen definieren durch

n0:O7
ny > ng o, dass T,, — T, > €,

ng > Ny S0, dass T, — Tp, > €,
etc. Andererseits gibt es aufgrund des Archimedesaxioms ein £ € N mit
ke >b—xg.

Die Summe der ersten k Differenzen der Teilfolge z,,;, j € N, ergibt

Tp,, —To = (xnk - l‘nk71) + (xnk—l - xnkﬂ) +
+(In2 - xm) + (‘Tnl - xno)
> ke
> b— -

Dies impliziert x,, > bim Widerspruch zur Voraussetzung, dass b eine obere
Schranke der Folge ist. O

Lemma 45.8. FEine Cauchy-Folge in einem angeordneten Korper K ist be-
schrinkt.

Beweis. Siehe Aufgabe 45.10. U
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Lemma 45.9. Es sei K ein angeordneter Korper. Es seien (xy,),cy und
(Un)pen Cauchy-Folgen in K. Dann sind auch die Summe und das Produkt
der beiden Folgen wieder eine Cauchy-Folge.

Beweis. Zum Beweis der Summeneigenschaft sei € > 0 vorgegeben. Aufgrund
der Cauchy-Eigenschaft gibt es natiirliche Zahlen N; und Ny mit

|2 — 20| < % fir m,n > Ny und |y, — yn| < % fiir m,n > Ny.

Diese Abschitzungen gelten dann auch fiir m,n > N := max{Ny, No}. Fiir
diese Zahlen gilt somit

|$m — T _I'ym _yn|
€ €

|$m + Ym — ($n + yn)|

2+2
€.

IAIA

Zum Beweis der Produkteigenschaft sei ¢ > 0 vorgegeben. Die beiden
Cauchy-Folgen sind nach Lemma 45.8 insbesondere beschriankt und daher
existiert ein D > 0 mit

%l s |yl < D
fiir alle n € N. Aufgrund der Cauchy-Eigenschaft gibt es natiirliche Zahlen
Ny und Ny mit

|t — xn| < % fir m,n > Ny und |y, — yn| < % fiir m,n > Ny.

Diese Abschitzungen gelten dann auch fiir m,n > N := max{Ny, No}. Fiir
diese Zahlen gilt daher

’xmym - xnyn’ |xmym — TmYn + TmYn — mnyn‘

S |xmym - xmyn| + ‘xmyn - xnyn’
= |xm€“ym_yg|+‘yn|’xm_5€n|
< D—+D—

— 2D 79D

g

Wenn eine Folge in K konvergiert, so ist der Grenzwert 0 oder positiv oder
negativ. Wenn der Grenzwert positiv ist, so konnen zwar am Anfang der Folge
auch negative Folgeglieder auftreten, ab einem bestimmten ng miissen aber
alle Folgenglieder positiv sein, und zwar mindestens so grof3 wie die Halfte
des Grenzwertes. Eine entsprechende Einteilung gilt fiir Cauchy-Folgen, wie
das folgende Lemma zeigt, das grundlegend fiir die Ordnung auf den reellen
Zahlen ist.

Lemma 45.10. Es sei K ein angeordneter Korper und es sei (x,), .y €ine
Cauchy-Folge in K. Dann gibt es die drei folgenden Alternativen.

(1) Die Folge ist eine Nullfolge.
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(2) Es gibt eine positive Zahl 0 derart, dass ab einem gewissen ng die
Abschdtzung
Ty > 0

fur alle n > ng gilt.
(3) Es gibt eine positive Zahl 6 derart, dass ab einem gewissen ng die
Abschdtzung
T, < —0

fiir alle n > ng gult.

Beweis. Sei die Folge keine Nullfolge. Dann gibt es ein 6 > 0 derart, dass es
unendlich viele Folgenglieder mit
|z, > 6
gibt. Dann gibt es auch unendlich viele Folgenglieder mit
Ty > 0
oder mit
T, < —0.
Nehmen wir das erste an. Wegen der Cauchy-Eigenschaft fiir g gibt es ein ng
derart, dass
)
|xm - $n| S o
2
fiir alle m,n > ng gilt. Wenn man die beiden Aussagen verbindet, so ist fiir
m 2 Ny
)

J
T = T+ T — Ty > |Tp| — |2 — 20| > 5—5 =5

g

Lemma 45.11. Es sei (z,),oy eine Cauchy-Folge in einem angeordneten
Korper mit der Eigenschaft, dass es ein a > 0 und ein ng derart gibt, dass

fiir alle n > ng die Abschitzung
T, > a

gilt. Dann ist auch die durch (fir n hinreichend grof3)
Yn = (xn)_l

gegebene inverse Folge eine Cauchy-Folge.

Beweis. Sei € > 0 vorgegeben. Wegen der Cauchy-FEigenschaft von ()
gibt es ein ny mit

neN

T — Tn| < €a®

fir alle n > ny. Dann gilt fir allen > N := max{ng, n,} die Abschitzung

1 1
|ym - yn’ =




191

I IA
¢ |,_.
o
IS

A

45.2. Das Vollstandigkeitsaxiom.

Definition 45.12. Ein angeordneter Korper K heifit vollstindig oder voll-
stindig angeordnet, wenn jede Cauchy-Folge in K konvergiert (also in K
einen Grenzwert besitzt).

Axiom 45.13. Die reellen Zahlen R sind ein vollstdndiger archimedisch an-
geordneter Korper.

Damit haben wir alle Axiome der reellen Zahlen zusammengetragen: die
Korperaxiome, die Anordnungsaxiome und das Vollstandigkeitsaxiom. Al-
le weiteren Eigenschaften werden wir daraus ableiten. Diese Eigenschaften
legen die reellen Zahlen eindeutig fest, d.h. wenn es zwei Modelle R; und
Ry gibt, die beide fiir sich genommen diese Axiome erfiillen, so kann man
eine bijektive Abbildung von R; nach Ry angeben, die alle mathematischen
Strukturen erhélt (sowas nennt man einen ,, Isomorphismus®, siehe Satz 47.1).

Die Existenz der reellen Zahlen ist nicht trivial. Vom naiven Standpunkt her
kann man die Vorstellung einer , kontinuierlichen liickenfreien Zahlengerade®
zugrunde legen, und dies als Existenznachweis akzeptieren. In einer stren-
geren mengentheoretischen Begriindung der Existenz geht man von QQ aus
und konstruiert die reellen Zahlen als die Menge der Cauchy-Folgen in Q mit
einer geeigneten Identifizierung. Dies werden wir in der néchsten Vorlesung
durchfiihren.

45. ARBEITSBLATT

45.1. Die Pausenaufgabe.

Aufgabe 45.1. Negiere die Aussage, dass eine Folge x,, in einem angeord-
neten Korper eine Cauchy-Folge ist, durch Umwandlung der Quantoren.

45.2. Ubungsaufgaben.

Aufgabe 45.2. Man gebe ein Beispiel fiir eine Cauchy-Folge in @Q, die (in
Q) nicht konvergiert.
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Aufgabe 45.3. Es sei (z,,),.y €ine gegen x konvergente Folge in einem
angeordneten Korper. Zeige, dass jede Teilfolge ebenfalls gegen x konvergiert.

Aufgabe 45.4.*

Es sei K ein angeordneter Korper. Es sei (x),, .y eine Cauchy-Folge in K,
die eine konvergente Teilfolge enthalte. Zeige, dass die Folge konvergiert.

Aufgabe 45.5. Zeige, dass die Folge
Tp =N

in keinem angeordneten Korper konvergiert. Kann sie beschréinkt sein?

Aufgabe 45.6. Es seien (2,),,cy, (Yn),eny Und (2n),,cn Folgen in einem an-
geordneten Korper K derart, dass

fiir alle n € N gilt. Es seien (z,,), oy und (2z,),cy Cauchy-Folgen und es sei
die Differenzfolge 2, — x,, eine Nullfolge. Zeige, dass dann auch (y,),,oy €ine
Cauchy-Folge ist.

Aufgabe 45.7. Zeige, dass eine Teilfolge einer Cauchy-Folge wieder eine
Cauchy-Folge ist.

Aufgabe 45.8. Es seien K C L angeordnete Korper und es sei (z,,),,.y €ine
Folge in K, die in L gegen = € L konvergiert. Zeige, dass die Folge in K eine
Cauchy-Folge ist.

Aufgabe 45.9. Es sei K ein archimedisch angeordneter Koérper. Es sei
(75,),,en eine fallende, nach unten beschrénkte Folge. Zeige, dass (xy),,oy eine
Cauchy-Folge ist.

Aufgabe 45.10.*

Es sei K ein angeordneter Korper. Zeige, dass eine Cauchy-Folge (z,,),, oy in
K beschrankt ist.

Aufgabe 45.11. Es seien (z,,),,c und (yn),,cy Folgen in einem angeordneten
Kérper K mit z,,y, € K, fiir alle n € N. Die Quadratfolgen 22 und y? seien
konvergent und es sei 22 — y2 eine Nullfolge. Zeige, dass z,, — 4, ebenfalls
eine Nullfolge ist.
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Aufgabe 45.12.*

Es seien (7,),cy und (yn), ey Folgen in einem angeordneten Kérper K mit
Tp,yn € K, fiir alle n € N. Es sei 22 — 2 eine Nullfolge. Zeige, dass z,, — y,
ebenfalls eine Nullfolge ist.

Aufgabe 45.13. Es sei (2,,),,.y cine Cauchy-Folge in einem angeordneten
Korper. Zeige, dass es eine Teilfolge z,,,, i« € N derart gibt, dass folgende

Eigenschaft erfiillt ist: Zu jedem k € N gilt fiir alle ¢, j > k die Abschétzung
1
’xm _x”j‘ < .-

~ k

Aufgabe 45.14. Es sei K ein angeordneter Korper und (z,),.y eine kon-
vergente Folge in K. Zeige, dass die Folge eine wachsende oder eine fallende
Teilfolge enthélt.

Aufgabe 45.15. Es sei K ein angeordneter Korper. Zeige, dass fiir die Folge
der Stammbriiche die folgenden Eigenschaften dquivalent sind.

(1) Die Folge + ist eine Nullfolge.
(2) Die Folge - ist eine Cauchy-Folge.
(3) Der Korper K ist archimedisch angeordnet.

3|

Aufgabe 45.16. Es sei K ein angeordneter Korper und x € K mit 0 <
x < % Zeige, dass fiir alle n € N, die Abschétzung

l+z4+2°+- 42" <2
gilt.

Aufgabe 45.17. Zwei Personen, A und B, sitzen in der Kneipe. A will nach
Hause gehen, aber B will noch ein Bier trinken. ,Na gut, dann trinken wir
eben noch ein Bier, das ist aber das allerletzte” sagt A. Danach mochte B
immer noch Bier, aber da das vorhergehende Bier definitiv das letzte war,
einigen sie sich auf ein allerletztes halbes Bier. Danach trinken sie noch ein
allerletztes Viertelbier, danach noch ein allerletztes Achtelbier, u.s.w. Wie
viel ,allerletztes Bier” trinken sie insgesamt?

Aufgabe 45.18.*

Eine Folge (z,),cy in einem angeordneten Korper K sei durch einen An-
fangswert xq € K und durch die Rekursionsvorschrift

Tpy1 = —Tp

gegeben. Bestimme die Anfangswerte, fiir die diese Folge konvergiert.
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Aufgabe 45.19.*

Eine Folge (7,),cy in einem angeordneten Korper K sei durch einen An-
fangswert xy € K, und durch die Rekursionsvorschrift

Tnt1 = (xn)_l

gegeben. Bestimme die Anfangswerte, fiir die diese Folge konvergiert.

Aufgabe 45.20. Es sei (2,,),,.y eine Folge in einem angeordneten Koérper K.
Zeige, dass die Folge genau dann gegen z € K konvergiert, wenn die durch

Yn = Tpn — X

gegebene Folge eine Nullfolge ist.

Aufgabe 45.21.*
Zeige

3

Aufgabe 45.22. Zeige, dass die Reihe > 7, m in einem archimedisch
angeordneten Korper konvergiert und bestimme den Grenzwert.

45.3. Aufgaben zum Abgeben.

Aufgabe 45.23. (2 Punkte)

Man gebe ein Beispiel fiir eine Folge, die nicht konvergiert, aber eine konver-
gente Teilfolge enthélt.

Aufgabe 45.24. (3 Punkte)

Es sei (2y),,cy eine Cauchy-Folge in einem angeordneten Kérper und es sei
(Un)pen €ine Nullfolge in K. Zeige, dass die Summenfolge

Zn = Tp+ Yn

ebenfalls eine Cauchy-Folge ist.
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Aufgabe 45.25. (5 Punkte)

Es sei (2,,),cy eine Cauchy-Folge in einem angeordneten Kérper K. Zeige,
dass es eine Teilfolge z,,, + € N, mit der Eigenschaft gibt, dass zu jedem
k € N, fiir alle ¢, 5 > k die Abschétzung

1
|x”i _x”j’ <z

k
gilt.

Fiir die folgende Aufgabe ist Aufgabe 45.11 hilfreich.

Aufgabe 45.26. (4 Punkte)

Es sei K ein angeordneter Kérper und ¢ € K. Es seien zg, yg € K, Startwer-
te und (z,,),cn bZW. (Yn),en die zugehérigen Heron-Folgen zur Berechnung
von \/c. Zeige, dass x, — y, eine Nullfolge ist.

Aufgabe 45.27. (4 Punkte)

Zeige, dass die Reihe > 7, k% =1+ % + é + % + ... beschrénkt ist.

46. VORLESUNG - KONSTRUKTION DER REELLEN ZAHLEN

46.1. Die Konstruktion der reellen Zahlen.

Wir besprechen nun eine Konstruktion der reellen Zahlen. Die Idee der Kon-
struktion ist von der Zielsetzung her bestimmt: In R soll jede Cauchy-Folge
und insbesondere jede rationale Cauchy-Folge konvergieren. Von daher star-
tet man mit der Menge aller rationalen Cauchy-Folgen und iiberlegt dann,
welche von ihnen den gleichen Grenzwert haben miissen, falls er existiert.
Beispielsweise ergibt das Heron-Verfahren zu unterschiedlichen Startwerten
unterschiedliche Folgen, die aber die gleiche Wurzel, also die gleiche Liicke
adressieren, und die somit identifiziert werden miissen.

Wir konstruieren, ausgehend von den rationalen Zahlen Q, einen vollstandi-
gen archimedisch angeordneten Korper, also ein Modell fiir den Kérper der
reellen Zahlen. Die Konstruktion ist mengentheoretisch und begrifflich ziem-
lich aufwiindig. Sie setzt einen sicheren Umgang mit Aquivalenzrelationen,
Restklassenbildung und Folgen voraus.

Es sei

C = {(.Tn)neN | Cauchy-Folge in Q} ,
also die Menge aller Cauchy-Folgen mit rationalen Gliedern. Dies ist eine
riesige und erst mal uniibersichtliche Menge. Sie enthélt die Menge Q, in-
dem wir jeder rationalen Zahl z die konstante Folge zuordnen, fiir die jedes
Folgenglied gleich x ist. Eine konstante Folge ist trivialerweise eine Cauchy-
Folge.
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Lemma 46.1. Die Menge C' der rationalen Cauchy-Folgen bildet mit der
gliedweisen Addition und Multiplikation einen kommutativen Ring.

Beweis. Das Nullelement ist die konstante Nullfolge und das Einselement
ist die konstante Einsfolge. Die Ringeigenschaften begriindet man zuerst in-
nerhalb der Menge aller rationalen Folgen. Da Addition und Multiplikation
gliedweise ausgefithrt werden, folgt die Assoziativitdt, die Kommutativitit
und die Distributivitdt der Verkniipfungen und die Eigenschaften der neu-
tralen Elemente direkt aus den entsprechenden Eigenschaften von Q. Das
Negative zu einer Folge ist die gliedweise negierte Folge. Die Abgeschlossen-
heit der Menge der Cauchy-Folgen unter Addition und Multiplikation folgt
direkt aus Lemma 45.9, ebenso, dass die negierte Folge wieder eine Cauchy-
Folge ist. O

Eine rationale Nullfolge konvergiert nach Definition in Q gegen 0, und das
soll auch in R so sein. Insbesondere gibt es eine Vielzahl von Cauchy-Folgen,
die gegen die gleiche Zahl konvergieren. Die Addition einer Nullfolge zu einer
Folge dndert das Konvergenzverhalten und den Grenzwert, falls er existiert,
nicht.

Das Produkt einer Nullfolge mit einer beliebigen Folge ist im Allgemeinen
nicht wieder eine Nullfolge. Beispielsweise ist die Folge der Stammbriiche
Tp = % eine Nullfolge (in jedem archimedisch angeordneten Korper), wenn
man sie aber mit der Folge der natiirlichen Zahlen, also y, = n multipliziert,
so erhélt man die konstante Einsfolge, die keine Nullfolge ist. Innerhalb des
Ringes der Cauchy-Folgen kann man aber Nullfolgen mit beliebigen Cauchy-

Folgen multiplizieren und erhélt wieder eine Nullfolge.

Lemma 46.2. Im Ring C' der rationalen Cauchy-Folgen bildet die Menge
der Nullfolgen ein Ideal.

Beweis. Die Summe von zwei Nullfolgen ist nach Lemma 44.11 (1) wieder
eine Nullfolge. Sei nun (x,),, oy eine Nullfolge und (y,),, oy € C eine beliebige
Folge aus C, also eine Cauchy-Folge. Nach Lemma 45.8 ist somit (yn), oy
beschrénkt und daher ist nach Lemma 44.9 das Produkt (y,),cn * (%n),en
wieder eine Nullfolge. U

Bemerkung 46.3. Im Cauchy-Folgenring C' ist die durch das Nullfolgen-
ideal gegebene Aquivalenzrelation einfach zu verstehen. Zwei Cauchy-Folgen
(71) peny Und (Yn),cp sind dquivalent, wenn ihre Differenzfolge, also die durch

Zn ‘= Tp — Yn

gegebene Folge, eine Nullfolge ist. Insbesondere sind alle Nullfolgen zur kon-
stanten Nullfolge dquivalent. Wenn man an die Vorstellung denkt, dass eine
Cauchy-Folge eine Liicke innerhalb der rationalen Zahlen entdeckt oder lo-
kalisiert, so bedeutet die Aquivalenz von zwei Cauchy-Folgen, dass sie die



197

gleiche Liicke lokalisieren. Man kann also erkennen, ob zwei Cauchy-Folgen
die gleiche Liicke adressieren, auch wenn man die Liicke gar nicht kennt.

Wir definieren nun die Quotientenmenge unter dieser Aquivalenzrelation, also
den Restklassenring nach dem von den Nullfolgen erzeugten Ideal, als Menge
der reellen Zahlen, also

R :=C/~= C/N.

Wir sprechen vom Cauchy-Folgen-Modell fiir die reellen Zahlen.

Definition 46.4. Der Restklassenring C'/N des Ringes C' der rationalen
Cauchy-Folgen modulo des Ideals N der Nullfolgen heifit Cauchy-Folgen-
Modell der reellen Zahlen.

Unter der Identifzierungsabbildung
¢ —C/~=C/N

werden also alle Nullfolgen zu 0 gemacht, und zwei rationale Folgen werden
miteinander identifiziert, wenn ihre Differenz eine Nullfolge ist. Wir schreiben
die zugehérigen Aquivalenzklassen als [(,), o). Man kann jede Folge durch
eine nullfolgenéquivalente Folge ersetzen, ohne den Wert der Restklasse zu
andern. Insbesondere kann man eine Cauchy-Folge an endlich vielen Gliedern
abindern, ohne die Aquivalenzklasse zu dndern. Man kann sogar jede Klasse
durch eine Dezimalbruchfolge reprasentieren und dadurch eine ,schnellere
Konvergenz“ erreichen und fiir unterschiedliche Klassen sicherstellen, dass
ihr Konvergenzverhalten simultan ist.

Lemma 46.5. Das Cauchy-Folgen-Modell der reellen Zahlen ist ein kommu-
tativer Ring.

Beweis. Dies folgt unmittelbar aus Lemma 41.9. |
Auf der Quotientenmenge sind also die Verkniipfungen durch

KI")nEN] + [(yn)neN] = [(xn + y”)neN] und

(@) pen] - [Yn)nen] = [(@n - Yn)pen]

gegeben. Deutlich aufwéndiger ist es zu zeigen, dass unser konstruiertes Mo-
dell ein Korper ist. Die zusétzliche Eigenschaft ist, dass jedes von 0 verschie-
dene Element ein inverses Element besitzt. Die entscheidenden Vorbereitun-
gen haben wir aber schon in Lemma 45.10 gemacht.

Lemma 46.6. Das Cauchy-Folgen-Modell der reellen Zahlen ist ein Korper.

Beweis. Dass ein kommutativer Ring vorliegt, wurde schon in Lemma 46.5
vermerkt. Wir miissen also noch zeigen, dass ein von 0 verschiedenes Element
r € R ein inverses Element besitzt. Es sei (z,),.y € C eine Cauchy-Folge,
die dieses x reprasentiert. Diese Folge ist keine Nullfolge, da ja alle Nullfolgen
unter der Restklassenabbildung auf das Nullelement abgebildet werden. Nach
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Lemma 45.10 gilt somit eine der dort angegebenen Alternativen, d.h. es gibt
ein 6 € K, und ein ny mit der Eigenschaft, dass fiir n > ny alle Folgenglieder
entweder oberhalb von § oder aber unterhalb von —¢ liegen. Betrachten wir
den ersten Fall, wobei wir durch Abdandern der ersten ng Folgenglieder, was
die Aquivalenzklasse nicht dndert, annehmen konnen, dass alle Folgenglieder
oberhalb von ¢ liegen. Nach Lemma 45.11 ist dann die durch

Yn = (mn)_l

gegebene inverse Folge ebenfalls eine Cauchy-Folge. Wegen

YnTp = 1

fir alle n € N ist auch

[(yn)neN] ’ [(xn)neN] = [1] =1,

und somit ist eine inverse Klasse gefunden. ]

Ausgehend von der in Lemma 45.10 formulierten Alternative: die rationale
Cauchy-Folge (z,,),cy ist eine Nullfolge, oder es gibt ein § > 0 mit z,, > 0
fir fast alle® n € N, oder mit z,, < —4 fiir fast alle n € N, kann man
R in 0, in positive und in negative Zahlen einteilen und somit eine (totale)
Ordnungsrelation darauf definieren.

Lemma 46.7. Das Cauchy-Folgen-Modell der reellen Zahlen ist ein archi-
medisch angeordneter Korper.

Beweis. Die in Lemma 45.10 beschriebenen Alternativen hédngen nur von der
Aquivalenzklasse ab. Daher ergibt sich durch das Lemma eine Zerlegung (des
Cauchy-Folgen-Modells) der reellen Zahlen in die 0, in positive und in nega-
tive Zahlen. Dabei sind die positiven Zahlen unter Addition und unter Mul-
tiplikation abgeschlossen, d.h. es liegt wegen Aufgabe 46.22 ein angeordneter
Korper vor. Sei ein z € R gegeben, das durch eine rationale Cauchy-Folge
(75,),en Teprasentiert werde. Nach Lemma 45.8 ist die Folge beschrankt und
es gibt insbesondere eine natiirliche Zahl b mit

T, < b
fiir alle n. Damit gilt auch fiir die Restklassen
z = [(Zn)pen] < [0] = b,
was bedeutet, dass R archimedisch angeordnet ist. U
Die Vollstandigkeit der reellen Zahlen wird in zwei Schritten bewiesen. Zuerst
wird gezeigt, dass die rationalen Cauchy-Folgen, mit denen wir gestartet sind,

aufgefasst in R, gegen ihre Klasse konvergiert, und dann, dass iiberhaupt jede
reelle Cauchy-Folge konvergiert.

13Das bedeutet fiir alle bis auf endlich viele.
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Lemma 46.8. Eine rationale Cauchy-Folge (z,,) konvergiert im Cauchy-

. neN
Folgen-Modell gegen die Aquivalenzklasse [(r,),cn)-

Beweis. Da die x,, rationale Zahlen sind, konnen wir sie direkt (als konstante
Folgen) als Elemente in R auffassen. Wir schreiben

T = [(n),en)-

Die Differenz x — x,,, von & zum Folgenglied z,, (in R) ist gleich der Klasse
[(2n — T )nen)- Sei 1, k € N, vorgegeben. Aufgrund der Cauchy-Eigenschaft
gibt es ein ngy derart, dass fiir alle

m,n > ngy

die Abschatzungen
1 < < 1
p S

k
gelten. Fiir m > ng ist damit auch die Differenzklasse [(x,, — ., )nen]| zwischen
—L yund % Somit ist

k
< e < l
k=TT S g
fiir m > ng, was die Konvergenz bedeutet. U
’ H \ \ \ \ Grenzwert
Erste Folge || 11 | 212 | 13 | — Z1
Zweite Folge || w91 | x99 | X3 | — 29
Dritte Folge 31 | T32 | T3z | — 23
¢ {
Y

Satz 46.9. Das Cauchy-Folgen-Modell der reellen Zahlen ist ein vollstindi-
ger, archimedisch angeordneter Korper.

Beweis. Es sei (2),,cy eine Cauchy-Folge in R. D.h. jedes einzelne Folgen-
glied z, ist selbst durch eine rationale Cauchy-Folge reprasentiert. Fiir diese
reprasentierende Folge schreiben wir (x,;);en, wobei der zweite Index der
Folgenindex ist und der erste Index sich auf die zugehorige Restklasse z,
bezieht. Wir kénnen durch Ubergang zu einer Teilfolge annehmen, dass fiir
jeden Stammbruch % bereits fiir alle 7, j > k die Abschitzung

1
e | <
|Tni — Tnj| < 3k

gilt. Es sei (yn),,cy die zugehorige Diagonalfolge, ihre Folgenglieder sind also
die rationalen Zahlen
YUn = Tnn-

Wir behaupten, dass diese Folge eine Cauchy-Folge ist und dass die vorgege-
bene Folge (2,),cy in R gegen y = [(yn), o] konvergiert. Sei also € = 1 mit
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k € N vorgegeben.' Aufgrund der Cauchy-Eigenschaft der Folge (2,),,cy
gibt es ein ny (das wir als mindestens k& annehmen kénnen) derart, dass fiir
alle m,n > ngy die Abschétzung
om =zl < 2
Zm T Zn| > 57
3k

gilt. Aufgrund von Lemma 46.8 konvergiert die geeignet gewihlte représen-
tierende Folge (x,;)ien gegen z,, und zwar mit der Eigenschaft, dass

1
‘xni_xnj’ S PYR
3k

fiir 4,5 > k und somit auch

1
P < —
|Tpi — 2n] < %

fiir ¢ hinreichend grof} gilt. Somit ist insgesamt fiir m,n > ng

|Zm_xnn|
|Zm — Zn + Zn — Tpm + Tnm — xnn'

’Zm _yn’

IA I

|Zm_Zn|+|Zn_$nm|+|xnm_wnn|
D T
T AT
_ 1

Durch den Vergleich

|yn_y€| S |zm_yn|+|zm_yé|

sieht man, dass (yn),cy eine Cauchy-Folge ist. Die zugehorige Klasse y =
[(4n)en) ist nach Lemma 46.8 der Grenzwert davon. Die obige Abschétzung
gilt dann auch fir |z, — y|. O

Wir halten insbesondere fest, dass es einen vollstéindigen archimedisch ange-
ordneten Koérper gibt.

46. ARBEITSBLATT

46.1. Die Pausenaufgabe.

Aufgabe 46.1. Zeige, dass im Ring der rationalen Folgen Q" die Teilmenge
der Nullfolgen kein Ideal bildet.

1Da wir schon wissen, dass ein archimedisch angeordneter Korper vorliegt, miissen wir
nur die Stammbriiche betrachten.
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46.2. Ubungsaufgaben.

Aufgabe 46.2. Es sei K ein Korper. Zeige, dass die Menge aller Folgen in
K (mit gliedweiser Addition und Multiplikation) ein kommutativer Ring ist.

Dieser Folgenring wird mit K bezeichnet.

Aufgabe 46.3. Es sei K ein Korper. Zeige, dass die Menge aller Folgen in
K (mit gliedweiser Addition und Multiplikation) kein Korper ist.

Aufgabe 46.4. Es sei K ein angeordneter Korper. Zeige, dass die Menge
aller konvergenten Folgen in K (mit gliedweiser Addition und Multiplikation)
ein kommutativer Ring ist.

Aufgabe 46.5. Die beiden Zwillingsschwestern Carmen und Conchita Cau-
chy waren gestern auf einer tollen Party. Beide haben jeweils genau eine
Erinnerungsliicke, einen Moment, an den sie sich nicht errinnern kénnen. Sie
mochten wissen, ob es sich um die gleiche Liicke handelt. Da es sich um eine
Liicke handelt, konnen sie diese nicht direkt adressieren und untereinander
vergleichen. Welche Moglichkeiten haben sie, ihre Erinnerungsliicken allein
mit Hilfe ihrer Erinnerungen zu vergleichen?

Aufgabe 46.6. Wir nennen zwei Folgen (z,,),, oy Und (4,),,cn aus Q Cauchy-
dquivalent, wenn die folgende Bedingung erfiillt ist: Zu jedem € > 0 gibt es
ein ng € N derart, dass fiir alle m,n > ngy die Abschétzung

|Tn — Ym| < €
gilt. Zeige die folgenden Aussagen.

(1) Die Cauchy-Aquivalenz ist eine symmetrische und transitive Relation
auf dem Folgenraum Q.

(2) Die Folge (xy),,cy ist eine Cauchy-Folge genau dann, wenn sie zu sich
selbst Cauchy-dquivalent ist.

(3) Auf dem Raum aller Cauchy-Folgen ist die Cauchy-Aquivalenz eine
Aquivalenzrelation.

(4) Auf dem Raum aller Cauchy-Folgen stimmt die Cauchy-Aquivalenz
von zwei Folgen mit der Eigenschaft iiberein, dass ihre Differenzfolge
eine Nullfolge ist.

(5) Wenn (z,), oy eine Cauchy-Folge ist und (z,),,cy 20 (Yn)
dquivalent ist, so ist auch (y, ),y eine Cauchy-Folge.

nen Cauchy-
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Aufgabe 46.7. Es sei K ein Korper und KV der zugehorige Folgenring. Es
sei k € N fixiert.

(1) Zeige, dass
Iy = {(xn)neN |z = O}
cin Ideal in KV ist. )
(2) Welche Bedeutung hat die durch dieses Ideal gegebene Aquivalenzre-
lation?
(3) Zeige, dass die Gesamtabbildung
K — K" — KNI,
bijektiv ist.

Aufgabe 46.8. Es sei K ein Kérper und KV der zugehérige Folgenring.
Zeige, dass durch

(@) pen ~ Wn)new >
falls sich die beiden Folgen nur in endlich vielen Gliedern unterscheiden, eine

Aquivalenzrelation definiert ist. Riihrt diese Aquivalenzrelation von einem
Ideal her?

Aufgabe 46.9. Es sei R = QY der Ring aller rationalen Folgen. Ist die
Abbildung

Q H R7
die einer rationalen Zahl ihre Dezimalbruchfolge zuordnet, ein Ringhomo-
morphismus?

Aufgabe 46.10. Wir betrachten die Ringhomomorphismen
q: Z— ZJ(n)
und
q: C — C/N =R,
wobei C' den Ring der rationalen Cauchy-Folgen und N das Ideal der Null-
folgen bezeichnet. Zeige, dass es jeweils (iiber kanonische Reprisentanten)
natiirliche Abbildungen s in die andere Richtung mit

gos = 1Id

gibt, die aber kein Ringhomomorphismus ist.

Aufgabe 46.11.*

Bildet im Ring aller rationalen Folgen die Teilmenge der in Q konvergenten
Folgen ein Ideal?
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Aufgabe 46.12. Bildet im Ring aller rationalen Folgen die Teilmenge der
in R konvergenten Folgen ein Ideal?

Aufgabe 46.13. Es sei R C QY der Ring, der aus allen in Q konvergenten,
rationalen Folgen besteht.

(1) Zeige, dass die Menge der Nullfolgen ein Ideal in R bildet.
(2) Zeige, dass es einen surjektiven Ringhomomorphismus

p: R—Q
gibt.
(3) Zeige, dass es einen bijektiven Ringhomorphismus
Y: RIN — Q
gibt.

Aufgabe 46.14. Es sei K ein angeordneter Korper und es sei M die Menge
der wachsenden Folgen in K. Zeige, dass M mit der gliedweisen Addition
und Multiplikation ein kommutativer Halbring ist.

Aufgabe 46.15. Wir betrachten die Folge \/% in R. Jedes Folgenglied sei

selbst durch die Heron-Folge x,;,7 € N,, mit dem Startwert x,; = 1 re-
prasentiert. Bestimme die Diagonalfolgenglieder y1,v2,ys,y4 im Sinne von
Satz 46.9.

Aufgabe 46.16. Es sei M die Menge aller reellen konvergenten Folgen und
U: M — R, (z,)

die Abbildung, die einer konvergenten Folge ihren Grenzwert zuordnet. Wa-
rum ist dies eine (wohldefinierte) Abbildung? Ist W injektiv? Ist ¥ surjektiv?

neN — (11mn~>oo 'TTL) 9

Aufgabe 46.17. Bestimme fiir jedes n € N den Kern des Potenzierens
R* — R*, 2z — 2",

Aufgabe 46.18. Gibt es Gruppenhomomorphismen
(Rv -+, O) — (Rv -+, O)a

die nicht R-linear sind?

Aufgabe 46.19. Zeige, dass es keinen Ringhomomorphismus von R nach Q
gibt.
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Aufgabe 46.20. Es seien K C L archimedisch angeordnete Korper. Es sei
(#5),en € K eine in K konvergente Folge. Zeige, dass diese Folge auch in L
konvergiert.

Aufgabe 46.21.*

Man gebe ein Beispiel fiir eine konvergente Folge (z,,),, oy in einem angeord-
neten Korper K, die in einem grofleren angeordneten Korper

K CL

nicht konvergiert.

46.3. Aufgaben zum Abgeben.

Aufgabe 46.22. (2 Punkte)

Es sei K ein Korper, bei dem eine Teilmenge P C K ausgezeichnet sei, die
den folgenden Bedingungen geniigt.

(1) Fiir z € K ist entweder z € P oder —x € P oder x = 0.
(2) Aus z,y € P folgt v +y € P.
(3) Aus z,y € P folgt v -y € P.

Zeige, dass durch die Festlegung
x >y genau dann, wenn x =y oder x —y € P

ein angeordneter Korper entsteht.

Aufgabe 46.23. (2 Punkte)

Es sei K ein angeordneter Korper. Zeige, dass die Menge aller beschrankten
Folgen in K (mit gliedweiser Addition und Multiplikation) ein kommutativer
Ring ist.

Aufgabe 46.24. (5 Punkte)

Wir betrachten die Folge ,/"TH in R. Jedes Folgenglied sei selbst durch die

Heron-Folge z,;,7 € N, , mit dem Startwert x,,; = 1 reprisentiert. Bestimme
die Diagonalfolgenglieder y1, ¥, y3,y4 im Sinne von Satz 46.9.

Aufgabe 46.25. (4 (242) Punkte)
Es sei K ein Korper und K der zugehorige Folgenring. Es sei
I C K"

die Menge aller Folgen iiber K, bei denen nur endlich viele Glieder von 0
verschieden sind.



205

(1) Zeige, dass I ein Ideal in K™ ist.
(2) Zeige, dass der Restklassenring K" /I kein Korper ist.

47. VORLESUNG - DEZIMALENTWICKLUNG

47.1. Der Isomorphiesatz.

Zum folgenden Satz vergleiche man Satz 7.2. So wie die Dedekind-Peano-
Axiome die natiirlichen Zahlen eindeutig festlegen, werden die reellen Zahlen
durch die Eigenschaften, die in einem vollstdndigen archimedisch angeordne-
ten Korper zusammengefasst werden, eindeutig charakterisiert.

Satz 47.1. Es gibt genau einen vollstindigen archimedisch angeordneten
Korper, die reellen Zahlen. Genauer: Wenn zwei vollstindige archimedisch
angeordnete Korper Ry und Ry vorliegen, so gibt es einen eindeutig bestimm-
ten bijektiven Ringhomomorphismus

(ol Rl —)RQ.

Beweis. Wir konnen davon ausgehen, dass der eine Kérper M das Cauchy-
Folgen-Modell C'//N der reellen Zahlen ist, wobei C' den Ring aller rationalen
Cauchy-Folgen und N das Ideal der Nullfolgen bezeichnet. Der andere Korper
sei mit K bezeichnet. Beide Korper enthalten die rationalen Zahlen. Ein
Ringhomomorphismus respektiert auch die Quadrate. In einem vollstédndigen
archimedisch angeordneten Korper sind die nichtnegativen Elemente genau
die Quadrate, deshalb muss eine solcher Ringhomomorphismus auch positive
Elemente in positive Elemente iiberfithren. Da man in einem archimedisch
angeordneten Korper die Konvergenz mit Stammbriichen allein iiberpriifen
kann, erhélt eine solche Abbildung auch die Konvergenz. Da in M nach
Konstruktion und Lemma 46.8 jedes Element Limes einer rationalen Cauchy-
Folge ist, und diese auch in K wegen der Vollstdndigkeit konvergiert, kann es
nur eine solche Abbildung geben. Diese Uberlegung zeigt zugleich, wie man
die Abbildung ¢ ansetzen muss. Ein Element x € M werde reprisentiert
durch eine rationale Cauchy-Folge (z,),.y. Diese Folge konvergiert in K
gegen ein y und man setzt p(x) = y. Dies ist wohldefiniert. Wenn man
ndmlich eine andere représentierende Cauchy-Folge (z},), .y nimmt, so ist
die Differenz zu (z,),.y eine Nullfolge und dann konvergieren die beiden
Folgen in K gegen das gleiche Element.

Aufgrund der Vertriglichkeit mit der Konvergenz haben wir das kommutative
Diagramm
¢ — M =C/N
(LN Lo
K )
wobei ¢ eine Cauchy-Folge auf ihren Limes in K abbildet. Nach Lemma 44.11
ist diese Abbildung ein Ringhomomorphismus. Da die horizontale Abbildung
surjektiv ist, ist auch ¢ ein Ringhomomorphismus.
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Die Injektivitat gilt fiir jeden Ringhomomorphismus zwischen Koérpern. Zum
Nachweis der Surjektivitdt von ¢ sei y € K. Nach Korollar 28.10 gibt es
eine Dezimalbruchfolge, die gegen y konvergiert. Da diese Dezimalbruchfolge
eine rationale Cauchy-Folge ist, gehort sie zu C und definiert ein Element
in M, das durch ¢ auf y abgebildet wird. Insgesamt ist also ¢ ein bijektiver
Ringhomomorphismus. U

Nachdem wir nachgewiesen haben, dass die reellen Zahlen durch ihre axioma-
tisch fixierten Eigenschaften eindeutig festgelegt sind, werden wir in Zukunft
nur noch mit diesen Axiomen und daraus abgeleiteten Eigenschaften arbei-
ten, die Konstruktion der reellen Zahlen mit Hilfe der Cauchy-Folgen wird in
den Hintergrund treten. Den Koérper der reellen Zahlen bezeichnen wir mit
R.

Definition 47.2. Eine Zahl z € R mit x ¢ Q heift eine irrationale Zahl.

47.2. Monotone Folgen.

Korollar 47.3. FEine beschrdinkte und monotone Folge in R konvergiert.

Beweis. Nach Voraussetzung ist die Folge wachsend und nach oben be-
schréankt oder fallend und nach unten beschrinkt. Nach Lemma 45.7 liegt
eine Cauchy-Folge vor, und diese konvergiert in R. O

47.3. Zifferndarstellung reeller Zahlen.

Eine Folge der Form

an
Tp = ——
10m

mit a,, € Z und

anp, [ - an, + 1

10 — 107+! 107
heifit Dezimalbruchfolge. Eine Ziffernfolge (eine Ziffernentwicklung) z_;, i €
Ny, mit z_; € {0,1,...,9} definiert die Folge

n

. Zﬁ—l Z,ilon_i Qp,
n= Y 2l0 = s

i=1

mit
n

an = Zz,ilon’i.
i=1
Inwiefern stellt eine solche Dezimalbruchfolge eine reelle Zahl dar und in-
wiefern ist die Darstellung eindeutig? Zu jedem Element x € K in einem
archimedisch angeordneten Korper K gibt es nach Verfahren 28.6 eine Dezi-
malbruchfolge, ndmlich die durch

T, = [z-10"]-107"
gegebene Folge, die nach Korollar 28.10 gegen x konvergiert.
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Satz 47.4. (1) Jede Dezimalbruchfolge konvergiert gegen eine eindeutig

(2)

(3)

bestimmte reelle Zahl.
Zu jeder reellen Zahl x > 0 konvergiert die durch

T, = [z-10"]-107"
gegebene Dezimalbruchfolge gegen x.

Zwei verschiedene Dezimalbruchfolgen x, = g% = Yo gw_;107"
und Yy, = lbo—”n = Y7, 2-:107" konvergieren genau dann gegen die

gleiche Zahl x, wenn es ein k € N gibt mat

W_; = zZ_;
fir —i > —k,
Z, # 9
und
W_ = Z_k +1
und
w_; = 0
und
z_; =9

fir —i < —k (oder umgekehrt).

Beweis. (1) Dies folgt aus Lemma 45.4 und der Vollstandigkeit von R.
(2) Dies wurde in Korollar 28.10 bewiesen.
(3) Eine Dezimalbruchfolge der Form

10" —1
10n
konvergiert gegen 1, daher konvergieren die beiden Folgen gegen den
gleichen Grenzwert. Wenn die beiden Cauchy-Folgen gegen die gleiche
reelle Zahl konvergieren, so muss ihre Differenz eine Nullfolge sein.
Eine Dezimalbruchfolge erfiillt die Abschatzungen

On_ An+1 - a, +1
10 — 107+t 10m
somit gilt fiir den Grenzwert z insbesondere
Incp < tn i 1.
0 — = 107
Wenn sich die beiden Dezimalbruchfolgen unterscheiden, so gibt es
einen vordersten Index —k, wo sie sich unterscheiden. Es ist dann
(ohne Einschriankung) aj > by. Wenn sie gegen den gleichen Grenz-
wert konvergieren, so muss wegen den Abschéitzungen

b, + 1 ag
xr =

10F ~ 10%
sein. Dies kann nur bei den angegebenen Bedingungen gelten.
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Bemerkung 47.5. Es ist nicht trivial, aus den Ziffernentwicklungen von
reellen Zahlen die Ziffernentwicklung ihrer Summe oder ihres Produktes ab-
zulesen. Die Ziffernentwicklung ist eine konvergente Dezimalbruchfolge, und
fiir jede Folge ist die Summe und das Produkt eindeutig definiert. Man weif3,
dass das Ergebnis wieder eine konvergente Folge ist, und so ist die Summe
und das Produkt von Dezimalbruchfolgen eindeutig definiert. Daraus kann
man aber nicht unmittelbar ablesen, wie die (kanonische) Dezimalbruchfolge
zur Summe oder zum Produkt aussieht. Insbesondere kann man die ersten
n Nachkommastellen der Summe nicht aus den ersten n Nachkommastellen
der beteiligten Summanden ablesen. Wenn beispielsweise von den Zahlen

r = 0,22222222222222222222...
und
y = 0,77777777777T7T777777 ...

die ersten zwanzig Nachkommastellen bekannt sind, so hat man die Abschétz-
ungen

0,22222222222222222222 < x < 0,22222222222222222223
bzw.
0, 77777TTTTTTTIITTITTT <y < 0, 770TTCUTCINCIUTIU8
und damit hat man auch die Abschéatzung
0, 99999999999999999999 < z +y < 1,00000000000000000001.

Man weifl aber nicht, ob die ersten Ziffern Neuen oder Nullen sind, und das
weil man auch dann im Allgemeinen nicht, wenn man noch mehr Ziffern der
Zahlen kennt.

Bei der Multiplikation ist das Problem noch deutlicher. Selbst wenn ein Fak-
tor z eine natiirliche Zahl, so kann man die Ziffernentwicklung eines Produk-
tes zw nicht aus den entsprechenden Ziffern von w ablesen. Sei beispielsweise
z = 3 und

w = 0,33333333333333333333....

Dann weif3 man nur
0,99999999999999999999 < zw < 1,00000000000000000002,

man hat aber keine Kenntnis der ersten Ziffern des Produktes.
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47.4. Die geometrische Reihe.

Dieses Bild veranschaulicht das Verhalten der geometrischen Reihe zu z = %. Die
Grundseite des Quadrates sei 2, dann passt die geometrische Reihe dreimal in
dieses Quadrat rein. Der jeweilige Flidcheninhalt der drei Reihen ist %.

Die Reihe Y 77, 2" heiBt geometrische Reihe zu x € R, es geht also um die
Summe

l+o+22+23+....

Die Konvergenz héngt wesentlich vom Betrag von x ab.

Satz 47.6. Fir alle reellen Zahlen x mit |x| < 1 konvergiert die Reihe
> o und es gilt
St =

k=0

Beweis. Fiir jedes x und jedes n € N gilt die Beziehung

(x—1) (Zx) = 2" 1

und daher gilt fiir die Partialsummen die Beziehung (bei z # 1)

—1
—Zx S

Fiir n — oo und |z| < 1 konvergiert dies gegen ﬁ = ﬁ U

47.5. Rationale Zahlen und periodische Ziffernentwicklung.

Fiir einen Bruch § zu a,b € N, liefert der Divisionsalgorithmus nach Lemma
28.3 (3) eine periodische Entwicklung z,z_1z_5 . ... die nach Lemma 28.8 die
Dezimalbruchfolge zur Zahl ¢ ist. Zu einer rationalen Zahl gehort also eine
periodische Ziffernentwicklung. Die Umkehrung gilt ebenfalls.
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Satz 47.7. FEine reelle Zahl ist genau dann eine rationale Zahl, wenn sie
eine periodische Ziffernentwicklung (im Dezimalsystem) besitzt.

Beweis. Die Periodizitét der Ziffernentwicklung zu § wurde in Lemma 28.3
(3) in Verbindung mit Korollar 28.11 bewiesen. Es liege eine periodische
Ziffernentwicklung fiir die reelle Zahl x vor. Da sich die Eigenschaft, eine
rationale Zahl zu sein, weder bei Multiplikation mit einer rationalen Zahl
# 0 noch bei Addition mit einer rationalen Zahl dndert, kénnen wir sofort

annehmen, dass die Ziffernentwicklung die Form

0, Zm—1~"m—2- - R0”m—1"m—2- + -R0”fm—12m—2-+ -20- - -

besitzt. Die dadurch definierte Zahl konnen wir als

m—1
(Z z¢10i> -0, 00. ..00100. ..00100. ..00100. ..001. . .
i=0

auffassen, wobei die Einsen an der m-ten, 2m-ten u.s.w. Stelle stehen. Wir
miissen uns also nur noch um periodische Ziffernentwicklungen von dieser
speziellen Art kiimmern. Wir betrachten also die Reihe

Nach Satz 47.6 konvergiert dies gegen

1 | 1 _1om | = 1
- (&)™ (2&2) 9999 99--.99
wobei jeweils m Neunen vorkommen. Diese Zahl ist also rational. U

Die entsprechende Aussage gilt fiir die Ziffernentwicklung zu jeder Basis,
nicht nur im Dezimalsystem. Eine reelle Zahl mit einer periodischen Ziffer-
nentwicklung wird so geschrieben, dass man einen Strich {iber die Periode
macht, also beispielsweise

351, 052882700 .

Beispiel 47.8. Wir bestimmen mit Hilfe des Beweises zu Satz 47.7 die ra-
tionale Zahl, die durch die periodische Zifferententwicklung

0,741
gegeben ist. Es ist
0,741 = 0,7+0,041

1 _
= 0,74+ —=-0,41
r P
= 5 tqg 400
7 1 1

41—
10+10 99
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7 41

10" 990
693 + 41
990

734

990
367

495°

47. ARBEITSBLATT

47.1. Die Pausenaufgabe.

Aufgabe 47.1. Heinz Ngolo und Mustafa Miiller sagen abwechselnd reelle
Zahlen auf. Dabei sind die Zahlen von Heinz alle positiv und fallen, die Zahlen
von Mustafa sind negativ und wachsen. Es sei (z,,),, .y die dadurch gegebene
Folge.

(1) Kann (z,,),cy gegen eine von 0 verschiedene Zahl konvergieren?
(2) Muss (2n,),,cy gegen 0 konvergieren?

47.2. Ubungsaufgaben.

Aufgabe 47.2. Zeige, dass der einzige Korper-Isomorphismus
p: R— R
die Identitét ist.

Aufgabe 47.3.*
Es sei K ein Korper, R ein Ring mit 0 # 1 und
p: K — R

ein Ringhomomorphismus. Zeige, dass ¢ injektiv ist.

Aufgabe 47.4. Es sei w € R und v € Q.

(1) Zeige, dass u genau dann irrational ist, wenn u + v irrational ist.
(2) Sei zusitzlich v # 0. Zeige, dass u genau dann irrational ist, wenn
w - v irrational ist.
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Aufgabe 47.5.*
a) Man gebe ein Beispiel fiir rationale Zahlen a,b, ¢ €]0, 1] mit
a®+b=c".
b) Man gebe ein Beispiel fiir rationale Zahlen a, b, ¢ €]0, 1[ mit
A+ b+
c) Man gebe ein Beispiel fiir irrationale Zahlen a, b €]0, 1] und eine rationale

Zahl ¢ €]0, 1] mit
a®+ b =c.

Aufgabe 47.6. Zeige, dass es keinen Gruppenhomomorphismus ¢ : (R, 0, +)
— G in eine Gruppe G mit der Eigenschaft gibt, dass » € R genau dann
irrational ist, wenn ¢(r) = 0 ist.

Aufgabe 47.7.*
Es sei u € R eine irrationale Zahl und sei
G = {a+bula,beZ} CR.
(1) Zeige, dass G eine Untergruppe von (R, 0,+) ist.
(2) Zeige, dass es kein Element v € R mit
G =7Zv = {ew|ceZ}

gibt.
(3) Zeige, dass es in G kein positives minimales Element gibt.

Aufgabe 47.8. Es sei K ein angeordneter Korper und (z,),,oy eine Folge in
K. Wir definieren zwei Folgen mit den Anfangswerten yg = z¢ und zg = 0
rekursiv durch

Yn+1 =
UYn, sonst ,

und

; Jzntrpg — ag, falls mpy < 2y,
n+1 —
Z, sonst .

(1) Zeige, dass (yn), ey Wachsend ist.
(2) Zeige, dass (zy), oy fallend ist.
(3) Zeige

neN

Tp = Yn + Zn.
Man kann also jede Folge als Summe einer wachsenden und einer
fallenden Folge darstellen.
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Aufgabe 47.9. Es sei K ein angeordneter Korper. Zeige, dass man die al-
ternierende Folge (—1)" nicht als Summe
(_1)n = Un + 2y

schreiben kann, wenn (y,),,cy und (2,),,cy beschrénkte und monotone Folgen
sind.

Aufgabe 47.10.*
Es sei a € R. Zu einem Startwert zy € R sei eine reelle Folge rekursiv durch

T, +a
2

Tpy1 =
definiert. Zeige die folgenden Aussagen.

a) Bei zp > a ist z,, > a fiir alle n € N und die Folge ist streng fallend.
b) Bei 2y = a ist die Folge konstant.

(
(
(c) Bei zg < a ist x,, < a fir alle n € N und die Folge ist streng wachsend.
(d) Die Folge konvergiert.

(

e) Der Grenzwert ist a.

Aufgabe 47.11. Es sei K ein archimedisch angeordneter Koérper mit der
Eigenschaft, dass jede wachsende, nach oben beschréinkte Folge in K konver-
giert. Zeige, dass K vollstindig ist.

Die Folge der Fibonacci-Zahlen f,, ist rekursiv definiert durch
fii=1,fer=1und foio:= fri1+ fa.

Aufgabe 47.12. Es sei (f,), .y die Folge der Fibonacci-Zahlen und

o
" f n—1

Zeige, dass diese Folge in R konvergiert und dass der Grenzwert x die Bedin-
gung

neN

r=1+z""

erfiillt. Berechne daraus z.

Aufgabe 47.13. Beweise durch Induktion die Binet-Formel fiir die Fibo-
nacci-Zahlen. Diese besagt, dass

() ()
! V5

gilt (n > 1).
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Aufgabe 47.14. Sei a € R>o und k € N;. Zeige, dass zu einem beliebigen
Startwert xg € R, durch

T + #

—"

eine Folge definiert wird, die gegen /a konvergiert.

Tpy1 =

Aufgabe 47.15. Entscheide, ob die Folge

_ J2ym-3
ap, = 3\/_—_2

konvergiert, und bestimme gegebenenfalls den Grenzwert.

Aufgabe 47.16. Bestimme die rationale Zahl, die im Dezimalsystem durch
0,1105
gegeben ist.

Aufgabe 47.17. Bestimme die Ziffernentwicklung im Dualsystem derjenigen
reellen Zahl, die im Dezimalsystem durch 0, 3 gegeben ist.

Aufgabe 47.18. Bestimme die Ziffernentwicklung im Dreiersystem derjeni-
gen reellen Zahl, die im Dezimalsystem durch 0,17 gegeben ist.

Aufgabe 47.19.*

Sei m € N} und sei

x = 0,0...01

die reelle Zahl mit Periodenléinge m (die Periode besteht aus m — 1 Nullen
und einer 1). Sei

m—1
Yy = ZzilOi
i=0

mit z; € {0,1,2,...,9}. Zeige

2y = 0,Zm_12m—2---2120-
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Aufgabe 47.20. Die Situation im Schildkréten-Paradoxon von Zenon von
Elea ist folgendermaflen: Eine langsame Schildkréte (mit der Kriechgeschwin-
digkeit v > 0) hat einen Vorsprung s > 0 gegeniiber dem schnelleren Achilles
(mit der Geschwindigkeit w > v und dem Startpunkt 0). Sie starten gleich-
zeitig. Achilles kann die Schildkréte nicht einholen: Wenn er beim Ausgangs-
punkt der Schildkrote sy = s ankommt, so ist die Schildkrote nicht mehr
dort, sondern ein Stiick weiter, sagen wir an der Stelle s; > so. Wenn Achil-
les an der Stelle s; ankommt, so ist die Schildkréte wieder ein Stiick weiter,
an der Stelle s > 51, u.s.w.

Berechne die Folgenglieder s,,, die zugehorigen Zeitpunkte t¢,,, sowie die je-
weiligen Grenzwerte. Vergleiche diese Grenzwerte mit den direkt berechneten
Uberholungsdaten.

Aufgabe 47.21. Sei k > 2. Zeige, dass die Reihe

=1
2

konvergiert.

Aufgabe 47.22. Zeige, dass die Folge (an)peny mit ap = -5 + -+ + 5
konvergiert.

Aufgabe 47.23. Es sei K ein archimedisch angeordneter Korper mit der
Eigenschaft, dass jede Dezimalbruchfolge in K konvergiert. Zeige, dass K
vollsténdig ist.
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47.3. Aufgaben zum Abgeben.

Aufgabe 47.24. (4 Punkte)

Die Teilmenge
S=Q+QV3 = {x+y\/§|x,y€@} CR

ist ein Korper. Zeige, dass es einen von der Identitét verschiedenen bijektiven
Ringhomomorphismus

p: S — 95
gibt.

Aufgabe 47.25. (3 Punkte)
Bestimme den Grenzwert der durch

. 2n +5y/n +7
" —Bn+3yn—4

definierten reellen Folge.

Aufgabe 47.26. (4 Punkte)

Es sei K ein angeordneter Korper und (), eine Cauchy-Folge in K. Zeige,
dass man

mit einer wachsenden Cauchy-Folge (yy),,cy und einer fallenden Cauchy-Folge
(2n)pen schreiben kann.

Aufgabe 47.27. (4 Punkte)

Es sei z,, € R>( eine konvergente Folge mit dem Grenzwert x. Zeige, dass
die Folge /x, gegen /x konvergiert.

Aufgabe 47.28. (3 Punkte)

Bestimme die rationale Zahl, die im Dezimalsystem durch
0,234707

gegeben ist.
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48. VORLESUNG - INTERVALLSCHACHTELUNGEN

48.1. Intervallschachtelungen.

Eine weitere Moglichkeit, reelle Zahlen zu beschreiben, einzufiihren, zu appro-
ximieren und rechnerisch zu handhaben, wird durch Intervallschachtelungen
gegeben.

m
. N
\

r--

[N N N
\

o4+ o4+ o4+ =4
T

Definition 48.1. Es sei K ein angeordneter Korper. Eine Folge von abge-
schlossenen Intervallen

I, = [an, by, n € N,
in K heifit eine Intervallschachtelung, wenn I, C I, fiir alle n € N ist und
wenn die Folge der Intervalllingen, also

(bn - an)neN )

gegen 0 konvergiert.

Die Intervalllingen miissen also insbesondere eine fallende Nullfolge bilden.
Es wird nicht eine bestimmte Geschwindigkeit dieser Konvergenz verlangt.
Die Intervallhalbierung ist eine spezielle Intervallschachtelung, bei der man
zusitzlich verlangt, dass das folgende Intervall jeweils die untere oder die
obere Hilfte des Vorgéngerintervalls ist. Zu einer Dezimalbruchfolge

an
Ty = —
10m
gehort die Intervallschachtelung
an Gap+1
I, = [—, .
[10” 107 ]

Hier ist x,, der untere Rand des Intervalls I,, und es gilt x,,1 € I, (und
wobei zusitzlich ausgeschlossen ist, dass z,,; der rechte Rand von I, ist).

Die Intervallléingen sind hier 10%'

Die Vollstandigkeit der reellen Zahlen wirkt sich auf Intervallschachtelungen
folgendermaflen aus.

Satz 48.2. Es sei I,, n € N, eine Intervallschachtelung in R. Dann besteht
der Durchschnitt
1

neN
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aus genau einem Punkt x € R. Eine reelle Intervallschachtelung bestimmt
also genau eine reelle Zahl.

Beweis. Es sei x,, € I, = [a,, b,] beliebig gewdhlt. Wir behaupten, dass dies
eine Cauchy-Folge ist. Zu gegebenem e > 0 sei ny derart, dass

bpy, — ny, < €.
Fir m > n > ng ist dann
|xm_xn| S bn_an S €,

da ja x,, x, € I, ist. Es sei x der Limes dieser Cauchy-Folge. Wére x ¢ I,
fiir ein m, so wére

T < Qpy

(oder x > b,,), doch wegen der Konvergenz der Folge gegen x wiirden dann
auch die Folgenglieder fiir n hinreichend grof§ echt unterhalb von a,, und
damit von a, liegen, im Widerspruch zu z, € I,. Also ist x € ﬂneN L,.
Wiirden zwei Zahlen x < y zum Durchschnitt aller Intervalle gehoren, so
wire

y-ll? S bn_an

fiir alle n im Widerspruch dazu, dass die Intervalllingen gegen 0 konvergieren.
O

48.2. Dedekindsche Schnitte.

Definition 48.3. Unter einem Dedekindschen Schnitt versteht man ein Paar
(A, B) bestehend aus Teilmengen der rationalen Zahlen, die folgende Eigen-
schaften erfiillen.

(1) A und B sind nicht leer.
(2)
AwB = Q,

d.h. es liegt eine Zerlegung der Menge aller rationalen Zahlen in zwei
Teilmengen vor.

(3) Fiir jedes x € A und jedes y € B ist x < y.

(4) Zu x € A gibt es ein 2’ € A mit 2’ > =x.
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Richard Dedekind (1831-1916)

Bemerkung 48.4. Die Mengen A bzw. B heiflen auch die Untermenge bzw.
Obermenge des Dedekindschen Schnittes. Sie legen sich wegen der Bedingung
(2) gegenseitig fest. Jede reelle Zahl z € R (und auch jedes Element in einem
archimedisch angeordneten Korper) definiert einen Dedekindschen Schnitt,
indem man

A= {qeQlg<uz}
und

B :={q€Qlqg>u}
setzt. Die Eigenschaften sind erfiillt, wie eine direkte Uberpriifung zeigt. Man
spricht von einem Punktschnitt. Ob ein Dedekindscher Schnitt ein Punkt-
schnitt ist, hingt wesentlich vom Kérper ab. Der durch v/5 definierte Dede-
kindsche Schnitt ist in R ein Punktschnitt, in Q aber nicht.

Die Vollstindigkeit der reellen Zahlen hat folgende Auswirkungen auf die
Dedekindschen Schnitte.

Satz 48.5. In den reellen Zahlen ist jeder Dedekindsche Schnitt (A, B) ein
Punktschnitt, d.h. es gibt ein x € R mit

A={¢eQlg<z}.

Beweis. Es seien ¢ € A und b € B. Wir definieren rekursiv eine Intervall-
schachtelung [a,, b,] mit a,, € Aund b, € B. Wir setzen ay := aund by := b.
Wenn a,, und b,, schon definiert sind, so setzen wir
B {+ falls 92fta ¢ A,
an+1 —

a, sonst ,

und
by, falls @atbe € 4
bn+1 =

Qan +bn
e sonst .
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Damit ist stets a, € A, b, € B und insbesondere a,, < b,, die Folgen sind
wachsend bzw. fallend und die Intervalllinge wird in jedem Schritt halbiert.
Somit liegt eine Intervallschachtelung vor. Nach Satz 48.2 gibt es genau eine
reelle Zahl x, die in allen Intervallen [a,, b,] liegt. Wir behaupten, dass dieses
x der trennende Punkt ist, d.h. wir miissen

A={qeQg<uz}

zeigen. Sei zundchst ¢ € A. Dann ist ¢ < b, fiir jedes n und da a,, und b,
sich beliebig nahe kommen, ist auch ¢ < a, fiir n hinreichend grofi. Da A
mit jedem Element noch grofiere Elemente enthélt, gilt sogar ¢ < a, fir n
hinreichend grof} (die untere Folge kann nicht irgendwann konstant werden,
die obere Folge schon). Wegen a, < x gilt auch ¢ < x. Wenn dagegen
x ¢ A, also x € B ist, so zeigt die gleiche Argumentation mit vertauschten
Rollen die Beziehung ¢ > =. |

Bemerkung 48.6. Mit den Dedekindschen Schnitten kann man, wie mit
Cauchy-Folgen, die reellen Zahlen konstruieren; Bei diesem Zugang definiert
man direkt die reellen Zahlen als die Menge aller Dedekindschen Schnit-
te. Man muss dann natiirlich auf der Ebene der Schnitte eine Addition, eine
Multiplikation und eine Ordnungsrelation einfithren und die gewiinschten Ei-
genschaften nachweisen, siche Aufgabe 48.13, Aufgabe 48.14, Aufgabe 48.15,
Aufgabe 48.16. Dies ist ein gangbarer Weg. Der Vorteil liegt darin, dass
es direkt eine Korrespondenz zwischen Dedekindschen Schnitten und den
reellen Zahlen gibt, man muss nicht verschiedene Darstellungen (mit Hilfe
einer Aquivalenzrelation) identifizieren. Der Nachteil ist, das Dedekindsche
Schnitte abgesehen von dieser Konstruktion keine wichtige Rolle in der Ma-
thematik spielen, wiahrend Folgen und Intervallschachtelungen iiberall in der
Mathematik begegnen. Auch der rechnerisch-approximative Aspekt ist bei
Dedekindschen Schnitten nicht wirklich vorhanden.

48.3. Existenz der Wurzeln.

Die Vollstéandigkeit der reellen Zahlen sichert auch die Existenz einer eindeu-
tig bestimmten Wurzel fiir eine nichtnegative reelle Zahl. Fiir Quadratwur-
zeln folgt dies auch aus Lemma 45.5 (1).

Satz 48.7. Zu jeder nichtnegativen reellen Zahl ¢ € R>¢ und jedem k € N,
gibt es eine eindeutige nichtnegative reelle Zahl x mit

l’k:C.

Beweis. Wir betrachten den Dedekindschen Schnitt (A, B) mit
A={qeQx|d"<c}uQ

und

B = {qGonmeC}-
Die Eigenschaften eines Dedekindschen Schnittes beruhen hierbei darauf,
dass > eine totale Ordnung ist, auf dem Archimedes-Axiom, auf Lemma
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19.13 (8) und auf dem binomischen Lehrsatz, siche Aufgabe 48.19. Nach
Satz 48.5 gibt es somit ein z € R mit

A={geqlg<z}.
Wir behaupten

r = C.

k k

Dies ergibt sich, da die beiden Annahmen z* < ¢ bzw. 2% > c¢ jeweils zu
einem Widerspruch fiihren. O

Lemma 48.8. Es seien a,b positive reelle Zahlen und m,n € N,. Dann
gelten die folgenden Aussagen.

(1) Es ist

Vb =
(2) Es st
(3) Es st

V-l = (%)1

Beweis. Wegen der Eindeutigkeit der Wurzeln stimmen zwei positive reel-
len Zahlen {iberein, sobald eine gewisse Potenz davon iibereinstimmt. Damit
kann man die Aussagen auf die Potenzgesetze mit ganzzahligen Exponenten
zuriickfiihren.

(1) Es ist unter Verwendung von Lemma 23.13 (4)

(Vor) = (Vo) ) = () =
was auch herauskommt, wenn man von der rechten Seite die mn-te

Potenz nimmt.
(2) Nach Lemma 23.13 (5) ist

m

(855)" = (v ()" =

was auch links herauskommt.
(3) Dies folgt aus Teil (2) mit a = b,

Definition 48.9. Zu zwei nichtnegativen reellen Zahlen x und y heift

N

das geometrische Mittel.
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48.4. Die eulersche Zahl e.

05

-0.5

Wir besprechen eine Beschreibung der sogenannten eulerschen Zahl e.

Lemma 48.10. Die Intervalle I, = [a,,b,], n > 1, mit den Grenzen

1 n 1 n+1
an:(l—i——) undbn:<1+—>
n n

definieren eine Intervallschachtelung.

Beweis. Wegen 1 + % > 1 ist klar, dass

1
an <an(1+—) = b,
n

ist, so dass also wirklich Intervalle vorliegen. Um zu zeigen, dass die Intervalle
ineinander liegen, zeigen wir, dass die unteren Grenzen wachsend und die
oberen Grenzen fallend sind. Wir betrachten zuerst (a,,) Aufgrund der
Bernoulli-Ungleichung gilt

1 1 ">1 1 1 1
R —-n— =1-——.
n? - n? n

Dies schreiben wir als

n—1< n?—1 "_ n+1 n—1 "_ n+1\" /n—-1\"
n n2 N n n N n n '

Daraus ergibt sich durch beidseitige Multiplikation mit (ﬁ)n (essein > 2.)
die Abschétzung

n—1 n
o () () -
n—1 n

Fiir die oberen Intervallgrenzen b,, ergibt die Bernoullische Ungleichung die
Abschétzung

neN”

L D IR
nz—1 - nz—1— n
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Daraus folgt

1 n? \" n n \" n \" n \"
n n?—1 n—1 n+1 n—1 n+1

Durch beidseitige Multiplikation mit (”T“)n ergibt sich

n+1 n
b = (”“) s( " ) — b
n n—1

Wir betrachten schliellich die Intervalllingen. Diese sind

1 1 b
bn—an = Qn (1+_>_an:an_ S _1
n n n

und konvergieren somit gegen 0. Also liegt insgesamt eine Intervallschachte-
lung vor. U

Leonhard Euler (1707-1783)

Durch diese Intervallschachtelung ist aufgrund von Satz 48.2 eindeutig eine
reelle Zahl bestimmt.

Definition 48.11. Die reelle Zahl

) \"
e = lim (1 + —)
n—00 n
heifit Fulersche Zahl.

Thr nummerischer Wert ist

e = 2,718281828459. . ..
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Bemerkung 48.12. Eine wichtige alternative Moglichkeit, die eulersche
Zahl festzulegen, ist

1

k=0

d.h. die Zahl

stimmt mit der Zahl

I I LI L
276 24120 720

{iberein. Es ist nicht so einfach, die Ubereinstimmung dieser beiden Defi-
nitionen zu zeigen. Die Konvergenz in der Reihenentwicklung ist deutlich
schneller.

48. ARBEITSBLATT

48.1. Die Pausenaufgabe.

Aufgabe 48.1. Es sei K ein archimedisch angeordneter Korper mit der
Eigenschaft, dass jede Intervallschachtelung in K einen Punkt enthélt. Zeige,
dass K vollstandig ist.

48.2. Ubungsaufgaben.

Aufgabe 48.2. Die Dezimalentwicklung einer reellen Zahl beginne
3,601473301....

Beschreibe die zugehorige Intervallschachtelung mit Intervallen der Lénge

11 1 1 1
10,1, 155 105> 005> Tooo6° 00005 und entsprechenden Grenzen.

Aufgabe 48.3. Es sei I, = [an,b,] eine Intervallschachtelung fiir  und
Jn = [en,dy,] eine Intervallschachtelung fiir y. Beschreibe eine Intervall-
schachtelung fiir = + y.

Aufgabe 48.4. Die Dezimalentwicklungen der beiden reellen Zahlen x und
y beginnen

r=0,24...
und

y = 0,01....

Was kann man {iber die Ziffernentwicklung der Summe z + y sagen?
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Aufgabe 48.5. Die Dezimalentwicklungen der beiden reellen Zahlen z und
y beginnen
xr = 0,24719113. ..

und
y = 0,60421809....

Was kann man iiber die Ziffernentwicklung der Summe z + y sagen?

Aufgabe 48.6. Die Dezimalentwicklungen der beiden reellen Zahlen z und
y beginnen

z=0,3...
und

y=0,3....

Was kann man iiber die Ziffernentwicklung des Produktes = - y sagen? Was
kann man {iiber die erste Nachkommagziffer des Produktes sagen, wenn die
zweite Nachkommaziffer gleich 5 ist.

Aufgabe 48.7. Die Dezimalentwicklungen der beiden reellen Zahlen x und
y beginnen
x = 0,536080713. ..

und
y = 0,663184254 . . ..

Was kann man iiber die Ziffernentwicklung des Produktes = - y sagen?

Aufgabe 48.8.*
Eine reelle Zahl x besitze die Ziffernentwicklung
0,523...

im Dezimalsystem. Was kann man iiber die Ziffernentwicklung von 1/ sa-
gen?

Aufgabe 48.9. Eine reelle Zahl = besitze die Ziffernentwicklung
0,3715. ..
im Dezimalsystem. Was kann man iiber die Ziffernentwicklung von 1/x sa-

gen?

Es sei K ein angeordneter Korper. Eine Teilmenge T' C K heifit ein Abschnitt,
wenn fiir alle a,b € T"mit a < b und jedes x € K mit a <z <bauchxz €T
ist.
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Aufgabe 48.10. Es sei K ein angeordneter Korper. Zeige, dass jedes Inter-
vall (einschlieBlich der unbeschriankten Intervalle) in K ein Abschnitt ist.

Man gebe ein Beispiel fiir einen Abschnitt in Q, der kein Intervall ist.

Zeige, dass in R jeder Abschnitt ein Intervall ist.

Aufgabe 48.11. Inwiefern definiert eine rationale Zahl einen Dedekindschen
Schnitt?

Aufgabe 48.12. Inwiefern definiert eine reelle Zahl einen Dedekindschen
Schnitt?

Aufgabe 48.13. Definiere auf der Menge der Dedekindschen Schnitte eine
Addition, die fiir rationale Schnitte mit der Addition auf Q {ibereinstimmt.
Zeige, dass diese Verkniipfung kommutativ und assoziativ ist, dass es ein
neutrales Element gibt und dass jeder Dedekindsche Schnitt einen negativen
Schnitt besitzt.

Aufgabe 48.14. Definiere auf der Menge der Dedekindschen Schnitte ei-
ne Multiplikation, die fiir rationale Schnitte mit der Multiplikation auf Q
iibereinstimmt. Zeige, dass diese Verkniipfung kommutativ und assoziativ
ist, dass es ein neutrales Element gibt und dass jeder Dedekindsche Schnitt
# 0 einen inversen Schnitt besitzt.

Aufgabe 48.15. Definiere auf der Menge der Dedekindschen Schnitte eine
totale Ordnung, die fiir rationale Schnitte mit der Grofergleichrelation auf
Q tibereinstimmt.

Aufgabe 48.16. Zeige, dass die Menge der Dedekindschen Schnitte ein an-
geordneter Korper ist.

Aufgabe 48.17. Man gebe fiir jede der vier Bedingungen, die in der Defi-
nition eines Dedekindschen Schnittes vorkommen, ein Beispiel fiir ein Paar
(A,B) mit A, B C Q, das drei dieser Bedingungen erfiillt, aber nicht die
vierte.

Aufgabe 48.18. Es sei K ein archimedisch angeordneter Korper mit der Ei-
genschaft, dass jeder Dedekindsche Schnitt in K ein Punktschnitt ist. Zeige,
dass K vollstandig ist.
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Aufgabe 48.19. Es sei n € N, und es seien r, s nichtnegative reelle Zahlen
mit

r'" < s.
Zeige mit Hilfe des binomischen Lehrsatzes, dass es ein £ € N mit

+1"<
rk S

Aufgabe 48.20. Zeige, dass das reelle Einheitsintervall [0, 1] unendlich viele
irrationale Zahlen enthalt.

gibt.

Aufgabe 48.21. Zeige, dass jedes reelle Intervall mit positiver Intervalllange
unendlich viele irrationale Zahlen enthéalt.

Aufgabe 48.22.*

Es seien x und y zwei nichtnegative reelle Zahlen. Zeige, dass das arithme-
tische Mittel der beiden Zahlen mindestens so grofl wie ihr geometrisches
Mittel ist.

Aufgabe 48.23. Es seien b > a > 0 positive reelle Zahlen. Wir definieren
rekursiv zwei Folgen (z,,),,cy und (y,),,cn durch zo = a, yo = b und durch

Tni1 = geometrisches Mittel von x,, und vy, ,

Ynt1 = arithmetisches Mittel von z,, und vy, .

Zeige, dass [z, y,] eine Intervallschachtelung ist.

Aufgabe 48.24. Berechne fiir die Folge

1 n
Ty = (1+—)
n

die ersten vier Glieder als Bruch. Man gebe jeweils einen approximierenden

Dezmialbruch mit einem Fehler von maximal ﬁ an.

Aufgabe 48.25. Zeige die folgenden Abschétzungen.
a) (i) - 2r <

b) (1+3)" < Xhsomr
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Aufgabe 48.26.*
Fiir die Eulersche Zahl e seien die Abschéitzungen
2,711 < e < 2,72

bekannt.
(1) Was lisst sich {iber die ersten Stellen der Dezimalentwicklung von e
sagen?

(2) Was lésst sich iiber die ersten Stellen der Dezimalentwicklung von e~
sagen?

1

Eine Teilmenge T' C R heifit dicht, wenn es zu jeder reellen Zahl x € R und
jedem € > 0 Elemente ¢ € T mit

It —x] < e
gibt.

Aufgabe 48.27. Zeige, dass die Menge der rationalen Zahlen @ in R dicht
ist.

Aufgabe 48.28. Zeige, dass die Menge der Dezimalbriiche in R dicht ist.

Aufgabe 48.29. Es sei k € N>, eine fixierte natiirliche Zahl und es sei T" die
Menge aller rationalen Zahlen, die man mit einer Potenz von k als Nenner
schreiben kann. Zeige, dass T" in R dicht ist.

Aufgabe 48.30. Es sei 7' C R eine Teilmenge. Zeige, dass T genau dann
dicht in R ist, wenn es zu jeder reellen Zahl z € R eine Folge (z,),.y € T
gibt, die gegen x konvergiert.

Aufgabe 48.31. Zeige, dass die Menge der irrationalen Zahlen in R dicht
ist.

Fiir die folgende Aufgabe ist Aufgabe 47.7 hilfreich.

Aufgabe 48.32. Zeige, dass die Untergruppe
Z+Z-v3CR
dicht ist.

Aufgabe 48.33. Sei H eine (additive) Untergruppe der reellen Zahlen R.
Zeige, dass entweder H = Za mit einer eindeutig bestimmten nichtnegativen
reellen Zahl a ist, oder aber H dicht in R ist.
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Aufgabe 48.34. Zu den reellen Zahlen x und y sei die periodische Ziffern-
entwicklung bekannt,

T = 20,21 Zm
und

Y = Wo, W1 ... Wy

Zeige, dass die Summe z+y ebenfalls eine (nicht unbedingt minimale) Periode
der Lange m besitzt. Erldutere, wie sich die Periode der Summe aus den
beiden einzelnen Perioden ergibt.

Aufgabe 48.35. Zu den reellen Zahlen x und y sei die periodische Ziffern-
entwicklung bekannt,

T = 20,71 ---RkRk+1 -+ - Rk+tr
und
Y = Wo,W1 ... WeWp41 -+ - Zf+s-

Was kann man iiber die Periodenléinge der Summe z + y sagen?

Aufgabe 48.36. Zu den reellen Zahlen x und y sei die periodische Ziffern-
entwicklung bekannt,

T = 20,71+ RkRk+1 -+ - Rk+tr
und
Y = Wo,W1 ... WeWp41 -+ - Zf+s-

Was kann man iiber die Periodenléinge des Produktes x - y sagen?

48.3. Aufgaben zum Abgeben.

Aufgabe 48.37. (3 Punkte)
Die Dezimalentwicklung einer reellen Zahl beginne
—7,35831149....

Beschreibe die Zugehérige Intervallschachtelung mit Intervallen der Lénge

1 1
10,1, & 5 100, 10067 10000 100000 und entsprechenden Grenzen.

In der folgenden Aufgabe diirfen Sie annehmen, dass sich alles in R abspielt.

Aufgabe 48.38. (3 Punkte)

Es sei I, = |an,b,| eine Intervallschachtelung fiir = und J,, = [c,,d,] eine
Intervallschachtelung fiir . Beschreibe eine Intervallschachtelung fiir - y.
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Aufgabe 48.39. (3 Punkte)
Eine reelle Zahl x besitze die Ziffernentwicklung
2,1278...

im Dezimalsystem. Was kann man {iber die Ziffernentwicklung von 1/z sa-
gen?

Aufgabe 48.40. (4 Punkte)
Eine reelle Zahl x besitze die Ziffernentwicklung
0,101001000100001000001 . . .

im Dezimalsystem, die angedeutete Regelméafligkeit gelte fiir die gesamte Ent-
wicklung. Bestimme die Ziffernentwicklung von 1/z bis zur vierten Nachkom-
mastelle.

Aufgabe 48.41. (3 Punkte)
Bestimme die Ziffernentwicklung von
0,1-0,1.

Aufgabe 48.42. (3 Punkte)
Berechne fiir die Folge

1
w3
k=0
die Glieder bis x5 als Bruch. Man gebe jeweils einen approximierenden Dez-
1

mialbruch mit einem Fehler von maximal Tooo0 AL

49. VORLESUNG - POLYNOME

Zu einem Korper K wie Q oder R und einer fixierten Variablen X kann man
sich fragen, welche Terme man mit dieser Variablen iiber diesem Korper
,basteln® kann. Dazu gehoren

53X +3,3(X +1), (2X —6)(4X +3), X - (X - X),
543X —6X24+7X° X2 —4+5X%+7X — 13X,

wobei wir Potenzschreibweise verwendet und einige Klammern weggelassen
haben. Als Terme sind 3X +3 und 3(X +1) verschieden. Bei jeder Interpreta-
tion von X in einem Ring sind diese Ausdriicke aber gleich. Der Polynomring
besteht aus genau diesen Termen, wobei allerdings Terme miteinander identi-
fiziert werden, wenn sich dies aus den Rechenregeln fiir einen kommutativen
Ring ergibt.
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49.1. Der Polynomring iiber einem Korper.

Definition 49.1. Der Polynomring iiber einem Koérper K besteht aus allen
Polynomen

P=qa+aX+aX*+ - +aX"

mit a; € K, n € N, und mit komponentenweiser Addition und einer Multi-
plikation, die durch distributive Fortsetzung der Regel

X Xm .= xntm
definiert ist.

Ein Polynom P = 7" ;X' = ap+ a1 X + -+ + a, X" ist formal gesehen
nichts anderes als das Tupel (ag, a1, ...,a,), die die Koeffizienten des Poly-
noms heiflen. Zwei Polynome sind genau dann gleich, wenn sie in allen ihren
Koeffizienten iibereinstimmen. Der Korper K heifit in diesem Zusammenhang
der Grundkérper des Polynomrings. Aufgrund der komponentenweisen Defi-
nition der Addition liegt unmittelbar eine Gruppe vor, mit dem Nullpolynom
(bei dem alle Koeffizienten 0 sind) als neutralem Element. Die Polynome mit
a; = 0 fiir alle ¢ > 1 heiflen konstante Polynome, man schreibt sie einfach als
ag.

Die fiir ein einfaches Tupel zunéchst ungewohnliche Schreibweise deutet
in suggestiver Weise an, wie die Multiplikation aussehen soll, das Produkt
X" - X™ ist namlich durch die Addition der Exponenten, also X™ - X™ =
Xtm gegeben. Dabei nennt man X die Variable des Polynomrings. Fiir
beliebige Polynome ergibt sich die Multiplikation aus dieser einfachen Mul-
tiplikationsbedingung durch distributive Fortsetzung geméfl der Vorschrift,
yalles mit allem® zu multiplizieren. Die Multiplikation ist also explizit durch
folgende Regel gegeben:!?

n m n+m k
(Z aiXi> . (Z ijj) = Z cp XF mit ¢, = Zarbk_r.
i=0 §=0

k=0 r=0
Beispielsweise ist
(4X%? - 5X +6) (3X?+2X —1) = 12X+ (4-2-5-3)X*+

(—4-5-24+6-3)X>+(54+6-2)X — 6
= 12X* - 7X +4X? + 17X — 6.

Lemma 49.2. Der Polynomring K|[X| tber einem Kdrper K ist ein kom-
mutativer Ring.

5Wobei wir natiirlich, wie auch bei der Addition oder dem Vergleichen von Polynomen
verschiedener Grade, die Polynome fiir » > n bzw. k — r > m mit den Koeffizienten a, = 0
bzw. by_, = 0 ergédnzen konnen.
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Beweis. Lediglich die Giiltigkeit des Assoziativgesetzes und des Distribu-
tivgesetzes sind nicht unmittelbar klar. Zum Nachweis dieser Eigenschaften
schreiben wir abkiirzend die beteiligten Polynome als

ZaiXi, ijXj und ZCka
i J k

Ll itj=r k

(=) (zo0)) ()
(S(5 o))

woraus wegen der Symmetrie des Ausdrucks die Assoziativitit ablesbar ist.
Ferner ist

(5 5-)

J

Z ( Z a; (bj +0j)) XT

<Z aiXi> (Z (b + ¢5) XJ')

T i+j=r

= Z ( Z aib]' + ai6j> X"
T itj=r

= Z( Z albj) XT+Z( Z G,iCj) Xr
r i+j=r T itj=r

() (7o)
() (o)

was die Distributivitat bedeutet. O

Der Polynomring ist kein Korper, beispielsweise gibt es zur Variablen X kein
inverses Element.

Definition 49.3. Der Grad eines von 0 verschiedenen Polynoms
P=ay+a X +aX*+ - +a, X"
mit a, # 0 ist n.
Das Nullpolynom bekommt keinen Grad. Der Koeffizient a,,, der zum Grad

n des Polynoms gehort, heiit Leitkoeffizient des Polynoms. Der Ausdruck
a, X™ heilt Leitterm. Ein Polynom mit Leitkoeffizient 1 heifit normiert.

Lemma 49.4. Es sei K ein Korper und P,QQ € K[X] Polynome iiber K.
Dann gelten fiir den Grad folgende Aussagen.

(1) Esist grad (P + Q) < max{grad (P), grad (Q)}.
(2) Es st grad (P - Q) = grad (P) + grad (Q).
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Beweis. Es seien
P=a,X"4+a, 1 X" '+ +aX+uX+a

und
Q = by X" + by X b b X+ b X + by

mit a,, b, # 0, also n = grad (P) und m = grad (Q). Bei m # n ist
max(m,n) der Grad der Summe, bei m = n ist bei a, # —b, dies auch
der Grad des Summenpolynoms, im andern Fall wird der Grad kleiner (die
Summe kann 0 sein, dann ist die Aussage als erfiillt zu interpretieren). We-
gen Lemma 23.12 ist a,b,, # 0 und somit ist a,b,, X" der Leitterm des
Produktpolynoms PQ), dessen Grad somit gleich n + m ist. O

Polynome vom Grad 0 sind die konstanten Polynome, Polynome vom Grad
1 nennt man auch lineare Polynome.

49.2. Quadratische Polynome.

Ein Polynom vom Grad zwei nennt man auch ein quadratisches Polynom.
Wir schreiben es in der Form

aX?+bX +cmita#0.

Wenn a = 0 ist, so fillt der vordere Term weg und es liegt ein lineares,
kein quadratisches Polynom vor. Wenn b = 0 ist, so spricht man von einem
rein-quadratischen Polynom.

Es sei ein quadratisches Polynom gegeben. Wir interessieren uns fiir die Fra-
ge, ob das Polynom Nullstellen'® besitzt und wie diese zu ermitteln sind. Es
geht also um Losungen einer Gleichung der Form

aX?’+bX +¢c = 0.

Dabei sind a, b, ¢ vorgegeben mit a # 0 und gesucht ist x € R derart, dass
wenn man die Zahl x fiir die Variable X einsetzt, sich der Wert 0 ergibt.
Wenn b = 0 ist, also eine Gleichung der Form

aX?+c=0

vorliegt, so geht es einfach um das ziehen einer Quadratwurzel. Die Gleichung

ist ja dquivalent zu
x2=_°¢
-
Wenn die Zahl rechts negativ ist, so gibt es keine Losung. Wenn die Zahl

rechts 0 ist (was bei ¢ = 0 der Fall ist), so gibt es die Losung {0}. Wenn die
Zahl rechts positiv ist, so gibt es zwei Losungen, némlich {,/—%, —,/=<}.
In einem beliebigen Korper geht es um die Frage, ob —< eine Quadratwurzel
besitzt oder nicht.

Fiir die Gleichung
aX?+bX = 0,

16Djeses Konzept werden wir in der néchsten Vorlesung allgemeiner besprechen.
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wo also ¢ = 0 ist, kann man sofort die Losungen angeben, namlich z; = 0

und zo = —g.

Fiir die allgemeine quadratische Gleichung
aX?+bX +c =0

gibt es einen wichtigen Trick, sie auf eine rein-quadratische Form zuriick-
zufithren und sie damit durch Wurzelziehen zu 16sen, das sogenannte quadra-
tische Erginzen. Zunéchst dividiert man durch a und erhélt die dquivalente
Gleichung

b
X24+2X+5 =0
a a
Das nennt man auch eine normierte Gleichung, da links ein normiertes Po-
lynom steht. Wir schreiben diese Gleichung mit

b
b=
a
und
q = —
a
als

X?4pX +4q = 0.
Dieses Polynom schreiben wir nun scheinbar komplizierter als

> AN
X +pX+q = <X+§) —Z—l—q.
Durch Ausmultiplizieren der rechten Seite mit Hilfe der ersten binomischen
Formel sieht man, dass die Terme links und rechts iibereinstimmen. Der

Gewinn ist dabei, dass X + % eine ,verschobene Variable® ist, die wie eine

Variable behandelt werden kann, und dass —%2 + q eine reelle Zahl ist. Es
liegt also im Wesentlichen eine rein-quadratische Gleichung vor. Mit einer

Umstellung erhélt man
2

P\? P
X _):__
<+2 11

P P>
X+5 =44/ —
+2 1 q,

vorausgesetzt, dass der Ausdruck unter dem Wurzelzeichen nichtnegativ ist.
Als Losung erhélt man dann

und somit

2 + 2 _ Ag —
4 2 2

Satz 49.5. Es sei
aX*4+bX +c=0

eine reelle quadratische Gleichung. Dann gilt folgendes Lisungsverhalten.'”

"Den Ausdruck b2 — 4ac nennt man auch die Diskriminante der quadratischen
Gleichung.
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(1) Bei
b —4dac < 0
qibt es keine reelle Losung.
(2) Bei
b —dac = 0
gibt es die eine Losung
—b
r = —
2a
(3) Bei
b —4dac > 0

qibt es die beiden Losungen

+vb% — 4ac — b

2a

T12 =

Beweis. Die Losung in (2) ist ein Spezialfall von (3), in dem die beiden Losun-
gen zusammenfallen. Wir zeigen explizit, dass in der Tat Losungen vorliegen.
Es ist

+v/b%2 —4dac —b ? +vb%2 —4dac—b
a o +b 7 +c
ab2 — 4ac + F2bV/b? — 4ac + b? n +bv/ b2 — dac — b? N

= c
4a? 2a
b? — dac + F2bv/b? — dac + b? £ 2b7/b?2 — dac — 2b + dac
4a

0.

Da eine quadratische Gleichung nur maximal zwei Losungen besitzt, sind wir
im dritten Fall fertig.

Im Allgemeinen schreiben wir

b
aX?+bX +c¢ = a(Xz—i-—X—i—E)
a a

Der rechte Term ist bei

b2 —dac < 0
stets positiv und so hat das Polynom in diesem Fall keine Nullstelle, bei
b> —dac = 0

hat es genau die eine angegebene Nullstelle. U
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Diese Losungsformel heifit auch Mitternachtsformel. Wenn man zuerst durch
a durchdividiert und die quadratische Gleichung in der Form

X2 4+pX+¢g=0
vorliegt, so vereinfachen sich die Losungen zu

+\/p?—4q—p
5 .

T12 =

Dazu sagt man auch p-g-Formel. Diese Formeln gelten in jedem Korper, in
dem 2 # 0 ist. Die Losbarkeit hingt dann allein davon ab, ob die Diskrimi-
nante b> — 4ac eine Quadratwurzel besitzt oder nicht.

Beispiel 49.6. Wir betrachten die quadratische Gleichung
2 4+4r -3 = 0.
Nach Satz 49.5 sind

VI6+12—4  V/28—4 27 -4
B 2 =Ty =g =2

T

und

—V16+12—-4  —/28—4  —2J7—-4
B 2 T2 2 —VT-2

T2

die Losungen.

Beispiel 49.7. Bauer Ernst mochte ein neues quadratisches Beet fiir Melo-
nen anlegen. Die Anlage des Beetes kostet pro Quadratmeter 20 Euro. Das
Beet muss mit einem Schneckenzaun rundum versehen werden, der pro Meter
8 Euro koste. Ernst mochte 300 Euro insgesamt investieren. Wie grofl wird
das Beet?

Es sei x die Seitenlinge des Beetes. Die Kosten sind dann 202 + 4 - 8z, was
zur Gleichung

202° + 322 = 300
bzw.
202° + 322 — 300 = 0
fithrt. Nach Satz 49.5 fiithrt dies auf

V1024 + 24000 — 32 /25024 — 32 158,19 — 32
40 N 40 40

Die Seitenlédnge des Beetes ist also ungefdhr 3,155 Meter.

xrx =

~ 3,155,



237

Francois Viete (1540-1603)

Der folgende Satz von Vieta ermdglicht eine sinnvolle Probe fiir das Ergebnis.
Wenn man weif}, dass es ganzzahlige Losungen geben muss, kann man damit
auch haufig die Losungen der quadratischen Gleichung erraten.

Lemma 49.8. Es sei eine quadratische Gleichung in der Form
?+pr+q=0
gegeben und es seien x1 und xo die Losungen. Dann gilt
T1+Ty = —p
und

Il -T2 = (.

Beweis. Aufgrund von Satz 49.5 ist

p?—4q—p
2

r1 =

und

—VP*—49—p
5 .

Ty =
Daher ist
2 Ag — 02— 4g —
p q p+ p q—p

2 2
VP?—4qg—p— /P> —4q—p

2

1 +xTy =

2
—-p
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und
p’—4q—p —/pP*—4q—p
I T2 .
2 2

< p2—4q—p) (—\/p2—4q—p)
I
N 4
_ 4

U

Von dieser Aussage gilt auch die Umkehrung, siche Aufgabe 49.24. Wenn
man beispielsweise die Zusatzinformation kennt, dass

X2 —7X4+6=0

ganzzahlige Losungen besitzt, so kommen dafiir nur die Teiler von 6 in Frage,
und in der Tat sind 1 und 6 die beiden Losungen.

49. ARBEITSBLATT

49.1. Die Pausenaufgabe.

Aufgabe 49.1. Berechne das Polynom
(3X? —5X +4)- (X? —6X*+1) — (4X® +2X? —2X + 3) - (—2X? — 5X)
im Polynomring Q[X].

49.2. Ubungsaufgaben.

Aufgabe 49.2.*

Bestimme fiir das Polynom
3
P = 7X”—3X8+§X6—X+5

den Grad, den Leitkoeffizienten, den Leitterm und den Koeffizienten zu X°.

Aufgabe 49.3. Berechne das Produkt
(XC+ X3P+ X2+ X+ 1) (X°+ X+ X2+ 1)
im Polynomring Z/(2)[X].
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Aufgabe 49.4. Berechne das Produkt
(2X? +4X +5) - (X*+5X* +6)
im Polynomring Z/(7)[X].

Aufgabe 49.5. Beweise die Formel
X' 1= X-DX" T+ X" 24 X" 34 4 X2 X +1).

Aufgabe 49.6. Zeige, dass in einem Polynomring iiber einem Korper K gilt:
Wenn P, € K[X] beide ungleich 0 sind, so ist auch PQ # 0.

Aufgabe 49.7. Zeige, dass eine quadratische Gleichung
ar’ +br+c =0

iiber einem Koérper K maximal zwei Losungen besitzt.

Aufgabe 49.8. Es sei K ein angeordneter Kérper und R = K|[X| der Poly-
nomring iiber K. Sei

P = {F € K[X]|Der Leitkoeffizient von F' ist positiv} .
Zeige, dass P die drei folgenden Eigenschaften besitzt

(1) Entweder ist F' € P oder —F € P oder F' = 0.
(2) Aus F,G € P folgt F+G € P.
(3) Aus F,G € P folgt F-G € P.

Aufgabe 49.9. Lose die quadratische Gleichung 322 — 6z + 2 = 0 iiber R.

Aufgabe 49.10. Lose die quadratische Gleichung 42? + 5z +2 = 0 iiber
Z)(7).

Aufgabe 49.11. Lose die reelle quadratische Gleichung 72% + 5z —4 = 0
durch quadratisches Ergénzen.

Aufgabe 49.12. Lucy Sonnenschein mochte sich ein quadratisches Grund-
stiick kaufen. Drum rum mochte sie einen Heckenzaun pflanzen. Der Qua-
dratmeterpreis betrédgt 200 Euro, ein Meter Hecke kostet 30 Euro und die
Eintragung ins Grundbuch kostet 1000 Euro. Lucy mo6chte eine Million Euro
investieren. Welche Seitenlédnge hat das Grundstiick?
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Aufgabe 49.13.*

Bestimme den minimalen Wert der reellen Funktion

flz) = x2—3x+§.

Eine Gleichung der Form
az* + bz’ +c = 0
heilt biquadratische Gleichunyg.

Aufgabe 49.14. Lose die biquadratische Gleichung x* 4 722 — 11 = 0 iiber
R.

Aufgabe 49.15.*
Bestimme die Losungen der Gleichung
2
¢ =

tiber Z/(6).

Aufgabe 49.16. Eliminiere in der kubischen Gleichung
2’ +62° — bz —2=0

den quadratischen Term.

Aufgabe 49.17.*
Forme die Gleichung
gt +32° — 52 +20 -7 =0
in eine dquivalente Gleichung der Form
Y+ boy’ + by +by = 0
mit b; € Q um.

Aufgabe 49.18.*

Forme die Gleichung
2°+ 102" +2 -5 =0
in eine dquivalente Gleichung der Form
Y’ + b3y’ + by’ + iy +by = 0
mit b; € Q um.
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Aufgabe 49.19.*

Es sei

2 +pr+q=0
eine quadratische Gleichung iiber einem Korper K, und es sei r # 0 eine
Losung davon. Zeige, dass auch ¢ eine Losung der Gleichung ist.

Bei den folgenden Aufgaben iiberlege man sich auch, was die Aquivalenzre-
lationen fiir die Graphen der Funktionen bedeuten.

Aufgabe 49.20. Es sei K ein Korper und sei
Abb (K,K) = {f : K — K| f Funktion}

die Menge der Abbildungen von K nach K. Wir betrachten die Relation auf
Abb (K, K), die durch f ~ g, falls es ein d € K mit

f=9+d

gibt. Zeige, dass es sich dabei um eine Aquivalenzrelation handelt.

Aufgabe 49.21. Es sei K ein Korper und sei
Abb (K,K) = {f : K — K| f Funktion}

die Menge der Abbildungen von K nach K. Wir betrachten die Relation auf
Abb (K, K), die durch f ~ g, falls es ein ¢ € K mit

f(z) = g(z+¢)
fiir alle © € K gibt. Zeige, dass es sich dabei um eine Aquivalenzrelation
handelt.

Aufgabe 49.22. Es sei K ein Korper und sei
Abb (K,K) = {f : K — K| f Funktion}
die Menge der Abbildungen von K nach K. Wir betrachten die Relation auf
Abb (K, K), die durch f ~ g, falls es ein ¢,d € K mit
f(z) = glxr+c¢)+d

fir alle © € K gibt. Zeige, dass es sich dabei um eine Aquivalenzrelation
handelt.

Aufgabe 49.23. Wir betrachten auf der Menge der quadratischen Polynome
iiber dem Korper K die Aquivalenzrelation aus Aufgabe 49.22. Finde fiir
jedes quadratische Polynom einen besonders einfachen Reprasentanten.
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Aufgabe 49.24. Beweise die Umkehrung des Satzes von Vieta: Wenn eine
normierte quadratische Gleichung
X2+ pX+q=0
gegeben ist und wenn r, s € R Zahlen sind mit
r+s=-—p

und
rs = q,
so sind r und s die Losungen der Gleichung.

Aufgabe 49.25. Finde ganzzahlige Losungen der quadratischen Gleichung
? =Tz +10 = 0

mit Hilfe des Satzes von Vieta.

Aufgabe 49.26. Finde ganzzahlige Losungen der quadratischen Gleichung
2® — 101z 4+ 100 = 0

mit Hilfe des Satzes von Vieta.

Aufgabe 49.27. Sei d € R. Finde ganzzahlige Losungen der quadratischen
Gleichung

2> —(d+1Dx+d =0
mit Hilfe des Satzes von Vieta.

49.3. Aufgaben zum Abgeben.

Aufgabe 49.28. (2 Punkte)
Berechne das Polynom

(3X* +4X +5) - (2X* +7X3 +10X% +6X + 8) +3X? - (4X* +5)
im Polynomring Z/(11)[X].

Aufgabe 49.29. (2 Punkte)

Lose die reelle quadratische Gleichung %az2 + %x — % = 0 durch quadratisches
Ergénzen.

Aufgabe 49.30. (1 Punkt)
Lose die quadratische Gleichung 222 4+ 3z + 3 = 0 iiber Z/(5).
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Aufgabe 49.31. (3 Punkte)
Forme die Gleichung
2} — T +3r+4 =0
in eine dquivalente Gleichung der Form
Y+ byt +b =0
mit b; € Q um.

Aufgabe 49.32. (1 Punkt)

Finde ganzzahlige Losungen der quadratischen Gleichung
=122 +27 =0

mit Hilfe des Satzes von Vieta.

Aufgabe 49.33. (8 Punkte)

Zwei Personen A und B spielen Polynome-Erraten. Dabei denkt sich A ein
Polynom P(zx) aus, wobei alle Koeffizienten aus N sein miissen. Person B
darf fragen, was der Wert P(ny), P(n2),..., P(n,) zu gewissen natiirlichen
Zahlen nq,no, ..., n, ist. Dabei darf B diese Zahlen beliebig wihlen und dabei
auch vorhergehende Antworten beriicksichtigen. Ziel ist es, das Polynom zu
erschliefen.

Entwickle eine Fragestrategie fiir B, die immer zur Losung fithrt und bei der
die Anzahl der Fragen (unabhéngig vom Polynom) beschrénkt ist.

50. VORLESUNG - POLYNOMDIVISION

Durch starkes Denken kann
man ein Kamel zu Fall
bringen.

Ibn Sina

50.1. Polynomfunktionen.

In ein Polynom P € K[X]| kann man ein Element z € K einsetzen, indem
man die Variable X an jeder Stelle durch z ersetzt. Dies fithrt zu einer Ab-
bildung

K — K, z+—— P(z),
die die durch das Polynom definierte Polynomfunktion heifit.
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Der Graph einer Polynomfunktion von R nach R vom Grad 5.

Diese Abbildungen gehoren zu den wichtigsten Funktionen. Die konstanten
Polynome a fithren zu den konstanten Abbildungen mit dem Wert ay, li-
neare Polynome der Form a; X + aq fiihren zu affin-linearen Funktionen,
insbesondere entspricht die Variable der Identitéit. Quadratische Polynome
as X? + a1 X + ag fithren auf quadratische Funktionen, die Potenzen der Va-

riablen, also X*, fithren auf die Potenzfunktionen z — 2*.

Lemma 50.1. Es sei K ein Korper und z € K ein fiziertes Element. Dann

ist die Abbildung
K[X| — K,

die einem Polynom P die Einsetzung P(z) zuordnet, ein Ringhomomorphis-

mus. Fir beliebige Polynome P, Q) € K[X] gilt also

(1)
(P+Q)(z) = P(z) + Q(2).
(2)
(P-Q)(2) = P(2)-Q(2).
(3)
1(z) = 1.

Beweis. Es seien P = 37, a; X" und Q = >, b; X7.

(1) Es ist

und somit ist unter Verwendung des Distributivgesetzes fiir K

(P+Q)) = (Z (04 XZ‘) (2

= i a; 2" + Z b2
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= (oo (S
= P(2) +Q(2).
(2) Es ist
P03 (X an)x
ko \i+j=Fk
und somit ist unter Verwendung des Distributivgesetzes und der Po-
tenzgesetze fiir K

(P-Q)2) = (Z <Z ai-b]) X’f) (2)

k  \itj=k

— Z(Z ai.bj)zk

i+j=k

k
= E a; - ijH_]
i,J

— (Z az) : (; bjzﬂ'>

_ (Z aixi) () - (Z ij3’> ()

= P(2)-Q(2).
(3) Fiir jedes konstante Polynom ag gilt ag(z) = ag, da nicht eingesetzt
werden kann.

4

50.2. Die Division mit Rest fiir Polynome.
Definition 50.2. Es sei K ein Korper. Man sagt, dass ein Polynom T €
K[X] ein Polynom P € K[X] teilt, wenn es ein Polynom @ € K[X] mit

P =TQ
gibt.
Wenn P von T' geteilt wird, so sagt man auch, dass P ein Vielfaches von T'
ist. In K[X] ist es, anders wie in einem Korper, aber &hnlich wie in Z, nicht

moglich, ein Element durch ein anderes Element # 0 zu teilen. Es gibt aber,
wie bei Z, einen wichtigen Ersatz dafiir, die Division mit Rest.

Satz 50.3. Sei K ein Korper und sei K[X| der Polynomring iber K. Es sei-
en P,T € K[X] zwei Polynome mit T' # 0. Dann gibt es eindeutig bestimmte
Polynome Q, R € K[X] mit

P =TQ + R und mit grad (R) < grad (T") oder R =0.
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Beweis. Wir beweisen die Existenzaussage durch Induktion iiber den Grad
von P. Wenn der Grad von T gréfler als der Grad von P ist, so ist Q = 0
und R = P eine Losung, so dass wir dies nicht weiter betrachten miissen.
Bei grad (P) = 0 ist nach der Vorbemerkung auch grad (7') = 0, also ist T’
ein konstantes Polynom, und damit ist (da 7" # 0 und K ein Korper ist)
() = P/T und R = 0 eine Losung. Sei nun grad (P) = n und die Aussage fiir
kleineren Grad schon bewiesen. Wir schreiben P = a, X"+ - -+a; X +ag und
T = b, XF4 -+ b, X + by mit a,, b, # 0, k < n. Dann gilt mit H = Z—ZX”"“
die Beziehung

P = P-TH
— 00X+ <an1 - a—"bk_l) X4
b,
+ (an_k — %bo) X" F gy o XV 4.
k

Dieses Polynom P’ hat einen Grad kleiner als n und darauf kénnen wir die
Induktionsvoraussetzung anwenden, d.h. es gibt " und R’ mit

P'=TQ + R mit grad (R') < grad (T') oder R’ =0.
Daraus ergibt sich insgesamt
P=P+TH=TQ+TH+R =T(Q +H)+ R,

so dass also @ = Q"+ H und R = R’ eine Losung ist. Zur Eindeutigkeit
sei P=TQ + R =T + R mit den angegebenen Bedingungen. Dann ist
T(Q—Q') = R — R. Da die Differenz R’ — R einen Grad kleiner als grad (T')
besitzt, ist aufgrund der Gradeigenschaften diese Gleichung nur bei R = R’
und @ = Q' 16sbar. O

Das Polynom T ist genau dann ein Teiler von P, wenn bei der Division
mit Rest von P durch 7" der Rest gleich 0 ist. Der Beweis des Satzes ist
konstruktiv, d.h. es wird in ihm ein Verfahren beschrieben, mit der man die
Division mit Rest berechnen kann. Dazu muss man die Rechenoperationen
des Grundkorpers beherrschen. Wir geben dazu drei Beispiele, zwei iiber den
rationalen Zahlen und eines iiber einem endlichen Korper.

Beispiel 50.4. Wir fithren die Polynomdivision
P=X’+X+2duwchT=X -5

durch. Es wird also ein quadratisches Polynom durch ein lineares Polynom
dividiert, d.h. der Quotient muss vom Grad 1 und der Rest muss vom Grad 0
sein. Im ersten Schritt iiberlegt man, mit welchem Term man 7" multiplizieren
muss, damit das Produkt mit P im Leitterm iibereinstimmt. Das ist offenbar
X. Das Produkt ist

X (X -5) = X*-5X.

Die Differenz von P zu diesem Produkt ist
X4+ X+2—(X*-5X) = 6X +2.
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Mit diesem Polynom, nennen wir es P’, setzen wir die Division durch T fort.
Um Ubereinstimmung im Leitkoeffizienten zu erhalten, muss man 7' mit 6
multiplizieren, dies ergibt

6X —30.

Die Differenz zu P’ ist somit
6X +2— (6X —30) = 32.
Dies ist das Restpolynom und somit ist insgesamt
X’ +X+2=(X+6)(X-5)+32.
Beispiel 50.5. Wir fithren die Polynomdivision
P=6X"+X+1durch T =3X>+2X —4

durch. Es wird also ein Polynom vom Grad 3 durch ein Polynom vom Grad
2 dividiert, d.h. dass der Quotient und auch der Rest (maximal) vom Grad 1
sind. Im ersten Schritt iberlegt man, mit welchem Term man 7" multiplizieren
muss, damit das Produkt mit P im Leitterm iibereinstimmt. Das ist offenbar
2X. Das Produkt ist

2X (3X? +2X —4) = 6X° +4X* — 8X.
Die Differenz von P zu diesem Produkt ist
6X°+ X +1— (6X°+4X>—8X) = —4X*+9X + 1.

Mit diesem Polynom, nennen wir es ', setzen wir die Division durch T fort.
Um Ubereinstimmung im Leitkoeffizienten zu erhalten, muss man 7" mit %4
multiplizieren. Dies ergibt

4 4 8 16
——T = ——(3X%24+2X —4) = —4X%?— —X + —.
3 3 ( * ) 3 + 3
Die Differenz zu P’ ist somit
8 16 35 13
AX?2 49X +1— [ 4X?— =X +— | = =X - —=.
toA T ( 3 + 3) 3 3

Dies ist das Restpolynom und somit ist insgesamt

3 3 3

Beispiel 50.6. Wir fithren im endlichen Restklassenkorper Z/(7) die Poly-
nomdivision

4\ 3 13
6X°+X +1 = (3X*+2X —4) <2X——) + =X - —.

P=X?+3X+5durchT=3X +4

durch. Es wird also ein quadratisches Polynom durch ein lineares Polynom
dividiert, d.h. der Quotient muss vom Grad 1 und der Rest muss vom Grad 0
sein. Im ersten Schritt iiberlegt man, mit welchem Term man 7" multiplizieren
muss, damit das Produkt mit P im Leitterm iibereinstimmt. Mit was muss
man also 3 in Z/(7) multiplizieren, um 1 zu erhalten? Eine Schreibweise

wie 3 ist hier wenig hilfreich, es muss ein Element aus Z/(7) sein. Wegen



248

3-5 =15 = 1 mod 7 ist 5 das inverse Element, man muss also mit 5X
multiplizieren. Das Produkt ist

5X (3X +4) = X*+6X.
Die Differenz von P zu diesem Produkt ist
X?4+3X 45— (X?+6X) = 4X +5.

Mit diesem Polynom, nennen wir es ', setzen wir die Division durch T fort.
Um Ubereinstimmung im Leitkoeffizienten zu erhalten, muss man 7' mit 6
multiplizieren, da ja 3-6 = 18 = 4 mod 7 ist. Dies ergibt

4X +3.
Die Differenz zu P’ ist somit
AX+5—(4X +3) =2
Dies ist das Restpolynom und somit ist insgesamt

X?+3X+5= (X +6)(3X +4)+2.

50.3. Nullstellen.

Unter einer Nullstelle eines Polynoms P versteht man ein a € K mit P(a) =
0. Ein Polynom muss keine Nullstellen besitzen, ferner hingt dies vom Grund-
korper ab.

Lemma 50.7. Sei K ein Korper und sei K[X| der Polynomring tiber K. Sei
P e K[X] ein Polynom und a € K. Dann ist a genau dann eine Nullstelle
von P, wenn P ein Vielfaches des linearen Polynoms X — a ist.

Beweis. Wenn P ein Vielfaches von X — a ist, so kann man
P=(X-a)Q
mit einem weiteren Polynom () schreiben. Einsetzen ergibt

P(a) = (a—a)Q(a) = 0.
Im Allgemeinen gibt es aufgrund der Division mit Rest eine Darstellung
P = (X-a)Q+R,
wobei R = 0 oder aber den Grad 0 besitzt, also eine Konstante ist. Einsetzen
ergibt
P(a) = R.

Wenn also P(a) = 0 ist, so muss der Rest R = 0 sein, und das bedeutet,
dass P = (X —a)Q ist. O

Korollar 50.8. Sei K ein Korper und sei K[X] der Polynomring iber K.
Sei P € K[X] ein Polynom (# 0) vom Grad d. Dann besitzt P mazimal d
Nullstellen.
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Beweis. Wir beweisen die Aussage durch Induktion iiber d. Fiir d = 0,1
ist die Aussage offensichtlich richtig. Sei also d > 2 und die Aussage sei
fiir kleinere Grade bereits bewiesen. Sei a eine Nullstelle von P. Dann ist
P = Q(X — a) nach Lemma 50.7 und @ hat den Grad d — 1, so dass wir auf
() die Induktionsvoraussetzung anwenden kénnen. Das Polynom () hat also
maximal d — 1 Nullstellen. Fiir b € K gilt P(b) = Q(b)(b — a). Dies kann
nur dann 0 sein, wenn einer der Faktoren 0 ist, so dass eine Nullstelle von
P gleich a ist oder aber eine Nullstelle von @) ist. Es gibt also maximal d
Nullstellen von P. O

50.4. Der Interpolationssatz.

Der folgende Satz heifit Interpolationssatz und beschreibt die Interpolation
von vorgegebenen Funktionswerten durch Polynome.

Satz 50.9. Es sei K ein Korper und es seien n verschiedene FElemente
aiy...,a, € K und n Elemente by,...,b, € K gegeben. Dann gibt es ein
eindeutiges Polynom P € K[X]| vom Grad < n — 1 derart, dass P(a;) = b;
fiir alle i ist.

Beweis. Wir beweisen die Existenz und betrachten zuerst die Situation, wo
b; = 0 ist fiir alle j # 4. Dann ist
(X —a1) - (X —a)(X = ai1) - (X — an)

ein Polynom vom Grad n—1, das an den Stellen a4, ...,a;_1,a;11,...,a, den
Wert 0 hat. Das Polynom

b;
(ai —ay) - (a; —ai1)(a; — ai1) -+ (a; — ay)
(X —a1) (X = ai-)(X = ag1) - (X = an)

hat an diesen Stellen ebenfalls eine Nullstelle, zusétzlich aber noch bei a; den
Wert b;. Nennen wir dieses Polynom F;. Dann ist

P=P+P+ - +PF
das gesuchte Polynom. An der Stelle a; gilt ja

Pj(a;) = 0
fllI“j 7& 7 und PZ(CI,Z) = bl
Die Eindeutigkeit folgt aus Korollar 50.8. ]
Wenn die Daten aq,...,a, und by,...,b, gegeben sind, so findet man das

interpolierende Polynom P vom Grad < n — 1, das es nach Satz 50.9 geben
muss, folgendermaflen: Man macht den Ansatz

P = Co + ClX + 62X2 + -+ Cn,QXn72 + Cnlenil
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und versucht die unbekannten Koeffizienten cy, . .., ¢,_1 zu bestimmen. Jeder
Interpolationspunkt (a;, b;) fithrt zu einer linearen Gleichung

2 -2 —1
co+ra; +coa; + -+ cp0a] T+ cpral T = b,

iiber K. Das entstehende lineare Gleichungssystem besitzt genau eine
Lésung, die das Polynom bestimmt.

50.5. Rationale Funktionen.

Der Polynomring K[X] ist ein kommutativer Ring, aber kein Kérper. Man
kann aber mit Hilfe von formal-rationalen Funktionen einen Korper konstru-
ieren, der den Polynomring enthélt, dhnlich wie man aus Z die rationalen
Zahlen Q konstruieren kann. Dazu definiert man

K(X) = {gm@ e K[X], Q # o},

wobei man wie bei Q zwei Briiche g und % miteinander identifiziert, wenn
PQ = P'Q

ist. Auf diese Weise entsteht der Kdorper der rationalen Funktionen (iiber K).

1/x

Man kann Briiche P/@Q von Polynomen als Funktionen auffassen, die aulerhalb
der Nullstellen des Nenners definiert sind. Das Beispiel zeigt den Graphen der
rationalen Funktion 1/X.

Einen formalen Ausdruck P/@Q kann man in folgender Weise wieder als eine
Funktion auffassen.

Definition 50.10. Zu zwei Polynomen P,Q € K[X], @ # 0, heifit die

Funktion
P
D—K, z+— ﬁ,
Q(2)
wobei D C K das Komplement der Nullstellen von () ist, eine rationale
Funktion.
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Die nach den Polynomfunktionen einfachsten Funktionen sind die rationalen
Funktionen.

50. ARBEITSBLATT

50.1. Die Pausenaufgabe.

Aufgabe 50.1. Sei K ein Korper und sei K[X] der Polynomring iiber K.
Wie lautet das Ergebnis der Division mit Rest, wenn man ein Polynom P
durch X™ teilt?

50.2. Ubungsaufgaben.

Aufgabe 50.2. Schreibe das Polynom
X3 4+2X%-3X +4
in der neuen Variablen U = X + 2.

Aufgabe 50.3. Bestimme die Hintereinanderschaltungen
poy und Yo
fiir die Abbildungen ¢, : R — R, die durch
() =2+ 32> — 20 + 5 und (x) = 22° — 2* + 62 — 1

definiert sind.

Aufgabe 50.4.*
(1) Berechne das Produkt
(2—3X + X?)- (=5 +4X — 3X?)

im Polynomring Q[X].
(2) Berechne das Produkt

(2-3V2+V2) - (=5 +4v2 — 3v2)

in R auf zwel verschiedene Arten.
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Aufgabe 50.5. a) Fiir welche reellen Polynome P € R[X] ist die zugehdorige
polynomiale Abbildung
(R,0,+) — (R,0,4), x — P(z),
ein Gruppenhomomorphismus?

b) Fiir welche reellen Polynome @ € R[X] ist allenfalls 0 eine Nullstelle und
die zugehorige polynomiale Abbildung

(Rxa ]-7 ) — (Rxa 17 '>7 T Q(x)a
ein Gruppenhomomorphismus?

Aufgabe 50.6. Es sei K ein angeordneter Koérper und es sei P(z) = Z?:o a;

2’ eine Polynomfunktion. Es sei (75,),en €ine konvergente Folge in K mit
Grenzwert z. Zeige durch Induktion iiber d, dass dann auch die durch

Yn = P(xn)

definierte Folge konvergiert, und zwar gegen P(z).

Aufgabe 50.7. Fiihre in Q[X]| die Division mit Rest ,, P durch T fiir die
beiden Polynome P = 3X* +7X? —2X +5und T = 2X? + 3X — 1 durch.

Aufgabe 50.8.*

Fiihre in Z/(5)[X] die Division mit Rest ,,P durch T fiir die beiden Poly-
nome P = X3 +4X? +3X +4und T = 3X2 + 2X + 1 durch.

Aufgabe 50.9. Fiihre in Z/(7)[X] folgende Polynomdivision aus.
X*+5X? 43 durch 2X?+ X +6.

Aufgabe 50.10. Fiihre in Z/(7)[X] die Division mit Rest ,, P durch T fiir
die beiden Polynome P = 5X*+3X3+5X24+3X +6und T = 3X2+6X +4
durch.

Aufgabe 50.11. Es sei K C L eine Korpererweiterung und seien P,T €
K[X] Polynome. Zeige, dass es fiir die Division mit Rest , P durch T uner-
heblich ist, ob man sie in K[X] oder in L[X] durchfiihrt.

Aufgabe 50.12. Vergleiche die Division mit Rest in Z und in K[X] (K ein
Korper).
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Aufgabe 50.13.*
Zeige, dass

z= €/—1+¢§+§/—1—\/§
eine Nullstelle des Polynoms
X?+3X +2

ist.

Aufgabe 50.14.*

Bestimme die z-Koordinaten der Schnittpunkte der Graphen der beiden Po-
lynome

P=X4+4X"-7X+1
und

Q= X>—2X?+5X +3.

Aufgabe 50.15. Sei K ein Korper und sei K[X] der Polynomring iiber K.
Zeige, dass jedes Polynom P € K[X], P # 0, eine Produktzerlegung
P=(X—-X)" (X =X)"Q

mit p; > 1 und einem nullstellenfreien Polynom @) besitzt, wobei die auf-
tretenden verschiedenen Zahlen Aq,..., A\; und die zugehérigen Exponenten
{1, - .., i bis auf die Reihenfolge eindeutig bestimmt sind.

Aufgabe 50.16.*

Sei K ein Korper und sei K[X| der Polynomring iiber K und sei P € K|[X]
ein Polynom, das eine Zerlegung in Linearfaktoren besitze. Es sei T" ein Teiler
von P. Zeige, dass T ebenfalls eine Zerlegung in Linearfaktoren besitzt, wobei
die Vielfachheit eines Linearfaktors X —a in T" durch seine Vielfachheit in P
beschrankt ist.

Aufgabe 50.17.*

Es seien P und () verschiedene normierte Polynome vom Grad d iiber einem
Korper K. Wie viele Schnittpunkte besitzen die beiden Graphen maximal?

Aufgabe 50.18.*

Man finde ein Polynom
f=a+bX +cX?
mit a,b,c € R derart, dass die folgenden Bedingungen erfiillt werden.

f(=1)=2, f(1) =0, f(3) =5.
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Aufgabe 50.19. Man finde ein Polynom
f=a+bX +cX*+dX?
mit a,b, c,d € R derart, dass die folgenden Bedingungen erfiillt werden.

Aufgabe 50.20.*

(1) Bestimme ein Polynom P vom Grad < 3 mit

P(-1) = —4,

P(0) = 2,
P(1) =2

und
P(2) =3

(2) Bestimme ein normiertes Polynom ) vom Grad 3 mit

Q0) =1,
Q(2) =3

und
Q(3) = 10.

(3) Bestimme die Schnittpunkte der Graphen zu P und zu Q.

Aufgabe 50.21. Zeige, dass die Hintereinanderschaltung (also das Einsetzen
eines Polynoms in ein weiteres) von zwei Polynomen wieder ein Polynom ist.

Aufgabe 50.22.*

Es seien

frg,h: R— R
Funktionen.

a) Zeige die Gleichheit
(h-g)of = (hof)-(gof).
b) Zeige durch ein Beispiel, dass die Gleichheit
(hog)-f = (h-f)elg-f)

nicht gelten muss.
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Aufgabe 50.23. Es sei K[X]| der Polynomring iiber einem Kérper K. Zeige,
dass die Menge

{glp,QeK[X], Q#O} |

wobei zwei Briiche g und % genau dann als gleich gelten, wenn PQ)’ = P'Q)
ist, mit einer geeigneten Addition und Multiplikation ein Korper ist.

Den in der vorstehenden Aufgabe eingefiihrten Korper nennt man den Kérper
der rationalen Funktionen.

Aufgabe 50.24. Es sei K ein angeordneter Korper, K[X]| der Polynomring
und

Q= K(X)
der Korper der rationalen Funktionen iiber K. Zeige unter Verwendung von
Aufgabe 49.8, dass man () zu einem angeordneten Koérper machen kann, der
nicht archimedisch angeordnet ist.

Aufgabe 50.25. Zeige, dass die Hintereinanderschaltung von zwei rationa-
len Funktionen wieder rational ist.

Aufgabe 50.26. Berechne die Hintereinanderschaltungen fog und go f der
beiden rationalen Funktionen

202 — 4z +3 r+1
f(x)—Tundg(ﬂf)—xz_LL-

Aufgabe 50.27. Es sei K ein archimedisch angeordneter Kérper und seien
P(z) = % aiet und Q(z) = Y25, bia’ Polynome mit ag,b. # 0. Man
bestimme in Abhéngigkeit von d und e, ob die durch
P
Q(n)
(fiir » hinreichend grof) definierte Folge konvergiert oder nicht, und bestim-
me gegebenenfalls den Grenzwert.

50.3. Aufgaben zum Abgeben.

Aufgabe 50.28. (3 (1+2) Punkte)

(1) Berechne das Produkt
) 1 3 1
l— X +-X?) (2—-SX4+-X2-X3
(1-3x+307) - (o~ fx o)

im Polynomring Q[X].
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(2) Berechne das Produkt
1 1
(1 - g\/g-i- 5\/32) : (2 - %\/g-i- g\/_Q - \/53>

in R auf zwei verschiedene Arten.

Aufgabe 50.29. (3 Punkte)

Fiihre in Q[X] die Division mit Rest ,, P durch T fiir die beiden Polynome
P:5X4—6X3—|—§X2—%X+5undT:%X2+%X—1 durch.

Aufgabe 50.30. (3 Punkte)

Fiihre in Z/(7)[X] die Division mit Rest ,,P durch T fiir die beiden Poly-
nome P = 6X*4+2X3 +4X? +2X +5und T = 5X2 + 3X + 2 durch.

Aufgabe 50.31. (2 Punkte)
Beweise die Formel
Xl = (X+DX" X" 24 X3 - X2 - X+ 1)

fiir u ungerade.

Aufgabe 50.32. (4 Punkte)
Man finde ein Polynom f vom Grad < 3, fiir welches

F(0) = =1, f(=1) = =3, f(1) =7, f(2) = 21
gilt.

51. VORLESUNG - STETIGKEIT

51.1. Stetige Funktionen.

Den Abstand zwischen zwei reellen Zahlen = und z’ bezeichnen wir mit
d(z,2") = |z —2'|.

Bei einer Funktion
T R—R

kann man sich fragen, inwiefern der Abstand in der Wertemenge durch den
Abstand in der Definitionsmenge kontrollierbar ist. Sei x € R und y = f(x)
der Bildpunkt. Man mochte, dass fiir Punkte 2/, die ,nahe“ an x sind, auch
die Bildpunkte f(z’) ,nahe“ an f(x) sind. Schon lineare Funktionen mit un-
terschiedlicher Steigung zeigen, dass die ,,Nahe“ im Bildbereich nicht mit der
,Néhe“ im Definitionsbereich direkt verglichen werden kann. Die Zielsetzung
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ist vielmehr, dass zu einer gewiinschten Genauigkeit im Bildbereich iiber-
haupt eine Ausgangsgenauigkeit gefunden werden kann, die sichert, dass die
Funktionswerte innerhalb der gewiinschten Genauigkeit beieinander liegen.

Um diese intuitive Vorstellung zu prézisieren, sei ein € > 0 vorgegeben. Dieses
€ reprisentiert eine ,,gewiinschte Zielgenauigkeit“. Die Frage ist dann, ob man
ein § > 0 finden kann (eine , Startgenauigkeit) mit der Eigenschaft, dass fiir
alle ' mit d (z,2’) < § die Beziehung d (f(z), f(2')) < e gilt. Dies fiihrt
zum Begriff der stetigen Funktion.

Definition 51.1. Es sei D C R eine Teilmenge,
f: D—R

eine Funktion und x € D. Man sagt, dass f stetig im Punkt z ist, wenn es
zu jedem € > 0 ein 6 > 0 derart gibt, dass fiir alle 2’ mit |z — 2’| < § die
Abschétzung | f(z) — f(2')] < € gilt. Man sagt, dass f stetig ist, wenn sie in
jedem Punkt z € D stetig ist.

Bei D sollte man an den Definitionsbereich der Funktion denken. Typische
Situationen sind, dass D ganz R ist, oder ein reelles Intervall, oder R ohne
endlich viele Punkte und Ahnliches. Statt mit den nichtnegativen reellen
Zahlen € und ¢ kann man genauso gut mit Stammbriichen % und % arbeiten.

Beispiel 51.2. Eine konstante Funktion
R— R, z+——c,

ist stetig. Zu jedem vorgegebenen e kann man hier ein beliebiges § wéhlen,
da ja ohnehin

gilt.
Eine lineare Funktion
R— R, z+—— cx,

mit einem Proportionalitidtsfaktor ¢ # 0 (bei ¢ = 0 ist die Funktion konstant
und somit auch stetig) ist ebenfalls stetig. Zu jedem vorgegebenen e kann man
unabhiingig vom Punkt z hier 6 = ¢ wéhlen: Wenn némlich

gilt, so ist
d(f(z), f(z") = d(cx,cx’) = cd(z,2") < c¢-§ = c-z = e
Beispiel 51.3. Wir zeigen, dass das Quadrieren

R — R, z —> 22,
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stetig ist. Sei dazu a € R fixiert, wir zeigen die Stetigkeit im Punkt a. Sei
ein € > 0 vorgegeben. Wir miissen ein 6 > 0 finden (bzw. die Existenz eines
solchen ¢ nachweisen), das die Eigenschaft besitzt: Wenn

[z —al <6,

dann ist auch
22 —a? < e,
also wenn x und a d-nahe sind, so sind die beiden Funktionswerte e-nahe. Es
ist klar, dass die Wahl von 4 nicht nur von e abhéngt, sondern auch von a.
Wenn man némlich zu a eine Zahl § hinzuaddiert, so ist der Funktionswert
gleich
(a+6)* = a®+ 2aé + 6%,

und die Differenz zu a? ist somit 2ad + §%. Insbesondere muss der Betrag
dieser Differenz kleinergleich dem vorgegebenen € werden. Dies wird erreicht,

wenn die beiden Summanden 2ad und 2 beide kleinergleich ¢/2 sind. Von
daher ist bei a > 0 und € < 1 die Wahl

€ €
= (9
min { .-, 5
naheliegend. Um alle Fille zu erfassen, wéhlen wir

€ €
§ := min | —, =
i (4|a|’ 2)’

wobei der vordere Term bei a = 0 zu ignorieren ist. Es gelten dann in der
Tat fiir

2

die Abschatzungen

|2* —a®| = |z —a| |z +d
< 5(2|al+9)
= 2|a|§+ &
€ €
< — 4 -
-2 2
= &

Das vorhergehende Beispiel zeigt schon, dass im Allgemeinen das Auffinden
eines geeigneten ¢ zu einem gegebenen € recht mithsam sein kann. Wir werden
aber gleich wichtige Sétze kennenlernen, mit denen man die Stetigkeit einer
Vielzahl an wichtigen Funktionen sofort erhélt.

0.5
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Beispiel 51.4. Wir betrachten die Funktion
T R—R

0, falls x <0,
fw) = {1, falls 2> 0.

mit

Diese Funktion ist im Nullpunkt 0 nicht stetig. Fiir e = % und jedes beliebige
positive ¢ gibt es ndmlich negative Zahlen z’ mit d(0,2’) = |2/| < ¢. Fur
diese ist aber d(f(0), f(2')) = d(1,0) = 1 £ 1.

Die folgende Aussage bringt die Stetigkeit mit konvergenten Folgen in Ver-
bindung.
Lemma 51.5. Es sei D C R eine Teilmenge,
f: D—R
eine Funktion und x € D. Dann sind folgende Aussagen dquivalent.

(1) f st stetig im Punkt x.
(2) Fiir jede konvergente Folge (x,),, oy in D mit lim,_,o 7, = x ist auch
die Bildfolge (f(xn)),en konvergent mit dem Grenzwert f(x).

Nicht jede stetige Funktion kann man zeichnen, auch nicht nach beliebiger
Vergroflerung. Gezeigt wird eine Approximation einer Weierstraf$- Funktion, die
stetig, aber nirgendwo differenzierbar ist. Bei einer stetigen Funktion kann man

zwar die Grofle der Schwankungen tm Bildbereich durch Einschrinkungen im
Definitionsbereich kontrollieren, die Anzahl der Schwankungen (die Anzahl der
Richtungswechsel des Graphen) kann man aber nicht kontrollieren.

Beweis. Sei (1) erfiillt und sei (z,,),,cy €ine Folge in D, die gegen = konver-
giert. Wir miissen zeigen, dass lim,,_,, z, = f(x) ist. Dazu sei € > 0 gegeben.
Wegen (1) gibt es ein § mit der angegebenen Eigenschaft und wegen der Kon-
vergenz von (2,), .y gegen x gibt es eine natiirliche Zahl ny derart, dass fiir
alle n > ng gilt

d(x,,x) < 9.
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Nach der Wahl von ¢ ist dann
d(f(xy), f(x)) <efiralle n > ng,

so dass die Bildfolge gegen f(x) konvergiert. Sei (2) erfiillt. Wir nehmen an,
dass f nicht stetig ist. Dann gibt es ein ¢ > 0 derart, dass es fiir alle 6 > 0
Elemente z € D gibt, deren Abstand zu x maximal gleich ¢ ist, deren Wert
f(2) unter der Abbildung aber zu f(x) einen Abstand besitzt, der grofier als
e ist. Dies gilt dann insbesondere fiir die Stammbriiche § = 1/n, n € N. D.h.
fiir jede natiirliche Zahl n gibt es ein x,, € D mit

d(zp,z) < % und mit d(f(z,), f(x)) > €.

Diese so konstruierte Folge (z,,), .y konvergiert gegen x, aber die Bildfolge
konvergiert nicht gegen f(x), da der Abstand der Bildfolgenglieder zu f(x)
zumindest € ist. Dies ist ein Widerspruch zu (2). O

Lemma 51.6. Es ses
T R—R

eine stetige Funktion. Dann gelten folgende Aussagen.

(1) Die Funktion f ist durch thre Werte auf Q eindeutig festgelegt.
(2) Der Funktionswert f(a) ist durch die Funktionswerte f(x), © # a,

festgelegt.
(3) Wenn fiir alle v < a die Abschdtzung
flz) <c
qilt, so gilt auch
fla) < e

Beweis. (1) Nach Korollar 28.10 gibt es fiir jede reelle Zahl x eine Folge
x, von rationalen Zahlen (sogar von Dezimalbriichen), die gegen x
konvergiert. Wegen der Stetigkeit und Lemma 51.5 ist dann

flo) = lim f(a,)

(2) Fiir jedes n € N, ist
1

z, =a—— < a.
n

Da die Folge der Stammbriiche eine Nullfolge ist, konvergiert diese
Folge gegen a. Wegen der Stetigkeit und Lemma 51.5 ist wieder

fla) = lim f(z).
(3) Dies folgt aus Teil (2) und Lemma 44.14.

Die letzte Aussage gilt nicht, wenn man < durch < ersetzt.
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51.2. Rechenregeln fiir stetige Funktionen.

Lemma 51.7. Es seien D C R und E C R Teilmengen und
f: D—R

und
g: E—R
Funktionen mit f(D) C E. Dann gelten folgende Aussagen.

(1) Wenn f inx € D und g in f(z) stetig sind, so ist auch die Hinter-
einanderschaltung g o f in x stetig.
(2) Wenn f und g stetig sind, so ist auch g o f stetig.

Beweis. Die Aussage (1) ergibt sich direkt aus der Folgencharakterisierung

der Stetigkeit. Daraus folgt auch (2). d
Satz 51.8. Es set D C R und seien
f,g: D—R

stetige Funktionen. Dann sind auch die Funktionen
f+g9: D—R z— f(x)+g(x),
fr9: D— Rz f(2) g(2),
stetig. Fir eine Teilmenge U C D, auf der g keine Nullstelle besitzt, ist auch

die Funktion
flg: U— R, z— f(x)/g(2),

stetig.

Beweis. Dies ergibt sich aus der Folgencharakterisierung der Stetigkeit und
Lemma 44.11. 0

Korollar 51.9. Polynomfunktionen
P: R— R, z+—— P(x),
sind stetig.
Beweis. Aufgrund von Beispiel 51.2 und Lemma 51.8 sind fiir jedes n € N

die Potenzen
R— R, x— 2",

stetig. Daher sind auch fiir jedes a € R die Funktionen
R — R, x — az",
stetig und wiederum aufgrund von Lemma 51.8 sind auch alle Funktionen
R — R, 2 +— apz" + ap_12" L + - 4+ a1z + ao,
stetig. U
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Eine rationale Funktion ist auf ihrer Definitionsmenge stetig.

Korollar 51.10. Es seien P,Q € R[X] zwei Polynome und es sei U :=
{z € R|Q(x) # 0} . Dann ist die rationale Funktion

P
U— R, z+— (z) ,
Q(z)
stetig.
Beweis. Dies folgt aus Korollar 51.9 und Lemma 51.8. O

51. ARBEITSBLATT

51.1. Die Pausenaufgabe.

Aufgabe 51.1. Es sei f: R — R eine Funktion.

(1) Negiere (durch Umwandlung der Quantoren) die Eigenschaft, dass f
im Punkt z stetig ist.
(2) Negiere die Eigenschaft, dass f stetig ist.

51.2. Ubungsaufgaben.

Aufgabe 51.2. Zeige, dass eine lineare Funktion
R— R, z — ax,

stetig ist.

Aufgabe 51.3. Zeige, dass die Funktion
R— R, 2+ |2/,

stetig ist.
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Aufgabe 51.4. Zeige, dass die Funktion
Rzo — Rzo, T —— \/5,

stetig ist.

Aufgabe 51.5. Bauer Ernst mochte ein quadratisches Melonenfeld anle-
gen. Das Feld sollte 100 Quadratmeter grofl sein, er findet aber jede Grofle
zwischen 99 und 101 Quadratmetern noch akzeptabel. Welcher Fehler ist un-
gefihr fiir die Seitenlédnge erlaubt, damit das entstehende Quadrat innerhalb
der vorgegebenen Toleranz liegt?

Aufgabe 51.6.*

Es sei

f(z) = 22° — 4o + 5.
Zeige, dass fiir alle x € R die folgende Beziehung gilt: Wenn

v -3 < —

Tl = %007

dann ist )
|f(x) = f(3)] < 0

Aufgabe 51.7. Bestimme fiir die Funktion
f(z) =22° —42® + 2 — 6
im Punkt @ = 1 fiir e = 1i0 ein explizites 6 > 0 derart, dass aus
d(z,a) < ¢
die Abschétzung
d(f(z), f(a)) < €
folgt.
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Aufgabe 51.8. Sei T' C R eine Teilmenge und sei
f-T—R

eine stetige Funktion. Es sei * € T ein Punkt mit f(x) > 0. Zeige, dass
dann auch f(y) > 0 fur alle y € T aus einem nichtleeren offenen Intervall
lz =6,z + 4] gilt.

Aufgabe 51.9. Es seien a < b < ¢ reelle Zahlen und es seien
g: la,b] — R

und
h: [b,c] — R

stetige Funktionen mit g(b) = h(b). Zeige, dass dann die Funktion
f:la, — R

mit

ft)=g(t) firt <bund f(t) = h(t) firt > b
ebenfalls stetig ist.

Aufgabe 51.10. Zeige, dass es eine stetige Funktion
T R—R

derart gibt, dass f auf jedem Intervall der Form [0,4] mit 6 > 0 sowohl
positive als auch negative Werte annimmt.

Aufgabe 51.11. Es sei T' C R eine endliche Teilmenge und
frT—R

eine Funktion. Zeige, dass f stetig ist.

Aufgabe 51.12.*

Zeige, dass die Funktion

T R—R
mit
x, fallsz € Q,
, sonst,

nur im Nullpunkt stetig ist.
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Aufgabe 51.13. Berechne den Grenzwert der Folge

on+1\° om+1\? om + 1
wn_S(n+)_4(n+)+2<n+>_3
n n n

fiir n — oo.

Aufgabe 51.14. Bestimme den Grenzwert der Folge

2 —4 cN
Ty =] ————. 1 )
3n2 —5n+2

Aufgabe 51.15. Die Folge (x,),,o sei rekursiv durch 2o = 1 und
Tpy1 = Va, +1
definiert. Zeige, dass diese Folge konvergiert und berechne den Grenzwert.

Fiir die folgende Aufgabe ist Aufgabe 48.30 hilfreich.

Aufgabe 51.16. EsseiT" C R eine dichte Teilmenge. Zeige, dass eine stetige
Funktion f: R — R durch die Werte auf 7" eindeutig bestimmt ist.

Aufgabe 51.17. Beweise direkt die Rechenregeln aus Lemma 51.8 (ohne
Bezug auf das Folgenkriterium).

Aufgabe 51.18. Zeige, dass die Funktion
227 — 3z |62 — 11|

T R— R z+—
/ - |32 — 5| + |42 — 5 + 1]

stetig ist.

Aufgabe 51.19.*

Es sei a € R und seien

f,g: R— R
stetige Funktionen mit

fla) > g(a).
Zeige, dass es ein 0 > 0 derart gibt, dass

flz) > g(x)

fur alle € [a — 0,a + 0] gilt.
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Aufgabe 51.20.*

Wir betrachten auf der Menge C aller stetigen Funktionen von R nach R die
folgende Relation: Es ist f ~ g, falls es eine nullstellenfreie stetige Funktion
a: R — R mit

f=9«
gibt.
(1) Zeige, dass ~ eine Aquivalenzrelation ist.
(2) Zeige, dass aus f ~ g folgt, dass die Nullstellenmenge von f und von

g iibereinstimmen.
(3) Zeige, dass die beiden Funktionen

fa) =
und
g(z) = 2

nicht zueinander dquivalent sind.

51.3. Aufgaben zum Abgeben.

Aufgabe 51.21. (3 Punkte)

Bestimme fiir die Funktion
f(z) = 2 +52° — 3z + 2
im Punkt a = 3 fiir e = ﬁ ein explizites 0 > 0 derart, dass aus
d(z,a) <9
die Abschétzung

d(f(x), f(a)) < e
folgt.

Aufgabe 51.22. (4 Punkte)

Bestimme, fiir welche Punkte z € R die durch

1 fir x < -1,
fle)=qx?fir —1<z<2,
—2x+ 7 firz > 2,

definierte Funktion stetig ist.
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Aufgabe 51.23. (3 Punkte)
Zeige, dass die Funktion f: R — R mit

fla) = {1, falls z € Q,

0 sonst,

in keinem Punkt z € R stetig ist.

Aufgabe 51.24. (3 Punkte)

Bestimme den Grenzwert der durch
b, = 2a; — 6a> + a? — 5a, + 3,
definierten Folge, wobei

3nd —5m2+7
Qp = ———
4n3 +2n — 1

ist.

Aufgabe 51.25. (3 Punkte)
Entscheide, ob die Folge

an = VAT T — Vi

konvergiert, und bestimme gegebenenfalls den Grenzwert.

52. VORLESUNG - ZWISCHENWERTSATZ
52.1. Der Zwischenwertsatz.

Eine weit verbreitete, aber (ziemlich) falsche Vorstellung besagt, dass ste-
tige Funktionen diejenigen sind, deren Graphen man mit dem Stift ohne
abzusetzen zeichnen kann. Eine allerdings richtige Schlussfolgerung aus die-
ser Vorstellung ist, dass wenn eine stetige Funktion sowohl negative als auch
positive Werte annimmt, sie dann auch die z-Achse irgendwo durchstoflen
muss und dass es daher eine Nullstelle geben muss. Dies ist der Inhalt des
Zwischenwertsatzes.
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Satz 52.1. Seien a < b reelle Zahlen und sei f: [a,b] — R eine stetige
Funktion. Es sei u € R eine reelle Zahl zwischen f(a) und f(b). Dann gibt
es ein ¢ € [a,b] mit f(c) = u.

Beweis. Wir beschrianken uns auf die Situation f(a) < u < f(b) und zeigen
die Existenz von einem solchen ¢ mit Hilfe einer Intervallhalbierung. Dazu
setzt man ag := a und by := b, betrachtet die Intervallmitte cq := % und
berechnet

f(co) -

Bei f(co) < u setzt man

ay := ¢p und by := by
und bei f(cy) > u setzt man

ay :=ap und by :=cg.

In jedem Fall hat das neue Intervall [aq, b;] die halbe Lénge des Ausgangs-
intervalls und liegt in diesem. Da es wieder die Voraussetzung f(a;) < u <
f(by) erfiillt, kénnen wir darauf das gleiche Verfahren anwenden und gelan-
gen so rekursiv zu einer Intervallschachtelung. Sei ¢ die durch diese Inter-
vallschachtelung definierte reelle Zahl. Fiir die unteren Intervallgrenzen gilt
f(a,) < u und das iibertriagt sich wegen der Stetigkeit nach dem Folgenkri-
terium auf den Grenzwert ¢, also f(c) < u. Fiir die oberen Intervallgrenzen
gilt f(b,) > w und das iibertréigt sich ebenfalls auf ¢, also f(c) > u. Also ist
f(c) =u. O

Die in diesem Beweis beschriebene Methode ist konstruktiv und kann zu
einem expliziten Verfahren ausgebaut werden.

Korollar 52.2. Seien a < b reelle Zahlen und sei f: [a,b] — R eine stetige
Funktion mit f(a) <0 und f(b) > 0. Dann gibt es ein x € R mita < x <b
und mit f(x) =0, d.h. f besitzt eine Nullstelle zwischen a und b.

Beweis. Dies folgt direkt aus Satz 52.1. U
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Verfahren 52.3. Seien a < b reelle Zahlen und sei f: [a,b] — R eine stetige
Funktion mit f(a) < 0 und f(b) > 0. Dann besitzt die Funktion aufgrund
des Zwischenwertsatzes eine Nullstelle in diesem Intervall. Diese kann man
durch eine Intervallhalbierung finden. Dazu setzt man ag = a und by = b und
betrachtet die Intervallmitte zg = “O—gbo Man berechnet

f(o).
Bei f(z9) < 0 setzt man
ay := xo und by 1= by
und bei f(z() > 0 setzt man
ai = ag und by ;= xg.

In jedem Fall hat das neue Intervall [ay, b;] die halbe Linge des Ausgangsin-
tervalls und liegt in diesem. Da es wieder die Voraussetzung erfiillt, kénnen
wir darauf das gleiche Verfahren anwenden und gelangen so rekursiv zu einer
Intervallschachtelung. Die durch die Intervallschachtelung definierte reelle
Zahl z ist eine Nullstelle der Funktion: Fiir die unteren Intervallgrenzen gilt
f(an) < 0 und das iibertrégt sich auf den Grenzwert x, und fiir die oberen
Intervallgrenzen gilt f(b,) > 0 und das iibertrigt sich ebenfalls auf .

Beispiel 52.4. Wir wollen eine Nullstelle des Polynoms
f(z) = 2° —da +2

mit Hilfe von Verfahren 52.3 approximieren. Esist f(1) = —1 und f(2) = 2,
es muss also nach Korollar 52.2 eine Nullstelle im Intervall [1,2] geben. Wir
berechnen den Funktionswert an der Intervallmitte % und erhalten

3\ 27 3 27 48416 -5
) U D (el R )
f(z) 8 2" 3 g <V

Wir miissen also mit dem rechten Teilintervall [2,2] weitermachen. Dessen
Intervallmitte ist %. Der Funktionswert an dieser Stelle ist

7 \° 7 343 343 -320 23
/ (4) (4) il 61 ° 64 61~ Y

Jetzt miissen wir mit dem linken Teilintervall [2, ] weitermachen, dessen

Mitte ist %. Der Funktionswert an dieser Stelle ist

13 13\° 13
1(5) = (5) 5+

_ &97 _ E + 2
512 2
2197 — 3328 4 1024
N 512
_ o7 “o

512
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Somit wissen wir, dass es eine Nullstelle zwischen % und ;1 = %4 gibt.

Mit der im Beweis des Zwischenwertsatzes verwendeten Intervallhalbierungs-
methode kann man insbesondere auch Quadratwurzeln ,,ausrechnen®, also
Folgen angeben, die gegen die Quadratwurzel konvergieren. Die Konvergenz-

geschwindigkeit beim babylonischen Wurzelziehen ist aber deutlich héher.

Bemerkung 52.5. Mit dem Zwischenwertsatz erhélt man einen neuen Be-
weis fiir die Existenz von beliebigen Wurzeln aus nichtnegativen reellen Zah-
len. Sei ¢ € R>p und k£ € N;. Man betrachtet die Funktion

fla) = 2* —ec,
die nach Korollar 51.9 stetig ist. Es ist
f(0) = =<0
und fiir ¢ hinreichend grof (beispielsweise fiir 2o = max(c, 1)) ist
f(xo) > 0.
Somit gibt es ein x € [0, zo] mit
flx) =0,
also
¥ =c

Beispiel 52.6. Ein regelméfliger Tisch mit vier Beinen A, B, C, D steht auf
einem unebenen, aber stufenfreien Untergrund. Im Moment steht er auf den
Beinen A, B, C' und das Bein D ragt in die Hohe. Wir behaupten, dass man
den Tisch durch eine (maximal Viertel)-Drehung um die eigene Achse (sagen
wir gegen den Uhrzeigersinn) in eine Position bringen kann, wo er auf allen
vier Beinen steht (wobei der Tisch nicht unbedingt genau horizontal stehen
muss). Dazu betrachten wir die Funktion, die einem Drehwinkel (zwischen
0 und 90 Grad) die Hohe des Beines D iiber dem Grund zuordnet, wenn
die drei iibrigen Beine auf dem Boden stehen (wiirden). Dabei kann diese
Hohe auch negativ werden (was sich bei einem sandigen Untergrund praktisch
realisieren lésst; sonst denke man sich dies ,virtuell*). Bei 0 Grad ist die
Hohe positiv. Bei 90 Grad erhélt man eine Situation, die symmetrisch zur
Ausgangssposition ist. Wenn die Beine D, A, B auf dem Grund stehen, ragt
C' in die Hohe. Wenn also A, B, C' auf dem Boden sein sollen, muss die Hohe
von D negativ sein. Die Funktion hat also auf dem Intervall sowohl positive
als auch negative Werte. Da sie wegen der Stufenfreiheit stetig ist, besitzt sie
nach dem Zwischenwertsatz auch eine Nullstelle.

Beispiel 52.7. Die Abbildung
f:Q—Q, z+—2* -2,

ist stetig, sie geniigt aber nicht dem Zwischenwertsatz. Fiir x = 0 ist f(0) =
—2 < 0 und fir x = 2 ist f(2) = 2 > 0, es gibt aber kein z € Q mit
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f(x) = 0, da dafiir 2% = 2 sein muss, wofiir es in Q keine Losung gibt. Der
Zwischenwertsatz funktioniert also nur fiir reelle Zahlen.

Bemerkung 52.8. Unter den reellen Zahlen sind manche von den ganzen
oder rationalen Zahlen her besser erfassbar als andere. Die rationalen Zahlen
sind als Briiche mit ganzen Zahlen als Zahler und Nenner erfassbar, und man
kann sie als Losungen von Gleichungen der Form bx = a mit ganzzahligen
Koeffizienten auffassen. Die Quadratwurzel v/2 ist eine irrationale Zahl, die
aber die Gleichung z? = 2 erfiillt, welche iiber den ganzen Zahlen formulier-
bar ist. Dies gilt fiir alle Zahlen der Form /n mit k,n € N, sie lésen die
Gleichung z¥ = n bzw. sie sind eine Nullstelle des ganzzahligen Polynoms
2% — n. Auch Wurzeln aus rationalen Zahlen kann man als eine Nullstelle
eines ganzzahligen (wo alle Koeffizienten zu Z gehoren) Polynoms ansehen.
Es ist ndmlich ’\“/% eine Nullstelle von bz* — a. Man kann nun die Teilmenge
der reellen Zahlen

Ar = {x € R| Es gibt ein ganzzahliges Polynom P mit P(z) = 0}

betrachten. Dazu gehoren alle Wurzeln aus rationalen Zahlen, aber noch viele
weitere Zahlen dariiber hinaus. Sobald ein ganzzahliges Polynom sowohl ne-
gative als auch positive Werte annimmt, gibt es nach dem Zwischenwertsatz
auch eine Nullstelle und diese gehort nach Definition zu Agr. Beispielsweise
gehort die in Beispiel 52.4 approximierte Nullstelle (zwischen 1 und 2) von
23 — 4z + 2 zu dieser Menge. Da diese Zahlen durch ganzzahlige Polyno-
me erfassbar sind, spricht man von reell-algebraischen Zahlen. Diese Zahlen
bilden sogar einen Korper, den Korper der reell-algebraischen Zahlen, was
keineswegs selbstverstiandlich ist. Beispielsweise bilden die Quadratwurzeln
keinen Korper, es ist v/2 + v/3 keine Quadratwurzel einer natiirlichen Zahl,
wohl aber eine reell-algebraische Zahl. Aufgrund von schwierigen Sétzen sind
die Eulersche Zahl e und die Kreiszahl 7 nicht algebraisch, man spricht von
transzendenten Zahlen.

Korollar 52.9. Es sei I ein reelles Intervall und f: I — R eine stetige
Funktion. Dann ist auch das Bild f(I) ein Intervall.

Beweis. Sei J = f(I). Aus dem Zwischenwertsatz folgt sofort, dass wenn
y,2 € J sind und v € R mit y < u < 2z gegeben ist, auch u € J sein muss.
Nach Aufgabe 48.10 ist J ein Intervall. U

52.2. Stetige bijektive Funktionen und ihre Umkehrfunktion.

Fiir eine bijektive stetige Funktion auf einem reellen Intervall ist die Um-
kehrabbildung wieder stetig. Dies ist keineswegs selbstverstédndlich.

Satz 52.10. Es sei I C R ein Intervall und
f: I —R
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eine stetige, streng wachsende Funktion. Dann ist das Bild J = f(I) =
{f(x)|x € I} ebenfalls ein Intervall, und die Umkehrabbildung

g —iI
ist ebenfalls stetig.

Beweis. Dass das Bild wieder ein Intervall ist folgt aus Korollar 52.9. Die
Funktion f ist injektiv, da sie streng wachsend ist und damit ist die Abbil-
dung

fi1—J
auf das Bild bijektiv. Die Umkehrfunktion
e J—1

ist ebenfalls streng wachsend. Sei g := f~! und y := f(z) vorgegeben. Es sei
zunéchst y kein Randpunkt von J. Dann ist auch z kein Randpunkt von [.
Sei € > 0 vorgegeben und ohne Einschrinkung [z —e¢, x+¢] C I angenommen.
Dann ist

§:=min (y — f(r —¢), f(x+¢)—y) >0
und fiir ¢’ € [y — 9,y + ] gilt wegen der Monotonie
9(y") € lgly —6),9(y+ )] S [z —ea+.

Also ist g stetig in y. Wenn y ein Randpunkt von J ist, so ist auch x ein
Randpunkt von I, sagen wir der rechte Randpunkt. Dann ist zu vorgegebe-
nem € > 0 wieder [z —¢,2] C I und § := y — f(x — €) erfiillt die geforderte
Eigenschaft. U

52.3. Stetigkeit der Wurzeln.

Satz 52.11. Sein € N,. Fir n ungerade ist die Potenzfunktion

R— R, x— 2",
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stetig, streng wachsend, bijektiv und die Umkehrfunktion
R — R, z— z'/™,

ist streng wachsend und stetig. Fir n gerade ist die Potenzfunktion

Rzo — Rzo, T —— .Tn,
stetig, streng wachsend, bijektiv und die Umkehrfunktion

RZO — Rzo, T —— l’l/n,
1st streng wachsend und stetig.
Beweis. Die Stetigkeit ergibt sich aus Korollar 51.9. Das strenge Wachstum
fiir x > 0 folgt aus der binomischen Formel. Fiir ungerades n folgt das strenge
Wachstum fiir z < 0 aus der Beziehung 2™ = —(—2)" und dem Verhalten im
positiven Bereich. Daraus ergibt sich die Injektivitat. Fir x > 1 ist 2™ > x,
woraus die Unbeschrénktheit des Bildes nach oben folgt. Bei n ungerade
folgt ebenso die Unbeschrénktheit des Bildes nach unten. Aufgrund des Zwi-
schenwertsatzes ist das Bild daher R bzw. R>(. Somit sind die angegebenen

Potenzfunktionen surjektiv und die Umkehrfunktionen existieren. Die Ste-
tigkeit der Umkehrfunktionen folgt aus Satz 52.10. O

52. ARBEITSBLATT

52.1. Die Pausenaufgabe.

Aufgabe 52.1. Man gebe ein Beispiel einer stetigen Funktion
f: Q — Ra

die genau zwei Werte annimmt.

52.2. Ubungsaufgaben.

Aufgabe 52.2.*

Gibt es eine reelle Zahl, die in ihrer dritten Potenz, vermindert um das Vier-
fache ihrer zweiten Potenz, gleich der Quadratwurzel von 42 ist?

Aufgabe 52.3.*

Gibt es eine reelle Zahl, die in ihrer vierten Potenz, vermindert um das Dop-
pelte ihrer dritten Potenz, gleich dem Negativen der Quadratwurzel von 42
ist?
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Aufgabe 52.4. Es sei
fiR—R

eine stetige Funktion, die nur endlich viele Werte annimmt. Zeige, dass f
konstant ist.

Aufgabe 52.5.*

Zeige, dass der Zwischenwertsatz fiir stetige Funktionen von Q nach Q nicht
gelten muss.

Aufgabe 52.6.*

Es seien
fag: [CL, b] — R

stetige Funktionen mit f(a) > g(a) und f(b) < ¢g(b). Zeige, dass es einen
Punkt ¢ € [a,b] mit f(c) = g(c) gibt.

Aufgabe 52.7. Finde fiir die Funktion
fiR—R o+ f(z)=2+2—1,

cine Nullstelle im Intervall [0, 1] mit Hilfe der Intervallhalbierungsmethode
mit einem Fehler von maximal 1/100.

Aufgabe 52.8. Wir betrachten die Funktion
f:R—R z+— 2> +42” — 2+ 3.

Bestimme, ausgehend vom Intervall [—5, —4], mit der Intervallhalbierungs-
methode ein Intervall der Linge 1/8, in dem eine Nullstelle von f liegen
muss.

Aufgabe 52.9.*
Wir betrachten die Funktion

f: R— R, z+—2®—3z+1.

Bestimme, ausgehend vom Intervall [0, 1], mit der Intervallhalbierungsme-
thode ein Intervall der Lénge 1/8, in dem eine Nullstelle von f liegen muss.
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Aufgabe 52.10.*

Fridolin sagt:

yIrgendwas kann am Zwischenwertsatz nicht stimmen. Fiir die stetige Funk-
tion

1
fiR—R z+— —,
x

gilt f(=1) = —1 und f(1) = 1. Nach dem Zwischenwertsatz miisste es
also eine Nullstelle zwischen —1 und 1 geben, also eine Zahl x € [—1, 1] mit
f(xz) = 0. Es ist doch aber stets £ # 0.

Wo liegt der Fehler in dieser Argumentation?

Aufgabe 52.11.%*

Zeige, dass die reelle Zahl v/34 /7 eine Nullstelle des Polynoms X*—20X2+
16 ist.

Aufgabe 52.12.*

Es sei z € R eine reelle Zahl. Zeige, dass die folgenden Eigenschaften dqui-
valent sind.

(1) Es gibt ein Polynom P € R[X], P # 0, mit ganzzahligen Koeffizienten
und mit P(z) = 0.

(2) Es gibt ein Polynom @ € Q[X], @ # 0, mit Q(z) = 0.

(3) Es gibt ein normiertes Polynom R € Q[X] mit R(z) = 0.

Aufgabe 52.13. Es sei K C R ein Unterkorper. Zeige, dass fiir K der
Zwischenwertsatz nicht gilt.

Aufgabe 52.14. Es sei (A, B) ein Dedekindscher Schnitt und sei

f:Q—Q
durch
0, fallsx € A,
Jw) = {1, falls 2 € B,

definiert. Zeige, dass f genau dann stetig ist, wenn (A, B) eine irrationale

Zahl beschreibt.

Aufgabe 52.15. Zeige, dass das Bild eines abgeschlossenen Intervalls unter
einer stetigen Funktion nicht abgeschlossen sein muss.
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Aufgabe 52.16. Zeige, dass das Bild eines offenen Intervalls unter einer
stetigen Funktion nicht offen sein muss.

Aufgabe 52.17. Zeige, dass das Bild eines beschrankten Intervalls unter
einer stetigen Funktion nicht beschrankt sein muss.

Aufgabe 52.18. Es sei [ ein reelles Intervall und
f: I —R,

eine stetige, injektive Funktion. Zeige, dass f streng wachsend oder streng
fallend ist.

Aufgabe 52.19. Es sei

f:I—J
eine bijektive stetige Funktion zwischen den reellen Intervallen [ und J. Zeige,
dass f streng wachsend oder streng fallend ist.

Aufgabe 52.20. Zeige, dass durch
x
xTr) =
/(@) |z| + 1
eine stetige, streng wachsende, bijektive Abbildung
f: R—]—1,1]
gegeben wird, deren Umkehrabbildung ebenfalls stetig ist.

Aufgabe 52.21. Bestimme den Grenzwert der Folge

€/27n3 +13n2+n
n — , 1
8n3 — Tn + 10

e N.

Die néchsten Aufgaben verwenden den folgenden Begriff.

Es sei M eine Menge und

f: M —M
cine Abbildung. Ein Element € M mit f(x) = x heifit Fizpunkt der Abbil-
dung.

Aufgabe 52.22. Bestimme die Fixpunkte der Abbildung

f: R—R, z+— 2%

Aufgabe 52.23. Es sei P € R[X] ein Polynom vom Grad d, P # X. Zeige,
dass P maximal d Fixpunkte besitzt.
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Aufgabe 52.24. Essei f: R — R eine stetige Funktion und es gebe z,y € R
mit

flz) <z
und

fy) =2y
Zeige, dass f einen Fixpunkt besitzt.

Aufgabe 52.25. Zeige, dass es zu jeder reellen Zahl a € R eine stetige

Funktion
T R—R
derart gibt, dass a die einzige Nullstelle von f ist.

Aufgabe 52.26. Zeige, dass es zu jeder reellen Zahl x € R eine stetige
Funktion

fT R—R
derart gibt, dass x die einzige Nullstelle von f ist und dass fiir jede rationale
Zahl q auch f(q) rational ist.

52.3. Aufgaben zum Abgeben.

Aufgabe 52.27. (4 Punkte)
Finde fiir die Funktion
fiR—R z+— f(z) =232 +1,

eine Nullstelle im Intervall [0, 1] mit Hilfe der Intervallhalbierungsmethode
mit einem Fehler von maximal 1/200.

Aufgabe 52.28. (3 Punkte)

Es sei f: R — R eine stetige Funktion mit der Eigenschaft, dass das Bild
von f sowohl nach oben als auch nach unten unbeschréankt ist. Zeige, dass f
surjektiv ist.

Aufgabe 52.29. (4 Punkte)

Zeige, dass ein reelles Polynom von ungeradem Grad mindestens eine reelle
Nullstelle besitzt.

Aufgabe 52.30. (4 Punkte)

Es sei

f: [avb] — [aab]
eine stetige Funktion des Intervalls [a, b] in sich. Zeige, dass f einen Fixpunkt
besitzt.
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53. VORLESUNG - EXPONENTIALFUNKTIONEN

53.1. Die rationalen Exponentialfunktionen.

Zu einer positiven Zahl b € K aus einem angeordenten Korper K haben wir
in der 27. Vorlesung die ganzzahlige Exponentialfunktion Z — K, zur Basis
b besprochen, die einer ganzen Zahl n den Wert 0" zuordnet. Fiir den Fall
K = R kann man den Definitionsbereich wesentlich erweitern, und zwar
in zwei Schritten. Wir besprechen zunéchst die Ausdehnung von Z auf Q
und anschliefend die Ausdehung von Q auf R, ohne dafiir die Einzelheiten
zu beweisen. Ausgangspunkt ist die Bezeichnungsweise b'/2 fiir v/b, die zu
Beginn willkiirlich erscheinen mag, die sich aber durch eine schlagkréftige
GesetzméfBigkeit iiberzeugend rechtfertigen lésst.

Definition 53.1. Zub € R, und ¢ € Q mit ¢ = £ (s > 0) setzt man
o= bs = V.

Insbesondere setzt man )

bs = Vb.
Bei s = 1 stimmt diese Schreibweise mit den frither gemachten Festlegungen
iiberein. Die Existenz und Eindeutigkeit der Zahlen v/b" (wenn also Zahler
und Nenner fixiert sind) ist durch Satz 48.7 gesichert (insbesondere sind
dies stets positive Zahlen). Auf dieser Eindeutigkeit beruht auch das Po-
tenzprinzip, mit dem man in der Regel die Gleichheit von Wurzelausdriicken
begriindet: Zwei positive reelle Zahlen stimmen bereits dann iiberein, wenn
eine gewisse gleichnamige Potenz von ihnen iibereinstimmt. Eine erste An-
wendung dieses Prinzips ist die Wohldefiniertheit der Definition von 6?. Man
muss sich ndmlich noch klar machen, dass bei verschiedenen Bruchdarstel-
lungen

T t

q:—:
S u

das gleiche herauskommt. Dies ergibt sich aus
Vi = W = W =
Dabei gilt die erste Gleichung, da die su-te Potenz auch links b™ ergibt.
Statt mit v/0" kann man genauso gut mit (\/l_))r arbeiten. Die s-te Potenz
von v/b" ist natiirlich &”. Es ist aber nach Lemma 23.13 (4) auch
() = () = (%)) =v-
Lemma 53.2. FEs sei b eine positive reelle Zahl. Dann besitzt die Funktion
f: Q—R, g— 07,

folgende Figenschaften.

(1) Es ist b9 = b7 - b7 fiir alle q,q' € Q.
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(2) Bsistb™1 = 3.

(3) Fiirb>1 und q > 0 ist b7 > 1.

(4) Firb<1 undq > 0 st b? < 1.

(5) Firb>1 ist f streng wachsend.

(6) Fiirb <1 ist f streng fallend.

(7) Es ist (b)Y = b9 fiir alle q,q' € Q.
(8) Fiir a € Ry ist (ab)? = a?- 9.

Bewezs. (1) Wir kénnen annehmen, dass die Exponenten mit einem ge-
meinsamen Nenner vorliegen, also ¢ = = und ¢’ = i Dann ist unter

Verwendung von Lemma 27.7 (4) (angewendet fiir die Basis v/b und
die ganzzahligen Exponenten r und t)

b = bs b t
() ()
_ (\5/5>7‘+t

= bt
(2) Sei ¢ = ~. Dann ist unter Verwendung von Lemma 27.7 (5)

b*q:b*%:(f/B)_T: ! zlgzi.

(3) Sei
¢=- >0
S

also r,s > 1. Mit b > 1 ist nach Lemma 19.13 (8) auch " > 1 und
davon ist auch die s-te Wurzel > 1.
(4) Wird dhnlich wie (3) begriindet.
(5) Dies folgt aus (1) und (3). Sei ndmlich ¢' > ¢. Dann ist
¢ =q+u
mit v > 0. Dann ist
b= b = b > b

(6) Wird &hnlich wie (5) begriindet.
(7) Seig = Lund ¢ = . Dann ist unter Verwendung von Lemma 23.13
(4) und Lemma 48.8 (1)

)7 = (b

I
/N
% w3
(wyl SN—
— =
e |
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(8) Mit

q:

w | =

ist unter Verwendung von Lemma 48.8 (2) und Lemma 23.13 (5)

(ab)? = (ab)*

g

Diese Eigenschaften sind fiir ganzzahlige Argumente aus Lemma 27.7 und
aus Lemma 27.8 vertraut. Die erste Eigenschaft nennt man auch die Funk-
tionalgleichung der Exponentialfunktion. Sie bedeutet, dass zu jedem b € R,
ein Gruppenhomomorphismus

(Qa+70) — (R-i-) ) ]-)7 q+— bq7

vorliegt. Fiir b # 1 sind diese nach Lemma 53.2 (6) bzw. Lemma 53.2 (7)
und Lemma 25.13 injektiv.

53.2. Die reellen Exponentialfunktionen.

Die oben auf den rationalen Zahlen definierten Exponentialfunktionen besit-
zen eine Fortsetzung auf die reellen Zahlen, die entsprechend mit

R — R, x — b",

bezeichnet wird. Die Fortsetzbarkeit beruht auf folgendem Lemma.
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Die Exponentialfunktionen fiir die Basen b = 10, % und e.

Lemma 53.3. Es sei

f: Q—R
eine monotone Funktion. Dann ist fir jedes x € R und jede rationale streng
wachsende Folge x,, € Q, =, < z, die gegen = konvergiert, die Folge f(x,)
konvergent mit einem nur von x abhdngigen Grenzwert.

Beweis. Ohne Einschréinkung sei f wachsend. Es sei x,, eine rationale streng
wachsende Folge, die gegen x konvergiert. Dann ist auch f(z,) eine wach-
sende Folge. Es sei z € Q mit z > x > x,. Dann ist auch

f(z) = f(xn)
fiir alle n € N. Die Bildfolge ist also wachsend und nach oben beschréankt,
daher besitzt sie nach Korollar 47.3 einen Grenzwert in R. Es sei g, eine
weitere rationale streng wachsende Folge, die gegen = konvergiert. Dann gibt
es zu jedem n ein m mit
Tn < Yo
Wegen der Monotonie von f iibertrigt sich dies auf die Bildfolgen, d.h. es ist

f(@n) < flym)

Somit ist
lim z, < lim z,

n—oo n—oo
und wegen der Symmetrie der Situation konvergieren beide Folgen gegen den

gleichen Grenzwert. 0

Die vorstehende Situation bedeutet, dass man fiir Zahlen = durch die Fest-
legung

flx) = lim f(a,)
mit einer beliebigen rationalen streng wachsenden Folge z,,, die gegen x kon-

vergiert, eine auf ganz R definierte Funktion erhélt. Da wir fiir f nicht die
Stetigkeit voraussetzen, kann sich fiir rationale Zahlen x der Funktionswert

bei dieser Konstruktion andern.
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Dieses Fortsetzungsverfahren wenden wir auf die Exponentialfunktion an,
d.h. fiir x ist

b* = lim b*".
n—00

Fiir rationale Zahlen &ndert sich dabei der Wert nicht, da die rationale Ex-
ponentialfunktionen stetig sind. Dies ergibt sich genau so wie die Stetigkeit
der auf R definierten Exponentialfunktionen weiter unten aus der Funktio-
nalgleichung und der Monotonie.

Definition 53.4. Sei b eine positive reelle Zahl. Die Funktion
R — R, x — b",

heifit Exponentialfunktion zur Basis b.

Die in Lemma 53.2 gezeigten Eigenschaften iibertragen sich auf die reellen
Zahlen.

Lemma 53.5. Es sei b eine positive reelle ZahlDann besitzt die FExponenti-
alfunktion
i R— R, z+—b",

folgende Eigenschaften.

(1) Es ist b*+*" = bm b fiir alle z,7' € R.
(2) Esistb™" = 4.

(3) Fiirb>1 und x > 0 ist b* > 1.

(4) Firb<1undz > 0istb* < 1.

(5) Firb>1ist f streng wachsend.

(6) Firb<1 zst f streng fallend.

(7) Esist (b*)* =b" fir alle z,2' € R.
(8) Fira € R, ist (ab)* = a® - b".

Beweis. Wir beweisen (1), die anderen Eigenschaften ergeben sich dhnlich,
sieche Aufgabe 53.10. Es sei z,, eine wachsende rationale Folge, die gegen x
konvergiert, und v, eine wachsende Folge, die gegen 2’ konvergiert. Dann
ist nach Lemma 44.11 (1) die Folge x, + y, eine wachsende rationale Folge,
die gegen x + 2’ konvergiert. Somit ist unter Verwendung der rationalen
Funktionalgleichung und von Lemma 44.11 (2)

lim %~ ton
n—oo

= lim (5" - b¥")

n—o0

= (Jim o) - Jim b
= b,

ber:):’

g

Satz 53.6. Es sei b eine positive reelle ZahlDann ist die Exponentialfunktion

fiR— R, 2 b7,
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stetig.

Beweis. Sei b > 1. Wir zeigen zuerst die Stetigkeit im Nullpunkt. Da die
Folge /b, n € N, gegen 1 konvergiert, und da die Exponentialfunktion wach-
send ist, gibt es zu jedem positiven € ein positives o mit der Eigenschaft, dass
aus

7| <0
die Abschétzung
I1—b" < e

folgt. Sei nun z beliebig und € vorgegeben. Wir betrachten ein §, das zu
r_ £

bm
die Stetigkeit im Nullpunkt sichert. Dann gilt unter Verwendung von Lemma
53.5 (1) fiir 2’ mit

€

o' — x| < ¢

b (1-07)

Satz 53.7. Es sei b # 1 eine positive reelle ZahlDann ist die Exponential-
funktion

die Abschétzung

/

b* — b"

/

f: R,+,0) — (Ry, -, 1), x —> ",

ein bijektiver Gruppenhomomorphismus.

Beweis. Die Homomorphieeigenschaft folgt direkt aus der Funktionalglei-
chung, die Injektivitit folgt aus der der Monotonieeigenschaft in Zusam-
menhang mit Lemma 25.13. Zum Nachweis der Surjektivitdat sei y € R,
vorgegeben. Nach Lemma 27.9 gibt es ganze Zahlen n, m mit

<y < b,

Aufgrund des Zwischenwertsatzes, den wir wegen der in Satz 53.6 bewiesenen
Stetigkeit der Exponentialfunktionen anwenden konnen, gibt es ein x € R
mit

b* =y,
was die Surjektivitat bedeutet. O

Eine besonders wichtige Exponentialfunktion ergibt sich, wenn man als Basis
die Eulersche Zahl e nimmt, die wir als

1 n
e = lim (1+—>
n—oo n
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eingefiihrt haben. In Bemerkung 48.12 haben wir erwahnt, dass diese Zahl

mit
= 1
2 n
k=0
iibereinstimmt. Fiir diese Exponentialfunktion gibt es ebenfalls eine weitere

Darstellung, die sich an dieser Reihe orientiert, die Darstellung als Potenz-
reihe. Diese Ubereinstimmung kénnen wir hier nicht beweisen.

Satz 53.8. Fiir die Fxponentialfunktion zur Basis e gilt die Darstellung

k=0

Eine Besonderheit dieser Funktion ist, dass sie mit ihrer Ableitung {iberein-
stimmt. Die Steigung der Tangenten an einem Punkt des Graphen stimmt
also stets mit dem Funktionswert iiberein. Der Satz bedeutet insbesondere,
dass die Reihe fiir jedes = konvergiert, wobei diese Konvergenz im Allgemei-
nen recht schnell ist.

53.3. Logarithmen.

Zu b # 1 sind die reellen Exponentialfunktionen
R— Ry, o+ b",

stetig, streng wachsend oder streng fallend und bijektiv. Wir betrachten die
Umkehrfunktionen dazu.

Definition 53.9. Zu einer positiven reellen Zahl b > 0, b # 1, wird der
Logarithmus zur Basis b als Umkehrfunktion zur reellen Exponentialfunktion
zur Basis b definiert. Der Wert dieser Funktion an der Stelle z € R, wird
mit

log, x

bezeichnet.

Aus der Umkehreigenschaft ergeben sich direkt die Beziehungen

r __

log, b* = =z

und
blOgby = .

Der Logarithmus zur Basis e wird auch als natiirlicher Logarithmus, geschrie-
ben In x, bezeichnet. Die Logarithmen sind nach Satz 53.6 und Satz 52.10
stetige, bijektive Abbildungen

Ry — R, z — log, .
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Logarithmen zu verschiedenen Basen

Die folgenden Regeln ergeben sich direkt aus der Definition der Logarithmen
als Umkehrfunktionen der Exponentialfunktionen.

Lemma 53.10. Die Logarithmen zur Basis b erfiillen die folgenden Rechen-
regeln.

(1) Es gilt logy(y - z) = log,y + log, 2.
(2) Es gilt log, y* = u-log,y fiir u € R.
(3) Es gilt

log,y = log, (blog”y) = log, y - log, b.

Beweis. Siehe Aufgabe 53.23. O

Ein Rechenschieber kann eine Multiplikation durch eine vektorielle Addition
(verschieben) ausfiihren, da die Zahlen logarithmisch angeordnet sind.

Bemerkung 53.11. Das Prinzip des Rechenschiebers beruht auf den Loga-
rithmen. Man mochte die reellen Zahlen x und y miteinander multiplizieren.
Man berechnet zu einer fixierten Basis b die zugehorigen Logarithmen, also
r = log, x und s = log, y. Dann addiert man r + s und berechnet davon den
Wert der Exponentialfunktion zur Basis b. Dies ist nach Lemma 53.10 (1)
gleich

br+s — blogbw—l—logby — blogbzy = v,

also das gesuchte Produkt. Die Berechnungen des Logarithmus und der Expo-
nentialfunktion kénnen dabei durch hinreichend genaue Wertetabellen oder
eben durch eine logarithmische Skala auf dem Rechenschieber ersetzt werden.
Die Addition der Logarithmen wird dabei mechanisch durch das Verschieben
der beweglichen Skala bewerkstelligt. Auf einer logarithmischen Skala werden
die Zahlen zwischen 1 und 10 auf einer Strecke so angeordnet, dass die (auf
der iiblichen Skala) Stelle log,, ¢y mit y bezeichnet wird. Die Skala ergibt sich
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auch, wenn man auf dem Graphen des Logarithmus die Werte an den Stellen
zwischen 1 und 10 markiert und diese Punkte auf die y-Achse projiziert.

Rationale Zahlen

53. ARBEITSBLATT

53.1. Die Pausenaufgabe.

Aufgabe 53.1. Berechne

ot
ol

bis auf einen Fehler von 1.

53.2. Ubungsaufgaben.

Aufgabe 53.2. Es sei b eine positive reelle Zahl und ¢ = n/m € Q. Zeige,
dass die durch

b o= (o)
definierte Zahl unabhéngig von der Bruchdarstellung fiir ¢ ist.

Aufgabe 53.3. Sei b > 0 eine reelle Zahl. Zeige, dass die durch
Vb = b7k

definierte Folge gegen 1 konvergiert.

Aufgabe 53.4.*

Es sei b eine positive reelle Zahl. Zeige, dass die Exponentialfunktion
f: Q—R, ¢g— b7,

stetig ist.

Aufgabe 53.5.*

Entscheide, ob die reelle Folge

B 5ns +4ns +n
~ Tni+6n2

(mit n > 1) in R konvergiert und bestimme gegebenenfalls den Grenzwert.

Tn
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Aufgabe 53.6.*

Entscheide, ob die reelle Folge

B 3ni —2n3 +n

 4nd +5n2 + 1

(mit n > 1) in R konvergiert und bestimme gegebenenfalls den Grenzwert.

Tn

Aufgabe 53.7. Es sei

f: Q—R
eine monotone Funktion und es sei

g: R— R

die dazu in Lemma 53.4 definierte Funktion. Zeige, dass g auf @ nicht unbe-
dingt mit f iibereinstimmen muss.

Aufgabe 53.8. Es sei
fr Q—R

eine monotone Funktion und es sei
g: R— R

die dazu in Lemma 53.4 definierte Funktion. Zeige, dass g ebenfalls monoton
ist.

Aufgabe 53.9. Es sei
f: Q—R

eine stetige monotone Funktion und es sei
g R— R

die dazu in Lemma 53.4 definierte Funktion. Zeige, dass g auf Q mit f iiber-
einstimmt.

Aufgabe 53.10. Es sei b eine positive reelle Zahl. Zeige, dass die Exponen-
tialfunktion

fT R— R z+—10",
folgende Eigenschaften besitzt.

(1) Es ist b*t* = b* - b* fiir alle z, 2’ € R.
(2) Bsist b = 4.

(3) Fiir b > 1 und = > 0ist b* > 1.

(4) Fiir b <1 und = > 0ist b* < 1.

(5) Fiir b > 1 ist f streng wachsend.

(6) Fiir b < 1 ist f streng fallend.
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(7) Esist (b%)* = b>* fiir alle z, 2" € R.
(8) Fiir a € Ry ist (ab)* = a” - b*.

Aufgabe 53.11.%*

Es sei
fi R—R
eine stetige Funktion # 0, die die Gleichung
fle+y) = fx) fy)

fiir alle z,y € R erfiillt. Zeige, dass f eine Exponentialfunktion ist, d.h. dass
es ein b > 0 mit f(z) = b” gibt.

Aufgabe 53.12.*

Berechne
2190
bis auf einen Fehler von E
Aufgabe 53.13.*
Vergleiche die beiden Zahlen
_9 B
V3 und V3 -

Aufgabe 53.14. Berechne
\/5\/??

bis auf einen Fehler von E
Aufgabe 53.15. Zeige, dass eine Exponentialfunktion
R — R+’ xr+—— b$7

aus einem arithmetischen Mittel ein geometrisches Mittel macht.

Aufgabe 53.16.*
Es sei
fz) =
eine Exponentialfunktion mit a # 1. Zu jedem x € R definiert die Gerade
durch die beiden Punkte (z, f(z)) und (z + 1, f(z + 1)) einen Schnittpunkt
mit der z-Achse, den wir mit s(z) bezeichnen. Zeige
s(x+1) = s(z) + 1.

Skizziere die Situation.
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Aufgabe 53.17. Skizziere die Graphen zu den Funktionen
nook

x
k!
0

fi(z) =

k=

fir n =2,3,4,5,6 auf [—3, 3].

Aufgabe 53.18.*
Ordne die Zahlen

exp (0,6), exp (0,7) und 2
gemaf ihrer Grofle.

Aufgabe 53.19. Wir betrachten die Exponentialreihe
flw) =) o
k=0
Zeige, dass die Ableitung von f mit f iibereinstimmt. Verwende dabei, dass
in diesem Fall die Ableitung einer unendlichen Summe von Polynomen gleich
der Summe der einzelnen Ableitungen ist.

Aufgabe 53.20. Man gebe ein Beispiel einer stetigen, streng wachsenden
Funktion

fT R— R,
mit f(0) = 1 und mit f(x+1) = 2f(x) fiir alle x € R, die von 2” verschieden
ist.

Aufgabe 53.21. Eine Wihrungsgemeinschaft habe eine Inflation von jéhr-
lich 2%. Nach welchem Zeitraum (in Jahren und Tagen) haben sich die Preise
verdoppelt?

Aufgabe 53.22. Man bastle einen Rechenschieber, der die Multiplikation
von positiven reellen Zahlen ausfiihrt.

Aufgabe 53.23. Zeige, dass die Logarithmen zur Basis b die folgenden Re-
chenregeln erfiillen.

(1) Es gilt log,(y - z) = log,y + log,, =.
(2) Es gilt log, y* = w - log, y fiir u € R.
(3) Es gilt
log,y = log, (blogby) = log, y - log, b.
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53.3. Aufgaben zum Abgeben.

Aufgabe 53.24. (3 Punkte)

Man gebe ein Beispiel fiir eine stetige, streng wachsende Funktion
f: Q—R

mit der Eigenschaft, dass es keine stetige Funktion
g: R— R

gibt, die auf Q mit f iibereinstimmt.

Aufgabe 53.25. (5 Punkte)

Es sei
f: (Qa+70) — (R-H ) 1)

ein Gruppenhomomorphismus. Zeige, dass f eine Exponentialfunktion ist,
d.h. dass es ein reelles b > 0 mit f(x) = b" fiir alle 2 € Q gibt.

Aufgabe 53.26. (2 Punkte)

Vergleiche
577 und 579
Aufgabe 53.27. (4 Punkte)
Berechne
33

bis auf einen Fehler von %.

Aufgabe 53.28. (4 Punkte)

Berechne e® mit der Exponentialreihe bis auf einen Fehler von Tlo()'
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54. VORLESUNG - TRIGONOMETRISCHE FUNKTIONEN

54.1. Der Einheitskreis.

Im R? ist der Abstand zwischen zwei Punkten P, Q € R? eine positive reel-
le Zahl (bzw. gleich 0, falls die Punkte zusammenfallen). Wenn die beiden
Punkte in Koordinaten gegeben sind, also P = (z1,y;) und Q = (x2,¥2), so
ist der Abstand gleich

d(P,Q) = v/(x2 — x1)>+ (y2 — )%
Diese Gleichung beruht auf dem Satz des Pythagoras. Speziell besitzt jeder
Punkt P = (x,y) zum Nullpunkt (0,0) den Abstand

Va?+y?.
WEeil die Koordinaten reelle Zahlen sind, sind auch die Absténde reelle Zah-
len. Wenn ein Punkt M und eine positive reelle Zahl r fixiert sind, so nennt
man die Menge aller Punkte der Ebene, die zu M den Abstand r besitzen,
den Kreis um M mit Radius r. In Koordinaten sieht die Definition folgen-
dermaflen aus.

Definition 54.1. Es sei M = (a,b) € R? und r € R,. Dann nennt man
die Menge

{(@y) eR(z—a) + (y - )" =17}
den Kreis (oder die Kreislinie oder die 1-Sphdire) mit dem Mittelpunkt M
und dem Radius r.

Von Kreislinie spricht man, um zu betonen, dass man nicht den Vollkreis (die
Kreisscheibe) meint, sondern nur den Rand. Alle Kreise sind wesensgleich,
es kommt fiir die wichtigsten Eigenschaften des Kreises nicht auf den Mit-
telpunkt und nicht auf den Radius an. Von daher ist der Einheitskreis der
einfachste Kreis, der alle Kreise représentiert.

Definition 54.2. Die Menge
E = {(z,y) e R*|2* +y* = 1}
heif3t der Einheitskreis.
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Es ist bekannt, dass der Kreisbogen des Einheitskreises die Lénge 27 und
den Flacheninhalt 7 besitzt. Dies sind nichttriviale Aussagen, und zwar so-
wohl strategisch als auch mathematisch. Das strategische Problem ist hier,
was man als Definition nimmt und was man dann unter Bezug auf die Defi-
nitionen beweisen kann und wie. Sowohl die Lénge einer gekriimmten Kurve
als auch der Flacheninhalt sind zwar intuitiv zugéngliche, aber letztlich doch
recht schwer zu fundierende Begriffe. Dasselbe trifft auf den Winkelbegriff zu.
Wir werden hier mit einem naiv-intuitiven Begriff von Kurvenlénge arbeiten
und darauf aufbauend den Winkel und die trigonometrischen Funktionen
einfithren.

Definition 54.3. Unter der Zahl 7 versteht man die Halfte des Kreisumfan-
ges des Einheitskreises.

Eine rationale Approximation der Zahl 7 auf einem m-Pie.

Der numerische Wert von 7 ist etwa
m = 3,1415926. ...

Es handelt sich um eine transzendente Zahl, also keine algebraische Zahl.

54.2. Winkel und trigonometrisches Dreieck.

Mit dem Begriff des Winkels ist die Vorstellung verbunden, dass man einen
Vollkreis gleichméBig in Sektoren bzw. die Kreislinie gleichméfig in Abschnit-
te (des Kreisbogens) unterteilen kann. Diese Vorstellung ist mit der Vorstel-
lung verwandt, dass man das Einheitsintervall [0, 1] in n gleichlange Stiicke
unterteilen kann. Allerdings kann man letzteres aufgrund der Strahlensétze
durch eine einfache geometrische Konstruktion fiir jedes n € N durchfiihren,
fiir den Kreisbogen hingegen nur fiir einige wenige n € N, . Bei der Kreisun-
terteilung in 360 Grad zerlegt man den Kreis in 360 gleichgrofle Sektoren. Im
Bogenmafl nimmt man die Liange des gebogenen Kreisabschnittes als Win-
kelmaf3. D.h. der volle Kreis entspricht 27 geméf§ der Definition der Kreiszahl
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7, der Halbkreis (die beiden Sektorengrenzen liegen auf einer Geraden) ent-
spricht 7, der Viertelkreis entspricht 7.

Definition 54.4. Der durch einen Kreisbogen der Linge a € [0,27] defi-
nierte Winkel heiit Winkel im Bogenmays.

u
i . oL -] ,
. e +
,FF-“'—-._'-"':m L, d11t]

Ein Winkel definiert einen eindeutigen Punkt auf dem Einheitskreis, wenn man
von (1,0) aus startet und gegen den Uhrzeigersinn den Kreisbogen entlang geht.

Ein Winkel, also die Linge eines zusammenhéngenden Kreisbogenstiicks,
kann man grundsétzlich iiberall an den Kreisbogen anlegen. Wenn man Win-
kel untereinander vergleichen und studieren mochte, so wéahlt man den Punkt
(1,0) (also die 1 auf der z-Achse) als Startpunkt und lduft den als Bogen-
maflinge a gegebenen Winkel gegen den Uhrzeigersinn entlang bis zu einem
Punkt P(«) mit der Eigenschaft, dass die Bogenldnge von (1,0) bis P(«)
genau « ist.

Definition 54.5. Zu einem Winkel « (im Bogenmaf) nennt man denjenigen
Punkt auf dem Einheitskreis, den man erreicht, wenn man sich auf dem
Kreis in (1, 0) startend gegen der Uhrzeigersinn auf dem Kreisbogen « lange
bewegt, den trigonometrischen Punkt P(«) zu diesem Winkel.

Diesen Punkt P(«) nennen wir auch den Standardpunkt zum Winkel a. Durch
ihn wird der Standardkreisbogen zum Winkel o, ndmlich der Kreisbogen von
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(1,0) bis P(«), der Standardstrahl zum Winkel «, ndmlich die Halbgerade
durch den Nullpunkt und den Standardpunkt, und der Standardsektor zum
Winkel o, ndmlich der durch die z-Achse und den Standardstrahl gegebene
Sektor, festgelegt.

Zu einem Winkel o mit dem zugehorigen trigonometrischen Punkt P(«) zu
a kann man das (senkrechte) Lot auf die 2-Achse féllen und erhdlt dadurch
ein rechtwinkliges Dreieck mit der Verbindungsstrecke zwischen Nullpunkt
und trigonometrischem Punkt als Hypotenuse und mit einer Kathete auf der
x-Achse. Man nennt dies das trigonometrische Dreieck zum Winkel . Die
am Nullpunkt anliegende Kathete nennt man auch die Ankathete zu a und
die gegeniiberliegende Kathete nennt man die Gegenkathete zu o (diese Be-
zeichnungen sind nur bei Winkeln bis 7/2 passend). Die (eventuell negativ
genommenen) Lingen dieser Katheten sind zugleich die Koordinaten des tri-
gonometrischen Punktes. Mit den trigonometrischen Funktionen untersucht
man die Abhéngigkeit dieser Koordinaten vom Winkel (im Bogenma$).

Definition 54.6. Zu einem Winkel « versteht man unter cos o die erste
Koordinate des trigonometrischen Punktes P(a).

Definition 54.7. Zu einem Winkel o versteht man unter sin a die zweite
Koordinate des trigonometrischen Punktes P(«).

Somit besitzt der trigonometrische Punkt P(«) die Koordinaten
P(a) = (cos a, sin «).

Wenn « sémtliche Winkel durchlduft, durchlauft P(a)) den Einheitskreis. Die
Zuordnung

R — R? o+ (cos a, sin a),
bildet also eine ,, Parametrisierung® des Einheitskreises, die auf R definiert ist,
fiir den Nullwinkel & = 0 im Einspunkt (1,0) startet und sich bei o = 27
erstmalig wieder in diesem Punkt befindet.

54.3. Die trigonometrischen Funktionen.

Satz 54.8. Die Funktionen
R— R, a— cos a,
und
R— R, a+— sin «a,
besitzen fir o € R folgende Eigenschaften.
(1) Es gilt
(cos a)?+ (sina)? =1
fur alle a € R.
(2) Es ist
—1 < cos a,sina < 1.
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(3) Es ist cos (—a) = cos a und sin (—a) = — sin «.

Beweis. (1) Die erste Eigenschaft ist klar, da
P(a) = (cos a, sin a)

nach Definition ein Punkt auf dem Einheitskreis ist.

(2) Folgt aus (1).

(3) Ein negativer Winkel ist so zu verstehen, dass man vom Punkt (1,0)
aus startend mit dem Uhrzeigersinn entlang des Kreishogens lauft.
Somit ergibt sich die (Kreisbogen)-Bewegung zu —«, wenn man die
Bewegung zu « an der x-Achse spiegelt. Da der Kosinus die z-
Koordinate von P(«) ist, d&ndert er sich nicht bei Spiegelung an der
x-Achse, und da der Sinus die y-Koordinate von P(«) ist, wird daraus
bei dieser Spiegelung das Negative.

g

2

sinx
[LEE5

134

1
s //\

o
0.4

-1.4

Die Graphen von Kosinus und Sinus. Der qualitative Verlauf ist von der naiven
Definition her klar. Mit der unten folgenden analytischen Definition iiber Reihen
kann man die Funktionswerte beliebig genau ausrechnen.

Satz 54.9. Die Sinusfunktion und die Kosinusfunktion erfillen in R folgende
Periodizitatseigenschaften.

(1) Es ist cos (a+2m) = cos a und sin (o +27) = sin « fir alle
a e R.

(2) Es ist cos (a+7) = — cos a und sin (e +7) = — sin a fiir alle
a e R.

(3) Es st cos (a+m/2) = — sin a und sin (o +7/2) = cos a fiir alle
a e R

(4) Es ist cos0 =1, cosm/2 =0, cosm = —1, cos 3n1/2 = 0 und
cos 2m = 1.

(5) Es ist sin0 = 0, sin7w/2 = 1, sinm = 0, sin 37/2 = —1 und

sin 27 = 0.
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Beweis. (1) Die ersten Eigenschaften folgen unmittelbar aus
P(a+2m) = P(a),

da 27 nach Definition von 7 eine Volldrehung beschreibt.

(2) Wenn man zu einem Winkel den Winkel 7 hinzuaddiert, so bedeutet
dies, eine Halbdrehung um den Nullpunkt bzw. eine Punktspiege-
lung am Nullpunkt durchzufithren. Dabei werden die Koordinaten
von P(«a) in ihr Negatives umgewandelt.

(3) Eine Winkeladdition von 7/2 bedeutet eine Vierteldrehung von P(«)
gegen den Uhrzeigersinn. Wegen den schon gezeigten Aussagen ge-
niigt es, diese Aussage fiir Winkel zwischen 0 und 7/2 zu zeigen. Die
trigonometrischen Dreiecke zu o und zu v+ 7/2 sind kongruent, und
zwar ist der am Nullpunkt anliegende Winkel des zweiten Dreiecks
gleich /2 — . Somit ist die Ankathete des zweiten Dreiecks, die
auf der negativen z-Achse liegt, gleich der Gegenkathete des ersten
Dreiecks.

(4) Dies sind einfach die Koordinaten nach einer Viertel-, Halb- und Drei-
vierteldrehung.

(5) Ebenso.

g

Satz 54.10. Die reelle Sinusfunktion induziert eine bijektive, streng wach-
sende Funktion

[_ﬂ-/27ﬂ-/2] — [_17 1]7
und die reelle Kosinusfunktion induziert eine bijektive streng fallende Funk-
tion
[0, 7] — [-1,1].

Beweis. Fiir a zwischen —/2 und 7/2 liegt P(«) auf der rechten Kreishélfte.
Diese Punkte stehen in Bijektion zu diesen Winkeln und in Bijektion zum
Wert der Projektion auf die y-Achse, also zum Sinus von a. U

54.4. Drehungen, Additionstheoreme und Stetigkeit.

Eine Drehung der reellen Ebene R? um den Nullpunkt um den Winkel «

1) auf den tri-

gegen den Uhrzeigersinn bildet den ersten Standardvektor (O

P = ()

und den zweiten Standdardvektor ((1)) auf (_ St a ab. Da es sich um

gonometrischen Punkt

cos o
lineare Abbildungen handelt, werden ebene Drehungen durch die folgenden
Drehmatrizen beschrieben.
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Definition 54.11. Eine lineare Abbildung
D(a): R* — R?
cos @ —sin «

die durch eine Drehmatriz | .
sin @« cos «

heifit Drehunyg.

) (mit einem o € R) gegeben ist,

Satz 54.12. Fiir die trigonometrischen Funktionen
R— R, z+—— cos z,
und
R— R, z+—— sin z,
gelten die Additionstheoreme

cos(r+y) = cosx -cosy — sinx - siny

und
sin(r+y) = sinx - cos y + cos x - sin y.

Beweis. Die Hintereinanderschaltung der Drehung um den Winkel  und der
Drehung um den Winkel y ist die Drehung um den Winkel z + v und wird
durch das Matrixprodukt der Drehmatrizen beschrieben. Somit ist aufgrund
einer einfachen Matrizenmultiplikation

(cos (x+y) —sin(z+ y))

sin(z +y) cos(z+vy)
_ (cosx —sin x) . (cosy — sin y)

sin x  cos x siny cosy
B COsT - Ccosy —sinx - -siny —cosx-siny — sinx - cosy
- sin x - cos y + cos x - sin y cosx-cosy—sinx-siny)

Betrachten der Komponenten in der ersten Spalte ergibt die Behauptung.
O

Mit den Additionstheoremen kénnen wir die Stetigkeit der trigonometrischen
Funktionen beweisen.

Satz 54.13. Die trigonometrischen Funktionen Sinus und Kosinus sind ste-
tig.

Beweis. Wegen Satz 54.10 (3) gentigt es, die Aussage fiir den Sinus zu zeigen.
Wir zeigen zuerst die Stetigkeit des Sinus im Nullpunkt. Nach Aufgabe 54.11
ist
|sin x| < |z].

Daraus folgt direkt die Stetigkeit im Nullpunkt. Aufgrund von Satz 54.8 (1)
folgt daraus auch die Stetigkeit des Kosinus im Nullpunkt. Zum Nachweis
der Stetigkeit des Sinus in einem beliebigen Punkt 2 € R verwenden wir das
Folgenkriterium. Es sei also x,, eine gegen = konvergente Folge, die wir als

Ty = T+ 2,
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mit einer Nullfolge z, schreiben. Aufgrund des Additionstheorems fiir den
Sinus gilt

sin (x4 z,) = sin z - cos z, + cos x - sin z, .
Aufgrund der Voriiberlegung und den Rechenregeln fiir konvergente Folgen
konvergiert dieser Ausdruck gegen sin x . U

Wir erwahnen abschlieBend noch die analytischen Ausdriicke fiir die trigo-
nometrischen Funktionen Kosinus und Sinus.

Definition 54.14. Fiir x € R heif3t
i (_1)nx2n
—~  (2n)!

die Kosinusreihe und
n 2n+1

; 2n+1

die Sinusreihe zu x.

In einem streng-analytischen Aufbau der trigonometrischen Funktionen und
von 7, der auf geometrische Intuition verzichtet, fangt man mit diesen Defi-
nitionen an und erarbeitet sich dann die Beziehung zum Einheitskreis. Man
muss zunichst zeigen, dass diese Reihen konvergieren. Mit diesem Zugang
erhédlt man dann insbesondere, dass die trigonometrischen Funktionen nicht
nur stetig, sondern auch differenzierbar sind.

54. ARBEITSBLATT

54.1. Die Pausenaufgabe.

Aufgabe 54.1. Erstelle eine Kreisgleichung fiir den Kreis im R? mit Mittel-
punkt (4,—1), der durch den Punkt (—2,5) lduft.

54.2. Ubungsaufgaben.

Aufgabe 54.2.*

Erstelle eine Kreisgleichung fiir den Kreis im R? mit Mittelpunkt (—5,5), der
durch den Punkt (—4, —1) lauft.

Aufgabe 54.3. Bestimme die Koordinaten der beiden Schnittpunkte der
Geraden GG und des Kreises K, wobei G durch die Gleichung 2y —3x+1 =10
und K durch den Mittelpunkt (2,2) und den Radius 5 gegeben ist.
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Aufgabe 54.4.*

Bestimme die Schnittpunkte des Einheitskreises mit der Geraden, die durch
die beiden Punkte (—1,1) und (4, —2) verlduft.

Aufgabe 54.5.*

Berechne die Schnittpunkte der beiden Kreise K; und Kj, wobei K; den
Mittelpunkt (3,4) und den Radius 6 und K, den Mittelpunkt (—8,1) und
den Radius 7 besitzt.

Aufgabe 54.6.*
Bestimme die Schnittpunkte der beiden Ellipsen
{(m,y) € Rz +ay+3y° = 3} und {(m,y) € R 22% —ay +y* = 4} )

Aufgabe 54.7. Beschreibe die obere Hélfte des Einheitskreises und die un-
tere Hilfte des Einheitskreises als den Graphen einer Funktion.

Aufgabe 54.8.*

Es sei

P = {(z,y) e R?|y = 2?}
die Standardparabel und K der Kreis mit dem Mittelpunkt (0,1) und dem
Radius 1.

(1) Skizziere P und K.
(2) Erstelle eine Gleichung fiir K.
(3) Bestimme die Schnittpunkte

PNK.

(4) Beschreibe die untere Kreisbogenhélfte als Graph einer Funktion von
[—1,1] nach R.
(5) Bestimme, wie die Parabel relativ zum unteren Kreisbogen verlauft.

Aufgabe 54.9. Bestimme alle Losungen der Kreisgleichung
xZ +y2 -1
fir die Korper K =7Z/(2), Z/(3), Z/(5) und Z/(7).

Aufgabe 54.10. Skizziere die trigonometrischen Dreiecke zu den Winkeln

(1) 27/3,
(2) 5m/4,



300

(3) Tm/4.

Aufgabe 54.11. Begriinde die Abschéitzung
sine <z

fir z € Rxy.

Aufgabe 54.12.*

Zeige, dass die Sinus- bzw. die Kosinusfunktion die folgenden Werte besitzt.

a)

b)

. T V3
Ssin — = —.
3 2

w

Aufgabe 54.13. Wir betrachten eine Uhr mit Minuten- und Sekundenzei-
ger, die sich beide kontinuierlich bewegen. Bestimme eine Formel, die aus
der Winkelstellung des Minutenzeigers die Winkelstellung des Sekundenzei-
gers (jeweils ausgehend von der 12-Uhr-Stellung im Uhrzeigersinn gemessen)
berechnet.

Aufgabe 54.14. Wie hoch muss ein Spiegel mindestens sein, damit man
sich in ihm vollsténdig sehen kann (ohne sich zu verrenken)?

Aufgabe 54.15.*

Bestimme den Grenzwert der Folge

sin n

,TZGN+.

Aufgabe 54.16. Zeige, dass die Folge
T, ;= sinn

nicht konvergiert.
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Aufgabe 54.17.*

Zu einem Startwert xo € [0, 7] sei eine Folge rekursiv durch

Tpi1 = Sin z,

definiert. Entscheide, ob (x), .y konvergiert und bestimme gegebenenfalls
den Grenzwert.

Mit einem Ausdruck der Form sin” z meint man (sin(z))".

Aufgabe 54.18.*
Entscheide, ob die Folge

3sin? n —7n® + 11n
Ty =

5n3 — 4n2 — cos n

in R konvergiert und bestimme gegebenenfalls den Grenzwert.

Aufgabe 54.19.*

Ordne die folgenden Funktionen den Bildern zu (man schreibe ohne Be-
griindung hinter den Funktionsausdruck den Buchstaben des zugehorigen
Bildes; nur fiir vollstéindig richtige Antworten gibt es Punkte).

(1)

(2)

1
§sin 2z +1)—1,

1 . 1 +7T 1
3T Ty
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Aufgabe 54.20. Skizziere die Funktion

1
g: R, — R, x +—— sin —.
x

Aufgabe 54.21. Zeige, dass die durch
x-sin * firx #0),
fw) = {0 sonst ,

definierte Funktion
fTR—R
stetig ist. Ist der Graph dieser Funktion ,,zeichenbar“?

Die trigonometrischen Funktionen sind periodisch im Sinne der folgenden
Definition.

Eine Funktion
T R—R
heifit periodisch mit Periode L > 0, wenn fiir alle x € R die Gleichheit
f(z) = flz+ L)
gilt.
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Aufgabe 54.22. Es sei
fi R—R
eine periodische Funktion und
g: R— R
eine beliebige Funktion.
a) Zeige, dass die Hintereinanderschaltung g o f wieder periodisch ist.

b) Zeige, dass die Hintereinanderschaltung f o g nicht periodisch sein muss.

Aufgabe 54.23. Es seien
f17 f2 :R—R

periodische Funktionen mit den Periodenlédngen L, bzw. L. Der Quotient
L1/ Ly sei eine rationale Zahl. Zeige, dass auch f; + fo eine periodische Funk-
tion ist.

Die néchsten Aufgaben verwendet den Begriff der geraden und der ungeraden
Funktion.

Eine Funktion

T R—R
heifit gerade, wenn fiir alle x € R die Gleichheit
flz) = f(=2)
gilt.
Eine Funktion
fi R—R
heifit ungerade, wenn fiir alle x € R die Gleichheit
flx) = =f(=x)

gilt.

Aufgabe 54.24. Es sei f: R — R eine Funktion. Woran erkennt man am
Graphen von f, ob f eine gerade Funktion ist?

Aufgabe 54.25. Es sei f: R — R eine Funktion. Woran erkennt man am
Graphen von f, ob f eine ungerade Funktion ist?

Aufgabe 54.26. Zeige, dass der Betrag
| |: R—R, 2+ |2,

eine gerade Funktion ist.
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Aufgabe 54.27. Zeige, dass eine lineare Funktion
R— R, 2+ ax,

eine ungerade Funktion ist.

Aufgabe 54.28. Es sei P = ZZ:O arr® € R[X] ein Polynom. Zeige, dass P
genau dann eine gerade Funktion definiert, wenn a; = 0 fiir alle ungeraden
Indizes ist.

Aufgabe 54.29. Es sei P = ZZ:O arz® € R[X] ein Polynom. Zeige, dass P
genau dann eine ungerade Funktion definiert, wenn a; = 0 fiir alle geraden
Indizes ist.

Aufgabe 54.30. Erstelle die Drehmatrizen zu den Winkeln
a=0,m7n/2 7/3, 7/6, /4

Aufgabe 54.31. Es sei
D = {D(a)|a € R}

die Menge aller Drehmatrizen mit der Matrizenmultiplikation als Verkniip-
fung.

(1) Zeige, dass (D, o, Ey) eine Gruppe ist.
(2) Zeige, dass die Abbildung

R — D, a+— D(«a),

ein surjektiver Gruppenhomomorphismus ist.
(3) Zeige, dass 2nZ der Kern der Abbildung a — D(«) ist.
(4) Zeige die Gruppenisomorphie

R/27Z = D.

Aufgabe 54.32. Beweise die Formel
cos3a = 4cos®a — 3cosa

aus den Additionstheoremen fiir die trigonometrischen Funktionen.

Aufgabe 54.33. Berechne

1 1X2+ 1X4 2+ X 1X3+ 1 X5 2
2 24 6 120 ‘

Was fallt dabei auf und wie kann man es erklaren?
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Aufgabe 54.34.*
Es sei
[
P=—X"—-X"+1.
24 2

(1) Bestimme die kleinste positive Nullstelle von P.
(2) Besteht ein Zusammenhang zwischen dieser Nullstelle und 57

Aufgabe 54.35. Bestimme die ,,Ableitung“ der Sinusreihe unter der (in
diesem Fall richtigen) Annahme, dass man bei einer unendlichen Summe von
Funktionen gliedweise ableiten darf.

54.3. Aufgaben zum Abgeben.

Aufgabe 54.36. (3 Punkte)

Bestimme die Koordinaten der beiden Schnittpunkte der Geraden GG und des
Kreises K, wobei GG durch die Gleichung 3y — 42 + 2 = 0 und K durch den
Mittelpunkt (2,5) und den Radius 7 gegeben ist.

Aufgabe 54.37. (5 Punkte)

Berechne die Koordinaten der beiden Schnittpunkte der beiden Kreise K und
L, wobei K den Mittelpunkt (2,3) und den Radius 4 und L den Mittelpunkt
(5, —1) und den Radius 7 besitzt.

Aufgabe 54.38. (5 Punkte)
Bestimme die Schnittpunkte der beiden Ellipsen

{(z,y) € R?|42® — 3zy + 2y* = T}und{(z,y) € R?|32” + 4zy + 5y° = 8}.

Aufgabe 54.39. (3 Punkte)
Entscheide, ob die Folge

_ 5sin® n — 6n* + 13n? + (sin n) (cos (n?))

Ty .
n* — 5n3 + n?sin (n?) — cos n

in R konvergiert und bestimme gegebenenfalls den Grenzwert.
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Aufgabe 54.40. (4 Punkte)

Zeige, dass man jede stetige Funktion
fiR—R

als
f=9+h

mit einer stetigen geraden Funktion g und einer stetigen ungeraden Funktion
h schreiben kann.

55. VORLESUNG - ENDLICHE WAHRSCHEINLICHKEITSRAUME

55.1. Endliche Wahrscheinlichkeitsriume.

Zum Abschluss dieser Vorlesung beschiftigen wir uns mit Wahrscheinlich-
keitstheorie, und zwar mit diskreter Wahrscheinlichkeitstheorie. Mit diskret
ist gemeint, dass die moglichen Werte eines ,, Experimentes in einer endlichen
Menge liegen und Wahrscheinlichkeiten prinzipiell durch ein ,,gewichtetes
Zéhlen* erhalten werden konnen. Insofern geht es um elementare Kombina-
torik, aber doch unter neuen Gesichtspunkten und mit neuen Sprechweisen.
Wenn man eine Miinze wirft, so kann Kopf oder Zahl fallen, und es gibt
keinen Grund, warum das eine héufiger als das andere eintreten sollte. Bei
einem einzelnen Wurf kann natiirlich nur ein Ereignis eintreten. Wenn man
den Miinzwurf oft wiederholt, so kann man im Allgemeinen beobachten, dass
die Anzahl der Kopfwiirfe in der Ndahe der Anzahl der Zahlwiirfe liegt. Aber
schon die Prézisierung dieser Aussage ist nicht unmittelbar klar. Wenn man
beispielsweise 100-mal wirft, und es tritt 47-mal Kopf ein, was heifit das? Die
Abweichung von Kopfwiirfen zu Zahlwiirfen ist immerhin

53 — 47 = 6,
also jedenfalls grofler als bei einem Wurf. Ein sinnvolles Vergleichsmaf ist
47
100’

also der Quotient aus der Anzahl der Kopfwiirfe und der Gesamtzahl der
Durchfithrungen (Wiirfe). Dieser Quotient heit relative Hiufigkeit und ist
relativ nah an % Es ist eine Erfahrungstatsache, dass diese relative Haufig-
keit bei wachsender Durchfiihrungsanzahl gegen % ,strebt*. Diese Aussage
ist aber vage und keine Konvergenzaussage. Dennoch ist diese Vorstellung
die Motivation fiir die folgende Begriffshildung, mit der man wiederum das
Verhalten bei oft durchgefiithrten Experimenten erkldren und quantitativ er-

fassen kann.
Definition 55.1. Zu einer endlichen Menge M nennt man eine Abbildung
f: M — Rzo, Xr+— f(l’),
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mit
Y flx) =1
xeM

eine (diskrete) Wahrscheinlichkeitsdichte auf M.

Diese Benennung verwendet man eigentlich nur, wenn man eine wahrschein-
lichkeitstheoretische Interpretation beabsichtigt. Statt diskrete Wahrschein-
lichkeitsdichte sagt man auch Zdhldichte. Unter M sollte man sich die mogli-
chen Ausgénge eines Experimentes vorstellen, wobei f(z) die Wahrscheinlich-
keit angibt, dass bei dem Experiment der Ausgang gleich x ist. Das Ereignis
x tritt also mit Wahrscheinlicheit f(z) ein.

Definition 55.2. Auf einer endlichen Menge M sei eine diskrete Wahr-
scheinlichkeitsdichte f: M — R gegeben. Dann nennt man jede Teilmenge
E C M ein Ereignis und man nennt

up(E) ==Y f()

zelR

die Wahrscheinlichkeit von E.

Ein Element x € M nennt man auch ein Elementarereignis.

Definition 55.3. Eine endliche Menge M zusammen mit einer fixierten dis-
kreten Wahrscheinlichkeitsdichte f: M — R>o und mit der Potenzmenge
aller Ereignisse nennt man einen endlichen Wahrscheinlichkeitsraum.

Definition 55.4. Auf einem endlichen Wahrscheinlichkeitsraum (M, f)heifit
die Abbildung

pr: P(M) — Reg, E— pp(E) = f(x),

reF
ein .

Beispiel 55.5. Wir betrachten die Menge M = {a,b,¢,d} mit der Wahr-
scheinlichkeitsdichte
1 1 1 6

1 2 3
f(a)zﬁvfa)):gzﬁaf(c):Z:E>f(d>:§:ﬁ-

Es gibt 16 Ereignisse. Die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses {b, c} ist bei-

spielsweise
({h,e}) = JO) +f0) = 5+ 72 = o
A Er) = T2 1w
die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses {a, b, d} ist
1 2 6 9 3
pr({a,0,d}) = fla) + f(b) + f(d) = LT T T 1
Eine leere Menge kann kein Wahrscheinlichkeitsraum sein, bei einer einele-
mentigen Menge muss der einzige Punkt die Wahrscheinlichkeit 1 besitzen.
Bei einer zweielementigen Menge spricht man von einer Bernoulli-Verteilung.
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Definition 55.6. Sei p € [0,1]. Die endliche Wahrscheinlichkeitsdichte f,
auf M = {0,1} mit
(1) =p
und
fp(0) =1-p
heifit Bernoulli- Verteilung.

Lemma 55.7. Es sei (M, ) ein endlicher Wahrscheinlichkeitsraum. Dann
gelten folgende Aussagen.

(1) Esist p(0) = 0 und u(M) = 1.
(2) Fir Teilmengen F' C E ist u(F) < p(E).
(3) Fiir (paarweise) disjunkte Ereignisse F;, i € I, ist

I (H‘J Ez) = ZM(EJ
icl el
(4) Fir das komplementire Ereignis M \ E zu einem Ereignis E gilt
p(M\E) =1-pu(E).
(5) Fir zwei Ereignisse E und F ist
wWEUF) = u(E)+ p(F) — n(ENF).

Beweis. Es sei f die zugehorige Wahrscheinlichkeitsdichte.

(1) Die leere Summe ist gleich 0, die zweite Eigenschaft gehort zur Defi-
nition einer endlichen Wahrscheinlichkeitsdichte.
(2) Ist klar, da die Werte der Dichte nichtnegativ sind.

(3) Es ist
iel cele; Bi i€l \z€E; iel

(4) Folgt aus (3).
(5) Folgt aus (3), da man E'UF disjunkt in die drei Mengen EN (M \ F),
FN(M\EFE)und EN F zerlegen kann und somit
WEUFE) = p(EN(M\F)) +u(F0(M\E))+p(ENF)
= WE)—puENF)+u(F) = u(ENF)+p(ENF)
= wE)+pu(F) —w(ENF)
1st.

g

Die Eigenschaft (2) heifit die Monotonie und die Eigenschaft (3) heifit die
Additivitdt eines Wahrscheinlichkeitsmafles.
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Bemerkung 55.8. Auf einer endlichen Menge sind eine Wahrscheinlichkeits-
dichte und ein Wahrscheinlichkeitsmafl dquivalente mathematische Objekte.
Die Dichte definiert fiir jedes Ereignis

ECM

das Maf3
n(E) =Y f(z)
zel
und umgekehrt ist durch das Maf iiber

f(x) = p({x})

eine Wahrscheinlichkeitsdichte festgelegt.

55.2. Laplace-Raume.

Definition 55.9. Es sei M eine endliche Menge. Dann nennt man die Wahr-
scheinlichkeitsdichte
i M — RZ()’

die jedem Element x € M den konstanten Wert m zuweist, die Laplace-
Dichte auf M. Die Menge M versehen mit dieser Dichte heifit Laplace- Raum.

Bei einem Laplace-Raum sind alle Elementarereignisse gleichwahrscheinlich.
Das zugehorige Wahrscheinlichkeitsmaf, das auch Laplace-Majf§ genanntwird,
ist besonders einfach, es ist
u(E) = #HE)
£(M)

d.h., es wird einfach der relative Anteil von F an M gemessen. Insofern wird
hier das Berechnen von Wahrscheinlichkeiten auf das Zéhlen von Teilmengen
zuriickgefiihrt. Bei Formulierungen wie ,,man wéhlt zufillig ein Element* aus
einer endlichen Menge M setzt man M als Laplace-Raum an.

Beispiel 55.10. Der Laplace-Raum zum einfachen Miinzwurf besteht aus
zwei Elementen, Kopf und Zahl, also

M = {K, 7},
und die Laplace-Dichte ist konstant gleich %, also
1
1K) = 1(2) = 5.

Beide Elementarereignisse sind also gleichwahrscheinlich mit Wahrscheinlich-
keit 5. Es gibt nur vier Ereignisse, namlich @, {K}, {T'} und die Gesamtmen-
ge {K, Z}, die leere Menge hat Wahrscheinlichkeit 0, die Gesamtmenge hat
Wahrscheinlichkeit 1.

Ein Miinzwurf ist zugleich eine Bernoulli-Verteilung und ein Laplace-Experi-
ment.
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Beispiel 55.11. Der Laplace-Raum zu einem einfachen Wiirfelwurf mit ei-
nem fairen Wiirfel besteht aus sechs Elementen, die den Seiten des Wiirfels
entsprechen, und werden iiblicherweise mit 1, 2, 3,4, 5, 6 durchnummeriert, es
ist also

M = {1,2,3,4,5,6}.

Die Laplace-Dichte ist konstant gleich %, also

fiir alle 7. Die Elementarereignisse sind also gleichwahrscheinlich mit Wahr-
scheinlichkeit %. Es gibt
20 = 64,
also 64 Ereignisse. Beispielsweise sind
0, {2}, {6}, {2,5}, {1,2,3}, {w € M|z ist gerade}, {z € M| > 5}
Ereignisse. Ihre Wahrscheinlichkeiten sind einfach zu berechnen, beispiels-
weise ist
’ #({1,2,3,4,5,6}) 6 3
Beispiel 55.12. In Beispiel 13.9 haben wir die Anzahl der Moglichkeiten
berechnet, 6 Kugeln aus 49 Kugeln zu ziehen, und zwar gibt es

(49) ~49-48-47-46-45-44

= 13983816

6 6-5-4-3-2-1
Teilmengen. Diese haben alle die gleiche Wahrscheinlichkeit, somit liegt ein
Laplace-Raum vor, wobei die einzelnen Elementarereignisse, also eine be-
stimmte Ziehung, die Wahrscheinlichkeit
1

13983816
besitzen.

Wenn man sich fiir die Wahrscheinlichkeit interessiert, dass die 11 gezogen
wird, so muss man alle sechselementigen Teilmengen zédhlen, in denen die 11
vorkommt. Da die 11 festgelegt ist, geht es um die Anzahl der fiinfelementi-

gen Teilmengen der Menge {1,2,...,49} \ {11}, diese Anzahl ist durch (458)
gegeben. Die Wahrscheinlichkeit ist also

(48) 48-47-46-45-44 6

5) 5-4-32-1 _ 9
49\ T 49-4847-46-45-44 )
( 6 ) 6-5-4-3-2-1 49

was man sich auch so klar machen kann: Die Wahrscheinlichkeit, dass die
zuerst gezogene Zahl eine 11 ist, betragt 4—19, die Wahrscheinlichkeit, dass
die als zweite gezogene Zahl eine 11 ist, betrédgt ebenfalls i,

aufsummieren der disjunkten Ereignisse liefert auch 4%.

u.s.w., und

Wenn man sich fiir die Wahrscheinlichkeit interessiert, dass sowohl die 11 als
auch die 37 gezogen werden, so muss man alle sechselementigen Teilmengen
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zdhlen, in denen die 11 und die 37 vorkommen. Dies ergibt die Wahrschein-

lichkeit i R
( 4 ) _ 4.3.2.1 . 6 . 5 . 5 - 5
49 49-48-47-46-45-44 - - - .
() 1948 47404544 49-48  49-8 392

Bemerkung 55.13. Die Ziehung der Zahlen 1,2, 3,4,5,6 beim Zahlenlotto
ist gleichwahrscheinlich wie die Ziehung der Zahlen 3,11, 19,28, 33, 45. Den-
noch scheint das zweite Ergebnis typischer als das erste zu sein. Das ist aber
allein eine psychologisch bedingte Sichtweise. Bei einem zufilligen Experi-
ment erwartet man einen chaotischen Ausgang ohne irgendeine Regelméaflig-
keit, man erwartet nicht, im Ergebnis ein Muster zu erkennen. Man muss
auch die Formulierung ernst nehmen. Es wird gesagt, dass die Ziehung von
1,2,3,4,5,6 genau so wahrscheinlich ist wie die Ziehung von genau den sechs
konkreten Zahlen 3,11,19, 28, 33,45. Es wird nicht gesagt, dass die Ziehung
von (etwas wie) 1,2,3,4,5,6 gleichwahrscheinlich ist mit der Ziehung ,,von
etwas wie“ 3,11,19,28,33,45. Es gibt natiirlich nur 44 mogliche Ziehungen
(von 1,2,3,4,5,6 iiber 2,3,4,5,6,7 bis 44, 45,46,47,48,49), bei denen sechs
hintereinanderliegende Zahlen gezogen werden, dieses Ereignis ist also sehr
unwahrscheinlich.

Es ist ziemlich schwer, genau zu charakterisieren, was man unter ,,etwas wie
3,11,19,28, 33, 45“ verstehen soll, oder was man unter einer typischen ,,chao-
tischen musterfreien Ziehung“. Betrachtet man 3, 11,12, 28, 33,45 ebenfalls
als musterfrei, oder hélt man das fiir ein auflergewthnliches Ergebnis, da
immerhin zwei aufeinanderfolgende Zahlen gezogen wurden? Es ist jedenfalls
erstaunlich, wie oft man im Zufélligen doch noch eine kleine Beobachtung des
scheinbar Besonderen machen kann. In 3,11, 19,28, 33,45 ist beispielsweise
die Differenz der ersten drei Zahlen konstant gleich 8.

Beispiel 55.14. Beim Skat wird mit 32 Karten gespielt, wobei drei Spie-
ler je zehn Karten bekommen und zwei Karten in den ,,Skat“ gehen. Unter
den Karten spielen die vier Buben eine besondere Rolle. Wie hoch ist die
Wahrscheinlichkeit, dass Spieler A sdmtliche Buben bekommt? Die Anzahl

der moglichen ,,Hénde®“, die Spieler A bekommen kann, betrigt (i’g) Die

Anzahl der Hénde, die alle vier Buben umfassen, sind (268). Daher ist die
Wahrscheinlichkeit, alle Buben zu bekommen, gleich

(%) #3®  10-.9.8.7 3.7 21
() 7 RSLA T 39.31.30-29  4-31-29 3506

Das sind ungefihr 0, 58%.

Beispiel 55.15. Mit Lemma 55.7 lasst sich hdufig die Wahrscheinlichkeit
einfacher berechnen, insbesondere die unscheinbare Komplementregel ist hilf-
reich. Wenn man beispielsweise die Wahrscheinlichkeit wissen mochte, dass
in einer Lottoziehung die gezogenen Zahlen nicht alle in einer Reihe liegen,
so konnte man ins Griibeln kommen, wie man diese Ereignismenge geschickt
abzéhlt. Dagegen ist das Komplement einfach zu erfassen, davon gibt es
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namlich 44 Stiick und die Wahrscheinlichkeit davon ist somit ngﬁ. Die
komplementédre Wahrscheinlichkeit ist also

44 13983816 — 44 13983772

b= 13983816 13983816 13983816

55. ARBEITSBLATT

55.1. Die Pausenaufgabe.

Aufgabe 55.1. Man werfe zehnmal mit einer Miinze und notiere, wie oft
Kopf und wie oft Zahl gefallen ist.

55.2. Ubungsaufgaben.

Aufgabe 55.2. Wir betrachten den endlichen Wahrscheinlichkeitsraum
{a,b,c,d} mit der Wahrscheinlichkeitsdichte

1 14 1 5 110
f(a)—Q—(),f(b)—g—%, (C)_Z_%’f(d)_ﬁ_%'
Bestimme die Wahrscheinlichkeiten der folgenden Ereignisse:
(1) {b,c},
(2) {a,b,c},
(3) {a,b,d}.

Aufgabe 55.3.*

Wir betrachten den endlichen Wahrscheinlichkeitsraum {a, b, ¢, d, e} mit der
Wahrscheinlichkeitsdichte

1 1 4 1 20
= — b = — = — = - = —
fa)= 1560 T0) = 52 = 1550 FO =5 = 150
1 25 1 50
fld)=7= 100 7 =5= 100
Bestimme die Wahrscheinlichkeiten der folgenden Ereignisse:
(1) {a,e},
(2) {b,c, e},
(3) {a,c,d},
(4) {a,b,d,e}.
Aufgabe 55.4. Zeige, dass die Gleichung
1 1
-—+-=1
a * b

nur die einzige ganzzahlige Losung (a, b) = (2,2) besitzt.
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Aufgabe 55.5. Bestimme die Losungen der Gleichung
1 1 1
St -+-=1
a b ¢

mit a, b, c € N.

Eine natiirliche Zahl n heifit vollkommen, wenn sie mit der Summe all ihrer
von n verschiedenen Teiler {ibereinstimmt.

Aufgabe 55.6. (1) Zeige

1
-
57375
(2) Zeige
1 1+1 1 1_1
2 4 7 14 28

Aufgabe 55.7. Es sei n eine vollkommene Zahl. Zeige, dass

1

k#1, k Teiler von n

Aufgabe 55.8. Lucy Sonnenschein wihlt aus ihren Sommerkleidern zuféllig
eines aus. Sie besitzt vier gelbe, sieben rote, fiinf blaue, zwei weifle und drei
griine Sommerkleider. Wie hoch ist die Wahrscheinlichkeit, dass sie ein griines
Kleid auswéhlt? Wie lautet die Wahrscheinlichkeit in Prozent?

Aufgabe 55.9. In der Klasse von Frau Maier-Sengupta gibt es 30 Schiiler-
(innen). An jedem Tag kontrolliert sie von drei Schiilern die Hausaufgaben.
Wie hoch ist die Wahrscheinlichkeit, dass von Mustafa Miiller heute die Haus-
aufgaben kontrolliert werden?

Aufgabe 55.10. Bestimme die Wahrscheinlichkeit, dass beim Zahlenlotto
ausschlieflich Quadratzahlen gezogen werden.

Aufgabe 55.11.*

Bestimme die Wahrscheinlichkeit, dass beim Zahlenlotto Zahlen gezogen wer-
den, deren Summe 25 ergibt.

Aufgabe 55.12. Bestimme die Wahrscheinlichkeit, dass man beim Zahlen-
lotto (genau) drei Richtige, vier Richtige oder fiinf Richtige hat.
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Aufgabe 55.13.*

Skat wird mit 32 Karten gespielt, dabei gibt es vier Kénige und vier Damen
(die Buben werden in dieser Aufgabe als Kinder betrachtet). Der ,Skat*
besteht aus zwei zufélligen Karten und spielt eine besondere Rolle.

(1) Wie hoch ist die Wahrscheinlichkeit, dass im Skat zwei Konige sind?

(2) Wie hoch ist die Wahrscheinlichkeit, dass im Skat ein gleichge-
schlechtliches Paar ist?

(3) Wie hoch ist die Wahrscheinlichkeit, dass im Skat ein gemischtge-
schlechtliches Paar ist?

Aufgabe 55.14.*

Mustafa Miiller darf zu seinem n-ten Geburtstag aus seiner Klasse n Kinder
einladen. Heute wird er 8, in seiner Klasse gibt es neben ihm 30 Kinder. Da
alle Kinder nett sind, wahlt er zufillig aus. Bestimme die Wahrscheinlichkeit,
dass die 7 Kinder vom letztjahrigen Geburtstag wieder eingeladen werden.

Die folgende Aussage wurden schon in Aufgabe 24.11 angesprochen. Man
begriinde sie algebraisch, geometrisch und stochastisch.

Aufgabe 55.15. Es seien a, b, c,d € N, . Zeige

i (5.) < 15 < s (3.5),

Aufgabe 55.16. Aus den Zahlen {1,...,100} wird zufillig eine Zahl aus-
gewahlt. Wie hoch ist die Wahrscheinlichkeit, dass die gewéhlte Zahl

(1) eine Quadratzahl,

(2) eine Primzahl,

(3) eine Schnapszahl,

(4) eine durch 7 teilbare Zahl,

Aufgabe 55.17. Aus den Zahlen {1,...,10} werden zufillig drei Zahlen
gezogen. Wie hoch ist die Wahrscheinlichkeit, dass das Maximum der Zahlen
zumindest 8 ist.

Aufgabe 55.18. Aus den Zahlen {1,...,10} werden zufillig vier Zahlen
gezogen. Wie hoch ist die Wahrscheinlichkeit, dass es unter den gezogenen
Zahlen keine Teilbarkeitsbeziehung gibt.
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Aufgabe 55.19.*
Aus den Zahlen {1,...,n} wird zufillig eine Zahl ausgewahlt.

(1) Erstelle in Abhéngigkeit von n eine Formel fiir die Wahrscheinlichkeit,
dass die gewihlte Zahl eine Quadratzahl ist.

(2) Ist die Folge der Wahrscheinlichkeiten monoton?

(3) Konvergiert diese Wahrscheinlichkeit, wenn n gegen unendlich geht?

Aufgabe 55.20. Aus den Zahlen {1,...,n} wird zufillig eine Zahl aus-
gewdhlt. Es sei p(n) die Wahrscheinlichkeit, dass eine Primzahl gew&hlt wird.

(1) Zeige, dass fur n hinreichend grof3

1
< —
p(n) < 5
ist.
(2) Zeige, dass fiir n hinreichend grofl
1
< Z
p(n) < 3
ist.

55.3. Aufgaben zum Abgeben.

Aufgabe 55.21. (3 Punkte)

Wir betrachten den endlichen Wahrscheinlichkeitsraum
{a,b,c,d,e, f,g,h,i,7,k}

mit der Wahrscheinlichkeitsdichte

1 9 1 21 1 27
Wa)= g5 Y0 =15 = g5 YO = 5~ o VD = 35 = g5
1 35 1 45 1 63
1/1(6)—?—%,w(f)—ﬁ—%,w(g)—ﬁ—%,
1 105 1 135 1 189 1 315
Y(h) 5 945,1/1(2) z 94571/10) 3 945,¢( ) 3~ 015
Bestimme die Wahrscheinlichkeiten der folgenden Ereignisse:
(1) {a, f, 7},
2 {b, ¢, h,i, k},
{0/7 C7 d7 g7 i’ k}7

{a7 b7 d7 67 f7 g}7
{C7 d7 e? g? h’/[:7 k}?
{

)
)
)
)
) {a,b,c,d, f,9,h,7,k}.

(

(3
(4
(5
(6
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Aufgabe 55.22. (2 Punkte)

Bestimme die Wahrscheinlichkeit, dass beim Zahlenlotto ausschliellich Prim-
zahlen gezogen werden.

Aufgabe 55.23. (3 Punkte)

Im Broétchenkorb befinden sich 5 normale Brotchen, 4 Laugenbrotchen, 2
Roggenbrotchen, 3 Kornerbrétchen und ein Sesambrotchen. Mustafa Miiller
wéhlt zum Friihstiick zuféllig zwei davon aus. Wie hoch ist die Wahrschein-
lichkeit, dass er zwei gleiche Brétchen auswahlt?

Aufgabe 55.24. (5 Punkte)

Aus den Zahlen {1,...,100} werden zufillig fiinf Zahlen gezogen. Wie hoch
ist die Wahrscheinlichkeit, dass das Maximum der Zahlen zumindest 95 ist.

Aufgabe 55.25. (5 (1+2+2) Punkte)

Sei d € Ny fixiert. Aus den Zahlen {1,...,n} wird zufillig eine Zahl aus-
gewahlt. Es sei p(n) die Wahrscheinlichkeit, dass ein Vielfaches von d gewéhlt
wird.

(1) Man gebe eine Formel fiir p(n).
(2) Ist die Folge dieser Wahrscheinlichkeiten monoton?
(3) Zeige, dass p(n) gegen 5 konvergiert.

56. VORLESUNG - PRODUKTRAUME

56.1. Produkte von endlichen Wahrscheinlichkeitsriaumen.

Beispiel 56.1. Eine Miinze wird zweimal unabhéngig voneinander hinterein-
ander geworfen, und wir interessieren uns fiir die Wahrscheinlichkeit, wie oft
dabei Zahl fallt. Die Mdoglichkeiten sind 0, 1, 2. Diese sind aber nicht gleich-
wahrscheinlich, sondern die 1 ist deutlich wahrscheinlicher als die 0 und die 2.
Wenn man das Ereignis mit der moglichen Wertemenge {0, 1,2} beschreibt,
so liegt kein Laplace-Raum vor. Es ist besser, die Gesamtsituation durch den
Produktraum {K,Z} x {K,Z} zu beschreiben, wobei die Paare daraus die
moglichen Ausgéinge des Gesamtexperimentes bezeichnen, bei dem das FEr-
gebnis beim ersten Wurf und das Ergebnis beim zweiten Wurf an erster bzw.
an zweiter Stelle notiert wird. Die moglichen Ergebnisse sind somit

(Z,2), (Z,K), (K,Z), (K,K).

Diese Elementarereignisse sind gleichwahrscheinlich, d.h. mit diesem Pro-
duktraum wird das Gesamtexperiment durch einen Laplace-Raum beschrie-
ben, bei dem jedes Elementarereignis die Wahrscheinlichkeit i besitzt. Die
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urspriingliche Frage nach der Wahrscheinlichkeit, wie oft insgesamt Zahl
geworfen wird, wird mit Hilfe dieses Produktraumes dadurch beantwortet,
dass man zahlt, wie viele der Elementarereignisse zur Summenanzahl 0, 1, 2
fithren. Somit besitzt keinmal Zahl die Wahrscheinlichkeit %, einmal Zahl die
Wahrscheinlichkeit % und zweimal Zahl die Wahrscheinlichkeit i.

Die mehrfache Hintereinanderausfithrung eines Experimentes wird durch die
Produktmenge, die Produktdichte und das Produktmafi mathematisch rea-
lisiert.

Definition 56.2. Es seien (M, 1), ..., (M,, p,) endliche Wahrscheinlich-
keitsrdaume mit zugehorigen Dichten f;. Dann nennt man die Produktmenge
My x -+ x M, zusammen mit der durch

f(‘rlw v ’xn> = fl(ml) e fn(xn)

gegebenen Wahrscheinlichkeitsdichte den Produktraum der Wahrscheinlich-
keitsrdume.

Héufig nimmt man in jeder Komponente den gleichen Wahrscheinlichkeits-
raum M, etwa, wenn man die n-fache Hintereinanderausfithrung eines Ex-
perimentes untersuchen mochte. Fiir den Produktraum schreibt man dann
kurz M™.

Beispiel 56.3. Es soll zehnmal mit einer Miinze hintereinander geworfen
werden. Mit dem Grundraum

M = {K,Z}
wird dies dann mit dem Produktraum
N — MlO

beschrieben, die Elemente im Produktraum dokumentieren einen moglichen
Ausgang des Gesamtexperimentes, es handelt sich um sdmtliche Kombina-
tionen der Lange 10 aus K oder Z, ,typische® Elemente sind
(Z,Z,K,Z, K, K, Z, K, K, Z), (K, K, Z, K, K, K, Z, K, Z, K),
(Z,2,2,2, 2,7, 7,7, 7, 7).
Diese haben alle die Wahrscheinlichkeit

1\" 1
B>

Lemma 56.4. Es seien (M, py), ..., (M, pn) endliche Wahrscheinlichkeits-
raume und
M = M, x---x M,

der Produktraum. Dann gelten folgende Aussagen.

(1) Der Produktraum ist in der Tat ein Wahrscheinlichkeitsraum.
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(2) Fiir Teilmengen Ty C My, ..., T,, € M, ist
(T x - x Ty) = pa(Th) -+ - pn(T5)-

Beweis. Es seien f; die zugehorigen Wahrscheinlichkeitsdichten.

(1) Unter Verwendung des allgemeinen Distributivgesetzes in der Form
von Aufgabe 11.7 gilt

S fa) = S Alw) o fule)

reM (ml ..... xn)€M1><~--><Mn
_ (z fl(w1)> ( 5 fn(xn)>
r1EM; Tn€Mp
= 1---1
= 1

(2) Es ist entsprechend

WTix-xT) = S fla)

c€TY X+ XTp,

= > fi(@y) -+ fu(n)

(21 yeeey@n)ETY X X Ty,

_ (Z fl(x1)> ( > fn(rvn)>

x1€T]

= (1) - pa(Th).

Bemerkung 56.5. Zu Laplace-Raumen (M, 1), ..., (M,, 1) mit
#(M) = K,

ist der Produktraum M; x - - - x M,, ebenfalls ein Laplace-Raum mit & - - - k,,
Elementen. Dies ergibt sich unmittelbar aus der Definition des Produktrau-
mes und aus Satz 9.4.

56.2. Die Binomialverteilung.

X O



319
Definition 56.6. Sei p € [0,1] und n € N,. Die endliche Wahrscheinlich-
keitsdichte By, auf M = {1,...,n} mit

B () = ([ )h1 =

heifit Binomialverteilung zur Stichprobenldnge n und zur Erfolgswahrschein-
lichkeit p.

Lemma 56.7. Die Binomialverteilung zu p € [0,1] ist eine Wahrscheinlich-
keitsdichte auf {0,...,n}.

Beweis. Wir miissen lediglich nachweisen, dass

> Bya(k) =1
k=0

ist. Nach dem binomischen Lehrsatz ist
1 = 1"
= (p+(1—-p)"

= > (Z)p’“(l —p)t

k=0
= Z Byn(k),
k=0

was die Behauptung bestétigt. U

Lemma 56.8. Es sei M = {0,1} mit der Bernoulli-Verteilung zur Wahr-
scheinlichkeit p versehen und es sein € N,. Es sei

N = M"
das n-fache Produkt von M mit sich selbst. Dann besitzt zu k € {0,...,n}

das Ereignis
Ek = {(xl,...,xnﬂ le = k}
i=1

die Wahrscheinlichkeit
n _
Byl = ()=

Beweis. Da jedes z; nur den Wert 0 oder 1 haben kann, gilt > " 2, = k
genau dann, wenn in

x = (1, ..., T,)
genau k-fach eine 1 (und n — k-fach eine 0 steht). Diese Tupel entsprechen
den k-elementigen Teilmengen von {1,...,n}, davon gibt es nach Satz 13.6

(Z) Stiick. Die Wahrscheinlichkeit fiir ein solches einzelnes Tupel von diesem
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Typ ist nach der Definition der Produktwahrscheinlichkeit gleich p*(1—p)"~*.
Somit ist die Gesamtwahrscheinlichkeit von Ej. gleich

(Z)pk(l —p)" .

Satz 56.9. Es sei ein Ezxperiment gegeben, das nur die Werte 0 und 1 an-
nehmen kann und ber dem der Wert 1 die Wahrscheinlichkeit p besitzt. Dann
ist die Verteilung auf {1,...,n}, die die Wahrscheinlichkeit beschreibt, dass
bei der n-fachen (unabhdngigen) Hintereinaderausfihrung des Experimentes
k-fach das Ereignis 1 eintritt, durch die Binomialverteilung zur Stichpro-
benlinge n und zur Erfolgswahrscheinlichkeit p gegeben.

g

Beweis. Das Experiment wird durch die Bernoulli-Verteilung auf M = {0, 1}
mit der Erfolgswahrscheinlichkeit p beschrieben. Die n-fache Hintereinander-
ausfithrung wird somit durch den Produktraum M™ beschrieben. Das Ereig-
nis

E, = M",
das beschreibt, dass genau k- fach 1 eintritt, besitzt nach Lemma 56.8 die
Wahrscheinlichkeit

Byu(k) = (Z)p’“(l —p)" "

g

Korollar 56.10. Die Wahrscheinlichkeit, dass bei einem n- fachen Miinz-
wurf genau k-fach Kopf fdllt, betrdgt

By (k) = %

Beweis. Dies folgt unmittelbar aus Satz 56.9, da bei p = % die Gleichheit

NN /1\"* N\N" 1
k 1— n—k — - . — - -
gilt. U

56.3. Das Gesetz der grofien Zahlen.

In der Wahrscheinlichkeitstheorie interessiert man sich héufig fiir asympto-
tische Aussagen. Dass bei einem einzelnen Miinzwurf Kopf und Zahl gleich-
wahrscheinlich ist, ist eine plausible Definition, aber selbst nocht nicht sehr
aussagestark. Eine gehaltvolle Aussage wird erst dann daraus, wenn man zei-
gen kann, dass bei einer haufigen Wiederholung des Experimentes die relative
Héaufigkeit, wie oft Kopf fillt, sich in der Ndhe von %n befindet, wenn n die
Anzahl der Wiederholungen bezeichnet. In diesem Kontext ist es zunéchst
wichtig, sich klar zu machen, was eine sinnvolle Formulierung sein konnte
und wie hier ,;in der N&he von® zu verstehen ist. Insbesondere muss man sich
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klar machen, was zu viel erwartet wére. Beispielsweise ist die Wahrschein-
lichkeit, dass bei einem n-fachen Miinzwurf (mit n gerade) genau n/2-oft

(n72>

Kopf fillt, gleich ~57. Dies ist wahrscheinlicher als jedes andere Ergebnis
fiir die Anzahl der Kopfwiirfe. Wenn aber n gegen unendlich strebt, so wird
diese Wahrscheinlichkeit beliebig klein, sie konvergiert gegen 0. Auch wenn
man einen gewissen Abstand zu der Mitte n/2 fixiert, wie wenn man sagt,
dass die Anzahl der Kopfwiirfe zwischen n/2 — 10 und n/2 + 10 liegen soll,
so geht die Wahrscheinlichkeit dafiir gegen 0 fiir n gegen unendlich. Dies
klingt einleuchtend, wenn man sich ein groflies n betrachtet. Dass bei einer
Million an Miinzwiirfen die Kopfanzahl im (relativ gesehen kleinen) Intervall
[499990, 5000010] liegen soll, ist doch nicht zu erwarten. Anders sieht es aus,
wenn man ,,in der Ndhe von “ anteilig bzw. prozentual versteht. Wenn man
sich Intervalle der Form

[2 107 2 + 10]

anschaut, so sind dies fiir eingie Zehnerpotenzen die Intervalle [4, 6], [40, 60],
[400, 600], [400000,600000], und unser stochastisches Gefiihl sagt uns, dass
die Wahrscheinlichkeiten zunehmend grofier werden, dass die Anzahlen der
Kopfwiirfe in diesen Intervallen liegen. Diese Beobachtung wird durch das
Gesetz der grofien Zahlen préazisiert. Es gibt eine ganze Reihe von Aussagen
unter diesem Namen, wir beschrinken uns auf den Fall eines Miinzwurfes.

n n n n

Jakob Bernoulli (1655-1705) bewies erstmals das Gesetz der grofien Zahlen fiir
den Miinzwurf.

Lemma 56.11. Es sei § € R, 0 < § < %, fiziert und n € N gerade. Dann
gelten folgende Aussagen.

(n72)

(1) Es ist 3525 — 0 fiir n — oo.

(2) Es ist
n \" n
E ((ﬁ)) ()
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(3) Es ist
5 —16n] B\ ™

n> (n 1 n
3 < —+1—an).<< )) ()
— (k 2 1+23 3
(4) Firn — oo konvergiert der Ausdruck

5—1Bn]

== ()

k=0

gegen 0.

Beweis. (1) Siehe Aufgabe 56.14.
(2) Nach Aufgabe 13.12 ist

(kL) :ZET(Z)

Somit besteht zwischen (1"n) und (ﬂf[ﬁn j) der Zusammenhang
2

2

<n> - %H'(%ﬁl)

3%

Il
N3
—+ I3
—_
N\

_ 5t 5+2..§+[an+1.( n )
Ty 5—1Bn]  \§—Lfn]

Dies bedeutet umgekehrt

( n )_ A Sk el G4 <”>
2—16n])  Z+1 242 Z+|fn]+1 \Z
—1pn] 3

Die Faktoren sind alle von der Form
g —pn] -1+
% +1

mit ¢ = 1,...,[fn] + 1. Sie sind alle < 1 und fiir das maximale 1,
also fiir |[fn]| + 1, am groBten. Da es |fn] + 1 viele Faktoren gibt,
kann man das Produkt unter Verwendung von Lemma 25.16 (1) und
Lemma 53.5 durch

g [Bn]|+1 g Bn
(%HﬂnJH) : (%+ﬂn)




323

B 1+28
nach oben abschitzen. Also ist

()= () ()

(3) Dies folgt aus (2), da die Binomialkoeffizienten in diesem Bereich
wachsend sind und da es (2 + 1 — |n]) Summanden gibt.

(4) Nach (1) konvergiert @ gegen 0. Nach (3) geniigt es daher, zu

2
zeigen, dass

<g 41— Lﬂ"J> ((14325)[3)71

gegen 0 konvergiert. Dieser Ausdruck ist aber (beschrinkt durch) von
der Form

n-y"
mit v < 1, also nach Satz 27.11 konvergent gegen 0.

Die geeignet normierte Binomialverteilung zu % ,konvergiert” gegen die
Normalverteilung.

Satz 56.12. Zu jedem a < % konvergiert die Folge

1 [ len]
k=0

gegen 0. Das bedeutet, dass die relative Haufigkeit bei einem n-fach wieder-

holten Bernoulli- Experiment zur Wahrscheinlichkeit % bei n hinreichend grofs

mit beliebig hoher Wahrscheinlichkeit im Intervall [an, (1 — a)n| liegt.

Beweis. Wir schreiben )
ﬁ = 5 —a > 0.

Somit ergibt sich die Aussage direkt aus Lemma 56.11 (4). O
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56. ARBEITSBLATT

56.1. Die Pausenaufgabe.

Aufgabe 56.1. Eine faire Miinze werde zehnmal hintereinander geworfen.
Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass dabei genau einmal ein Wech-
sel von Kopf nach Zahl oder umgekehrt eintritt?

56.2. Ubungsaufgaben.

Aufgabe 56.2. Eine faire Miinze werde zehnmal hintereinander geworfen.
Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass sich die Miinzseite mit jedem
Wurf dndert?

Aufgabe 56.3.*

Was ist wahrscheinlicher: Ein Lottogewinn mit sechs Richtigen oder, dass bei
einem 24-fachen Miinzwurf stets Kopf fallt?

Aufgabe 56.4. Im Brotchenkorb der Familie Ngolo befinden sich drei Lau-
genbrétchen, zwei normale Brotchen, eine Brezel und zwei Scheiben Grau-
brot. Im Marmeladenkorb befindet sich Himbeermarmelade, Erdbeermar-
mealde, Quittenmarmelade und Waldrandhonig. Folgende Kombinationen
machen Heinz Ngolo am Morgen gliicklich:

e Laugenbrotchen mit Himbeermarmelade.

e Flin normales Brétchen mit Waldrandhonig.

e Eine Brezel mit beliebigem Aufstrich auler Quittenmarmelade.
e Erdbeermarmelade, aufler mit Graubrot.

Heinz wéhlt zuféllig aus den beiden Kérben eine Backware und einen Auf-
strich aus. Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit, dass sein Tag gliicklich an-
fangt?

Aufgabe 56.5. Ein Wiirfel werde zweimal geworfen. Bestimme die Wahr-
scheinlichkeiten dafiir, dass die Augensumme gleich 2,3, ...,12 ist.

Aufgabe 56.6. Ein fairer Wiirfel werde sechsmal geworfen. Wie grof} ist die
Wahrscheinlichkeit dafiir, dass sich dabei keine Augenzahl wiederholt?
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Aufgabe 56.7.*

Wir betrachten die Produktmenge {K,Z} x {K,Z} und ihre Teilmengen.
Fridolin sagt:

,Jede Teilmenge der Produktmenge ist selbst ein Produkt von Teilmen-
gen. Die Menge {K,Z} hat ndmlich zwei Elemente, deshalb besitzt ihre
Potenzmenge 22 = 4 Elemente. Eine Produktmenge zu zwei Teilmengen
besitzt die Form FE; x FEj. Da hier jede Kombination erlaubt ist, muss es
4 -4 = 16 Teilmengen geben, die selbst Produktmengen sind. Die Produkt-
menge {K, Z} x {K, Z} besitzt 4 Elemente, somit besitzt ihre Potenzmenge
16 Elemente. Somit gibt es iiberhaupt 16 Ereignisse in der Produktmenge
und 16 Produktereignisse, also ist jedes Ereignis ein Produktereignis®.

(1) Ist diese Aussage korrekt?
(2) Ist diese Argumentation korrekt?

Aufgabe 56.8. Es seien My, ..., M, endliche Wahrscheinlichkeitsrdume und
es sei der Produktraum M; x --- x M, ein Laplace-Raum. Zeige, dass jeder
M; ein Laplace-Raum ist.

Die folgende Aufgabe ist eine Verallgemeinerung von Aufgabe 8.25. Die For-
mel wird Siebformel genannt.

Aufgabe 56.9. Es sei GG eine Menge und es seien M; C G, 1 = 1,...,n,

endliche Teilmengen. Fiir eine Teilmenge J C {1,...,n} sei
My = (M.
icJ

Beweise die Anzahlformel

#Um) =0 Y ko)

k=1 JC{L,n}, #()=k

Aufgabe 56.10. Es sei (M, P) ein endlicher Wahrscheinlichkeitsraum und
es seien F; C M, i = 1,...,n, Ereignisse in M. Fiir eine Teilmenge J C

{1,...,n} sei
E; = ﬂE
i
Beweise die folgende Formel fiir die Wahrscheinlichkeit

P<UE> DY I SR TN

k=1 JC{1,...n}, #(J)=k
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Aufgabe 56.11.*

Es sei K = Z/(11) der Kérper mit elf Elementen. Im Vektorraum K? wer-
den zufillig drei Punkte ausgewéhlt, wobei Wiederholungen erlaubt sind.
Wie hoch ist die Wahrscheinlichkeit, dass die drei Punkte auf einer Geraden
liegen?

Aufgabe 56.12. Eine faire Miinze werde sechsmal hintereinander geworfen.
Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass dabei viermal hintereinander
Kopf geworfen wird?

Aufgabe 56.13.*
Wir betrachten die Folge, die durch die Folgenglieder
1 3 5 2n —1

2 46 2n
gegeben ist. Zeige, dass dies eine Nullfolge ist.

Aufgabe 56.14. Zeige, dass die Folge

T, = (Z) .27
2

fiir n gerade gegen 0 konvergiert.

Tipp: Betrachte den Faktor zwischen x,, und x,,, 1. Dann hilft die vorstehende
Aufgabe.

Aufgabe 56.15.*
Zeige durch Induktion, dass fiir die Fakultét fiir n > 3 die Abschétzung

n! < §nn
= \4

gilt.

Aufgabe 56.16. Zeige durch Induktion, dass fiir die Fakultét die Abschét-

zung
1 n
n! > [ =n
> ()

gilt.
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Aufgabe 56.17.*

Es sei « eine rationale Zahl mit

0 < <1
(8} —.
2

Zeige

a®(1—a)'™ <

N | —

Aufgabe 56.18.*

Eine faire Miinze werde zehnmal geworfen. Wir interressieren uns fiir die
Anzahl, wie oft Kopf geworfen wurde.

(1) In welchem minimalen Bereich der Form {5 — k,...,5 + k} liegt die
Anzahl der Kopfwiirfe mit einer Wahrscheinlichkeit von > 0, 9.

(2) In welchem minimalen Bereich der Form {5 — k,...,5 + k} liegt die
Anzahl der Kopfwiirfe mit einer Wahrscheinlichkeit von > 0, 6.

(3) In welchem minimalen Bereich der Form {5 — k,...,5 + k} liegt die
Anzahl der Kopfwiirfe mit einer Wahrscheinlichkeit von > 25%.

56.3. Aufgaben zum Abgeben.

Aufgabe 56.19. (2 Punkte)

Lucy Sonnenschein besitzt einen blauen, einen griinen und zwei rote Hiite,
ferner besitzt sie drei blaue Blusen, zwei gelbe Blusen, eine griine Bluse,
vier rote Blusen und eine weile Bluse, ferner besitzt sie drei rote Rocke,
zwei griine Rocke, einen schwarzen Rock und drei blaue Rocke. Fiir heute
wihlt sie zuféllig einen Hut, eine Bluse und einen Rock aus. Wie hoch ist die
Wahrscheinlichkeit, dass sie heute einfarbig in die Schule geht?

Aufgabe 56.20. (5 Punkte)

Eine faire Miinze werde zehnmal geworfen. Wie grof} ist die Wahrscheinlich-
keit dafiir, dass dabei siebenmal hintereinander Kopf geworfen wird?

Aufgabe 56.21. (4 (242) Punkte)

Sei n € N und sei M die Menge aller Abbildungen von {1,...,n} nach
{1,...,n}. Es wird zuféllig eine Abbildung ausgewahlt.

(1) Wie hoch ist die Wahrscheinlichkeit, dass die gewihlte Abbildung
bijektiv ist?

(2) Es sei p(n) diese Wahrscheinlichkeit. Kann man eine Konvergenzaus-
sage fiir diese Folge machen?
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Aufgabe 56.22. (4 Punkte)

Gabi Hochster, Heinz Ngolo, Lucy Sonnenschein, Mustafa Miiller und Con-
chita Cauchy wollen untereinander wichteln. Jede Person soll also genau von
einer Person ein Geschenk bekommen, aber natiirlich nicht von sich selbst.
Sie ziehen zufillig aus Lucys Hut die Namen, wenn jemand seinen eigenen
Namen zieht, fangen sie nochmal von vorne an. Wie hoch ist die Wahrschein-
lichkeit, dass eine Namensziehung wichtelkonform ist?

Aufgabe 56.23. (4 Punkte)

Eine faire Miinze werde zwanzigmal geworfen. Wir interessieren uns fiir die
Anzahl, wie oft Kopf geworfen wurde. In welchem minimalen Bereich der
Form {10 — k,...,10 + k} liegt die Anzahl der Kopfwiirfe mit einer Wahr-
scheinlichkeit von > 0,97

57. VORLESUNG - UNABHANGIGKEIT

57.1. Unabhéngige Ereignisse.
Definition 57.1. Zwei Ereignisse £ und F' in einem endlichen Wahrschein-
lichkeitsraum (M, P) heilen unabhdingig, wenn
P(ENF) = P(E)-P(F)
ist.

Man spricht auch von stochastischer Unabhdngigkeit. Wenn die Ereignisse
nicht unabhéngig sind, werden sie abhéngig genannt.

Lemma 57.2. Es sei (M, P) ein endlicher Wahrscheinlichkeitsraum.

(1) Jedes Ereignis ist zu O und zu M unabhdingig.

(2) Wenn die Ereignisse E und F unabhingig sind, so sind auch E und
M \ F unabhdngig.

(3) Wenn ein Ereignis E zu sich selbst unabhingig ist, so ist

P(E) = 0 oder 1.

Beweis. (1) Fiir die leere Menge gilt
P(ENQ) = P(®) =0 = P(E)-P©0)
und fiir die Gesamtmenge ist
P(ENM) = P(E) = P(E)-1 = P(E)- P(M).
(2) Seien E und F unabhéngig. Dann ist nach Lemma 55.7 (3)

P(EN(M\F)) = P(E\ENF)
— P(E)- P(ENF)
= P(E)— P(E)- P(F)



329
= P(E)(1—-P(F))
= P(E)P(M\F),

was die behauptete Unabhéngigkeit bedeutet.
(3) Die Unabhéngigkeit von E mit sich selbst bedeutet

P(E) = P(ENE) = P(E)- P(E) = P(E)?,
diese Gleichung erfiillen nur die Zahlen 0 und 1.

g

Beispiel 57.3. Wir betrachten einen Wiirfelwurf mit dem Laplace-Raum
{1,2,3,4,5,6} und dabei die Ereignisse

G = {2,4,6},
U = {1,3,5}
und
E = {1,2}.
Die Ereignisse E und G sind unabhéngig, da
EnG = {2}
und somit ) L1
P(ENG) = 6=3 3= P(E)- P(G).

Ebenso sind F und U unabhéngig (dies folgt auch aus Lemma 57.2 (2)).
Dagegen sind G und U nicht unabhéngig, da

GNU =1

ist, aber beide Ereignisse eine positive Wahrscheinlichkeit haben.

Beispiel 57.4. In einem Papageienhaus sind die beiden Geschlechter gleich-
méafig verteilt und ebenso sind die Farben rot, gelb und griin gleichméaflig
und unabhéngig vom Geschlecht verteilt. Dann ist die Wahrscheinlichkeit,
dass ein zufillig ausgewahlter Papagei ein rotes Weibchen ist, gleich

1 1 1

2 3 6
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Beispiel 57.5. Wir betrachten die Zichung der Lottozahlen. Sind die Ereig-
nisse, dass zwei bestimmte Zahlen gezogen werden, unabhéngig voneinander?
Dazu miissen wir die relevanten Wahrscheinlichkeiten berechnen. Die Wahr-
scheinlichkeit, dass eine bestimmte Zahl, sagen wir die 17 gezogen wird, ist
%. Dies ergibt sich beispielsweise aus

(5) _ %5t _ 6
(5)  fesa 4

Diese Wahrscheinlichkeit ist fiir jede Zahl gleich. Die Wahrscheinlichkeit, dass
zwei Zahlen gezogen werden, sagen wir die 17 und die 31, ist

a7 A7-46-45-44
( 4 ) 4321 6-5 5 5
= = = = = 0,012755102.
49 49-48--44 )
Die Produktwahrscheinlichkeit der beiden einzelnen Ereignisse ist hingegen
6 6 36

— = 2 = 0,014
900 = aq0p = 0014993753

Die Ereignisse sind also nicht unabhéngig.

Beispiel 57.6. Es sei ein Laplace-Raum M gegeben, dessen Anzahl eine
Primzahl p ist. Dann sind zwei Ereignisse £/, F' C M nur dann unabhéngig,
wenn einer von ihnen leer oder gleich M ist. Die Unabhéingigkeitsbedingung
bedeutet ja fiir einen Laplaceraum

#ENF)  #(E) #(F)
p p p

Dies bedeutet

p-#ENF) = #(E) - #(F).
Somit teilt die Primzahl p das Produkt #(F) - #(F). Nach dem Lemma
von Euklid kann das nur sein, wenn p einen der Faktoren teilt. Dann muss

aber die Anzahl eines Faktors, sagen wir von #(FE), gleich 0 oder p sein, was
E = () oder E = M bedeutet.

Zu einer Produktmenge M; X -+ x M, und zu i € {1,...,n} heiit die
Abbildung
M1 X - X Mn —)MZ', ([L’l, cey C(]n) — Ty,
die i-te Projektion. Zu einer Teilmenge T'" C M; nennen wir das Urbild
p;H(T) = My x -+ X My xT x My % -+ X M,
auch den Zylinder tiber T.
Lemma 57.7. Es seien (My,Py),...,(M,,P,) endliche Wahrscheinlich-
keitsrdume und
M = My x---x M,
der Produktraum. Dann sind zu Ereignissen E; C M; und E; C M; miti # j
die Zylindermengen p; '(E;) und p}l(Ej) unabhdngig.
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Beweis. Es ist (sagen wir ¢ < j)

(A4H X X A4;,1 X E% X A4%+1 X X A4ﬁ)
F](A4i X X A4}_1 X l;j X A43+1 X X A4ﬁ)
::A4i X e X A4;_1 X f% X A4;+1 X X A4}_1 X E% X A4}+1 X X A4ﬁ7

somit folgt die Aussage aus Lemma 56.4 (2). O

Diese Aussage bedeutet beispielsweise, dass bei der Hintereinanderausfiih-
rung von Miinzwiirfen der i-te Miinzwurf vom j-ten Miinzwurf (i # j) un-
abhéngig ist. Dies ist natiirlich intuitiv klar, die vorstehende Aussage ist
eine Bestétigung dafiir, dass die Modellierung eines wiederholten Experi-
mentes durch einen Produktraum und das oben formulierte Konzept der
Unabhéngigkeit sinnvoll sind.

Definition 57.8. Es sei ein endlicher Wahrscheinlichkeitsraum (M, P) ge-
geben. Die Ereignisse

Ey...,E, C M
heiflen paarweise unabhdingig, wenn
P(E;NE;) = P(E;) - P(Ej)
fiir alle ¢ # j ist.

Das bedeutet einfach, dass je zwei Mengen der F; unabhéngig sind.

Definition 57.9. Es sei ein endlicher Wahrscheinlichkeitsraum (M, P) ge-
geben. Die Ereignisse

Ei,....BE.CM

heiflen wvollstindig unabhdngig, wenn fiir jedes r, 2 < r < k, und jede r-
elementige Teilmenge I C {1,...,k} die Gleichheit

P <ﬂ E) =[] PE)

el i€l

gilt.

Da insbesondere fiir zweielementige Teilmengen diese Gleichung gelten muss,
impliziert die vollstdndige Unabhéngigkeit die paarweise Unabhéngigkeit.
Wenn [ die Form

I = {iy,... i}
hat, so bedeutet die Unabhéngigkeit einfach
P(E,N...NE;)=P(E,)--P(E;,).

Das folgende Beispiel zeigt, dass die vollstdndige Unabhéngigkeit echt starker
als die paarweise Unabhéngigkeit ist.
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Beispiel 57.10. Wir betrachten einen dreifachen Miinzwurf, also den Wahr-
scheinlichkeitsraum {Z, K} mit p = % Das Ereignis, dass bei den ersten
beiden Wiirfen das gleiche Ergebnis herauskommt (also beide Mal Kopf oder
beidemal Zahl), sei mit E bezeichnet, das Ereignis, dass beim ersten und
beim dritten Wurf das gleiche Ergebnis herauskommt, sei mit I’ bezeich-
net, und das Ereignis, dass beim zweiten und beim dritten Wurf das gleiche
Ergebnis herauskommt, sei mit G bezeichnet. Wir behaupten, dass diese Er-
eignisse paarweise unabhéngig sind, aber nicht vollstédndig unabhéngig. Zu
E gehoren genau die Elementarereignisse der Form (K, K, X) und (Z, Z, X),
das sind vier Stiick. Somit ist die Wahrscheinlichkeit der Einzelereignisse
E F, G stets % Das Ereignis £ und F' tritt genau dann ein, wenn alle drei
Miinzwiirfe das gleiche Ergebnis haben, also nur bei (K, K, K') oder (Z, Z, 7).
Die Wahrscheinlichkeit davon ist also
2 1 1 1
P<EQF)_8_4_2 2
Entsprechendes gilt fiir die Paare F und G und F' und G. Wenn man dagegen
alle drei Ereignisse miteinander schneidet, so ist

ENFNG = {(K,K,K),(Z,2,2)} = ENF = ENG = FNG.

— P(E)- P(F).

Die Wahrscheinlichkeit davon ist nach wie vor 1—11, aber das Produkt der drei
Einzelwahrscheinlichkeiten ist

1’ 1

2) 8

Beispiel 57.11. Es werde eine Miinze n-mal hintereinander geworfen. Wir
interessieren uns fiir die Ereignisse Fj;, dass sich das Ergebnis vom ¢ — 1-
ten zum i-ten Wurf andert ( ¢ = 2,...,n). Sind diese Ereignisse vollstdndig
unabhéngig? Das ist nicht so unmittelbar klar, da ja F; und E;,; beide auf
den i-ten Wurf Bezug nehmen. Trotzdem sind diese Ereignisse vollstandig
unabhéngig. Sei dazu 2 < i1 < iy < ... < i, < n fixiert. Ein Wechsel an
der i-ten Stelle (verglichen zum Vorgidngerwurf) hat die Wahrscheinlichkeit
%. Wenn E; gelten soll, so ist der i-te Wiirfelwurf durch das Ergebnis des
(1 — 1)-ten Wirfelwurfs festgelegt. Wenn das Ereignis E;, N E;, N...N E;
gelten soll, so gibt es keinerlei Bedingung an den Stellen ¢ mit ¢ # ¢; fiir alle j,
wéhrend dadurch an den Stellen 4; alles fixiert ist. Somit gibt es 2"" giinstige
Kombinationen fiir dieses Durchschnittsereignis. Seine Wahrscheinlichkeit ist

somit
1 (1Y
on o\ 2) "

was mit dem Produkt der Einzelwahrscheinlichkeiten tibereinstimmt.

Lemma 57.12. Es seien (My, Py),...,(M,, P,) endliche Wahrscheinlich-
keitsraume und

M =M x---x M,
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der Produktraum. Es seien Ereignisse £y C My, Ey C M, ... , E, C M,
gegeben und es seien E; die zugehorigen Zylindermengen im Produktraum,
also

Ei = M X---x M;_1 X Ej; XMz'+1 X oo X M, = p;l(El)
Dann sind die Ereignisse E\, ..., E, vollstindig unabhdingig.
Beweis. Es sei I C {1,...,n}. Dann ist

mEz = F1XF2><"'XFn,
iel
wobei

ist, falls ¢ € I ist, und andernfalls

Nach Lemma 56.4 (2) ist

P (m E> ~ TP = T1PE) = [T PG,
iel i=1 iel iel
was die vollstdndige Unabhéngigkeit bedeutet. U

57. ARBEITSBLATT

57.1. Die Pausenaufgabe.

Aufgabe 57.1. Man gebe ein Beispiel fiir einen endlichen Wahrscheinlich-
keitsraum (M, P) und Ereignisse F, Fy, F; C M derart, dass E zu F} und zu
F5 unabhéngig ist, aber nicht zu F} N F5.

57.2. Ubungsaufgaben.

Aufgabe 57.2. Die Lieblingseissorten von Lucy Sonnenschein sind Him-
bereis, Heidelbeereis und Erdbeereis, die sie stets mit Wahrscheinlichkeit %
auswéhlt. Sie steht am Eisstand und wéhlt hintereinander und unabhéngig
voneinander drei Kugeln aus. Wie hoch ist die Wahrscheinlichkeit, dass jede
ihrer Lieblingssorte in ihrem Becher vertreten ist.

Aufgabe 57.3. Es sei (M, P) ein Laplace-Raum mit n Elementen und seien
E,F C M Ereignisse.

(1) Zeige, dass E und F genau dann unabhingig sind, wenn
n-#(ENF) = #(E) - #(F)
gilt.
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(2) Zeige durch ein Beispiel, dass nichtleere Ereignisse unabhéngig sein
konnen, ohne dass ihre Anzahlen Teiler von n sind.

(3) Es seien 7, s natiirliche Zahlen mit 0 < r;s < n und derart, dass n
ein Teiler von rs ist. Zeige, dass es unabhéngige Ereignisse in M gibt,
deren Anzahlen gleich r bzw. s sind.

Aufgabe 57.4. Es seien E, ' C M Ereignisse in einem endlichen Wahr-
scheinlichkeitsraum M mit positiven Wahrscheinlichkeiten und mit

ENnF = .

Zeige, dass E und F' nicht unabhéngig sein kénnen.

Aufgabe 57.5. Es sei
M = {a,b,c}
und
N = {r,s}
Laplace-Radume und M x N der Produktraum. Bestimme, welche der folgen-
den Ereignisse in M x N zueinander unabhéngig sind.

E ={a,b} x{r}, F={a,c} x N, G ={(b,1)},
H={(b,r),(c,s)}, =M x {r}, J={(b,r),(b,s)}.

Aufgabe 57.6.*

(1) Wie hoch ist die Wahrscheinlichkeit, dass bei zwei aufeinander fol-
genden Lottoziehungen die gleichen Zahlen gezogen werden?

(2) Bauer Ernst spielt jede Woche Lotto. Wie hoch ist die Wahrschein-
lichkeit, dass er zweimal hintereinander sechs Richtige hat?

Aufgabe 57.7.*

Lucy Sonnenschein befindet sich im Punkt (0,0). Sie fithrt hintereinander
und unabhéngig voneinander drei Spriinge aus, die jeweils mit gleicher Wahr-
scheinlichkeit nach links, nach rechts, nach vorne oder nach hinten gehen. Wie
hoch ist die Wahrscheinlichkeit, dass sie zum Schluss von ihrem Ausgangs-
punkt einen Abstand von zumindest 3 besitzt?

Aufgabe 57.8.*

Lucy Sonnenschein befindet sich im Punkt (0,0). Sie fithrt hintereinander
und unabhéngig voneinander vier Spriinge aus, die jeweils mit gleicher Wahr-
scheinlichkeit nach links, nach rechts, nach vorne oder nach hinten gehen. Wie
hoch ist die Wahrscheinlichkeit, dass sie zum Schluss von ihrem Ausgangs-
punkt einen Abstand von zumindest 3 besitzt?
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Aufgabe 57.9.*

Lucy Sonnenschein und ihre kleine Schwester Veronika befinden sich auf dem
Zahlenstrahl im Punkt 0. Beide fithren unabhéngig voneinander fiinf Spriinge
aus, wobei die Spriinge von Lucy mit gleicher Wahrscheinlichkeit zwei Ein-
heiten nach rechts oder nach links und die Spriinge von Veronika mit gleicher
Wahrscheinlichkeit eine Einheit nach links oder nach rechts gehen.

(1) Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit, dass Lucy sich zum Schluss in
der Position 6 befindet?

(2) Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit, dass Veronika zum Schluss in
einer Position befindet, die vom Nullpunkt den Abstand 5 besitzt?

(3) Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit, dass Lucy und Veronika sich zum
Schluss in der gleichen Position befinden?

Aufgabe 57.10.*

Es werden unabhéngig voneinander zwei Zahlen z,y aus {1,2,...,10} gezo-
gen (mit Zuriicklegen). Bestimme die Wahrscheinlichkeit, dass

xy > 50
ist.

Aufgabe 57.11.*

Es werden unabhingig voneinander zwei Zahlen z,y aus {1,2,...,10} gezo-
gen (mit Zuriicklegen). Bestimme die Wahrscheinlichkeit, dass zy eine Qua-
dratzahl ist.

Aufgabe 57.12. Es werden unabhéngig voneinander zwei Zahlen x,y aus
{1,2,...,10} gezogen (mit Zuriicklegen). Bestimme die Wahrscheinlichkeit,
dass xy eine Primzahl ist.

Aufgabe 57.13. Es wird zwanzig Mal eine faire Miinze geworfen. Bei den
ersten zehn Wiirfen lautet das Ergebnis sechsmal Kopf, bei den zweiten zehn
Wiirfen lautet das Ergebnis viermal Kopf. Sind diese Ereignisse unabhéngig?

Aufgabe 57.14. Ein Wiirfel wird zweimal geworfen. Es sei F; das Ereignis,
dass beim ersten Wurf ¢ geworfen wird, es sei GG; das Ereignis, dass beim
zweiten Wurf 7 geworfen wird, und es sei E das Ereignis, dass das Ergebnis
beim zweiten Wurf um eins grofler als beim ersten Wurf ist. Welche dieser
Ereignisse sind unabhéngig, welche nicht?



336

Aufgabe 57.15. Ein Wiirfel wird dreimal geworfen. Es sei E das Ereignis,
dass das Ergebnis beim zweiten Wurf um eins gréfler als beim ersten Wurf
ist, und es sei I’ das Ereignis, dass das Ergebnis beim dritten Wurf um eins
grofer als beim zweiten Wurf ist. Sind diese Ereignisse unabhéngig?

57.3. Aufgaben zum Abgeben.

Aufgabe 57.16. (4 Punkte)

Es sei G das Ereignis, dass bei einer Lottoziehung mindestens eine gerade
Zahl gezogen wird. Es sei U das Ereignis, dass bei einer Lottoziehung min-
destens eine ungerade Zahl gezogen wird. Sind diese Ereignisse unabhéngig
voneinander?

Aufgabe 57.17. (3 Punkte)
Es seien

M = {a,b,c,d}
und

N =A{zy,z}

Laplace-Rdume und M x N der Produktraum. Bestimme, welche der folgen-
den Ereignisse in M x N zueinander unabhéngig sind.

E={a,bd} x{y,z}, F ={a,c} x N, G={(b,y)}, H={(by),(d,2)},
I'=Mx{z}, J={(bz),(by),(b2)}, K={a} x N, L =M x {z,y},

Aufgabe 57.18. (5 Punkte)

Lucy Sonnenschein befindet sich im Punkt (0,0). Sie fithrt hintereinander
und unabhéngig voneinander vier Spriinge aus, die jeweils mit gleicher Wahr-
scheinlichkeit nach links, nach rechts, nach vorne oder nach hinten gehen. Wie
hoch ist die Wahrscheinlichkeit, dass sie sich zum Schluss wieder in ihrem
Ausgangspunkt befindet?

Aufgabe 57.19. (4 Punkte)

Es werden unabhéngig voneinander zwei Zahlen x,y aus {1,2,...,10} gezo-
gen (mit Zuriicklegen). Bestimme die Wahrscheinlichkeit, dass

ry < 32

ist.
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58. VORLESUNG - BEDINGTE WAHRSCHEINLICHKEIT

58.1. Bedingte Wahrscheinlichkeit.

Es kommt manchmal vor, dass man bei der Berechnung oder Abschitzung
fiir eine Wahrscheinlichkeit zusétzliche Informationen zur Verfiigung hat. Da-
durch &dndert sich die Grundmenge, da Ereignisse, die der Information nicht
entsprechen, nicht weiter betrachtet werden miissen. Wenn beispielsweise je-
mand einen Wiirfel wirft und man wissen mochte, ob das Ergebnis gerade
oder ungerade ist, so sind beide Mdoglichkeiten gleichwahrscheinlich. Wenn
man aber zusétzlich die Information hat, dass die geworfene Augenzahl min-
destens 4 ist, so verbleiben die Mdglichkeiten 4,5,6, die man untereinan-
der als gleichwahrscheinlich ansehen kann, und die Wahrscheinlichkeit, dass
eine gerade Augenzahl geworfen wird, ist - unter dieser Information bzw.
Bedingung - gleich % Diese Beobachtung fithrt zum Begriff der bedingten
Wahrscheinlichkeit.

Definition 58.1. Es sei (M, P) ein endlicher Wahrscheinlichkeitsraum und
B C M eine Teilmenge mit positiver Wahrscheinlichkeit. Dann nennt man
zu jedem Ereignis £ C M die Zahl

P(ENB)
P(B)
die bedingte Wahrscheinlichkeit von E unter der Bedingung B.

P(E|B) =

Die Bedingungsmenge B muss positive Wahrscheinlichkeit besitzen, da man
sonst dadurch nicht dividieren kénnte. Eine direkte Umstellung liefert

P(ENB) = P(B)- P(E|B).

Wenn man von bedingten Wahrscheinlichkeiten spricht, so nennt man die
unbedingte Wahrscheinlichkeit auch die totale Wahrscheinlichkeit. Fiir ein
Elementarereignis £ = {z} gibt es fiir die bedingte Wahrscheinlichkeit nur
zwei Moglichkeiten: Bei z € B ist

P(z|B) = ]Ijé?)
und bei z ¢ B ist
P(xz|B) = 0.

Beispiel 58.2. Wir betrachten die Wahrscheinlichkeit, dass beim Zahlenlot-
to eine bestimmte Zahl, sagen wir die 31, unter der Bedingung gezogen wird,
dass auch eine bestimmte andere Zahl, sagen wir die 17 gezogen wird. Die
bedingte Wahrscheinlichkeit ist

P(17,31) 55 24

PAT3Y) _ am _ 205 5 0,1041666...,

P(17) & 2352 48
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wobei die Wahrscheinlichkeitsberechnungen in Beispiel 57.5 durchgefiihrt
wurden. Dies ist kleiner als

6
— = 0,12244897....

49 ’
Wenn man also weif}, dass eine bestimmte Zahl gezogen wird, so reduziert sich
die Wahrscheinlichkeit, dass zugleich eine bestimmte andere Zahl gezogen
wird.

Beispiel 58.3. Die drei Freunde Fritz, Fredo und Fitzgeraldo spielen Skat.
Spieler Fredo hat von den bereits an ihn verteilten zehn Karten die ersten
drei aufgenommen und alles sind Buben. Wie grof3 ist die Wahrscheinlich-
keit, dass er auch noch den vierten Buben bekommt? Die einzige Information,
die er hat, ist, dass unter den unbekannten 32 — 3 = 29 Karten noch ein
Bube ist. Damit ist die Wahrscheinlichkeit, dass er auch den vierten Buben
bekommt, gleich %. Dies kann man auch als eine bedingte Wahrscheinlich-
keit berechnen. Sei B das Ereignis, dass die ersten drei aufgedeckten Karten
alle Buben sind, und A das Ereignis, dass Fredo alle Buben bekommt. Die
Wahrscheinlichkeit von A ist nach Beispiel 55.14 gleich

() 21
()~ 0%

Die Wahrscheinlichkeit fiir B ist
4.3-2 B 1 1
32-31-30 4-31-10  1240°

Die Wahrscheinlichkeit fiir A N B kann man auf unterschiedliche Arten aus-
rechnen, namlich als

1 7 7

1240 29 35960

oder als
21 4.3-2 21 1 7

3506 10-9-8 3596 10-3 35960
Die bedingte Wahrscheinlichkeit ist jedenfalls

P(AB) — PANDB) _ g _ 7-124 7
P(B) o 3596 29

Beispiel 58.4. Es wurde zehnmal eine faire Miinze geworfen und es sei be-
kannt, dass mindestens fiinfmal dabei Kopf fiel. Wie hoch ist die (bedingte)
Wahrscheinlichkeit, dass der erste Wurf Kopf war? Wir miissen die Wahr-
scheinlichkeiten fiir die Ereignisse B (mindestens fiinfmal Kopf) und £ (der
erste Wurf ist Kopf) berechnen. Unter den 2'° méglichen Wurfkombinationen



339

gibt es
10+10+10+10+10+1O
5 6 7 8 9 10
= 252+210+120+45+10+1

= 638

Kombinationen, in denen zumindest fiinf Kopfwiirfe auftreten. Unter diesen
miissen wir die Anzahl der Kombinationen zéhlen, in denen der erste Wurf
Kopf ist. Es geht also um die Anzahl von B N E. Diese Menge kann man so
charakterisieren, dass der erste Wurf Kopf ist und dass es unter den neun
weiteren Wiirfen zumindest vier Kopfwiirfe gibt. Die Anzahl dieser Menge
ist somit

(Z>+<§>+<2>+(3>+(Z)+(3> = 1264126+ 84436+ 9+ 1

= 382.

Somit ist 450
P(ENB) =2 382 191
P(E|B) = = g;g - -
P(B) 510 638 319

Beispiel 58.5. Von einem Elternpaar ist bekannt, dass sie zwei Kinder ha-
ben, und dass eines davon ein Madchen ist. Wie hoch ist die Wahrschein-
lichkeit, dass auch das andere Kind ein Méadchen ist? Zunéichst muss man
sich die Bedeutung der Information klar machen, um Missverstédndnisse zu
vermeiden. Man weif§ nicht, ob das erste oder das zweite (im Sinne der Ge-
burtsreihenfolge) Kind ein Méadchen ist. Wenn man beispielsweise weifl; dass
das erste Kind ein Méadchen ist, so hat dies keine Auswirkungen auf das
zweite Kind, und die Wahrscheinlichkeit, fiir dieses zweite Kind ein Médchen
zu sein, ist einfach % Hier weifl man aber nur, dass iiberhaupt eines der
beiden Kinder ein Méadchen ist. Um die Wahrscheinlichkeit zu berechnen,
muss man auf die moglichen gleichberechtigen Konfigurationen bei zwei Kin-
dern zuriickgehen und schauen, welche durch die Information ausgeschlossen
werden. Die vier gleichwahrscheinlichen Geburtsreihenfolgen sind

(M, M), (J, M), (M, J) und (J, J).

Durch die angegebene Bedingung ist die letzte Moglichkeit, zwei Jungen, aus-
geschlossen, und es verbleiben die drei anderen gleichberechtigten Moglich-
keiten. Unter diesen ist nur die erste Moglichkeit fiir die Frage positiv, die

beiden anderen nicht. Die Wahrscheinlichkeit ist also %

Beispiel 58.6. Beim Ziegenproblem geht es um die folgende Anordnung. Bei
einer Fernsehshow kann ein Kandidat aus drei Tiiren wéhlen, wobei hinter ei-
ner Tiir ein Auto als Preis wartet und hinter zwei Tiiren jeweils eine Ziege als
Nieten. Der Kandidat wahlt zunéchst eine Tiir. Diese wird aber nicht geoff-
net, stattdessen 6ffnet der Moderator, der weifl, wo der Gewinn sich verbirgt,
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eine der beiden anderen Tiiren, hinter denen eine Ziege steckt. Wenn der Kan-
didat auf eine Ziegentiir gezeigt hat, so hat der Moderator keine Wahl, wenn
der Kandidat auf die Autotiir gezeigt hat, so wihlt der Moderator zuféllig
eine der Ziegentiiten. Danach darf der Kandidat bei seiner ersten Wahl blei-
ben oder aber sich auf die verbleibende Tiir umentscheiden. Die Frage ist,
ob der Kandidat seine Gewinnchancen erhéht, wenn er sich umentscheidet.
Die Antwort ist ja! Die Wahrscheinlichkeit, dass er mit seiner urspriinglichen
Wahl gewinnt, ist % Die Wahrscheinlichkeit, dass er mit der Umentschei-
dungsstrategie gewinnt bzw. verliert, berechnet sich folgendermafien. Man
analysiert die Situation entlang der komplementiren Ereignisse, dass er bei
der ersten Wahl falsch oder richtig liegt. Wenn er richtig liegt, und das hat
Wahrscheinlichkeit %, so verliert er definitiv mit der Umentscheidung. Wenn
er aber falsch liegt, und das hat Wahrscheinlichkeit %, so gewinnt er definitiv

mit der Umentscheidung. Die Gewinnwahrscheinlichkeit ist also %

[

Lemma 58.7. Es sei (M, P) ein endlicher Wahrscheinlichkeitsraum und
B C M eine Teilmenge mit positiver Wahrscheinlichkeit und es sei E C M
ein Ereignis. Dann sind E und B genau dann unabhdngig, wenn

P(E) = P(E|B)
1st, wenn also die Wahrscheinlichkeit von E mit der bedingten Wahrschein-

lichkeit von E unter der Bedingung B iibereinstimmit.

Beweis. Nach Definition ist
P(EN B)
P(B)
Die Bedingung, dass dies mit P(FE) iibereinstimmt, ist dquivalent dazu, dass

P(ENB) = P(E)- P(B)

P(E|B) =

ist, was die Unabhéingigkeit bedeutet. U
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Im unabhéngigen Fall hat also das Eintreten von B keine Auswirkung auf
die Wahrscheinlichkeit von E. Bei P(F|B) > P(FE) sagt man auch, dass B

einen positiven Einfluss (im Sinne von erhoht die Wahrscheinlichkeit) auf das
Ereignis E besitzt, bei P(E|B) < P(F) sagt man, dass B einen negativen
Einfluss auf das Ereignis F besitzt.

Lemma 58.8. Es sei (M, P) ein endlicher Wahrscheinlichkeitsraum und
B C M eine Teilmenge mit positiver Wahrscheinlichkeit. Dann ist die be-
dingte Wahrscheinlichkeit

B (M) — Rsy, E+— P(E|B),
ein. Wahrscheinlichkeitsmaf$ auf M.

Beweis. Wir miissen zeigen, dass die bedingte Wahrscheinlichkeit additiv
ist und die bedingte Gesamtwahrscheinlichkeit gleich 1 ist. Fiir disjunkte
Ereignisse E und F' ist

P((EUF)nN B)

P(EUF|B) =

P(ENB)+ P(FNB)
P(B)

P(ENB) P(FNB)

P(B) ' P(B)

= P(E|B) + P(F|B)

und es ist
B P(M N B) B P(B) B
P(M|B) = P(B) = P(B) = 1.

g

Samtliche Ereignisse ', die mit dem Bedingungsereignis Beinen leeren Durch-
schnitt haben, besitzen unter der beschriebenen bedingten Wahrscheinlich-
keit den Wert 0.

Beispiel 58.9. Es sei ein Laplace-Raum M mit n Elementen und eine Teil-
menge B C M mit k, 1 < k < n, Elementen gegeben. Dann ist die bedingte
Wahrscheinlichkeit gleich
#(EN B)

k

gegeben. Dies ist mit der einzigen Ausnahme B = M kein Laplace-Raum.

P(E|B) =

Die folgende Formel heifit Formel fiir die totale Wahrscheinlichkeit.

Lemma 58.10. FEs sei (M, P) ein endlicher Wahrscheinlichkeitsraum und
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eine Zerlequng in disjunkte Teilmengen, die alle positive Wahrscheinlichkei-
ten haben mdgen. Dann ist fir jedes Ereignis E

ZP P(E|B;).

Beweis. Es ist

P(E) = P(EN(BIWBW...¥By,))
= P(ENB)W(ENB)W...uw(ENB,))

= ZP(EO B))

= ZP P(E|B;).
O

Ein Spezialfall liegt vor, wenn B eine Teilmenge ist und man die Zerlegung
(Bedingung und komplementére Bedingung)

M = BW(M\ B)
betrachtet, wobei beide Teilmengen positive Wahrscheinlichkeit haben mo-

gen. Dann ist

P(E) = P(B)- P(E|B)+ P(M\ B) - P(E|M \ B).

Die folgende Aussage heifit Bayessche Formel. Sie berechnet eine bedingte
Wahrscheinlichkeit P(B|A) unter der Voraussetzung, dass umgekehrt die be-
dingten Wahrscheinlichkeiten von A unter gewissen weiteren Bedingungen
bekannt sind.

Lemma 58.11. FEs sei (M, P) ein endlicher Wahrscheinlichkeitsraum und
M = BiWByW... "B,

eine Zerlequng in disjunkte Teilmengen, die alle positive Wahrscheinlichkei-
ten haben mdgen. Dann ist fiir jedes Ereignis A mit positiver Wahrschein-

lichkeit
P(By) - P(A|By,)

> i P(Bi) - P(A|B;)
Beweis. Nach Lemma 58.10 angewendet auf A ist
P(BryNA)

P(A)

P(BrNA)
>_i P(Bi) - P(A|B;)
P(By) - P(A|By)
> i1 P(Bi) - P(A|B;)

P(By|A) =

P(Bi|A)
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Ein wichtiger Spezialfall der Bayesschen Formel liegt bei der Zerlegung
M = BU(M\ B)
vor, wobei B und das Komplement positive Wahrscheinlichkeit haben mogen.
Dann gilt
P(B) - P(A|B)
P(B)-P(A|B)+ P(M\ B)- P(AIM \ B)

Eine typische Anwendung wird in der folgenden Situation beschrieben.

P(B|A) =

Beispiel 58.12. In der Bevolkerung ist ein Virus im Umlauf, und es gibt
einen Test fiir den Virus, der allerdings nicht absolut sicher ist. Wenn jemand
den Virus hat, so erkennt der Test dies zu 98%. Wenn jemand den Virus nicht
hat, so erkennt der Test dies zu 99%. Die Wahrscheinlichkeit, den Virus
zu haben, betragt 0,1%. Eine Person geht zum Arzt und lédsst sich testen,
das Ergebnis des Tests ist positiv, der Virus ist laut Test vorhanden. Wie
hoch ist die Wahrscheinlichkeit, dass die getestete Person wirklich den Virus
besitzt? Es sei V' das Ereignis, den Virus zu haben, und 7' das Ereignis,
dass der Test den Virus diagnostiziert. Gefragt ist also nach der bedingten
Wahrscheinlichkeit von V' unter der Bedingung 7', also P(V|T'), wobei die
Wahrscheinlichkeiten (— bedeutet hier die Negation des Ereignisses)

P(V)=0,001, P(T|V)=0,98, P(T|-V)=0,01
bekannt sind. Die Formel von Bayes liefert in diesem Fall
PV)-P(TV)
P(V)-P(T|V)+ P(=V)- P(T|=V)
0,001 -0,98
0,001-0,98 40,999 - 0,01
0,00098

0,00098 + 0, 00999
0,00098

0,01097
= 0,0893345....

Obwohl sich die Zuverléssigkeit des Tests recht gut anhort, haben doch nur
9% der positiv getesteten Personen wirklich den Virus.

P(V|T)
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58. ARBEITSBLATT

58.1. Die Pausenaufgabe.

Aufgabe 58.1. Uberpriife das sogenannte Geburtstagsparadoxon anhand
der anwesenden Personen. Das Geburtstagsparadoxon besagt, dass unter re-
lativ wenig Leuten iiberraschend oft zwei am gleichen Tag Geburtstag haben.
Bei 23 Leuten betriagt die Wahrscheinlichkeit dafiir schon 50%, bei 50 Per-
sonen sogar 97%.

58.2. Ubungsaufgaben.

Aufgabe 58.2. Die Menge M = {a,b, ¢, d} sei mit der Wahrscheinlichkeits-

dichte . . ) 13
Pla) = =, P(b) = =, P(¢) = =, P(d) = -
versehen. Es sei B = {a,c¢,d} und E = {a,b,d}. Bestimme die bedingte

Wabhrscheinlichkeit P(E|B).

Aufgabe 58.3. Eine faire Miinze wird elfmal geworfen. Es sei B das Ereignis,
dass bei den ersten zehn Wiirfen stets Kopf geworfen wird. Es sei E; das
Ereignis, dass beim i-ten Wurf Kopf geworfen wird. Bestimme

P(E;|B)
fiiri =1,...,11.

Aufgabe 58.4. Fredo verfolgt die Ziehung der Lottozahlen. Die bisher ge-
zogenen drei Zahlen kommen auf seinem Zettel vor, drei Richtige hat er also
schon mal sicher. Wie hoch ist die Wahrscheinlichkeit, dass er sechs Richtige
hat?

Aufgabe 58.5. Fredo verfolgt die Ziehung der Lottozahlen. Die bisher ge-
zogenen fiinf Zahlen kommen auf seinem Zettel vor, fiinf Richtige hat er also

schon mal sicher. Wie hoch ist die Wahrscheinlichkeit, dass er sechs Richtige
hat?

Aufgabe 58.6. Fredo erfihrt, dass er beim Lotto sechs Richtige hat. Wie
hoch ist die Wahrscheinlichkeit, dass die Zahlen genau in der Reihenfolge
gezogen wurden, wie er sie angekreuzt hatte?
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Aufgabe 58.7. Es sei B C M eine Teilmenge eines endlichen Wahrschein-
lichkeitsraumes M mit positiver Wahrscheinlichkeit. Es sei E ein weiteres
Ereignis und es gelte
P(E|B) < P(E).
zeige, dass dann
P(EIM\ B) = P(E)
gilt.

Aufgabe 58.8. Es sei M ein endlicher Wahrscheinlichkeitsraum und x € M
ein Element mit einer positiven Wahrscheinlichkeit. Zeige

P(E|{z}) = 1, fallsz € I/,
o, fallsz ¢ E.

Aufgabe 58.9.*

In einem Kurs nehmen n Personen teil. Fiir die Person ¢ ist die Wahrschein-
lichkeit, bei der Klausur durchzufallen, gleich ¢;. Es wird eine Klausur und
eine Nachklausur geschrieben, wobei sich diese Wahrscheinlichkeiten nicht
dndern.

(1) Zeige, dass die Wahrscheinlichkeit, dass eine zuféllig ausgewéhlte Per-
son in der ersten Klausur durchfillt, gleich % S ¢ ist.

(2) Die Nachklausur schreiben nur die Personen mit, die in der ersten
Klausur durchgefallen sind. Zeige, dass die Wahrscheinlichkeit, dass
eine aus diesem Personenkreis zufillig ausgewéhlte Person bei der
zweiten Klausur ebenfalls durchfillt, gleich %Z:ii ist.

(3) Zeige, dass die unter (2) berechnete Wahrscheinlichkeit groBergleich
der unter (1) berechneten Wahrscheinlichkeit ist.

Aufgabe 58.10. In der Bevolkerung ist ein Virus im Umlauf, und es gibt
einen Test fiir den Virus, der allerdings nicht absolut sicher ist. Wenn jemand
den Virus hat, so erkennt der Test dies zu 98%. Wenn jemand den Virus nicht
hat, so erkennt der Test dies zu 99%. Die Wahrscheinlichkeit, den Virus zu
haben, betragt 0,1%. Wie hoch ist die Wahrscheinlichkeit, dass eine Person
den Virus hat, obwohl der Test ihn nicht erkannt hat?

Aufgabe 58.11. In der Bevolkerung ist ein Virus im Umlauf, und es gibt
einen Test fiir den Virus, der allerdings nicht absolut sicher ist. Wenn jemand
den Virus hat, so erkennt der Test dies zu 95%. Wenn jemand den Virus nicht
hat, so erkennt der Test dies zu 99, 5%. Die Wahrscheinlichkeit, den Virus zu
haben, betrigt 0,05%. Wie hoch ist die Wahrscheinlichkeit, dass eine Person
den Virus hat, wenn der Test ihn diagnostiziert?
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Aufgabe 58.12.*
Es sei M ein endlicher Wahrscheinlichkeitsraum und es seien A, B C M
Ereignisse mit P(AN B) # 0 und mit P(A), P(B) < 1. Zeige

P(BIA) _  P(B) P(A|B)

P(M\ B|A) ~ P(M\B) P(AM\B)

Aufgabe 58.13. Ein Aufschrei geht durch die sozialen Medien: An der Tanz-
hochschule ,,Parkettschwingungen® haben sich 1000 Frauen und 1000 Ménner
fiir die beiden Facher Ausdruckstanz und Choreographie beworben, dabei
bekamen 760 Frauen einen Studienplatz, aber nur 710 Ménner. Die Tanzbe-
gabungen und sonstige Zeugnisse waren bei allen Bewerbern und Bewerbe-
rinnnen sehr gut. Ein klarer Fall: Diese Schule diskriminiert Méanner!

Lasst sich dieser Vorwurf angesichts der folgenden Tabelle, die die genauere
Information entlang der beiden einzelnen Facher beinhaltet, aufrecht erhal-
ten?

’ H Bew. M. \ Bew. F. \ Ang. M \ Ang. F \ Quote M. \ Quote F. ‘

Ausdr. 900 200 630 136 70% 68%
Chor. 100 800 80 624 80% 78%
Ges. 1000 1000 710 760 1% 76%

Aufgabe 58.14. Erldutere die Beobachtungen in Aufgabe 58.13 mit dem
Konzept der bedingten Wahrscheinlichkeit.

58.3. Aufgaben zum Abgeben.

Aufgabe 58.15. (2 Punkte)

Die Menge M = {a,b,c,d,e, f} sei mit der Wahrscheinlichkeitsdichte

1 1 1 9 4 11
P(a) ==, P(b) = -, P(¢c) = —, P(d) = —, Ple) = —, P(f) = —
versehen. Es sei B = {a,b,c,d} und E = {a,d, f}. Bestimme die bedingte
Wahrscheinlichkeit P(F|B).

Aufgabe 58.16. (2 Punkte)

Es sei M ein endlicher Wahrscheinlichkeitsraum und es seien By, Bs, ..., B,
Ereignisse, deren Gesamtdurchschnitt eine positive Wahrscheinlichkeit besit-
ze. Zeige

P(BiNByN...NBy)
= P(By)- P(By|By) - P(Bs|ByN By) -+ P(Bu|BiN ByN...N By_y).
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Aufgabe 58.17. (3 Punkte)

In der Bevdlkerung ist ein Virus im Umlauf, und es gibt einen Test fiir den
Virus, der allerdings nicht absolut sicher ist. Wenn jemand den Virus hat,
so erkennt der Test dies zu 99,5%. Wenn jemand den Virus nicht hat, so
erkennt der Test dies zu 99, 9%. Die Wahrscheinlichkeit, den Virus zu haben,
betragt 0,01%. Wie hoch ist die Wahrscheinlichkeit, dass eine Person den
Virus hat, wenn der Test ihn diagnostiziert?

Aufgabe 58.18. (3 (1+1+1) Punkte)

Ein gestaffelter Eignungstest ist in drei Runden aufgebaut, wobei man die
vorhergehende Runde iiberstehen muss, um in die néchste Runde zu gelan-
gen. Die erste Runde iiberstehen 10%, die zweite Runde iiberstehen 20% und
die dritte Runde iiberstehen 15%.

(1) Beschreibe diese Daten mit dem Begriff der bedingten Wahrschein-
lichkeit.

(2) Mit welcher Wahrscheinlichkeit besteht ein Erstrundenteilnehmer alle
drei Runden?

(3) Mit welcher Wahrscheinlichkeit besteht ein Zweitrundenteilnehmer
alle drei Runden?
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ANHANG A: BILDLIZENZEN

Die Bilder dieses Textes stammen aus Commons (also http://commons.wiki-
media.org), und stehen unter unterschiedlichen Lizenzen, die zwar alle die
Verwendung hier erlauben, aber unterschiedliche Bedingungen an die Ver-
wendung und Weitergabe stellen. Es folgt eine Auflistung der verwendeten
Bilder dieses Textes (nach der Seitenzahl geordnet, von links nach rechts,
von oben nach unten) zusammen mit ihren Quellen, Urhebern (Autoren)
und Lizenzen. Dabei ist Quelle so zu verstehen, dass sich, wenn man

http://commons.wikimedia.org/wiki/File:

unmittelbar davor setzt, die entsprechende Datei auf Commons ergibt. Autor
benennt den Urheber des Werkes, falls dieser bekannt ist. Benutzer meint den
Hochlader der Datei; wenn keine weitere Information iiber den Autor vorliegt,
so gilt der Benutzer als Urheber. Die Angabe des Benutzernamen ist so zu
verstehen, dass sich, wenn man

http://commons.wikimedia.org/wiki/User:

unmittelbar davor setzt, die Benutzerseite ergibt. Wenn das Bild urspriinglich
in einem anderen Wikimedia-Projekt hochgeladen wurde, so wird die Doméne
(bspw. de.wikipedia.org) explizit angegeben.

Die Lizenz ist die auf der Dateiseite auf Commons angegebene Lizenz. Dabei
bedeuten

e GFDL: Gnu Free Documentation License (siehe den angehéngten Text, falls
diese Lizenz vorkommt)

e CC-BY-SA-2.5 (3.0): Creative Commons Attribution ShareAlike 2.5 (oder
3.0)
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