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Lineare Algebra und analytische Geometrie I

Arbeitsblatt 27

Die Pausenaufgabe

AUFGABE 27.1. Zeige, dass die Matrix

=

nilpotent ist.

Ubungsaufgaben

AUFGABE 27.2. Zeige, dass die komplexe Matrix

()

AUFGABE 27.3. Wir betrachten die Matrix

nilpotent ist.

0 a b c d
00 e f g
M=1|0 00 h i
000 0 gy
0 00 0O

iiber einem Korper K. Zeige, dass die fiinfte Potenz von M gleich 0 ist, also

M°> = MMMMM = 0.

AUFGABE 27.4.%

Es seien A = (a;;) und B = (b;;) quadratische Matrizen der Lange n. Es
gelte a;; = 0 fiir j < i4+dund b;; = 0 fir j < ¢+ e fiir gewisse d, e € Z.
Zeige, dass die Eintrédge c¢;; des Produktes AB die Bedingung ¢;; = 0 fiir
Jj < i+d+ e+ 1 erfiillen.
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AUFGABE 27.5. Es sei
D: R X]|sm — R[X]5m
die Einschrinkung des Ableitungsoperators P +— P’ auf die Polynome vom
Grad < m. Zeige, dass D nilpotent ist. Zeige ebenfalls, dass
D: R[X] — R[X]

nicht nilpotent ist.

AUFGABE 27.6. Es sei V ein K-Vektorraum und
p:V—V

eine injektive lineare Abbildung. Zeige, dass ¢ nicht nilpotent ist.

AUFGABE 27.7. Es sei K ein Korper und es sei V' ein endlichdimensionaler
K-Vektorraum. Es sei

p: V—V
eine nilpotente lineare Abbildung. Zeige, dass ¢™ = 0 ist, wobei n die Di-
mension von V' bezeichnet.

AUFGABE 27.8. Es sei K ein Korper und es sei V' ein K-Vektorraum. Es sei
p: V—V

eine nilpotente lineare Abbildung. Zeige, dass 0 der einzige Eigenwert von ¢
ist.

AUFGABE 27.9.*%

Es sei K ein Korper und es sei V' ein endlichdimensionaler K-Vektorraum.
Es sei

p: V=V
eine nilpotente lineare Abbildung, die auch diagonalisierbar sei. Zeige

¢ = 0.

AUFGABE 27.10. Es sei K ein Korper und es sei V' ein endlichdimensionaler
K-Vektorraum. Es sei

p:V—V
eine nilpotente lineare Abbildung. Was ist die Determinante von ¢?

AUFGABE 27.11. Es sei K ein Korper und es sei V' ein endlichdimensionaler
K-Vektorraum. Es sei

p: V—V
eine nilpotente lineare Abbildung. Was ist die Spur von ?



AUFGABE 27.12.*
Sei K ein Korper.

a) Charakterisiere die nilpotenten 2 x 2-Matrizen

z Yy
z w
iiber K’ mit Hilfe von zwei Gleichungen in den Variablen x,y, z, w.

b) Sind die Gleichungen linear?

AUFCABE 27.13.*

a) Es sei M eine 2 x 2-Matrix, die trigonalisierbar, aber weder diagonalisierbar
noch invertierbar ist. Zeige, dass M nilpotent ist.

b) Man gebe ein Beispiel einer 3 x 3-Matrix M, die trigonalisierbar, aber
weder diagonalisierbar noch invertierbar, noch nilpotent ist.

AUFGABE 27.14. Man gebe ein Beispiel fiir eine lineare Abbildung ¢: K3 —
K3, die trigonalisierbar ist, deren Spur und Determinante gleich 0 ist, und
die nicht nilpotent ist.

AUFGABE 27.15. Zeige, dass die im Beweis zu Lemma 27.11 konstruierten
Untervektorrdume U; im Allgemeinen nicht ¢-invariant sind.

AUFGABE 27.16. Es sei K ein Korper und es sei V' ein endlichdimensionaler
K-Vektorraum. Es sei

p: V=V
eine nilpotente lineare Abbildung. Der Kern von ¢ sei eindimensional. Es sei
V; = kern ¢’
und s die minimale Zahl mit
¢* = 0.

(1) Zeige, dass alle V;, 1 <1i < s, eine direkte Zerlegung
Vi=Viaal

mit U; eindimensional haben.
(2) Zeige, dass die Einschrankungen

Q: Uz — ‘/1;1

fiir 1 <7 < s bijektiv sind.
(3) Zeige, dass s mit der Dimension von V iibereinstimmt.
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AUFGABE 27.17. Es sei
p: V=V
ein nilpotenter Endomorphismus auf einem endlichdimensionalen K-Vektor-
raum V. Es sei
V; := kern '
Zeige, dass fiir die Dimensionspriinge die Beziehung
dim (V;) —dim (V; — 1) > dim (V;41) — dim (V})

gilt.

AUFGABE 27.18. Zeige, dass es eine Familie von (bis zu) 2"~ verschiedenen
n X n-Matrizen mit der Eigenschaft gibt, dass jeder nilpotente Endomor-
phismus auf einem n-dimensionalen Vektorraum V' durch eine der Matrizen
beschrieben werden kann.

AUFGABE 27.19. Zeige, dass sich jeder nilpotente Endomorphismus auf ei-
nem vierdimensionalen Raum auf genau eine der folgenden Gestalten bringen
lasst.

0000 0000 0100 0000 0100
0000 0000 0000 0010 0010
0O0O0O0Op’fl0OO O 11’10 O O 1170 0 0 1)7{0 0 0 1
0000 0000 0000 0000 0000
AUFGABE 27.20. Es sei vq,...,vs eine Basis des K-Vektorraumes V und

¢: V — V eine lineare Abbildung, die durch
V1, Vg k> Vg, U3, Us > Vg, Vg — 0, U > U2
festgelegt ist.

(1) Begriinde, warum ¢ nilpotent ist.

(2) Bestimme das minimale s mit ¢° = 0.

(3) Bestimme den Kern von ¢.

(4) Finde eine Basis von V', beziiglich der ¢ jordansche Normalform hat.

Die folgende Aufgabe verallgemeinert das Konzept, bei dem einer Permuta-
tion eine Permutationsmatrix zugeordnet wird.
AUFGABE 27.21. Wir betrachten auf der Menge
S =A{1,...,n,*}
die Menge der Abbildungen
B = {rn:5 = S|m(x) = *}.
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Zu 7 € B assoziieren wir (bei einem fixierten Korper K) die lineare Abbil-
dung

p: K" — K",
die durch

0, falls 7(i) = %,

festgelegt ist. Mit M, bezeichnen wir die zugehorige Matrix beziiglich der
Standardbasis.

a) Erstelle die Matrix M, bei n = 4 fiir die folgenden 7

(1)

exii), falls w(2 *
¢(€i>:{ 0 (i) #

b) Welche Eigenschaften gelten fiir die Spalten und fiir die Zeilen von M7
c¢) Fiir welche 7 ist M, bijektiv?
d) Fiir welche 7 ist M, nilpotent?
e) Welche Dimension besitzt der Kern von M, ?
f) Zeige
Mrop = My o M,.

g) Zeige, dass jede nilpotente n x n-Matrix M &hnlich zu einer Matrix der
Form M, ist.
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AUFGABE 27.22. Es sei V ein K-Vektorraum und
p: V—V
eine nilpotente lineare Abbildung. Es sei
v V—V
eine weitere lineare Abbildung mit
Yoy = poi.
Zeige, dass 1 o ¢ ebenfalls nilpotent ist.

AUFGABE 27.23.*

Man gebe ein Beispiel fiir zwei nilpotente lineare Abbildungen
o, K> — K?

derart, dass weder ¢ o1 noch ¢ + 1) nilpotent sind.

AUFGABE 27.24. Es sei a € R eine reelle Zahl mit |a| < 1. Bekanntlich ist
lim a" = 0.
n—oo
Ist die lineare Abbildung
R— R, z+——ax

nilpotent?

Aufgaben zum Abgeben

AUFGABE 27.25. (3 Punkte)

Es sei M eine 2 x 2-Matrix iiber einem Koérper K. Zeige, dass M genau dann
nilpotent ist, wenn sowohl die Determinante als auch die Spur von M gleich
0 ist.

AUFGABE 27.26. (2 Punkte)

Es sei p: V — V eine lineare Abbildung und es sei V= U @& W die direk-
te Summe aus p-invarianten Untervektorrdumen. Zeige, dass ¢ genau dann
nilpotent ist, wenn ¢|y und @[y nilpotent sind.

AUFGABE 27.27. (5 (14+1+1+2) Punkte)

Es sei vy, ..., v; eine Basis des R-Vektorraumes V und ¢: V' — V eine lineare
Abbildung, die durch

V3, Vg > Vs, Us > 4vg, V1,04 — 0, vg — Duy, v7 > 30U

festgelegt ist.



) Begriinde, warum ¢ nilpotent ist.

) Bestimme das minimale s mit ¢* = 0.

) Bestimme den Kern von ¢.

) Finde eine Basis von V, beziiglich der ¢ jordansche Normalform hat.

AUFGABE 27.28. (3 Punkte)

Es sei V' ein K-Vektorraum mit einer Basis v,, n € N,. Es sei

p: V—V
diejenige lineare Abbildung, die durch
p(v1) =0
und
@(vn) = vn1

fiir alle n > 2 festgelegt ist. Ist ¢ nilpotent?

AUFGABE 27.29. (4 Punkte)
Es sei V ein endlichdimensionaler K-Vektorraum und
p: V—V

nilpotent. Zeige, dass
Y = Id+yp
bijektiv ist.

AUFGABE 27.30. (4 Punkte)

Es sei V ein K-Vektorraum und

o, V—V
nilpotente lineare Abbildungen, die
poth = thop

erfiillen. Zeige, dass dann auch ¢ + ¢ nilpotent ist.



