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Mathematik fiir Anwender 1

Vorlesung 18

Da der Wurf ziemlich grofl war, und Vorli als letzte geboren wurde, bekam sie
wenig Milch ab. Die prallen Zitzen waren immer schon von den Geschwistern
besetzt. Eine Zeitlang stand es kritisch um sie und sie musste von Hand
aufgezogen werden.
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In den folgenden Vorlesungen beschéftigen wir uns mit der Integrationstheo-
rie, d.h. wir wollen den Flacheninhalt derjenigen Fléche, die durch einen
Funktionsgraphen einer Funktion (dem Integranden)

f:la, b)) — R

und der x-Achse begrenzt wird, systematisch studieren und berechnen. Zu-
gleich ergibt sich ein direkter Zusammenhang zum Auffinden von Stamm-
funktionen von f, das sind Funktionen, deren Ableitung f ist. Der Flachen-
inhalt ist kein unproblematischer Begriff, der erst im Rahmen der MafStheo-
rie grundlegend behandelt wird. Dennoch handelt es sich um einen intuitiv
leicht zugénglichen Begriff, von dem wir hier nur einige wenige naheliegende
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Grundtatsachen verwenden. Sie dienen hier auch nirgendwo der Argumenta-
tion, sondern lediglich der Motivation. Ausgangspunkt ist, dass der Fléchen-
inhalt eines Rechtecks mit gegebenen Seitenléngen einfach das Produkt der
beiden Seitenldngen ist, und dass der Flacheninhalt einer Fléche, die man
mit Rechtecken ,ausschopfen“ kann, als der Limes der Summe der betei-
ligten Rechtecksinhalte erhalten werden kann. Beim Riemannschen Integral,
das zumindest fiir stetige Funktionen eine befriedigende Theorie liefert, be-
schrankt man sich auf solche Rechtecke, die parallel zum Koordinatensystem
liegen, deren Breite (Grundseite auf der z-Achse) beliebig variieren darf und
deren Hohe in Beziehung zu den Funktionswerten {iber der Grundseite steht.
Dadurch werden die Funktionen durch sogenannte Treppenfunktionen appro-
ximiert.

Treppenfunktionen

[ |
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Eine Treppenfunktion. Im statistischen Kontext spricht man von Histogrammen
oder von Sdulendiagrammen.

DEFINITION 18.1. Sei [ ein reelles Intervall mit den Grenzen a,b € R. Dann
heifit eine Funktion

t: I — R
eine Treppenfunktion, wenn es eine Unterteilung
a=aqy < a < G < < Ay < @, = b

von [ derart gibt, dass ¢ auf jedem offenen Teilintervall Ja;_1, a;[ konstant ist.

Diese Definition stellt also keine Bedingung an den Wert der Funktion an den
Unterteilungspunkten. Das Intervall |a;_1, a;[ nennt man i-tes Teilintervall,
und a; — a;_1 heifit Lange dieses Teilintervalls. Wenn die Liange der Teilin-
tervalle konstant ist, so spricht man von einer dquidistanten Unterteilung.

DEFINITION 18.2. Sei [ ein reelles Intervall mit den Grenzen a,b € R und
sei

t: I — R
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eine Treppenfunktion zur Unterteilung a=ay<a <ay < < apq <
a, = b und den Werten ¢;, 2 = 1,...,n. Dann heift

Zt —ai-1)
das Treppenintegral von t auf I.

Das Treppenintegral wird auch mit f bt ) dz bezeichnet. Bei einer dquidi-
stanten Unterteilung mit der Telhntervalllange ist das Treppenintegral

gleich 2=2(3"" | ¢;). Das Treppenintegral ist nicht von der gewihlten Unter-
teilung abhéngig, beziiglich der eine Treppenfunktion vorliegt (man kann also
die Unterteilung verfeinern).

_a

DEFINITION 18.3. Sei [ ein beschrénktes Intervall und sei
f: I —R

eine Funktion. Dann heifit eine Treppenfunktion
t: I — R

eine obere Treppenfunktion zu f, wenn t(z) > f(x)! fiir alle z € I ist. Eine
Treppenfunktion

s: I — R
heifit eine untere Treppenfunktion zu f, wenn s(z) < f(z) fir alle x € [
ist.

Eine obere (untere) Treppenfunktion zu f gibt es genau dann, wenn f nach
oben (nach unten) beschrénkt ist.

DEFINITION 18.4. Sei I ein beschranktes Intervall und sei

f: I —R
eine Funktion. Zu jeder oberen Treppenfunktion
t: I — R
von f zur Unterteilung a;, ¢ = 0,...,n, und den Werten ¢;,7 = 1,...,n, heift

das Treppenintegral

Zt _azl

ein oberes Treppenintegral (oder eine Obersumme) von f auf I.
DEFINITION 18.5. Sei [ ein beschrénktes Intervall und sei

fi I —R
eine Funktion. Zu jeder unteren Treppenfunktion

s: I — R

IDafiir schreibt man auch t > f.
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von f zur Unterteilung a;, ¢ = 0,...,n, und den Werten s;, i = 1,...,n,
heifit

S = Z si(ai — CLi_l)
i=1
ein unteres Treppenintegral (oder eine Untersumme) von f auf I.

Verschiedene obere (untere) Treppenfunktionen liefern natiirlich verschiedene
Obersummen (Untersummen). Fiir die weiteren Integrationskonzepte brau-
chen wir zwei Begriffe, die sich auf beliebige reelle Teilmengen beziehen.

DEFINITION 18.6. Zu einer nichleeren Teilmenge M C R heifit eine obere
Schranke T" von M das Supremum von M, wenn T < S fiir alle oberen
Schranken S von M gilt.

DEFINITION 18.7. Zu einer nichleeren Teilmenge M C R heifit eine untere
Schranke t von M das Infimum von M, wenn t > s fiir alle unteren Schranken
s von M gilt.

Die Existenz von Infimum und Supremum ergibt sich aus der Vollstéandigkeit
der reellen Zahlen.

SATZ 18.8. Jede nichtleere nach oben beschrinkte Teilmenge der reellen Zah-
len besitzt ein Supremum in R.

Beweis. Dieser Beweis wurde in der Vorlesung nicht vorgefiihrt. U

DEFINITION 18.9. Sei [ ein beschranktes Intervall und sei
f+ I —R

eine nach oben beschrankte Funktion. Dann heiffit das Infimum von séamt-
lichen Obersummen von oberen Treppenfunktionen von f das Oberintegral
von f.

DEFINITION 18.10. Sei [ ein beschranktes Intervall und sei
f: I —R

eine nach unten beschrinkte Funktion. Dann heiffit das Supremum von samt-
lichen Untersummen von unteren Treppenfunktionen von f das Unterintegral
von f.

Die Beschrankung nach unten stellt sicher, dass es iiberhaupt eine untere
Treppenfunktion gibt und damit die Menge der Untersummen nicht leer ist.
Unter dieser Bedingung allein muss nicht unbedingt die Menge der Unter-
summen ein Supremum besitzen. Fiir (beidseitig) beschrénkte Funktionen
existiert hingegen stets das Ober- und das Unterintegral. Bei einer gegebe-
nen Unterteilung gibt es eine kleinste obere (grofite untere) Treppenfunktion,
die durch die Suprema (Infima) der Funktion auf den Teilintervallen festge-
legt ist (bei stetigen Funktionen auf abgeschlossenen Intervallen sind das
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Maxima bzw. Minima). Fiir das Integral muss man aber Treppenfunktionen
zu samtlichen Unterteilungen beriicksichtigen.

Riemann-integrierbare Funktionen
Im Folgenden sprechen wir manchmal von einem kompakten Intervall, das ist

ein beschrinktes und abgeschlossenes Intervall, also von der Form I = [a, ]
mit a,b € R.

04 |
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Eine untere und eine obere Treppenfunktion. Der griine Fldcheninhalt ist eine
Untersumme und der gelbe Flidcheninhalt (teilweise verdeckt) ist eine
Obersumme.

DEFINITION 18.11. Sei I ein kompaktes Intervall und sei
f: I —R

eine Funktion. Dann heifit f Riemann-integrierbar, wenn Ober- und Unter-
integral von f existieren und iibereinstimmen.

Historisch korrekter ist es, von Darbouz-integrierbar zu sprechen.

DEFINITION 18.12. Es sei I = [a,b] ein kompaktes Intervall. Zu einer Rie-
mann-integrierbaren Funktion

f:I=1ab] — R t— f(t),

heifit das Oberintegral (das nach Definition mit dem Unterintegral {iberein-
stimmt) das bestimmte Integral von f tiber I. Es wird mit

b
dt oder mi d
/af(t) t ode t/zf(t)t

bezeichnet.
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Das Berechnen von solchen Integralen nennt man integrieren. Man sollte
sich keine allzu grofien Gedanken iiber das Symbol dt machen. Darin wird
ausgedriickt, beziiglich welcher Variablen die Funktion zu integrieren ist. Es
kommt dabei aber nicht auf den Namen der Variablen an, d.h. es ist

/abf(t) dt = /abf(x) dz.

LEMMA 18.13. Sei I ein kompaktes Intervall und sei
f: I —R

eine Funktion. Es gebe eine Folge von unteren Treppenfunktionen (s,),cx
mit s, < f und eine Folge von oberen Treppenfunktionen (t,), .y mit t, > f.
Es sei vorausgesetzt, dass die beiden zugehdorigen Folgen der Treppenintegrale
konvergieren und dass thr Grenzwert tibereinstimmt. Dann ist f Riemann-
integrierbar, und das bestimmte Integral ist gleich diesem Grenzwert, also

b b b
lim [ s,(x)der = / f(z)dx = lim [ t,(z)dz

n—o0 n—oo a

Beweis. Siehe Aufgabe 18.10. U

BEISPIEL 18.14. Wir betrachten die Funktion
f:00,1] — R, t — 12,

die bekanntlich in diesem Intervall streng wachsend ist. Fiir ein Teilinter-
vall [a,b] C [0,1] ist daher f(a) das Minimum und f(b) das Maximum der
Funktion iiber diesem Teilintervall. Sei n eine positive natiirliche Zahl. Wir
unterteilen das Intervall [0, 1] in die n gleichlangen Teilintervalle

1 I .
i— (i+1)—|,i=0,...,n—1,
n n

der Lange % Das Treppenintegral zu der zugehorigen unteren Treppenfunk-
tionen ist

n—1 2 n—1
112 18, 1/t, 1, 1\ 1 1 1
;n(zn> —n?’;l —n3<3n 2" +671) 3 2n+6n2
(siche Aufgabe 2.10 fir die Formel fir die Summe der Quadrate). Da die
beiden Folgen (1/2n),  und (1/6n?),_ gegen 0 konvergieren, ist der Limes

fiir n — oo von diesen Treppenintegralen gleich % Das Treppenintegral zu
der zugehorigen oberen Treppenfunktionen ist

n—1 1 1 2 1 n—1
. _ - . 2
>o(@nr) = Sy
=0 1=0
1 < ,
- w2
j=1
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= — —n3+—n2+—n>

n3\3 2 6
B 1+ 1 N 1
3 2n 6n?

Der Limes davon ist wieder % Da beide Limiten iibereinstimmen, miissen
nach Lemma 18.13 {iberhaupt das Ober- und das Unterintegral iibereinstim-
men, so dass die Funktion Riemann-integrierbar ist und das bestimmte In-

tegral
! 1
/ t2dt = =
. 3

LEMMA 18.15. Sei I = [a,b] ein kompaktes Intervall und sei
f: I—R

eine Funktion. Dann sind folgende Aussagen dquivalent.

ist.

(1) Die Funktion f ist Riemann-integrierbar.

(2) Es gibt eine Unterteilung a = ay < a3 < -+ < a,b der-
art, dass die einzelnen Einschrinkungen f; = flj,_, 4] Riemann-
integrierbar sind.

(3) Fir jede Unterteilung a = ay < a3 < -+ < a, b sind die
Einschrankungen fi = flla,_,.a) Riemann-integrierbar.

In dieser Situation gilt

/abf(t) it — Z::/ £i(1) dt.

Beweis. Siehe Aufgabe 18.12. U
DEFINITION 18.16. Sei I ein reelles Intervall und sei

f: 1 —R
eine Funktion. Dann heiflt f Riemann-integrierbar, wenn die Einschrinkung

von f auf jedes kompakte Intervall [a,b] C I Riemann-integrierbar ist.

Aufgrund des obigen Lemmas stimmen fiir ein kompaktes Intervall [a, b] die
beiden Definitionen {iberein. Die Integrierbarkeit einer Funktion f: R — R
bedeutet nicht, dass fR f(z)dz eine Bedeutung hat bzw. existieren muss.

Riemann-Integrierbarkeit stetiger Funktionen

SATZ 18.17. Es sei I ein reelles Intervall und sei
fiI—R

eine stetige Funktion. Dann ist f Riemann-integrierbar.
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Beweis. Wir werden den Beweis, der auf dem Begriff der gleichméfigen Ste-
tigkeit beruht, nicht durchfiihren. O

LEMMA 18.18. Es sei I = [a, b] ein kompaktes Intervall und es seienf,g: I —
R zwei Riemann-integrierbare Funktionen. Dann gelten folgende Aussagen.

(1) Istm < f(x) < M fiir allex € I, so ist

m(b — a) /f

< M(b—a).

(2) Ist f(x) < g(x) fir allex € I, so ist fa ft)ydt < f;g(t) dt
(3) Die Summe f + g ist Riemann-integrierbar und es ist

/b(f—i—g)(t)dt = /bf(t)dt—l—/bg(t)dt.

(4)Furc€sttf (ef)(t dt—cff

(5) Die Funktionen max (f, g) und min (f, g) smd Riemann-integrierbar.
(6) Die Funktion |f| ist Riemann-integrierbar.

(7) Das Produkt fg ist Riemann-integrierbar.

Beweis. Fiir (1) bis (4) siche Aufgabe 18.13. Fiir (5) sieche Aufgabe 18.15. (6)
folgt direkt aus (5) wegen |f| = max (f, —f,). Fiir (7) siehe Aufgabe 18.16.
U
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