Prof. Dr. H. Brenner Osnabriick SoSe 2025

Lineare Algebra II

Vorlesung 58

FEIGENSCHAFTEN DES DACHPRODUKTS

Satz 58.1. Es set K ein Korper und V' ein endlichdimensionaler K -Vektor-
raum der Dimension m. Es seivq,...,v,, eine Basis vonV und es sein € N.
Dann bilden die Dachprodukte

Vi, Ao A, mitl < <Ll <g, <m

eine Basis von \" V.

Beweis. Wir zeigen zuerst, dass ein Erzeugendensystem vorliegt. Da die Ele-
mente der Form w; A. . .Aw,, nach Lemma 57.5 (1) ein Erzeugendensystem von
/" V bilden, geniigt es zu zeigen, dass man diese durch die angegebenen Ele-
mente darstellen kann. Fiir jedes w; gibt es eine Darstellung w; = > | a;;v;,
daher kann man nach Lemma 57.5 (4) die w; A ... A w, als Linearkombi-
nationen von Dachprodukten der Basiselemente darstellen, wobei allerdings
jede Reihenfolge vorkommen kann. Es sei also vg, A ... A vy, gegeben mit
k; € {1,...,m}. Durch Vertauschen von benachbarten Vektoren kann man
nach Lemma 57.5 (3) (unter Inkaufnahme eines anderen Vorzeichens) errei-
chen, dass die Indizes (nicht notwendigerweise streng) aufsteigend geordnet
sind. Wenn sich ein Index wiederholt, so ist nach Lemma 57.5 (2) das Dach-
produkt 0. Also wiederholt sich kein Index und diese Dachprodukte sind in
der gewiinschten Form.

Zum Nachweis der linearen Unabhéangigkeit zeigen wir unter Verwendung von
Lemma 14.8, dass es zu jeder n-elementigen Teilmenge I = {iy,...,i,} C
{1,...,m} (mit iy < ... < i,) eine K-lineare Abbildung

/\ V—K
gibt, die v;, A ... Awv;, nicht auf 0 abbildet, aber alle anderen in Frage ste-

henden Dachprodukte auf 0 abbildet. Dazu geniigt es nach Satz 57.7, eine
alternierende multilineare Abbildung

AV — K
anzugeben mit A(v;,,...,v;,) # 0, aber mit A(vj,,...,v;,) = 0 fiir jedes
andere aufsteigende Indextupel. Es sei U der von den v;, ¢ # i, erzeugte
Untervektorraum von V und W = V/U der Restklassenraum. Dann bilden

die Bilder der v;,, k = 1,...,n, eine Basis von W, und die Bilder von al-
len anderen n-Teilmengen der gegebenen Basis bilden dort keine Basis, da
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mindestens ein Element davon auf 0 geht. Wir betrachten nun die zusam-
mengesetzte Abbildung
ANV — WP (K" — K.

Diese Abbildung ist nach Satz 16.9 multilinear und nach Satz 16.10 alter-
nierend. Nach Satz 16.11 ist A(z1,...,2,) = 0 genau dann, wenn die Bilder
von z; in W keine Basis bilden. |

n det

Bei V. = K™ mit der Standardbasis ey, ..., e, nennt man die e;; A...Ae;,
mit i; < ... <4, die Standardbasis von \" K™.

Bemerkung 58.2. Zu Basen vy, ..., v,, und wy, . .., w,, eines K-Vektorraumes
V' mit den Beziehungen
m
’Uj = E aijwi
i=1

erhélt man zwischen den Basen
vy A Ay, mit 1 <dp <Ll <dp, <Smound wi A Aw, mit 1< <L <d, <M
des A"V die Beziehung

n
vy A A, = Z (Z sgn(ﬂ)Haisjﬁ(SJwil A ANw;,.
s=1

1§7;1<"'<in§m TrESn

Dies beruht geméfl Lemma 57.5 (4) auf

m m
Ujl VAP an = <Z al]l ) (Z aijnwi>

i=1 i=1
n

= E E sgn(m | | Qigjoiy | Wir N - o AW,
1<ii<-+<in<m \7ES, s=1

Korollar 58.3. Es sei K ein Korper und V' ein endlichdimensionaler K-
Vektorraum der Dimension m. Dann besitzt das n-te duflere Produkt \"V

die Dimension
m
A

Beweis. Dies folgt direkt aus Satz 58.1 und Aufgabe 3.22 (Analysis (Osna-
briick 2021-2023)). O

Insbesondere ist die #uBere Potenz fiir n = 0 eindimensional (es ist A’V =
K) und fiir n = 1 m-dimensional (es ist A\'V = V). Fiir n = m ist A"V
eindimensional, und die Determinante induziert (nach einer Identifizierung
von V' mit K™) einen Isomorphismus

/\V—>K, (U1, ..., Up) — det(vy, ..., o).
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Fir n > m sind die duBleren Produkte der Nullraum und besitzen die Di-
mension 0.

Wir erweitern die in Korollar 57.9 gezeigte natiirliche Isomorphie

(/\v) ~ Alt"(V, K)

zu einer natiirlichen Isomorphie

/\V*N (/\v) >~ AIt"™(V, K).

Satz 58.4. Es set K ein Kdrper und V' ein endlichdimensionaler Vektor-
raum. Es sei k € N. Dann ¢ibt es eine natiirliche Isomorphie

k k *
v A\VF— (/\ v)

mat

(WA A f)) o A Avg) = det(fi(vy))i
(mit f; € V* undv; € V).
Beweis. Wir betrachten die Abbildung (mit k& Faktoren)

Vix--x V" — Abb(V x--- x V,K)

mit

(Frvooo fa) — <(U1, o) — det (fi@j))ij) .

Fiir fixierte f1,..., fx ist die Abbildung rechts multilinear und alternierend,
wie eine direkte Uberpriifung unter Verwendung der Determinantenregeln

zeigt. Daher entspricht diese nach Korollar 57.9 einem Element in < /\k V) .
Insgesamt liegt also eine Abbildung

k *
Vix e x VT — (/\V)

vor. Eine direkte Priifung zeigt, dass die Gesamtzuordung ebenfalls multiline-
ar und alternierend ist. Aufgrund der universellen Eigenschaft gibt es daher
eine lineare Abbildung

o hoe ().

Diese miissen wir als Isomorphismus nachweisen. Es sei dazu vq, ..., v, eine
Basis von V' mit der zugehorigen Dualbasis o7, ..., v;. Nach Satz 58.1 bilden
die

vioA. 1<ii <. <, <n,

i1 .. ,Lk,
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eine Basis von A" V*. Ebenso bilden die
vil/\.../\vik,lgil <. < <,

eine Basis von /\k V' mit zugehoriger Dualbasis (v;, A ... Awv;,)". Wir zeigen,
dass vj A...Avf unter ¢ auf (vi, A...Av,)* abgebildet wird. Fiir 1 < j; <
. < jk < nist

(w(v; A LA vfk))(vjl A...Nv;) = det <v§‘r(vjs)lgr’s§k>.

Bei {i1,...,i} # {Jj1,-.-,Jx} gibt es ein ¢,, das von allen js verschieden
ist. Daher ist die r-te Zeile der Matrix 0 und somit ist die Determinante 0.
Wenn dagegen die Indexmengen iibereinstimmen, so ergibt sich die Einheits-
matrix mit der Determinante 1. Diese Wirkungsweise stimmt mit der von
(viy A... A, )" iiberein. d

DACHPRODUKTE BEI LINEAREN ABBILDUNGEN

Korollar 58.5. FEs sei K ein Korper, V und W seien K-Vektorrdume und
p: V—W

sei eine K-lineare Abbildung. Dann gibt es zu jedem n € N eine K-lineare
Abbildung
Ne: NV — AW
mit v A ... AU, = e(v) AL A p(uy).
Beweis. Die Abbildung

VIR L AW

ist nach Aufgabe 16.29 multilinear und alternierend. Daher gibt es nach Satz
57.7 eine eindeutig bestimmte lineare Abbildung

AV — AW
mit v A .. AU, = (o) A A (). O

Proposition 58.6. Es sei K ein Korper, V. und W seien K-Vektorrdume
und
p: V—W
sei eine K -lineare Abbildung. Zun € N sei
Ne: NV — AW
die zugehorige K -lineare Abbildung. Dann gelten folgende FEigenschaften.

(1) Wenn ¢ surjektiv ist, dann ist auch \" ¢ surjektiv.
(2) Wenn ¢ injektiv ist, dann ist auch \" ¢ injektiv.



(3) Wenn U ein weiterer K -Vektorraum und
v: U —V

eine weitere K -lineare Abbildung ist, so gilt
Npov) = (/\s@) 0 (/\w)

Beweis. (1). Es seien wy,...,w, € W gegeben und seien vy,...,v, € V
Urbilder davon, also ¢(v;) = w;. Dann ist

(;\‘F’)(Ul/\.../\vn) = wi A... \wp,.

Nach Lemma 57.5 (1) ergibt sich die Surjektivitat. (2). Wir kénnen aufgrund
der Konstruktion des Dachproduktes annehmen, dass V' und W endlichdi-
mensional sind. Die Aussage folgt dann aufgrund der expliziten Beschreibung
der Basen in Satz 58.1. (3). Es geniigt, die Gleichheit fiir das Erzeugenden-
system u; A ... A u, mit u; € U zu zeigen, wofiir es klar ist. |

ORIENTIERUNGEN UND DAS DACHPRODUKT

Unter Bezug auf das Dachprodukt kann man generell die Orientierung auf
einem reellen Vektorraum auf die Orientierung einer Geraden zuriickfiihren,
wie die folgende Aussage zeigt.

Lemma 58.7. Es sei V' # 0 ein endlichdimensionaler reeller Vektorraum
der Dimension n. Dann entsprechen durch die Zuordnung

(U1, ..y 0] > [U1 AL Ay

die Orientierungen auf V' den Orientierungen auf \" V.

Beweis. Es seien vy, ..., v, und wy,...,w, zwei Basen von V' mit der Bezie-
hung
U1 wn
=M
Un, Wn

Dann gilt nach Korollar 57.6
VI AL AY, = (det M)wy Ao A wy,
woraus die Wohldefiniertheit der Abbildung und die Aussage folgt. g
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