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Ubungsaufgaben

AUFGABE 12.1. Erlautere Vor- und Nachteile des axiomatischen Aufbaus der
Mathematik.

AUFGABE 12.2. Definiere auf der Menge der Worter zum einelementigen
Alphabet A = {|} ein Dedekind-Peano-Modell. Worauf beruht die Giiltigkeit
der Dedekind-Peano-Axiome?

AUFGABE 12.3.*

Zeige ausgehend von den Dedekind-Peano-Axiomen, dass jedes Element n €
N, n # 0, einen Vorgénger besitzt.

AUFGABE 12.4. Sei N die Menge der natiirlichen Zahlen und n € N. Zeige,
dass die Menge

Ns, = {z eN|z>n}
ebenfalls die Dedekind-Peano-Axiome (mit welchem ausgezeichneten Ele-
ment und mit welcher Nachfolgerabbildung?) erfiillt.

AUFGABE 12.5. Man gebe Beispiele (M,0,") fiir Mengen mit einem ausge-
zeichneten Element 0 € M und einer Abbildung ’: M — M an, die je zwei
der Dedekind-Peano-Axiome erfiillen, aber nicht das dritte.

AUFGABE 12.6. Es sei N; = (N,0,/) und es sei N, die rechts angegebene
Menge mit dem Startsymbol oben links und der durch die Pfeile ausgedriick-
ten Nachfolgerabbildung. An welcher Stelle bricht der Beweis von Satz 12.3

in dieser Situation zusammen?
[ ] /. .\
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AUFGABE 12.7. Es sei n eine natiirliche Zahl. Auf wie viele Arten kann n als
eine Summe von zwei natiirlichen Zahlen dargestellt werden? Inwiefern muss
man diese Fragestellung prézisieren?
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AUFGABE 12.8. Wir zéhlen
heute, morgen, iibermorgen, iiberiibermorgen, iiberiiberiibermorgen, ...

und wollen mit diesen Zahlen addieren.

(1) Welche alltagssprachliche Formulierung besitzt die Addition in die-
sem Zahlmodell?

(2) Welche sprachlichen Formulierungen driicken aus, das heute das neu-
trale Element der Addition ist.

(3) Was ist morgen plus morgen?

(4) Was ist iibermorgen plus iibermorgen?

(5) Was ist iiberiibermorgen plus iiberiiberiibermorgen?

AUFGABE 12.9.*

Wir zéhlen
ich, Mama, Oma, Uroma, Ururoma, ... .

(1) Was ist die Mama der Urururoma?

(2) Was ist die Uroma der Uroma?

(3) Was ist die Oma der Oma der Oma?

(4) Was ist das ich der Uroma der Ururoma?

AUFCABE 12.10.*

Es sei (N, 0,) ein Dedekind-Peano-Modell der natiirlichen Zahlen. Zeige, dass
die Addition durch die Bedingungen

r+0=zfirallez € Nund z +¢' = (z +y) fiir alle z,y € N

eindeutig bestimmt ist.

AUFGABE 12.11. Zeige, dass die Addition auf den natiirlichen Zahlen kom-
mutativ und assoziativ ist und dass die Abziehregel (d.h., dass aus n + k =
m + k fiir ein k stets n = m folgt) gilt.

AUFGABE 12.12. Es seien N; und N, Dedekind-Peano-Modelle der natiirli-
chen Zahlen. Es sei ¢: N7 — N, der eindeutig bestimmte [somorphismus mit
©(01) = 05 und (n') = (¢(n)) fir alle n € Ny. Zeige, dass ¢ die Addition
respektiert, dass also

p(m+n) = p(m)+p(n)
fiir alle m,n € N; gilt.

AUFGABE 12.13. Wie verhélt sich die {iber die Nachfolgerbeziehung ein-
gefiihrte Addition auf den natiirlichen Zahlen (das Umlegungsmodell) zu dem
Vereinigungsmodell, dass die Summe a + b zweier natiirlichen Zahlen sich als
Anzahl von Objekten (Apfel) ergibt, wenn man eine Menge von a Objekten
und eine Menge von (dazu disjunkten) b Objekten zusammenschmeifit.
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AUFGABE 12.14. Begriinde, dass die Addition von natiirlichen Zahlen im
Dezimalsystem (das schriftliche Addieren) das Umlegungsprinzip respektiert
und auch die 0 richtig verarbeitet. Schliee daraus, dass die schriftliche Ad-
dition korrekt ist.

AUFGABE 12.15. Sei (N,0,") ein Dedekind-Peano-Modell der natiirlichen
Zahlen. Zeige, dass die Multiplikation durch die Bedingungen

r-0=0firallereNund z-y =z -y +z fiir alle z,y € N

eindeutig bestimmt ist.

AUFGABE 12.16. Definiere auf einem Dedekind-Peano-Modell (N, 0,") fiir die
natiirlichen Zahlen die Abbildung @): N — N rekursiv durch die Bedingungen
(die Addition sei mit den wesentlichen Eigenschaften etabliert)

Q0) =0

und

Zeige

AUFGABE 12.17.*

(1) Bestimme die kleinste natiirliche Zahl, die groer als die ersten drei
Quadratzahlen ist.

(2) Beschreibe die Bedingung (und zwar so, dass die Bedingung erkenn-
bar ist) aus (1) durch einen pradikatenlogischen arithmetischen Aus-
druck (also mit dem Symbolalphabet +, -, 0,1 und Variablen) in der
einen freien Variablen x.

(3) Beschreibe das Ergebnis aus (1) durch einen einfachen priadikaten-
logischen Ausdruck in der einen freien Variablen x.

AUFGABE 12.18. Wir definieren auf N, eine neue Relation R durch folgende
Vorschrift: Fiir zwei Zahlen n,m € N, mit n = 2°¢ und m = 2% mit ¢,u
ungerade sei

nRm falls t < u gilt oder falls zugleich t = v und k£ < £ gilt
(rechts wird auf die natiirliche Ordnung in N Bezug genommen).

(1) Zeige, dass R eine totale Ordnung auf N, ergibt und beschreibe
exemplarisch diese Ordnung.

(2) Zeige, dass es zu jedem n € N, ein wohldefiniertes Element n* € N,
n* # n, derart gibt, dass nRn* gilt und dass es zwischen n und n*
keine weiteren Elemente gibt (diese Formulierung ist zu prézisieren).

(3) Erfiillt die Menge (N, 1, ) die Dedekind-Peano-Axiome?
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AUFGABE 12.19. Betrachte die Produktmenge N x N mit der Nachfolger-
funktion

(a,b) = (a,b)
und der sogenannten lexikographische Ordnung, fiir die

(a1,b1) < (ag,b2)

genau dann gilt, wenn a; < ag oder a; = as und by < by ist. Zeige folgende
Aussagen.

(1) Es handelt sich um eine totale Ordnung.
(2) Es ist
x>z
fir alle x € N x N.
(3) (0,0) ist das kleinste Element.
(4) Es liegt eine Wohlordnung (nach unten) vor.
(5) Diese Menge mit der Nachfolgerfunktion erfiillt nicht das Dedekind-
Peano-Induktionsaxiom

AUFGABE 12.20. Es sei M die disjunkte Vereinigung aus N und aus Z.! Wir
definieren auf M eine Nachfolgerfunktion, die auf den beiden Bestandteilen
durch den iiblichen Nachfolger gegeben ist (also durch +1), und wir betrach-
ten die 0 € N als die Null von M.

a) Zeige, dass M die ersten beiden Axiome aus den erststufigen Peano-
Axiomen fiir die Nachfolgerfunktion erfiillt.

b) Zeige, dass es keine Addition auf M gibt, die mit den Additionen auf N
und auf Z iibereinstimmt und fiir die die Abziehregel gilt.

c) Gilt das erststufige Induktionsaxiom (formuliert fiir die Nachfolgerfunkti-
on)??

AUFGABE 12.21. Im Kalkiil der Prédikatenlogik sei - o« — 3 ableitbar. Zeige,
dass dann auch
Fdra — dxp

ableitbar ist.

AUFGABE 12.22. Zeige, dass in der Priadikatenlogik
Fdra < dr——a

ableitbar ist.

Aufgaben zum Abgeben

Dabei muss man darauf achten, die Elemente aus N nicht mit denen aus Z>o zu
verwechseln. Beispielsweise kann man die Elemente einerseits mit 5 und andererseits mit
57 bezeichnen.

2Diese Aufgabe ist wohl schwierig.



AUFGABE 12.23. (5 Punkte)

Sei A=1{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9} das Ziffernalphabet. Definiere die Teilmenge
N C A* die aus den korrekt gebildeten Zifferndarstellungen einer natiirlichen
Zahl besteht. Definiere auf N eine Nachfolgerabbildung und zeige, dass N
zu einem Dedekind-Peano-Modell wird. Worauf beruht die Giiltigkeit der
Dedekind-Peano-Axiome?

AUFGABE 12.24. (7 Punkte)

Sei (N,0,") ein Dedekind-Peano-Modell der natiirlichen Zahlen mit der in
Definition 12.7 festgelegten Multiplikation. Zeige die folgenden Aussagen.

(1)
0-n=0=n-0
fiir alle n.
(2)
l-n=n=n-1
fiir alle n, d.h. 1 = 0/ ist das neutrale Element fiir die Multiplikation.

(3)
K-n=k-n+n

fiir alle n, k € N.
(4) Die Multiplikation ist kommutativ.
(5) Die Multiplikation ist assoziativ.
(6) Aus einer Gleichung n -k = m -k mit k # 0 folgt n = m (Kiirzungs-

regel).
(7) Fiir beliebige k,m,n € N gilt

k-(m+n)=k-m+k-n
(Distributivgesetz).

AUFGABE 12.25. (3 Punkte)

Es seien N7 und Ny Dedekind-Peano-Modelle der natiirlichen Zahlen. Es sei
@: Ny — N der eindeutig bestimmte Isomorphismus mit ¢(0;) = 09 und
e(n') = (¢(n)) fir alle n € Ny. Zeige, dass ¢ die Multiplikation respektiert,
dass also

p(m-n) = p(m) - o(n)
fiir alle m,n € Ny gilt.
AUFGABE 12.26. (3 Punkte)

Es sei (IV,0,") ein Dedekind-Peano-Modell der natiirlichen Zahlen. Zeige, dass
das erststufige Axiomenschema fiir die Induktion in N gilt.
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