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PRAEFATIO.

Anno 1844, tum in tabulario Academiae scientiarum Petropolitanae, tum inter privatas

gentis Eulerianae schedas, inventi sunt Leonhardi Euleri tractatus complures, bene hmati

et ad umbihcum adducti. Primum quidem his manuscriptis nulla tribuebatur attentio, quae

jamdudum publici juris facta esse nemo non putaret; mox vero nihildum earum commen-

tationum typis descriptum esse dihgentiore inquisitione facta intellectum est. Proinde ne

viri docti carerent tanti auctoris operibus postumis, Paulus Henricus Fuss, Academiae

scientiarum Petropolitanae secretarius perpetuus, coetui auctor fuit ut editio operum om-

nium Euleri institueretur.

Arridebat sane hoc consilium, sed, ratione habita magnarum ejus rei impensarum, me-

lius visum est edere collectionem non omnium sed minorum tantum Euleri operum, ita ut

his recens detecta adderentur. Ilaque congestae sunt et suo ordine dispositae commenta-

tiones Euleri tam editae quam ineditae; et ex omnibus eae quae de theoria numerorum

agunt prelo subjectae sunt. Tandem anno 1849 in lucem prodierunt volumina duo sic in-

scripta

:

Leonhardi Euleri commentationes arithmeticae collectae. Auspiciis Academiae Jmperiaiis

scientiarum Petropolitanae ediderunt auctoris pronepotes P. H. Fuss et Nicotaus Fuss. In-

sunt piura inedita.

Neque tamen inchoata tah modo minorum Euleri operum collectio continuari potuit,

quippe cum neque slatuli Academiae reditus sumptibus operis pares e«sent, neque extra-

ordinarias opes tum lemporis sperare liceret. Videlicet per Academiam non stetit, quominus

expleret pietatis quoddam oflicium viro debitum, qui per plus quam quinquaginla annos

I<. Euleri Op. posthuma. T. I.
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coetus Academici quondam fu^rat sodalis optime de litteris meritus. At si coepta editio ad

finem perduci non potuit, illis tamen quae Eulerus reliquerat scriptis viros doctos destitui

minime fas erat; quare Academia opera postuma Euleri seorsum edenda statuit. Facta

est negotio longior mora varias per causas, sed jam lector ante oculos habet hos tomos

duos operum postumorum Euleri. Quae his continentur, erant hucusque inedita, exceptis

nonnullis quae ex altero tomo commentationum arithmeticarum repetenda erant et quorum

conspeclum subjicimus:

Opp. post. t. I. Comm. aritbm. t. II.

1. Tractatus de numerorum doctrina p. 5 — 75. p. 501 — 575.

2. D^couverte d'une loi tout exlraordinaire des nombres, par

rapport a la somme de leurs diviseurs p. 76 — 84. p. 639— 647.

3. I)e numeris amicabilibus p. 85 — 100. p. 627— 636.

i. Fragmenta commentationis cujusdam majoris de invenienda

relatione inter latera triangulorum
,
quorum area ratio-

naliter exprimi possit p. 101 — 104. p. 64-8 — 650.

5. 6. Recherches sur deux problemes de Tanalyse de Dio-

phante*) p. 105-127. p. 603 — 616.

7. Considerationes circa analysin Diophanteam p. 128— 139. p. 576 — 587.

8. De quadratis magicis p. 140— 151. p. 593 — 602.

9. Theorema arithmeticum ejusque demonstratio p. 152— 156. p. 588— 592.

Praeter scripta postuma ab Eulero ipso elaborata et maximam partem ipsius manu

exarata exstant volumina tria, quibus titulus est: Adversaria malhematica. His adversariis

administri et discipuli Euleri inferre solebant theses quasdam et sententias breves, quas

quidem a magistro acceptas ipsi fusius et accuratius explicaverant. Ex his thesibus selectae

sunt graviores, quae operibus postumis suo loco insererentur, et primum quidem nonaginta

dignae visae sunt quae typis describerentur. Deinde clarissimus Tschebyscheff, perlustratis

iterum dictis voluminibus, invenit alias sex theses quas addendas esse censuit; has tomus

Haec duo problemata novom poscebant examen, quod suscepit clarissimus Tschebyscheff , uti dictum

est in praefatione ad Commentationes arithmeticas.
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prior exhibet sub Numero XXJll, pagg. 487— 493. In hunc praeterea ex adversariis illalae

sunt theses geometricae octo, theses analytici argumenti qualuor et duae ad calculum integra-

lem spectantes: ita ut omnino tomo priori 110 theses ex adversariis depromptae contineantur.

Complectitur igitur tomus prior ea quae de theoria numerorum et de analysi Eulerus

scripta reliquerat; tomus alter scripta de mechanica, de astronomia et de physica.

Quum vero tomus alter multo plures impleturus esset plagulas quam prior, placuit Paulo

Henrico Fuss adjicere huic tomo litteras quasdam Euleri ad N. Bernoullium, Fride-

ricum II Borussiae regem et Lagrangium datas, quas quidem litteras editor alio consilio

collectas habuit.

Jam totius operis haec est dispositio. Tomus prior sistit sectiones tres, quarum I""""

efficiunt a) Arithmetica
,
quae quidem in «Commentationibus» jam habebantur, in hac au-

tem collectione operum postumorum Euleri omnium repeti debebant. b) Nonaginta theses

ex adversariis supra dictis depromptae ac secundum materias digestae. Harum singulae no-

men prae se ferunt discipuli
,
qui unamquamque exposuit et codici intulit.

Sectio 11''^ pertinet ad analysin et comprehendit undecim dissertationes varii argumenti,

porro commentationem majorem, cui titulus : « Institutiones calculi difVerentialis. Sectio III»

Gommentatio haec praebet continuationem operis jam dudum typis vulgati «de calculo dif-

ferentiali».

Sectio IIF' affert varia. Leguntur hic viginti theses, ex illis, quae supra commemora-

vimus, adversariis transcriptae. Harum sex de theoria numerorum agunt, octo sunt geo-

metrici argumenti, quatuor analytici et duae calculum integralem spectant. Tum sequuntur

litterae illae ab Eulero datae ad N. Bernoullium (6), ad Fridericum regem (2) et ad

Lagrangium (18).

Tomus alter exhibet commentationes de mechanica, de astronomia mechanica, de aslro-

nomia (pura), de physica; in fine adduntur varia.

Hoc loco non possumus non laudare studium a civibus Basileae exornando huic operi

adhibitum. Curaverunt enim imaginem Leonhardi Euleri, viri immortalis et civis olim Ba-

sileensis, de tabula picta, quae in eorum urbe servatur, aeri incidendam: exemplaria chartis

impressa Academiae dono miserunt, quae in fronte operis collocarentur. Ita hoc opus quasi

monumentum exstat communi duarum splendidarum urbium opera Euleri memoriae de-

dicatum, qui utriusque urbis decus fuit et gloria.
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In edendo opere frater meus Paulus Henricus Fuss, Academiae scienliarum Petropo-

litanae secretarius perpetuus, atque ego versati sumus. Quum jam in eo esset ut tomus

prior prelum relinqueret, frater meus praematura morte litteris, officio et suis ereptus est.

Paulus Henricus Fuss die 10""° Januarii anno 1855, aetatis 56""°, gravi morbo, quo

per sex menses continuos laboraverat, succubuit. Gesserat per 29 annos studio indefesso

munus illud gravissimum perpetui Academiae secretarii; rebus Academiae prudentissime et

impigerrime consulendo laudem et gratiam sodalium sibi comparaverat. In testimonium

grati animi collegae voluerunt imaginem defuncti tomo alteri operis nostri praefigi; cujus

adspectum speramus jucundissimum fore plurimis qui memoriam fratris dilectissimi colunt.

Mihi superstiti petenti mandavit Academia, ut editionem operis ad finem perducerem

;

neque ego labori peperci ad rem ea qua par erat fide ac diligentia absolvendam.

Nicolam Fuss.
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Traetatiis <le niimeroriiiii doetriiia Capita XVI, quae isiiper8iuit.

Capiit I.

De compositione numerorum. *

i. Niimerns est multitudo unitatum.

2. Quilibet ergo numerus indicat, quot unitates in eo contineantur.

3. Ab unitate incipiendo numeri sunt 1, 2, 3, 4, 5, 6, etc, quorum quisque praecedentem

unitate superat.

k. Quia quemque numerum unitate augere licet, series numerorum in iufinitum progreditur.

5. Cum primus, scilicet unitas, praecedentem etiam unitate superet, praecedens nihilum sit

necesse est.

6. Hic tantum de numeris integris sermo est, ad quos definitio est restricta, unde fractos

multoque magis surdos hinc excludi oportet.

7. Si numerus quicunque sit a, erunt eum sequentes a-4-1, a-t-2, a-i-3, a-H4, etc,

quorum primus a-t-i datum a superat unitate, secundus a-*-2 duobus unitatibus, tertius a-t-3

tribus, etc.

8. Simili modo, proposito numero a, antecedentes erunt a— i, a — 2, a— 3, a — 4, etc,

quorum primus a — 1 a dato a unitate deficit, secundus a — 2 duabus unitatibus, tertius a— 3

tribus, et ita porro.

9. Si numero a tot unitates addantur, quot numerus 6 continet, oritur a-t-b; sin autem

a numero a tot unitates auferantur, quot numefus 6 continet, oritur a— 6: illo casu numerus

b numero a additus, hoc vero ab eo subtractus dicitur.

10. Si idem numerus a sibi ipsi addatur, oritur ejus duplum a-\-a, quod ita scribitur 2a:

si idem denuo addatur, prodit triplum 3a; tum eodem numero a insuper addito, ejus quadruplum

ka, et ita porro, quae in genere vocantur ejus multipla.

11. Multipla ergo numeri a sunt 2a, 3a, ka, 5a, etc, quorum quodque praecedens superat

ipso numero a; horumque respectu ipse numerus a simplum vocatur.

12. Si a esset unitas, ejus multipla omnes plane numeros praeberent; at ;si a non est unitas^

sed multitudo unitatum, ejus multipla non omnes numeros praebebunt: hocque casu dabuntur numeri,

qui non sunt multipla ipsius a. . . ,
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i3. Cuin multipla ipsius a sint 2a, 3a, 4a, 5a, etc, inter ea primo non reperiuntur omnos

numeri ipso a minores, qui sunt 1, 2, 3,...(a— 1); totidemque non-multipla occurrent a quovis

multiplo usque ad sequens.

ik. Si erg-o fuerit a numerus minor quam a, tum neque a neque hi numeri a-i-a, 2a-+-a,

3a-+-cf, 4a-*-«, etc. inter multipla ipsius a reperiuntur.

15. Quia ob «<^a, est 2a — a minus quam 2a, simulque majus quam a, numerus 2a — «

non erit multiplum ipsius a, neque ullus horum numerorum a — a, 2a — «,3a — «, ka — «, etc.

inter multipla ipsius a continetur.

16. Proposito ergo quocunque numero 6, qui non sit multiplum ipsius a, is vel ipso a erit

minor, vel ita superabit aliquod ejus multiplum, ut tamen minor sit multiplo sequcnte.

17. Cum multipla binarii sint 2, 4, 6, 8, 10, etc. (ejus simplo non excluso), numeri reliqui

ab his unitate differunt. Simili modo ob ternarii multipla: 3, 6, 9, 12, 15, etc. reliqui uumeri

ab his vel unitate, vel binario distant.

18. Duplum cujusque numeri a, scilicet 2a, est etiam multiplum binarii. Cum enim a sit

multitudo unitatum 1 -i- 1 -i- 1 -i- 1 etc. duplicatio ita repraesentetur

a= l-i-l-i-lH-l-i- etc.

a=l-i-l-i-lH-l-i- etc.

unde additione prodit 2a = 2-i-2-i-2-4-2-i- etc.

19. Vel cum numerus a sit multitudo unitatum, numcrus a duplicabitur sing-ulis unitatibus

bis sumendis, unde oritur multitudo binariorum. Ex quo patet duplum 2a toties continere bina-

rium, quoties a continet unitatem.

20. Simili modo triplum 3a toties continebit ternarium, quoties ipse numcrus a continet uni-

tatem, eritque itaque 3a multiplum ternarii, quod etiam de omnibus multiplis est intelligendum.

21. Index multipli vocatur numerus indicans
,
quoties multiplum in se contineat simplum, ita

index dupli est binarius, tripli ternarius, quadrupli quaternarius, etc.

22. Si numerus a toties sumatur, quot numerus n continet unitates, multipli inde orti index

est 71, ipsum autem multiplum hoc ita exprimitur /la, ita ut na denotet multiplum ipsius a, cujus

index sit n.

23. Tale ergo multiplum na ipsius a est etiam multiplum indicis n, quandoquidem toties in

se continet indicem, quoties ipse numerus a continet unitatem.

2k: Hlnc ergo patet multiplum numeri a, cujus index sit n, congruere cum eo multiplo

numeri n, cujus index sit a; quare cum illud multiplum per na, hoc vero per an exprimatur, erit

na= an.

25. Cum in quovis multiplo na tam numerus a, cujus multiplum sumitur, quam index multipii

n inter se permutari queant, hi duo numcri a et /i sine discrimine factores appellantur, multiplo

autem ipsi na nomen producti seu facti indi solet.

26. Quemadmodum quisque numerus est multiplum unitatis, cujus ipse est index, ita. etiam est

sui ipsius simplum, indice exislente unitate. In posterum ergo tam multipla unitatis qiiam simpla

cujusque numcri a denominatione multiplorum segregabimus.
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27. Multipla ergo nobis erunt ejusmodi numcri, qui cujuspiam numcri, praeter unitatcm, sunt

multipla (excluso simplo), constabunt ergo duobus factoribus, quorum alter aitcrius respectu tanquam

index spectari potest.

28. Factum ergo a6, cujus factores sunt a et 6, est multiplum tam ipsius a quam ipsius 6.

Quatenus est multiplum ipsius a, index est 6, quatcnus autem est multiplum ipsius 6, index est a.

29. Multipla hujus facti ab simul erunt multipla tara ipsius a, quam ipsius 6. Sit nab tale

multiplum, cujus indcx sit n, et quia etiam est multiplum ipsius /i, crit multiplum uniuscujusque

horum numerorum n, a et 6.

30. Hinc patet etiam in facto ex tribus factoribus constante, tres factores intcr se esse permu-

tabilcs, atqu6 tale factum a6c non solum esse multiplum singulorum a, 6, c, scd ctiam factorum ex

binis ab, ac, bc.

31. Si in seric numerorum 1, 2, 3, ^, 5, 6, 7, etc. omnia multipla deleantur, reliqui numeri

non erunt multipla ullius numcri (quandoquidem simpla excludimus), hique numeri vocantur simplices,

vel primi.

32. Deletis scilicet multiplis binarii 4, 6, 8, 10, 12, etc. restat haec scries 1, 2, 3, 5, 7, 9,

11, 13, 15, 17, 19, 21, etc; hinc porro extinguantur muitipla ternarii 6, 9, 12, 15, 18, 21, etc.

quae quidem adhuc adsunt, et restat 1, 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, etc; ita relinquentur

tandem numeri primi 1, 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 4^3, 47, 53, 59, ctc

33. Si ergo p sit numerus primus, is neque inter mullipla binarii ncque intcr multipla cujus-

quam alius numeri occurrit, neque ergo hujusmodi facto ab ullo modo exhiberi potest, nisi sit vel

a= \ , vcl 6=1, quos aulem casus exclusimus (26).

34. Omnes numeri, qui non sunt primi, vocantur compositi; undc patet omnes numeros com-

positos esse multipla aliorum numerorum minorum, qui cum iterum sint primi, vel multipla aliorum

denuo minorum, multipla autem cujusvis producti sint simul multipla singulorum ejus factorum,

sequilur omnes numeros compositos tandem reduci ad multipla numerorum primorum.

35. Omnis ^rgo numerus est vel primus, vel multiplum cujuspiam numeri primi; quo posteriori

casu cum numerus sit compositus, omnis numerus compositus exhiberi potest producto, cujus singuli

factores sint numeri primi.

36. Intcr numeros compositos primum occurrunt ii, qui constant duobus tantum factoribus

primis. Veluti si p ct q denotent duos numeros primos quoscunque, productum pq in genere exhi-

bebit ejusmodi numeros compositos primae speciei, qui duobus tantum constant factoribus primis.

37. Talis ergo numerus compositus pq erit tam multiplum numeri q, indice existente />, quam

multiplum ipsius p, indice existente q, neque vero ullius alius numeri erit multiplum. Si enim esset

multiplum alius cujuspiam numeri a, indice exislente 6, hi numeri a et 6 ejus essent factores,

contra hypothesin.

38. Hujusmodi autem productum pa, cujus quidem factor p est primus, alter vero a com-

positus, factores habens «, /?, 7, etc, uon solum erit multiplum numerorum p et a, sed etiam inter

multipla numerorum a, /?, y, etc occurret.
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39. Post numeros compositos, duobus factoribus primis constantes, considerandi veniunt ii, qui

tribus factoribus primis constant, cujus ergo speciei forma est pgr, denotantibus />, g, r numeros

primos quoscunque.

40. Tum vero sequentur numeri compositi, qui sunt producta ex quaternis numeris primis,

quorum forma erit pqrs. Sequentes autem species erunt producta vel ex quinis, vel senis, vel

septenis etc. numeris primis constantia. rri'» Uv^ Vi'

4^1. Hinc omnes numeri ita in classes distribuentur , ut prima contineat omnes numeros primos

singulos; secunda, producta ex binis primis; tertia, producta ex ternis primis; quarta, ex quaternis;

quinta, ex quinis, et ita porro.

k2. Post unitatem ergo numeri primae classis, seu primi centenario non majores sunt:

2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, ki, 43, 47, 53, 59, 61, 67, 71, 73, 79, 83, 89, 97.

43. Numeri vero secundae classis centenario minores sunt

2. 2= 4, 3. 3= 9, 5. 5 = 25, 7. 7 = 49,

2. 3= 6, 3. 5 = 15, 5. 7 = 35, 7.11 = 77,

'

2. 5 = 10, 3. 7= 21, 5.11 = 55, 7.13 = 91.

2.7=14, 3.11 = 33, 5.13 = 65,

2.11=22, 3.13 = 39, 5.17 = 85,

2.13i=26, 3.17 = 51, 5.19 = 95,

2.17= 34, 3.19 = 57,

2.19 = 38, 3.23 = 69, /

2.23=46, 3.29 = 87,

2.29 = 58, 3.31=93,

2.31=62,

2.37 = 74,

2.41 = 82,

2.43 = 86,

2.47 = 94,

44. Tum vero numeri tertiae classis centenario inferiores sunt

2.2. 2= 8, 2.3. 3=18, 3.3. 3=27,
2.2. 3 = 12, 2.3. 5 = 30, 3.3. 5 = 45,

2.2. 5 = 20, 2.'3. 7= 42, 3.3. 7 = 63>

2.2. 7 = 28, 2.3.11 =66, 3.3.11=99,

2.2.11=44, 2.3.13 = 78,

2.2.13 = 52, 3.5. 5 = 75.

2.2.17= 68,
^-^- 5 = 50,

2.2.19 = 76,
2-5. 7 = 70,

2.2.23 = 92, 2.7. 7 = 98,
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2.3.3.3 = 5^,

2.3.3.5 = 90,

3.3.3.3 = 81.

h5. Quartae autem classis numeri infra 100 sunt

2.2.2. 2= 16, 2.2.3.3 = 63.

2.2.2. 3 = 24^, 2.2.3.5 = 60,

2.2.2. 5 = ^0, 2.2.3.7 = 8^^.,

2.2.2. 7 = 56,

2.2.2.11=88, 2.2.5.5=100,

Quintac classis numeri centenario non majores sunt

2.2.2.2.2 = 32, 2.2 2.2.5 = 80,

2.2.2.2.3= 48, 2.2.2.3.3 = 72,

In sexta classe hujusmodi numeri tluo occurrunt

2.2.2.2.2.2 = 64, 2.2.2.2.2.3 = 96.

Sequentes autem classes nullos continent numeros centenario minores.

48. Cujusque classis numeri charactere peculiari distinguuntur a numeris aliarum classium , et

quilibet numerus ita ad certam quandam classem pertinet, ut non simul ad ullam aliam referri possit.

49. Quodsi ergo /), q, /•, s, etc. denotent numeros primos, formae harum classium ita exhiberi

possunt: Forma classis I..

46.

47.

«
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52. Si indolem numerorum attentius coutemplemur, facile percipiemus, ab initio numeros primos

frequentissime occurrore, compositos autem rarissime interspersos esse debere, Quo longius autem

progrediamur, eo plures reperientur numeri compositi, contra autem pauciores primi.

53. Deinde etiam notari oportet in prog-ressione numerorum primorum 1, 2, 3, 5^ 7, 11, 13,

17, 19, etc. nullum piane ordincm apparere, unde lex hujus progressionis definiri possit, etiamsi in

genere certum sit, quo longius progrediamur, minus frequentes eos esse debere.

^k. Tabulae habentur, in quibus numeri primi secundum ccnturias sunt dispositi; atque in

prima centuria ab 1 ad 100 sunt 26 numeri primi, in secunda 21, in sequentibus vero pauciores;

neque tamen eorum mullitudo continuo minuitur, sed potius admodum irregulariter modo crescit,

modo decrescit. Sic a 200 ad 300 occurrunt 16 numeri primi, at a 400 ad 500 sunt 17, totidemque

adhuc a HOO ad 15)0. Porro a 79700 ad 79800 tres tantum reperiuntur numeri primi; hoc tamen

non obstante in centuria a 90000 ad 90100 adhuc 13 numcri primi deprehenduntur.

CapuA II.

De divisoribus numerorum.

55. Quatenus quidam numerus est multiplum ahus numeri, eatenus hic illius dicitur divisor,

et index multipiicitatis vocari solet quotus ex divisione ortus.

56. Ita si numerus A'^ fucrit multiplum ipsius' a, indice existente n, ut sit N=na, nuraerus

a erit divisor numeri iV, et index n praebebit quotum. Scihcet si numerus N=na per a dividatur,

quotus erit /i.

57. Cum numcri n et a inter se sint permutabiles, hocque respectu factores appellentur,

uumerus N= na etiam divisorem habebit n, quotusque tum erit a. In genere ergo divisor pcr

quotum multiplicatus ipsum numcrum divisum reproducit.

58. Cum quilibct numerus sit sui ipsius simplum, unitas cujusque numeri est divisor, ipseque

numerus quotus. Tum vcro quilibet numcrus est sui ipsius divisor, quoto existentc unitate.

59. Quilibet ergo numcrus N primo unitatem pro divisore habet, eritque tum ipse numerus N
quotus. Dcinde etiam quilibet numerus N se ipsum habet pro divisore, quoto existente unitate.

60. IVullus numerus alios habet divisores, nisi quorum est multiplum (simplo ex idea multipli

hic non excluso); si cnim alium haberet divisorem, eo ipso hujus futurus esset muitiplum, quolo

praebente indicem multipli,

61. Cum igitur numcrus primus nullius alius numeri, praeter unitatem, sit multiplum, numcrus

primus alios non habet divisores, praeter unitatem .et se ipsum. Scilicet si p denotet uumerum

primum, ejus divisores erunt i et p, neque praetcr hos ullos habet aiios.

62. Numeri ergo primi, seu primae classis, duos tantum habent divisores, exccpta unitate,

quippe quae unicum habet; quam ob causam etiam unitas numeris primis non accenscri solet.

63. Numeri secundae classis, qui constant duobus factoribus primis pq, quia sunt multipla

utriusque, praeter divisores 1 et pq etiam divisores habeut p eX q, ita ut omnes eorum divisores

sint i, p , q et pq.
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6V. Casus autcm hic scorsira est pcrpendendus, quo ambo factorcs p ot q sunt intcr se aequales,

quoniam eundem numcrum non bis intcr divisorcs numcrarc licct. Hinc numeri pp, qui sunt quadrata

numerorum primorum, trcs tantum habent divisores 1 , p et pp.

65. Hanc ob causam numcros secundae classis in duas species subdividi convenit, quarum prior

continet numeros formae pp et divisores Iiabet tres 1, /), pp; altera vero species continet numcros

formae pq, denotantibus litteris />, q numeros primos divcrsos. Ilujusque specici numcri habcbunt

quatcrnos divisorcs i , p, q , pq.

66. Simili modo classis tertia subdividi dcbet in tres specics, quarum formae sunt />', p^^q, pqr,

siquidem p, q, r denotcnt numeros primos diversos, vel enim omnes tres factores sunt acqualcs

vel bini tantum, vel omnes tres inacqualcs.

67. Pro tcrtia autem classe numerorum

speciei primae p^ divisores crunt quatuor I
, p, p"^, />',

secundae/j^g sex 1, />> q, p^, pq, p^q,

tertiae pqr octo 1, />, q, r, pq, pr, qr, pqr,

neque praeterea alii divisores locum habere possunt.

68. Classis quarta, quae numeros quatuor factoribus primis constantcs continet, prout horum

factorum bini, vel trcs, vcl omnes quatuor fuerint acqualcs, subdividenda est in quinque species,

quarum formae suut I. /)*, II. p^q, III. p^q^, IV. p^qr, V. pqrs.

69. Jam facile erit omnes divisores cujusque speciei in classe quarta enumerare:

Speciei: divisores erunt

I. p* quinque: 1
, /j , p*, /)\ /)*

,

II. p^f/ octo: 1, /), q, p"", pq, p^y p^q, p^q,

III. /)V novcm: i
, p, q ,

p"^, pq , q^, p^q, pq\ p^q^,

IV. p^qr duodecim: i, p, q, r, p"^, pq, pr, qr
,
p^^q, p^^r, pqr,p^qr,

V. pqrs sedecim: i, p, q, r, s, pq ,
pr, ps, qr, qs, rs, pqr, pqs, prs, qrs, pqrs.

70. In classe quiiita, quae numeros ex quinque factoribus primis compositos complectitur, ob

aequalitatcm aliquot factorum, sequcntcs spccies constitui oportebit:

I. /)*, II. p*q, III. pY, IV. p'qr, V. /)^gV, VI. p^jrs, VII. pqrst.

71. Tum vcro sing^ularum harum specicrum divisores ita enumcrabuntur:

runt

^ PkP^ p\ p\ />'.

^y p> 7' /A pq, /, p''^, p*, p^q, p*q,

U p, q, p"", pq, q\ p\ p^q, pq^, p^q, p^q"^^ pY>
i, P, q, r, p\ pq, pr, qr, p\ p^, pV, pqr, p% pV, p^qr, p'qr,

i, P, q, r, p\ pq, pr, q\ qr, p^q ,
/)V, pq\ pqr, q^r, pY,

p^qr, pq^r, p^r,

viginti quatuor: i, p, q, r, s, p^ pq, pr, ps, qr, qs, rs, /)*g, /)V, p^S, pqr,

pqs, prs, qrs, p^qr, p^qs, p^rs, pqrs, p^qrs,

L. E a 1 e r i Op. posthama. T. I. 2

Speciei

:



10 L. EULERI OPERA POSTHUMA. Anthn^tica.

VII. pqrst triginta duo: i, p, q, r, s, t, pq, pr, ps, pt, qr, qs, qt, rs, rt, st, pqr,

pqs, pqt, prs, prt, pst, qrs, qrt, qst, rst, pqrs, pqrt, pqst,

prst, qrst, pqrst.

72. Simili modo reliquarum classium species constituentur, singularumque specierum divisores

omnes assig-nabuntur. Simul autcm hac ratione patebit natura singulorum divisorum, atque tam

classls quam species, quorsum sing-uli sunt rcferendi.

73. Si numeri N divisores sint: 1, «, ,8, y , d,...N, isque multiplicetur per numerum pri-

mum p, qui in eo nondum contineatur, tum productum Np praeter illos divisores \ , a, ^, y, d,. . .N

insuper eosdem pcr /) multiplicatos p, ccp, /3p, yp, dp. . .Np pro divisoribus habebit, ideoque numerus

divisorum duplo erit major.

74. At si ille numerus iV per quadratum numeri primi p, qui in ipso non insit tanquam factor,

multiplicelur, numerus divisorum triplicabitur. Primo enim productum iVp* eosdem habebit divisores

quos numerus N, tum vero eosdem per p multiplicatos, ac tertio eosdem per p"^ multiplicatos.

75. Simili modo si p sit numerus primus in N non contentus, numerusque N per p^ multi-

plicetur, productum Np^ habebit primo omnes divisores uumeri N, deinde eosdem per p, porro

eosdem per jd^, ac denique eosdem per p^ multiplicatos
,
quo pacto multitudo divisorum producti

Np^ quadrupio major est quara numeri N.

76. Atque in g^cnere si numeri N multitudo divisorum sit —m, isque per potestatem p^

numeri primi p multiplicetur, producti Np^ multitudo divisorum erit (A -h 1) m; ubi notasse juvabit

ipsius potestatis p'^' multitudinem divisorum esse X-i- \.

77. Hinc patet regula facilis multitudinem divisorum cujuscunque numeri definiendi: Sit enim

p q^^r^s^ forma numeri propositi; et quia numeri p'^ multitudo divisorum cst A-i-1, erit numeri

p^^q^ multitudo divisorum (A-i-1) (^ -f- 1), hujus vero numeri p^^q^r^ erit

(A H- 1) (//. -t-1) (*/-*- 1), porroque hujus p^q^r^s^ erit (A -h 1) (^-+-1) {v -i- i) (^-h1).

Classis autcm, ad quam hic numcrus est rcferendus, indicatur numero X-^ f.i -v-v -^ ^, qui est

summa exponentium.

78. Infiniti ergo numeri exhibcri possunt, quorum multitudo divisorum sit data. Si enim

multitudo divisorum sit —a, existente a numero primo, numeri quaesiti in hac forma p"~^ con-

tinentur, denotante p numerum primum quemcunque.

79. Si rt, ^, c, d, etc. denotent numeros primos, pariter ac litterae p, q, r, s, etc, numerl,

quorum multitudo divisorum est ab, sunt vel p"^'~~\ vel />""~^g^~^ quorum autem multitudo

divisorum est abc, ii sunt vel p"^"-', vel f^-^ q'-\ vel p"'-^ q^-' , \e\ p^"-^q"-\ vel

P'~ q^~^r''~'^, ubi littcrae a, b, c, etc. eundem quoque numerum primum significare possunt,

dummodo litterae p, q, r, etc. significent diversos.

80. Hinc si multiludo divisorum sit =2, soli numeri primi satisfaciunt, seu numeri in hac

forma p contenti. Tum vero si fuerit
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1

muUitudo divUorum.
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in eo non contentum, et productum Np praeter illos divisores insuper eosdem, per p multiplicatos,

habebit, quorum ergo summa erit pfN, unde colligitur fore /TVjp = (p -»- \)/N= fpfN.

87. Eodem modo ex § Ik colligitur, si numerus N per quadratum numeri primi p, in ipso

non contenti, multiplicetur, producti Np^ summam divisorum fore

(1 -i-jo -!-/>'')yTV, seu fNp" ^fNfp"^; eodemque modo fore fNp^=fN.fp^

et ita porro.

88. Hinc pro singulis classibus et speciebus, divisorum summae ita exprimentur

fp
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93. Deinde si N sit cubus numcri primi, seu

N= p\ erit /p' =!-*-/> -+-/>/>-*-/)'= (1 -t- />) (1-Hpp),

ideoque numerus compositus, ac nisi sit p= 2, ad minimum erit summa divisorum divisibilis per k-^

quia ulerque factor i -*- p et !-<-/>/> est par. Erit ergo /p^= (1 -^pp) fp.

9i. Si numerus N sit potestas quarta numeri primi, seu N= p*, erit summa divisorum

/p* = 1 -*-/)-+- />/)-!- />'-!-//, idcoque scmper impar, fierique adeo poterit, ut ea sit numerus primus,

veluti/2* = 31.

95. Si sit iV= /)% quia est //>*= 1 -4-/) -*-/)/>-+-/)'-»-/)* -4-/)*, erit summa divisorum

/p'={^-+-p-*-PP) (*-*-P^; = (!-*-/>) (1-^- />-*-/>/>) (i—/>-fr- />/>).

ideoque numerus compositus, qui ex summis inferiorum potestatum ita componitur, ut sit

/p' = {i-p-^pp)/p./p\

96. Proposito autem producto 31N, cujus factores M et N nullum habeant factorem primum

communem, erit /MN=/M./N ,
quae ergo summa divisorum eo magis erit composita, quo plures

numeri primi dispares iugrediantur.

97. Proposito numero quocunque iV, cujus summa divisorum sit/iV, si is per numerum primum

p multiplicetur, summa divisorum producti Np sempcr major est quam p/N. Nam /Np primum

complectitur omnes divisores numeri N per p multiplicatos, quorum summa est p/N, ac praeterea

etiam eos divisores numeri N , qui per p non sunt affecti.

98. Hoc etiam ita bipartito ostcnditur. Primo si numerus primus p non contineatur in N,

erit utique /Np=/p./N={i-t-p)/N=p/N-+-/Ny quo casu sine dubio est /Np^p/N.

99. At si p jam contineatur in N, ut sit N=Mp", ent/N=/M. /p"-, sed/Np=/M /p"~*~^.

Ex superioribus vero constat esse //)""*"'= l-i-/)/p", unde colligitur/i\^=/M-i-/)//)"/M, ita ut

s\t /Np=p/N-^/M, idcoque /iV/) > /)/iV.

100. Numerorum naturali ordine progredicntium summae divisorum ita se habebunt:

/t= I /id=\\ /25 = 31 /37= 38 /4^9= 57

/ 2= 3 /^ = 2^1- /26 = 4^2 /38= 60 /50= 93

f 2= k /\^ = 2k /27 = ^0 /39= 56 /51= 72

/ h= 1 /16 = 31 /28 = 56 /^^0= 90 /52= 98

/5= 6 /17=18 /29 = 30 /M = *2 /53= 54

/6=12 /18=39 /30 = 72 /^^2= 96 /5!t = 120

/7= 8 /19 = 20 /31 = 32 /^3 = hk /55= 72

/8 = 15 /20 = 42 /32 = 63 /44= 84 /56=120

/9=13 /21=32 /33 = 48 /45= 78 /57= 80

/10 = 18 /22 = 36 /34 = 54 /46= 72 /58= 90

/11 = 12 /23 = 24 /35 = 48 /47= 48 /59= 60

/12= 28 /24 = 60 /36 = 91 /48=124 /60=168.

101. Inter has divisorum summas non omnes occurrunt numeri, sed usque ad GO excluduntur

sequentes

:
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2, 5, 9, 10, 11. 16, 17, 19, 21, 22,23, 25, 26, 27, 29, 33, 3^1^, 35, 37, ^l, W, *5, 46, 47,

49, 50, 51, 52, 53, 55, 58, 59.

Numeri autem, qui summas divisorum exprimunt, sunt:

1, 3, 4, 6, 7, 8, 12, 13, 14, 15, 18, 20, 24, 28, 30, 31, a2, 36, 38, 39, 40, 42, 44, 48, 54,

56, 57, 60.

102. Hinc patet duos pluresve numeros quandoque eandem divisorum summam praebere, veluti

/ 6 =/11 = 12 /14 =/15 =/23 = 24

/10 =/17 =18 /20 =/26 =/41 = 42

/16 =/25 = 31 /33 =/35 =/47 = 48

/21 =/31 = 32 /24 =/38 =/59 = 60.

/34 =/53 = 54

/28 =/39 = 56

103. Problema hic proponi solet, quo quaeritur numerus, qui ad summam divisorum suorum

liabeat datam rationem: scilicet ut sit iV:/iV= /i : m, sive ^ = — ? ubi quidem primo necesse est

ut sit m > 71 ; si enira esset m = /i , foret iV= 1

.

104. Ratione m'.n in minimis terminis expressa, numerus N vel ipsi /i, vel cuipiam ejus mul-

tiplo aequalis erit. Statuatur erg;o N=an, eritque fN=fan=:^am. At nisi sit a=l, est

fan >> afn, hinque m '^fn. Quocirca si fuerit m <<.fn, nulla solutio locum habet, sin autem

m—fn, unica datur solutio, scilicet N=n.
105. IVisi ergo sit vel m=fn, vel m^^fn, problema solutionem non admittit. Priori qui-

dem casu numerus quaesitus jV ipsi n aequabitur, neque praeterea ulla alia dabitur solutio. Posteriori

vero casu, quo m^^fn, numerus N aequabitur multiplo cuipiam ipsius /i, puta N=any siquidem

alla solutio locum habet. Dantur enim utique ejusmodi rationes m:n, quibus nequaquam satisfieri

potest, etiamsi sit m^^fn.

106. Numerus perfectus est, cujus summa divisorum ipso duplo est major. Ita si fuerit

fN=2N, erit N numerus perfectus. Qui si sit par, erit hujusmodi 2''J, existente J numero

impari , sive primo , sive composito. Cum erg-o sit

N=2"J, erit /A^=(2"-^^— l)/// = 2''-^^^, unde fit "^= ^tS^^ •

107. Quia hujus fractionis _,_^
—-- numerator unitate tantum superat denominatorem, excedere

nequit summam divisorum denominatoris; erit erg-o vel aequalis, vel minor. Posteriori casu nulla

datur solutio, prior vero existere nequit, nisi sit
2"~*~*— 1 numerus primus. Quare quoties

2""^^— 1 fuerit mimerus primus, ei^aequalis capi debet, eritque numerus perfectus =2" (2"-^^— 1).

108. Omnes erg;o numeri perfecti pares in hac formula 2" (2"^^— 1) continentur, siquidem

2""*-*— 1 fuerit numerus primus, quod quidem evenire nequit nisi n-\- \ sit numerus primus;

etiamsi non omnes primi pro /i -+- 1 assumti praebeant 2""^*— 1 primum. Utrum vero praeter hos

numeros perfectos pares, dentur quoque impares, nec ne? nemo adhuc demonstravit.

109. Si daretur numerus perfectus impar, omnes ejus factores impares sint necesse est. Sit

erg:o = ABCD etc. oportetque fieri fA .fB . fC .fD=2ABCD numero impariter pari. Quare inter
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summas divisoraDi fA^ fB^ fC^ fJ) unica debet esse impariter par, reliquae omnos impares: omnes

ergo factores A^ B, C, Z>, praeter unum, erunt polestates pares numcrorum primorum, unus autem

ille vel numerus primus formae kn-^i^ vcl cjusdem potestas, cujus exponens sit K'k-+-i. Sicque

talis numerus perfectus hujusmodi habebit formam (A^/i -+- 1)*^"*"* PP, existente P namero impari,

et kn-\- i primo.

110. Plurima alia problemata huc referenda, quibus alia proponitur relatio inter numeros inve-

stigandos eorumque summas divisorum hic praetermitto, quoniam ex traditis principiis methodus ea

solvendi non difficulter elicitur.

Caput IV.

De numeris inter se primis et compositis.

111. Duo nuraeri, qui praeter unitatem nuUum ahum habcnt factorem seu divisorem communem,

vocantur numeri primi inter se; qui autem praeter unitatem alium habent divisorem communem,

vocantur compositi inter se. Ita 8 et 15 sunt numeri inter se primi, at 9 et 15 numeri inter se

compositi.

112. Unitas ergo est ad omnes numeros primus. Scilicet denotante n numerum quemcunque,

numeri 1 et n sunt numeri primi inter se, quia praeter unitatem nuUum alium admittunt divisorem

communem.

113. Pari modo duo numeri unitate differentes /i et /i-t- 1 sunt primi inter se; quoscunque

enim divisores habuerit numerus n, nullus eorum dividere potest numerum 7i-+- 1. Namque si p sit

divisor numeri n, numerus proxime major per p divisibilis erit n-^-p^ neque vero n-\- 1 divisionem

per p admittet.

ll^. Numerus primus /) ad omnes numeros, nisi qui ejus sunt multipla, est primus; hinc

numeri a et p sunt primi inter se, nisi sit vel (i=p, vel a= np. Ergo numerus primus /) ad omnes

numeros se minores est primus.

115. Multitudo numerorum, dato numero a minorum, est a — 1, inter quos quot sint ad a vel

primi, vel compositi, operae pretium est definire; quoniam inde judicium ad omnes numeros ipso a

majores facile extenditur.

116. Sit enim b<ia, ac si 6 et a fuerint primi inler se, etiam omnes hi numeri 6 -+- a,

b-^2a, 6-*-3a, etc. ad a erunt primi ; ac si 6 et a habucrint communem divisorem, idem erit

divisor numerorum b-i-a, b-\-2a, etc.

117. Si ergo a sit numerus primus =p, quia omnes numeri ipso minores ad eum sunt primi,

horum multitudo est =p — 1

.

118. Si sit a = 2/), ab 1 ad a dantur p numeri pares, qui ergo ad a non sunt primi, deinde

ipse numerus /) ad a etiam non est primus. Auferantur hi a numeris omnibus ab 1 usque ad a,

quorum multitudo est =/), ac relinquentur p— 1, totidemque ad a erunt primi.

119. Si sit a = 3/), inter numeros ipso non majores primum ii, qui sunt per 3 divisibiles, ad

cum non sunt primi, quorum mullitudo est =p, deinde insuper p et 2/) ad a non sunt primi;

reliqui, quorum multitudo est 3/)— p— 2= 2 (/) — !), omnes ad a = 3/) erunt primi.
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120. Simili modo si a = 5p, numeri, qui cum a communem habent divisorem, sunt primo

omnes per 5 divisibiles, quorum multitudo est =/), ac praeterea qui per p sunt divlsibiles, nempe

p, 2p, 3p et kp; ipse enim numerus 5/) jam antc est notatus: unde multitudo numerorum ad a

compositorum est p-^k, ideoque multitudo numerorum ad a primorum = kp— 4- = 4- (/> — 1),

qui scilicet ipso a non sunt majores.

121. Generalius si sit a=pq, existente utroque factore p et q primo, ab unitate ad a dantur

p numeri per q divisibiles, scilicet q, 2g, 3q. . .pq; deinde dantur q numeri per p divisibiles, scilicet

p, 2p, 3p,. . .qp, quorum ultimus qp jam est numeratus. Multitudo ergo omnium numerorum a non

superantium, qui ad a sunt compositi, erit =p-\-q— 1, uude reliqui, quorum multitudo est

= qp — p — q-^ i = {P — '^) {q — i)>

ad a erunt primi.

122. Hic autem pro p et q numeros primos diversos sumsimus. IVam si esset a=pp, alii

numeri ad a non essent compositi, nisi qui sunt per p divi^iles, quorum multitudo cum sit = p,

reliquorum, qui ad a sunt primi, multitudo erit = pp
—P=P {p — !)•

123. Simili modo si sit a= p^, quia alium divisorem priuium praeter p non habet, omnes

numeri ab 1 ad «, ad a compositi sunt p, 2p , 3/).. . p^p, quorum multitudo cum sit /)^, reliqui

numeri omnes, quorum multitudo est p^ — p"^= p"^ (p— 1), ad a erunt primi.

12^. Ilinc in genere patet, si a fuerit potestas quaecunque p" numeri primi p, multitudinem

numerorum ad a primorum^ qui quidem ipso a non sint majores, fore =p''~^ (jo— 1).

125. Sit a^p^^q, existentibus p et q numeris primis diversis, et cum a alios non habeat

divisores primos praeter p et q, numeri ad a compositi vel erunt per /) divisibiles, qui sunt

p, 2p, 3/). . .pq.p, multitudine =pq, vel per q divisibiles, qui suntg, 2q, 2q,. . .p^.q multitudine

= /)^. Inter hos vero occurunt, qui ibi jam sunt numeratipg, 2pq, dpq. . .p .pq multitudine = p^

ita ut multitudo omnium ad a compositorum sit = pq -t- p^ — p. Quare reliqui, quorum multitudo

est =ppq— pq— PP -*- P = P (p — I) (9

—

1)> omnes ad a erunt primi.

126. Sit a =pqr, existentibus p, q, f numeris primis diversis, ac numeri ad a compositi

sunt divisibiles

1) per />, scilicet p, 2p, 3p. . .qr.p multitudine qr

2) per q, « q, 2q, 3q. . .pr
.

q

« pr

3) per r, « r, 2r, 3r. . .pq.r « pq.

Ilic autem bis numerantur divisibiles per pq multitudine /•, tum divisibiles per pr multitudine q,

ac denique divisibiles per qr multitudine p, qui inde auferantur; at hoc modo numerus ipse pqr

penitus tolleretur, qui ergo iterum est adjiciendus. Sicque multitudo numerorum ad a compositorum

erit qr-^pr-+-pq — r — q— /> -+- 1 j unde reh*qui, quorum multitudo est

pqr -" qr— pr ^ pq -^ r'-i- q -^ p — 1 = (/) — 1) (^ — 1) (r -^ 1),

ad numerum a=pqr erunt primi.

127. Ex his coUigetur pro omnibus numerorum generibus fore
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si fiit numcrus mullitudinem numerorum ipso a rainorum

propositus ad eumque primorum

a=p p — i

a=pq ip—i) iq- 1)

«= />' />'(/> -1)
a=p^q p(p^ i)(q^i)
a=pqr (/>—!) (7— i) {r - i)

• «= />* />'(P-1)
«=/>'? />'(/>— 1) (9—0
«=/>Y /> (/>

— ^9(9 —
a= p^qr />(/>—*) (9—1) (^—i)

«=/>9''* (/)-!) (g—i) (r—1) (5-1)

128. Quo autem haec conclusio firmius corroboretur neque inductioni nimium indulg-eatur,

consideremus banc formam a= 3Ip, ubi M sit numerus quicunque, et p primus in Mnon contentus.

Ponamus autem ad 1 ab M multitudinem numerorum ad J/primorum esse = ^, ideoque multitudinem

numerorum ad M compositorum =M— /u.

129. Cum ergo ab 1 ad M sint M— ^ numeri compositi ad M, ab 1 ad Mp erunt p{M— ju)

numeri compositi ad M, qui ergo etiam erunt compositi ad Mp, sed praeterea ad Mp compositi sunt

isti : /), 2/), ^p. . .Mpj multitudine M, unde autem expungendi sunt ii, qui jam ad M sunt compositi,

quorum multitudo est M— ju; sicque tantum relinquentur ju numeri, qui tautum ad Mp^ non vero

ad M sunt compositi. Quare ab 1 ad Mp omnino ad Mp compositi erunt tot: p {M - ju) ~i- /u, et

reliqui, quorum multitudo est Mp— p {M— ju) — /u = ju {p — 1), ad numerum Mp erunt primi.

130. Simili modo ostenditur, si numerus propositus sit = Mp^, existente p numero primo in

M non contento, atque ju fuerit multitudo numerorum ad M primorum, qui quidem inter limites

1 et M conlineantur, tum multitudinem omnium numerorum infra Mp", ad hunc ipsum numerum

Mp" primorum, fore ^p'^^^ jLi{p — 1).

131. Quaeramus enim numeros compositos ad iMp", qui vel ad M, vel ad p erunt compositi.

At ab 1 ad Mp" multitudo numerorum ad M compositorum est =p^{M— f^), qui vero ad p sunt

compositi erunt: p, 2p, 3p. . .Mp"~^ .p, multitudine =Mp"~\ Hinc autem excludi oportet eos,

qui jam ad M sunt compositi, quorum multitudo est p"~* (M— /u): sicque multitudo eorum, qui

ad Mp", non vcro ad M sunt compositi, erit = Mp"~^ — p"~^ {M— ju) = p^^^^ju, undc omnino

ab 1 ad 31p^' multitudo numerorum ad Mp"* compositorum est =p"(M— ju) -t-
p"'~ ^ ju. Quocirca

reliqui, quorum multitudo est Mp" —p"{M—/u)— p""-^ ju^p"—^ ju{p— 1) erunt ad %" primi.

132. Cum ergo multitudo numerorum ad p" primorum ipsoque minorum sit =p"~^(p — 1),

ex praecedente propositione summo rigore concludimus: Si numerus propositus sit =p'^q"r^s'' etc.

fore multitudinem omnium numcrorum ad eum primorum ipsoque minorum

=.p^—^(p-^i),(f-'{q~~i).r''-'{r—i).s^-'{s—i) etc.

L. E a le ri Op. posthama. T. I. v
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133. Si igitur M et N fuerint numeri inter se primi, atque multitudo numerorum ab 1 ad M,

primorum ad M, sit = m , multitudo vero numerorum ab 1 ad iV, primorum ad N, sit = n , tum

multiludo numerorum ad productum MN primorum ipsoque non majorum, erit =mn.

idk. Flinc patet multitudinem omnium numerorum primorum, quemadmodum jam Euclides

demonstravit , finitam esse non posse. Si enim ultimus et maximus numerus primus esset =p,
statuatur numerus M aequalis producto omnium numerorum primorum M=2.3.5.T . . .p, qui ergo

ad omnes plane numeros esset compositus : cum igitur idem numerus M ad M— 1 , vel M-+- 1 certe

sit primus, patet assertionem esse absurdam.

135. Ex superioribus autem patet, inter numeros ipso M minores non solum numerum M— 1,

sed etiam plures alios ad M certe esse primos, cum multitudo horum numerorum ad M primorum

sit = 1 .2.^.6. . .(p— 1), quae eo est major, quo plures numeri primi in se invicem multiplicentur.

136. Ponamus m= i ,2.k^.Q. . .{p — 1), existente M= 2.3.5 .7 . . .p; et cum ab 1 ad M
tot sint numeri ad M primi, quot m continet unitates, hi vel ipsi erunt primi, vel compositi ex

primis, qui sint ipso p majores.

137. Si ab 1 ad M fuerint m numeri ad M primi, ab 1 ad 2 M erunt 2m numeri ad Mprimi,

et in genere ab 1 ad NM erunt Nm numeri ad M primi. In quovis enim intervallo

1...M, M-+-1...2M, 2M-H1...3M, 3M-Hl...*i»/, etc.

multitudo numerorum ad M primorum est eadem.

138. Si N designet alium numerum quemcunque, atque ab 1 ad iV fuerint n numeri ad N
primi , ab 1 ad MN erunt Mn numeri ad N primi. At ia eodem intervallo sunt Nm numeri ad M
primi. Qui autem sunt primi ad MN, ii quoque sunt primi tam ad M quam ad N.

139. Ante autem ostendimus, si hi numeri M et N fuerint primi inter se, tum in intervallo

i....MNtot dari numeros ad MiV primos, quot mn contineat unitates; hique numeri in utraque

praecedente multitudine Mn et Nm occurrunt. (*)

Caput V.

De residuis ex divisione natis.

lltO. Si numerus a non sit multiplum numeri 6, divisio illius per hunc non succedit, et

excessus numeri a supra multiplum ipsius 6 proxime minus vocatur residuum ex divisione ortum.

Ita st sit a= mb-t-r, erit r residuum ex divisione numeri a per b natum.

(*) Notae IU. Auctoris margini adscriptae. De maximo communi divisore ejusque inventione. — Si A et B sint

numeri primi, inveniri potest multiplum ipsius A, quod per B divisum relinquat datum numerum C. —
Qui numeri inter se fuerint primi, eorum potestates quaecunquo inter se erunt primi. — Si ^l sit primus

ad B, atque etiam ad C, erit quoque ad BC primus. — Si productum AB sit divisibile per primum p,

alteruter factor per eum erit divisibilis. — Si A et B sint primi inter se, inveniri possunt numeri m et

n, ut fiat mA— nB=i , vel alii cuivis numero dato. — Si sit <p maximus communis factor numerorum

A et B, tum A.et ~ erunt primi inter se. —^ Si a per b divisum det residuum r, tum na per nb divisum

dabit residuum nr. — Si a per b divisum det residuum r, communis factor numerorum a et b, s\ quem
habent praeter unitatem, simul erit factor residui r. Vicissim, sib etr habeant communem factorem,

idem quoque faclor erit ipsius a. — Si a et b sint numeri inter se primi et a>6, erit a=mb^p; et

fc^p, tum vero 6=np-*-g et p^^q, sicque tandem ad unitatem pervenietur.
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i^-i. Ilinc patet residuum r semper minus esse numero 6 seu divisore; si enim esset aequale,

seu r==b, aucto indice multipli m unitate, foret a verum multiplum ipsius 6, sciiicet a= (/nH- i)6;

et si esset r> 6, augendo indicem m reduceretur infra 6.

i^2. Proposito erg:o divisore quocunque 6, si dividendus a fuerit multiplum ipsius 6, residuum

erit = 0; sin antcm a non fuerit multiplum ipsius 6, residuum erit vel i, vel 2, vel 3, vel quicunque

alius numerus minor quam 6, ita ut multitudo residuorum, quae oriri possunt, sit 6 — i, vel adeo

6, si cyplira simul numeretur.

i43. Pro quovis ergo divisore b omnes numeri in tot classes distribui possunt, quot b continet

unitates. Prima nempe classis continebit omnes numeros multiplos ipsius 6, seu formae mb; secunda

eos, qui per 6 divisi pro residuo relinquunt i, tertia eos, qui 2, quarta eos, qui 3, et denique

ultima, qui relinquunt 6 — 1.

ikk. Ita sumto 2 pro divisore, duae habentur classes, quarum prima continet numeros formae

2/w, altera vero numeros formae 2m-f-i, INumeri prioris classis vocantur pareSy posterioris vero

impares.

ik5. Si ternarius pro divisore assumatur, omnes numeri in tres classes distinguentur: prima

complectitur numeros formae 3/w, secunda numeros formae 3/wh-1, ac tertia numeros formae 3/w-*-2.

i 46. Si divisor statuatur = h- , quaternae classes omnium numerorum his quatuor formis

comprehenduntur: I. km, 11. km-t-i, III. km-H2f IV. km-i-3, ubi prima classis nomen sortita

est numerorum pariter parium; tertia vero numerorum impariter parium. At secunda et quarta

Dumeros impares in duas classes subdivisos exhibent.

ikl. Simili modo divisor 5 has quinque numerorum classes suppeditat: I. 5m, II. 5/n-f-i

III. 5///H-2, IV. 5/n-*-3, V. 5m-i-k: ac divisor 6 praebet has sex classes:

I. 6/w, II. 6//i-*-l, III. 6/W-H2, IV. 6//i-*-3, V. Qm-\-k, VI. 6/n-f-5,

et ita porro pro quovis alio divisore?

148. Sic igitur quilibet numerus pro quovis divisore ad certam quandam classem refertur, seu

certa quadam forma exprimitur, quod, cum divisorum numerus in infiuitum augeri queat, infinitis

modis fieri potest.

149. Si enim numerus fuerit minor divisore proposito, ipse ut residuum spectari potest, indice

multipli evanescente: ita si sit a<6, erit a=mb-t-a existente /n= 0, numerus ergo 3 respectu

divisoris 5 pertinet ad classem 5/n-i-3.

150. Quaelibet classis infinitos contiuet numeros in arithmetica progressione crescentes, secun-

dum differentiam divisori aequalem. Ita in genere si divisor sit 6 et residuum r, omnes numeri ad

classem mb-t-r relati sunt: r, 6-*-r, 26-»-r, 36-i-r, 46-*-r, 56H-r, etc. cujus progressionis

arithmeticae terminus generalis est ipsa formula mb-*-r, unde est nata.

i51. Formula mb-t-r etiam hoc modo (m-t-i) 6— 6-*-r potest repraesentari , sicque residuo

positivo r aequivalens censendum est residuum negativum — (6— r), unde patet idcam rcsiduorum

latius extensam etiam numeros negativos complecti.



20 L. EULERI OPERA POSTHUMA. Arithmetica.

i52. Hinc divisore 6 existente =2, formula numerorum imparium 2m-i-l ^tiam ita 2/w— 1

repraesentari potest; atque si divisor 6 sit =3, classis numerorum, qui per 3 divisi relinquunt

binarium, etiam formula 3m — 1 continetur; sicque omnes numeros in una harum trium formularum

3m, 3/w-i-l et 3m — 1 contineri necesse est.

153. Quare si residua negativa admittere velimus, omnes formulas mh±r ita repraesentare

poterimus, ut residuum r semissem divisoris 6 non superet. Si enim esset r ^^6, pro r sumamus

— (6 — r) eritque 6— r <C -^ ^*

15^. Simili modo cum sit mb -\-r={m — 1) 6 -h 6 -h r, residuo r etiam aequivalet residuum

b-^ ry vocabulo in latiori sensu accepto. Generatim erg-o residua minus proprie ita dicta 6 -i- r,

26-i-r, 36-Hr, etc. aequivalent residuo r proprie sic dicto.

155. Scilicet divisore existente 6, omnis numerus, etiamsi sit major quam 6, tanquam residuum

spectari potest, qui ad residuum proprie ita dictum reducetur, divisorem 6 inde toties auferendo,

quoties fieri licet, quod adeo negativa admittendo infra semissem ipsius 6 deprimi poterit.

156. Ita si divisor sit 6 et residuum 16, hoc residuum improprium reducetur ad proprium

kj atque adeo ad negativum— 2, sive istae formulae 6m-4-16, Qm-+-k-j 6//i— 2 pro aequivalen-

tibus sunt habendae, quia omnes numeri in una contenti simul in reliquis continentur.

157. Girca residua plures insig;nes proprietates perpendi oportet. Si numerus J per divisorem

d divisus, praebeat residuum a, numeri quoque J-^d, J-+-2d, J-+-3d, etc. idem relinquent

residuum a, at numerus A-^\ per eundem divisus dabit residuum «-*-!, et generaliter uumerus

A-t-n residuum dabit a-t-n, quod si excedat divisorem d, eo subtrahendo quoties fieri potest,

ad minimam formam reducetur.

158. Simili modo, si sumto divisore d, numero J residuum conveniat a, numeri quoque

A — d, A— 2dy A— 3d, etc. idem relinquent residuum, at numero A— 1 residuum conveniet

a— 1, et numero A — n residuum a — n, quod si forte sit.negativum, additione divisoris d ad

positivum reducetur.

159. Sumto divisore d, si numero A conveniat residuum a, numero vero B residuum ^,

aggregato horum numerorum A-+-B conveniet residuum « -i- /9 ,
quod congruit cum a-*- /3— d,

si forte sit a-t- /3 "^ d. Hinc patet si sit a~^ /3= d, fore A -t- B multiplum ipsius d.

160. lisdem positis, difFerentiae numerorum A — B conveniet residuum cc — /5, vel etiam

a— /5-f-d, si forte sit /3 "^ a. Unde si sit a= /3, seu si numeri A et B paria relinquant residua,

eorum differentia erit per divisorem d divisibilis.

161. Sumto divisore d, si numerus A praebeat residuum a, ejus duplum 2A dabit residuum

2a, vel etiam 2« — d, triplum vero 3A dabit residuum 3a, cujus, si sit majus quam d, minima

forma erit vel 3«— d, vel 3« — 2d. Atque in genere multipli cujusvis nA residuum erit na,

sive na — md.

162. Si divisore posito =d, numero A respondeat residuum a, numero vero B residuum /3,

producto AB residuum conveniet aj3, quod si forte majus fuerit quam divisor d, reducitur ad

a/3— d, vel a/3 — md.
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163. Erit enim 4= md-^ct et B= nd-\- ^, unde flt productum

AB = wi/id* -+- (m/9 -4- /la) d-*-a^y

cnjus partcs priores cum sint per d divisibiles, postroma «/? pro residuo haberi potest.

IG^. Hinc colligimus, si numerus J per d divisus relinquat residuum a, ejus quadrato J*

respondere residuum aa, ejusque cubo J^ residuum «', et potestati cuicunque ^" residuum «",

quod, divisione per d facta, porro ad minimam formam reducetur.

165. Quare si numero J per d diviso relinquatur residuum =1, omnes ejus potestates

J^^y /^*, y^*, etc. per eundem divisorem d divisi idem residuum relinquent =1. At si residuum

numeri ^ sit — 1 , aequipollens ipsi d— 1 ,
potestatum parium J\ ^*, A^, J", etc. residua erunt

-f- 1 , imparium vero — 1

.

166. Denique notandum est, si numerus A per d divisus praebeat residuum a, tum fore

J — ce per numerum d divisibile. Unde cum ^^" pro divisore d det residuum a", erit quoque

J"— a" per d divisibile.

Capnt VK,

De residuis ex divisione terminorum progressionis arithmeticae ortis.

167. Incipiamus a serie numerorum naturalium, cujus termini 1, 2, 3, 4-, etc. per divisorem

quemcunque d divisi, dabunt residua 1, 2, 3, h-, etc. donec perveniatur ad terminum d, cui resi-

duum convenit =0, sequentes vero termini d-i-1, d-t-2, dH-3, etc. eodem ordine residua

1, 2, 3, etc. reddent, usque ad 2d, cujus residuum iterum evanescit, et ita porro.

168. Sit jam proposita progressio arithmetica quaecunque

a, aH-6, a-4-26, «-#-36, a-^kb, a-t-56, etc.

cujus singuli termini per divisorem d dividantur, et ex primo oritur residuum a, quod idem ante

non recurret, quam perveniatur ad terminum a-*-n6, cujus pars nb per d divisibilis existat, et post

hunc terminum residua eodem ordine prodibunt atque ab initio (*).

169. Primo quidem statim liquet, hinc plura diversa residua resultare non posse, quam divisor

d contineat unitates. Unde, si ab initio jam tot diversa residua prodierint, necesse est, ut deinceps

priores iterum redeant. Semper autem terminus a-t-db, cujus index est d-t-i, idem praebet

residuum ac primus a.

170. Si differentia progressionis 6 fuerit factor divisoris d, vel si saltem b et d communem

habeant factorem cp, ut sit b = B(p et d= D<p, tum antequam ad terminum a-t-db perveniatur,

primum residuum a revertetur, scilicet hoc continget in termino a-*-Db, cujus index est D-*- i,

quoniam Db = BDcp = Bd per d est divisibile.

171. Hic ergo duos casus evolvi conveniet, alterum, quo divisor d et differentia progressionis

a sunt numeri inter se primi, alterum vero, quo sunt numeri inter se compositi, seu quo habent

quempiam factorem communem, praeter unitatem.

(*) Script. admarg. Haec residua excedent numero a residua orta ex progressione 0, h\, 2b, 36, h-b, etc.

quare banc evolvisse sufficiet.
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172. Si divisor d et differentia progressionis 6 fuerint numeri primi inter se, priraum residuum

a ante nonrecurrit, quam intermino a-i-db; si enim ex termino quodam antecedente resultaret, puta

a-t~(d n)b, esset (d— /i) 6, ac proinde etiam nb per d divisibile, ideoque etiam n, quod foret

absurdum.

173. Ad definienda ergo residua considerari oportet terminos progressionis , a primo a usque

ad (i-*-{d— 1)6, quorum multitudo est d, quos terminos ordine dispositos cum suis residuis ita

repraesentemus

:

Indices: 1, 2, 3, 4, 5, d

Progressio: a, a-i-by a-*-26, a-i-36, a-\-kb, a-\-(d — 1)6

Residua: a, /9, y, d, e, A

174. Primum ergo observo cuncta haec residua , quorum multitudo est =;:df, inter se esse diversa.

Quemadmodum enim primum a non amplius occurrere ostensum est, ita etiam secundum /3 semel

tantum adesse docetur. Si enim ex termino a-+-nb, existente n<Cd, idem oriretur residuum, foret

differentia terminorum (n — 1) 6 per d divisibilis, ideoque et n — i, quod repugnat.

175. Cum igitur omnia residua a, /3, 7, 5,....^ sint inter se diversa, eorumque multitudo

sit = d, inter ea omnes numeri ipso d minores una cum cyphra occurrent, numeri scilicet

0, 1, 2, 3y....{d— 1) occurrent, quorum multitudo pariter est =d.

176. Quare si r fuerit numerus quicunque minor quam divisor d, dabitur certe progressionis

terminus a-+-nb, existente n<Cd, qui per d divisus relinquat residuum r. Ac sumto r=0,

dabitur ejusmodi terminus a^nb per d divisibilis.

177. Si terminus a-f-7i6 residuum praebeat r, erit a-t-nb— r per d divisibile. Unde si 6

et d sint numeri inter se primi, et a — r denotet numerum quemcunque, semper dabitur numerus

n minor quam d, ita ut numerus a — r -4-716 fiat per d divisibilis.

178. Sit a-i-mb terminus per d divisibilis, existente m<Cd, ac terminus sequensa-t- (/«-1-1)6

residuum dabit 6, praecedens vero a-\-[m— 1) 6 residuum — 6, seu d — 6. Sit porro a-¥-nb

terminus, qui per d divisus unitatem relinquat, atque illo numero hinc ablato differentia {n— wi) 6

etiam unitatem relinquet.

179. Ponamus n— m=p, ut numerus f)6 per d divisus unitatem relinquat, sumtoque termino

ft-f-w6 per d divisibili, termino a -h (/n -*- jo) 6 conveniet residuum =1, termino a -*- (/w -+- 2/)) 6

residuum = 2 , termino a -\- [m -t- 3p) b residuum = 3 , et in genere termino a-\-(m-\- np) 6

residuum = n.

180. Si m-\-np fuerit majus divisore d, hic toties inde auferatur, donec remaneat numerus

k<Cd, et terminus a-t-kb per d divisus relinquet residuum = /i.

181. Facilius autem termini data residua relinquentes definiri possunt, dum innotuerit pro-

ductum pb, quod per d divisum relinquat unitatcm. Gum enim terminus primus a relinquat a, ter-

minus a -1- npb relinquet a-\-n.

182. Si ergo datum residuum fuerit = r, ponatur a-i-/i= r, et ob /i= r— a, invento p,

terminus residuum r praebens erit a-\-(r— a)pb', vel etiam generaliter a -1- ((r— f*)p — H^) 6,

ubi fi ita assumere licet, ut fiat (r— a) pz*zfid<Cd.
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183. Totum erg;o negolium huc redit, ut numeri b id investig-etur multiplum pb, quod per

d divisum unitatem relinquat. Cum itaque pb— 1 per d sit divisibile, posito pb— l—^d, numeros

p et q investigari oportet, ut fiat pb — qd==i. Semper autcm p infra d assignari poterit.

184-. Saepe ejusmodi productum nb facilius reperitur, quod per d divisum reiinquat d— 1,

seu — 1 ; tum autem hoc productum (d— tt) 6 residuum praebebit = h- 1 , ita ut invento n futurum

sit p= d— 7c. Tum igitur terminus a -h ((a— r) jizt: /ud) b datum residuum r relinquat.

185. Consideremus nunc etiam residua, quae oriuntur si differentia progressionis 6 et divisor

d non fuerint numeri intcr se primi. Atque jam vidimus, si factor communis sit 9), ut sit b^Bcp

et d=^D(p, jam terminum a-v-Bb idem praebere rcsiduum, quod primus a.

186. Quare si cp fuerit maximus factor communis numerorum 6 et d, quoniam primum resi-

duum fl, vel « demum in termino a-i-JJb recurrit, plura residua diversa locum habere nequeunt,

quam numero D: neque ergo omnes numeri divisore d minores inter residua occurrent.

187. Quo haec residua facilius scrutemur, ponamus esse a = 0, sintque termini progressionis

cum suis residuis:

Indices 12 3 4 D
Termini 0, %, 2%, 3% (D— 1)%
Residua 0, /?9?, ycp, d(py Xcp

manifestum enim est, si hi termini pcr d = D(p dividantur, residua quoque per q) esse divisibilia.

188. Nam si mB divisum per D praebeat residuum r, erit mB=nD-^r, ideoque mB^=nDq>-*-rq).

Uude si mBq) per Dcp= d dividatur, residuum erit rcp, multiplum ipsius 90. Cum igitur pro r

omnes numeri ipso D minores prodire queant, etiam inter illa residua omnia multipla ipsius ^p, quae

quidem divisorem d=Dcp non superant, occurrere debent, quorum multitudo utique est = D.

189. Si ad singulos terminos adjiciamus numcrum a, eodem singula residua augebuntur, quae

ergo ita se habebunt, existente b = Bcp et d = Dcp:

Indices 1 2 3 4 5 D
Termini a, a^b, a-¥-2b, aH-36, a-\-kb. . . . .a^^^D— 1)6

Residua a, a^^fp, a-^ycp, a-^bcp, a-^scp, a-i-Xq)

ubi series /9, y, d, s. . .X omnes numeros ipso D minores continet.

190. Hoc ergo casu ex serie residuorum excluduntur omnes numeri, qui numero a minuti

Don sunt divisibiles per q), seu maximum communem divisorem differentiae 6 et divisoris d.

191. Cum numeri B et D sint primi inter se, ejusmodi multiplum prioris, puta mB, exhiberi

potest, quod per D divisum, datum relinquat residuum r; tum autem nostrae progressionis terminus

a-^mBcp, seu a-^mb per Dq) = d divisus, relinquet residuum a-t-r^p^*).

Caput TII.

De residais ex divisione terminorum progressionis geometricae ortis.

192. Progressionem geometricam in genere ita repraesentamus: a, ab, ab^, ab^, ab* , ab^, etc.

(*) Script. ad marg. Methodus definiendi formulam ax-+-if, ut ea per datum numerum d fiat divisibilis.



2A L. EULERI OPERA POSTHUMA. Arithmeuca.

cujus termini, si per numerum quemcunque d dividantur, ejusmodi dabunt residua, quae facile ex

residuis hujus progressionis 1, 6, 6^, 6*, etc. coUigi possunt, his scilicet per a multiplicandis.

193. Haec erg-o de residuis quaestio ad meras potestates revocatur, ita ut residuum definiendum

sit, quod potestas quaecunque 6" per datum numerum d divisa relinquit. Ubi quidem casus distingui

convenit, quibus numeri b et d sunt vel primi inter se, vel compositi.

idk. Si sit b=pcp et d= q(py quaeratur residuum ex p"ff"~^ ortum, si per q dividatur;

illudque per q) multiplicatum dabit residuum ortum ex divisione numeri />"y" per g<jp, hocque modo

deducimur ad divisionem ejusmodi potestatis 6" per d, ubi 6 et d sint numeri inter se primi.

195. Sint ergo 6 et d numeri inter se primi^ et residua ex divisione potestatum ipsius 6

oriunda ita indicentur:

Potestates 1, b, b^ , 6', 6% b\ b\ b\ etc.

Residua 1, ot, /?, 7, 5, €, ^, tj^ etc.

quae omnia ad divisorem d quoque erunt prima, quia d ad omnes potestates ipsius 6 est primus.

196. Quia haec residua 1, «, ^, /, 5, etc. omnia sunt minora quam d, ea omnia a se invi-

cem diversa esse nou possunt. Quin si multitudo numerorum, ad d primorum eoque simul minorum,

sit fi, plura residua diversa resultare nequeunt, quam /li continet unitates.

197. Cum ergo innumerabiles potestates paria praebeant residua, si ponamus 6^" et b"^~*~"

idem dare residuum, harura potestatum differentia
6'""*""— 6"*= 6"'(6"— 1) per d erit divisibilis.

Quia igitur 6'" ad d est primus, sequitur 6"— 1 per d esse divisibile, seu potestatem 6" dare

residuum = 1.

198. Quia plura quam /u residua diversa occurrere nequeunt, si progressio ad terminum 6^

continuetur, ob terminorum numerum =^-+-1, unum saltem residuum bis occurret, sicque casus

ante positus contingat, antequam m-^n superet /f, unde potestas 6" residuum =1 reproducens

dabitur, ita ut n non superet /u.

199. Ponamus post unitatem 6" inOmam esse potestatem, quae per d divisa unitatem relinquat,

atque sequentes potestates 6""*"^, 6""^^, 6""^^, etc. eadem praebebunt residua, quae potestates initiales

6, 6^^, 6', etc. donec perveniatur ad potestatem 6^", quae iterum unitatem pro residuo relinquet.

200. Cum igitur a potestate 6" progrediendo eadem residua recurrant, atque ab initio, non

solum omnes potestates 6**, 6", b"^", 6^", 6*", etc. idem relinquent residuum 1 , sed etiam hae 6\

6"-*-^ 6^'*-*-', 6'"-*-^ 6*"-^', etc. idem habebunt residuum, quin etiam istae b"\ 6""^"', 6*"-*-'",

b^^~*'"\ etc. per d divisae aequalia residua relinquent.

201. Posita ergo 6" infima potestate unitatem pro residuo relinquente, ita ut n non excedat

/u, multitudinem numerorum ipso d minorum ad eumque primorum, omnes antecedentes potestates

1, 6, 6^, 6^, ....6"""^ disparia praebebunt residua, quae deinceps eodem ordine recurrent. Si enim

duo eorum essent paria, minor valor pro n haberetur, contra hypolhesin.

202. Quodsi ergo in residuis omnes numeri ad divisorem d primi eoque minores occurrant,

quorum multitudo est =-/Uj erit n=:ju, atque 6^*— 1 per d erit divisibile. Sin autem non omnes

illi numeri ad d primi inter residua occurrant, necesse est, ut sit n <C. ju. Ostendemus autem his

casibus n esse partem aliquotam ipsius /u.
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203. Si non omnes numeri ad d primi eoque minores, quorum multitudo est =/Uj inter

residua, quorum multitudo est =/i, occurrant, eos, qui ex ordine residuorum excluduntur, nomine

non-residuorum appcilabo, ita ut multitudo residuorum n cum multitudine non-residuorum exhaurire

debeat numerum /u,

20 V. Si in serie residuorum 1, c», ,6^ y, etc. occurrant numcri r et *, in ea quoque occurret

numerus rs^ seu residuum ipsi aequivalens. Si enim residua r el s respondeant potestatibus b^ et

6", potestati 6^"^'' respondebit residuum rs. Ilincque inter residua occurret numerus r^*^, sumtis

exponcntibus f et g utcunque.

205. Vicissim si potestati b^ conveniat residuum r, potestati vero 6^'"*"'' residuum rs, vel

rs— Ad, tum potcstati 6" conveniet residuum s. Nam producto 6^5 conveniet residuum rs, idem

quod potestati 6<'"'~''; hinc differentia 6"*^'

—

b^s= b^ (b"— s) per d erit divisibilis. Quare cum 6^'

ad d sit primus, necesse est sit 6"— s per d divisibile, sicque potestati b" respondebit residuum s.

206. Si ergo numeri r et rs inter residua reperiantur, certum est et numerum s ibidem

repertum iri. Quodsi jam series residuorum 1, a, /3^ /, d, etc, quorum numerus est =/i, non

omnes numeros ipso d minores, ad eumque primos complectatur, quorum multitudo est = ^,

dabitur unus pluresve, quos in classem non-residuorum referri oportet.

207. Sit cc tale non-residuum , ac manifestum est etiam hos numeros ax^ /?£c, yx, 8x, etc.

inter non-residua reperiri, nam si ax in residuis inveniretur, quia cc ibidem extat, etiam x ibidem

reperiri deberet, contra hypothesin. Ex unico ergo non-residuo necessario sequuntur tot non-residua

quot habentur residua, scilicet numero n. Sunt enira haec non-residua inter se aeque disparia ac

ipsa residua 1 , a, /?, y, S, etc. ac si ibi duo aequalia darentur, etiam hic talia esse deberent, quod

foret absurdum (*).

208. Statim ergo atque est n <C /u, ad minimum dantur n non-residua
,

quae si omnia com-

plectantur, erit tam residuorum quam non-residuorum numerus =/i-»-n, ipsi ju aequandus, unde

flt /i = — ; hiuc si /i < ^ , fieri nequit , ut numerus residuorum n semissem numeri ju superet.

209. Si in modo expositis non-residuis x, ax, /3xy yx, etc. non omnia occurrant, sit y
numerus <C d ad eumque primus, qui neque in his non-residuis neque residuis reperiatur, atque

simili modo etiam hi numeri ay, ^y, yy , etc. a praecedentibus diversi, ad non-residua referri

debent, sicque denuo n numeri ad non-residua accedunt.

210. Si his duobus ordinibus nondum omnia non-residua exhauriantur, novus ordo accedet,

pariter n terminis constans, ac fortasse denuo novus totidem constans terminis; unde colligitur

numerum omnium non-residuorum, nisi sit nullus, vel ipsi uumero /i, vel ejus duplo, vel triplo, vel

in genere multiplo cuicunque aequari.

211. Cum igitur omnia non-residua una cum residuis multitudinem omnium numerorum ipso

divisore d minorum ad eumque primorum exhaurire debeant, erit vel n=^ fi, vel 2/i= ^, vel

3/1= ^ etc. sicque semper exponens n est pars aliquota numeri fi.

(*) Script. ad marg. Si a; et y non-residua, erit y= cm? et ary= cMra?; jam si numerus non-residuorum

= numero residuorum, demonslrandum est xx inter residua contineri.

L. E n 1 e r i Op. posthuma. T. I. ||>
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212. Quodsi ergo b et d sint numeri inter se primi, et /u denotet multitudinem omnium

numerorum ad d primorum ipsoque minorum, tum vero 6" fuerit minima potestas post casum /i=0,

quae per d divisa unitatem relinquat, tum erit vel n = ^, vel n aequabitur parti cuipiam aliquotae

ipsius ^, ita ut sit n= - > existente m divisore quopiam ipsius fi.

213. Cum autem post potestatem 6" etiam omnes istae 6^", 6*'*, 6*", etc. unitatem pro residuo

agnoscant, semper potestas 6""*= 6^ per d divisa unitatem relinquet. Hinc dum 6 et d fuerint

numeri inter se primi , haec formula h'^— 1 semper per numerum d erit divisibilis.

214. Si praeterea etiam c et d! fuerint numeri inter se primi, quoniam c^— 1 divisionem per

d admittit, harum formularum differentia 6*"— c^ semper per numerum d erit divisibilis, dummodo

uterque numerus 6 ct c ad d fuerit primus.

215. Si pro d sumamus numerum primum p, erit fi=p— 1, atque haec formula b^~^— 1

semper erit per p divisibilis, nisi ipse numerus 6 fuerit multiplum ipsius p. Fieri autem potest, ut

forma simplicior f*— 1 etiam divisionem per /) admittat, ubi autem necessario requiritur, ut exponens

n sit pars aliquota ipsius p — 1.

216. Si divisor sit d=pq, existentibus p et q numeris primis inaequalibus, neque b alter-

utrum horum numerorum complectatur, tum oh ju= (p
—

1) (q— 1), haec forma b^P—^'»^^—^) —

f

per d erit divisibilis.

217. Ac si existentibus p, g, r, s numeris primis inaequalibus, fuerit d= p^q^r^s% ac b

numerus quicunque ad d primus, tum posito

m=p^-' {p — 1)
q"-' {q — 1) r""* (r— 1) s^-' (5—1),

haec forma 6^"— 1 semper per d erit divisibilis, atque interdum fieri potest, ut formula simplicior

6^—1, existente n parte quapiam aliquota ipsius m, divisibilis evadat.

218. Sed retineamus divisorem generalem d, sitque /u. multitudo numerorum ipso minorum

ad eumque primorum, pro 6 autem sumatur numerus quicunque ad d primus, cujus minima potestas

per d divisa unitatem reliuquens sit 6", atque vidimus necessario fore vel n= fi, vel n = —fi, vel111
n=—fi, vel n=~fi, vel n=—fi, siquidem jli tales partes aliquotas admittat; quos casus

diligentius evolvi conveniet.

219. Statim quidem suspicari licet, hoc discrimen ab indole numeri b pendere, ita ut pro dalo111
divisore d, certi numeri pro b sumti praebeant n = fi, alii n= —fi, alii n=—fi, alii n=~ fi,

seu adhuc minori parti aliquotae ipsius fi,

220. Quaecunque autem n sit pars aliquota ipsius fi , si binae potestates 6" et c" unitatem

relinquant, etiam composita (6e)" unitatem relinquet. Deinde etiam manifestum est potestatem

(6i±:Ad)" per d divisam, esse relicturam unitatem.

221. Cum potestas 6^ semper unitatem relinquat, quaeramus numeros pro 6 sumendos, ut

eliam 6»'" unitatem relinquat, quo casu ante omnia necesse est ut
fj,

sit numerus par, quod quidem

semper evcnit nisi sit d == 2.
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222. Si jam capiatur 6 = ec, ita ut e sit numerus ad d primus, certum est h~^'^=e'^ iinitatem

relinquere, quod eliam evenit si h= ee±Xd. Minores ergo numeri pro h sumendi sunt residua,

quae ex divisione numerorum quadratorum per d resultant, si modo quadrata ad d fuerint prima.

223. Simili modo potestas 6"3 ^ per d divisa unitatem relinquet, si fuerit 6 = e', et generalius

si b = e^±Xd. Minores ergo valores ipsius h idonei sunt residua, ex divisione cuborum ad d pri-

morum per ipsum numerum d orta. Evidens autem est hoc evenire non posse, nisi numerus ^ sit

per 3 divisibilis.

22^-. Si // per h sit divisibile, tum potestas 6"^^ per d divisa unitatem reb'nquet, si fuerit

h = e*f et generalius 6 = e*ztAd. Minores ergonumeri sunt residua, quae ex divisione biquadra-

torum per d oriuntur, iis scilicet tantum biquadratis sumendis, quae ad d sunt prima.

tL
225. In genere ergo, si numerus ju divisibilis sit per p^ potestas 6> per d divisa unitatem

relinquet, si capiatur 6= e^, vel adeo h= e^i*zXd, ita ut idonei numeri pro 6 substituendi sint

residua, quae ex divisione potestatum ordinis p per numerum d oriuntur, potestatibus illis ad d

existentibus primis.

226. SufQcit ergo pro 6 numeros sumsisse ipso d minores, qui quidem ad eum sint primi; atque

unitas quidem pro 6 sumta omnia residua unitati aequalia reddit, ita ut hoc casu semper sit /i= 1,

seu /1=—. Casus autem iste solus relinquitur, si capiatur divisor d= 2, quippe quo fit ju = i.

227. Sit divisor c?=3, erit fi= 2, et praeter casum 6 = 1, quo /i=i, habebimus casum

6 = 2, unde oritur progressio geometrica cum suis residuis

:

Progr. geom. 1, 2, 2% 2\ 2\ etc, ubiest/i= 2,

Residua 1, 2, I, 2, 1, etc. , seu n = ju.

228. Sit divisor d^k-f erit /li= 2, et praeter casum 6= 1, quo /i=l=— ^, habemus

casum 6 = 3.

Progr. geom. 1, 3, 3^, 3', 3*, etc, hinc ergo fit n= 2= fi

Residua 1, 3, 1, 3, 1, etc

229. Sit divisor d=5, erit fi = k, et habebimus hos casus

6=1 6 = 2 6 = 3 h= k

Progr. geom. 1, 1 1, 2, 2^ 2\ 2* 1, 3, 3*, 3^ 3* 1, 4, 4-*

Residua 1, 1 1, 2, 4, 3, 1 1, 3, J^, 2, 1 1, ^, 1

/1=1 n = k n = k /1= 2

duobus ergo casibus hic est n=hy uno /i= 2 et uno n= \.

230. Si divisor d = 6, erit
fj,
= 2, et duo erunt casus

6=1 6=5
Progr. geom. 1,1 1, 5, 5*

Residua 1,1 1 , ^ » 1

/1=1 /1= 2
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231. Si divisor d= 7, erit ^= 6 totidemque habentur casus

6=1 6 = 2 6 = 3

Progr. geom. 1, 1 1, 2, 2^ 2» 1, 3, 3^ 3», 3% 3', 3*

Residua 1, 1 1, 2, *, 1 1, 3, 2, 6, k, 5, 1

n = l /1 = 3 /1 = 6

6 = ^

1, A^, ^^ k^

1, 4, 2, 1

/1= 3

6 = 5

Progr. geom. 1, 5, 5^ 5^ 5% 5', 5'

Residua 1, 5, ft-, 6, 2, 3, 1

/1= 6

6=6
i, 6, 6^

1, 6, 1

/1 = 2

232. Si divisor ti= 8 , erit ^=k totidemque casus

6 = 1 6 = 3 6 = 5

Prog. geom. 1, 1 1, 3, 3* 1, 5, 5*

Residua 1, 1 1, 3, 1 1, 5, 1

n= I /1 = 2 /1= 2

1 1

nuUo ergo casu erit w = ^, sed tribus /i=— //, et uno casu n=~/u.

233. Si divisor sit (i= 9, erit ^= 6 totidemque casus

6 = 7

1, 7, 7»

1, 7, 1

/1= 2
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n

aliquota ipsius n. At si minor potestas ipsius c, puta c, relinqueret unitatem, etiam talis potestas

ipsius 6 relinqueret unitatem, quod cum sit contra hypothesin, sequitur, si 6" fuerit minima potestas

unitatem relinquens, etiam c" fore minimam potestatem 1 relinquentem.

2k\. Ita posito d= 13, quia 5* est minima potestas unitalem relinquens, si sit 5c=l3A;-+-i,

erit quoque c* minima potestas unitatem relinquens. Verum ut fiat 13/c-+-l per 5 divisibile, sumi

debet A:=5A — 2, eritque c=13A— 5, cujus minimus valor est c = 8, ita ut etiam 8* sit

minima potestas per 13 divisa unitatem relinquens.

2k2. Quicunque autem fuerit numerus 6 minor quam d ad eumque primus, semper quoque

dabitur numerus c, etiam minor quam d ad eumque primus, ut sit fec= /cd-i-l, neque plures. Si

enim duo dentur, ut esset tam 6c = M h- 1 ,
quam be= ld-+- 1 , foret hc — be = b (c— e) per d

divisibile, unde ob 6 et d primos, esset c— e per d divisibile, quod cum c et e sint minores quam

dy fieri nequit, nisi sit e = c. Hoc autcm evenire potest, ut fiat c= b^ quod semper contingit, si

sit vel 6= 1 , vel 6 = d — 1.

De potestatibus numerorum, quae per numeros primos divisae, unitatem relinquunt.

2^3. Quodcunque residuum potestas a" per numerum d divisa relinquit, idem etiam relinquent

omnes potestates ejusdem exponentis (a-i-Ad)", atque si n fuerit numerus par, idem residuum

relinquet etiam potestas {Xd— «)", unde judicium residuorum ad numeros a divisore d minores

revocatur.

2hk. Sit jam divisor d numerus primus quicunque, et quia binarius nullam habet difficultatem,

ponatur d = 2/) h- 1 , eritque 2p multitudo numerorum ipso d minorum ad eumque primorum. Jam

si a sit numerus quicunque ad d primus, quod fit dummodo a non sit d ejusve multiplum, vidimus

ejus potestatem a*^ per d= 2/) h- 1 divisam semper unitatem relinquere.

2k^. Saepe autem evenire potest, ut etiam potestas inferior a", existente /i < 2/), per eundem

numerum d= 2p-\-i divisa unitatem relinquat; tum autem exponens n certo est pars aliquota

ipsius 2p. Quod ergo si evenit, non solum formula a^P— 1 , sed etiam formula a"— 1 per numerum

primum 2/) -- 1 erit divisibilis.

2^6. Quod si ergo formula a"— 1 fuerit divisibilis per numerum primum 2/)H-i, erit etiam

formula a"'"— i divisibilis, unde cum formula a^^ — 1 certo sit etiam per 2p-\-\ divisibilis, erit

etiam dilTerentia a'""— a^P^ seu a'^^' {a"'"~^P — 1) divisibilis; quare cum factor a^^ divisionen non

admittat^ alter «""""V

—

\ divisibiiis sit necesse est, quicunque numerus pro m sumatur.

2kT. Sit A maximus communis divisor numerorum n et 2p; ac si formula a" — i fuerit divi-

sibilis per numerum primum 2/) -t- 1 , etiam haec formula a'^— 1 per 2/) -i- 1 erit divisibilis. Sit

enim n = al et 2p= /SX^ ut « et /? sint numeri primi inter se, et quoniam tam a'^^ — 1 quam

aP^'— I sunt multipla ipsius 2/) -h i , etiam hae formulae a^""^— i et a'*'^^ — 1 erunt multipla. At

ob a et /9 numeros primos, fit et f iisi accipi possunt, ut fiat /««= »^/5 -i- 1 , unde dilferentia erk
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^v/3/?-f->?

—

a^t^^=::a^i^''- (^a^ — i), quae cum sit divisibilis per 2/)-t-l, necesse est sit a^ — i per

2p H- 1 divisibile.

2'f 8. Si ergo n sit numerirs ad 2p primus, forma a"— t divisibilis esse nequit per numerum

primum 2/) -- 1 , nisi sit a— 1 pcr eundem divisibiie. Unde si a — 1 non sit multiplum numeri

primi 2/)-t-l, formula a" — 1 per eum divisibilis esse nequit, nisi n et 2p sint numeri inter se

compositi, quorum si maximus communis divisor sit X, adeo haec formula a^ — 1 per 2/)-h 1 erit

divisibilis.

249. Si igitur a" fuerit minima potestas ipsius a
, quae per numerum primum 2p-i- i divisa

unitalcm relinquit, tum certe est n pars aliquota numeri 2p. Tum autem si fuerit ab= k (2p-»-l)-i-l,

erit etiam 6" minima potestas ipsius 6, quae per 2p -t- i divisa unitatem relinquit.

250. Si n sit numerus primus et formula a" — 1 divisibilis per numerum primum 2p-i- 1,

vel erit n pars aliquota ipsius 2p (quia alius communis divisor locum non habet), vel si fuerit ad

2p primus, numerus a— 1 per 2p-t-i erit divisibilis. Quare praeter divisores ipsius a — 1 formula

a"— 1 alios divisores primos non admittit, nisi hujusmodi formae 2/) -i- 1 , nt 2p sit multiplum

ipsius n. Unde omnes ejus divisores primi in hac forma 2mn -t- 1 continebuntur.

251. Quare haec forma a'— 1 praeter divisorem a — 1 alios divisores primos non admittit

nisi formae Gm-nl, qui sunt 7, 13, 19, 31, 37, k3j 61, 67, 73, 79, 97 etc. Cum erg^o aa-t-a-i-1

sit factor ipsius a' — 1 , etiam is per nullos alios numeros primos est divisibilis.

252. Simili modo forma a* — 1 practer divisorem a— 1 alios non habet, nisi qui in forma

10m-*-l contineantur, quales sunt 11, 31, k-i , 61, 71 etc. Quare etiam tales numeri

a* -t- a' -H a^ -I- a -I- 1

,

nisi sint primi, alios divisores non admittunt.

253. Quoniam numeri perfecti inveniuntur, quoties formula 2" — 1 est numerus primus, primum

patet hoc evenire non posse, nisi n sit numerus primus. At si n fuerit talis, formula 2"— 1 certe

alios non habet divisores nisi formae 2m/i-i-l, unde exploratio utrum sit primus, nec ne? faciliori

negotio absolvitur.

25%. Cum a^^P — 1 semper sit divlsibile pcr numerum primum 2/>-4-l, illa autem forma constet

factoribus a^— 1 et a'" -i- 1 , necesse est ut alteruter pcr 2p-{- i sit divisibilis. Vidimus autem,

si sit a = cezt: A (2/)-f- 1), fore a^' —-1 divisibilem; his ergo casibus formula a'' -i- 1 per 2/) -i-

1

certe non est divisibilis.

255. Hic quaestio oritur, num forte semper formula a^'— 1 per 2/)-f-l sit divisibilis? ideoque

nunquam altera a^'-*-l, quod casu, quo p est uumerus impar, statim negandum esse patet. Quia

enim tum a^-i-l factorem habet a-i-1, ista formula sumto a= 2p manifesto per 2p-*-l fit

divisibilis.

256. In gcnere autem sequcnti modo ostendi potest formulam a"— 1, existente /i < 2p, non

semper divisibilem esse per numerum primum 2/) -*- 1 , sed dari utique ejusmodi numoros pro a

adhibendos, quibus divisio formulae a"— 1 non succedat, quod per deductionem ad absurdum

sic commodissime dcmonstrabitur.
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257. Qui enim hoc negaverit, afQrmare debet omnes has formulas 1"— 1, ^"— 1, 3"— 1,

l^.n I 5" l,....7i'*— 1 per 2/) -1-1 esse divisibiles, ideoque etiam earum differentias tam primas

2«— 1, 3"— 2", 4-"— 3", 5" — 4", etc. quam secundas 3" — 2.2" -i- l'*, ^t"— 2 3" -t- 2",

5" 2.^" -*- 3", etc. et sequentes omnes.

258. Differentiae autem ordine n sunt constantes, quae si littera N indicentur, ita exprimuntur

ut sit iV=(/i-i-ir—n.n"-4-^^^^(n--l)»-"^"~'^^p^\/i.-2r-H etc. cujus expressionis

valores pro variis valoribus ipsius n facile colliguntur

:

Si /1 = 1 est iV=2 — 1=1
n = 2 ^^=3^^— 2. 2^-H 1 = 2=1.2
n=3 iV=4«— 3. 3*H- 3.2«— 1 = 6 = 1.2.3

n = k iV=5* -^.4^*-h6.3*— ^.2*-+-l=2!^= 1.2.3.^

etc.

P= (/i-t-2r-^-(/t-*-l) {n-^ir--^^^^^n^--^--
^''-^l;^l-'\

n-i)"--^-^etc.

P==(„^l)«-^i__(n-4- I) /i"-^»-H^--^^(/i — l)
"-*-»—

etc.

259. Ad quod clarius ostendendum sit, pro n scribendo /i-t-1

:(/l-|-2)"-*-'— (/l-t-1) (/l

et a termino antcriori incipiendo

P = (/1-1-1)"

At valor ipsius N ita repraesentari potest

iV= (« H- 1) "— /i"'^* H-i^ ('i— 1)
"-*-

' —^TsX^'^— 2)
"-** -- etc.

quae per /i-h 1 multiplicata praebet valorem ipsius P, ita ut sit P= (/i-t-l) iV.

260. Cum igitur casu /i=i sit iV= 1 , casu /i = 2 erit i\'= 1.2, casu /i=3 erit iV= 1 .2.3,

et in genere pro numero quocunque /i erit iV= 1 .2.3. . . ./i. At haec dlfferentia ordinis n non

est divisibilis per numerum primum 2/)-t-l, ob /i < 2/), unde sequitur non omnes terminos seriei

§257 expositae por eum esse divisibiles.

261. Sit 6/) -f- 1 numerus primus, et cum forma a^^— 1 per eum sit divisibilis, nisi a

ejus sit multiplum, dabuntur casus, quibus etiam d^ — 1 per eum dividi poterit, scilicet sumto

a = e^z±:X (6/) H- 1). Tum vero etiam dantur casus, quibus formula a^^— 1 non erit divisibilis per

istum numerum primum 6/) -*- 1 , uti ex demonstratione modo allata patet.

262. Cum ante ostenderimus formulam a^^ — 1 fore per 6/> -f- 1 divisibilem, si fuerit

a = cc zt A (6/) -t-
1 )

,

nunc colligere licet, si numerus a simul in hac forma ccdzX (6/)-t- 1) et in hac c«±A (6p-i- 1)

contineatur, tum etiam formulama''— 1 per 6/)h- 1 fore divisibilem, id quod quoque continget si

fuerit a= c^ zt A (6/) -i- 1).

263. Si sit 4/)-t- i numerus primus, ut a*^— 1 per eum sit divisibile, tum adeo a^— 1 per

eum dividi poterit, si fuerit a= c*=t A {kp-¥- i). Dantur vero etiam casus, quibus formula a''—

1

divisionem non admittet: iis ergo vel a^-f- 1 , vel a*''-i- 1 certe per kp-*-i erit divisibile.
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Caput IX.

De divisoribus nuinerorum formae a"±b".

2Qk. Posito 2p-t-i numero primo, dum a et 6 ejus non sint multipla, tam haec formula

a^^'— I quam ista 6*^'— 1 per eum erit divisibilis; ideoque etiam earum diflerentia a^^— b^^ semper

per numerum primum 2p -t- i divisioncm admittet.

265. Ponamus jam numerum a"— 6" divisibilem esse per numerum primum 2p -f- 1 , et ut

exploremus, quomodo hoc fieri possit, ponamus cp esse maximum communem divisorem numerorum n

et 2p, ita ut posito n= ci(p et 2p= /3(p, numcri a et /? futuri sint primi inter se.

266. Cum autem « et ,8 sint numeri primi inter se, fieri potest /ua= p/3 -*- i. Quare cum

a«9'_6«9' per 2p -i- i sit divisibihs, etiam ^'''"f—b^'"^ hoc est a^^^-*"*^''— 6^»'^-*-*^*'
erit divi-

sibilis, tum vero ob a^^— 6^^, quoque hic numerus a^'^^— b^'^f
^ nec non idem per «'' multiph'catus,

scilicct a^^^-*-^^^— a^t^'^^^

267. Auferatur hacc posterior forma a praecedente, et diffcrentia a^6''^''— fe^''^-^*^9'=6*''^?'(a''—6'')

divisibiiis erit per numcrum primum 2p-v-i. At b'*'>^^ per eum non est divisibilis, ergo alter factor

a^— 6?' divisibilis sit ncccsse cst.

. 268. Quare si numcrus a"— 6" divisibilis sit pcr numerum primum 2/)-f-l, fueritque 9?

maximus communis divisor numcrorum n et 2/), etiam hic numerus af — 6'' per 2p-t~i divisibilis

erit, et nisi posterior divisionem admittat, ne prior quidcm admittet.

269. Quodsi ergo n ct 2p fucrint numcri intcr se primi, seu unitas maximus eorum communis

divisor, nisi a — b sit divisibilc per 2p-t-i, etiam a"

—

b" pcr hunc numerum primum divisionem

non admittet.

270. Divisores ergo primos numeri a"— 6" investigaturi , practer divisores ipsius a— 6, qui

sponte se ofTerunt, reliquos quaerere dcbcmus inter eos numeros primos 2p-f-l, in quibus 2p ad

n non est primus , scd compositus.

271. Unde si n sit numcrus primus, omnes divisores numeri a" — b'* praeter eos, quos a— 6

continet, tantum inter numeros primos hujus formae A/i-hI quaercre dcbcmus, siquidem a et 6

sint numeri primi inter se, quam conditionem adjici debere manifestum est.

272. Pro variis ergo valoribus ipsius n divisores primi formae a"— 6" praeter a— 6 quaeri

debcnt, ut sequitur: (*)

formae

a» —6*

a« —6'

a' —6*

a' —b'

a''— b''

divisores quaeri debent inter hos numeros primos:

2A-f-1...3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, nullis exclusis

3XH-1...7, 13, 19, 31, 37, 43, 61, 67, 73, 79, 97, etc.

5A-I-1...11, 31, M, 61, 71, 101, etc.

7^-Hl...29, W, 71, 113, 127, etc.

lU-i-1...23, 67, 89, 199, 331, etc.

etc.

(*) Script. ad tnarg. 1. Ad divisores formae a" — b" etiam accedere potest ipse mimerus n. 2. Ex

«3— fe3 sequitur numerum aa-¥~ab-i-bb alios divisores habere non posse nisi 3A-t-l; ergo 3A — 1

certe non sunt divisores.

L. Ealeri Op. postbaina. T. I. 5
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273. Si n non sit numerus primus, sed productum duorum primorum, puta n= a/3y divisores

primi formae a^'^— 6"'' praeter a— b continentur in forma 2/)-h1, existente 2p ad a^ non primo,

unde, prout vel «, vel /^, vel adeo «/5 fuerlt maximus communis divisor, forma divisorum primo-

rum erit vel Xu-+-i, vel X.<i-t-l, vel Xu/3 -h- I, in quarum prima A non debet continere /:?, in

secunda autem non «, in tertia vero non limitatur.

274^. At divisores formae A«-+-l simul divident a"— 6", et divisores formae X/3 -^ i simul

hanc a^—b^j siquidem in priore ^ sit numerus primus ad /9, in posteriori autem ad a.

275. Quare si formulae a"^^— 6"'^
ii tantum divisores desiderentur, qui non simul dividant vel

a^— 6"^ vel a^^b^f ii quaeri debent inter numeros primos formae A,w^<?h-1; sin autem tantum

divisores formae a"— b"^ excludere velimus, reliquos inter numeros primos X^-i-i quaerere debemus.

276. Sit «= 2 et /5=2, atque omnes divisores primi hujus numeri a*— 6*, qui non simul

dividant a^

—

b^ , continebuntur in forma kX-+-i; hique ergo divisores erunt numeri a^-f-6'^; unde

patet numeros formae a*-i-6* alios divisores primos non admittere, nisi qui sint formae kX-^i.

277. Sit a= 3 et /3 = 2, atque omnes divisores primi numerorum a*— 6', qui non simul

dividant a^— 6^, continentur in forma 2A-4-1; qui autem insuper quoque non a*

—

b^ dividant, in

hac 6A-4-1; hi ergo erunt divisores formae a*— a6-»-6*, neque tales numeri alios divisores

agnoscunt.

278. Ex his in g-enere colligimus, si definiendi sint divisores numeri a^'"— 6*"*, qui non simul

sint divisores numeri a"^— 6"*; hoc est, si desiderentur divisores numeri a'"-^b"\ eos inter numeros

primos hujiis formae 2Xm-\-i quaeri oportere. Hinc autem excluditur divisor a-i-6, si m sit

numerus impar,

279. Ita pro variis valoribus ipsius m faciamus hanc tabulam:

Numerorum

formae

a*-4-6^

a"-f-6*

a*-f-6*

a'-v-b'

a'-\-b'

a'-*-b'

a^-^b^

divisores quaeri debent inter numeros primos

formae

U-Hl qui sunt 5, 13, 17, 29, 37, 41, 53, 61, 73, 89, 97

6^-1-1 7, 13, 19, 31, 37, 43. 61, 67, 73, 79, 97

8A-f-l 17, 41, 73, 89, 97, 113, 137, 193

10Ah-1 .11, 31, 41, 61, 71, 101, 131, 151, 181

12;i-4-l 13, 37, 61, 73, 97, 109, 157, 181, 193

14A-f- 1 29, 43, 71, 113, 127, 197, 211, 239

16A H- 1 17, 97, 113, 193, 241, 257, 337

etc.

hic casus, ubi exponens est potestas binarii, prae reliquis sunt notandi, quia in reliquis g-eneratim

divisores assignari possunt. Tales ergo numeri a* -i-6^ alios divisores primos non habent, nisi

qui in forma 2" "*~
* A -i- 1 contineantur.

280. At a" — 6" dividi poterit per numerum primum /w/i -4- 1 , si numeri a et 6 ita fuerint

comparati, ut ax"'— by'" fiat divisibile per /w/i-i-l; dum scilicet pro x et y numeri assignari

queant, quibus ista conditio adimpleatur, tum ccrte a"— 6" per mn-h-i erit divisibile.
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281. Si enim ax'"— by'" sit divisibile per wm -+- 1 , tum etiam a"x"'"— f)"y"'"^ erit divisibile.

At semper dlvisibilis est haec forma a?'"" — y'"", ideoque etiam ista a"x"'" -^ a"y"'", quamobrem

etiam difTerentia a"y"'"— b"y"'", ac proinde a"— b" per numerum primum m/i-f-1 divisibile erit.

282. Si ergo pro a et 6 ejusmodi numeri assumantur, ut a"— b" non sit divisibilis per nume-

rum quempiam primum mn-t-i, tum nulli numeri pro x et y assignari poterunt, ut ax'"— by'"

per eundem numerum primum mn~*~i divisionem admittat, nisi quidem uterque numerus x et y sit

ejusdem multiplum, statuuntur autem x et y primi inter se.

283. Sic cum 2*— 1 tantum per 3 sit divisibile, fueritque 2m-4-l numerus primus, tum nisi

sit M = 1 , nullus numerus in hac forma contentus 2cc'"— y^" per illum numerum primum 2m -- 1

dividi poterit:

ita posito niillus numerus divisibilis erit per

m = 2 2£c^— j^ 5

m= 3 2£c* — j^ 7

m = 5 2cc* — y^ 11

w = 6 2x^—7« 13

etc.

Capiit X.,

De residuis ex divisione quadratorum per numeros primos ortis,

284^. Quod residuum relinquitur, si quadratum a^ per numerum quemvis d dividatur, idem

quoque relinqultur, si haec inOnita quadrata (nd±a)* per eundem numerum d dividantur.

285. Quare si residua examinare velimus, quae divisione numerorum quadratorum per datum

numerum d relinquuntur , sufficiet quadrata considerasse
,

quorum radices sint ipso hoc divisore d

minores, ideoque haec

1, ^, 9, 16 {d^h)\ (d-3)^ {d-2)\ (d-l)',

quorum numerus est d — 1.

286. At quadrata extrema 1 et {d— 1)*, et quaevis bina, ab extremis aeque remota, paria dant

residua; unde si d— 1 sit numerus par, plura residua diversa resultare nequeunt, quam — (d — 1),

1

et si d — 1 est numerus impar , ob unum in medio positum
,
quam ^ d.

287. Sit jam d numerus primus, et quia binarii judicium in promtu est, ponatur d=2p-*-i,

cum nunc omnia residua ex his quadratis resultent 1, k, 9,...(/) — 2)^, {p — 1)^, jo*, eorum

numerus major esse nequit quam p, unde manifestum est non omnes numeros ipso d = 2p-*- i

minores, quorum multitudo est 2p, inter residua occurrere, sed ad minimum eorum semissem excludi.

288. Primum autem dico, omnia residua ex his quadratis 1, 4, 9.../)* oriunda inter se esse

inaequalia; si enim duo quadrata ipso p"^ non majora, puta m^ et /i*, idem darent residuum, eorum

differentia wi*

—

n"^, ideoque vel m— n, vel m-\-n per divisorem primum d= 2p-4-l esset divisi-

bills, quod, cum, oh m ^i-^d et n < —d , sit /w -h /i minus quam d, tieri nequit.

«
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289. Cum igitur omnia residua, ex divisione quadratorum 1, k, 9...p^ per numerum primum

d= 2/)-4-l orta, sint inaequalia, ea ita repraesentemus

:

radices 1 2 3 k 5 6 p

quadrata 1 \ 9 16 25 36 p^

residua 1 a l3 y 8 « n

et multitudo horum residuorum erit =/).

290. Cum jam multitudo omnium numerorum ipso divisore 2p -h 1 minorum, qui simul ad

eum sunt primi, sit =2p, patet horum numerorum semissem ex ordine residuorum exchidi, quos ideo

non-residna appellemus. Erit ergo multitudo non-residuorum pariter ==/>, quae litteris germanicis

2(, 93, ^, T), etc. indicemus.

291. Si ergo pro quovis divisore primo 2p -t- i haec non-residua invenerimus, affirmare

poterimus, nullum dari numerum quadratum xx, ita ut xx— % esset per 2/) -h 1 divisibile, deno-

tante 2( non-residuum quodcunque. Ac tales formulae xx — % per 2p -+- i individuae tot semper

exhiberi possunt, quot p continet unitates.

292. Pro quovis ergo divisore primo 2/)-+-l numeri ipso minores distinguuntur in duas classes,

quarum altera residua, altera vero non-residua complectitur, et utraque totidem continet numeros,

ita ut quasi cuivis residuo suum respondeat non-residuum. Indolem ergo harum duarum classium

accuratius scrutari conveniet.

293. Si in ordine residuorum occurrant duo numeri m ct n, in eodem quoque occurret eorum

productum mn, seu residuum ei aequivalens. Oriatur enim residuum m ex quadrato a* et n ex 6*,

atque ex producto a^b'^, quod pariter est quadratum, orietur residuum mn.

2dk. Si ergo inter residua sit numerus quicunque m, ibidem quoque reperientur omnes ejus

potestates m^, m*, m*, etc, vel residua iis aequivalentia. Tum vero si praeterea adsit numerus /i,

in codera residuorum ordine quoque aderunt numeri mn, m^^n, mn^ et in genere m^Ai^

295. Ordo ergo residuorum 1, «, ^, /. . . .tt, pro quovis divisore primo 2/) h- 1 , hanc in-

signem habet proprietatem, ut in eodem quoque producta ex binis pluribusve terminis quibuscunque

occurrant, siquidem socundum indolem residuorum ad minimos valores*revocentur.

296. Hoc eo magis est notatu dignum, quod ordo residuorum detcrminato terminorum numero

constat, quorum scilicet numerus tantum sit =/), cxclusis fotidem numeris non-residuis. Hoc tamen

non obstante, quomodocunque residua per multiplicationem inter se combinentur, tamen perpetuo

numeri in eodem ordine jam contenti occurrunt.

297. Sit m numerus quicunque in ordiue residuorum occurrens, divisore primo existente 2p-*-l,

ac supra vidimus, si termini progressionis geometricae 1, m, m*, /n", m*, etc. per 2/> -i- 1 dividantur,

•nter residua quoque omnia producta ex binis contineri; sicque in residuis harum potestatum nulli

occurrent numeri, qui non simul in resichiis quadratorum reperiantur.

298. Cum igitur multitudo residuorum, cx potestatibus oriundorum, superare nequeat multitudinem

ex quadratis ortorum, quae est =p, manifestum est vei potestatem m^, vel adhuc inferiorem residuum
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praebere =\. Quod quldeni jam ostendimus, nam si m ox quadrato aa oriatur, erit m= aa— k(2p-¥-i);

et m^'— 1 manifesto per numorum primura 2p -t- 1 est divisibile.

299. Sed ad rcsidua quadratorum revertentes notemus, si ibi occurrant numeri m et m/i, tum

etiam necessario ibidem numerum n repcriri debere. Si enim residuum m oriatur ex quadrato aa, et

mn ex quadrato 66, ex naa quoque residuum mn nascctur, undc 66 — naa pcr 2/)-+- 1 erit divi-

sibile, existentibus a et 6 ad 2/) -+- 1 primis. >;

300. At si 66 — naa divisibiie est per 2p -t- i , etiam (b -t-k (2/> -i- I ))^— naa crit divisibile.

Semper autem k ita assumere licet, ut flat b-h-k{2p-t- i)=:ac, seu ut k{2p-\~ 1) per a divisum

reiinquat 6. Dabitur erg-o numerus c, ut sit aacc — naa^ hoc est cc - n per 2/)-+-l divisibile,

quare quadratum cc dabit residuum n.

301. Si in ordine residuorum sit numerus a, non-residuorum vero numerus 2(, productum

a'^ in ordine non-residuorum ccrte reperietur. Si enim in ordine residuorum esset, ibidem quoque

foret ?(, contra hypothesin.

302. Si in ordine residuorum occurrat productum mn, ejusque altcr factor m in ordine non-

residuorum, alter quoque n certo in codcm ordine non-residuorum reperietur; si enim hic n esset

in residuis, eodem quoque m pertineret.

303. Si duo non-rcsidua li et 33 in se ducantur, productum incidet in ordinem residuorum.

Nam cum in ordine residuorum omnia quadrata occurrant, primo evidens est omnia quadrata 2i^

33*, (5*, etc. ibi esse; quod vero etiam producta binorum 2(23 ibidem reperiantur, ulteriori indiget

probatione jam instituenda.

^OIh. Gognitis residuis 1 , a, /?, 7, etc, quorum numerus est =/>, divisore primo existeute

2/)-*- 1 , non-residua quidcm eo ipso dantur, cum sint reliqui numeri minores quam 2/>-f-l, quorum

numenis itidem est =p. At dato uno non-residuo 2(, reliqua omnia ex ipsis residuis ita determi-

nantur, ut sint li^ a7(, /52(, ylij etc, reductione scilicet ad minimos tcrminos facta. Sunt enim hi

numeri inaequales inter se, et eorum multitudo =/>•

305. Duo ig:itur quaecunque non-residua © et (J spectari possunt tanquam hujusmodi producta

52( et eli, existentibus 5 et.e residuis, li vero non-residuo; unde productum duorum quorumvis

non-residuorum erit ^(i = belili, ubi 8s utpote productum duorum residuorum in ordine residuorum

reperitur.

306. Tum vero in ordine residuorum occurrit etiam ^C^, quia in eo omnia plane quadrata,

seu residua aequivalentia repcriuntur. Quare cum tam be quam lili sit residuum, corum productum

quoque ®^ residuum sit necesse est, sicque productum duorum quorumvis non-rcsiduorum certe

in ordine residuorum continetur.

307. Combinatio ergo duorum numerorum pro indole residuorum et uon-residuorum ita se habet:

1. Productum ex duobus residuis est rcsiduum.

2. Productum ex residuo et non-residuo est non-residuum.

3. Productum ex duobus non-residuis cst residuum.
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308. Non mediocriter haec illustrabuntur , si residua et non-residua ex divisione quadratorum

per numeros primos contemplemur:

divisor
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kq — 1 — a erit non-residuum, seu nullum datur quadratum, quod per hq— i divisum, relinquat

kq — 1 — «.

315. Cum igitur u quodcunque quadratum denotare possit, puta nn, nullum datur quadratum,

quod numero kq— 1

—

nn minutum, per kq— i dividi queat. Hinc mm — {hq — i — nn) , seu

mm-\-nn nunquam per numerum primum formae kq— 1 divisibiie existet, nisi forte uterque numerus

m eX n seorsim per eum sit divisibilis.

316. Demonstratum erg-o est summam duorum quadratorum inter se primorum dividi non posse

per ullum numerum primum hujus formae kq — !. Quodsi ergo talis binorum quadratorum summa

habeat divisores primos, ii certo erunt hujus formae kq-v-i, remoto scilicet binario, qui etiam

quandoque divisor esse potest, ambobus quadratis sumtis imparibus.

317. Quando residuorum complementa inter residua deprehenduntur, complementa non-resi-

duorum etiam erunt non-residua; ac si unius residui complementum fuerit non-residuum, omnium

residuorum complementa erunt non-residua, atque complementa omnium non-residuorum vicissim

erunt residua.

318. Si divisore existente 2/9-1-1, sit p numerus par, his solis casibus evenire potest, ut

residuorum complementa quoque sint residua; quod autem semper sint residua, hinc nondum est

evictum. Ad hoc autem comparari debent haec residua cum residuis ex serie potestatum ortis, ab

eodem divisore 2/) -*- 1 , si series potestatum ita fuerit comparata, ut multitudo residuorum aequalis

sit multitudini non-residuorum.

319. Sit 1, a, d^, a^, etc. hujusmodi series potestatura, quae /) residua diversa praebeat, divisore

existente primo =2p-t-i, ita ut omnia residua futura sint 1, a, a^, a^....o''~*, ipsas scilicet

potestates tanquam residuis aequivalentes adhibendo. Non-residua autem sint totidem numero, ita

expressa: A , Aa, Aa^, Aa^, Aa^"^,

320. Hic jam residua, pariter ac residua quadratorum, ita sunt comparata, ut 1) ab unitate

incipiant, 2) producla binorum residuorum quoque sint residua, 3) producta ex residuo et non-

residuo inter non-residua occurrant, unde concludere licet producta ex binis non-residuis iterum

in ordinem residuorum transire.

321. Si a^— 1 divisibile sit per 2p-f-l, tum a certe est residuum quadratorum. Si enim

esset non-residuum , omnia reliqua residua, quae sunt a«, a,3, ay, etc. eandem haberent proprietatem,

ideoque omnes numeri x ita essent comparati, ut x^— 1 per 2p-k-i dividi posset, quod est

absurdum (*). ,

322. Cum enim in residuis quadratorum res ita se habeat, ubi numerus non-residuorum

aequalis est numero residuorum, si in residuis potestatum secus eveniret, et producta ex binis non-

residuis iterum darent non-residuum, niultitudo non-residuorum superaret multitudinem residuorum,

contra hypothesin.

323. Hoc autem firmius ita ostendi potest: Cum A quodvis non-residuum denotare possit, ac

tum aliud quodvis non-residuum ita repraesentari possit, ut sit Aa"
, productum binorum non-

(*) Hic paragTaphus in autographo margini adscriptus est.
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residuorum orit /^/^a", quod si esset non-residuum , aequivaleret tali formae Ja"', vel taii ^a'" "*"*''',

ita ut m majus sit quam n, ideoque difFerentia ^a"^— JJa" foret per 2p-*-l divisibiiis.

32^. Cum autem neque J neque a" per -2/) -t- 1 dividi qucat, foret a'"~"— ^ per 2p -f-

1

divisibile, seu potestas a"'~" per 2p -t- i dlvisa relinqueret residuum /4. Cum autem ^ non sit

residuum, sequitur banc bypolbesin esse absurdam, ideoque productum duorum non-residuorum non

in forma ^^a'", quae omnia non-residua complectitur, contineri, ideoque necessario inter residua

occurrere debere.

325. Quare si a sit ejusmodi numerus, ut a^ sit minima potestas, quae per numerum primum

2p-t-l divisa, unitatem relinquat , ideoque ex divisione terminorum progressionis geometricae

i, a, a^ a^, a*... a^~^ tot residua diversa oriantur, quot p continet unitates, totidemque dentur

non-residua, certum est omnia producta binorum non-residuorum in ordine residuorum contineri.

326. Cum autem omnes numeri divisore 2/) h- 1 minores vel in residuis, vel in non-residuis

contineantur, singulorum quadrata in ordine residuorum certo occurrent, quod cum etiam eveniat

in residuis ex quadratis ortis, sequitur ambos ordines residuorum, tam ex quadratis quam ex supe-

riori progressione geometrica ortos, plane inter se congruere.

327. Quodsi ergo pro divisore primo 2/)-f-l sint residua ex quadratis orta 1, a, /9, 7, 5, etc,

tum vero Ti fuerit quodvis non-residuum , bic numcrus 2( etiam inter non-residua reperietur, quae

progressioni geometricae 1, a, a^, a*, ....a^"~^ respondent, si quidem a^ fuerit minima potestas

unitatem pro residuo praebens.

328. Jam supra vidimus, si a fuerit residuum ex quadratis ortum, fore a^— 1 certo per

2p-4-l divisibile; nunc autcm patct, si a fuerit non-residuum respectu quadratorum, tum a^ non

esse minimam potestalcm ipsius a, quae per 2/> -t- 1 divisa, unitatem relinquat. Ergo vel unitatem

non relinquet, vel dabitur adbuc minor a v
,
quae unitatem relinquet.

329. Si sit a ejusmodi numerus , ut potestas ejus a^, per numerum primum 2p -+- i divisa,

relinquat unitatem, tum a ccrte inter residua quadratorum continetur. Hoc evidens est, si a^ sit

minima potestas istius indolis. Sin autem non sit minima, id eo magis verum esse videtur. Nam

si detur minor, ex residuis illis, numero /), quaedam transcunt in ordinem non-residuorum. Si enim

a~^ sit minima, tum a adeo inter residua biquadratorum, sin a 3 ^, inter residua potestalum sextarum

etc, ergo semper inler residua quadratorum continebitur.

330. Si ergo a fuerit non-residuum ratione quadratorum, tum a^— 1 certe non est divisibile

per 2/) -*-
1 , unde si a sit complementum cujuspiam residui, puta a = d— «, ponendo d= 2p-t-iy

tum {d — aY— 1 non est divisibile per 2/)-i-l, at a^— 1 cerle est divisibile, ob a residuum, unde

differentia {d — aY— a^ etiam non erit divisibilis.

331. At hacc differentia esset divisibilis, si p esset numerus par, quare nisi p sit numeras

impar, illa condilio, qua (d — a'f— 1 indivisibile per 2p -+- 1 assumsimus, hoc est qua d — a est

non-residuum, subsistere nequit.

332. At si p sit numerus par, complementum cujuspiam residui a, puta d— a, certe est

residuum, proptcrea quod {d— a)P— 1 per 2p -t- i est divisibile; si cnim esset non-residuum,

haec divisibilitas locum baberc non posset.
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333. Si ergo sit |> = 27, numcrusque primus divisor propositns = kq -t- i , lum inter residua

quadratorum, etiam singulorum complcmcnta deprchcndentur, hoc est, si rcsidua fucrint !,«,/?, j/, etc.

ctiam residua crunt — 1, — a, — /3, — /, ctc.

33^. Pro quovis ergo quadratorum, ex hac progrcssione 1, V, 9, iQ...kqq assumto, dabitur

aliud, quod ad illud additum producit summam per kq -h- i divisibilem, seu cum roultitudo horum

quadratorum sit =2^, et quodlibct habet quasi suum conjugatum, dabuntur q paria duorum qua-

dratorum divcrsa, quorum summa sit per kq -t- i divisibilis. (*)

333. Et quia singula quadrata non supcrant kqq, binorum summa certe rainor est quam Sqq,

unde si talis summa pcr kq-i-i dividatur, quotus certe erit minor quam 2q. Ilic autem quotus

nisi sit =2, etiam crit vel numerus primus formae kn-t-i, vel talium aliquod productum (316).

336. Quoties crgo divisor primus est formae kq-i-i, toties intcr residua quadratorum occurrit

kq, idcoque ctiam q, tanquam complcmcntum unitatis, cui acquivalet — I : parique modo ibidem

etiam occurrunt omnia rcliqua quadrata negativa — k, — 9, — 16, etc, ita ut residua conslituantur

complcxa, tam quadratorum ipsorum, quam eorundcm ncgative sumtorum, una cum productis ex

binis quibusque
,

quorum lamen omnium numerorum , si per divisorcm kq -*- i ad minimam formam

pcrducantur, mullitudo crit =2q, ita ut totidcm excludantur.

337. Contra autcm, si divisor primns sil formae kq— 1, tum — 1 et omnia quadrata negativa

inter non rcsidua rcfcruntur (**). Si enim — 1 esset rcsiduum, foret (— 1)'^"'— 1 divisibile per

kq — 1, quod autem fieri nequit. Praccedente autem casu, si — i esset non-residuum, divisore

existente kq-^i, tum (— 1)*^— 1 non esset divisibiie per kq -t- i ,
quod perinde est falsum.

338. Sola autcm quadrata semper in ordine residuorum rcpcriuntur, rcliqui vero numcri, pro

ratione divisoris, mox inter residua, mox inter non-residua caduut, quemadmodum modo vidimus

— 1 esse residuum, si divisor sit ^gn-i; at — i esse non-rcsiduum, si divisor sit kq— 1.

339. Pro ceteris numeris non-quadratis simile discrimcn observatur: Scilicet numcrus -i-

2

inter residua repcritur, quoties divisor primus est vel hujus 8^ -+-
1 , vel hujus formae Sq— 1, seu

8^-1-7. Reliquis casibus, quibus divisor est vcl 8^ -+-3, vcl 87 -h 5, numcrus -h 2 intcr non-

residua locum occupat. (^***)

340. At numerus — 2 inter residua occurrit casibus, quibus divisor primus est vel Sq-i-i,

vel 8^-1-3; idem vero numerus — 2 inter non-rcsidua cadit casibus, quibus divisor primus est

vel Sq-i-5, vel Sq -h 7.

3ki. Numerus porro -t- 3 cst residuum^ si divisor primus sit vel i2q -t- i , vel i2q-t-ii; at

idem erit non-residuum , si divisor sit vel 12^-1-5, vel 12^-1-7. Vcrum numerus — 3 est residuum,

si divisor primus sit vel 12^-1-1, vel i27-t-7: at — 3 erit non-residuum, si divisor sit i2q-^5,

vel i2g-+- 11.

Scripfvrae ad marginem:

{*) Seraper duo exhiberi possiint quadrata, quorum summa divisibilis sit per numerum primum 4^-^-1,

et quidem alterum quadratum ad lubitum assumi potest.

(**) Non ergo datur «umma duorum qnadratorum per talem numerum primum kq— 1 divisibilifl.

(***) Hoc autem non, ut praecedens, demonstralione muniri potesl.

t. E u le ri Op. postham.». T. I.
^
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3V2. Numerus -*- ^ semper ad residua rcfertur, et de -

INumerus autem 5 reperitur inter residua, si divisor sit vel 20g

vel 20g -4- 19; at — 5 inter residua deprehenditur, si divisor sit vel 20g

20^-1-7, vel 20g-f-9.

343. Colligamus haec, ut uni conspectui exponantur:

k idem est judicium ac de — 1.

1, vel 20^-^9, vel 20g-f-ll,

1, vel 20g-*-3, vel

Inter residua

erit numerus

-H 1

— 1

-¥- 2

— 2

-4- 3

— 3

-I- 5

— 5

-f- 6

— 6

H- 7

— 7

H-10
— 10

-*-ll

— 11

H-12
— 12

-\-\k

— ik

-+-15

— 15

si divisor primus fuerit

hq

\q

Sq

Sq

i2q

i2q

20q-

20q

2kq

2hq

28g

28g

hOq

hOq

khq

kkq

kSq

kSq

56g

56g

QOq

60g

i

(«,

(1,

(»,

(1,

(«>

(»,

(«,

(•>

(«,

(»,

(•,

(1>

(»,

(1>

(«,

(«,

(*,

(».

(1.

3)

7)n
3)

11)

9,

3,

5,

5,

3,

9,

3,

7,

9,

9,

11,

13,

5,

5,

7,

17,

/ th'

11,

7,

19,

7,

9,

11,

9,

9,

25,

25,

13,

25,

9,

9,

11,

19)

9)

23)

11)

19,

15,

13,

U,

5,

5,

23,

37,

13,

13,

17,

53,

25,

23,

27,

13,

7,

37,

25,

7,

25,

25,

43,

19,

etc.

27)

25)

31,

19,

37,

3,

35,

19,

45,

k5,

49,

23,

37,

23,

39,

15,

37,

31,

11,

3,

53,

31,

39)

37)

19^5,
23, 27,

47)

43)

31,

15,

59)

47) (**)

43,

19,

43)

31)

k7,

23,

^

51,

27,

55)

39)

344. Haec autem hactenus tantum inductionc nituntur, atque ad demonstrationem investig-andam

juvabit sequentia observasse. Primo, numerus quicunque zt n inter residua reperietur, si divisor

primus fuerit formae knq-\-i, vel adeo knq-t-iif denotante t numerum imparem quemcunquc.

Scripturae ad marginem;

(*) a-cc— 2yy alios divisores primos non admittit, nisi formae Sq-t-{i,7)-

(**) 1) Si xx=mn-i-r, tum quadratum xx tam per m quam n divisum, idem relinquet residuum r. Ergo

si residuum r convenil divisori m, conveniet etiam divisori n.

2)Si divisor
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Deinde etiam numorus positivus -*- n erit residuum, si divisor primus fuerit formae knq— 1,

vel generalius knq — ii; pro his autem divisoribus numerus neg;ativus — n inter non-residua

reperietur.

3^5. Si numerus positivus n sit residuum pro divisore d, erit eliam residuum pro divisore

primo quocunquc formae knq ±d , vel adeo knq z±z dii; at si numerus negativus — n sit residuum

pro divisore d, erit is quidem residuum pro divisore knq-v-d, at non-residuum pro divisore knq—d.

3'i6. Si numerus positivus n fuerit residuum pro divisore d, deinde etiam pro divisore e, erit

etiam residuum pro divisore primo quocunque formae hnqz*zde. At si numerus negativus — /i

fuerit residuum pro divisoribus d et e, crit quoque residuum pro divisore quocunque primo formae

knq-t-de; pro divisoribus aulem knq— de intcr non-residua rcferetur.

3V7. Si numcrus positivus n fuerit non residuum pro divisoribus d et <?, certe erit residuum

pro divisoribus primis omnibus formae hnqzh.de; at si numerus negativus — n sit non-residuum

pro divisoribus d et e, is erit residuum pro omnibus divisoribus primis formae knq-^-de; pro divi-

soribus autcm formae hnq — de erit non-rcsiduum.

34^8. Quicunque numerus ±n proponatur, erit is semper rcsiduum, si divisor primus fuerit

in aliqua talium formarum knq~+-J, knq-^B, knq-^C, etc. contentus, quarum uumerus aequatur

semissi multitudinis numerorum ad kn primorum eoque minorum. Sin autem divisor in reliquis

formis contineatur, crit is non-residuum.

349. Hic autem excipi debent casus, quibus numerus n est quadratus, quippe qui semper inter

residua occurrit, quicunque divisores accipiantur. Ac si n sit quadratum negativum, eadem ratio

valet ac pro — 1

.

350. Primuni igitur demonstrari dcbet, si divisor primus sit knq-^ii, existeute ? numero

impari, inter rcsidua quadratorum scmper occurrere tam numeros n et q, quam eorum negativa — n

et — q. Sit i= 2m-^i, et quia divisor knq -^- kmm -t- km -t- i est formae kp-t-i, inter residua

continetur quadratum negativum — kmm— km— 1, ideoque numerus knq, et ob k residuum, etiam

numerus nq, itemque — nq, quare vel ambo numeri n ct q simul inter residua, vel ambo simul

inter non-residua occurrere deberent, unde dum altcruter fuerit inter residua, et alter ibidem repe-

riatur ncccsse est.

351. Si n non esset residuum, nullum daretur quadratum xx, ui xx— n divisibile esset per

knq-*-kmm-^km-^ i. Si ergo demonstrari possct dari hujusmodi quadratum, evicta esset veritas

propositionis. Vcl si n esset non-residuum, hacc exprcssio
/^^«y-*-^"""-»-^'"— 1 non essct divisibilis

per numorum primum, quarc si contrarium demonstrari posset, habcremus quod intcndimus. (*)

352. Dcinde si divisor primus sit knq— kmm— km— 1, intcr residua quadratorum occurrere

numerum /i, inter non-rcsidua vcro numerum — /i, demonstrari oportet. Pari autcm jure inter

(*) Script. ad marg. Si n esset non-rosiduum, foret quoque non-residuum nzz, ideoque etiam

zt nzz H= y (
4ngr-H 5 mm -t-im-- 1 )

,

quae expressio, si uno saltem casu esset quadratum, propositum constaret. Quod ob signa ambigua semper

uno sallem casu evenire debere videlur; idque eo magis, cum eliam n et q sint permutabiles, quin etiam

verum est, etsi divisor non sit primus. Dubium, si n=3, 7=: 5, 2m-t-l=5, rt3^2±85t/, vel

d=5zzzt85i/ quadratum effici nequit. Ergo demonstratio ita est adornanda, ul divisor statuatur primus.
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residua erit numcrus qr, et inter non-residua — q. Gum autcm intcr residua certo sit (2/w-i-l)^,

ibidcm erit knq, ideoque etiam nq.

353. Concessis ergo his propositionibus, etsi demonstratio nondum patet, posito i numero

impari et hnq±u primo, pro divisore primo hnq-^-ii, cum residua sint n et — n, item naa et

— naa, scmper ejusmodi quadratum xx dabitur, ut sit xx— naa divisibilc per knq-\~ii^ dcinde

ctiam ejusmodi quadratum yy^ ut sit yy-\-naa divisibile per knq-\- ii

^^k. At divisore primo cxistcnte knq— «, ob residuum naa^ scmper datur quadratum xx^ ut

sit XX— naa divisibile per hnq — ii\ nullum autem existit quadratum yy, ut yy-\-naa fiat per

\nq— ii divisibile, quia hoc casu — naa est non-residuum.

355. Cum knq-\-ii sit numerus formae kp-\-iy sempcr dabitur summa duorum quadratorum

ff-^-gg per eum divisibilis, quorum altcrum /f pro lubitu assumi potest. Quare si xx— naa divi-

sibiie sit per knq-t-ii, invcniri potest quadratum yy, ut fiat xx-\-yy per knq-\-ii divisibile, ac

tum crit etiam yy -t- naa pcr cundcm divisibilc.

356. Cum knq— ii sit formae kp— 1, nulla datur summa quadratorum per knq— iV divisibilis;

quarc si xx — naa fuerit per knq— ii divisibile, fieri nequit ut yy-t-naa per eundem divisibile

exislat; forct enim quoque summa xx-t-yy divisibilis, quod est absurdum.

357. Sumto divisore primo d—knq-y-ii, quia datur forma xx-\-naa per eum divisibilis,

dabitur eliam forma yy ~\- qaa per eum divisibilis, unde etiam qxx — nyy. Dabitur vcro etiam

forma yy— qaa divisibilis, ac propterca quoque talis forma qxx-t-nyy.

358. Si divisor primus sit d= knq— ii, quia dantur talcs formulae xx — naa, itcm yy— qaa,

per eum divisibiles, etiam haec forma qxx — nyy per d erit divisibilis. Cum autcm talis forma

yy-\-qaa non pcr d sit divisibilis, nulia quoque hujusmodi forma qxx-\~nyy per d erit divisibilis.

359. Vcrum ctiamsi haec proposiliones demonstrari posscnt, reliquae, quas supra observavlmus,

nondum essent evictae. Ex 3'+5 si detur quadratum, per d divisum reliquens residuum positivum

/i, dabilur quoque reliquens naa; tum autem existente ktiq±d numero primo, dabitur quoque

quadratum xx, quod pcr knqz*zd divisum relinquat idem rcsiduum, scu xx — naa divisibilc erit

per \nq-\-d.

360. Scilicct si fucrit bh — naa per d divisibile, semper talis numerus xx— naa dabitur

divisibiiis per numcrum primum knq±d. Quin ctiam denotante i numerum imparem, ejusmodi

forma xx— naa exhiberi polest, quae sit divisibilis per numcrum primum knq±dii.

361. Si detur quadratum bb, quod pcr d divisum rclinquat rcsiduum negativum — n, vel

— naa , dabitur etiam quadratum xx, quod per numerum primum knq-\-dii divisum rclinquet — n,

vel — naa. Scilicet si d sit divisor formae bb-\-ncc, dabitur aj, ut sit xx-\-naa divisibile per

numerum primum knq -+- dii.

362. Verura si d divisor formae hujusmodi bb-\-ncc, nulla dabitur hujusmodi forma xx-\-naa,

qaae sit divisibilis per talem numcrum primum knq — dii. Veluti si sit n=3, sumatur d=7,
quia 2 -\-2.i =7 , atque certum est hujus formae xx-\-3aa numeros nullos admittere divisores

talis formae 127 — 7//, cujusmodi sunt: 5, 17, 20, ki, 53, 65, 77, 89, 101, 9, 21, 33, k5. .
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363. Ex § ^k^ scquitur, si d el e fucrint divisores cujuspiam numeri Iiujus formae aa— /i66,

tum semper dari quadratum xx, ut xx — ncc sit div sibile pcr numcrum primum knq zt: deiiy quod

quidcm ex praccedente deduci posset, demonstrando si aa— nbb habeat divisorem d^ aliaque similis

forma ff
— ngg divisorcm e, dari cliam hh — nkk divisibilcm per productum de. IIoc patebit, si

residua quadratorum, per numeros compositos divisorum, pcrpendcmus.

36'!'. Denique notatu dignum cst, quod numcrus n, ac propterea etiam naa inter residua qua-

dratorum occurrere nequeat, nisi divisor primus sit hujus formae knq-^a^ ubi « non omncs numcros

ad kn primos eoque minores sig-niflcat, sed eorum tantum scmissem, altcra scmisse pcnitus exclusa.

Sicque omnes divisorcs primi formae xx — naa talem habcnt formam hnq -*- u , denotantc « aliquot

numeros, totidemque exclusis.

365. Similis est ralio numcrorum formae xx-+-naa, cujus divisores primi adstringuntur ita

ad formam knq-t-a, ut totidcm numeri excludantur ab a, quot admittuntur. Utroque autem casu

omnia quadrata imparia ii pro a valent, et si a valeat, etiam aii valcbit.

366. Ut dcmonstrationes has desidcratas tentemus, consideremus divisorem primum hp-t-i, et

cum duorum quadratorum summa aa -»- 66 exhiberi queat per eum divisibilis , ita ut alterum pro

lubitu assumi possit, auferatur {hp-t-i)bb, eritque aa — kpbb per kp -^ i divisibile, seu dabitur

quadratum aa, quod pcr h-p -h- i divisum relinquit hpbb, dabitur ergo quoque rehnquens />, seu

dabitur forma aa—pbb per kp-t- i divisibilis.

367. Cum etiam detur forma aa — 66 per kp -¥- i divisibilis, addendo (k-p-i-i)bb, dabitur

etiam talis forma aa-\-pbb per hp-i- i divisibilis, quae quidcm jam inde patent, quod si quadrata

per numcrum primum hp-\-i dividanlur, in residuis tam -+-/> quam — p rcpcriantur.

368. Sit autem divisor primus hffp-t-ii, denotante i nuracrum imparem, et quia tam forma

aa-t-bb quam aa— 66 per eum divisibilis exhiberi potest, hincque iiaa-t-iibb et iiaa— «66; inde

auferendo, hinc vcro addendo (hffp -t- iijbb, habebuntur formulae iiaa— kffpbb et iiaa-t-kffpbb

per kffp-t-ii divisibiles, seu inter residua quadratorum erunt ±kffpbb , ideoque etiam ztp. Dabuntur

ergo numeri tam hujus xx-t-pyy, quam hujus xx — pyy formae per kffp-t-ii divisibilcs. (*)

369. Si ergo concessis superioribus observationibus, divisor primus in quapiam harum formu-

larum contineatur: krq-i-i, krq-t-a, krq-t-^, krq-*-y, krq-t-c^, etc, ubi numeri i, a, jS, y, d, etc.

sunt primi ad kr eoque minores, quorum tamcn tantum scmissis hic occurrit, tum inter rcsidua qua-

dratorum certe occurrit numerus r; similique modo pro residuo — r tales formulae divisorum habentur,

quac cum illis conveniunt, si divisor sit formae kp-*-iy ab iis autem discrepant, si divisoris forma

fuerit kp— 1

.

(*) Script. admarg. Prius manifestum; nam - —-^^=int. si x=i, y=2f;

ut xx— 2yy divis. sit per 41, «=7, 10, 13, li, 17

y=2, 3, 8, 4, 1

ut XX— 2yy divis. sit per 17,

x=12, .«> 11,6 10, 7 16, I 17, 4

y= 2 1 4 3 5.
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370. Observari etiam meretur, ex formis k rq -i- km -+- i semissem excludi tam pro residuo

-t-r^ quam — r, quorum divisores pro hac forma sunt communes. At ex forma krq-t-km — I

scmissis valet pro residuo -^ r, alter pro residuo — r, ct qui divisores pro altero residuo valent,

pro altero excluduntur.

Caput XI.

De residuis, ex divisione cuborum per numeros primos natis.

371. Divisore primo existente d = 2p-\-i, quod residuum relinquit cubus a^, idem relinquent

etiam bi cubi {a-t-dy, (rt-t-2d)', etc. et generaliter {a-t-ndy, ex quo sufQciet eos tantum cubos

considerasse, quorum radices sunt ipso d minores, qui sunt:

i, 8, 27/6^^,...(d~^)^ (d— 3)^ {d — 2y, (d-1)'.

372. Sit r residuum, quod horum cuborum quicunque, a^, relinquit, et manifestum est cubum

{d— «)* relicturum residuum — r, seu d — r. Quarc si inter residua cuborum occurrat numenis

quicunque r, ibidem quoque occurret ejus negalivum — r, seu d— r, quod illius complementum

vocatur.

373. Sint" 1, «, /3, y, 8, etc. residua ex divisione cuborum per numerum primum d=^2p-+-i

orta, quorum si omnla a se invicem fuerint diversa, numerus erit =d — 1; ideoque omnes numeri

ipso d minores ibi occurrent. Sin autem qui numeri bis vel pluries occurrant, inde quidem numeri

excludentur inter non-residua referendi. (*)

37^. Investigaturi, an fieri possit, ut idem numerus r inter residua bis occurrat? ponamus ex

cubis a^ et 6', quorum radices a et 6 sint ipso divisore d minores et inaequales, idem residuum r

resultare, atque eorum difTerentia b^— a^={b — a) {aa -\- ah -+- hh) per d erit divisibilis. Cum

autem, ob d primum, ad eum factor 6— a sit primus, necesse est alterum factorem aa-\-ah-t-hb

csse divisibilem per d.

375. At si cubus W idem praebeat residuum ac cubus a*, cuivis alii cubo c^ respondebit

cubus e', idem quoque atque ille residuum relinquens. Si enim cubi a^ et 6' idem residuum prae-

beant, etiam hi a^x^ et h^x* ad minimos valores reducendo, seu {ax — mdy et {bx — ndy idem

producent residuum. Quia vero a et d sunt numeri inter se primi, semper x et m ita accipere

licet, ut ax — md dato numero c aequetur, hincque erit e = hx— nd, diversus ab c et ipso d

minor; si enim esset e= c, foret ax— md = bx — nd, hincque {a — b) x divisibile per d, at nec

a— b nec x est divisibile.

376. Statim erg-o atque unum rcsiduura bis occurrit, omnia bis occurrent; ideoque multitudo

diversorum residuorum ad semissem deprimitur. Hoc autem evenire nequit, nisi divisor d sit divisor

talis formae aa -t- ab -i- hb , existentibus a ct 6 ipso d minoribus. Sin autem non fuerit divisor talis

formae , omnia residua erunt diversa eorumque multitudo = d — 1 = 2p.

377. Praebeant cubi a' et 6' idem residuum r, ita ut a'^-+-ah~t-h'^ sit divisibile per d, critque

etiam 3a^-t-3a'^b-¥-2ab'^ per d divisibile, auferatur a^— b^, ut habeatur

(*) In bis residuis occurrunt oranes cubi ipso d^ minores, ad minimos valores reducli, tum etiam producla

e\ binis, ternis, etc.
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;2a*-f- 3«^6-H 3tf6^-+- 6^= a"-H (a -«- 6)'

per d divisibile. Quia ergo a' rolinquit r, relinquet cubus (a-i-6)' rcsiduum — r, hincque cubus

hic {d— a — 6)', vel (2d — a— 6)* dabit rcsiduum -h r.

387. Statim ergo ac duo habentur cubi a^ et 6^, idem residuum r relinquentes, dabitur quoquc

tertius (d — a— 6)*, vcl (2d — a — 6)* idem residuum relinquens, cujus radix minor quam d ab

utraque praecedentium a et 6 erit diversa. Neque enim esse potest d— a— 6 = 0, neque

2d — a— b = a ; foret enim h = d— 2a, vel b = 2d— 2a , ideoque 6^ relinqueret rcsiduum

— 8«^, vel — 8/\ Quia vcro per hypothesin relinquit r, haccque duo rcsidua r et — 8r aequi-

valcntia essc ncqucunt, ob differcntiam =9r non divisibilcm pcr d, practcr casum d=3, qui per

se cst perspicuus, scquitur duo rcsidua aequalia semper tertium assumcrc.

379. Si crgo duo cubi a^ et 6^ idem praebeant rcsiduum /•, dabitur co ipso tertius c' idcm

residuum cxhibcns, cujus radix ita cst comparata, ut summa omnium a-*-6-i-c sit vel =d, vcl

= 2d, ob c= d— a— 6, vel c = 2d— a — 6, quia singulac sunt minorcs quam d. Sicque cx

duobus scmper facilc rcpcritur tertius.

380. Hinc autcm colligere licct, infra cubum d' plurcs tribus cubis «', 6', c^ nuuquam dari,

qui idem rcsiduum rclinquant; si cnim darctur quartus ab iis divcrsus e^ ctiam hi:

(Xd — a — ef, {ld--b — e)\ (ld— c— e)\

idcm praebercut rcsiduum, forcntquc a pracccdcntibus diversi. Nam si esset Xd— a— e=b, forct

a-\-b~*-e divisibile pcr c?, idcoque e= c, contra hypothesin; non solum ergo quatuor, sed adeo

septcm haberemus cubos idcm residuum dantes.

381. Hinc autem, binis combinandis, dcnuo plurcs clici posscnt cubi ipso d^ minorcs, idem

rcsiduum relinqucntes, ita ut tandem omnes cubi cssent prodituri. Cum autem conccsso uno rcsiduo

r, aliud detur diversum — r, manifestum cst non plures tribus dari cubos ipso d^ minorcs, qui idem

residuum exhibcant.

382. In serie ergo residuorum 1, u, /3, y, etc. , quorum multitudo cst =d— 1=2/), vel

omnia sunt inaequalia, vcl tcrna inter sc acqualia; quod posterius fieri ncquit, nisi 2p sit numerus

per 3 divisibilis. Quare si p non divisibilc sit per 3, certum est omnia residua intcr sc forc

inaequalia, idcoquc omnes numeros ipso d minorcs in rcsiduis occurrere.

383. Cum omnes numcri primi, exceptis 2 et 3, in alterutra harum formularura 6g -i- 1 et

6g— i contineantur, si divisor primus sit 67 — 1, in residuis omnes numcri ipso minores occurrunt,

neque ulla dantur non-residua. Sin autcm divisor sit 6g-i-l, fieri potest, ut multitudo rcsiduorum

diversorum sit tantum 2g, sicque kq dcntur non-residua.

384-. Vidimus autcm praetcrea hunc ultimum casum locum habcrc, si divisor sit talis formae

aa-i~ab-^bbf unde patet, ut supra jam animadvertimus, talcm formam alios divisores primos non

admittere, nisi formac Qq-t-i. At quadruplum illius kaa -t- kab -t- kbb = {2a -t- b)^ -^ ^b"^ redit

ad hanc formam aa -1-366, cujus divisores primi illa insigni proprielatc gaudcnt.

385. Quaerendi crg-o ii sunt divisorcs quadratorum, qui pro rcsiduo rclinquunt — 3, vcl — 366,

qui supra observati sunt (3^1j in his duabus formulis l^qfH-i et i2g-i-7, ad hanc unam 6q-*-i
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redeuntibus, contineri, unde vicissim concludcre licet omnes numeros primos hujus formae Gg-f-t

illa proprietate praeditos esse; verum plena Imjus rei demonstratio adhuc desideratur.

386. Hoc autem concesso, consequimur hanc propositionem: Quoties divisor primus fuerit formae

g^_4_l^ toties residua cuborum ab 1 ad 21 69' non omnia inter se sunt inaequalia, sed ob terna

aequalia, multitudo residuorum inaequalium tantum est 2g, eruntque reliqui numeri divisore minores,

quorum multitudo est kq, non-residua. Quoties vero divisor primus non est formae 69 -•- 1 , toties

omnia residua inter se sunt inaequalia, neque ulla daiitur uon-residua. ?" *^

387. Tantum erg^o divisores primos formae Gg -+- 1 perpendi opus est, pro quibus multitudo

non-residuorum duplo major cst quam multitudo residuorum. Casus autem simpliciores evolvamus:

pro divisore:
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patet. Si enim sit 2^= 3fc ± 1 , cum a*^=a*^~^ inter rcsidua cuborum occurrat, utpote unitati

aequivalens, ibidcm vero sit a*'^, ibidem reperiatur a necesse est.

392. Suporest ergfo, ut ostcndalur, si sit 2q=3k el a^^'— 1 dividi qucat per 6qf-i- 1=9^-4-1

tum a fore inter rcsidua cuborum (*) ;
«*' ibi quidem ccrte reperitur utpote cubus, sed inde demon-

stratio peti dcbet, quod rcsiduum a^ unitati aequivalcat.

393. Verum cum residua potcstatum 1, a, a^ a', etc. diversa, sint numero 2g, pariter atque

in residuis cuborum| ct ambo ordines incipiaut ab unitate ct communes habeant terminos a*, a^,

«', etc. , tum vero rcliquae proprictatcs ipsis sint communes, ordo potestatum nullos terminos ab

altero divcrsos contincre potcst.

39^1'. Si autcm ad non-residua cuborum, pcr numerum primum Gq-t-i divisorum, attendamus,

id quidem certum cst, si mn sit rcsiduum, at m non-residuum, fore quoque n non-residuum. Non

vero vicissim omnia producta ex binis non-residuis praebent residuum: at omnia producta ex residuo

quocunquc in non-rcsiduum sunt uon-residua.

395. Primo cnim quadrata singulorum non-residuorum quoque intcr non-residua continentur:

scilicct si J sit non-residuum, quoquc A"^ crit non-residuum, hoc vcro non-residuum ^^ per uon-

residuum J mulllplicatum certo dat rcsiduum, quia est cubus.

396. Si cnim J"^ esset residuum, foret y^*^— 1 divisibile per 6g-Hl; at cum A^^^— i certe

sit divisibile, forct ctiam ^^^— y^*^, hoc est J'*'^— 1 divisibile, ideoque A essct residuum cuborum,

contra hjpothesin. Quarc si AJ sit residuum, etiam A erit residuum, et contra si J sit non-

residuum, crit quoquc JJ non-rcsiduum.

397. Si ergo divisore primo cxistcnte =6^-i-l, residua cuborum sint 1, a, ^, y, 5, etc.

atque unicum habeatur non-rcsiduum ^, primo omnes hi numeri ^^, ^«, ^^^, ^/, etc. dcinde

etiam isti J"^, A^^a^ ^^/5, ^^7, ctc. erunt non-residua, qui numeri cum omncs a se invicem sint

divcrsi, manifcstum est, quod jam dcmonstravimus, multitudinem non-rcsiduorum duplo esse majorem

quam residuorum

398. Hinc etiam patet, si divisor primus sit 6g-f-l, tantum 2q rcsidua diversa locum habere

posse; si enim omncs numeri inter residua occurrcnt, in genere a^'^— 1 esset per 69-Hl divisibile,

quicquid essct a<6g-i-i, quod cum sit absurdum, ideoque unum saltem datur non-residuum, eo

ipso hq non-residua sequuntur.

399. Cum igitur ex unico non-residuo A obtineantur duo ordines non-residuorum, prior

A, Aa, Al3, Ay, etc. et postcrior A"^, A^^a, A^^, A^y, etc. uterque tot continens terminos, quot

ordo residuorum, producla ex binis ordinis alterutrius in altero ordine reperiuntur, et producta ex

binis utriusque ordinis fiunt rcsidua.

400. Si adhuc dubitcraus, an hoc modo omnia non-residua ex uno obtineantur? sit B non-

residuum in neutro ordine contentum, et non-residua erunt tam B, Ba, B^ , By , etc. quam

(*) Scrii^L admarg. Si enim a esset non-residuum, reliqua non-residua omnia, quae sunt a, aa, a/?, ay, a8.

el a*, a^a, a^^, a^y, elc. eadem proprietate gauderent, ul eorum potestates exponentis 2^, unitale minutae^

essent divisibiles per 65-1-I ; ergo omres numeri hanc haberent proprielatem, quod esset absurdum.

I.. S a 1 e r i Op. poslhnma. T. I. 7
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//*, i?^«, 5^/?, i5*/, etc. utrobique totidem numero, quot daiitur residua, et omnes lii numeri a

praecedenlibus erunt diversi. Praeterea vero vel AB, vel AB^ non erit residuum; altero certe

existeote residuo, altero non-residuo. (*)

4-01. Si AB non est residuum, binos ordines non-residuorum ita repraesentare poterimus:

Ordo prior: A, Aa, Af^, Ay, etc. B, Ba, B/3, By, etc.

Ordo posterior: A"-, A^-a, A" jS , A^-y, etc. 5^ B^a, fi^, ^V, etc.

et quivis numerus ordinis prioris A, per quemlibet poslerioris multiplicatus, pracbet residuum, et

quidefn per quemlibet diversum; unde plura residua prodirent, quam revera sunt, quod esset absurdum.

4-02. Cum ergo ex divisore primo 69 -h 1 tantum 2q residua existant, dato quovis cubo «*,

dabitur alius 6*, minor quam (Ggn-l)', quorum difFercntia per 67-t-l erit divisibilis, ideoque

ad -¥~ ab -+-bb per eum quoque erit divisibilis. Omnis ergo numerus primus 6g -*- 1 est divisor

talis numeri aa-*-dbb, vel talis aa-f-3, vel 3aa-i-l. =

«!Hiid

403. Speciminis loco sit divisor 373, et tam residua cuborum, quam non-residua utriusque

ordinis ita se babebunt:

Residua

'yivm

r.-V

Non-residua

Ordinis II. ±
h, 6, 9, 10, 11, 15

25, 28, 29, 32, 37

h2, k3, k8, 52, 63

68, 70, 71, 72, 73

76, 77, 78, 79, 80

88, 92, 94^, 102, 103

105, 106, 108, 11/1-, 117

118, 120, 122, 12?t, 127

130, 131, 132, 138, Ul
ik3, H9, 153, 159, 162

l^^i^, 166, 170, 171, 173

175, 177, 178, 180, 183

186.

numero = l^^i-.

kOk, Cum igitur divisore primo existente 6g -4-
1 , multitudo non-residuorum duplo major sit

quam multitudo rcsiduorum, etiam pauciores erunt divisores, pro quibus datus numerus inter residua

contineatur. Ita datus numerus a erit residuum , si divisor fuerit factor talis formae a?^ it: ay^, vel

etiam talis x^z*zaay^; si enim sit x^zt:ay^=dn, cubus x^ per d divisus residuum dat ay^, sicque

etiam a crit in residuis.

(*) Script. ad nxarg. Demonstrari debet, ambo simul non esse posse non-residua. Si AB est non-residuum,

vel in ordinc -4, vel B, vel A"^, vel B^ continelur. At singula sunt absurda, ergo esset AB residuum.

i,
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^05. Quaeri ergo debent numeroriini x^dt ay^ divisores primi, et pro nostro quidem instituto

ii tantum, qui simul sunt formae 6q-t~i. Hoc modo posito a = 2, binarius inter residua rcpe-

rietur, quoHes divisor formae 69 -f- 1 fuerit numerus bujus seriei:

31, 43, 109, 127, 157, 223, 229, 277, 283, 307, 397, 433, 439, 457, 499, 601, 643, 691, 727,

733, 739, 8il, 919, 997, 1021, 1051, 1069, 1093, etc.

406. Si ergo sit 6n-i-l talis numerus, tam 2 quam 2^ erit residuum; tum 2^^"— 1 per eum

erit divisibilis, ideoque vel 2"— 1, vel 2"-+- 1. At si 6/1 -t-1 fucrit vel formae 8m-*-l, vel

8/7J-+-7, hoc est vel /i = 4m, vcl n = hm -t- i , tum etiam 2^"— 1 per 6/n- 1 est divisibile;

unde patet his casibus, quibus n vel 4/w, vel km~+-i, fore 2"— 1 per 6/1 -t-l divisibile; casibus

autera, quibus n est vel 4//I-4-2, vel 4/7»-f-3, non 2"— 1, sed 2"-!- 1 per 6/1 -i- 1 divisibiie erit.

407. Ita superiores numeros huc transferendo

divisibile est

,2^0 — 1 et 2' -

2^* — 1 « 2' -4

per

31

43

109

127

157

223

229

277

283

307

397

433

439

457

2»« _ 1 « 2'^-h-

2" — 1 « 2'^—
2*» — 1 „ 2^' -4-

2'* — 1 « 2^'—
2'6 _ I « 2^'-^

23^ — 1 « 2*«-f-

2«* _ 1 « 2"-i-

2*02— 1 „ 2^'-i-

2»»^— 1 « 2'^-h-

2^**— 1 « 2'^--

2»"— 1 « 2"—
2*5^— 1 « 2''—

per
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Ml. Si inter residua occurrere debeat 6, divisores reperiuntur

7, 37, 139, 163, 181, 2M, 307, 337, 3W, 379, 631, 727, 751, 997, etc.

qui in forma ^pp-*-(]q contineri deprehenduntur, si fuerit vel/) = 9/i, vel 2/) zt g = 9ai. Harum

autem observationum veritas tantum conjecturae innititur, neque inductione ulterius commode pro-

gredi licet. (*)

Caput XMM.»

De residuis, ex divisione biquadralorum per numeros primos ortis.

M2. Si divisor primus sit d, quod residuum a biquadrato a* relinquitur, idem non solum a

biquadratis (d-i-a)*, (2d-+-a)*, etc, sed etiam a {d— a)* relinquitur, unde si d= 2p-+-i, plura

quam p residua diversa resultare nequeunt.

413. Si residua sint 1, cf, /5, y, 5, etc, quorum multitudo major esse nequit quam /), in iis

occurrent omnia biquadrata, ad jninimam scilicet formam reducta, quae insuper hac gaudebunt pro-

prietate, ut producta ex binis in iisdem reperiantur.

kik. Haec ergo residua nascuntur ex biquadratis 1, 16, 81, 256, .../)*, quae utrum pro dato

divisore primo 2p-i-l omnia inter se futura sint diversa, nec ne? diligentius inquiri convenit.

4-15. Ac primo quidem patet, si unum bis occurrat, scilicet ex biquadratis a* et 6*, tum ob

b*— a* per d = 2p-i-i divisibile, fieri poterit h= md±na^ unde et /i*a*— a* erit divisibile,

sicque etiam /i*— 1. Tum ergo quoque c* et /i*c* paria producent residua, singulaque residua bis

occurrent.

M6. Si ergo d sit divisor formulae 6* — a*, sumtis a et 6 minoribus quam \d^\ ideoque

fonnulae 6^-f~a*, quia neque 6

—

a, neque 6-i-a per eum divisibile esse potest, tum singula residua

bis occurrent. Contra vero, si non sit factor talis formae 6*-i-a'^, omnia residua erunt diversa.

4-17. At pcr § 279 omnes divisores primi formae bb-t-aa in forma kq-i-i continentur, quare

si divisor propositus fuerit formae hq — 1, ex divisione biquadratorum certe 2q— 1 diversa residua

emergunt, tolidemque habebuntur non-residua, neque plura. Quos casus primum evolvamus.

kiS. Sit ergo divisor primus kq— 1, et residua diversa ex biquadratis oriunda 1, a, /?, y, f\ etc,

quorum numerus erit 2q— 1, non-residua autem sint ^, B, C, D, etc totidem numero. Ac primo

patet, si A fuerit non-residuum, etiam ^a, y4,S, Ay fore non-residua. Si cnim ^a* esset residuum,

ex biquadrato 6* ortum, foret b* — Aa'^ per d divisibile. At est b=madbnd, unde et m*a*— Aa*,

ideoque /w*

—

A esset divisibile per d, et m* relinqueret A, contra hypothesin.

419. Haec proprietas adeo ad omnes divisores extenditur, ita ut semper productum ex residuo

in non -residuum sit non-residuum. At productum ex duobus non-residuis, AB, si quidem divisor

primus sit kq — 1, certe est residuum; si enim esset non-residuum, conveniret cum termino Aa*,

ita ut Aa*— AB, ac proptcrea a* — B per d esset divisibile, contra hypothesin.

(*) Script. ad marg. Ut 7 sit residuum divisorque ^pp-i-gg, debet esse vel p= 'im et g=7n, vel p±gz=2\n,
vel h-p±g=ln, vel p=2im, vel p±2g=7n. — Ut 10 sit residuum, pro divisore ^pp-i-gg debet esse

\e\p= 5n, vel g=5n.
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420. Hoc ergo casu, quo divlsor est =hq — 1, residua biquadratorum eadem praedita sunt

proprietate, atque residua quadratorum, quin etiam cum iis plane convenirent pro eodem divisore.

Omnia enim residua biquadratorum in residuis quadratorum continentur, et cum multitudine sint

paria, prorsus eadem sint necesse est, unde hic de rcsiduis et non residuis eadem valent, quae

supra exposuimus.

421. Sit jam divisor primus 4g-f- 1, et residua 1, «, /9, y, 5, etc. omnia hanc habent pro-

prietatem, ut a^— 1 divisibile sit pcr hq-^\. Haec quidem residua etiam continebuntur in resi-

duis quadratorum pro eodem divisore 4g-i- 1 ; at vicissim, non omnia residua quadratorum simul sunt

residua biquadralorum, quod ita ostenditur.

422. Quodvis residuum quadratorum per x^ potest repraesentari
,
quod si esset residuum biqaa-

dratorum, foret je^^— 1 divisibile per kq-\-\, denotante x numerum quemcunque minorem divisore;

nempe 1^^— 1, 2^^— 1, 3^^— 1, 4^^— 1, (2g)^9— 1 dividi posscnt per 4g -- 1 ,
quod cum

fleri nequeat, non omnia quadrata in residuis biquadratorum occurrunt.

423. Si x^ in residuis biquadratorum non occurrat, ibidem non occurrent quoque acc^, /^a;*,

yx"^^ dx^^y etc, quae cum sint residua quadratorum, patet in residuis quadratorum, quorum multitudo

est 2q, tot ad minimum esse non-residua biquadratorum , quot fuerint residua biquadratorum ; unde

patet multitudinem rcsiduorum biquadratorum vel esse =q, yel adhuc minorem, quod posterius

autem fieri nequit.

424. Quo haec facilius evolvere liceat, divisores simpliciores formae 4g -i- 1 examinemus, et

tam residua quam non-residua biquadratorum consideremus:

29

1, 16, 23, 24, 20, 7, 25

2, 3, 17, 19, 11, 14, 2!

4, 6, 5, 9, 22, 28, 13

8, 12, 10, 18, 15, 27, 26

pro divisore
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\21. Quaevis classis tot continet terminos quot sunt residua, et omnes termini harum classium

sunt a se invicem diversi. Ejusdem quidem classis termini manifesto sunt diversi; diversitas autem

terminorum in diversis classibus ita ostendetur.

428. Si ax aequivaleret ipsi /^cc^, foret /Sx^— ax, ideoque I3x— « per \q-v-{ divisibile, unde

cum u sit residuum, /?£c quoque esset residuum ipsi aequivalens, quod esset absurdum. Simili modo

si ax^ vel ax^ conveniret cura /?cc', foret vel a— (3x^^ vel a — ^x divisibile per hq-\- i, ideoque

;5a?% vel ^x in residua transiret, contra hvpolhesin. ii^ ^

429. Hinc si numerus residuorum sit ==n, numerus non-residuorum erit 3/i, vel saltem non

erit minor quam 3n. Ac si in tribus memoratis classibus omnia non-residua contineantur, necesse

est sit multitudo tam residuorum quam non-residuorum junctim sumta =hq, ideoque n = q.

430. Ilis classibus ita ut fecimus dispositis , manifestum est producta ex binis non-residuis tam

primae quam tertiae classis in classe secunda contineri; deinde vero producta vel ex binis terminis

secundae classis, vel ex termino primae in terminura tertiae in ordinem residuorum transgredi.

Productum autem ex termino primae in terminum secundae classis reperitur in tertia classi, at pro-

ductum ex secunda classe in tertiam reperitur in prima.

431. Hinc intelligitur neque in prima, nequo in tertia classe numerum quadratum locum habere

posse, quoniam is in se ipsum ductus foret residuum. Sola ergo secunda classis continet quadrata,

et quoniara residua etiam ut quadrata spectari possunt, multitudo omniiim quadratorum est = 2n.

432. Si secunda classis cum residuis omnia quadrata complectatur, quae ut residua diversa

respectu divisoris kq-i-i spectari possunt, quorumque nuraerus est =2q, ut in residuis quadratorum

vidimus, ob 2n = 2q, idcoque kn= kq, omnes numeri ipso divisore minores habentur, neque ulla

dabuntur non-resiJua in nostris tribus classibus non contenta, eritque n = q.

433. Si ergo quis dubitet, an in nostris tribus non-residuorum classibus omnes occurrant

numeri, qui non sint residua, hoc dubium tolletur, si ostendamus nullum dari quadratum non-

residuum, quod non in secunda classe coiitineatur. Si enim yy esset tale quadratum, inde statim

tres novae classes non-residuorum emergerent, foretque jam numerus non-residuorum =6/i, ac si

nunc non-residua essent completa, foret 7n = kq,

434. Verum quod tale quadratura yy , tres novas classes non-residuorum post se trahcns, non

detur, ita ostenditur: Sint tres classes ex tali quadrato oriundae et prioribus adjiciendae

IV. y, ay, ^y, yy , etc. V. y^^.ay"^, /?/', yy"^, etc. VI. y^, ay^, ^y\ yy\ etc,

quarum singulae n terminos continebunt, ac duos casus examinari oportet, alterum quo xy esset

residuum, alterum quo esset non-residuum.,

435. Sit xy residuum, atque omnes termini classis quartae per x multiplicati, scilicet xy,

Qixy, ^xy, yxy, etc. numero n, erunt residua. Verum etiam omnes termini classis tertiae per x

multiplicati, scilicet x*, ax'^, ^x*, 72?*, ctc. sunt residua totidem numero, atque ab illis diversa;

nam si axy et /5ct* convenirent, forot ay — /?x* divisil^ile per divisorem, et ay caderet in classem

terliam, contra bypothesin. Prodirent ergo 2n residua diversa: quod cum sit absurdum, fieri nequit

ut xy sit residuum.
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436. Remoto ergo casu, quo xy est rcsiduum, ponamus xy csse non-residuum, et cum in

sex classibus omnia non-residua comprchcndantur, in una earum ocy occurrere deberet; sive autem

ponamus xy ipsi ax, sive a.x'*, sive ux^, sive «r, sive «j^, sivo «j* aequivalcre, sequeretur

absurdum, dum y vel csset residuum, vel in classem I, vel II non-residuorum caderct, vel etiam x

esset residuum, vel in classem IV, vcl V cadcret.

4^37. Gum igitur sex classes non-rcsiduorum admitti uequeant, vel tantum tres sunt constituendae,

quod volumus, vcl plures quam scx. Quod posterius eveniret, si nondum omnia quadrata non-residua

in classe II et V occurrerent. Sit ergo zz non-rcsiduum in neutra liarum classium contcntum, et

ex eo rcsultabuut tres novae classes, singulae n tcrminis constantcs:

VII. z, «z, /3z, etc. VIII. z% ai\ /3z\ etc. IX. r*, «2^ /3z^, etc.

438. Nunc vero, ut § 435 ostendetur, ncquc xy, ncque xz, ncque yz csse posse residuum, quia

inde plura residua, quam revera sunt, sequerentur. Deinde si xy in quapiam sex primorum classium

continerctur, cadem incommoda orireutur, quae ante; ex quo xy in quapiam trium postremarum

classium esse deberet. Videamus ergo, num xy ipsi az aequivalere posset.

439. At si xy ipsi az aequivaleret , xz, quia certe est non-residuum , vel ipsi /3y , vel ^y"^,

vel ^y^ aequivaleret; quare cum xy — az et xz— /3y^, denotante p vel I, vel 2, vel 3, essent

divisibiiia per 4</-*-l, foret z {xy— az) — y {xz— /Sy'''), hoc est <6'j*~*"^

—

az^ quoque divisibile,

sicque az'' acquivalcret ipsi /3y^~*~^, ideoque in alia classe contineretur, quod aeque esset absurdum.

440. Sic igitur demonstratum est, si divisor primus fuerit kq-t-i, rcsidua diversa biquadratorum

forc numero —q, neque plura, neque pauciora, non-residua autem tribus classibus comprehendi,

quaium quaclibet constet q terminis.

441. Quare cum residua diversa ex biquadratis 1, 2*, 3*, 4*, ...16g*, quorum multitudo est

= 2g, oriantur, bina dcbent esse aequalia, Hinc si a sit numerus quicunque minor quam 2q,

dabitur semper alius 6, et quidcm unicus pariter non major quam 2q, ut 6* et a* aequalia relinquant

residua, scu ut b^— «* per 4^-4-1 sit divisibile.

442. Cum autgm tam b — a quam b -+- a miuus sit quam hq -+- 1 , erit bb -t- aa per 4g -t- 1

divisibile. Hinc proposito numcro primo 4^ -i- 1 , sempcr summa duorum quadratorum aa -f- 66 per

eum divisibilis exhiberi potest, ita ut neutra radix superet 2q, et quidem altcrum quadratum pro

lubitu assumi potcst.

443. Supra autem jam ostendimus summam duorum quadralorum aa-\-bb inter se primorum,

praeter binarium alios divisores primos non admittere, nisi formae 4n-4-l. Unde concludi posse

videtur, omncs numcros primos formae 4g-+-l ipsos esse summas duorum quadratorum, certe autem

vel 2{J\q-+~ 1), vcl 5(4g-+-l), vel 13(4^-f- 1) ctc. erit summa duorum quadratorum.

444. Etsi jam evictum est, plura duobus biquadratis, quorum radices 2q non excedant, non

dari, idem residuum relinquentes, tamcn hoc ctiam seorsim demonstrari potest. Sint enim tres numeri

a, b, c, uon excedentes 2q, ut tam aa-t-bb, quam aa-i-cc et bb-t-cc per ^ -f- 1 essent divisi-

bilia, atque etiam difTcrentiae aa— cc, aa — 66, 66

—

cc forent divisibiles. At cum neque a— c,

neque a-i-c per ftg-t-l dividi possit, productum quoque aa — cc dividi non potcrit.
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^45. Nova ergo ratione demonstravimus, si divisor primus sit ftgn-l,' multitudineni residuorum

diversorum eX biquadratis oriundorum esse =q, neque minorem esse posse; unde non-residuorum

mullitudo erit 3q, in ternas classes supra memoratas distinguenda.

kkQ, Rcsidua erg;o biquadratorum
,

quae sint 1, cc, /3, y, d, etc. ex divisore primo kq-i-i

oriunda, hanc habent proprietatem , ut a^— 1, /5^— 1, /^— 1, etc. per eum numerum primum

kq-i-l divisionem admittant. Utrum autem omnia residua huic proprietati refragentur, nec ne?

videndum est.

kk7. Sit XX non-residuum, et x atque x^ pariter erunt non-residua. Jam si (xxy— 1, seu

03*^— 1 esset divisibile per kq -t- i , omnes termini ax"^, /?£c*, yx^, etc. eadem proprietate g-auderent,

qua cum per se gaudeant ipsa residua, omnia quadrata ab 1 usque ad kqq eadem proprietate

essent praedita.

kkS. Omnibus ergo numeris ab 1 usque ad 2q ista conveniret proprietas, ut eorum potestates

exponentis 2q, per kq -i- i divisae, unitatem relinquerent; sicque omnes difFerentiae inter binos

terminos hujus seriei 1, 2*^, 3^^, ^^^.
. . .(2^)^^ per ^g-i-l essent divisibiles, quod autem absurdum

esse jam supra ostensum est.

kkd. Hisce conficitur id, quod erat propositum, scilicet si quadratum xx fuerit non-residuum,

tum aj*^— 1 certe non esse divisibile per kq-t-i. Multo minus autem, cum x et x^ etiam sint non-

residua, hae formulae x'^— i, vel a;'^— 1 divisibilcs erunt per kq-t-i, unde patet si a^—

1

divisioncm admittat per kq -t- i , tum numerum a necessario inter biquadratorum residua reperiri.

450. Quando ergo potestas a^, per numcrum primum kq -i- i divisa, unitatem relinquit, tum

omnia residua, ex scrie potcstatum 1, a, a^, a^, a*, etc. orta, in nostris residuis biquadratorum con-

tinebuntur. Et vicissim, si a non sit rcsiduum biquadratorum, formula a^— 1 certe non erit divi-

sibilis per kq-\- i.

k5i. Si q sit numerus impar, inter residua non occurret numerus — 1, vel kq, quia

(

—

ly— 1 certe per kq-t-i dividi nequit. Hoc ergo casu, si rcsidua sint 1, a, /3, y, 8, etc,

eorum negativa — 1, — a, — /3, — y, etc, seu kq, kq -*-

i

— a, kq-t-i— /?, kq-\-i-^y, etc

certe inter non-residua reperientur.

452. Hinc sequitur, si q sit numerus impar, non dari duo biquadrata a* et t*, quorum summa

a*-h-b* esset per numerum kq-t-i divisibilis. Si enim residuum ipsi a* conveniens esset a, aitcrius

6* esset — a, quod autem fieri non posse modo ostcndimus.

453. Contra autcm, si q sit numcrus par, intcr rcsidua biquadratorum certe occurrit — 1, si

enim esset non-residuum, non esset (

—

i)'^— 1 per kq-t-i divisibile. Cum igitur sit divisibile,

patet propositum, scilicet intcr residua biquadratorum simul singulorum negativa, seu complementa

contineri.

454. Si ergo q sit numerus par et kq-i-i numerus primus, seu si 8^-4-1 sit numerus

primus, proposito quocunque biquadrato a*, aliud dabitur 6*, ita ut eorum summa a*-*-6* sit per

8^-4-1 divisibilis. Ita dato numcro a, scmpcr inveniri potest numorus x, ut biquadratorum summa

a*-*-cc* divisibiiis sit per 17, vel 41, vel 73, vel 89, vel 97, etc
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^55. Contra autem, nuUa dabitur duorum biquadratorum summa, quae esset diyisibilis per

ullum numcrum primum hujus seriei 5, 13, 29, 37, 53, 61, 101, etc.; multo vero minus per

ullum numcrum primum formae kq — 1 ,
quia ne summa duorum quidem quadratorum per talem

numerum est divisibilis.

456. Summa ergo duoruni biquadratorum iuter se primorum, praeter binarium, alios divisores

habere nequit, nisi qui contineantur in forma 89 -+-1, ita «st:

1-h2*=17 2*-+- 3*= 97 4*-h5*=881 7*-i- 8*= 73.89

1-H 3*=2.41 2*-*- 5*=6M 4*-f-7*=2657 7*-f- 9*=2.4481

1-i-**=257 2*-f-7*=2«H7 4*-h 9*= 17. 401 7*-i-10*= 12i0l

1-i-5*=2.313 2* -I- 9*= 6577 5*-h 6*= 17. 113 8* -i- 9*= 10657

1-1- 6*= 1297 3* -H 4*= 337 5*-t- 7*= 2.17.89 9*-*-10*= 1651 f.

1 H- 7*=2.1201 3*-4- 5*=2.353 5*-h8*=4721

1 -f- 8*= 17.241 3*-i- 7*=2. 17.73 5* -i- 9*= 2.3593

1-H 9*= 2. 17. 193 3*-H 8*= 4177 6*-h7*=3697

1 H-10*=73.137 3*-t-10*=2. 17.593

457. Si jam quaeratur, quibus divisoribus binarius in residuis reperiatur, id quidem in casibus

evolutis § 424 nusquam evenit. At ubi 2 occurrit, ibi etiam 2a occurrit; ideoque divisor kq-+-i

factor esse debet talis numeri a*— 26*, seu 26*— a*; unde concluduntur hi divisores:

73, 89, 113, 233, 281, 353, 593, 617, 937, 1249, 18^9, 2273, 2393, 4177,

4721, 4801, 6529, etc.,

qui numeri in forma 64p/> -1- qq contcnli videntur. (*)

458. Numeri autem in formula Qkpp -+- qq contenti sunt:

73, 89, 113, 233, 257, 281, 337, 353, 577, 593, 601, 617, 881, 937, 1033, 1049,

1097, 1153, 1193, 1201, 1249, etc,

ubi cum omnes praecedentes occurrant, et reliqui quaesito satisfaciant, nihil est, quod de veritate

conjecturae dubitemus, et cum omnes hi numeri sint forma€ 8/i^ 1 , in residuis tam — 2 quani

-- 2 reperietur.

459. Omnes divisorcs primos formae kq-4-i usque ad 101 examinando, inter residua sempcr

occurrit numerus q, ita ut esset 9^— 1 divisibile per 4g-i- 1 ,
quod si gencratim esset vcrum, simui

inter residua forent numeri g, g^, q^, I69, S\q, 256g, I699, Siqq, hincque — 4, q— 20,

— 64, — hq.

460. Ilaec observatio per supra § 389 allatam confirmatur, ubi animadvertimus numerum 2

inter residua quadratorum esse, si divisor primus sit formae Sp -+- i , esse autem non-residuum,

(") Script. ad marg. Ut .3 sit residuum, divisor esse debet pp-*-qq- «t «it vel p=l2w», vel p=3(2*ii-f-l;

et q=kn~t-2. Ut 5 sit residuum, divisor fit =iOOpp-h-qq.

L. K«leri Op. {lostbama. T. I. 8
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si diTiSOr sit formae Sp-t-5y quare 2*^— 1 est divisibile per Sp-t-i, at 2*''"*"^— 1 non est divisibile

per 8p-4-5, quare cum 2*'""^*-—
1 sit divisibile, ncccsse est sit 2*''"*"^-i- 1 per 8/)h-5 divisibile.

461. Hinc cum forma kq-^-i ad 8/) -h 1 redeat, si q sit numcrus par, hoc casu 2"^^— 1,

seu 4^— 1 per 4g -f- 1 est divisibile, idcoque numcrus 4, ejusque etiam ncgativum — 4 inter

rcsidua biquadratorum rcperiri debet. At si q sit numcrus impar, quo casu 4(/-i- 1 ad Sp -*t 5

redit, erit 2^^-1-1, seu 4^-4-1, vel quod codcm redit (— 4)'^— 1 per kq-t-i divisibile; ita ut

etiam hoc casu — 4 inter residua biquadratorum occurrere dcbcat.

462. Pro divisore ergo primo 4g-i-l, sive q sit numerus par, sive impar, in residuis

biquadratorum scmper rcperitur — 4, unde cum ob 1 etiam — 4^ adsit, quoque q adesse debet,

sicque aitera observatio pcr alteram conGrmatur.

caput xm.

De residuis, ex divisione surdesolidorum per irameros primos orlis.

463. Si divisor sit d, et a^ reiinquat a, tum (d — ay relinquet — w, sicque omnia residua

nascentur ex his potestatibus 1, 2*, 3^ 4^...(d — 1)*, quae si omnia fuerint diversa, eorum nu-

mcrus esl = d — f

.

464. Sint 1, a, /?, /, ctc. omnia rcsidua divcrsa, et in iis occnrrent producta ex binis; quin

etiam si quod productum nm ibi adsit cum altcro factore m, etiam altcr n adcrit. Nam si mn

nascatur ex a^, et m cx 6*, ex n6* nascelur ctiam mn, erilque a*

—

nb^ divisibile por d. At fieri

potest a= fb±gd, ideoquo a* idem rclinquit residuum, quod f^b^, sic cum pb^— nb^, ac

propterea p— n divisibile sit pcr d, in residuis erit n.

465. Si in residuis est a, ibi erunt quoque d^, a^, a*, sed a* quidem scmper inest. Ffinc

vicissim, si in residuis sit a^, ibidem quoque erit a^=a^:a^; et ob a* quoque residuum, erit etiam

a residuum. Er^o quaecunque potestas a" (dum n non fuerit multiplum quinarii) fuerit residuum,

ejus omnes potcstatos a, a^, a^, etc. enmt simul residua.

466. Sit //* multitudo rcsiduorum 1, a, /3, y, d, etc. pro divisore primo 2g-i-l, et si omnes

numeri divisore minores in residuis occurrant, erit m = 2q, ac talcs quidem casus dari mox patebit.

467. Si fucrit m <i2q, dabitur numerus non-residuum, cujusmodi sit ^, hincque primo non-

residua erunt ^, Aa, A,3, etc. numero m; tum vero quia A"^, A^, A^ sunt non-residua, ex quoque

m nova obtinentur, ita ut unum non-residuum A involvat quatuor classes non-residnorum

I. A, Aa, A/3, Ay, elc. III. -A^, A^a, A^^, A^y, etc.

II. A^, A^a, A^/3, A^y, etc. IV. A\ A'a, A'/3, A*y, etc.

468. Statim ergo atque unum non-residuum habctur, simul oriuntur 4m non-residua, qu.ic

si fuerint omnia, neccsse est ut sit m-+-km = 2q, ideoque 5m= 2g et m= -^i nisi ergo q

multiplum quinarii, non-residua adess;; nequcunt.

469. At si praeter quatuor classes novum daretur non-residuum R, ex eo denuo quatuor

classes orirentur:

I
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V. B, Bit, BS, By, etc. VII. fi*, »'«, ^/9, B^y, etc.

VI. B\ £?»«, fiV, ^V» etc. VIII. B\ B'a, 5*/?, 5*/, etc.

Jam sive /^B dicatur csse residuum, sive non-residuum, absurdum sequitur; unde omoia noii-rcsidu4

si quidem dantur, a quatuor prioribus classibus exhauriri nccesse est.

^70. Gertum ergo est, quoties in divisore primo 2q-^i numerus q non fuerit multiplum quinarii,

toties omnes numeros in residuis occurrere, eorumque multitudinem esse = 2g. Neque ergo dantur

duo oumeri a et 6, minores quam 2^h- i, ut a'— 6* esset per 2q -t- t divisibile; hincque etiam

a* -4- a^ b -t~ aabb -*- ab^ -*- b* per nullum numerum primum 2g-4-l dividi potest, in quo q non sit

multiplum quinarii.

4^71. Omnes ergo divisores primi numerorum hujus formae a*-i- a^6-+- a*6'^-H a6'-+- 6*, seu

hujus a*— 6*, excluso divisore a— 6, in hac formula iOp-+-i continentur, iique numeri nullo modo

dividi poterunt per ullum numerum in aliqua harum formularum 1 0/) h- 3 , 1 Op -i- 7 et 1 0/> -i- 9

contentum.

^1^72. At si divisor primus sit iOpn-l, non omnes numeri in ordine residuorum occurrent,

si enim omnes occurrerent, foret x^^P— i semper divisibile per iOp-f-i, quicquid fuerit x, seu

differentiae omnium harum potestatum 1, 2^^*, 3^^ 4^^ (2/)-i-if'° per iOp-^i essent divisibiles,

cujus absurditas jam supra est ostensa.

473. Quare si divisor primus sit iOp-i-i, numerus residuorum diversorum tantum est = 2p,

et 8p habebuntur non-residua, unde semper quini dabuntur numeri ipso lOp-i- i minores, a, 6, r,

d, c, quorum potestates quintae paria producunt residua.

474. Scilicet proposito numero quocunque a, quatuor semper assignari possunt alii 6, c, rf, e,

singuli divisore iOp -*- i minores, ut per eum divisibiles sint

hi numeri

6»— a*

c*— a*

d^— a«

e'— a'

Haec eadem demonstratio ad praecedentes potestates accommodari potest.

475. Differentiae ergo etiam harum primae, a tribus sequenlibus, per eundem divisorem dividi

poterunt: hae autem differentiae, cum sint divisibiles per 6— c, 6— d, 6 — c, abeunt in has

6»-H 6\ H- 6c^ H- c^H- a6*-i- a6c -i- oc^ -i- a^ -*- aV -^- «',

6'-*- 6^d -I- 6d*H- d^-+- a6*-*- a6d h- ad^-^- a*6 -t-a^^d-t- a\

6'-i- 6*e -H 6e* -+- e' h- a6*-f- a6c -h ae^ h- aH -i- «V -<- a*,

476. Porro vero harum differentias, sigillatim per c

—

d et c— e divisas, etiam per iOp-*-i

divisibiles esse oportet, quae sunt:
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c*-i- cd -*- d*-»- hc-\-hd-\- 6^-i- ac

c*-»- ce -I- e* -I- hc -V- he -^ h"^ -\- ac

harumque denuo differenlia, quae per d— e divisa est,

ad

ae

ah

ah a\

d a.

477. Hinc apparet quinos numeros a, 6, c, d, e, quorum potcstates quintae, per numerum

primum 10/) -hI divisae, paria relinquunt residua, ita esse comparalos, ut eorum summa

« -f- 6 -f-

c

-I- d -I- e

etiam per eundem sit divisibilis. Cum autem singuli minores sint quam lOp -i- 1 , eorum summa

est vel 10/) -4- i, vel 2 (10/) -4-1), vel 3(10/)-h1), vel h{iOp-^\).

kl^. Cum numeros negativos etiam ut residua spectare liceat, haec summa a-\-h-^c-\-d-¥-e

ut nihilo aequalis considerari potest, unde datis quatuor «, 6, c, d!, quintus sponte datur, scilicet

c =— a— 6— c— df, qui cum sit unicus, patet plures quam quinque non dari.

kl^. En ergo novam demonstrationem, quod numerus residuorum diversorum pro quocunque divi-

sore primo 2g-i-l sit vel =2^, vel =-^5 et quod prius quidem semper eveniat, si q non sit mul-

tiplum quinarii, posterius semper, si fuerit q= 5p. Priori casu omnes numeri divisorc minores sunt

residua, posteriori tantum quinta eorum pars.

4-80. Posito igitur divisore primo 10/)-k-1, multitudo residuorum diversorum est =2/), inter

quae cujusvis residui negativum quoque occurrit, ex quo eorum multitudo est par. Tum vero idem

residuum quinque potestatibus diversis, quarum radices sint divisore minores, convenit, quas notasse

juvabit.

481. Tales divisores cum sint 11, 31, 41, 61, 71, 101, etc. consideremus primo divisorem

1 0/) -»- 1 = 1 1 ,
quo fit /)= 1

:

Residua

1

10

Residua

1

5

26

6

25

30
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Clas«e« non



62 L. EULERI OPERA POSTHLMA. Arithmetica.

489. Si post unitatein a sit minimus numerus, cujus potestas a"*, per mn -4-1 divisa, unitatem

relinquat, cujusmodi numerus semper datur et quidem unicus; tum si potestas b'" relinquat m,

omnium horum numerorum 6, ah, a^b, a^b. . .a'"~~^b, quorum multitudo est =/w, potestates expo-

nentis m idem residuum a relinquent.

490. Si m= 2, minima potestas



7n-f-!
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Pag^ina Intepcalata.

Tentamen demonstrationis
,
quod si divisor primus sil 8q-i-7, in residuis reperiatur 2. Ponamus esse in residuis 2,

et cum ibidem sit {^q-t-m)'^, erit quoque Sqq-t-Smq-+-2mm, hincqUe ^

Smq-i-2mm— Iq et 2mm— 7w— 7q et 2mm— 7m-^q-t-7

,

quod si nunquam fiat non-residuum, patebit propositum. At non-residua repraesentari possunt per quadrata negativa,

quorum dupla etiam erunt residua per hypothesin ; sit ergo

2mm— 7m-+-g-+-7= — 2aa-H8%-H76, fietque

2aa-*-2mm — 7nH-7— 76 „ -r
(4a)2-i-(4m - 7)*

foretque 8?-f-7 divisor ipsius (4a)*-f-(4m— 7)^, quod cum fieri nequit, sequitur ex residuo 2 nullum deduci absur-

duni, cujusmodi necessario resuUare deberet, si 2 non esset residuum. (*)

Theorema. Si divisor i2q-h-H, erit 3 residuum.

Ponamus 3 esse residuum, ac si nuUum absurdum inde sequatur, pro vero erit habendum. Erit ergo — 3 non-

residuum, et omnia non-residua — 3aa. Atresiduum esl (2g-i-m)^ et \2qq -i- i2mq-i-'imm, hincque 3mw

—

\\q— ilm,

item 3mm-¥-q— llm-Hll, quod nunquam potest esse non-residuum — 3aa: ponalur enim

3mm— 1 Im-f-1 1 -i-g= —
- 3aa-i-1269-Hll6, erit

3«a-*-3mm — Hm-+-ll-116 , ^, .„ .. (6a)*-i-(6m- H)^
^ = m^Ti ' undefit 12^-4-11 = ^

^^^_^ ,

quod cum sit absurdum, 3mm— \\m-h-\i-\-q nunquam inter non-residua continebitur.

Vel ita pro divisore Sq-i-7.

Si 2 esset non-residuum, in genere 2mm— 7m— 7q±a[Sq-i-T) esset non-residuum; in genere autem resi-

duum est [iq-t-n^^^^^Gqq-i-Snq-i-nn^Snq-^nn— \\q=nn — ik^q— 7n= wn-H2^— 7n-*- lidbi^J^^^f-H^), omnes

ergo numeri continerentur in alterutra harum formularum:

2mm— 7m— 7^ rt a (8gr-i- 7)

nn— ln—\!^q±(3{Sq-i-l).

Si unicus assignari posset numerus, hic non contenlus, demonslralio esset perfecta; vel si idem numerus in utraque

contineretur, quod fit si, posito m=/"-4-^, n=f-i-2g, fuerit ff
— 2gg-\-lg-\-lq divisibile per 8^-h7.

(*) Script. ad marg. Si 2mm— 7m-i-q-^7 ponatur =— aa, fit

«._^7 2(2«)'-H(4m-7)»

nunc demonstrandum restat 2xa;-t-yy nunquam divisibile esse per 8^-1-7.

Nota allera, ut videlur, huc pertinens. Sxx— (2y-i-l)* alios divisores primos non habet, nisi formao

8n — 1 et 8n -t- 1

—-— mt si x= 7a±i, -— int. si a:= 23a±7, -— - mt. si a:= 3Iazt2
7 23 31

——— « « x= VJa±\0., " « x=\la±l

,

• « x= i\a±b
47 ,

' 17 41
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Capiit \M\.

De residuis, ex divisione quadratorum per numeros compositos ortis.

502. Sint i, ccj ^, y, d, etc. rcsidua, quae ex divisione quadratorum pcr numcrum primura

2p -H i oriuntur, quorum numerus est =/>; ac videamus prirao, quaenam residua oriantur, si divisio

fiat per duplum 2 {2p h- i), atquc bic quidcm excludaraus quadrata paria'; tantum enim ea quadrata,

quac ad divisorcm sunt prima, considercmus.

503. Wultitudo autcm quadratorum, quorum radiccs sunt divisore minorcs, cst =2p, et

quoniam quadrata aa et (^^-+-2— «)* idem rclinquunt residuum, multitudo rcsiduorum diversorum

major esse ncquit quam p; erit ergo vel =p, vel minor quam p.

50'i'. Minor scilicet csset, si darentur duo quadrata aa et 66, ut non esset b = kp-i-2 — a,

quac idem relinquerent residuura. Foret autcra tum 66

—

aa=(b— a)(6-t-«) divisibile per 2(2/)-+-i),

et alter factor pcr 2, altcr per 2/) h- 1 divisibilis esse deberct. At uno existente pari, altcr quoquc

erit par, ideoque pcr totum divisorem divisibilis, unde foret 6 = 2(2/)-f-i) — a.

505. Multitudo erg;o residuorum diversorura, quae quidera ex quadratis ad divisorera prirais

oriuntur, erit =/>, totidera nuraero, quot ex divisore prirao 2p-t-i nascuntur. Ac si residua, ex

divisore 2(2/)-f-i) orta, sint i, y4, B, C, D, etc, eorura nuraerus est =/), et ibidem occurrent

producta cx binis.

506. Dantur autcm 2p numeri ad hunc divisorem primi eoque minores, unde cura eorum

tantura semissis rcsidua constituat, altcr semissis dabit ordinem non-rcsiduorum ,
quae si sint H, 93,

S, J), etc. , eorura numerus erit =p, et producta ex horum binis iterum fient residua.

507. Contempleraur quaedam exempla, in iisque tam residua, quae ex divisore prirao 2/)-*-l,

quam ex ejus duplo 2(2/)-i-i) nascuntur, simulque apponamus non-residua ad divisorcm priraa:

divisor
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et primo observamus omnia residua divisoris 2(2/)-f-l), vel ipsa, vel numero 2p-i-l minuta

constituere residua divisoris 2p-f-l.

509. Scilicet vel A, vel A— i2p-\-i) in residuis 1, «, ^, 7, etc. occurrit. Cum enim detur

quadratum impar aa , ut sit aa—A per 2(2p-i-l) divisibile, erit quoque per 2/)-i-l divisibile, unde

A etiam inter residua divisoris 2/}-*-l reperiatur necesse est, vel ^— (2/)-i-l), si fuerit ^>2/)-f-l.

510. Numeri porro impares seriei 1, a, /3, /, etc. in serie 1, A, B, C, D, etc. occurrunt,

pares autem ibi non reperiuntur, at vero iidem aucti numero 2p^i. Sit enim a numerus impar,

et cum aa— a sit divisibile per 2p-!-l, erit aa — a= n {2p -i- i). Jam a vel est par, vel

impar. Si impar , erit aa — a par , ac proptcrca etiam ' n par , sicque aa— a divisibile erit

per 2(2/j-+-l).

511. At si a sit par, erit 2p-i-l — a impar, atque etiam (2/) -t- 1

—

a)"^— cc= n (2p -f-
1 ),

ubi n fiet par, ita ut haec formula quoque per 2(2/)-i-l) sit divisibilis; unde si a sit numerus

impar, certe inter residua 1, A, B, C, etc. continebitur.

512. At si a sit numerus par, ejus loco inter residua divisoris 2/)-i-l considerari potest

a-f-2/)-*-l, qui cum sit impar, ob rationes allatas etiam inter residua divisoris 2(2/)-f-l) re-

periri debet.

513. Datis ergo residuis 1, «, ^, 7, etc, ex divisore primo 2/) -f- 1 ortis, ex iis statim

concinnari potest scries residuorum 1, A, B, C, etc. ex duplo divisore ortorum 2(2/)-f- 1), illorum

scilicet, quae sunt imparia, ipsa ponendo, paria autem numero 2/) -f- 1 augendo.

51^. Simili modo ex serie non-residuorum a, b, c, b, etc. divisori 2/)-f-l respondentium

formabitur series non-residuorum divisori 2 (2/) n- 1) respondeutium, dum imparia ipsa sumuntur,

paria vero numero 2/) -f- 1 augentur.

De divisore k (2p -¥- i) = d.

515. Multitudo numerorum hoc divisore minorum ad eumque primorum est 2.1.2/) = 4/), et

non solum quadrata aa et {d— a)"^ idem relinquunt residuum, sed dantur praeterea duo alia 66 et

{d — 6)'^. Fieri enim potest 66 — aa = {b — a) (6 -f- «) = kn {2p -f- 1 ) , sumendo 6 — a= 2n et

6 -f- a= 2 (2/) -f- 1) , unde fit 6 = 2 {2p -f- 1) — a, sicque quaternorum quadratorum, idem residuum

relinquentium, radices sunt: a, 2 {2p -f- 1) — a, 2 {2p h- 1) -f- a, 4- {2p h- 1) — a.

516. Plura autem quam quatuor dari non possunt, unde hoc casu numcrus residuorum tantum

cst /), uti pro divisore primo 2/)-f-l; at numerus non-residuorum est 3/), ut ex subjunctis exemplis

videre licet:

divisor
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divisor 11 hk

residua 1, 3, 9, 5, * ^ 9, 25, 5, 37

l 3, 27, 31, 15, 23

non-rcsidua 2, 6, 7, 8, 10 < 7, 19, ^3, 35, 39

( 13, 29, 17, 21, hi

divisor 13 52

rcsidua 1, 3, h, 9, 10, 12 1, 9, 25, ^9, 29, 17

f 3, 27, 23, W, 35, 51

non-residua 2, 5, 6, 7, 8, 11 < 5, 45, 21, 37, 41, 33

(7, II, 19, 31, 47, 15.

517. Sint pro divisore 2/) -h 1 residua 1, «, /?, 7^, 5, etc. et pro divisore 4(2p-t-l) residua

1, A, B, C, I>, etc. multitudine aequalia; ac primo patet ex his residuis illa reperiri, scilicet ex

serie i, A, B, C, D, etc.
,

quae sunt minora quam 2p-t-l, ipsa in serie 1, ce, /9, y, 5, etc.

continentur; quae vero sunt majora, minui debent numero 2p-*-l, vel ejus duplo, vel ejus triplo.

518. Dcinde observo inter residua 1, A, B, C, D, etc. nullum numerum hujus formae kq—

1

contineri. Cum enim quadratum aa, demto numero kq— 1, nequeat esse divisibile per 4, fleri non

potest, ut sit aa — (kq— 1) multiplum ipsius 4(2p-i-l), unde numeri 3, 7, 11, 15, 19, 23

semper sunt inter non-residua.

519. Si in serie 1, a, /?, 7, d, etc. occurrat numerus impar formae hq-\-\, idem quoque in

serie i, J, B, C, D, etc. occurret; nam si aa — (kq-t-i) sit divisibile per 2p-f-l, quoque divi-

sibile erit (2p -+- 1 zt a)^— (4g-i-l); et quia numerorum a et 2p-+-lit:a alter certe est par,

alter impar, sumatur a impar, et aa— (4g-4-l) per 4 erit divisibile, unde etiam per 4(2p-i-l),

ita ut pro hoc divisore kq-^i futurum sit residuum.

520. At si numerus impar kq— 1 sit residuum divisoris 2p -4- 1 , non erit residuum divisoris

4(2p-f- 1), uti jam vidimus; tum vero 2 (2p -i- i) -¥- kq — 1, quia rcdit ad formam 4r-*-l, certe

inter rcsidua divisoris 4(2/)h-1) continebitur.

521. Si numerus par 2q sit residuum divisoris 2p h- I , tum vel

2q-t-2p-^i, vel 2g-+-3(2p-f-l)

erit residuum divisoris 4(2/)-4-l), prout vel hic, vel ille numerus fuerit formae 4r-t-l, alter enim

formae kr— 1 sempcr excluditur.

522. Scilicet si sit p = 2/n, et km-t-i niunerus primus, si kq sit rosiduum divisoris 4»ih-1,

tum kq-¥-km-*-i erit residuum divisoris 4(4/n-»-l); at si 4g-4-2 rcsiduum divisoris 4m-4-l,

tum 4^ -+- 2 -*- 3 (4w -f- 1) erit rcsiduum divisoris 4 {km -*- 1).

523. Sit p = 2m — 1 et km— 1 numeruS primus: Si kq sit residuum divisoris km— 1,

tum 49-4- 3 ('*m— 1) erit residuum divisoris 4 (4m

—

I). At si 4^-1-2 sit vesiduum divisoris

km— 1 , tum 4g -+- 2 -4- 4m— 1 = ^7 -- 4m -+- 1 erit residuum diNisoris 4 (4m — 1).
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^2k. Ope harum regularum ex singulis residuis divisoris primi 2p-\-i totidem residua divisoris

k{2p-\-i) reperiuntur; unumquodque onim vel ipsum, vel auctum numero 2/)-*-l, vel 2(2p-f-l),

vel 3(2p-+-l), ut prodeat numerus formae hq-\-i, erit residuum divisoris 4 (2/> -i- 1).

525. Ex quovis autem residuo divisoris 2p -\- i unum quoque non-residuum pro divisore

%{2p-\-i) elicitur, formae kq— 1; tum vero ex quovis non-residuo divisoris 2p-\-i bina non-

residua pro divisore h(2p-\-i) prodeunt; si enim illud sit par, addendo 2/) -h 1 et 2(2|)-*-l), sin

sit impar, addendo et 2{2p-\-i) duo non-residua obtinentur.

De divisore 8 (2/)-i- 1) = d.

526. Hic semper octo dantur numeri minores quam d, quorum quadrata por d divisa relinquunt

idem residuum, scilicet uno numero existente «, reliqui septem sunt

2(2/>-f- l)dba, h{2p-\-i)±a, 6 (2/>-i- 1) zta, 8(2/)-4-l) —

a

neque plures exhiberi possunt.

527. Quare cum multitudo numerorum, ipso d minorum ad eumque primorum sit =kA .2/)= 8/),

horumque octoni idem praebeant residuum, manifestum est numerum residuorum diversorum fore

= /), non-residuorum vero =7p.

528. Deinde patet inter residua occurrere non posse ullum numerum formae hq— 1 , vel

alterutrius hujus 8q— 1, Sq — 5; neque vero etiam inter residua esse potest numerus formae

Sq-\~5, propterea quod forma xx— {Sq-\-5) nunquam per 8 neque erg-o per 8 (2/j -h 1) dividi

potest, quia est xx=Sn-i-i ob x imparem.

529. Alia igitur residua non locum habent , nisi quae sint formae Sn-\- i , et quia divisor

ost 16p-f-8, pro n sumi possunt omnes numeri ab usque ad 2p. At ex forma 8/i-i-l excluditur

vel 2pH-l, vel 3{2p-\-i), vel 5{2p-\-i), vel 7{2p-^-i), quae scilicet est formae Sn-\-i, ita

ut tantum 2p hujusmodi numeri relinquantur, quorum autem semissis solum residua constituit.

530. Ex his autem numeris formae Sn~\-i, quorum multitudo est 2p, si unicus constet,

qui sit non-residuum, eo per singula residua multiplicando obtiuentur reliqua non-residua numero

p, praeterea vero reliqui numeri impares sive formae Sn-\-3, sive 8ai-i-5, sive Sn-\-7 suppodi-

tant adhuc 6/) residua.

531. Divisor ergo S{2p-\-i) totidem praebet rosidua, quot divisor 2p-h-i, quae si sint

1, «, /?, y, d, etc. ox singulis residua divisoris S{2p-\-i) elicientur, addendo ejusmodi multiplum

ipsius 2p -\- i , ut aggregatum fiat formae Sn-\- 1, vehiti ex hoc exemplo videre licet:

Pro divisore 13, residua 1, 3, h, d, 10, 12

adde 0, 6.13, 13, 0, 3.13, 13

pro divisorc 104^, residua 1, 81, 17, 9, 49, 25.

532. Si pro divisore 8(2/)-t-l) fuerit residuum J, erit JP— 1 divisibile per S{2p-\-i)\

ac si hoc eveifterit, erit J vicissim residuum quadratorum. Scilicet si ^^"— 1 sit divisibile per

8(2/)-*- 1), semper assignari potest quadratum xx, ut sit xx— ^ divisibile por S{2p-t-i).
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De divlsore 3{2p-*-i) = d.

533. Multitudo numerorum hoc divisore minorum et ad eum primorum est =2.2/) = kp,

inter quos duo ad minimum sunt, quorum quadrata idem residuum relinquunt, scilicet a^ et (d— a)*,

unde numerus diversorum residuorum major quam 2p esse ncquit.

534-. Praeterea vero cum a per 3 non sit divisibile, vel 2/)-*-l — 2a, vel 2 {2p -t- i) — 2a

per 3 erit divisibile, sit quotus =iw, et quadratum numcri 3m -4- a idem relinquet residuum, ergo

vel 2/) -4- 1 — a, vel 2 {2p -*- 1) — a, indeque praeterea vel 2 (2p -i- 1) -+- a, vel 2/) -4- 1 -*- a

idem quoque residuum relinquet.

535. Hoc modo cum semper quaterna quadrata idem dent residuum, numerus residuorum di-

versorum erit tantum =p, ideoque idem ac pro divisore 2/)-+-l. In residuis autcm nequit esse

ullus numerus formae 3n — 1, cum nullum quadratum, tali numero minutum^ per 3, neque ergo

per 3 (2/) -t- 1 ) dividi queat.

536. Omnia ergo residua divisoris 3 (2/) -4-1) erunt numeri formae 3/1-4-1, et si residua

divisoris 2/)-*-l sint 1, a, /?, 7, etc. quodlibet vel ipsum, vel numero 2/)-f-l, vel 2(2/)-*- 1)

auctum, quo prodeat numerus formae 3/i-»-l, erit residuum divisoris 3{2p-t-i).

Pro divisore (2/)-*- 1) (2g -f- 1) = d.

537. Sint pro divisore 2/)-f-l residua 1, «, /?, y, 5, etc. numero =p, et pro divisore

2^-4-1 residua 1, n:, (>, <?, t, etc. numero =q, ac numeri utrique ordini communes erunt residua

divisoris d = {2p -t- i) {2q -h- i).

538. At ad priorem ordinem pertinere censendus est numerus m {2p -t- l) -t- a , ubi m ita

potest definiri, ut fiat aequalis vel n (2g -1-
1
) -4- 1 , vel /i (2g -4-

1
) -1- tt , etc, sicque ex quovis

residuo divisoris 2p-t- i producuutur q residua divisoris 2g h- 1 , sicque omnino pq rcsidua diversa

pro divisore {2p -\- i) {2q -t- i) obtinentur.

539. Sit hujusmodi divisor compositus 5.7=35, et cum sint residua pro divisore 5 haec

duo 1, 4, et pro 7 haec tria 1, 2, 4 5 ergo pro divisore 35 residua erunt 7/1-4-1, 7/1-4-2,

Tn-t-k-, quae scilicet vel in forma 5//i-i-l, vsl 5m-i-h- continentur. Erunt ergo haec residua

numero sex: 1, 29; 9, 16; 4, 11.

5^0. Cum pro divisore {2p-i-i) (2y-4-l) tantum dentur pq residua diversa, quatcrna quadrata

idem praebebunt residuum, quorum unum si sit =aa, reliquorum trium radices erunt:

(2p-4-l)(2^-4-l)— a, /w(2/)-i-l) — a, /i (2p-i- l)H-a,

sumendis numeris m ei n ita, ut /w(2p-t-l) — 2a et n {2p -t- i) -*- 2a dividi queant per 2^-4-1,

quod ob 2/)-4-l et 2^-4-1 primos inter se, semper fieri potest, tt m et n sint minorcs quam 2q-*-i.

Caput XV.

De divisoribus numerorum formae a*a:-4-j/y.

5Vl. Hinc primo excludo casus, quibus numeri x et j habent communem divisorem; si enim

maximus communis divisor esset = ^ et x= p(p et y=iq(p, ut p et 7 forent primi inter se,

haberctur xx -t- yr= {pp -t- qq) qxp , et inventio divisorum reduceretur ad formara pp -*- qq-
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54^2. Sint ergo a? et y primi inter se, atqiie evenire potest, ut xx~v-yy fiat numerus primus,

cui probando vel unicus casus sufficeret, quorum simplicissimus est 2. Ut autem xx-\~yy fiat

numerus primus, statim excluduntur casus, quibus ambo numeri x e\ y sunt impares.

S^i-S. Ponatur ergo alter par, alter impar, et evidens est omnes numeros primos xx-^yy in

hac forma kn-^i contineri debere, sicque nullus numerus formae kn— 1 duorum quadratorum

summa esse potest.

5'i''^. Sin autem x ^t y sint numeri impares, seu £c= 2p-*-l et j = 2g-i-l, fieri poterit

ut semissis —-— = 2pp -4- 2/) -f- 2qq -i- 2g -i- 1 fiat numerus primus. At est

2pp -I- 2/) -t- 2qq -i-2q-t- i = (p -+-q-+- l)^-i- (jo — g)'*,

iterum summa duorum quadratorum, quorum alterum par, alterum impar, ob summam radicum

2p -f- 1 imparem.

5^5. Si summa duorum quadratorum aa -i- 66 per aliam summam duorum quadratorum cc-¥-dd

multiplicetur, productum [aa -\- hh) {cc -i- dd) iterum erit summa duorum quadratorum, cum sit

= (acdt 6^)^-+- (ad ip 6c)*, quod ob ambiguitatem sig-ni duplici modo evenire potest.

54^6. Hic inversa propositio se ofFert: si summa duorum quadratorum pp-*-qq divisionem ad-

mittat per summam diiorum quadratorum aa-i-bh, fore etiam quotum duorum quadratorum summam,

cujus veritas autem inde non sequitur, sed peculiarem demonstrationem requirit.

.5^7. Ad hoc dcmonstrandum primum animadverto formam pp-i-qq per aa-\~bh esse divisibilem;

quanlicunque sint nuraeri p et q, semper eos reduci posse ad numeros minores quam aa-h-bb, atque

1'

adeo quam -^ (aa -+• 66) , cum si pp -i- qq sit divisibile per aa-*-hby etiam

(=t a {aa -f- 66) ±p)^H- (± /? {aa -i- 66) ± q)''

divisibile evadat.

5^8. At si ^-^—7? sit summa duorum quadratorum cc-i-dd, seu p = ac-i-bd et q = ad— 6c,

sumendo p = ac -\- bd -\- a {aa hh 66) et q= ad— bc-*- /3 (aa -*- 66) , tum pp -*- qq utique per

aa-\-bb divisionem admittet, eritque quotus

= cc -i- dd -+- 2a {ac -i- hd) -h 2^3 (ad — 6c) -t- {aa -4- /3/3) {aa -i- 66)

,

qui eliam est summa duorum quadratorum {c-i- aa— /96)^^-1- {d -t- ab -t- /3a)^.

5kd. Verum haec altius sunt petenda; dico ergo primo, si divisor aa-¥-bb sit numerus primus,

per quem forma pp-t-qq sit divisibilis, quotum esse summam duorum quadratorum; quod etsi in

genere verura est, existente aa~\-bb etiam namero composito, tamen demonstratio ab hoc casu

derivanda videtur.

550. Cum a ct 6 sint numeri primi inter se, ad eos p ita referri potest, ut sit p=.nia— nb,

idque infinitis modis, iam si esset q =: na -t- mb . foret uiiaue ^^^^^= mm-i- nn; at si non sit
'' * ' -1 aa-t-bb

q=z na -h- mb . ponatur q = na-\- mb -\- s, eritque

pp -H qq = {aa -f- 66) {mm -#- /in) -i- 2* {na -*- mb) -i- ss.

551. Cum ergo 2s {nn -+ mh) -t- ss sit divisibile per aa-t-bb, vel 5, vel 5 -*- 2 (na -4- /w6)

divisibile sit necesse est. Priori casu ponatur s= t{aa -h- 66) , erit
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^^~*~^^= mm -i-nn-t-t(t (aa -t- 66 1 -f- 2 (na -*- mb})

= mm -k- 2mbt -f- «66 -+- nn-+- 2nat -t- aatt= (m -h 6()'^-i- (/i -f- aty,

ideoque summa duorum quadratorum.

552. Altero casu ponatur * -*- 2 {na -t- mb) = t {aa -*- 66) , crit s= t {aa-t-bb) — 2{na-i-mb)^

ideoque ^-^-^ = mm -+- nn-^tt {aa -*- 66)— 2t {na -*- mb) = {m — 6<)^h- {n— aty, ita ut utroque

casu quotus sit summa duorum quadratorum.

553. Si er^o pp-^qq sit divisibilc per numerum primum aa-t-bb, demonstratum est quotum

csse quoque summam duorum quadratorum. Ilinc si quotus non esset summa duorum quadratorum,

divisor non forct numerus primus formae aa-k-bb, hoc est, vel si esset primus, non csset formae

aa-\-bb, vel si essct formae aa-\-bbj non cssct primus; vocabula autcm quoti et divisoris inter

se pcrmutare licet.

554-. Denotent, brevitatis gratia, littcrae ^, B, C, D, etc. numeros primos formae aa-t-bb, ct

si summa duorum quadratorum pp -h qq divisibilis sit per talium numerorum productum JBCf

quotus quoque erit summa duorum quadratorum. Est enim
^^~*~^

=rr-t-ss, tum vcro

rr-i-ss ^^ ^ tt-t-uu , «. pp-*-gq——= u-i-uu, atque —-— =xx-\-yyj unde lit ^ =xx-i- yy.

555. Si ergo sumraa duorum quadratorum pp-^qq divisibilis esset pcr numerum non-summam

duorum quadratorum, quotus, si essct primus, non foret summa duorum quadratorum, et si esset

compositus, non forct productum ex talibus numeris primis, qui sing-uli csscnt summae duorum

quadratorum.

556. Quare si summa duorum quadratorum pp-*~qq unum habeat factorem, qui non sit summa

duorum quadratorum, intcr reliquos factores primos ad minimum unus, qui etiam non sit summa

duorum quadratorum, rcpcriatur nccesse est.

557. Nunc ig-itur invcstigemus, an summa duorum quadratorum pp -t- qq iutcr se primorum

per ullum numerum 2(, qui non sit summa duorum quadratorum, divisibilis csse queat. Ad hoc

sumamus pp-^qq divisibile csse per talcm numerum %, atque ctiam {p— m%Y~i-{q— n^iiy divisi-

bile erit pcr % (*).

558. Potcrit ergo talis summa duorum quadratorura pp-^qq exhiberi, quorura radices p ei q

minores sint quam ^, quin etiam minores quam ^%\ cum etiam C^ — p)^-f- C^— 7)* divisioncm

admittcrc debeat, quorum quadratorum radices minores erunt quam 5*^, si /> et g eo csscnt majores.

559. Dabilur ergo summa duorum quadratorum pp-*-qq minor quam 171% (cum sit p < ^^f

et g <C j^i) per numcrum % divisibilis; ponatur quotus = 33, qui etiam vel ipse non erit summa

duorum quadratorum , vel factorcm talcm habebit , critquc 93 <C 2 2(.

560. Cum jam pp-*-qq divisibile sit per 93, exhiberi 'poterit surama duorum quadratorum

rr-f-.w minor quam 19323, divisibilis per 93, et quotus d, qui erit minor quam ^^, paritcr non

erit summa duorum quadratorum, per quem cum divisibilis sit rr-^ss, dabitur tt -t- uu <i {^Q.

divisibilis pcr (E , et quotus © < |(I itidem non crit summa duorum quadratorum.

(*) Scripl. ad marg. Quorum radices, s\ p el q sint primi inter se, etiam erunt primae inter se.
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561. Hoc modo tandem pervenietur ad summam duorum quadratorum quantumvis parvam,

quae foret divisibilis pcr numerum non-summam duorum quadratorum, quod cum sit absurdum,

necessario sequitur, summam duorum quadratorum inter se primorum non esse divisibilem per ullum

numerum, qui ipse non sit summa duorum quadratorum.

562. Proposito autem numero primo quocunque formae 4/n- 1 ,
quia inter residua quadratorum

est — 1, vel 4/1, semper summa duorum quadratorum per eum divisibilis exhiberi potest, unde

sequitur omnes numeros primos formae hn-^ \ esse summas duorum quadratorum.

563. Deinde cum numeri formae hn — 1 nunquam esse possint summae duorum quadratorum,

nulla summa duorum quadratorum inter se primorum per ullum talem numerum \n — 1 divisibilis

esse potest.

564. Desideratur autem demonstratio succinctior, qua probetur, si summa duorum quadratorum

pp-+-qq divisibilis fuerit per summam duorum quadratorum aa-^bb, quotum necessario quoque

esse summam duorum quadratorum, quod sequenti ratiocinio perficere tentemus.

565. In divisore aa-+-bb numeros a et 6 inter se primos assumere licet; si enim non essent

primi inter se, sublatione communis factoris tales redderentur; erit ergo aa-\-bb tam ad a quam

ad b primus. Unde quicunque numeri fuerint p et^g, ii ita repraesentari poterunt

p = m {aa -t- 66) zb fa et q= n (aa h- 66) =t gb
,

id quod infinitis modis fieri potest.

566. Gum igitur pp-*-qq sit divisibile per aa-t-bby etiam ffaa-^ggbb per aa-t-bb erit

divisibile, atque ob illas infinitas resolutiones, omnes casus, quibus ffaa-\-ggbb per aa-\-bb divi-

sibile evadit, prodire debent, ergo etiam casus ^r^/^prodeat necesse est, quoniam hoc divisio

succedit. (*)

567. Hoc concesso habebimus p= m {aa ~\- bb) ±fa et q = n {aa -h 66) ± fb; unde fit

pp-^qq l mm (aa -t- bb) ± 2fma „
c^-^bb ~ \ nn \aa h- 66) ± 2fnb

~^ "'

quae expressio est = (f±ma±nb)'^-+- {±naz^mb)'^, ideoque summa duorum quadratorum.

568. Hinc ergo statim sequitur, si quotus non sit summa duorum quadratorum, neque diviso-

rem talem esse posse, neque ergo productum ex duobus numeris, quorum alter est summa duorum

quadratorum, alter sccus, summa duorum quadratorum esse potest.

569. Conjunctis cura hisce, quae ante § 558 et seqq. sunt proposita, evincitur summam

duorum quadratorum inter se primorum nullos habere divisores, nisi qui ipsi sint summae duorum

quadratorum, tum vero omnes numeros primos formae kn -t- i esse summas duorum quadratorum.

(*) Script. ad marg. tfic dubium esse potest, an casus g=^f necessario ex divisibilitate formulae pp~\-qq

sequatur. Hoc dubium est fundatum, nam sit

a= T , b=h-, p=i7, 9=6, erit aa-+-bb=&5, pp-+-qq=32a;

fieri autem nequit 17= 65m rtz 7/ simul 6= 65ndz4f, unde haec posterior demonslratio rejiciendo.

-2 .2 =l'-4-2^ etsinullomodosit 17=1.7±2 h-, vel 17=2.7dbl ./|..
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570. Si numerus quispiam N duplici modo est summa duorum quadratorum, scilicet

N === aa -*- bb= cc -^ dd
f

v "i iv.

tum non cst primus. Cum enim sit aa — cc = dd— 66 , erit d-\-b = ^!i?lt:f? et d — 6 = Mf^^^
' n m

1 , fn(a-i-c) nia— c) , .

Ar=aaH-65= '!?^^(„n{a-c)'-.-m»,(aH-cP) = *=^'((a-o)'-H(6-.-d)').

ubi denominatoris factorem tollere nequit. (*)

Caput JLW.

De divisoribus numerorum formae xa;-t-2yy.

571. Sumtis a? et ^^ inter se primis, vel ambo sunt impares, vel altemter tantum par, ergo

vel Xy vel y erit par; ex quo tres rcsultant casus considerandi
,

qui cujusmodi numeros ratione

paritatis et imparitatis praebeant, investigasse juvabit. "^

572. Si ambo numeri cc et x sint impares, eorum quadrata sunt numeri formae 8/1-+-I,

fietque xx -t- 2yy numerus formae 8/1 -i- 3 ; sin autem x impar et y par, ob

XX= 8w -#- 1 et 2yy = 2.4^»,

fiet a;a5 +• 2yy numerus formae 8/i -- 1

.

573. Si X sit par et y impar, ponatur a;=2z, et fiet xx-k-2yy= 2{2zz-i-yy)\ jam cum

r sit impar, prout z fuerit vel par, vel impar, erit vel

XX -+- 2yy= 2 (8/1 -+- 1) , vel xx-\- 2yy= 2 (8n -- 3).

574". Omncs ergo numeri in forma xx-i-2yy contenti, dum x e% y sunt primi inter se, vel

saltem non ambo pares , si fuerint impares
,
pertinebunt vel ad formam 8/1 -h 1 , vel ad 8/1 -f- 3 ; sin

autcm illi numeri siut pares, vel ad formam 2(8/i-*-l), vel ad 2(8n-i-3) erunt referendi, et

casu hoc posteriori eorum semisses, scilicet 2zz-^yy sunt eliam numeri formae xx-^2yy.

575. Numeri ergo impares, qui suut vel formae 8/i-*-5, vel formae 8/i-*-7, certe non sunt

numeri formae a?x-i-2jj, neque etiam dupla earum formarum in hac continentur, unde infiniti

dantur numeri in forma xx -1- 2yy non contenti.

576. Produclum autem duorum numerorum hujus formae in cadem forma continentur; est enim

{aa H- 266) {cc -h 2dd) = (ac± 26c/)*-i- 2 {ad =p 6c)^ unde simul patet talia producta duplici modo

in ista forma contineri.

577. Jam demonstrandum est, si numerus pp-*-2qq dividi queat per aa-H 266, fore quotum

(*) Script. ad marg. {a-¥-c){a^c)= {b-^d){d—b)=pqrs, a-\-c= pq, a-^c= rs, b-\-d=pr, d— b=qs:

pq-*-rt pr— qs •• 1 , v ,a= ——-, 6=C__, aa-i-bb=— {pp-\-ss){qq-l-rr).

L. E n 1 e r i Op. poithunu. T. I. |Q
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etiam istius formae. Notetur hic ob a et 6 primos ad aa-f-266, infinitis modis fieri posse

p = m (aa -+- 266) zt= /a et q = n {aa -+- 266) it: gb,

hincque fore ffaa -*- 'iggbb per aa -f- 266 divisibile.

578. Si concedatur hoc modo omnes formulas ffaa -f- 2ggbb per aa -f- 266 divisibiies obtineri,

ibi etiam continebitur casus gg= ff, seu g= z±zf, unde prodit

pp-t-^iqq

aa-+- 266

( nm (aa -f- 266) ± 2mfa _^^^ ^^^ „,^ ^ g^j^,,^ ^ ^^j,
_ ^^,

( 2nrt (aa -i- 266) =t 4-/1^6

579. Hoc autem, quod concedendum postulavi, ita confirmari potest. Sint 1, a, /5, y, d, etc.

residua, quae ex divisione quadratorum per numerum aa-i-266 oriuntur, atque in istis residuis

continebuntur tam omnia quadrata, quam — 266, et — 2, seu omuia quadrata negativa duplicata^

hoc est — 2, — 2«, —2^, — 2y, etc.

580. Jam quodcuuque residuum quadratum qq per aa-+-2bb divisum relinquat, cum poni

possit q = n {aa -+- 2bb) ± gb , id per ggbb exhiberi potest, et residuum, ex divisione ipsius 2qq

ortum, per 2ggbb; quadratum ergo pp per aa -1-266 divisum relinquere debet — 2ggbb\ cujus loco

poni potest aagg, sicque quadrata pp et aagg paria relinquent residua, sicque fieri potest

p = m{aa-i- 266) ± ag.

581. At haec demonslratio est rejicienda, nisi sit aa -i- 266 numerus primus, nam si sit primus,

ob ffaa-\-2ggbb et ggaa-+-2ggbb divisibile per aa -1-266, necesse est sit ff

—

gg, ideoque vel

f— 9y vel f-k-g divisibile; utrovis autem casu, ob aa-^-^bb jam in altera parte contentum, prodit

vel g = -+-f, yelg^—f; quae conclusio locum non habet, si aa-^2bb sit numerus compositus,

cum tunc f— g per alterum ejus factorem, et f-^g per alterum divisibile esse posset.

582. Si numerus pp-i-2qq per numerum 2(, qui non sit formae xx-i-2Yy, dividi queat,

quotus non erit numerus primus formae xx-t-2yy, quare si quotus sit primus, non erit formae

xx-¥-2yy; at si sit compositus, certe non omnes factores primi erunt hujus formae.

583. Denotent enim J, B, C, D, etc. numeros primos formae xx-i-2yy, ac si pp-^2qq

esset divisibile per ABCD etc, quotus certe esset formae xx-\-2yy\ ergo si quotus , seu

alter multiplicator non sit formae xx-^2yy, fieri nequit, ut alter factor sit productum talium nu-

raerorum primorum.

58^. Quare si pp -f- 2qq dividi queat per numerum li ex forma xx -k- 2yy exclusum
,

quotus,

si stt primus, non erit hujus formae, vel si sit compositus, factorem certe habebit non hujus

formae. (*)

585. Denotent H, 33, ^, ©, etc. numeros primos ex forma xx-+-2yy exclusos, et vidimus

PP~+-2qq non esse posse J^U, neque JB^K, neque ABC7{, quare certum est, inter factores primos

numerorum pp-^2qq vel nullum, vel duos ad minimum numeros 71, 95 contineri.

(*) Script. ad marg. Ergo pp+-2qq per niillos numeros primos formae 8n-f-5 et 8n-f-7 dividi pote.st; unde

«i quadrata per tales numeros primos dividantur, inter non-residua erit — 2.

o. xx-t-nyy . ^ . bbxx— aayy . aaxx— nnbbyy
Si ^=mtegro, erit -f^^int. et —i^= int.

aa-t-nbo ° aa-^nbb aa-t-nbb
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586. Hinc autcm nondum concludi potest, si unus factor, etiamsi sit compositus, ipsiiis

pp-+-2qq fuerit formae xx-i-2yx, etiam altcrum fore hujus formae. Demonstrandum restat nu-

merum pp-t-2qq non esse posse formae vel 2(25, vel JH^, vel ABliSldy quod si esset, foret

utique 2(23 numerus hujus formae.

.587. Visuri autem an pp-^2qq per numerum 2( non formae xx-*-2yy dividi qucat, quod

si Oeri posset, foret /> < i2( et qK^^H, unde pp-i-2qq<.l7iHj quotusque <|2(, qui esset vel

ipse numcrus non xx-^2yy, vel factorem talem haheret 25, qui cum etiam factor esset ipsius

pp-*~2qq, minimus talis numerus 25 assignari posset, divisor formae cujuspiam xx-*-2yy, quod

cum fieri nequcat, numeri pp-^2qq nullos hahent divisores primos, qui non ipsi sint formae

XX -4- 2yy

.

^^flS»'-
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II

D^eoiiTerte d'une loi toiit extraordiiiaire deis iiombrets, par rapport

A la soiiuiie de leuris diTiiseurs.

(Exhib. Berol. 1747 Junii 22. Conf. Comment. arilhm. Prooem. pag. XVIII. N. 57 et Suppl. Prooem. N. 1.)

§ i. Les mathematiciens ont tache jusqu'ici en vain a decouvrir un ordre quelconque dansla pro-

gression des nombres premiers, et on a lieu de croire, que c'est un mystere auquel Tesprit humain

ne saurait jamais penetrer. Pour s'en convaincre, on n'a qu'a jeter les yeux sur les tables des nombres

premiers, que quelques personnes se sont donne la peine de continuer au-dela de cent-mille: et on s'a-

porcevra d'abord quil n'y regne aucun ordre ni regie. Cette circonstance est d'autant plus surprenante,

qiie rarithmctique nous fournit des regles sures, par le moyen desquelles on est en ctat de continuer

la progression de ces nombres aussi loin que Ton souhaite, sans pourtant nous y laisser apercevoir

la moindre marque d'un ordre quelconque. Je me vois aussi bien eloig-ne de ce but, mais je viens

de decouvrir une loi fort bizarre parmi les sommes des diviseurs des nombres naturels, sommes qui,

au premier coup d*oeiI, paraissent aussi irregulieres que la progression des nombres premiers, et qui

semblent meme envelopper celle-ci. Cette regle, que je vais expliquer, est a mon avis d'autant

plus importante qu'elle appartient a ce genre de verit^s dont nous pouvons nous persuadcr, sans

en donner une demonstration parfaite. Neanmoins, j'en alleguerai des preuves telles, qu'on pourra

presque les envisager comme equivalentes a une demonstration rigoureuse.

§ 2. Les nombres premiers se distinguent des autres nombres, en ce qu'ils n'admettent d'autres

diviseurs que Tunite et eux-memes. Ainsi 7 est un nombre premier, parce qu'il n'est divisible que

par Tunite et soi-meme. Les autres nombres qui ont, outre runite et eux-memes, encore d'autres

diviseurs, sont nommes composes: comme par exemple le nombre 15, qui, outre Tunite et soi-meme,

est divisible per 3 et par 5. Donc en general, si le nombre p est premier, il ne sera divisible que

par 1 et par jo: mais si p est un nombre compos^, il aura, outre 1 et jo, encore d'autres diviseurs;

et partant, dans le prcmier cas, la somme des diviseurs sera = 1 -f-|); dans Tautre cas, elle

sera plus grande que 1 -i-/). Comme les reflexions suivantes rouleront sur la somme des diviseurs

de chaque nombre, je me servirai d'un certain caractere pour la marquer. La lettre f qu'on emploie

dans Tanalyse dcs infinis pour indiquer les integrales, etant mise devant un nombre, signifiera la

somme de tous ses diviseurs: ainsi f\2 signifie la somme de tous les diviseurs du nombre 12 qui

sont I H- 2 -+- 3 -t- 'f -- 6 -t- 12 = 28, de sorte que yi2 = 28. Cela pos6, on verra que

/G0=168 et /100 = 217.
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Lunite nayant dautre diviseur que soi-meme, on aurayi = l. Le chifre 0, au contraire, 6tant

divisible par tout nombre, la valeur deyo se|*a infinie. Gependant, dans la suite, je lui assignerai,

pour chaque cas propose, une valeur detcrminee, convenable a mon dessein.

§ 3. Ayant donc etabli ce signe y pour marquer la somme des diviseurs du nombre devaut

lequel il est posc, il est clair que, si p marque un nombre premier, la valeur de yp sera = t -*-p:

excepte le cas ou /) = I , car alors nous avons yi = 1 , et non pas y 1 = 1 -- | ; d'ou lon voit

qu'il faut exclure Tunite de la suite des nombres premiers; etant le commencement des nombres

entiers, elle nest ni premier ni compose. Or, si le nombre p n^est pas premier, la valeur de J^p

sera plus grande que 1 -Hp. Dans ce cas, on trouvera aisement la valeur de J^p par les facteurs

du nombre p. Car soient a, 6, c, d, etc. des nombres premiers differents entreux , on verra

aisement que:

fab — \ -^ a -\- b -\- ab = {i -k- a) {{ -\- b) = fa . fb
fabc =(l-4-a)(l-H6)(l-i-c) = /a./6./c

/a6cd= (l -f-a) (I -*-6) (1 -+-c) {i-^d) = fa.fb.fc.fd
etc.

Pour les puissances des nombres premiers, on a besoin de regles particulieres, comme: ^

/ a = 1 -1- a -4- a^= —^
'' a— 1

ra^= 1 H- a -f- a^-h- a'= ° ~.
^ a—

1

ct generalement /a"= —

•

Et par le moyen de celles-ci, on pourra assigncr la somme des diviseurs de chaque nombre, tout

compose qu'il puisse elre; ce qui sera clair par les formules suivantes:

fa^b =fa\fb,
fa^l? =fa\fh\
fa'b'c =fa\fb'.fc

et generalement fa^b^c^^e^^fa^.fb^.fcKfe^.fe^

Ainsi, pour trouver la valeur de /360, puisque 360 se resout dans ces facteurs 2*. 3*. 5, j'aurai

/360 = /2». 3\ 5 = /2\/3V/5 = 15.13.6 = 1 170.

§ h. Pour mettre devant les yeux la progresslou des sommes des diviseurs, j'ajouterai la table

suivante, qui contient les sommes des diviseurs des nombres naturels depuis Tunite jusqu'a 100

/1=1 /7=8 /13=14. /19 = 20 /25 = 31 /31=32 /37=38
/2=3 /8=15 /U= 2* /20 = ^2 /26 = V2 /32 = 63 /38= 60

/3= V /9=13 /15 = 24 /21 = 32 /27 = 1^0 /33 = 48 /39 = 56

/4=7 /10=18 /16= 31 /22 = 36 /28 = 56 /34 = 54 /40 = 90

/5=6 /11 = 12 /17 = 18 /23 = 24 /29=30 /35 = Ji8 /41 = 42

/6 = 12 /12 = 28 /18 = 39 /24=60 /30 = 72 /36 = 91 /42=96
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/43= U /53= 54 /63 = 104 /73= 74 /83= 84 /93=128

/44= 84 /54 = 120 /64 = 127 /74 = 114 /84 = 224 /94=144

/45= 78 /55= 72 /65= 84 /75 = 124 /85=108 /95 = 120

/46= 72 /56=120 /66=144 /76=140 /86=132 /96 = 252

/47= 48 /57= 80 /67= 68 /77= 96 /87= 120 /97= 98

/48=124 /58= 90 /68 = 126 /78=168 /88=180 /98=171

/49= 57 /59= 60 /69= 96 /79= 80 /89= 90 /99 = 156

/50= 93 /60=168 /70 = 144 /80 = 186 /90 = 234 /100=217

/51= 72 /61= 62 /71= 72 /81 = 121 /91 = 112

/52= 98 /62= 96 /72 = 195 /82=126 /92=168

Je ne doute pas que, pour peu quon regarde la progression de ces nombres, on ne desespere

presque d'y decouvrir le moindre ordre, vu que Tirregularite de la suite des nombres premiers s'y

trouve entremelee tellement, qu'il semblera d'abord impossible d'indlquer une loi quelconque dans la

progression de ces norabres , sans qu'on sache celle des nombres premiers ; et il scmble meme qu'il

y a ici beaucoup plus de bizarrerie encore que dans les nombres premiers.

§ 5. Neanmoins j'ai remarque
,

que cette progression suit une loi bien reguli^re et qu'elle est

meme comprise dans lordre des progressions que les geometres appellent recurrentes, de sorte qu'on

peut toujours former chacun des termes par quelques-uns des precedents, suivant une regle constante.

Car si /n marque un terme quelconque de cette progression irreguliere, et /(/i — 1), /(/i — 2),

/(/i — 3), /(w — 4), /(/i— 5), etc. les termes precedents, je dis que la valeur de /w est toujours

composee de quelques-uns des termes precedents suivant cette formule:

fn =/(n - 1) -^/{n - 2) -/(/» - 5) -/(/i - 7) -*-/{n- 12) -f-/(/i- 1 5) -/(/i- 22)

—/(/i— 26) -i-/(/i— 35) -*-/(/i- 40) —/(/i— 51) ~/(/i- 57) -t-/(/i - 70)

-f-/(/i— 77) —/(/i — 92) —/{n— 1 00) etc.

Dans cette formule il y a a remarquer:

I. Que dans Tordre alternant des signes -f- et — , chacun se repete deux fois de suite.

II. La progression des nombres 1, 2, 5, 7, 12, 15, etc. quil faut successivement retrancher

du nombre propose n, deviendra evidente, des qu'on prend leurs difPerences:

N. 1, 2, 5, 7, 12, 15, 22, 26, 35, 40, 51, 57, 70, 77, 92, 100, etc.

Diff. 1, 3, 2, 5, 3, 7, 4, 9, 5, 11, 6, 13, 7, 15, 8

car alternativement on aura tous les nombres naturels 1, 2, 3, 4, 5, 6, etc. et les nombres impairs

3, 5, 7, 9, 11, etc. Par ce moyen on pourra continuer la suite de ces nombres aussi loinque lon voudra.

III. Quoique cette suite aille a rinfini, on n'en doit prendre, dans chaque cas, que les termes

depuis le commencement jusqu'au premier terme superieur a /i, et qui, par consequent, donnerait,

apres Ic signe /, un nombre n^gatif.
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IV. S'il arrive que le terme yo se rencontre dans cette formule, comme sa valeur est

indetermince en elle-meme, il faut, dans chaque cas, au lieu de yO, meltre le nombre pro-

pose meme.

§ 6. Ges choses remarquees, il ne sera pas difQcile de faire rapplication de cctte formule a

chaque nombre propose et de se convaincre de sa verite, par autant dexemples qu'on voudra deve-

lopper. Et comme je dois avertir, que je ne suis pas en etat de donner une demonstration rigou-

reuse de cette loi, je ferai voir sa justesse par un assez g-rand nombre dexemples:

/ 1 =/ = 1

,

/ 2=/ 1-f-/ = l-f-2 = 3,

/ 3=/2-i-/ l=3-*-l = *,

/ it=/ 3-1-/ 2 = ii--H3 = 7,

/ 5=/ 4-h/ 3—/ = 7-f-ii.-5= 6,

/ 6=/ 5-+-/\-/ 1=6-1-7—1=12;.;

/ 7=/ 6h-/ 5-/ 2—/ = 12-+- 6- 3— 7= 8,

/ 8=/ 7-t-/ 6-/ 3—/ 1= 8-+- 12- 4— 1 = 15,

/ 9=/ 8-+-/ 7—/ it—/ 2=15-1- 8— 7— 3=13,

/10=/ 9-t-/ 8—/ 5—/ 3 =13-*- 15— 6— 4=18,

/11 =/10-f-/ 9—/ 6—/ 4=18-f-i3— 12— 7 = 12,

/12=/il-f-/10—/ 7—/ 5h-/0= 12-4-18— 8— 6 -h 12= 28,

/I3=/12-+-/Ii—/ 8—/ 6-+-/l=28-f-l2— 15 — 12-1- 1 = U,

/l4.=/i3-+-/12—/ 9—/ 7-+-/2=14-»-28— 13— 8-+- 3 = 24,

/15=/14-+-/i3—/10—/ 8-*-/3-+-/0 = 24-t-14— 18— 15-+- 4 -h 15 = 24,

/i6=/15-*-/14—/11—/ 9-+-/4-i-/l=24-i-24— 12— 13-+- 7-»- 1=31,

/i7=/i6-+-/15—/12—/l0-f-/5-*-/2= 3i-*-24 — 28— 18-H 6-*- 3 = 18,

/i8=/17-*-/16—/13 -/ll-*-/6-*-/3 = i8-*-3l — 14- i2-+-i2-*- 4 = 39,

/i9=/i8-*-/17—/14—/l2-+-/7-+-/4 = 39-+-l8 — 24— 28-+- 8-*- 7 = 20,

/20 =/i9 -*-/l8—/15 —/13 -+-/8 H-/5 = 20 -+- 39— 24 — 14 -+- 15 -+- 6 = 42.

Je crois ces exemples suffisants poiu" prouver que Taccord de ma regle avec la verite ne peut nul-

lement etre attribue au hasard seul.

§ 7. Si neanmoins on objectait, que ces exemples ne prouvent quc la juslosse des six premiers

tprmes de notre suite: 1, 2, 5, 7, 12, 15, et non celle de la loi de progression, telle que je lai

indiquec, il suffira dc choisir, pour verifier cetle loi, quelques exemples de plus grands nombres:

I. Soit proposc le nombrc 101 dont on veuille chercher la sommc des diviseurs, et on aura:
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/101 =/100 -f-/99 —/96—/9^ -4-/89 H-/86 —/79 —/75
-*-/66 -t-/61 —/50 —fkk- -*-/31 ~i-/2\ —/9 —/1 =
-4-217-f- 156— 252— UJi-4-90h- 132 — 80— l^^i^

-I- H^ -4- 62— 93— 84^ H- 32 H- 60— 1 3— l

oii, additionnant ces nombres deux a deux

/101 = 373 — 396 -I- 222— 204 -t- 206— 177 -f- 92— H,

ce qui donne /101 = 102, d'ou Ton conclurait que 101 est un nombre premier, si on ne le

savait dailleurs.

11. Soit propose le nombre 301 dont on veuille savoir la somme des diviseurs, et Ton aura:

/301 =/300 -*-/299 —/296 —/294. -I-/289 -h/286 —/279 —/275 -1-/266 -h/261

—/250 —/2kk -I-/231 H-/^^!!. —/209 —/201 -*-/18'i. -»-/175 —/156

—/U6 -+-/125 -4-/114—/91 —/79 -f-/54. -4-/41 —/14-/0
ou il est clair, comment par le moyen des differences, on peut aisement former cette suite pour

chaque cas propose. Or, substituant les sommes des diviseurs, on trouvera:

/301 = -- 868 — 570 -4-307 — 416-4- 480— 468 -4- 384— 240 -k 360— 392 -h 1 56 — 1 12

-4- 336— 684 -H 504 — 372 -+- 390 — 434 -4- 504— 272 -i- 248 — 222 -i- 240— 80

-4-120— 24

-4-42 —301
ou /301 =-4-4939 — 4587 = 352:

doti Ton reconnait que 301 n*est pas premier. Or, puisque 301 = 7.43, on aura

/301 =/7. /43 = 8. 44 = 352,

comme la regle vient de le montrer.

§ 8. Ces exemples que je viens de developper, oteront sans doute tout scrupule quon aurait

pu encore avoir sur la verite de ma formule. Or, on sera d autant plus surpris de cette belle pro-

priete, quon ne voit aucune liaison entre la composition de ma formule et la nature des diviseurs,

sur la somme desquels roule la proposition. La progression des nombres 1, 2, 5, 7, 12, etc. parait

non seulement n'avoir aucun rapport au sujet dont il s'agit, mais, comme la loi de ces nombres est

interrompue et qu'ils sont mcles de deux progressions rcgulieres differentes, c'est-a-dire

de 1, 5, 12, 22, 35, 51, etc. et de ;2, 7, 15, 26, 40, 57, etc,

il semble presque qu'une telle irregularite ne saurait trouver lieu dans Tanalyse. De plus, le defaut

d'une demonstration n'en doit pas peu augmenter Tinteret; vu qu'il serait prcsque moralement

impossible de parvenir a la decouverte d'une telle propriete, sans y avoir ete conduit par une mcthode

certaine, qui pourrait tenir lieu d'une parfaite dcmonstration. Javoue aussi que ce n'a pas etc par un

simple hasard, que je suis tombe sur cette decouverte: mais une autre proposition d'une parcille

nature qui doit etre jugee vraie, quoique je n'cn puisse donner aucune dcmonstration, m'a ouvert le

chemin pour parvenir a cette bclle proprietc. Et bien que cctte recherche ne roule que sur la

nature des nombres a laquelle fanalyse des infinis ne parait gucre etre aplicable, c'est pourlant par

le moycn de differentiations et de plusieurs autres detours que jai ^te conduit a cetle conclusioii.
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Je souhaitcrais qu*OQ trouvat un cheinin plus court et plus naturel pour y parvenir, et peut-^lre que

la consideration de la route que j'ai suivic y pourra conduire.

§ 9. II y a long-temps que je considcrai, a Toccasion du prohl^me de la partition des nombres,

cette exprcssion:

(l— jr) (1 — x^) (1 - x^) (1 — X*) (I —x') (1 — a;«) (!—«') (i—x*)

la supposant continuce a linOni. J'ai multiplic actucUement un grand nombre de ces facteurs

ensemblc, pour voir la forme de la serie qui en resulte, et j'ai trouve cette progression:

I — X — a;^-i-£c'-4-a;''— a;*^— a;**-f- a;^*-i-
x^^— a;'*— a;*°-H

ou les cxposants de x sont les memcs nomhres qui entrent dans la formule precedcnte; et ^ussi les

signes -»- et — altement deux a dcux. On n'a qu'a cntreprendre cette multiph'cation et a la conti-

nucr aussi loin qu'on jugcra a propos, pour se convaincre de la verite de cctte serie. Aussi n'ai-je

pour toute prcuve quune longue induction, que j'ai du moins poussee aussi loin, que je ne puis

cn aucune manicre doutcr de la loi d'apres laquelle ces tcrmes et leurs cxposants sont formes. Jai

long-temps chcrche en vain a demontrer d'une maniere rigoureuse, que cette serie doit etre cgalc a

rcxpression proposec (1 — a?) (1 — x"^) (1 — x^). .. et j'ai adrcsse la meme demande a quclqucs-uns

dc mes amis dont je connais la force dans ces sortes de qucstions; mais tous sont tomhes avec moi

d'accord sur la verite de cette conversion, sans en avoir pu deterrer aucune source de demon-

stration. Ge sera donc une verite connue, mais pas cncore demontree, que si Ton ppse:

5= (1 — a;) (1 — aj") (1 — a;*) (1 — x*) (1 — x') (i — x')

la meme quantite s pourra aussi etre exprimee en sorte:

5=1 — X— x"^ -i- x^ -i-
x''— a;**— a;**-i- a;"-f- x^^— a?*'

—

x*^. ...

Car chacun est en etat de se convaincre de cette verite par la resolution actuelle a tcl point qu'il

souhaitera, et il parait impossible que la loi qu'on a decouverte dans 20 termes par excmplc, ne

soit pas cgalcment vraie pour tous les suivants.

§ 10., Ayant donc decouvcrt que ces deux exprcssions infinies sont cgalcs, quoique regalite

ne puisse etre demontrcc, toutcs Ics conclusions qu'on pourra dcduire de cette egalite scront de

meme naturc, c'est-a-dire vraics sans etre demontrees. Ou, si Tunc quclconque de ces conclusions pouvait

etrc demontree, on en pourrait reciproqucment tirer une demonstration de regalite mcntionnee; et

c*est dans cctte vue que j'ai manie de plusicurs maniercs ces deux expressions, par ou j'ai ete conduit

entr'autres a la decouvcrte que je viens dexpliqucr, et dont la verite doit etre aussi ccrtaine que

celle de regalite de ccs deux exprcssions. Voila de quclle maniere j'ai opere. Ces deux expressions

etant egales:

I. 5= (1 — x) (1 — a;^) (1 — aj») (l — x*) (1 — x') (1 — aj«) (1 — aj') . . .

.

II. s=i—x— x^H- a;*-f- x'— aj^^^— aj**-*- x"h-x"—• a;**— aj" -f-

pour delivrer la premiere des facteurs, j'en prends les logarithmcs, d'ou jc tire

/5= ^(1 —a,-)H-i(l —a;^)-Hi(l — x^) -h- 1 {i — x*) -*- l [i — .x*) h-

Maintenant pour climincr les logarithmes, j'en prcnds les differcnlielles, ce qui donnera cette equation:

li. E u le ri Op. posihum.^. T. I.
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ds

s

cLe 2rda; Sx^^dx Ax^dx 5 r'* dx

1— «5

1

—

X- 1

—

x^ 1

—

x*

que je divise par — da; et multiplie par a;, pour avoir:

a;d« X 2«* 3aj' 4a;*

«da; \ — x i — x^ 1—«' \ — x*

La seconde valeur de la meme quantite s donne par la differentiation:

ds=— dx — 2xdx-\~ ^x*dx-i- Ix^dx — i2x^^dx — 15a;**da?-*-. . . .,

de laquelle, en la multipliant par — £c et divisant par sdx, on tirera une autre valeur de —
x-i-^x^ — 5a;^ — 7a;^-i-12a;^2_^_ 15^15 _ 22a;*2 _26a;2 6_^_

^ ^ ^

xds

sdH

qui sera
xds

sdx 1 — X— x^-i-x^-i-x'' — a;^^ — a!^^-+-x^^-i-a;^^— . .

.

xds

§ 11. Soit la valeur de — — ty et nous aurons deux valeurs egales pour cette quantite /

I. 1= 2a;* 3a;3 Ax^ 5a;= 6a;«

1 —X \-x' 1— a;" 1-a;^ 1-a;^

II. f= -2a;2 — 5a;5 — 7ar'-+-12a;^2-t-15a;^^— 22a;^2_26a;26.

• a;
^
'-»- a;* *-t-a; ""'— ..

.

I — X— x^-^x^-\-x''— x^^-

Je resous chaque terme de la premiere expression en une progression g;eometrique par la division

ordinaire, et j'obtiens:

t=:x-\~ cc^-i- aj'-*- a3*-4- aj*-t- x^~\~ x^-+- x^-i- x'*-^- x^^-t- x^^- X,12

2a;'

3x'

2x'

kx*

5x'

2x'

3x^

^x'

2x*

\x*

2x 10

3a;'

2x''^-

'3aj'*-

5a;»

H- 6a;.r.»2.

7a;'

8a;'

ea?"

lOaj^

lla;
u

12a;
it

oii il est aise de voir, que chaque puissance de x se rencontre autant de fois, que son exposant a de

diviseurs, puisque chaque diviseur devicnt un coefficient de la meme puissance de x. Ainsi, reunissant

tous les termes homogenes dans unc meme somme, le coefficient de chaque puissance de x sera la

somme de tous les diviseurs de son exposant. Et partant, exprimant ces sorames de diviseurs par

la preposition du signe /, ainsi que je Tai fait ci-dessus, j'ohtiendrai pour t la serie qui suit:

t =/1 . X -h/2 . x'-^-/^ . x^^-^fh . a?*-i-/5 . a)«-*-/6 . x^-\-fl . a;'-H

dont la loi de progression est tout a fait manifeste; ct, quoiqu'iI semble que Tinduction ait quelque

part dans la determination de ces coefficients, pour peu que Ton considere Texpression infinie

prccedenle, on s'assurera aiscment de la necessite de celte loi de progression.
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§ 12. Substituons cette Yaleur au lieu de t dans la seconde exprcssion de cette meme lettre «,

qui, d61ivree des fractions, se reduit a cette forme:

t ( 1 — X— x^-h- a;'-4- x''— a;**— a;"-!- a;*^-+- x'^^—
)

— a;— 2x*-t- 5a;'-f- Tcc'— 1 2aj**— 1 5x' *-h 22a;^*-i- 26«^'-
>=^^J

Maintenant la valeur preccdente etant mise dans cette equation, nous trouverons:

=/ f . X -I-/2 . a!*-i-/3 . x^-i-fk- . cc*H-/5 . aj»^/6 . £C«-h/7 . £c'-4-/8 . a;»-f-/9 . a;'-*-

.

— X—/i . a;^—/2 . (c*—/3 . cc*—/* . £C*—/5 . aj«—/6 .«'—/7 . x'—/S . aj»—

.

_. 2x''—f 1 . a;«—/2 . a;*—/3 . x'-^f^ . aj«—/5 . a?'—/6 . a;*—/7 . a;'—

.

-+- 5x'-+-fi . a3«-*-/2 . 3c'-fr-/3 .a;«-i-/?|. . x^-*-.

-»- 7a;'-+-/l .a;«-f-/2.aj'H-.

etc.

Ici il est aise d'observer que les coefficients de chaque puissance de x sont les sommes des diviseurs

dabord de Texposant de cette puissance meme, et ensuite, des autres nombres plus petits qui

resultent si Ton ote successivement de Texposant les nombres 1, 2, 5, 7, 12, 15, 22, 26, etc.

Ensuite, si Texposant de la puissance de x est egal a un terme de cette scrie numerique, alors ce

meme terme accompagne encore les coefficients. En troisieme lieu, lordre des signes n'a besoin

d'aucun eclaircissement. Ainsi, ou conclura en g-eneral que la puissance x" aura ces coefllcients

:

//i-/(/i-l)-/(/i-2)-t-/(n-5)-i-/(Ai-7)-/(n-12)-/^/i-15)-H....

jusqu'a ce qu'on ne parvienne a des nombres negatifs. Mais si Fun quelconque de ces nombres devant

lesquels se trouve le signe /, devient = , alors il faut mettre a sa place le nombre n meme , de

sorte que dans ce cas, il y a /0 = /i et le signe de ce terme suit Tordre general des autres.

§ 13.' Aiusi donc, puisque rexpression infinie du § precedent doit etre ^gale a zero, quelque

valeur que Ton donne a la quantite x, il faut de necessite que les coefficients de chaque puissance

a part, pris ensemble, soient egaux a zero, et partant nous aurons les equations suivantes:

I. /l_f-_=0, \ //1 = 1,

II. /2-/1-2= 0, 1 1/2 =/!-»- 2,

III. /3-/2-/1 = 0, / \/3=/2-+-/l,

IV. /V -/3 -/2 = 0, \ ou Jfk. =/3 H-/2,

V. /5-/4-/3-1-5 = 0, l J/5 =/4-4-/3 -5,
VI. /6-/5-/4-4-/1=0, \ f/6=/5-+-/4-/«,
VII. /7—/6—/5-^-/2 -f- 7 = 0,

j
\^/7=/6-4-/5—/2— 7,

etc. etc.

et goncralement nous aurons:

=fn -An- 1) -/(/i - 2) -»-/(a- 5) -4-/(;i- 7) -/("i - 1 2) -/(/i -15)....

ct par couscqucnt
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fn =/(n- 1 ) -h/(/i- 2) -/(/i- 5) ~/(/i- 7) -+-/(/i- 12) -f-/(/i -15)-....

qui est la meme expression que j'ai donnee la-haut et qui exprime la loi, selon laquelle les sommes

des diviseurs des nombres naturels procedent. Outre la raison des signes et de la nature de la

progression des nombres:

1, 2, 5, 7, 12, 15, 22, 26, 35, 40, 51, 57, 70, 77, etc.

on voit aussi, par ce que je viens d'avancer, la raison pourquoi, dans les cas ou se trouve le terme

/0, il faut mettre a sa place le nombre n meme, ce qui aurait pu paraitre la chosc la plus

etrange dans mon expression. Ce raisonnement, quoiqu'iI soit encore fort eloigne d'une dcmonstra-

tion parfaite, ne laissera pas pourtant de lever plusieurs doutes sur la forme bizarre de Tex-

pression que je viens d'expliquer.

^aaSSt4i4iiSU*^

im>f'4i ?'

ih A"-..; . 'J
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III.

De niuueris aiuieabilibus.

(Conf. Comm. arithm. Prooem. pag. XVII. N. 56. nec non Suppl. Prooem. N. 1.

§ i. Inter omnia problemata, quae in mathesi tractari solent, nunc quidem a plerisque nulla

magis sterilia atque ab omni usu abhorrentia existimantur, quam ea, quae in contemplatione naturae

numerorum et divisorum investigatione versantur. In quo judicio hodierni mathematici a veteribus

non mediocriter dissentiunt, qui hujusmodi speculationibus multo majus pretium constituere sunt

soliti. Etsi enim Veteres non ignoraverunt ex indagatione naturae numerorum parum utilitatis ad

eam matheseos partem, quae applicata vocari solet, et in investigatione rerum ad physicam potis-

simum pertinentium est posita: tamen nihilominus in scrutandis numerorum proprietatibus multum

studii et laboris consumserunt. Praeterquam enim, quod ipsis investigatio veritatis per se laudabilis

atque humana cognitione digna videretur, probe etiam senserunt his rebus ipsam artem inveniendi

mirum in modum ampliflcari, mentisque facultates ad graviora negotia expedienda aptiores reddi.

Neque etiam ipsos in hac opinione deceptos fuisse, summa incrementa, quibus analysis ab his tem-

poribus est locupletata, manifesto testantur; maxime enim verisimile videtur hanc scientiam nunquam

ad tantum perfectionis gradum perventuram fuisse, nisi Veteres tantum studium in hujusmodi quae-

stionibus evolvendis, quae hodie ob sterilitatem tantopere a plerisque contemnuntur, collocavissent.

Hincque eo minus dubitare hcet, quin his rebus ulterius excolendis etiam in posterum analysi in-

signia incrementa afferantur.

§ 2. Antiquissimis jam temporibus Euclides multas praeclaras numerorum proprietates collegit,

veramque rationem numeros perfectos inveniendi tradidit, ut mirum sit, plurcs recentiores mathema-

ticos in hoc geuere tam misere esse hallucinatos. Ex Diophanti autem temporibus luculenter apparet,

tam Graecos quam Arabes plurimum studii in numerorum doctrina excolenda posuisse: quod idem

iustitutum post restauratum in Europa litterarum studium primi matheseos cultores summa industria

sunt prosecuti; hocque ipso viam ad altiores investigationes praeparaverunt. Gartesius certe, cui

praecipue partes p^omotae analyseos merito debentur, speculationes numericas minime est aspernatus,

atque multo magis in hoc negotio elaboravcrunt Fermatius et Freniclius, qui etiam acutissimum

mathematicum Wallisium quasi invitum ad hoc studium excitaverunt, quemadmodum ex commercio

epistolico, secundo ejus operum tomo inserto, abunde perspicere licet. Inter eos vero qui in Germania

sese primo ad algebram applicuerunt, Michael Stifel imprimis magnam laudcm est adoptus, qui
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temporibus Lutheri vixit. Hic, ut specimen singularis analyseos afFerret, cui enodando communia alge-

brae praeccpta non sufficerent, mentionem fecit problematis, quo duo numeri ita afFecti quaeruntur, ut

omnes partes aliquotae minoris numeri, simul sumtae, majorem numerum, ac vicissim omnes partes

aliquotae majoris numeri, simul sumtae, minorem numerum producant; talesque numeros invenit 220

et 2Sk. Cartesius etiam hoc problema dignum judicavit, in quo solvendo vires suas exploraret,

aliosque insuper hujusmodi numeros elicuit, qui ista proprietate gauderent: atque regulam investigavit,

cujus ope plures istiusmodi numeri reperiri possunt, quam Schotenius in Exercitionibus mathe-

maticis exposuit, Neque vero haec regula est generalis, neque plures quam tres solutiones sup-

peditare valet.

§ 3. Pertinet igitur haec quaestio ad id genus, quod in contemplatione partium aliquotarum

versatur; quae doctrina cum a natura quantitatum continuarum, ad quas analysis proprie est accom-

modata, plurimum abhorreat, prorsus singulari modo tractari debet, nisi tentando solutionem expe-

dire velimus. Quanquam autem Schotenius ad hujusmodi problemata solvenda certam methodum

sibi proposuisse videtur, dum usum calculi analytici introducere est conatus; tamen si ejus ratioci-

nium attentius inspiciamus, praecipua solutionis pars in mera tentatione consistit, atque omni funda-

mento destituitur. Temere enim pro hujusmodi numeris certas assumit formulas, in quibus numeros

idoneos contineri suspicatur, cum tamen eodem jure quasvis alias assumere potuisset: atque in harum

ipsarum formularum evolutione plurimum casui et fortunae tribuitur: unde Stifelium immerlto

reprehendit, quod putaverit, solutionem hujusmodi problematum in certa methodo comprehendi non

posse. Quin potius igitur erit fatendum, eam analyseos partem, quae in scrutatione quantitatum

discretarum versatur, maxime adhuc esse imperfectam, certaque principia, 'quibus ea superstruatur,

etiam nunc desiderari. Atque ob hunc ipsum principiorum defectum ad hujusmodi problemata

numerica resolvenda plurimum solertiae et perspicaciae requiritur: et plerumque singulari ratiocinii

genere opus est, in quo maxima ingenii vis cernitur. Hancque ob causam, etiamsi ipsa horum

problematum solutio in analysi parum utilitatis habere videatur, tamen mothodus, qua tot tantaeque

difficultates superantur, fines analyseos non mediocriter promovere est censenda. Quo plures enira

diversae viae ad veritatem indagandam aperiuntur, eo majora incrcmenta ipsa ars inveniendi cepisse

est oxistimanda.

§ \. Quemadmodum in universa analysi usus idoneorum signorum plurimum valet, ita etiam

in hoc genere, quod circa divisores et partcs aliquolas numerorum instituitur, non parum utilitatis

a commoda designandi ratione erit exspectandum. IVumeros igitur, quos hic vel contemplamur, vcl

quaerimus, litteris alphabeti minusculis indicabo, litteris vero majusculis utar ad summas divisorutn

eorum numerorum, qui respondentibus minusculis exhibentur, repraesentandas. Ita si a denotot

numerum quemcunque integrum et affirmativum , cujusmodi numeros in hoc negotio semper intelli-

gore oportct, littera majuscula respondens A indicabit sumniam omnium divisorum numori a. Simiii

modo litterae B, C, D, etc. expriment in postorum summas divisorum numerorum 6, c, d^ etc.

scilicet si sit a= 10, erit ^=18, et si 6 = 50, erit ^=93. Gum igitur cujusquo numeri partos

aliquotae sint ejusdcm divisores, ipso ilio numero excepto, qui, etsi sui ipsius est divisor, tamou

parlibus aliquotis non annumeratur, summa partium aliquotarum numeri a erit =A— «, nisi sit a=\.



quaecunque nutneri primi />, quicunque sit ejus exponens, erit semper y^=
^"~

» Si igitur sit a

potestas binarii , erit A= 2a— i ; sin sit a potestas ternarii , erit A= °~
7 sin potestas quinarii,

erit A=—^ et ita porro.
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IIoc onim casu, cum unitas cujusquc numeri tam divisor quam pars aliquota censcri soleat, erit

quoque A= i et partium aliquotarum summa = 1 putatur. Verum cum unitas in hujusmodi

quaestionibus non inter numeros collocari soleat, haec exceptio nuUam difficultatem afferet.

§ 5. IIoc igitur litterarum significatu praemisso, cum numerorum primorum nuUa detur pars

aliquota praeter unitatem, et quilibet numerus primus alios non habeat divisores praetcr unitatem et

se ipsum, si a fuerit numerus piimus, erit A= a-\-i. Atque si a fuerit quaepiam potestas

numeri primi /), summa divisorum ejus A facile assignari poterit. Sit enim a = p^, erit utique

A = i -i-p-i-p^; ac si a=p^, erit A= i -i-p -t-p^-t-p^. In genere autem, si denotante p
numerum primum quemcunque fuerit a=p", erit ^= 1 -+-/)-*- /)^-*- -+-/>", qui divisores

cum constituant progressionem geometricam, erit quoque: A= Unde si a fuerit potestas

pa— \

P
A.

2

- et ita porro.

§ 6. Quodsi a fuerit productum ex duobus diversis numeris primis p et q, puta a=pq: erit

summa divisorum A= i -i-p-\- q-t-pq= (i -t-p) (i -i^ q). Simili modo si plures habeantur nu-

meri primi diversi /) q, r, s, etc. fueritque a=pqr, erit ^= (I -1-/)) (I -f-ry) (1 H-r), et posilo

a= pqrs, erit A= {i -^ p) {i -v- q) {{ -^ r) [i -\- s) . Cum autem sit/)-+-l=P, q-\-i = Q,

r-^i=R, etc, si fuerit a=pq, erit A=PQ, et si sit a=pqr, erit A=PQR, etc. ; quae expres-

sionum similitudo non solum locum habet, si /), q et r sint numeri primi diversi, sed etiam dummodo

fuerint numeri primi inter se, ut praeter unitatem nullum alium divisorem habeant communem. Si

enim sit P summa divisorum numeri p, et Q summa divisorum ipsius q, atque hae summae P et Q
praeter unitatem nullum numerum communem contineant, tum productum a=pq primo eosdem

habebit divisores, quos factor p, quorum summa est = P; deinde divisores quoque habet numeri 7,

quorum summa est =Q; in quibus quoniam unitas bis occurrit, summa utrorumque divisorum erit

= P-*-Q— 1. Tertio productum pq divisibile erit per singula producta ex binis divisoribus

numerorum p et q, exclusa utrinque unitate; horum autem compositorum divisorum summa erit

= {P— ^) {Q— ^) = PQ — P — Q-*-^, quae cum summa simplicium P -^ Q— 1 facit PQ; ita

ut posito a=pq, sit A= PQ.

§ 7. Cum igitur omnis numerus sit vel primus, vel productum cx aliquot primis, eorumve

potestatibus , ex resolutione numerorum in factores facile eorundem summa divisorum cognoscitur.

Positis enim p, q, r, etc. numeris primis, omnis numerus in hujusmodi forma continebitur:

a^p'"^"^ Cum igitur factoris p'" summa divisorum sit = —
::jr ^ ^^ factoris q" sit

= '——— 5 ipsiusque r summa divisorum sit = r— 5 ob istos faclores p'", q", r , inter se

primos, erit uumeri propositi a^p^^q^r^ . . . . summa divisorum

J — (P"*"*~^- I)(g"-*"^—IXr^-^^-i)—
(jp—l)(j_i)(r-i)

Hocque modo ut ipsc numerus a per factores exprimitur, ita quoque summa ejus divisorum, por

factores expressa, reperietur: quod in plerisque hujus generis quaestionibus resolvendis non parum
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habet utilitatis. Quo igitur facilius summac divisorum quorumvis numerorum inveniri atque ipsi per

factores exprimi queant, in tabula annexa non solum omnium numerorum primorum millenario

minorum, sed etiam eorum potestatum, quarum quidem usus occurrit, quantumque calculi molestia

id permisit, summae divisorum exbibentur in factores resolutae: ita ut ope hujus tabulae omnium

numerorum compositorum , nisi fuerint nimis magni, divisorum summae facile excerpi queant. Ita si

propositus sit numerus «= 7560: hic numerus primo per factores primos exprimatur hoc modo

«= 2^.3*. 5. 7. Deinde horum factorum singulorum summae divisorum in tabula quaerantur, qui

erunt: 3.5; 2^.5; 2.3 et 2': hisque invicem multiplicatis prodibit summa divisorum numeri pro-

positi «= 7560, quaesita ^= 2'. 3^. 5^= 28800. Ex quo exemplo usus istius tabulae in summis

divisorum quorumvis numerorum inveniendis abunde perspicitur.

§ 8. Hinc inventio numerorum perfectorum nulla laborat difficultate: cum enim numerus

perfectus vocetur, qui aequalis summae suarum partium aliquotarum, si numerus perfectus ponatur

= «, oportebit esse a= A— «, ideoque A=2a. Jam numerus perfectus « vel est par, vel

impar; priori casu ergo factorem habebit 2, ejusque quampiam dignitatem. Sit igitur «= 2"6, erit

J= {2"-*-'—i)B, ideoque (2""^*—
1) iB= 2"-^*6, unde fit j = J^^^ . Cum igitur fractio

g^y^ ad minores numeros reduci nequeat, necesse est ut sit vel 6=2""^*— 1, vel 6= (2""*''

—

\)c.

Prius autem fieri nequit, nisi sit
2""*"* — 1 numerus primus, quia summa divisorum esse debet

_2«-+-i^ ideoque summa partium aliquotarum =i: quoties vero est 2""^*— 1 numerus primus,

toties posito 6= 2""*"*— 1, erit ^= 2"'*"*; hincque numerus perfectus erit « = 2"(2"-*"*— 1).

Sin autem pro 6 sumeretur multiplum ipsius 2""*-*— 1, puta (2""*-*— l)c, ejus partes aliquotae

forent 2""*-^— 1 et c; unde omnium divisorum summa B certe non minor esset quam ^''^^-^c-i-b;

talis enim foret, si tam c quam 2""*"*— 1 essent numeri primi. Fractio ergo -r- non minor esset

futura quam ^JHlsp^, hoc est quam ^^^^» ob 6= (2""^^- i) c. At fractio |^S^^
necessario major est quam ^nn-i _ |

^ "^de pro numero 6 multiplum ipsius 2""*"'— I accipi nequit.

Quamobrem alii numeri perfecti pares rcperiri non possunt, nisi qui contineantur in formula prius

inventa « = 2" (2"'*-*—
1), existente 2""*"*—

1 numero primo; haecque est ipsa regula ab Euclide

praescripta. Utrum autem praeter hos dentur numeri perfpcti impares nec ne, difficillima est quaestio:

neque quisquam adhuc talem numerum invenit, neque nullum omnino dari demoustravit. Sin autem

hujusmodi numeri perfecti darentur, ii necessario in hac formula: Ctm -4- 1) *"+"* a;a? continerenlur,

ubi km-i- i denotat numerum primum et x numerum imparem.

§ 9. Longe difficilius autem reputatur problema de numeris amicabilibus inveniendis, in quo

requiruntur bini numeri, quorum alter aequalis sit summac partium aliquotarum alterius. In hoc

problemate solvendo etsi Schotenius summo studio est versatus, tamcn plura quam tria hujusmodi

numerorum paria non invenit, quae sunt:

220 et 28'+

17296 et 18M6

9363584^ et 9^37056
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atqne methodus, qua est usus, ita est comparata, ut vix plures nuraeri satisfacientes ejus ope inveniri

queant. Assumsit enim pro numeris amicabilibus has formulas gcneralcs 2"a3 et 2"/z, in quibus

oumeros a?, y et z ponit primos, sumtisque successivc pro n numeris dcterminatis, tentando invcstigat

casus, quibus numcri primi pro a?, y^ z substituti quaesito satisfaciant. Ncmo autem putabit, omnes

numcros amicabilcs in his formulis contincri, quippe quod non solum a Schotenio non est de-

monstratum, scd ctiam sequcntes numeri amicabiles, quos equidem invcni, abunde declarant. Namque

practer tria illa paria modo mox exphcando, sequcntcs adcptus sum oumcros amicabiles:

A.5.131 et kATM
4.5.251 et 4.13.107'

16.17.5119 et 16.239.383

4.11.17.263 et 4.11.43.107

32.37.12671 et 32.227.2111

4.23.827 et 4.23.5.137

quin etiam numeri cxhiberi possunt impares, quod quidcm multo magis mirum videri queat, qui

praescripta proprietate sint pracditi, cujusmodi sunt:

3\7.13.5.17 et 3^.7.13.107,

3*.7M3.5.41 et 3\7M3.251,

ex quibus satis liquct numeros amicabilcs multo csse copiosiores, quam numeros pcrfcctos, qui in

serie numerorum rarissime occurrunt.

§ 10. Hi autcm numeri aliique salisfacientes non difficulter ope modi signandi ante expositi

eliciuntur. Sint enim a et 6 bini numeri amicabiles quicunque, qucmiam eorum summae divisorum

sunt A ct B, summaeque proinde partium aliquotarum A—a et B—6; conditio horum numerorum

praebet has aequationes: A— a = b et B— b = a, unde fit A= B = a-i-b. Ambo ergo numeri

amicabiles eandem habcnt divisorum summam, quae simul summae amborum numerorum est aequalis.

Quo autem ad aequationes idoncas solutio pcrducatur, ponamus numeros amicabiles csse px et qy,

existentibus £c et j numeris primis, ita ut sit a=px et b= qXy eritque

^==P(x-i-l) et B= Q(y-i-i): unde fit P (x -t- i) =Q {y -t- i) == px -t- qy, ie;

Ponatur P(a;-f-l) = !2(rH-l) = PQz ; erit x -^- i = Qz et y -*- i = PZy seu x=Qz — 1 et

y= Pz— 1. Cum vero esse debeat PQz= px-^.qy^ erit valoribus his pro x et f substitutis:

PQz = Qpz^p-i-Pqz---q, ideoque z=-^^^^l_p^'

Quare ut formulae assumtae px et qy praebeant numeros amicabiles, esse oportet;

^'^^^
' j Q{p-*-q) . A Pip-*-q)

X-*- i = —~— et r -*- 1 = ———

•

Qp-t-Pq-PQ *"' J ^ '^ Qp^pq-PQ

Sit n maximus commuois divisor numcrorum px et qy, ponaturque p= na et q= nb, ut sit

P= NA et i2= ^^ ? et pro numeris amicabilibus has habebimus formulas

nax et nby^

in quibus x et y esse debcot oumcri pnoai, qui ex his aequatiooibus definiantur;

L. Enleri Op. poctboma. T. I. |2
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nB(a-t-b) . nA(a-t-b)
/¥»

I
i . ^ - . y -i- I ^z -^ -— 1

Bna-\-Anb— NAB «^ Bna-t-Anb— NAB

Sumtis ergo pro a et h pro lubitu Dumeris determinatis erit:

. (a-t-b)Bn . . (a-t-b)An
/r>

, I i ^ 1 pf V -4- 1 = ^ i'^^ ^ ~{Ab-t-Ba)n-ABN J^^ (,Ab-^Ba)n- ABN^'

ubi pro n ejusmodi sunt quaerendi flumeri, ut a? et y non solum fiant numeri integfri, sed etiam primi.

§ 11. Cum autem hae formulae nimis sint generales, eas specialiores reddamus; ponamus

erg-o a= 1 , eritque ^^= 1 , et formulae numeros amicabiles exhibentes fient

nx et nhy,

pro quibus cc et j ex sequentibus aequationibus definiri debebunt

x-i-i . (\-\-b)n= y-^ 1 = '

B •' {B-i-b)n —BN

Sit praeterea h numerus primus, ut sit B= h~\- i; fiet

aj-t-l . (l-f-6)n (lH-&)n

6-+-1
^~*~

{l-t-<2b)n — {i-t-b)N {'in- N)b— {N -n)'

Si jam insuper pro n potestas binarii accipiatur, ut sit iV=2/i— 1, proveniet

a?-i-l . (l-t-6)n= r -H 1 =: -^^
9

6-t-l -^ 6 — (n— 1)'

quae fofmulae eos praebebunt numeros amicabiles, qui per methodum Schotenii et Cartesii inve-

niuntur. Ponantur enim successive pro n potestates binarii, erit

^ x-*-l . 2(1-1-6)
prO/l= 2, ^= ;y.-,-l=-^_^,

, x-\-\ . 4(1-1-6)
pro /1= 4, — =r -H> =-^^
pro/i= 8, ^=j-i-l=-^,

etc.

Possunt vero pro n commode accipi alii numeri, ex quibus differentia 2/i— iV apte exprimatur; sic

si capiatur /i = 92, erit iV= 168, 2/1= 184", et iV— /i= 76, unde fit:

x-^i . 92(1-h6) 23(l-t-6)
=: V -4- 1 =—^^ =

6-f-l J ^ *
166— 76 46— 19

Hic si ponatur 6 = 5, erit:

^=y-Hl =^=138 et aJH- 1 = 828,
o •' 1

opportune autem hinc fit j= 137 et «= 827, uterque numerus primus, ita ut numeri amicabiles

sint 92.827 et 92.5.137.

Similique modo ex his formulis alios numeros satisfacientes elicere licet.

§ 12. Jam non sit amplius a= 1 , sed denotet tam a quam h numerum quemcunque primum,

eritque y^= a-»-l et 5= 6-h1; atque formulae nax et nhy dabunt numeros amicabiles, si

sequentes aequationes pro x e% y praebeant numeros primos:
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6-+-1 a-*-l (2a6-HO-*-6)n— (a6H-a-+-6H-l)iv'

aj-t-
1

y-i-1 n(aH-6)

6-h1 a-Hl (2n— JV)a6— (iV— n) (a-»- 6)— jv'

Hic jam iterum, si pro n sumatur potestas binarii^ ut sit N= 2n— i, erit:

x-*-i i/H-l n{a-i-b)

dn-l a^H^ 06— (n-l)(a-+-6) — 2n-i-l'

quae fractio ante omnia ad numerum integrum cst reducenda, idoneis ad hoc pro a et 6 numeris

primis assumendis; sic posito n==kj erit:

x-i-i y-t-i 4(a-»-6)

Ponatur 6 = 5 et habebitur:

-f-l a-*-l ab— 3(a-t-6)—

7

•1 y-Hl 4(a-»-5) 2(a-»-5)

6 OH-l 2a— 22 a— 11

Tententur jam successive varii valores pro a, uti ponatur a = l3, erit:

^==^=:18, unde fit aj=107 et r= 25l,
6 14 ^ »

uterque primus; ita ut numeri amicabiles hinc prodeant 4.13.107 et 4.5.251. In iisdem formulis

ponatur porro a=17, fietque

x-+-i y-t-l 2.22

6 18 6
et a?= 43, j=131,

iterum uterque primus, unde nascuntur numeri amicabiles 4.17.43 et 4.5.131. Possunt vero

etiam pro n assumi, praeter potestates binarii, alii numeri convenientes, uti /i=44, ut sit iV=84;

et iV:/i= 21:11, unde fit:

rr-i-l
;

y-t-i ll(a-»-6)

b^i a^i a6— 10(a-i-6)— 2l'

ubi positis 6 = 17 et a= 43, pro a? et j numeri primi resultant.

§ 13. Possunt etiam pro a et 6 producta ex duobus pluribusve numeris primis substitui. Sint

enim p et q numeri primi, ac ponajtur a= cp et b = dq, ut numeri amicabiles sint ncpx et ndqy;

ob A= Cp-\--C et B= Dq-h-Dy erit Ah -\- Ba = (Cd -h- Dc) pq -h- Cdq -i- Dcp et

AB= CDpq -H CDp -\- CDq -+- CDy

unde fiet'
g-*-l __ yn-l n{cp-*-dq)

•

D{q-\-i) C(p-h1) {Cd-*-Dc)npq-^Dcnp-*-Cdnq — CDNpq— CDNp— CDNq—CDN^

ubi pro c et d numeros quoscunque, sive primos, sive compositos substiluere licet. Sit exempli

g^ratia c=5 et d= ll, erit C=6 et D=12, numerique amicabiles: ^npx et 11/i^y, fietque:

g-^l y-t-1 n(5p-4-ng)

12(?-t-l) 6(p-+-l) i26/ip?-#-60np-f-66nj-72Ap?— 72iVp— 72iVj—72^

gg„
«-^-1 _ yj^ n(5p-*-Hg)

2(}-»-l) p-Hl (21n— 12iV)P!Z— (*2iV— 10n)p— (12iV— lln)j— i^JV*

quae expressio, ne fiat negativa ob iV>/i, necesse est ut sit 21/i> 12iV, seu 7/i > 4iV. Sit igitur

primo 71= 2, erit iV=3 atque
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x-*-i y-*-\. Sp-t-H?

2 (?-*-!) p-1-1 3m— 8p— 14(?-18
? erg^o Sp^n et p > 5.

Sit p = 7; erit ^^"*~
,, = ^^^=: ^ ^^% unde numerus inteffer oritur, si g = 61, qui vero dat

y=ii^, non primum. Quodsi vero ponatur n=14^, ut sit iV=2^, prodibit:

aj-*-l j/-*-l 7(5p-4-Hg)

2(2-h1) ^^ (3iJ-67)<z-74i»~144

. 1» . c\<\ x-^i J/-4-1 7(115-1-115')

Hoc igitur modo pluribus substitutionibus faciendis, plures numeri amicabiles erui poterunt.

% \k. Quamquam autem hoc modo multo plures inveniri possunt numeri amicabiles, quam

methodo a Cartesio et Schotenio usitata, tameu hic casui plurimum debetur, cum plures

positiones plerumque frustra instituantur, antequam pro a; et ;y numeri primi prodeant. Aliam igitur

aperiam viam, ab hac ita diversam, ut inventio fortuita numerorum primorum non requiratur: quae

derivatur ex ea numerorum amicabilium proprietate, qua uterque eandem habet divisorum summam.

Facile autem est ope tabulae annexae hujusmodi numeros quot libuerit invenire, quorum summa

divisorum sit eadem. Sint igitur c et m duo istiusmodi numeri, quorum utriusque summa divisorum

sit eadem = V: quod si ergo esset quoque V=v-\r-u, numeri c et « forent amicabiles. Sin autem

haec proprietas locum non habeat, tum saepe eorum multipla reperire licebit, quae hac proprletate

gaudeant. Ponamus ergo numeros amicabiles esse av et aa, erunt utique divisorum summae JV et

y^F.aequales, dummodo a respectu utriusque numeri c et m fuerit primus: reliquum ergo est, ut

sit AV=a9-^aUj seu —=——3 ex qua aequatione idoneus valor pro a ita quaeri potest. Reducta

fractione —- ad simplicissimam formam, necesse est, ut a per ejus denominatorem sit divisibilis:

scilicet si fractio —— perducta sit ad — > ponatur a=7i6; erit A= NB et — ==— =— > unde
F * n '^ a nb n

fit —=— . Similiter porro 6 divisibile erit per denominatorem hujus fractionis, atque operationem

ut ante instituendo, tamdiu continuetur, donec solutio vel perspiciatur, vel impossibilis evadat. Notan-

dum vero est pro a non solum multiplum numeri /i, sed quoque ejus potestatis cujuspiam assumi

posse: ita ut investigatio plerumque pluribus modis institui queat.

§ 15. Sumamus ergo pro p et « duos numeros, quorum eadem sit divisorum summa, ponaturque

(»= 71, tt = 5.11, erit V=72= 2\3\

ita, ut numeri amicabiles sint 71a et 55a. Erit ergo —= —— =-^ = -7* Unde patet, numerum

a factorem habere debere 4 seu 2% vel etiam altiorem potestatem ipsius binarii. Sit igitur

a= 2*6, erit A= 1B et —= --= --, ideoque -—= --.
' a 46 4 ^ 6 1

Hinc igitur obtinctur 6=1; ac propterea a= 4^, prodeuntque numeri amicabiles:

4.71=28/1- et 4.55 = 220.

Neque vero altior binarii potestas pro factore ipsius a assumi potest, posito enim

a= 86, fit A = i5B et — =--—= — 5 unde -t-= 7^'
a 00 4 ^ 10
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quae aequatio est impossibilis, cum nullus numerus ad suam divisorum summam rationem majori^

inacqualitatis haberc possit. Simili modo si statuatur:

(»= 5.131 = 655, u= 17.43 = 731, erit r=2».3Ml,

et numeri amicabiles 655a et 73 la; debebit autem esse

A _v-^u 1386 TT^ T_

a V 23.3^.11 4 11 4'

unde ut ante 6t a = k; ita ut numeri amicabiles hinc reperiantur

4.655=2620 et 4.731=2924.

Pari modo cum sequentes nuraeri eandem divisorum summam habeant:

c=5.251 et «=13.107, erit enim r=2^3'.7,

unde si numeri amicabiles statuantur:

5.251a=1255a et 13. 107a= 1391a, erit ^=-^^ = 1,

unde iterum fit a= 4, ita ut numeri amicabiles sint futuri:

5020 et 5564.

§ 16. In his exemplis inventio numeri a nihil habcbat difficultatis ; sumamus ergo exempla, ubi

a plus laboris requirit. Statuatur

c= 827 et a= 5.137, ex utroque fit r=2*.3*.23.

Quaeratur ergo multiplicator communis a, ut sit — =^^^= -2—2—= —. Gum igitur 23 sit
a Y ^ »o » io Zo

factor ipsius a, ponatur a= 236, erit

^ 08 on -j
* ^ 2^3J? 2.3.7 B 7J= 2\dB, ideoque _=—= _-^, ergo -= -,

unde fit, ut in superioribus exemplis, 6= 4 et a=4.23, ideoque numeri «amicabiles enmt:

4.23.827 =t 76084 et 4.23.5.137 = 63020.

Deinde cum numeri 17.263 et 43.107 eandem habeant divisorum summam 2*. 3*. 11, ponatur

p= 17.263= 4471; et «= 43.107= 4601, erit r=2\3Ml,
A 9072 2*.3*.7 21

atque
2*.3Mi 2^3Ml~~ll

D . o=H6 .^ 4 12J? 21 , /? 7
Ponaturergo ^^,,^, ent -=nF= iT

«* T= 7'

idcoque 6= 4, a=4.11=44: sicque numeri amicabiles erunt:

4.11.17.263= 196724 et 4.11.43.107 = 202444.

Afferamus aliud exemplum, sitque

^= 5.17= 85, 0=107, erit F=3\3', trgo v= 2r?==T-

Ponaturergo ^^,3,, cnt -= --= -, ergo -=-•

Fiat porro 6=13c, erit B=HC et -|-= 7^= l^' ergo -=4-J•
, i3c 13 ° c 7
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unde fit c= 7 6= 7.13 et a= 3*.7.l3. Quare hinc numeri amicabiles nascuntur:

3^7.13.85 = 69615 et 3^7.13.107 = 87633.

B 6

Si posuissemus a=3'6 et ^=2'.5J?, prodiisset -^ = g-? u^de foret 6=5 et a=3*.5j at cum

a ad utrumque numerum v ai u debeat esse primus, iste valor ob factorem 5 cum v communem,

est inutilis.

^ 17. Evolvamus adhuc exemplum ultimum, quoniam in eo quaedam artificia notanda occurrunt,

quae in aliis similibus problematibus solvendis utiiitatem habere possunt. Assumamus ergo pro v ^i u

sequentes numeros, qui communem habent divisorum summam:

(;=5.M=205 et «= 251, eritque r=2*.3*.7.

Hinc ergo nascuntur numeri amicabiles

205« et 251a, si fuerit - =^
2^3'^.

7

~ 377*

Ergo numerus a divisores habebit 3 et 7. Ponatur ergo:

a = 36 .* ^ 19

quae aequatio jam est impossibilis, cum 19 sit minor quam summa divisorum ipsius 2.7, quae est 24-.

Numeri autem multipli ipsius 2.7 multo adhuc minorem tenent rationem ad summas suorum divi-

sorum. Ponamus ergo

:

a=3*6 . B 2.3.19 -

ideoque 6 factores habebit 7 et 13. Ponatur nunc

h = lc .^ C 3.19

1?=8C' ^^'^ 7=4:13'

quae aequatio iterum est impossibiHs, ob 3.19<summa divisorum ipsius 4.19. Quare ulterius

tentetur haec positio:

h=Vc '. C 14 , p^ .„

^=3.19C' ^''^ V=lV "''^'fi* '=^3'

hincque 6 = 7*. 13 et a = 3*.7*.13. Numeri ergo amicabiles ex hac positione orti enmt:

3*.7M3.205= 1175265 atque 3\7M3.251 = H38983.

His igitur praeceptis observatis non difficiie erit tam hoc problema de numeris amicabilibus quam

alia similia copiosius resolvere.

Sequitur tabula exhibens summas divisorum numerorum primorum, millenario inferiorum, eo-

rumque potestatum:

^T
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IV.

Fragiueiita coiiiiiieiitatioiiis ciijiisdaiii iiiajoris, de inveiiienda re-

latione iiiter latera triangiiloriiiii, qiioriini area rationaliter

exprinii possit.

lii gbttfl

(Conf. Comment. arithm. Prooem. pag. X. N. 6.)

27. Problemate igitur proposito ita soluto, ut nihil ultra desiderari possit, siquidem solutio

tradita latissime patet. Verum praeter animadversiones jam allatas, solutio adhuc alias rationes

suppeditat, quarum evolutio non parum ad analyseos incrementum conferre videtur. In hujusmodi

enim quaestionibus non tam solutioni ipsi, quam usui in reliquis analyseos partibus intentos nos

esse convenit.

28. Primum igitur observo, etiamsi in formulis pro lateribus trianguli § 8 latus a longe alio

modo ac reliqua 6 et c exprimatur, taraen ea inter se ita esse permutabilia, ut nulli prae reliquis

ulla praerogativa tribui possit. Ita in casibus § 12 evolutis videmus latus a casu primo esse 14-,

cum in casu tertio, qui idem Iriaugulum praebet, numerus H lateri c conveniat. Simili modo

latera a et c in casibus congruis 2*^° et 9"", idem V et 13*'° inter se permutantur.

29. Haec permutabilitas, non obstante expressionum diversitate, omni attentlone digna videtur.

Quae quo clarius agnoscatur, ea non solum in lateribus triangulorum, quae problemati proposito

salisfaciunt, locum habere deprehendilur, sed etiam generatim in omnibus triangulis, quorum area

rationaliter exprimi potest; in formulis enim pro hujusmodi triangulis § 5 datis similis disparitas

inter latus a et duo reliqua 6 et c observatur.

30. Ad hoc ostendendum contemplemur rationem ternorum laterum hujusmodi triangulorum,

quorum area est rationalis, quae ita sc habet:

ah • C= ^^*^^^^^^^*^
•
^P-*"gg

.

"•-*-*^
r;!i : >'.)

;

pqrs '

P1 ' Ts

ubi latera 6 et c semper eam inter se tenent rationcm, quam duae fractiones hujus formae -—:--5

a qua tamen fractio
vP»—gn (!"•-«-?')

ajjjjQppgre videtur. In hac quidcm signa ambigua adhibui,

quoniam binis latcribus 6 et c gemini valorcs lateris a conveniunt. lii^» iii4i»it^iiii|i *>ti»ii«| ftitfitttui ju

31. Docendum ergo est etiam latera a et 6 semper talem rationem inter se lenere, qualis est

inter binos numeros formae ^^^
» Cum igitur sit

•
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dico eandem proportionem ita exprimi posse, ut sit

, rr-t-ss xx-i-yya:o= : j
rs xy

convenientia enim perspicua reddetur sumendo x= p$±qr et y= prz^ qs.

32. Posito enim x=ps±qr et y=przjfiqs, erit

XX -i- yy= (pp -t- qq) {rr -+- ss) et xy= {ps dt qr) {pr z^: qs)
,

, n, rr-t-ss xx-t-yy rr-t-ss (pp-t-qq)irr-*-ss)
unde lit : =

: . . w r
rs xy rs {jas±qr){prz:izqs)

. , rr-t-ss xx-t-yy (pszt:qr)(prz+iqs)
ideoque : —= -—^ 'PP-^m^^ rs xy rs 1

1

j x

quae est ipsa ratio, quam formulae nostrae inter a et 6 praebuerunt.

33. Quare si a, 6, c sint latera trianguli, cujus area rationalis, inter biua quaeque alia ratio

cxistere nequit, nisi quae intercedat inter binos numeros formae
^

» Ac si duo latera aliam

inter se teneant rationem, nullo modo tertium latus inveniri potest, quod cum illis aream rationalem

includat.

34-. Quomodo erg-o hae rationes, quae inter bina latera trianguli aream rationalem habentis

intcrcedere possunt, sint comparatae, et quaenam hinc excludantur, haud abs re erit diligentius

inquirere. Considerari ergo primum oportet fractiones in forma —;— j vel potius in hac -^-~

contentas.

35. Haec autem fractio -^^^ ^^^ numeratore habet hjpothenusam trianguli rectanguli ratio-

nalis pro

49. Huic problemati affine est istud:

Invenire triangulum, in quo rectae, ex singulis angulis ita ductae, ut latera opposita

hifariam secent, per numeros rationales exprimantur;

quod autem illo ideo difficilius est judicandum, quoniam non generaliter solvi patitur. Positis a,

6, c lateribus trianguli, negotium huc redit, ut tres istae formulae

2aa -1-266— cc, 2aa-i-2cc— 66, 266-f-2cc — aa

reddantur quadrata.

50. Si in hunc (inem ponatur

a = {m -\- n) p -^ {m — n) q, h = {m— n) p -h (/n -\-n)q, c = 2mp—\2nq,

ut formula prima qiladrata evadat; pro reliquis ad quadratum revocari debent hae formulae

i^ - mmf , n^i {Zm -+- n)^pp — 2 {3mm -+- Smn— dnn) pq -f- (3/i — w)^ qq et

{3m— n)^ pp— 2 (3/m -- 8/n/i — 3mm) pq -+- (3/i -h m)'^ qq
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quorum productum sufficict quadrato coaequasse. Est vero productum

H- (9/ww— nny p*— Smn (21mm -+- i3nn)p^q

-t- (9/1/1— mm)^ q*— 8mn (27/i/i h- 1 3/w/«) pq

51. Si radix statuatur

N 4»nn— nn\ nn
9mm— nn

/n \ 4mn(27mm-*-13nn) ,-. .

(9/n/w— /i/i) pp w-n« V? -- (9/1/1— /n/w) 99

,

elicerentur hi valores:

p =z (m/« -f- nn) (dmm — nn) et ,q — 2mn (dmm -+- nn) ,

ex quibus sequentia triangula simpliciora concluduntur

a= 87, a=l27, a==207, a= 881, a=W3
6 = 85, 6=131, 6 = 328, 6= 6^0, 6=U2
= 68, c=158, c=U5, c= 569, c=529.

52. Cum hic inveuienda sint tria quadrata, ut binorum summa duplicata, tertio minuta, fiat

quadratum, simili modo facile solvitur quaestio de tribus quadratis, quorum binorum summa ipsa,

tertio minuta, fiat quadratum. Quo in genere facillima videtur quaestio haec:

Invenire tria quadratay quorum binorum summa sit quadratum.

Verum tentanti mox patebit, hujus solutionem multo majoribus difficultatibus implicari. Si enim

positis his quadratis aa, 66 et cc, statuatur

, 2mn .
2pgr

6 = a et c= —^-^ fl,mm— nn pp— qq

ut tam aa-*-bb, quam aa-i-cc fiant quadrata, superest, ut haec formula

mmnn (pp— 9^y-*-pp<19 (wwn — /i/i)*

aequetur quadrato; cujus tractatio frustra suscipitur.

53. Commodissima autem methodus hoc problema solvendi videtur statuendo

aa= kmnpqj b= mp—-nq et c= np— mq,

ut fiat aa H- 66= {mp -+- /ig)* et aa-\-cc= (np -i- mq)"^.

Quo igitur et 66 -*-cc fiat quadratum, fiat

mp — nq= 2 {mm— nn) rs= b, np— mq= {mm— nn) {rr— ss) = c

eritque 66 -1- cc= {mm— n/i)* {rr -+- ss)^.

Cum autem hinc prodeat

p = 2'mrs— n{rr — ss) et q= 2nrs — m{rr— ss) ,

habebitur ^= mm nnr*— 2mn {mm -+- nn) r^s h- 2mmnnrrss -h 2mn {mm h- nn) rs*-*- mmnns*.

5k, Ad hanc speciali saltcm modo resolvendam fingatur

^= mnrr — {mm h- nn) rs -t-mnsSy
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elicieturque r= \mn et s = mm-+'nn, unde numeris m et n arbitrio nostro relictis, consequimur

sequentes numerorum a, b, c valores r^^/^T;^

•m^ ^*' '*-^^ _ 2jj^^ "^3^,^ __ „,j) (3^^„ __ ^^^ , ;Kt£-) wti8

6 = Smn (mm— nn) {mm -+- nn)

,

c = (mm — nn) (mm— kmn -+• nn) {mm -h kmn -i- nn).

55. Ilinc simplicissima solutio eruitur sumendo w = 2 et /i = 1 , unde resultant hi numcri:

a = U aa=1936 aa-4-66 = 59536 = 2^^*

6= 24^0 66 = 57600 aa -f- cc = 15625= 125^

e04\=r c=117 cc= 13689 66 -i- cc = 71289 = 267^

.B)uflffls eicaifqr/b finfirti

/^nniiutt -f-V
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V.

Reehcrehcs siir lc probl(Miic dc trois iioiiibrcs earres tcls, qiic la

soiimic dc «lcux qucleoiiqiicjs, iiioins lc troisi^mc, fassc un

nouibrc earr^.

w
i. Soient cc, y, z les racines des trois carres, les equations seront

yy -^ zz — XX = pp ,

XX-+- zz — yy= qq^

XX •+- yy— zz = rr.

Si Ton ajoute ces equations deux a deux, elles produiront les equatiohs suivantes:

pp-^-qq = 2zz,

pp-\-rr = 2yy,

qq -t-rr= 2xXj

d'ou Ton vojt qu'en resolvant notre probleme, celui-ci sera aussi resolu: tromer trois nomhres

carres telSy que la demi-somme de deux qttelconques d'entre eux produise aussi un earre; puisque

.^ "~ •^^' pp-\-qq pp-i-rr ^ * '""'
. qq-t-rr

"^^-^^zz, ^-^-^= yy et ^^= a^.

2. De plus il est evident, qu'ayant trouve les trois nombres £c, j, z, tous leurs multiples satis-

feront pareiilement, savoir: nx^ ny, nz. De sorte que tous ces cas ne renferment qu'une seule

solution, et par consequent, nous ne chercberons, dans la suite, que trois nombres tels, qu'ils n'aient

aucun diviseur commun. D'ou il est d'abord evident, que tous les trois nombres chercbes ne seront

pas pairs. Or, avec quelque attention, on verra de suite que ces trois nombres doivent etre tous

impairs; car tout carre pair est de la forme kaa, et tout carre impair de la forme ^(aa -*-«)-*-!;

donc si nous supposons deux de nos carres pairs, c'est-a-dire -

*" * xx=: kaa, y= kbb et le troisieme impair: zz= % (cc -t- c) -*- 1,^^'-^^ ^' i "
^

11 en resultera pour xx-+-yy— zz cette expression 4 {aa -t-bb— cc— c)— f , qui ne saurait

Jamais etre un carre. Si nous supposons ensuite deux seulement impairs et le troisi^me pair, comme

XX= k {aa -i- a) -t- i
, y = k {bb -\- b) -^ i, z= hcc,

nous aurons pour xx-%-yy— zz cette expression k {aa -t- a -t- bb -¥-

b

— cc)-+-2, qui ne saurait

uon plus etre un carre. Mais posant tous les trois carrcs impairs, par exemple

XX= k {aa -t- a) -*- i , yy = k {bb -t- b) -t- i , r = 4- (cc h- c) -*- I
,

L. E a le ri Op. poilhama. T. L * *
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nous aurons pour xx-^yy— zz la forme ^ (aa -*- a -+- 66 -+- 6— cc— c) -i- i , qui peut representer

un carre.

3. Cette consideration nous montre d'aborcl, que si Ton voulait chercher quatre nombres carres

tels, que la somme de trois molns le quatrieme fasse un nombre carre, la recherche serait inutile,

puisque la question est absolument impossible. Pour le prouver, on n'a qua parcourir tous les cas

par rapport aux pairs et impairs. En effet,
'tffO'I4r '^* '3'^^ >"' -^

i) si trois carres sont pairs, savoir: ';"r^
--

XX= kaa
, yy = 466 , zz= kcc et vv ==k {dd -*- d) -i- 1 , '

^

on aura pour xx-\-yy-\-zz— vv la valeur h {aa -^hh-\-cc— dd — d) — 1 ,
qui ne peut jamais

etre un carre.

2) Soient seulement deux pairs et deux impairs, ou bicn

XX= kaa
, yy= hhh , zz = 4 (cc -*- c) h- 1 , vv = h (dd -f- c2) h- 1

,

on aura pour xx — yy-t-zz-t- vv cette formae k {aa — 66 -h cc -i- c -h dd -h d) -*- 2 ,
qui ne peut

jamais etre un carr6.

3) Supposons a present un seul carre pair, savoir .. . m -^

XX= kaa
, yy= k (hb -t- 6) -i- 1 , zz= k (cc -\- c) -*- i , vv= k (dd -+- d) -- 1

,

nous aurons pour yy -\- zz -{- vv— cccc la forme k (hh -\:-b-v-cc-i-c-\-dd-\-d—aa)-i-3, qui encore

n'est jamais un nombre carre.

., , k) Enfin soient tous les quatre nombres impairs, c'est-a-dire

£C£c= 4- (aa -I- a) -i- 1 , jj= 4- (66 -*- 6) -i- 1 , zz = k (cc-^c) -v-iy vv = k (dd-\-d)-\- ii,,

on aura pour xx-\-yy-\-zz— vv la valeur k (aa -\-a-i-bh-t-h-\-cc-i-c— dd — d)-4-2, qui

ne peut non plus representer un nombre carre.

k. Apres ces considerations, examinons de quelle maniere on pourrait arriver a une solution

du probleme propose. Pour cet eflfet je remarque, que nos deux premi^res equations peuvent etre

repr^sentees sous cette forme generale

zz dt (yy— xx) = a un carre quelconque.

Or AA-\-BB±2AB est toujours un carre parfait; donc, comparant cette formule avec la precedente,

nous aurons zz = AA-\- BB^ yy — xx= 2AB^ et pour rendre AA -+- BB un carre parfait il ne

faut que supposer A = aa— 66 , B= 2a6, et nous aurons zz= (aa -t- 66)^*; donc z= aa-\- 66.

D'apr6s ces suppositions, la valeur de yy— xx sera W6 (aa— 66). Mais yy— xx etant le produit

de ^-t-cc par y— a?, et kah (aa— 66) le produit de 2a6 par (2aa— 266), on v^rifiera r^quation

yy— XX = kah (aa— 66) en prenant y-\-x= 2ab, y— x= 2aa— 266 ; donc

a»= 66 -1- a6 — aa et ^= aa -i- a6— 66.

Ainsi, en prenant pour les valeurs de ac, ;y et z les expressions

I
/ bpjt-ab— aa^ aa-\-ab — 66 et aan- 66,
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les deux premit^res ^quations seront satisfaites. II ne s'agit donc que de satisfaire aussi a la troisieme

^quation qui, par la substitution de ces valeurs de jt, y^ z, devient

xx-^yy— zz = a*-*-6*

—

kaabb = rr.

5. Tout revient donc a trouver pour a et 6 de tels nombres, que la formule a*-*-b*— kaabb

devienne un carre. II est facile de remarquer que cette condition sera remplie, si Ton prend a= 2b.

Pour trouver une autre solution de Tequation a*-*-b*— kaabb= rr^ posons a = 6(z-4-2), et nous

aurons a*-4-6*— ^aa66= 6* (2*-h 8z*-*-20z*-i- 16z-h I). Supposons que la racine de cette

expression soit 6* (zz -*- 8z -*- 1). En comparant le carre de

6* (zz -t- 8z -4- 1) avec 6* (z*-f- 8z»-*- 20z*-f- 16z -h i),

23
on trouvera 8z*-*- 46zz= 0; d'oii Ton tirera z= ^j-j

4

par consequent z-i-2 = — — et a= —
• Or, puisqu'il est indifiPerent que les valeurs de

a et 6 soient positives ou negatives, nous prendrons a=15, 6 = 4, et nous aurons a;=14.9,

^=269, ^= 25^1, qui paraisscnt etre les plus pctits nombrcs cherches. De la, par consequent, nous

trouverons /) = 329, 9=89, r= 191.

6. Comme cette solution est tiree de requation yy—xx=kab{aa— 66), par la decomposition

du second membre en ses facteurs 2a6 et 2(aa— 66), il s'en suit qu'on pourrait exprimer gen^rale-

ment les valeurs de y et x de cette manicre: j-i-£c=— a6 et y—x= — (aa— 66). Mais, apres

des calculs tres penibles, on ne parviendrait qu'a des solutions tres particulieres. La supposition la

plus simple est j -i- aj = 2a (a -4- 6) , y— a;= 26 (a — 6) ; d'ou nous tirons

yy-t-xx=:2 {a*-*- 2a'6 -*- 2aabb — 2a6^-*- 6*).

De la, pour la valeur de rr= yy-i-xx — zz^ nous trouvons a*-f- 4^*6-4-2^^66— kab^-^b* qui

est le carre complet de aa -»-2^6— 66; donc les valeurs de a et 6 sont entierement arbitraires.

Mais si Ton considere les valeurs de (c, y et z, qui sont aa-^bb, aa~+-2ab— 66 et aa-^bb, on

trouvera que cc et z sont egaux, et par cette raison la soiution ne saurait etre admise.

7. On pourrait employer encore bien dautrcs methodcs pour la solution du probleme. Mais

toutes ces methodes ont le grand dcfaut de ne donncr que des solutions tres particulieres, et cela

apres des calculs tres longs et tres difficiles. Cest pourquoi j'exposerai ici quatre methodes tout-a-

fait singuliercs, et qui, sans beaucoup de pcine, fourniront une infinite de formules generales pour

exprimer les trois nombres x^ y et z, lesquelles, a leur tour, donneront une infinite de solutions.

Cependant, il s'cn faut de beaucoup que toutes ces formulcs conticnnent toutes les solutions possibles.

Methodes faciles pour trouver des solutions plus g^^n^rales.

Premiere melhode.

8. Si nous supposons s= xx -\- yy -k- zz ^ nos cquations (1) deviendront

s — 2xx= ppy ou s=pp -^ 2xXy '

S— 2yy=qq^ ou s= qq-¥-2yy,

s — 2zz = rr^ ou s = rr -f- 2zz,

d'oii Ton voit que s doit etre, de trois mani^res diffcrentes, la somme d'un carre et d'un double carre.
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9. Considerons donc plus soigneusement lcs nombres contenus dans cette forme aa -+- 266.

Je remarque premierement que, lorsqu'un tel nombre est premier, 11 ne peut avoir cette forrae que

d'une seule maniere; car s'il etait resoluble de deux manieres, de sorte que s— aa-\-2hh et aussi

s= cc-\-2dd, il s'en suivrait que aa— cc = 2dd— 266 et par consequent ^^= -^-^^. Or

puisque ces deux fractions sont egales , supposons qu'apres avoir ete reduites aux plus petits termes,

elles soient — • De la nous aurons -—- =— ? ou a-i-c= mf, d-^-b= nf; pareillemen*

^ " '= — et d — h = mg, a— c = ^ng^ et par consequent 2a = mf-^- 2ng^ 26 = nf— mg.

Mais puisque hs= haa -v- %hh , en substituant, au lieu de 2a et 26, leurs valeurs, nous aurons

ks= ff {mm -4- 2nn) -f- 2gg {mm h- 2nn) , ou bien hs = (^h- 2gg) {mm-i-2nn) , ce qui ne peut

avoir lieu, s etant un nombre premier.

10. II suit de la que s ne saurait etre un nombre premier, et il est demontre qu'un nombre

de la forme aa-f-266 ne peut etre divisible que par des nombres de la meme forme, lorsque a

et 6 sont premiers entre eux. Ainsi s est le produit de deux ou de plusieurs nombres premiers de

la meme forme aa-4-266. Mais 11 est facile de remarquer, que deux facteurs premiers ne suffisent

pas pour produire une triple resolutlon; donc s doit avoir au moins trois facteurs premiers de la

forme aa -t- 266.

11. Observons ici que tout nombre impair de la forme aa-4-266 est toujours de la forme

8/1-4-1 ou 8/1-4-3, et que lorsque le nombre est pair et de la forme aa -4- 266, II est le double

de Tune ou de Tautre de ces deux formules. La forme aa -t- 266 se rapporte au premier cas,

lorsque a est impair, et au second, quand a est pair. Ainsi, tout autre nombre impair ou de la

forme 8/i -i- 5 ou 8/i -i- 7 est entierement exclu du nombre des diviseurs de la forme aa -t- 266.

Donc tous les nombres qui sont divisibles par quelques-uns de ceux-ci: 5, 7, 13, 15, 21, 23, 29,

31, 37, 39, 45, 4^7, 53, 55, etc. ne peuvent pas etre compris dans la forme aa -4- 266, ou nous

supposons a et 6 premiers entre eux.

12. II est tres remarquable que tous les nombres premiers, tant de la forme 8/1-4-I que

8/1-4-3, sont toujours reductibles a un carre plus le double d'un carre, mals d'une seule maniere:

en voici des exemples

8/1-4-1
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-13. Dans toutes ces docompositions on ne saurait dccouvrir le moindre ordre, et pourtant il

n'y a pas de doute que cela n'ait lieu pour tous les nombres de la forme 8« -f- 1 ou Sn -+- 3 , et

c*est ce qu'on peut meme demontrer rig-oureusement, Pour cct effet, il ne s'agit que de prouver

qu'ctant propose un nombre quclconque, premier, de la forme 8/n- 1 ou 8rt-*-3, on peut

toujours assigner un produit de la forme aa-¥-2bb qui admetle Tun ou Tautre pour facteur. Cette

dcmonstration se tire d'un tr6s beau theoreme de Fermat, savoir: que la forme c*"'— 1 est tou-

jours divisible par le nombre 2/» -i- 1 , lorsque celui-ci est premier et ne divise pas c. Par

consequent, si le nombre 8n-f-l est premier, il sera toujours un facteur de la formule c'"— 1,

quel que soit c, pourvu qu'il ne soit pas un multiple de 8n-*-l. Mais comme la quantite

c'"— 1 a deux facteurs qui sont (c*"-i-l), (c*"— 1), il faut donc que Tun ou Tautre soit divisible

par 8n-*-l. Par consequent, si nous prenons pour c un nombre qui ne rende pas c*"— 1 multiple

de 8n-Hl, le nombre c*"-»- 1 sera neccssaircment divisible par 8n-f-l. Mais la formule c*"-*-

1

peut etre ecrite ainsi (c^"

—

I^^h-^c*"; donc le nombre 8/1-1-I est diviseur de la forme aa-4-266.

1 k: Quant a Vautre formule 8n -1- 3 , chaque nombre premier de la forme 8/1 -1- 3 est «n

diviseur de c"*"*~*— 1 et par consequent de c*"'*"*-!-^, ou de c*"~*~^— 1. Soit c=2, la formule

c*""^*— 1 revient a la suivante 2.2*"— 1, qui ne peut jamais etre divisible par 8n-i-3, parce que

tous les diviseurs de la forme 2ff— 1 sont ou 8/1 -r- 1 , ou 8/1— 1 , et jamais Sn -t- 3. Donc

2*"~*"*-»-l ou 2.2*"-t- 1 qui est de la forme aa~\~2bb^ scra necessairemcnt divisible par 8/1 -»-3.

Apres cette digrcssion qui parait n'etre pas inutile, revenons a notre probleme. Nous avons

vu que la somme s doit avoir au moins trois facteurs, ainsi posons la egale a

{aa -f- 266) (ce-4- 2dd) {ff-h- 2gg)

et, pour abreger le calcul, soit (aa-i-266) {cc-\-2dd)= mm-^2nn, alors nous aurons

m= ac± 26(i, « = 6c zp ad.

De la notre somme s sera exprimee ainsi: s={mm-\-2nn) {ff-^-2gg)y que nous supposerons egale

a zz -I- 2w, et nous aurons pareillcment z= mfzt: 2ng et v= nfz^ mg.

15. Substituons maintenant, au lieu de m et n, les valeurs trouvees, et nous aurons quatre

valeurs differentes pour z et v^^ savoir pour z:

1) f{ac-\-2bd)-^2g{bc — ad),

2) f {ac -»- 2bd) — 2g {bc— ad) ,

3) f{ac — 2bd) -f- 2g {bc -1- flrf) ,
•

k) f{ac— 2bd) — 2g {bc -h ad)
,

et pour c:

i) f{bc— ad)^g{ac-h-2bd),

2) f{bc — ad)-\-g{ac-\-2bd),

3) f{bc-\-ad) —g («c— 26d),

4) f{bc -^- ad) -\- g {ac -- 2bd).

16. Voila donc quatre valeurs differentes de z et v. Mais comme il n'en faut que trois, a

cause des trois conditions s= pp-+-2xx, s = qq-\-2yy et « = rr-+-2zt, que nous avons a
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remplir, nous ne prendrons que les trois premicres valeurs de z et c; nous trouverons ainsi

f{ac-^2hd)-^-2g{hc~ ad)=p,

:^^n"^ f{ac -4- 2hd) — 2g {hc— ad) = q,

^m /'{ac— ^hd^-i-^g^bc-i- ad) = r, .

f{hc— ad) — g {ac-t- 2hd) = x
,

f{hc— ad) -^ g {ac -i- 2hd) = y j

f{hc-i- ad) — g {ac— 2hd) = z.

17. Cherchons a present, par le moyen des valeurs £c, j, z, la somme de ieurs carres qui

aura cette forme Aff-^ Bgg -^ 2Cfg , ou

A=^hhcc— 2ahcd -\- "iaadd y .

B= 3aacc -+- kahcd -+- 1266dfd,

(7= •— (6c -f- ad) {ac— 2hd).

La difference entre cette expression de la somme s et sa valeur precedente

s= {aa-^2hh){cc-*-2dd){ff-^2gg)

= ff{aacc -i- 2hhcc -t- 2aadd -i- khhdd) h- 2gg {aacc -+- 266cc h- 2aadd -+- khhdd)

nous conduit a requation »'f' ''' *'

--'- ^ Fff-^ Ggg^2Cfg= 0, ou

F= hhcc— 2ahcd -+- aadd— aacc— khhdd
,

G= aacc -+- kahcd h- khhdd— ^*66cc— kaadd,

C = ^{hc-\-ad){ac— 2hd).

Nous voila donc parvenus a la solution de notre probleme; car il ne s'agit plus, dans Tequation

Fff -t- Ggg -i- 2Cfg = f
qui renferme les six lettres a, 6, c, d, f, g, que de trouver des valeurs

convenables pour les six lettres, afin de salisfaire a notre egahte, et de la nous trouverons x, j, z,

comme aussi p, q, r.

18. Etant donc arrive a regalite Fff-t- Ggg -i-2Cfg = 0, qui donne

f —C±:ViCC— FG)
; 'jn - vt(^-

7
= ^ '

11 faudrait chercher de telles valeurs pour a, h, c, d, f, g, que CC— FG devienne un carre.

Mais cela nous conduirait a de tres grandes difficultes, que nous voudrious eviter. Heureusement

nous sommes tombes sur un cas, ou l'equation Fff-\-Ggg-\-2Cfg = Q se reduit facilement au
f c

premier degre, savoir quand F est egal a 0; alors on a Ggg -i- 2Cfg= , ou bien —= x^»

Ainsi , en reduisant — -^ aux plus petits termes , si Ton prend le num^rateur pour f et le d^no-

minateur pour g , toutes les formules trouvees ci-dessus seront exprimees en nombres rationels.

Cest en quoi consiste le m^rite de cette methode.

19. Remarquons maintenant que la valeur 66cc

—

2ahcd-\-aadd— aacc— khhdd, trouv^e

pour F, peut etre exprimee comme produit de deux facteurs de la maniere suivante:

F=\{h-^a)c-^{a-^2h)d\ ^(6 — a) c -f- (a— 26) rf^.
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Ainsi on pourra <^galer a z6ro ou Tun ou Tautre de ccs deux facteurs, pour que F devienne z6ro.

Du premier on tire '- = '^
j du second 4-=-r—-• H J aura donc une double determi-

* o b-i-a d b—

a

•'

nation pour les lettres c et d, par consequent aussi une double solution du probl^me.

I
+'

. T 1 .

20. De la m^me mani^re nous pourrions faire ^vanouir la valeur de G, et puisqu'elle est

6gale a aacc -*- kabcd -h- kbbdd— kbbcc — kaaddy ce qui est le produit de ces deux facteurs

(a-+-26)c— (26-H2a)df, (a— 26) c— (26— 2a) d,

nous aurons, pour la d^termination de c et d, requation —= "^^°
? ou 4- =——j^* W^is ces valeurs

' * d a-»-26 d a— 26

ne conduiraient pas a des solutions nouvelles; ainsi il sufQra de nous en tenir aux valeurs tir^es

de F=0.

21. Voila donc une solution assez simple du problime propose, et qui foumira en meme temps

une infinite de solutions particulieres. Pour cela, il n'y aura qua suivre les r^gles suivantes:

1) Apris avoir pris a volonte les deux nombres a et 6, cherchons les valeurs de c et d par

Tune ou Tautre de ces deux formules —= ~°~
, ou —= ~°

? puisque chacune conduira a une
d b-t-a d b— a ^ *

solution.

2) Gherchons ensuite les valeurs de C et (? d'apres les formules

C=— (6c -+- ad) {ac— 2bd),

G= (aa— kbb) cc h- (^^66— kaa) dd -- kabcd ,

et nous aurons

f (aa— 4bb) cc-t-4 (bb— aa) dd-i-4abcd
^ ,

y" 2(6c-i-ad)(ac— 2M)
' ''

c'est-a-dire, aprfes avoir r^duit cette fractiou a ses plus petits termes, il faudra prendre f egal au

numerateur, et g au denomiuateur.

3) Ayant ainsi trouve les valeurs de fetg, on aura immediatement celles de x, y, z par

les formules

X= f{bc— ad) — g (ac-*- 2bd)

,

y = f{bc— ad) -i- g {ac -i- 2bd)

,

z=f{bc-i-ad) — g {ac— 26rf),

qui sont les racines des trois nombres cherches.

k) Enfin les lettres p, q, r se trouveront aussi dapr^s ces formules

p= f{ac -fr- 26rf) -f- 2g {bc— ad)

,

q= f{ac -*- 26d) — 2g {bc— ad)

,

r= f{ac— 2bd) -t- 2g {bc -t- ad).

Eclaircissons ces r^gles par quelques exemples.-f.t^

Exemple 1. Soit a=i et 6=1, alors — sera egale, dans le premier cas, a — ^) et dans

le second a — > ce qui ne conduit a rien. Ainsi supposons c= 3 et d=— 2; — sera =— j^h

soit /*= 51 ety = -^H. Alors
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enfin s

aj==51 (3-f-2)-t-U(3— ^) = 24.1,

z= 51 (3— 2) -4- 14 (3 -I- k)= 149,

3.17.2993 ou =3.17.41.73.

— 51— 28.5=— 191,

— 51-+-28.5= 89,

51.7— 28= 329,

Ariihmetica.

iioq ffoiJfifl

Exemple 2. Soit tt=^'f'ifet 6 = 2, alors

Tautre cas.

— ou = T-' developpons donc lun et

^'">''lC<^1l: Soit c= 3 et d= I, on aura - =j^ et, par consequent, /"=99 et g= i^; de la

; aoHavDOtt

jo = 99. 7-1-28. 5 = 833, -^ - V

9= 99.7 — 28.5 = 553,

r=— 99-1-28.7= 97,

nous aurons

a; = 99. 5 — 14.7= 397,

?q[mJ smjm no ;y= 99.5-*-14.7= 593

,

: ^/ilfip,7uj2 8olx= 99 .7 -1- 14 = 707

,

f.'q »1 «iioifDtat' «a.>iW. *= 9. "-10193.

'HHj Cas 2. Soit c=5 et d=—3, on aura —=—^et, par consequent,^ /*=387, g=—238; de la

(« = 387.13-238. 7 = 3365, />= 387.— 7— 2.238.13 =— 8897, <jii«loe

;y=387.13-H238. 7 = 6697, .^,.^;.,
r,^=387.— 7 -i- 2.238. 13= 3479,

z = 387. 7-1-238.17= 6755, r= 387. 17— 2.238. 7= 3247,

...^(^^^-^^^ ^= 9.43.263057.

Exemple 3. Soit a = 3 et 6 = 1, on aura -^=— T ^^ =Y* '* ^^^* remarquer ici que le

dernier cas est deja traite dans Texemple precedent, puisque «, 6, c, d sont permutables. Cest

pourquoi nous ne developperons que le premier cas, 0l|jj5lf^^,jij^^,T77-/i'^5—=322* ^^^ f=G27f

^= 322 et, par consequent, „.,,.,

a;= 627. 17—322. 7= 8405,.

j = 627. 17 -+-322. 7= 12913,

z=627.— 7— 322.23 =— 11795,

p= 627. 7-1-644.17= 15337,

9 = 627. 7— 644.17=— 6559,

r = 627.23 — 644. 7= 9913,

*= 11.57.600497.

22. Ces exemples suffisent pour montrer comment, par ces regles, on peut facilement trouver

autant de solutions qu'on voudra. Nous nous contenterons ici d'exposer les resultats les plus

simples, et pour lesquels les nombres £C, j, z ne surpassent pas mille.

a;= 241

;y = 269

z = 149

p = 191

g = 89

r=329

U

397

593

707

833

553

97

III

425

373

205

23

289

527

IV

595

769

965

V

493

797

iin

iOBl 1127
r SVj^W^IsIjI

' ^33f

119

697

289

Jti i::



Prohlema Diopkanteum, 113

Seconde melhode.

23. La solution de notrc probl^me a ^te reduitc k cettc cquation carree

Fff~*-Ggg-^2Cfg= 0, ou

C =— (6c -4- ad) {ac— 2bd)
,

F= (66— aa) cc -*- {aa— kbb) dd— 2abcd
,

G= (aa— kbb) cc h- (^66 — kaa) dd -+- kabcd,

et enfin a la formule - = —=-^; '? dans laquelie CC— FG doit gtre un carr6. Suppo-

sons donc CC— FG=VFy de sorle que - = —
j Substituant dans Texpression CC— FG

les valeurs de C, F et G, nous aurons

VV= {aa — 266)V*-*- S^{aa—266) a6c'd— 4 («a— 266)* ccdd— 16 (aa— 266) a6cd»

-_ 4 (aa— 266)^*,

expression qui, etant divisee par {aa— 266)* et abregee par la substitution de m au lieu dc

^* deviendra assez simple, savoir:

VV
c'h- Smc^d— kccdd— i^mcd^-h- kd*.

(«a— 266)*

2k. Maintenant, comme cette formulc doit etre un carre, supposons sa racine egalc a

V
xrr- =cc— kmcd -t- 2dd ,

€ux— 266 '

et de la, en les comparant, on trouvera regalite suivante: 2/nc

—

d—2mmd=0 et, par consequent,

-j^ =—^— • Aiusi, soit c= 2mwi-i-l ct d= 2m, notre formulc deviendra

y
oa— 266

~ (^'wm -f- 1)*— 8mm (2mm -+- 1 ) -- 8mm = kmm -f- 1 — 1 2m*.

.25. A present il ne s'agira plus que de prendre pour a et 6 des nombrcs a volonte, ct

Ton aura m =—
_^^^ ? si Ton substituc les valeurs dcja trouvees dans ccllcs de C, F, V, on

aura — =—j
— : On voit par la que les lettres f et g pcuvent etre determinees de deux

manieres dans chaque cas. Or, ayant trouve ces lettres, on pourra detcrmincr aisement tant les

valcurs de x, y-y z, que cellcs de p, g, r. Le cas Ic plus simplc sc prevoit, et se rapportc a la

supposition de a=l ct 6 = 1 ; alors m=— 1, c= 3, d=— 2 et F=0; mais ce cas est

precisemcnt celui de la premiere methode. Voici d'autrcs cxemples:

Exemple 1. Soit a = 2 ct 6 = 1, alors m=l, c=3, ci= 2, /"=28, 5^ = 51 ct enfin

x= 482, p= 382,

^= — 538, q= 178,

z= 298, r—— 658.

Exemple 2. Soit a = 3 et 6= 2, alors m = 6 , c= 73, d= 12, f=— 7, ^= 17 et enfin

, , ,
«=5309, />=1871, ^^^

3^= 3769, 9=5609,

r=M8l, r=4991. ;;

L. Ealeri Of. potthaaa. T. I. 15 .
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Troisieme methode.

26. x4yant pose, comrae dans la preraiere raethode, la somme des trois carres cherches

s = (aa -i- 2bb) {cc -t- 2dd) {ff -t~ 2gg) ,
je supposerai le premier facteur aa-¥~2bb resoluble de

deux manicres differentes en un carre plus le double d'un carre, savoir a« -i- 2/9/?= aa -f- 266.

Prenons la premiere forme aa -*- 266 pour la determination des lettres a?, y, />, q, comrae nous

Tavons deja fait (16), et la derniere ua-^ 2/3/3 pour la deterraination de z et r, en sorte que

X= f{bc— ad) — .9
{ac -t- 2bd)

, p=f{ac-\- 2bd) -^2g {bc — ad)
,

y= f{bc— ad) -i- g {ac -h- 2bd)

,

q = f {ac -*- 2bd)— 2^ (6c— ad),

z= f{^c -v-ad)— g {ac— 2/id)

,

r= f{ac — 2,3d) -+- 2g {/3c -h ud).

Tirant de la la sorame des trois carres xx-\-yy -^ zz = s, nous aurons cette formule

s= Aff^Bgg^2Cfg, oix

A = 2bbcc— hahcd h- 2aadd -i- i3^cc -h 2u/3cd -h- auddy

B = 2aacc -i- 8a6cc? -t- Sbbdd -k- aucc — ka/3cd -i- k/3^dd,

C = {ac— 2/3d) {/3c -H ad).

Soit de plus D = (aa-i-26^) (cc -i-2dd) = aacc-i-266cc-i-2aaddH-'i-66dci;

nous aurons s=z{aa-h- 266) {cc -t- 2dd) {ff-t- 2gg) = Dff-h- 2Dgg.

Retranchant cette valeur de s de la formule Aff-t-Bgg— 2Cfg, nous obtiendrons Tequation

^^^^
Fff-t-Ggg-^2Cfg = 0, oii F= A-D, G= fi-2D.

et par consequent F= {/3/3— aa) cc -t- {au— kbb) dd— kabcd -v- 2a/?cd,

G= {au— 4-66) cc -H 8a6cd

—

ha^cd-^h (/9/9— aa)dd,

valeurs qui peuvent etre reprcsentees ainsi qa'il suit:

F= {{,S -*- a) c -I- (« -H 26) d) ((/?— a) c -f- («— 26) d) ,

G = {{u -t- 2b)c — 2 iS -t- a) d) {{a-^2b)c-^2{/3—a)d).

xueb 27. D'apr^s ces equations il est evidcnt quon rendra F=0, en posant

d pn-o p — a

Ci ii !)JtlO»|<jn-
^ g

Alors notre equation deviendra Ggg—2Cfg=0, d'ou —= —
• Cette formule est assez compliquee

a cause de la valeur de G, mais ncfus la rendrons plus siraple, en remarquant que F etant ^gal a

zero, la quantit^ G peut etre remplacee par 2F-t-Gj et cette quantite, d'apres les equations pre-

cedentes, est egale a

(2 (/5,(?— aa) -t-aa— hbb) {cc -t- 2dd) = —{aa-¥- 266) {cc -t- 2dd) ;

f (aa-4-2&6)(cc-+-2dd)
par consequent .

. ;. —=— ^. q^.,,^
—-—: »

r T
g 2 (ac — 2j3d) (/3c -H ad)

d'ou il suit f= {aa -t- 266) {cc -*- 2dd)
;

^r=—. 2 («c— 2,3d) (^c -t- ud).

28. Si i'on Toulait substituer ces valeurs de c, d, f, g dans les formules finales de x, y, z

et /), q, r, elles deviendraient assez compliqu^es. Mais on peut en tirer une r^gle tr^s simple

pour trouver les nombres x, y, z et p, q, r.
,
»«» *

C I .! i ,
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Reg^le ,1

pour trouver autant de solutions qu'on Toudra de notre probleme.

29. Ayant pris a volonl^ deux nombrcs in et /i, dont m doit t^tre impair, qu'on en tire ces

trois quantit^s s= mm-+-2nn, t=zmm— 2nn et M = 2mn; ceia pose, les valeurs des six lettrcs

Xy yy z; p, q el r seront

X= s {s -^ u) {3s -i- Vm)— 2« {s -+- 2a), p = st (3* -+- 4«) -h 4f (5 -f- u) {s -+- 2«),

y= s {s -^ u) {3s -k- ^u) -^ 2tt {s -f- 2u)
y q = st {3s n- ^m) — 4( (5 -+- u) {s h- 2a),

z = st (35 -I- ^m) -\-2t{s-+- 2m)* r= * (* h- 2m) (3* -+- ku) - ktt {s -t- 2u).

30. En consideranl ces six formules, on voit de suite qu'elles ne donnent point de solutions

differentes de notre probleme, soit quon prenne t positif ou negatif; puisque le changement de t

en — t ne fait que changer les signes de z, p et 9. Mais si lon prend u negatif, ces formules

subiront un grand changement. Dou Ton voit que chaque paire des nombres m et n donnera

deux solutions differentes, selon qu'on prendra m et n positivement ou negativement. En voici des

applications.

Exemple i. Soit w = l et /i = z±:i; alors 5=3, <=i, «= i±:2. Soit premierement

u =— 2, nous aurons 5-1-«= 1, 5 -t- 2a =— 1, 35-+-!ia = l et, par consequent,

a?= 3.1.i-+-2 = 5, /)= 3— i^ =— i,

y= 3 —2 = 1, q= 3-*-4 = 7,

2= 3 -4-2= 5, /•==— 3-+-^ = l.

Mais ici deux des nombres cherches sont egaux, cest pourquoi cette solution ne saurait etre admise,

Si Ton prend «= 2, alors 5 -1- «= 5, 5 -*- 2a= 7, 35 -t- ^a= 17 et, par consequent,

a;= 3.5.i7— 2.7 =2Jil, /)= 3.17 -f-4.5.7= 191,

y= 3.5.17-f- 2.7 =269, q= 3.17 —4.5.7 = — 89,

z= 3.17 -4-2.49 = U9, r = 3.7.17— 4.7 = 329.

Exemple 2. Soit, dans cet exemple, in=l, n= 2; alors 5= 9, t=— 7, u=zt:hr. PirenoDS

premierement «=— 4 ; on aura 5-4-a= 5, 5-i-2a=l, 35 -+-4« =11 et enlin

x= 9.5.11—98= 397, /)=— 9 7 11 — 4.7.5.1 =— 833,

y= 9.5.11-*- 98= 593, 9 =— 9.7.11 -1- 4.7.5. 1 =— 553,

z=— 7.9.11— 2.7=— 707, r= 9.1.11—4.7.7.1=— 97.

Soit, pour le second cas, u = 4, alors s-*-u= 13, 5-i-2u=17, 35-t-4a= 43 et, par consequcnt,

x= 9.13.43-98.17= 3365, /> = — 7.9.43— 4.7. 13.17 =— 8897,

y= 9.13.43-f- 98.17= 6697, g =— 7.9.43 -h 4.7. 13.17= 3479,

z=— 7.9 43— 2.7.17'=— 6755, r= 9 17.43— 4.7M7 = 3247.

Demonstration

A de la regle precedente.

31. Posons aa -f- 266= aa-*- 2/3/3= 5, aa—2b/3 = t ei a/3-+-ba= o; on aura ss= «-4-2««.

Prenons les valeurs trouvees ci-dessus (27) de c et d, savoir c=— «— 26, d= /3 -^a. Pour
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ce qui concerne les deux autres, elles derivent de celles-ci en prenant a et 6 negatives. On aura

cc-*-2dd = 3s-+-hu, ac H-26d = — t, ac - 2/5(1 = —
- (5 -+- 2«) , bc— ad=— («H-a), et

/3c-+-ad= t, et enfin , dapres (27) , f= s {2s -+- hu) et g= 2t{s-+- 2«).

32. Substituons maintenant ces valeurs dans les formules rapportees ci-dessus (26); nous trou-

verons les expressions suivantes

:

X= s (s -+- u) {'Hs -+- ku)— 2tt (s -+- 2u)
,

y= s {s -i- u) {3s -+- ku) -+- 2tt {s -*- 2a), . — x

z = st {3s -t- ku) -i- 21 {s -I- 2^)""

,

p z= st {3s ~+- 4«) -+-kt{s -+- u) {s -+- 2«),

qz= st {3s -+- ku) — kt {s-+- u) (5 -+- 2«),

r = s{3s-\- ku) {s -+- 2u)— ktt {s -+- 2a),

qui ont ete rapportees dans la regle.

33. Enfin, puisque les trois lettres 5, t, u ne sont assujetties qu'a verifier lequation ss=tt-^2u,

on n*a qua trouver les nombres s, t, a qui remplissent cette condilion; alors les formules precedentes

donneront immediatement les valeurs des nombres cherches. Quant a celles de s, t, u, qui remplissent

la condition 55 = «-f-2aa, voici les plus simples:

i 3 9 17 19 27 33 33 ki 43

I 1 7 1 17 23 17 31 23 7

u 2 k \2 6 10 20 8 24 30.
I

Quatrieme methode.

3V. Nous avons vu, au commencement du Memoire, que les equations

yy-i~zz — xx=pp, zz-+-xx— yy =.qq

seront satisfaites, si Ton prend

z= aa-+-bb, yy— xx= kab{aa— 66), p =aa~\-2ab — 66, q= aa— 2a6— 66;

dou il est facile de remarquer que ces equations seront verifiees, si nous supposons

z= mn {aa -+-bb), yy-r- xx= kmmnn {aa— 66)

et p= mn {aa -+- 2ab — 66) , q= mn {aa — 2a6— 66). '

II ne restera donc qua remplir la troisieme condition de notre probleme, savoir: xx-t-yy—zz= rr.

35. Maintenant, pour que les trois nombres x, y, z naient point de facteur commun, prenons

y-+-x= 2mma (a -+- 6) et y— x= 2nnb (a •— 6) ;
pour abreger rexpression , soit aa-+-ab = A et

a6— bb= B, de sorte que j--i-a;=2mw^ et y—x=2nnB; par cons^quent, puisque A— B=aa-+-bby

nous trouverons z= mn{A— B). La somme des carres de y-+-x et y— x nous donne

2yy-+-2xx=km*AA-+-kn*BB', donc yy-t-ocx=2m*AA-i-2n*BB;

retranchant de la la valeur de zz, on trouve cette expression pour rr

rr= 2m*AA -+- 2n* BB— mm nn {A— B)\

36. Pour rendre cette formule plus traitable, supposous m= f-v-g, n= f— g; de^la on

obtiendra rr= af*-^^f*g-k-yffgg-^(3fg^-+-ug*, ou
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a = 24A -f- 2BB— {A— Bf= (A -+- B)\

jS^SAA— SBB,

y= y2{AA-\-BB)~^2{A— B)\

En substituant ces valeurs de «, ^, y dans requation precedcnte, nous aurons

rr={A-^ fi)Y*-+- 8 {AA— BB) Pg -*- [12 {AA -hBB)-^2{A— B)^] ffgg

-¥-%{AA—BB)fg^-^{A-^Bfg\

37. Pour ramener a present cette formule a un carre, supposons que sa racinc soit

r={A^B)ff^h{A-B)fg^{A-^B)gg,
d,

. .1 .. ,C(5c
ou ll SUlt

rr= {A-^ Bfr^ 8 {AA— BB) fg— 2 {A -+- Bfffgg -h 16 (^— Bfffgg

— 8{AA— BB) fg'-^ {A -t- B)^g\

Retranchant de cette expression la precedente nous obtiendrons

= Z2ABffg-^i(i{4A— BB)fg\

,, , ,, ^. f AA-BB
doulontire _= ___
et, par consequent, f =z AA— BB,

g=— 2AB.

Cest ainsi qu'on trouvera les nombres f eX g d'apres les valeurs de ^^ et 5 qui sont determinees

par les equations A= aa-\-ahy B= ab— 66. Puis, on prendra m = f-\-g^ n = f— ^, et Ton

aura les valeurs de Xy j, z, p, q, qui, dapres les equations precedentes, sont

x= mmA— nnB, y= mmA-t-nnBf z= mn{A— B),

p= mn {aa -t- 2ab— 66) , q= mn {aa— 2ab— 66).

Quant a r, nous avons eu

r= {A-*-B)ff-^k{A-B)fg-{A-^B)gg,

et cette equation, a cause de m= f-^gy n= f— g, devient

r= mn {A -^ B) -+- {mm— nn) {A— B).

Donc, il est aise de developper les valeurs de x, y, z et />, q, r pour chaque valeur des

lettres a et 6.

38. Voici la maniere de sy prendre pour trouver autant de solutions qu'on voudra. Apres

avoir pris a volonte a et 6, on formera A= aa-^ahy B = ah— 66, puis f=AA— BB et

g=— 2ABy de la m= f-\-gy n=f— g. Ainsi, ayant determine ces valeurs, les nombres

cherches seront donnes par les formules suivantes:

x= mmA— nnB, p= mn{au-^2ah— 66),

y= mmA -f- nnBy q= mn {aa— 2ah— 66)

,

z= mn{A— B), r= mn {A -*- B) -^ {mm — nn){A— B).

Rapportons ici quelques exemples.

Exemple 1. Soit a=i, 6 = 2; nous aurons A= 3, B=— 2; de la /"=5, g=i2y

m=17, 71=— 7, enfin les nombres cherches seront:



118 L. EULERI OPERA POSTHUMA. AnthrMtica.

(»==17.17.3-4-7.7.2= 965, jo ==— 17.7.1 =— 1 19,

j= 17.17.3— 7.7.2 = 769, g=— 17.7.— 7= 833,

2; =— 17.7.5 =— 595, r =— 7.17.1-+-2'f0.5 = 1081.

Cette solution se trouve deja rapportee plus haut (22).

Exemple 2. Soit a= 2, 6=1; nous aurons^= 6, J5=l, /"=35, g=— 12, enfin

i«r=23, n=k7j et par consequent,

a!= 23.23.6— it7. 4^7. 1=965, p= 23.47.7 = 7567,

j = 23. 23. 6 -+-47. 47. 1 = 5383, 7= 23.47.— 1 =— 1081,

2=23.47.5 = 5405, r= 23.47.7— 1680.5 =— 833.

39. II faut observer qu'il serait superflu de prendre les nombres a et 6 tous deux impairs,

puisqualors les nomhres A ei B seraient pairs, et par consequent reductibles a de moindres nombres.

Exemple 3. Soit a= 2, 6 = 3; nous aurons ^=10, B=— 3, /*=91, g= QO, m=151,

/1= 31; d'ou resulte

«= 151. 151. 10 -+-31.31.3 = 230893, /)= 151.31.7 = 32767,

y- = 151.151.10— 31.31.3 = 225127, 9= 151 .31 .— 17=— 79577,

^.,^0;^ = 151.31.13 = 60853, r= 151 .31 .7-1-21840. 13 = 316687.

^' Observons ici que toutes les solutions trouvees par cette methode, different essentiellement de

toutes celles quon tire des methodes precedentes.

a^fo tirilr.y supBif > ii/o<i
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VL

Recherelieis siir le probli^iiie <le quatre nombres positifs et en

proportion aritiiiii^ti^iiie tels, qiie la soniine de deiix quel-

conqiieis soit toidoiirs un nombre carr6. 'pm »tfp

(Exhib. 1781 April. 23.

i. Soient /;/, B, C, D les quatre nonibres cherches, disposes selon Tordre de grandeur,

en sorte que /4 soit le plus petit et D le plus g^rand. Les six conditions a remplir seront:^.^jj
^^^^^^

A-^B^pp, A-^C=:qq, J-^D— rr^B^Cy, B-*-D= ss, C-+-D= tt,
j^ j^

de la 2rr= pp -\- U= qq -\- ss y et enfln les quatre nombres cherches seront exprimes par les

quantites />/>, qq, rr de la maniere suivante:
noiJibnoD bI ^^umh Inp so

2A =Pp-*-qq— rr , 2B= pp -*- rr — qq,

2C=qq-\-rr— p/), 2D= 3rr

—

pp— qq.

Le nombre A etant positif, il faut que pp-^qq"^ rr\ quant aux nombres By C, D, ils seront de

meme positifs d'apres la condition 2rr= pp -*- tt= qq -i- ss y s\ Ton prend p < «, q<Cs, ce qui

doit avoir lieu dapres les expressions precedentes de />/), qq, tt, ss, ou, par hypothese,

A <B<C<D.
2. De plus, on voit que r doit etre egale a la sorame de deux carres; ainsi soit r= xx-\-yy,

nous aurons rr= {xx— J^")*-*- (2ccy)^, et par consequent

2rr= (dt [xx— yy)— 2ary)*-+- {± (xx— yy) -i- 2ary)*.

De la il est facile de prevoir que Tegalite 2rr= pp-*-tt, ainsi que la condition p<t sera remplie,

si Ton prend

/)= =t {xx— yy) — 2xy, t= z*z {xx— yy) h- 2a;j,

ou nous admettrons celui des deux signes zb qui rend xx— yy positif.

De mcme, pour les nombrcs q, s, verifiant les conditions »oi (.ilmkl li uo

2rr= qq-\-ss, q<s,
nous trouvons ces expressions ''V""**^"'^* ^

7= dr {x'x'—y'y) ~ 2xy', s=± {x'x'— y'/) -4- 2x'/, '*"* *»»<«^»»«n'».,

en admettant pour r cette autre dccomposition en deux carres xx'-t-y'y'.

Ayant p= zt {ocx— yy)— 2xy, r= xx-\-yy, nous en tirons

pp= {xx— yy)* =p ^xy {xx—yy) -f- hxxyy= {xx-\- yyYz^ hxy {xx—yy) = rrq;i hxy {xx—yy).

De meme, les equations q= -±:{x'x'— //)— 2xy, r= x'x-t-yy' nous donnent

qq =z rr zfi hx y {x X — y yj*
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Dapr^s ces valeurs de pjo, qq, la condition pp-i-qq "^rr devient

rr >- zt: kxy {xx— yy) ± \x y {x x — yy') ,

ou des deux doubles signes dh nous admettons ceux qui rendcnt xx— yy^ xx — y'y positifs.

3. Puisque r doit etre la somme de deux carres de deux manieres differentes, 11 doit etre le

produit de deux facteurs de cette meme forme. Posons donc r= (aa-+-66) (cc-i-dd), ou nous supposerons

fl>6, c>d. Pour diminuer le nombre des lettres, soit^= /*, ^= z, f et z etant des quanlites

qui surpassent 1: on aura r= bbdd (ff -t- i) {zz -\- \) , ou nous pouvons supprimer le facteur carr^

bbdd qui sera commun a tous les termes de rinegalite que nous aurons a considerer. Ainsi nous

aurons r= (/f-i- 1) (ir -+- 1),

doii, pour les valeurs de £c, y, x\ y\ verifiant les conditions

r= XX -t-yy, r = x'x' -\-y y\

nous tirons x— fz-\-\, x'=fz — i,j= z— /*, y z=zz-\-f,

et de la xy {xx— yy) = {fz~^ \){z— f) {{f-^ i) z— f-\-\) {{f^ i) z-+-f-^i) = M,

?M l«q :^'y'{x'x'^y'/)= (A— i) (r H-/*) {[f-\-\)z-^f— \) {{f--\) z-f-^\) = N,

ce qui change la condition

rr> zt kxy {xx— yy)± hx'y {x x — y y)

dans la suivante

:

rr'^^ \M zt: 4 iV,

ici, comme plus haut, on gardera ceux des deux doubles signes =±: qui rendent dzMet ztiVpositifs.

h. Pour que ces formules soient plus commodes, soit -^ = C» Q ^tant, ainsi que /*, une

quantite plus grande que runite. Introduisant cette quantite dans les valeurs de .,a > ,, .^^?

tirees des equations precedentes, nous aurons

^, = (/z-+-1)(r-n((>^-l)(^-+-(>) = ^,
iS- 1)

/iiiqffloT lsi9e.J><\ Boiii o^^Tip
= ^f^— (^ -»" f) (Q^ -^ ^) i^

—
Q) =" Qy

de sorte que la condition a remplir sera

^>^{±P^Q),
ou il faudra toujours prendre les signes de maniere a rendre dzPy dzQ positifs.

5. En considerant ces formules, on doit remarquer d'abord que les deux lettres f et q sont

permutables entre elles, puisquen les remplacant Tune par lautre, la valeur P se change en j2, et

reciproquement. En effet, ayant ()=^^— ? on aura aussi /*=^^, de mani^re que Tnne se

determine par Tautre de la meme facon; puis, ces deux lettres se determinent reciproquement rune

par Tautre par cette egalite f{)
— q— /*= 1, ou bien {f— I) {q

— 1) = 2.

Observons ici que, dans le cas ou f=Qt on a f— i=Q— i=V2, et par consequent

f=Q= 1 -•-1/2; dans tous les autres cas, Tune sera plus petite et lautre surpassera ce nombre.
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Ainsi supposant (> > /*, nous aurons f<i-h-V2, (>> 1 -t-V^. Quant au cas /*= I, la valeur

de () devicnt inQniment grande.

6. Ayant pose r= {ff-^ 1) (zz -t- 1), on aura rr= {ff-h- !)* (zz -f- i)* et de la

rr _ OyH-t)'(*g-«-l)'
^

(r-i)* (r— 1)*
'

<'rt i<5ilifi .•titHifMy

Or comme 7^= ^^3T' on obtiendra donc
jl ^^^^

(/y-t-i)'^^^^-!-!)' _ 0y-4-i)(()p-Hi) . .2

(r-1)* (f-l)^ (/-_!) (p_l)

ce qui donne ^^^= | (fl^-f- 1) {qq -4- 1) (zz -f- 1)^

la valeur du produit {f— i) {q
— 1) etant egale a 2, comme nous lavons vu. Substituant cette

expression de . ^ dans l*inegalite precedente, nous trouverons que la condition a remplir sera

la suivante {ff-t- 1) {QQ-h-\) {zz -f- l)^ > 8 (± P =ti 0.

7. Developpant les valeurs des lettres P et Q, nous aurons

P= f(,z'H-{fQ-t-l)(s— f)z'—(ff(>(>->-i—{Q-ff)zz— (fe^t){(;— f)z-i-fe,

Q=f(,z'-(f(,-Hl)(Q-f)z'-{ffQQ-Hl-{Q-ff)zZ-*-(fQ-*-i){g-f)z^fQ,

ou le coefficient de zz peut se reduire a une forme tres simple; en effet, puisque

ce coefficient s'ecrira ainsi: ffQQ-*- 1 -i- kfQ— ((>-i-/*)\ Mais nous avons vu (5) que Q-¥-f=fQ— i;

donc {Q-\-fY=ffQQ— 2/()-f-l, par consequent, ce coefficient se reduit a cette forme tres simple

6/(>. Ainsi nous aurons

P= fQz'-^{fQ-^i){Q-^f)z'-QfQZZ-^{fQ-h-i){Q-f)z-^fQ,

Q= fQz'-{fQ-i^i){Q-f)z'—GfQZZ-^{fQ-*-i){Q-f)z-^fQ.

8. Les valeurs de P et Q etant determinees par ces cquations, nous aurons a remplir cette

condition {ff-t- i) {qq -t- i) {zz -f- i)^> 8 (=t P dz
;

de cette maniere nous sommes conduits au probleme suivant:

9. Probleme. Le nombre f, et par consequent aussi q, etant donnes, Irouver toutes les

valeurs de la lettre z qui puissent remplir la condition mentionnee.

C est par la quon parviendra a une solution complete du probleme principal, attendu que la

lettre /*=— donnera les nombres a et 6, et 2 = -^- pareillement c et d, desquels on tirera ensuite

^> y» ^» y qui conduiront aux valeurs de />, 9, r et enfin a celles de Ay B, C, D.

iO. Solution. Commcncons par observer que les valeurs convenables de 2 sont comprises

entre certaines limites, tantot plus et tantot moins etroites, selon la valeur du nombre f qui est

toujours plus grande que 1 et moindre que i-f-V2, ou bicn, selon la valeur de q=j——, qui

surpasse toujours i -f- 1/2. Ces limites peuvent etre facilemcnt assignces, lorsqu'on connait les cas

dans lesquels le premier mcmbre de notre formule devient cgal a Tautre, ou lorsqu'on connait les

racines de Tcquation (ff-i-i) ((>()-f-l) (zz-f-i)*= 8 (ztPzt j2), eu ne tenant compte que de celles

qui surpassent runitc ; car nous supposons z > 1

.

h. Eoleri Op. poMhanu. T. 1. 16
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III ili 11. Comme cette equation renferme deux quanlites connues fetQ, li^es entr'elles par Tequation

f-\ p-l'

il sera utile d*introduire a leur place une seule lettre, qui puisse exprimer egalement Tune et Tautre

quantit^, ainsi soit TITi^^^'*» |
= ^^-

D'ou nous tirons pour les valeurs de /* et q cette expression

Or, comme fest plus petit que (>, nous prendrons

f=n— V{nn— 2n— 1), Q= n-^y{nn— 2n— 1),

et de l^ nous tirerons

f^Q= 2n, Q— f=2y{nn— 2n— 1) et enfin fQ= 2n-i~i,

Soit ensuite y{nn— 2w— 1) = ^:, de sorte que f=n— k, Q= n-^k, q— f=2k. A present

il n'est pas difficile d'eliminer de notre equation les deux lettres f ei q.

12. Cela pose, commencons par le premier membre de notre equation, et comme

et que f-i-Q= 2n et fQ— 1=2», le premier membre prendra cette forme 8/in (zr-+- 1)^ et

r^quation a resoudre sera nn{zz-t-iy=z±zPdtQ. Prenons maintenant en consideration les valeurs

tle P et Q, savoir

p^fgZ*^{fg-^i){Q--f)z'-^QfQZZ-{fQ-^i){Q-.f)z-^fQ,

Q= fQz'--{fQ-^i){Q--f)z'^&fQZZ-^{fQ-^i){Q^f)z-^fQ;

comme /"(>= 2/i -+- 1 , q—f= 2k, ces valeurs deviendront

P= (2/1 -f- 1) z*-+- k{n-^i) kz^— 6 (2/1 -I- l) zz— 4 (/i-i- 1) /cz -4- 2/n- 1

,

Q =F (2/1 -- 1) z*— ^ (/i -H 1) /cz'— 6 (2/1 -I- 1) zz -I- 4 (/i -I- 1) /cz -t- 2/1 -4- 1.

13. Pour decouvrir maintenant les valeurs de z dans notre equation, il faudra consid^rer avec

soin les signes -4- et — que doivent avoir les lettres P et Q. Remarquons premi^rement que

lorsque z^ q, l'une et Tautre expression {k) sont positives; donc on les prendra avec le signe -*-.

Mais si z est plus petit que /*, alors P devient negatif et Q aussi, et par consequent il faudra leur

donner le signe — . Enfin, si z se trouve entre f et q, la lettre P sera positive et Q negative.

D'apr6s ces considerations on voit que, selon que z est plus grand que q, ou plus petit que /*,

ou enfin contenu entre q et f, on aura trois cas a developper, nomm^ment les suivants.

'i'jnih(\ Preinier eas.

if* !U|v \ «-Kimon Recherche des valeurs de z plus grandes que q.
i

Wk Comme les deux lettres P et Q ont le signe -h-, nous aurons

P -H iQ= 2 (2/1 -4- 1) z*— 12 (2/1 -H 1) zz -H 2 (2/1 -»- 1),

et notre ^quation d^velopp^e a resoudre sera

nn (z*-4- 2zz -h- i) = 2 {2n -*- 1) (z*— 6zz -h i).
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ou, lorsqne nn > 2 (2nH-
1 )

, le premler membre surpassera toujours le second, et par consiquent

toutes les valeurs de z, depuis (> jusqu'^ rinOni, repondront a notre but, et nous aurons toujours

pp -+- 7^ > rr. Cela arrive lorsque /i>2-4-V'6. Or, dans le cas de /i= 2-1-1/6, on aura

^=V(/i/i— 2/1— i)=y(5-i-2y6) = y3-t-y2, Q^n-i-k=^(Vd^y2)(y2-*-i),
/»= /i— ft= (y3 -+- y2) (-/2— 1).

Donc cela aura iieu quand
'iijn?.nj*]

(>>(y3-Hy2)(y2-i-i), f<(y3-f-y2)(y2— i).

ou bien, en reduisant en fractions decimales, lorsque ()>7,59575M et /*< 1,303225^. Ainsi,

toutes Ics fois que /*< 1,303225'», ou () > 7,59575^1, la quantitc z peut etre plus graode que q

jusqu'a rinfini.

15. Passons maintenant au cas, ou /i/i< 2 (2/i-4- 1), ce qui arrive lorsque n < a-#- yfi, ou

lorsque /*>(y3-+-y2) (^2— 1) et, au contraire, ()<(3 -f-y2)(y2-f-l). Si nous retranchbus

dans notre equation le premier membre du second, nous aurons

(kn H- 2 — nn) z*— (2kn -+- 12 -i- 2nn) zz ~t- kn -\- 2 — 2nn,

nti-*- 12n-i-6

An-t-^i— nn
Soit, pour abreger, ^ ^——^y il viendra, apres avoir divise par 4/i-t-2— /i/i,

z*— 2z/z2:-+- 1 =-0.

En resolvant cette equation, on a zz= z/ zt y(z/*— 1), ou enfin z =± ^(—?- ) — y( T \

Or, de ces quatre racines de lequation z*

—

2Jzz-^\ =0, la plus grande V\—^) -*- y(-^—

)

est la seuie qui surpasse 1, et de la nous concluons que toutes les valeurs, depuis q jusqua ce

terme, fourniront des valeurs convenables pour z.

16. Supposons f=-a 6t par consequent () = 5; nous aurons /i=— » ^ ^^ g^*

^=12,52112 et ^=6,76056, ^=5,76056, enfin /(^) = 2,60 , /(^^) = 2,it0,

et de la z = 5 , c'est-a-dire z ne saurait surpasser q que d'une fraction extremement petite.

Second cas* ^

/ ' -; : —'. •• rr/-- -''"^

Recherche des valeurs de z qui se trouvent au dessous de f.

17. Ici P et 12 sont neg^atits, et notre equation a resoudre sera

/i/i(iz-*-l)^=-P'--(2=-2(2/i-+-l)z*-f-12(2/iH-l)zz-2(2/i-+-l)= -2(2«^^^^^^^^

laquelle peut etre reduite a la precedente, en faisant z = ——h car alors on aura k\ »ib" ,«^ = *c.5>

nn(vv-i-\y:=z2(2n-^{)(v'^^vv-^i). '
" •'" ""i«- '-'•'{

Observons ici que les deux lettres f et z dependent lune de lautre de la meme maniere que f et (>,

•t»

de sorte qu'on aura semblablemcnt vz = v-\-z-\-\.

18. Ainsi nous aurons ici, de meme qu'auparavant, les valeurs convenables de v entre les

limites de q et cx), lorsque (»> ^^S^S^SM , ou /*< 1,3032254^, et par consequent z=^-—- pourra

etre pris entre les limites de /* et 1. '-^^ '*"*** "' "•
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}«jvM 19. Pour abr^ger, mettons au lieu des nombres rapportes 7,5d575ki et 1,303225^ siraplement

ceux-ci: 7,5 et 1,3. D'apr6s cela, on arrivera a cette conclusion importante: toutes les fois que q

se trouve entre les limites 7,5 et cxd, ou bien f entre i,3 et 1, on pourra toujours prendre le nombre

z, ou entre les limites (> et oo, ou entre celles de /* et 1.

20. Examinons a pr^sent le cas ou ()<7,5, ou /*> 1,3, et commencons par le cas de

(>=/*= 1 -4-1/2. Puisque /*=(>, on aura /c=0 et /i/i— 2/i— 1= 0, ou /i/i=2/i-t-l, par consequent

. nn-*-6(2n-#-l) 7nn » . r»

. .^ ^ = o75—T^ =— =7, ,
et enfin

iiaijA 2(2n-4-l)-nn nn nomB"»

o nip
j,^ i/^I:^^_^ -/^7-*^== 2 -t-y3 = 3,7320508, z =^= y3 = 1,7320508.

Pour simplifier, nous remplacerons les nombres 3,7320508 et 1,7320508 par 3,73 et 1,73, etnoustire-

rons cette conclusion: dans le cas, ou /*=(>= l-4-"|/2, on pourra toujours prendre z, ou entre les

limites q et 3,73, ou entre celles de /* et 1,73. II ne sagit plus^iue de rechercher les cas ou q se

trouve dans les limites 7,5 et 1 -i-l/2, ou f entre celles de 1,3 et 1 -hV^.

21. Le cas traite precedemment par la supposition de /*= ^ et q= 5, nous donne c=5,

d'ou il suit que z=-——=^> c'est-a-dire que, dans ce cas, z ne pourra differer de /* que d'une

fraction extremement petite. II suit de la que lorsque Ton diminue q au dessous de 7,5 vers le

tej^me 5 , la valeur de z diminuera de plus en plus jusqua devenir sensiblement egale a f.

Troisieme cas.

Recherche des valeurs de z qui se trouvent entre q et f.

22. Dans ce cas, la valeur de P sera positive et celle de Q negative, et requation a rdsoudre

sera /i/i (zz -+- 1)*= P— Q, ou nn (zz -t- 1)^= 8 (/in- 1) /c (z'— z). Supposons ici

8A:(n-t-l) ,f, 2*(n-i-l) q.—^^^

—

—^ = kO-, ou —^——^ = «9-;
nn nn .

nous aurons cette equation bicarree z*— 4^i9^z' h- 2zz -*- ^j^z -i- 1 = , laquelle pourra etre resolue

sans qu*on ait recours au cube.

23. Supposons z*— k&z*-*- 2zz -+- k&z -t- 1 = (zz— az— 1) (zz— ,<5z — 1); le produit des

facteurs du second membre est z*-- (a-i- /3) z^-i- (a/3— 2)zz-*-(«-i-^)z-i-l, lequel etant compare

avec le premier membre, nous donne ces deux conditions a-\-/3=k&, a^ — 2 = 2, ou bien

«^= 4. , de la a— /?= y((w -h /3)'*— 4a/3) = KV^&d-— I
) , ce qui prouve rimpossibilit^ de

^requation /i/i (z*-i- 2zz -4- 1) = 8 (/i-i- 1) /c (z'— z) dans le cas ou .9^<1. Donc, pour .9^<1, on

aura toujours /i/i (z*-i-2zz-i- 1) > 8 (/1-4- 1) /c (z'— z), et par consequent toutes les valeurs de z

dcpuis /*jusqua q verifieront la condition mentionnee (8).

24-. Pour trouver Ics valeurs de n qui rendent ^<1, nous prendrons rexpression de i^ qui est

2*(n-i-l) ,

;„j 5 ou k= y{nn— 2/i— 1). Ainsi, pour la determination de ces valeurs de n, nous

aurons cette condition
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-^

)^
'- < 1 , ou bien n*^ L-Tin— '| n— ^ < 0, " * '^'

qiii se rcdult k l*in(igalit6 i* < -3 (2n h- 1 )* ; de laquelle nous tirons

'.'^'-^^^-H^, ete«fi„ «< ^-y^'^> =l-K-y3 = 2,7320508.

II suit de la que, tant que n est plus petit que 2,7320508, «9^ sera plus petit que 1, et toiites tes

valeurs de z depuis /*jusqua q satisferont a nolrc but.

25. Passons maintenant au cas ou i^>» 1; alors, apr6s avoir trouve

a-+-^ = ki9 et a—j3= ky{&&—i), nous aurons a= 2^H-2l/(»^.9-— 1), ^=2d-—2y{&d-—i);

ainsi les deux facteurs de notre bicarre seront offitnoa i>iinV\ :\*i:

zz— 2(0--i-~y{&d-—i))z — i et zz— 2{&— y{i9-&—i))z-'i,

qui etant egales a 0, donneront les quatre racines de notre equation: ^ v

,9- -H y(,^^—
!
) -t- y[2& (»9- H- y{&d-— i ))]

,

& -^y(d-d-— i) —yi2d-{d- -^y{&&— i))],

&— y(,%9-— 1) -+- yi2& (&— y{&&— d)],

,9-— y(d-&— 1 ) —. y[2^ («^

—

y{&&— 1 ))].

Mais il n'est pas difficile de remarquer que

*± VO?^- 1)= (/(f^) ± l/(*-=i)y

;

donc les expressions trouvees pour les racines de notre equation se reduisent aux suivantes:

d-.^y(d-&—i)-^y(d-{d--^-i))^y(d-{d-—i)), t •-'

d--^y(d-d-— i)--y(&{&-^i))—y(&{&-.i)), '
—

^_y(^^_l)_^y(^(^_^,))__y(^(,^_,)), ^. ^^^^^^^ ^^^^^^

&--y(&d---i)—y(&{&.+- i))-t~y(&{&-^i)).

De ces quatre racincs nous n'aurons a considerer que deux
db 8iudk7 <t'»b 89iim)l

6>--*-y(,^^~i)-+-y(^(^~i-i))-f-y(,9-(^— i)),

^

^__y(^,9-— i)-t-y(,^(^-4-i))— y(^(^— i)),

car lcs deux autres sont plus petites que 1. D apres ces VSileurs de z, qiii 'rtndent

nn(zz-+-l)*— 8(n-i-l)/t(z»— z) = 0,
'"^^' "^

il n'est pas difQcile d'assigner les limites des valeurs de z qui verifient la condition

nn(3z-i- l)*>8(n-i-i)A:(z*— z). v>

Pour cela, nous remarquons que la plus grande valeur de z, qui rend
j I

nn {zz H- 1)^— 8 (n -H 1) /c (z'— z) = 0, est & -i- y(&&— 1) -h y(& {& -*-.()) r#-Y »^ {&— I)) ;

donc toutes les valeurs qui surpassent cette limite donnent

nn(zz-i-i)^— 8(n-f-l)/c(z'— z)>0 0,d

et par consequeut remplisscnt la condition nn(zz-i- !)*> 8 (n-i- 1) /c (z^— z). Toutcs les valeurs

de z qui sont au-dessous de «9^ -*- y(»9^«9^— 1) -f-y(»9^(»9^-+- 1)) -i-y(i9^(j9^

—

I)), et qui ne sont pas

inferieures a lautre racine de Tequation nn (zz -1- 1)^— 8 (n -t- i) k (z*— z) = 0,
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qui est ,9^— T/(^.9-— l)-i-y^((.9--4-l))— y(^(^— D),

rendront nn (zz -+- ly— 8 (w -i- 1) /c (z*— z) < 0,

et par cons^quent ne v6rifieront pas la condition nn (zz-i- 1)^ > 8 (/i-i- 1) fc(r'— z). Mais, pass6

cette limite, toutes les valeurs de z rendront de nouveau nn{zz-t-iy— 8(/n-l)A:(z'— z)

positif, et par consequent rempliront la condition /i/i (zz -*-!)*> 8 (/i-f- 1) /c (z'-— z).

Donc, cette condition ne sera remplie que pour des valeurs de z comprises entre les limites

'
.9--i-y(.9-i9-— l)-f-y(.^(.9--Hl))-i-y(.9-(.9-— 1)),..;,^ ,^,

^_y(,9-^-_i)_»-y(.^(.9--4-i)) — y(.9-(.9-— 1)). f,,»,-_

26. Nous sommes en etat maintenant d'assigner, pour chaque valeur proposee de f ou de

«=^^-j des valeurs convenables de z entre f ct g^ en cherchant 2/i=-^j ou = ^^"*".
;

puis k— y{nn— 2/i— 1) , ou bien k—n— /*= q— /i et enfln .9^ = ^~*~— > qui determinera

les limites de z par ces formules irrationelles:

^ _H y(.9-.9- — 1) -f- y(.9-(.9- -t- 1)) H- y(.9-(.9-— 1)),

^ _ y(^^ __ 1) _+- y(^(^ _»- 1)) — y(.9(.9-— 1)).

27. Ayant determine, d'apres ces formules, les valeurs de z pour plusieurs nombres f ou q, et

les ayant jointes aux valeurs de z tirces des deux recherches precedentes, nous avons construit

une table qui donne, pour certains nombres q, les limites des valeurs de z, qui rempUssent la

condition (8). - > •iu ;

Cest ainsi que nous parvenons a la solution complete du probleme principal. Si la fraction

Y est plus grande que l-i-y2, on la cherchera dans la premiere colonne de notre table, et

alors Tautre determinera les limites du rapport -^ = 2:. Quant au cas de — < 1 -1-^2, ou prendra

j=fj et cherchant dans la premiere colonne la valeur de q= j^-) on aura de meme les

limites des valeurs de —

, Table

qui represente, pour certains nombres 0. les limites pour z.
-'••'""-'

' '•' -%'' — - "i «

Q Limites de z

7,0 1,21 . . . 1,38, 6,25 . . . 10,71

7,5 1,00 . . . 1,36, 6,50 00

8,0 1,00... 1,36, 6,56 00

9,0 1,00... 1,35, 6,68 00

10 1,00 . . . 1,3?^, 6,92.... cx?

11 1,00... 1,33, 7,0^.... 00

13 1,00... 1,32, 7,21 00

15 1,00... 1,32, 7,30.... 00

00 1,00... 1,30, 7,59 00

9



Prohlema Diophanteum. 127

28. D'apr6s cette table , on ne pourrait point assig;ner la valeur conyenable de z = —* lorsque

()=-r- = 5; car, pour ()= 5, les limites de z, a un centi^me pr6s, concourent Tune vers Tautre.

Mals, plus nous nous ^loignons de ce cas singulier, plus aussi s*6tendront les limites entre lesquelles

la fraction — pourra Stre prise.

Pour ^clairclr notre m^thode par un exemple, prenons —= 4-, ou bien -^ = — ; Tautre

fraction - pourra etre prise ou entre les limites 1,61 et 1,80, ou entre 3,W et 4^,25. Ainsi soit

-^f on aura

a= %

c= 7

XX— yy— 2xy= 839

6 = 1

d=2
a;=^. 7^1. 2 = 30
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VII.

*n\ Conisideratioiieis cirea aiialysiii Dioplianteain.

1. Saepe ac multum mecum cogitavi^ an non liceret eam analyseos partem, quae Diophantea

appellari solet, veluti reliquas matheseos disciplinas , ad certa capita revocare, quibus constitutis

universus hujus analyseos complexus perspici, et cuique problemati caput, ad quod referri oporteat,

assignari queat, ut hinc principia statim innotescant, ex quibus cujusque problematis solutionem peti

conveniat. Verum postquam complures quaestiones huc pertinentes omni studio pertractassem, sin-

gulas fere sibi prorsus peculiares methodos et calculi artificia postulare deprehendi, ut propemodum

totidem hujus analyseos capita constituenda videantur, quot problemata particularia in hoc genere

proponi possunt. Ex quo nuHo adhuc modo intelligere licet, quomodo pro hac analyseos parte

principia generalia constitui, eamque in certas partes distribui oporteat.

2. Divisio quidem hujus analyseos in duas partes statim se offert, quarum altera ejusmodi

problemata in se complectitur, quorum solutiones ita per formulas generales exhiberi queant, ut

omnes plane solutiones in iis contineantur, ex iisque derivari queant. Altera autem pars ejusmodi

quaestionibus solvendis versatur, quarum solutio generalis neutiquam in certis formulis comprehendi

potest, sed ita institui solet, ut ex qualibet solutione jam inventa aliae novae deduci queant, quo

in negotio tamen iterum fere infinita varietas pro diversa problematum indole cernitur; et quoniam

nunc quidem maxima pars problematum, quae in analysi Diophantea tractari solent, ad hanc alteram

partem est referenda, multo minus methodi ad ea solvenda accommodatae ad certas classes revocari

posse videntur.

3. Neque vero illa divisio problematum inde petita, quod alia solulionem generalem, in certis

formulis analyticis contentam, adniittant, alia vero tantum solutiones particulares recipiant, quae

tamen continuo ad alias novas perducant, tam certo est stabilita, ut haec duo problematum genera

ob suam naturam penitus a se invicem dirimantur, cum utique evenire queat, ut problemata,

quae ad posteriorem partem refercnda videntur, certis adhibitis artificiis generaliter resolvi queant.

Cujusmodi est problema de tribus cubis inveniendis, quorum summa sit cubus, cujus solutiones

antehac tantum particulares sunt datae, donec equidem ejus solutionem generalem exhibui, ita ut

hoc problema nunc primae parti accensendum videatur,

k. Cum igitur hactenus plura problemata Diophantea sim perscrutatus, unde multitudo ac

varictas mcthodorum, quibus ad ea solvenda uti convenit, maxime elucet, nunc aliud ejus generis

problema, quod quidem apud auctorcs passim occurrit, contemplabor, quod ita se habet:
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Invenire tres numeros v, x, y, quorum hinorum productum^ summa eorundem auctum^

producat numerum quadratum, ita ut hae tres formulae vx-+-v-hx, vy-i-v-*-y, xy-HX-i-y

quadrata reddi deheant,

Deinde vero candem quaestioucm ad quatuor hujusmodi numeros extendam, quandoquidem tum

maximac difficultatcs occurrunt, dum haec quaestio, uti est proposita, generaliter resolvi potest, ac

solutio tantum in numeris integris certa artificia postulat.

5. Ad hoc problema resolvendum, ponamus v-i- i = J, x-\-i=B et yH-l = C ut

sequentes tres formulae AB— 1 , AC— 1 et BC— 1 quadrata fieri debeant. Statuamus igitur

primo AB=pp-\-i, AC= qq-\-i et BC= rr-\-i, eritque ABC= y{pp-\-i){qq-\-i){rr-\-i),

Quo jam haec formula facilius rationalis efficiatur, litteras p et ^ ut datas spectemus, ponamusque

{pp -\- 1) {qq -+-!) = mm -\- nn, ut sit m= pq±i, et n=p^qy fietque

ABC = y{mm n- nn) {rr h- I ) = l/((/wr -h n)*H- [nr— mf) ,

quae radix statuatur = mr -\- n -\- t {nr— m ) , ut prodeat nr— m = 2mrt -\-2nt-\- nrtt— mtt,

m («— 1)— 2nf
hincque r=

n(tt— l)-i-2mt

2
/» r. .. j (ntm-t-n»)(tt-t-l)* .„„ (mm-f-nn)(tt-Hl) , , _^ .

6. Ent ergo rr-4-l=7—

—

., ^ A et ABC= —r-—., ^ / ' ^nde ob BC=rr-+-i^o (n(tt— l)-t-2m<)'* n{tt— l)-»-2mt *

reperitur

^ __ n( — )-4- m
^ ^^ ^j^ ^^ _j_ ^^_ ^pp _j_ I

) (g^ _,_ I)
^

^ _ (ppH-l)(tt-4- l)

n(tt— l)H-2m<

r (??-Hl)(tt-»-l)

et

.1-0

n(tt— l)-t-2mt'

existente m=pq± i et n=pzfLq.

7. En ergo solutionem maxime generalem nostri problematis, in qua adeo binos numeros p

et q pro lubitu accipere licet, ita ut binae formulae AB— 1 et AC — 1 datis quadratis aequentur;

et cum littera t etiamnunc arbitrio nostro permittatur, pro tertia formula BC— 1 infinita quadrata

reperiri possunt, unde hoc problema sine ullo dubio ad primam partem, ubi solutiones generales

exhibere licet, erit referendum. Verum cum hoc modo terni numeri quaesiti plerumque prodeant

fracti, si solutiones in integris desiderentur, alia artificia in hunc finem adhiberi conveniet, qaae

hic exposuisse juvabit.

Solutio ppoblematis per numeros integros.

8. Quoniam numeros p et q ut datos spectamus, solutio ita facilius obtinetur. Posito

AB=pp-\-i et AC= qq-\-i, ut sit B= ^^^ et C=^^*

erit statim BC-i= (^^-^-^Xg^-*-*)_ , = mm-^---^
^

AA AA

quae forma cum esse debeat quadratum, sumatur A= n = p— 9, seu p = q -\- A, fietque

B=A-\r-2q-\-'-^ et 6'=?q:i,
A A

unde numeros ^ et 9 ita accipi conveniet, ut A sit divisor ipsius qq-¥-i. Quare necesse cst pro

L. Eoleri Op. posthama. T. I. |7

k
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A capi summam duorum quaclratorum , ac tum semper pro q infinitos valores assignare licebit, ut

gg-4-1 divisionem per A admittat, veluti ex sequentibus exemplis patebit:

i) Sit ^=1 et g = ii, erunt tres numeri quaesiti A=i, B= uu-+-2u-+-2 et C= uu-+-i,

itmt 2) Sit y^= 2, sumique oportet q= 2u — 1, unde prodeunt numeri quaesiti:

9t ^imSi A= 2, B= 2uu-+2u-^i, C=2uu — 2u-i-i.

3) Sit >^= 5 , sumique oportet g= 5«± 2 , unde duae resultant solutiones

' A=^y 5 = Sritt -H 1^1« -H 10, C= 5mw-i- 4m-h 1

' A= ^y B= ^uu-v- 6m-4- 2, C=5uu— ku-h-i;

sicque binis A et C duplex valor ipsius B respondet, scilicet

A=5y C= 5uu -+ ku -t- i , B=5uu-t-iku-t-iO *>^ ^*

vel B= 5uu— 6m -H 2.

4) Sit A= ff+-gg et k minimus numerus, cujus quadratum unitate auctum per A sit divisibile,

iit sit
~*~ = h. Jam ponatur q= (j^-i- gg) u-t-k^ eruntque tres numeri quaesiti

A= ff-i-gg, C={ff-+gg)uu-+2ku-t-h et B= (ff-t-gg)uu-^2{ff-i-gg-i-k)u-\-ff-h-gg-h-2k-+h,

ubi observo, si ambo numeri ^ et w capiantur negative, ut valor ipsius C maneat idem, tum pro B

alium insuper prodire valorem

B= {ff-\-gg)uu-^2{jf-+gg— k)u^ff-+gg—2k-^h.

9. Alio autem modo prorsus singulari solutiones in integris facile inveniri possunt, qui

ita procedit: Capiantur binae fractiones y et -^ tam parum a se invicem discrepantes , ut sit

ad— 6c= =*= 1 ; inde formetur tertia '—^» quae ad utramque priorum simili modo erit comparata.

Quo facto tres numeri quaesiti ita se habebunt:

A= aa-\-hhy B= cc~\-dd, C= {cdza)^-+ {d

namque ob ad— 6c=± 1 , erit AB= {ac -\- bd)"^-*- i
,

AC= {ac ztzaa-\-bd±: hbf-+- 1

,

BC={cc-±zaC'+-dd±bdf-+-i.

10. Hinc simpliciores solutiones obtinentur sequentes:

B

h)\

a
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li. Dalis aiitcm duobus numeris j4 et fi, ut sit /4B— 1 = Q =pp, tertius C infinitis modis

invcniri potest sequenti modo: Cum tam j4C— 1 quam BC— I quadratum esse debeat, statuatur

primo productum ABCC— {A -¥- B)C-k-\ = (mC-4- 1)*, unde reperitur

^^^^ undeat ^C-l=i^ et BC-i=*4i^.
AB— mm AB — mm AB—mm

Tantum ergo superest ut AB— mm =pp -\- i — mm reddatur quadratum puta = nn , seu ut sit

mm ~i- nti= pp -t- i , Hunc in fincm sumantur duae fractioncs a et a, ut sit aa-^aa= iy Oatque

m= ap-i-u et n= ap— a, ex quo habebitur

„ A-t-Bz*z^(ap-t-a)

^ ~~
{ap-a)^~~' '

ubi sumlis pro lubitu duobus numeris f et g^ capi oportet

a = i=^ et a=^-
i 2. Hinc adeo plures valores pro C in integris inveniri possunt ; sumto enim f= i et ^r= 0,

prodit C=^ A-\-B±2p. Deinde posito f=2p etg=iy prodit

C={A-^B) {kpp -H if± 2p {kpp -h- 1) {hpp H- 3).

Tum vero etiam sumendo f= kpp -*-i et g= 2p, iit

C={A-^B) (16/)* -t- 12/)/) -f- 1)»H= 2/) (16/)*-i- 12/)/) -t- 1) (16/)*-*- 20pp -t- 5).

Porro, positio f= Sp*-+- kp et g= kpp -t- 1 dat quoque duos novos valores integros. Ex quo intei-

ligere licet, in genere formam tertii numeri C fore

C=(^-+-^)M»=b2/)MiV,

ubi quantitates M et N has series recurrentes constituunt:

A/=-i-l, hpp-\-i, 16/)*-i-12/)p-*-l, 6V-*- 80/)*-*-2^/)/)-i-l, etc,

iV=-Hl, 4/)/)-*-3, 16/)*h-20/)/)-h5, 64/)«-f-112p*-4- 56/)/)-^- 7, etc,

quarum utriusque scala relationis est kpp -h 2 , — 1 , ita ut in genere sit

^

_

<y[\-t.pp)-t^p)^^^^{y{i^pp)-p)^^^ ^^ ^

_

(T/(i-Hpp)H-p)'-^*-(y(i-«-i)p) -p)»^»
^

^/(l-t-pp) 2p

Vel posito 2p= q, et denotante n numerum parem quemcunque erit

lu n (n-1) «—2 (n— 2)(n— 3) „_. (n-3)(n— 4)(n— 5) „_«
^f= g"-*-^—7— g" ^-^- ^ ^g" *-t-^^ '\ ^ -' ^o" *-l-etc

K n ("-^-1) /1— 2 (n-t-l)(n— 2) „_4 (n-<-l)(n— 3)(n— 4) „_.
JV= q"-t- ^ ' q" *-H^ Ai ^«" *-4-^^ ^\ ^ J^^ ^g" *-*-etc

1 lij 1.2.«} '

13. Ppoblema ft, Invenire quatuor numeroSy ut hinorum productum una cum summa eorun~

dem binorum faciat quadratum; seu, quod eodem redity invenire quatuor numeros A, B,

C, D, ut binorum producta, unitate minutay sint quadrata, sicque hae sex formulae

AB— 1, AC — 1, AD— 1, BC— 1, BD— 1, CD—

1

fiant quadrata.

Pro solutione hujus problematis spectemus duos numeros A et B tanqnam datos, ut sit

AB— 1 =/)/) , seu AB=z.pp -*- 1

,
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ac sumto aa-h-aa = 1 , statuatur tertius numerus C = r^— * Simili modo sumto
{ap — a)

55 _j_ ^j3= 1 ,
ponatur quartus numerus D— _ ^

——^ sicque jam erit satistactum ms

conditionibus

^jb— i==n. ^c— i = n, fic— i=:n, ^d— i = n, 5i>— i = n,

ita ut tantum restet sexta conditio implenda, qua esse debet CD— l = n, fl^ae propterea dat

(^ H- J?)^-4- 2 (^ -H J5) ( (a -4- 6) p -H « -H ,5) -4- ^ (ap H- «) (6p -t- ^) — («jo— a)^(/5/)~ 6)* == n

,

cui ita satisfieri oportet, ut simul fiat AB=:pp-\-i.

ii. Praeter a, a, 6, /? spectetur etiam p ut datum, et cum sit

A A

quadratum effici debebit haec forma:

A'-^ 2A\a -^h)p-^ 2^' {pp -I- 1) -I- 2^ (jop -f- 1) (a -I- 6) H- {pp -i- 1)*

-i-2^^(a-i- /?) -^hA''{ap-^a){hp-\-i3)-+-2A{pp-^i){a-\-i3)

^A^{ap^af{l3p-^h)\

cujus radix statuatur

AA -\- A{a-¥-h)p— pp — i t i,^

-1- ^ (« -f- /5)

,

unde nascetur haec aequatio

AA {a-\-h)^pp

-+- dAA {a -H 6) (a -*-/?) p
-\- AA{a-\-^)^

^ ^

-UA{pp-\-i)
)=U{pp-\~\){{a-^h)p-^a-\-^),

— kAA {ap -t- a) {hp -h- /3)

-+- AA{ap-^ay{,3p—by

ex qua elicitur

A=z 4 (pp -+- 1) ((o -H 6)p -»- a-H /3)

((a-*-6)p-t-«-H/3)*— 4(pj)-^- 1)— 4(ap-*-a)(6p-t-/3)H-(ap— a)* (/3p- 6)'

15. Quanquam haec solutio neutiquam est generalis, siquidem ex formula quarti ordinis est

derivata, tamen quoniam numeros a, a, 6, /5 cum p pro arbitrio assumere licet, dum sit

aa -f- ««= 1 et hh-\- /?/?= 1

,

innumerabiles suppeditat solutiones, circa quas nil aliud desiderari videtur, nisi quod numeri pro-

deant non solum fracti sed etiam praemagni, ac subinde etiam negativi. Simpliciores autem solu-

tioncs ex casu quo «= 0, ^= Oeta=l, 6 =— 1 obtinebuntur, ubi fit C=A-\-B-\-2p et

D= A-+-B— 2/), existente AB= pp-\- i; tum igitur erit CD— i ={A-\- Bf— kpp— i = Q.
Quare si statuatur {A -t- BY=qq-\-kpp-\- i, erit {A—Bf=qq— 3, ex quo fiat A—B= q— r,

ut prodeat q =—^ et A —- B=—^ . Jam invento q sit A-\- B= 2p-\-Sy fietque
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Si Iiic cnpiatur r= 1 , erunt numeri quaesiti

^ _ M-i-2«-t-5 p M-2<-«-5 /^5 ^
OJJr^GIJfj

Posito r= 2, ut sit 9 = — > habebuntur

. 16m-h8*-*-65 o 16w— 8«-h65 ^63 r^^ = 64,
' ^= 64i

' ^=167' ^= *'

7
qui fient omnes unitate majores sumto 5= — :

.289 „ 233 /.65 j^ 7
^= 224' ^=224' ^=56' ^= T'

et sumto s = -r'' A= —9 B=—
, C= y^> />= —

•

16. Praeterea etiam solutio particularis notari meretur, qua sumtis b=— a et /?=— a fit

C = z Tx et JJ= 7 rs f et OD is= 7—
(ap — o)-* (ap— a)'' A

prodit haec aequatio ^*-*- 2JJ {pp -i-l)-i-(pp-4-i)*)

. —kAA{ap-^ay [=D,
— AA {ap— a)* )

qua reducta ad hanc formam {AA— pp— iy~^AA{ap— «)*('•'— {ap— «)*) = n> evidens est

2-f-a
hoc fieri sumendo up — a= 2 , seu p = > hincque

A \ B \

^<^°-*-^>

n PP-*-! /-. « «(J-<-B)-t-4aH-2 . y. «(^-hB)— 4o —

2

IS= -— , C = = -. et i>= 5A i|. 4a 4«

ubi adeo A pro lubitu accipi potest.

1 7. Si hic ponamus a = et «

=

» et pro /w et n sumamus numeros quoscunque,

quatuor nuraeri quaesiti prodibunt sequenti modo expressi:

j __ ^(lf-^99) g _ n{9ff-t-gg)

^nfg
'

^mfg
'

__ (nt-t-3n)2/y-4-(m— n)^gg
y^ __ (wt — 3n)»/y-H(m-f-n)^gg

quae solutio, etsi est particularis, tamen satis late patet, ob quatuor numeros /*, g, m, n arbitrio

nostro relictos. Sit, exempli gratia, /*=1, 5r = 2, et /m = 5, /1= 6, erunt numeri satisfacientes

-^^S' *=S' ^=i^' i>=l^' «'«•«fi'

*c-.=(L3)N «i)-. = (-y, cD-.=(^)'.



134 L. EULERI OPERA POSTHUMA. Arttkmetica.

Cum autcm hae solutiones omnes in numeris fractis consistant praeter simplicissimam , quae est

quaestio oritur satis curiosa, num praeterea non aliae solutiones in numcris integris rcperiri queant?

18. Probiema 3. Invenire qualuor numeroSy ut hinorum productum dato numero n auctum

sit numerus quadratus.

Sint Jy Bj C, D quatuor numeri quaesiti, et cum AB-\-n esse debeat quadratum, ponatur

A=naa— 66 et B=ncc— dd, ut fiat AB={nac—bdy—n{ad— 6c)'*, quare dum sit ad—6c==tl,

haec conditio adimpletur. Quare ejusmodi fractioncs y et — investigare oportct, ut sit ad—6c=±l,

quod cum facile praestetur, idem eveniet in fractionibus -—- et t^> cum utraque illarum con-

junctis. Statuamus ergo

A= naa — 66, B= ncc— dd,

C= /i (a -*- c)*— (6 -H d)\ D= n (a— c)*— (6— d)\

nihilque aliud superest nisi ut CD-i-n reddatur quadratum, hoc est

nn{aa— cc)'''— 2n{ab— cd)^-i-{bb— ddy

— 2n{ad—bc)'^ }=n,
-HW

seu ob {ad— 6c)*= 1

,

nn {aa— cc)^— 2n {ab— cd)"^-*- (66 — ddy

— n

quae autem aequatio tantum solutionem particularem continet.

19. Solutionem autem generalem, ut supra impetrabimus ponendo AB= pp— /i, tum quia

pro C esse debet tam AC-i-n=\Z\ quam BC-^n=\^, ponatur productum

nn^n(A -*-B)C-t- ABCC= nn-i-2nCx-i-CCxXy

XX— AB XX— AB

unde patet '^^^— quadratum esse debere. Statuatur ergo

xx-^AB= xx—pp -*- n =i nyy y seu xx — nyy=pp— /i,

Simili modo ponamus vv— nzz= pp— n, ut obtineamus

£^ et D= >

yy M

ac superest, ut reddatur quadratum

{A -V- By— 2 ((c -f- c) {A -*- J?) -+- nyyzz -\- kxv.

At ob B=^ et ^-4-ig= ^'*-^^"%
habebitur

A A
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A^— 2A^ {x H- c) -*- 2AA (pp^n^-^^A (pp— n) (x -- f.) -*- (pp— «)*

-- nAAyyzz

-*~ kAAxv

quadrato aequandum. Statuatur radix AA— A(x-^v) — {pp— n), eritque

AA (x +- vy— kAA (pp — n)— nAAyyzz— hAAxv -f- 4^ (cc -*- v) (pp — n) = 0,

Seu A— 4(x-*-i>){pp^n) 4ix-*-^)(pp-n)
nyyzz-^4(pp-n)-{x-t-v)^-*-4xi>^ n(yj/-l)(K- l)-*.2av-f-2i)p-3n' ^"

j__ 4{x-t-v){pp— n)

nyyzz— 'iniyy-^zz^-t-iv-t-x)*

20. Solutio particularis satis concinna hinc obtinetur ut supra sumendo v=— cc, ut fiat

. ^ A-*-B-~2x ^ -^ A-i-B-t-^ix . ._
z= y atque C = — et J)= , existente AB= pp — n= xx— nyy : cum enim

yy yy *

'

•'•'

quadratum esse debeat haec forma

A* -+- 2AA (pp— n) -*- nAAy*— kAAxx -+-(pp — n)*,

seu (AA — pp-+- n)*-t- nAAyy (yy— 4)

,

evidens est hoc fieri sumto y = 2, ut sit pp= xx— 3n. Ponatur p= x— t, fiet

«-f-3n 3n—

«

Smm— tt ^ Smtu-t-tt

hinc ^g= <"—"><""'•"-'".
4ttHH

Quocirca habobimus

j f{nuu— U) P g{9nuu— tt)

^ —
'igtu

' ^ — '
2rt«r~"

'

^_ n{f-t-3g)^uu-{f-g)^tt
^ j^

_ n{f-3g)^uu-{f-t-g)^tt
^

Sfgtu
'

8/Srf«

Circa hanc solutionem notari convenit esse C-t- D= —^ •

21. Ppoblema 4. Invenire quatuor numeros, ut binorum producta singula, summa nume"

rorum auctUy fiant numeri quadrati.

Inventis, per problema praecedens, quatuor numeris A, B, C, D, quorum binorum producta dato

numero n aucta fiunt quadrata, statuantur numeri quatuor quaesiti mA, mB, mC, mD, et cum

sit mm(AB-¥-n) quadratum, seu mmAB -h-mmn=[2, efficiendum erit tantum, ut numenis mmn

aequalis fiat summae horum quatuor numerorum m{A -\- B -+C-\-D), unde statim reperitur mul-

tiplicator quaesitus

A-*-B-*-C-t-Dm= •

n

A-t-B
Quodsi crgo numeri A, B, C, D ex § praecedente accipiantur, ob C-¥-D= habebitur

^A-t-B) 3n{/r-*-9gg)uu-S{ff-t-gg)U
ffl ^:^ •

2n 4nfgtn

Hic igitur non solum quatuor litterae f, g et t, u, sed etiam numerus n pro lubitu accipi possunt,

ita ut haec solutio latissime pateat, cliamsi non sit geucralis.
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22. Quoniam autem hic numerus n arbitrio nostro relinquitur, ex aequatione § praecedentis

XX— pp . .. Jrt App— XX ,.

pp— xx— 3rt statim sumamus n=—^— , ut sit JB = —-— , hnic ponamus

^^mp^x) ^^ B=:'.^f^. erit
3g f

A D 2(/y-«-3tfg)p-H(/f-3gg)a;^-^^=
3?^^

'

,. r 2 (/y-H 3gg)p -f- (ff- Sfg- 3gg) o;

nmc C =

D = 2 {ff-^^gg)p-*-{/r-*-^fy- ^9g)x

Nunc igitur ob J-*-fi-i-C-i-D= ^^^"^•^gg^^~*'^^~ ^^^^"
, erit multiplicator communis

e^/r-t-^flfff^p-^-^^/r-^sfflf^o;

2 /&(««— pp)

23. Possunt hic adeo bini numeri J ei B pro lubitu assumi, unde fit

2p^x=^ et 2p— £c = —

,

hinc

3Agg-*-Bfr SAgg^B/f
P——4fy-

et X—
2^^

, atque

«=(?^--?^m:z^), tumvero
le/Tsfflf

^ ^-»-JP 3Agg — Bfr ^ J^-HJg SAgg-t-BfjT

ac denique multiplicator w= ^^^^- Si hic ad fractiones tollendas ponamus

A=kafg et B= khfg, erit C= (a -^ b) fg -+- 3agg -- hff et D= {a-t-b)fg— 3agg^hffy

atque n= {dagg -- bff) {agg— bff) ,
tum vero f^=

^^agg^J^malg-b^
'

24. Si sumamus /"=1 et 5?=!, erit A=ha, B=kb, C=ka, D=26—-2« et multiplicator

6(a-t-6) 6(aH-6)
"* (9a-6)(a— 6) (6- a)(6— 9a)

'

qui ut fiat positivus, capi debet 6> 9«; sit ergo

6 41 22
1) a = i, 6 = i0, erit ^= 4«, B= kO, C^k, D=^18 et /w=^— =3.

6 12 18

2) «=1, 6=ii, erit A=k, B=kk, C=k, D= 20 et w=^= y.

3) a=i, 6=13, erit A=k, 5= 52, C;=J^, D= 24 et »1=^= ^.

unde quatuor numeri quaesiti erunt integri

mA= 7, mB = dij »i(7=7, mD= 42, quorum summa est C5= 147.

Hic autem desiderari potest, quod duo quaesitorum numerorum sint aequales, quod etiam evenit

sumendo f= dg.
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25. Ut igitur numcros inaequalcs nanciscamur, sumamus f=2 et ^= 1, fietque

^ = 8«, B=Sb, C=5a— 26, D= 66— a et m= ,
^'^^^,'^^^ =—^^°"*-^^

,' ' ' (9a-46)(a— 46) (46- 9a) (46 - o)

'

unde. casus simpliciorcs crunt , , . ,
.

.

,

'O''^''!
'^

r-iMj^Uj I f» ^VuAu^im %U'/.1U'1(\ 6jH'*liinjij i>lii IJtf.JJi

' 1) a= 5, 6=1, hinc ^z=kO, B== 8, C=23, D= i et /w= -,
41

"'*
2) a=ll, 6= 2, hinc^ = 88, ^=16, <:=51, D= 1 et »i = -,

3) a= 3, 6= 7, hinc ^= 24, 5=56, C= 1 ,^= 39 ct w= ^.

Ponamus etiam /*= 3 et 5^= 2, ut consequemur

^= 2Va, B= 2kb, C=18a— 36, D = 156— 6a

•''.
36(o-4-6) 4(a-+-6) U i

"* 9(4a-6)(4a — 96) (4a— 6) (4o— 96)

sicque patet hinc praecedcntem solutionem enasci.
mutenh § --^''. un nnO

26. Verum solutio adeo in integ;ris prodit ponendo f= 5 et ^r = 1 , unde fit
'^'^*'

^=20a, ^= 206, ^=8^ — 206, D= 306-4-2a et m 30(a-H6)

(236— 9o)(256— a)

Sumatur jam a = l9, 6 = 7 fietque ,,,<,!'

^= 380, B = nO, C=\2, D= 2kS et w = p^= 4-
'

. '
' 4.1d6 4

•va = ^iiz^- x)'A— ry-)\
IW. 15, "' '

Quare quatuor numerl quaesiti erunt

I. 475, II. 175/ nr 15, IV. 310,

quorum summa est 975 = 25 . 39. Alii numeri integri sunt

I. 504, II. 96, IIL 36, IV. .264<>i,oq e«JaKl ni«l .(?i

quorum summa est = 900.

27. Hinc etiam solvi potest hoc prohlcma,

qiio quaeruntur quatuor numeri ejusmodi, ut binorum producta , summa omnium minula,

fiant numeri quadrati.

Solutio enim ex praecedentc facile deducitur, dum pro multiplicatore m numerus capitur nega-

tivus. Unde in numeris integris sequens solutio obtinetur:

I==.80, 11= 24, 111= 8, IV = 44,

quorum summa est 156; quibusque hoc modo quaestloni Satisfit

80.24 — 156 = 1764 = 42*, 80.8— 156 = 484 =22*,

80.44—156 = 3364 = 58*, 24.8—156= 36=^ 6*,

o^. 4.4—156= 900 = 30*, 8.44—156=196 = 14*. «" '»>i"H' "•"r
• :,.,.';f

L. E 1 e r i Op. po«thuma. T. I. 18
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Appeiidix.

28. Adjungara hic problema prorsus singulare, o!im mihi propositum, quod vircs analyseos

Diophanteae omnino transeendere videtur, quandoquidem solutio ad formulam scxti gradus quadrato

aequandam perducit, dum adhuc oi^erationes istius analyseos non ultra quartum g^radum sunt pro-

motae. Prohlema autem hoc, cujus tandem unam solutionem sum adeptus, ita se habet:

Imenire duos numeros, quorum productum ita sit comparatumy ut sive addaiur, sive

subtrahatur tam summa quam differentia eorum, semper prodeant numeri quadr.M. „

Positis erg-o numeris quaesitis — et - , requiritur ut sit

tam xy±n{x~i~y) = quadrato

quam xy±n {x— j") = quadrato.

Gum nunc sit AA -\- BBdiz^^AB quaclratum, capiatur xy ita, ut duplici modo in duo quadrata

rcsolvi possit. Hunc in finem posito xy= (pp -^ qq) {rr -^ ss) , erit duplici modo j<jY *)<;

vel A= pr-\-qs et B=ps— gr,
—- '%.

vel A= ps-v-qr et B= pr— qs;

quare statuatur n{x-^y) = 2 {pr -f- qs) {ps— qr) et '- ^ '"4 ^"^^^"""^

^\-y. t»{x— y) = 2 {ps -I- qr) {pr— qs) , ut fiat

Y{xy -*- 71 (cc -+- y)) = pr -i- qs -i- ps— qr

/(ay— n {x -^ y)) = pr ~i~ qs— ps -i- qr

y{xy -h-n{x—y))—ps -t- qr-^pr—' qs

"V^xy— n {x— y)) = ps -^ qr— pr-\- qs

29. Jam factae positiones praebent*^^^ '*^ '•

x-*-y (pr-t~qs)(ps --qr) pprs-+-pqss—pqrr— qqrs
. > p

X— y (ps-i-qr){pr — qs) pprs —pqss-^pqrr — qqrs

unde fit — = — _ * Ponamus erg-o x= mrs {pp — qq) et y =. mpq {ss— rr) , eritque

X y= m {pr -*- qs) {ps— qr)

,

ideoqu€ n= — , ut numeri quaesiti fiant

cc

n" 2

n ~ 2

= — mmrs {pp— qq) et " '<>**'

7

-^mmpq {ss— rr).

Nunc ob xy= {pp -*- qq) {rr -t- ss), habebimus hanc aequationem resolvcndam

mmpqrs {pp— qq) {ss— rr) = {pp -+- qq) {rr -\- ss)

,

quae utique ita cst comparata, ut per nulla artificia adhuc cognita confici possit.

30. Facile autem perspicitur id effici oportcre, ut haec fractio quadratum evadat

pq(pp - qq) jpp-i-qq) __ —.

rs (ss— rr) (rr -t-ss)
'—'

'

81
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tuiii Igitur ob mm= JPP±M(!I:!:i!L_,
pqrs(pp — qq)(u— rr)

erit f^ = {pp-^qq)(rr-*-ss)
y_ __ (pp-^qq){rr-^t*)

n 'ipqiss — rr) n 2r*(pp — jj) '

dunimodo formulae pq {pp — qq) {pp -^ qq) et rj (w— rr){rr-t-ss) rationem quadratam intcr se

teneant.

31. Ad hoc praestandum alia non patere videtur via, nisi ut simpUcioribus numeris pro // et

B assumendis, hujus formulae AB{AA— BB){AA-i-BB) plures valores evolvanlur, donec duo

occurrant rationem quadratam inter se tenentes. Hoc modo reperi istam conditionem impleri sumendo

/>=I2, 9= 1, 5 = 16 et r=ll, unde fit

P9(/JP— g9)(pp-*-9g) = ^.3.5.11.13.29 et

rs {ss—rr) {rr-i-ss) = U?t.3.5. 11 .13.29.

Quamobrem ambo numeri quaesiti sunt

^ __ 5.13.29.29 1.3.841 >

n 8.3.5.27 8.81
'

j^ 5.13.29.29 _ 5.841 ^
n 32.11.11.13 32.121

'

qui duo numeri si dicantur A et B, fit

V/^i? . ^ m 29. .329 9541 ^// jd 4 d\ 29..33 29

-I//VI? . J D\ 841.11 841 ^// JD A D\ 841.3 841
V{AB-^A--B) = j^~^^ =— : V(^^-^-^^) = i6Xll = 5l8-

.^&a^o-4

hr, nr
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rncJHtbi

VIII.

De qiiadratis iiiagieis.

ofib ^i^ !i6Tfo7» 8OTf (Conv. acad. exhib. 177G Oct. 17.)

>)\)mmy< loiJibno

§ i. Quadratum magicum dici solet, cujus cellulis numeri naturales ita sunt inscripti, ut

summae numerorum per omnes fascias tam horizontales quam verticales, tum vero etiam per binas^

diag-onales prodeant inter se aequales; ita si latera quadrati in x partes aequales dividantur, numerus

omnium cellularum erit xx, et singulae fasciae tam horizontales, quam verticales, quin etiam binae

diagonales continebunt x cellulas, in quas ergo omnes numeros naturales 1, 2, 3, k xx ita

disponi oportet, ut summae per omnes fascias memoratas evadant inter se aequales. Cum igitur

summa omnium horum numerorum, ab 1 usque ad xx, erit ——— > summa uniuscujusque fasciae

orit = -^—^ 5 unde si fuerit x= 3, summa per sing;ulas fascias erit =15.

§ 2. Hinc ergo in quotcunque cellulas totum quadratum fucrit divisum, summa numcrorum

per singulas fascias dispositorum facile assig;nari poterit, unde istas summas pro singulis hujusmodi

quadratis per omnes fascias assignasse juvabit
*

«(1 -t-xx)
X XX -^—

i i 1

2 4 5

3 9 15

4 16 ^%

5 25 65

6 36 111

7 hd 175

8 Gk 260

9 81 360

etc.

ubi X denotat numerum partium, in quas latora quadrati dividuntur, xx numerum cellularum in

quadrato contentarum et l^x (i -^ xx) indicat summam omnium numerorum per siugulas fascias

dispositorum.

§ 3. Ut jam certam regulam investigemus , hujusmodi quadrata magica omnium ordinum con-

struendi, plurimum intererit observasse, omnes numeros ab 1, 2, 3, etc. usque ad xx hac formula

mx-t-n repraesentari posse. Si enim loco m accipiamus successive omnes valores 0, 1, 2, 3, 4

usque ad x— 1, tum vero pro n omnes numeros 1, 2, 3, k.....x, manifestum est hinc omnes
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plane numcros ab 1 usqiie ad xx provenire, siquidem cum omnibus valoribus ipsius m singuli valoros

ipsius n ordine combinentur. Cum igitur hoc modo omnes numeri quadrato inscribendi per formulam

mx-^n exhiberi, ideoque per duas partes repraesentari queant, in sequentibus perpetuo partes

priores mx simpliciter litteris latinis a, 6, c, d, etc.
,

partes vero posteriores n litteris graecis

«) ^y /) ^» etc- designabimus, ubi evidens est pro quovis numero x multitudinem tam litterarum

latinarum, quam graecarum esse =x, quandoquidem valores litterarum latinarum erunt Occ, 1.t,

2xy 3£C usque ad {x— 1) a?, graecarum autem valores sunt 1, 2, 3, k...,x. JNeque vero hic

certus ordo in istis litteris tam latinis, quam graecis stabiliri est censendus, cum quaelibet litterarum

. latinarum pro lubitu sive Otc, sive \x, sive 2a3, etc. significare possit, dummodo singulis valores

diversi tribuantur; quod idem de litteris graecis est tcnendum.

§ h. In posterum igitur quilibet numerus quadrato inscribcndus per aggrcgatum ex littera

latina et graeca repracsentabitur veluti per h-v-b, sive pcr «7+-^ etc. ita, ut singuli numeri per

duas partcs sint rcpraesentandi , tum enim si singulae littcrae latinae cum singulis graccis conjungantur

manifesto omncs plane numcri ab 1 usque ad xx resultare debcnt, tum vcro etiam perspicuum cst

cx diversa harum littcrarum combinatione ctiam scmpcr diversos numeros oriri, neque ullum nume-

rum duplici modo exprimi posse.

§ 5. Cum igitur omnes numeri per aggrcgata ex littcra latina cum gracca rcpracsententur,

pro constructione quadratorum magicorum hacc rcgula principalis constituatur, ut primo litterae

latinae singulis quadrati cellulis ita inscribantur, ut earum summa pcr omncs fascias eadem prove-

nistl, ubi cum istarum litterarum numcrus sit =x, ccllularum autem omnium numerus = xXy cvi-

dens est quamlibet littcram x vicibus repeti debere. Simili autem modo quoque graecae littcrae

cellulis ojusdem quadrati ita inscribi intelligantur, ut earum quoque summae per omnes fascias eva-

dant aequales. Sic enim etiam summae omnium numerorum ex littera latina et graeca compositorum

per omnes fascias intcr se crunt aequales. Tantum igitur supcrest, ut in hac dispositione singulae

litterae latinae cum singulis graecis conjungautur, quandoquidem hac ratione nullus numerorum

ab 1 usque ad xx praetermittctur, neque ullus bis occurrere potcrit.

§ 6. His regulis in genere traditis singulas specics quadratorum pro cellularum numero pcr-

tractemus, ubi quidem statim apparct, a novem cellulis esse incipiendum, quandoquidcm in quadrato

in quatuor tantum cellulas diviso talis dispositio locum habcre nequit. Praetcrea hic in genere

animadvertisse juvabit, cum pro qualibet specie numerus littcrarum tam latinarum, quam graecarum

sit = £c, omnes autem fasciae totidcm cellulas contineant, praescriptae conditioni satisfieri, si singulis

fasciis omnes diversae litterae tam latinae, quam graecae inscribantur. jSin autem evcniat, ut in

quapiam fascia eadem littera bis vel ter occurratj, semper neccsse est, ut summa omnium litterarum

in eadcm fascia occurrenlium aequalis sit summae omnium litter^rum sive .latinarum a-fc:6-+-c-+-rf-t-etc.,
^

: <jn!>»j:' !'4 injjM .ijn-.np -Wii-Mwy nv^vyu , t = t^ I9 i = %»

sive graecarum «-i-/5-4-y-i-5-f- etc.

/. Species quadralorum in 9 cellulas divisorum,

§ 7. Cum igitur pro hac specie sit ir=3, totidem liabebimus litteras latinas «,.6, c, totidemque

graecas «, ,5, y, at vero litterarum lalinarum valores hic erunt 0, 2, 6, graecarum vero 1, 2, 3.
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Nunc iffitur a latinis «, 6, c incipiamus, ac facile crit eas nostro quadrato, in 9 cellulas diviso, ita

inscribere ut in singulis fasciis tam horizontalibus, quam verticalibus omnes hae tres litterae occurrant,

veluti ex hoc schemate videre licet:

ftiu^r/

a
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ubi quaclibct fascia nec non ambae diagonalcs summam dant 15. Si valores litlerarum a et 6, item

« et /? permutarc vclimus, facile intelligitur, inde tantum situm quadrati mutatum iri.

§ 10. Ilaec quidem dispositio tam latinarum, quam graecarum litterarum per se satis est p<»r-

spicua, sed praccipuum momentum in hoc est positum, ut facta combinatione, sing-ulae litterae

latinae cum singulis graecis conjungantur, id quod in nostra combinalione casu evenisse videtur.

Ut igitur in hoc negotio nibil casui tribuamus, ante omnia obscrvemus ordincm litterarum graccarum

«, i^, y nuUo modo ab ordiue latinarum a, 6, c pcndere, unde pro qualibet fascia definita cum

litteris latinis cognomines graecas combinare licebit, ita ut a cum a, /3 cum 6 et y cum c

combinetur; ita si prima fascia horizontalis statuatur a«, 6/9, cy
^

quoniam in nulia fascia sivc

horizontali, sive verticali eadem littera graeca bis occurrcre debct, facile patet secundam fasciam

horizontalcm fore 6/, ca, a/9; tertiam vero c/j , ay, ba; unde hoc quadratum resultet:

aa
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fasciarum horizontalium, quam verticalium nihil mutari. In diagonalihus autera hinc ingcns discrimcn

nasci poterit: ita si prima columna yerticalis auferatur ct ad sinistram apponatur, orielur haec figura:

Jm »ili

.

fflinmsWil nlKnr.n'

bl3

cy
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.«ibora eiiln gifnhuiq nutntifni! onrmol n:')ti
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ii')i) «inrnulo^ sid iii niGil!) fniii'>/ ^tu. nj

fi?! Grnrnu^ muieo obomfnub ^iuJnBiboi^rii

aa

d/5

r-4-

.^?;

ca^

'65

cy

d<«

d/?

6a

db

cty

w^ > ^r.i-)efi) gr.lu^nis leq cnMRifa old^iliucfii idu

ad

ca

b0

r«i .ffliol a](nr.nfuuio!> in^fioiJi^oq^nrit loq

1 Mfwiiii.i mi.) oirrjlii! fjtiOio e^lRinosiiofi

liJil ovia '^BTjJJil onfiid ruulai;! Ju .J^oioq

'iUIJfl ,M llt.: tr.M), ;t!'(i(' iiK , >i^>ift«'w»

§ 16. In hac igitur fig^ura omnes quatuor litterae tam latinae, quam graecae in omnibus fasciis

tam directis, quam diagonalibus occurrunt; unde quaterni valores numerici his litteris pro lubitu sine

ulla limilatione tribui possunt. Gum igitur quatuor litterae 2k variationes recipere queant, hinc

omnino 576 diversae figurae formari poterunt, ubi quidem plures tantum ratione situs a se invicem

discrepabunt. ''-"-'J oturitj iiuuu..i;u:i.\ ,iii(.i/.> .ju;i jiu'j/'j <tii:ciiti:'iqu -iiijiin jj .ui: «^

§ 17, Neutiquam vero hinc concludere licet, in hac figura omnia plane quadrala inagica hujn«

speciei contineri. Praeterea enim plurima alia exhiberi possunt, ubi non in singulis fasciis omnes

quatuor litterae tam latinae, quam graecae reperiuntur, nihilo vero minus conditiones praescriptae

adimplentur, tales autem formae per transpositionem columnarum sive horizontalium, sive verticalium

oriri possunt, veluti si in superiore figura prima columna verticalis in finem transponatur, orietur

haec figura:

<l ' Wi'*,'iif r(»;>iJ*.i»ii
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ubi manifesto summa per singulas fascias est 34-. Tales autem formae limitatae plurimis aliis modis,

per transpositionem columnarum formari poterunt.

§ 19. Neque vero etiam absolute requiritur, ut per singulas columnas sive verticales, sive

horizontalcs omnes litterae tam latinae quam graecae occurrant, verum etiam in his columnis Beri

potest, ut tantum binae litterae sive latinae, sive graecae ingrediantur , dummodo earum summa sit

semissis omnium quatuor. Pro hujusmodi autem figuris condendis, operationibus peculiaribus opus

est7' pro quibus vix ceftae regulae praescribi possunt, dummodo litterae tam latinae, quam graecae

ita dispohantur,"ut noh solum per omnes fascias debitam summam efliciant, sed etiam cum singulis

, .. . , . . »S ;*Ba*»Mii 'lertlt ifoiijiiiur
latinis omnes graecae combmentur.
myjivni 'u « feuii^ inioilhi iiaiiiijv} do'fuI<) myfjiup idu tJni»^>ii>»| iitiiinol i>n\ii'^ii i>ii<!T«vib 3Y5 ojutnno

§ 20. Ut hujus operationis exemplum demus, statuamus primo esse a-4-c{= 6H-cv ac litterifs

latinasj iU,,disponamus, ut sequitur ..iii^ii 'r : \-'- '
< lii •»! i. linaoj :jiiui oiu/ iUAij^uij

"lniloIc| oiiflfi cwlor'" i .: .nj/sevfluio 2if,)«cl «?uu^fi;-; m i\m\ »au jtiJj?.?o(

a

4
%

d

h

d
' fVTJp ^SROiHi iiiij -Mitiiii iOU)l>Up

•<2oq, hho

t.iu^i) •)'jr.d

ubi per omnes plane fascias summa numerorum est eadem, pro litteris autem graecis per diagoualem

sinistram cum singulis litteris latinis graecae cognomiues combinentur, quandoquidem circa hanc

fasciam utrinque binae litterae diversae dispositae reperiuntur, quibuscum igitur litterae graecae

permutatae conjungantur, unde sequens nascetur figura
'

'aix

da
n''>

C§

a8

dd idS ay

hce

&(*

dli

oy

dy

c^-

«ifiup ,'jf>fliid uirJ '»i>i9Jlil zonmo ^udiin-ji»;

iiiutnfti 'jr.ul* dJuobuyaaab niint/»b bi; m
oT>f mlfi* )» » afiub mfftarJ ifjJi-irti

-'iT>^iiil ailu^^aiz Huilqme Hon , Ji$if»fil8iJl5«
-'

/ijiilfil i^ii-OJir OK! 45ib ioij[bfi oi/fJi(ijTl •t^-.j! 'iii'i-i''</ ^l't>i' •iai^hi poolifjiaun zaioir <ri>

ubi ergo pra litteris graecis necesse est, ut capia,tur aTri-(5::^</^-»-y; ita si eapiaiAus «= 0, 6= i,

.Ci^8, </=l2 et a=R,lj./i= 2, iyf:5=3 6t ^==^, orietur istud quadratum magic«m > j'u»{j».i iuJcja

by 'h0-

.xiioif m«t grio«r>} ?udlnmo iii m')biiip idu

i'i niijioy
.
,itr}«uii'Mj'ii OfluimiGit') aeiMBi^g

'\ U A J-i.oilina JiiMiiiJ3f)o onniJfif ^eioJJif

jitiif 'uajil) 'jcd rnutficJ ilfino:jjRib RfjJtfi ni

iituo') Biu^il oocd luJi^gi J'J .8t ^

iuM'>^i;n Mijii j 1.'!
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<iUin'>'if»bi^uo'» u Im. ,'mj^iilooo ni»f«n<>"

,u,vM 9«eit>vib scfliff 2Ufiiib(i^iio'iq'»b

-jicq?'»! ?JdoI ni Jf> , e:'»(iiraoa^o3 «ica^iirj^g <

.'•i»mi'>'>1 fiiiroB ni miilto:

ao(

65

dw

ca

d^

cy

a/3

^by

a8

bu

dd

€a

dy

c/3

'MJDi) idiioe nifi^iia fiialba dust obni^d

:iO«f«j 9ei:j<i;1 9ni)pii«>i OTJf niul (rJoiqiuoo

ay

6^'

ai 'iUixiiiJu .nicilv^m fn'»lfioih9/ nif.aniuiuo

^.ii'>JJii r>iiu:gni<i fii^^eel ocd ni fiif»i<ioiufiup

!'>'}» ,>'i!r.M->jjj(fn'M| K^fliinon^o') ?r'>'»n« p.rf^Jlii 2U»IiUrti)

ubi manifestum est pro iitteris latinis sumi (iebere a-*-d= b-^c, pro graecis autem a-k-d=i /3-^y,

xHxdt sf, ut ante, valores sumautur, orietur seqU(?ns quadratum rUagicum': '" '''' '**' " **"
''

i f,i i »i;tMi.j< j inuio'i'*(nun Jodilapup ?.'n'»\'^ •»iq

i.;..ii.. '.mM i'M. n»/.:i..' v...i',if

it nSi' :» *»u>ui

,lf!;i

'/ «irJunnMq m lolni «^lB-^iJiov '»/1;^

Zf)UoiJr>iu(nf>J'»b z&fm oupminolq f

rjiunol Hvmyifii iDioiio ,iulf.f;

'i!

13

12

tfti

H

4^ tt5

16

10

•!,• / ni,

i'1'J/ (iUUliji.

§ 22. In his omnibus formis tam litterae latinae, quam graecae per omnes fascias eandem

summam constituunt; fieri autem potest, ut ne hoc quidem usu veniat, verum tamen summa omnium

debitum vaiorem obtineat, cujusmodi anomaliias recen^ere eo magis inutiie foret, cum pro taiibus

casibus nuiiae certae regulae tradi queant, quamobrem ex sequentibus speciebus eos casus potissimum

contemplabimur
,

quibus significatio iitterarum tam iatinarum, quam graecarum nulla restrictione

limitatur.

(IIU19/ .Jnunut>Do wA'M\UL.uSpecies qnadratorum in 25 cellulas divisorw^ ?m\Uuni ni m-jbiup idu

§ 23. ' fiic' !g?t(ir Ocburreht tairi (Juirtque litterae latinae a, b, c, d^ e' Ijtfam graecao ct,''j3, y,

5, «, quarum illarum valores erunt: 0., 5,10, |5, 20^ bafum vero 1, 2, 3, k, 5, ambos igitur

harum litterarum ordines cellulis quadrati ita inscribi oportet, ut in singulis fasciis tam horizontalibus,

quam verticalibus , atque etiam diagonalibus omnes iitterae occurrant. '

5J
2%. Primum igitur huic quadrato per supremam fasciam horizontalem litteras latinas ordine

inscribamus, deinde fasciam diagonalem sinistram htteris compleamus,. ita ut in nuilis reliquaruiQ

fasciarum eadem iittera bis occurrat; id quod plus uno modo fieri potest. Hac autem fascia constituta,

altera diagonalis sponte impletur, ut in figura annexa videre licet:

<;.'• -.lisf.rfii «•u<nju;q -;i;'i:iinijii)-i(» • <utU(»j.i

' "• * !:n'jJoq iir.uii"
•' '- "'* "•«

^ v>ii {k ,9-4-»=^ )i (J

rWdi euiiiioiiq aiMJfiiib ii» (niae i^^ivr^

^b obn^^oiue jO i>oup bi .JneuJiJenoo

\ 6fi9^-g 9n<>JJi{ 18 tiu1aiHk>lqniibe

i = w ohmmm Jtil bouf/ b» , Jncboaoiq

iUlSU|> '>(Jl'>iJll MWiJ MHr' («!'»<' U\il

rac3il^(adJiic (U'»noi«'.8?>i^oiq «

«onoiJibnoJ» 'JBUpii»! ?)iiub ;0S=3 i» T;!

iniJoflJtiliiB 'jfloii?8or^oTq ai \

. mulcibiuip buJai wJiio »bau <2«=\ J'J

ae
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Deinde sub cellula media scribi debet a et super ea d, unde columna media verticalis jam erit

completa, tum vero reliquae fasciae sponte se produnt.

§ 25. Pro litteris graecis non opus est ad fasciam diagfonalem confug^ere, sed si consideremus

columnam verticalcm mediam, utrinque in cellulis respondentibus deprehendimus binas diversas litteras,

quamobrem in hac fascia singulis litteris latinis adscribamus graecas cognomines, et in locis respon-

dentibus litteras graecas cognomines permutemus, quemadmodum in figura fecimus.

§ 26. In hac igitur figura nulla plane limitatio praescribitur, sed tam pro litteris latinis, quam

pro graecis quoslibet numerorum respondentium accipere licet, quare cum quinae litterae 120 permuta-

tiones admittant, hinc omnio l^^OO variationes oriri possunt.

§ 27. Quodsi etiam hic fascias sive horizontales, sive verticales inter se permutare velimus,

plures alias formas impetrabimus, quae autem ob diagonales plerumque certas determinationes postu-

labunt, veluti si hic prima columna verticalis in finem transponatur , orietur sequens forraa:

nnbu(i'i ti:.vM^\ aoarno loq "ir.vjci^g hwmu

muiflfao Bmraua mamS mmn/ ,tci«37 :

^odilt.l oi(| m»o ,t'Ho'l ^(rtum zi-^m\

miimiB?lioq eiigiiD «oe ?>«dob»qa 8in f i
»

'
*

oq m'jtfj« h'n\ ; Ifumtitanoa mi>Uiim\f.

\mm\3\U'} .tfionitdo msioicv- mi'' '
i

ubi quidem in omnibus fasciis tam horizontalibus
,
quam verticalibus omnes litterae occurrunt: verum

ut simul diagonalibus satisfiat, tam haec summa 3c -t-

6

-h d-«- 35-1-/5-1-«, quam ista

\\ii\^\ 8odmf; o ,£' ,1 ot 3« -i- 6 -h c -i- 3f -«^ a -4i ^^ *""'*'^ «'noiBv fflinetli mm»4op

,?.udi(r>trtosiiod mc* sn^fefil ailo^jflia «i ^ limflr-ftti ilmbRnp KihiKo') ?.9«ibio muiBi^tlfl fflirir.u

praescriptam summam omnium latinarum et graecarum litterarum scilicet
^udilfioitTjv inftup

-idhto ^arlRf ?,w\^m m^Jlntfiff^T^r.^-^r^r^-^-^^-tll.^tTl^rtTPf.ntrp uirisi mwim'\ ik l

conficiat, quamobrem hinc nascentur hae duae aequationes >i'dr.no<}f;ib mftiogiO ^bni'>b .r-imifidiiQiiiii

.6!uliteflO'> ".1};!; •»i",i5^ \>.'Vv?.u i:-ul uimw vm',] ^a\\aUw,\.\A Jtruir.-.o .>i<! ?^\^^\\\ iir)i>ft'.» rauiiiio^Bt

2c -*- 25= a -+-

e

-I- a -4- y ct 2a-H2€= OH-e-*->^-i-d,
. lojjj siobiy fixoflnn nin-j^il ni tn ,*ujt')lqim ^i^kmxt eflBiiogwb Ri^itlr.

quibus conditionibus pluribus modis satisfieri poterit, quin etiam seorsim tam litterae latinae, quam

graecae ita determinari poterunt, ut fiat

1) 2c= a-4-e, 2) 2a = d-i-c, 3) ^^^a-ny et k) 2t = y-*-5.

Evidens enim est duabus prioribus satisfieri, si hae litterae d, 6, a, c, e progressionem arithmeticam

constituant, id quod fit sumendo d=0, 6= 5, a=iO, Crp:15 et e=20; duae reiiquae conditiones

adimplebuntur, si litterae graecae hoc ordine dispositae a, /?, 5, c, y in progressione arithmetica

procedant, id quod fiet sumendo a=l, /g=2, 5=3, f= ^ et y=5, unde oritur istud quadratum:



/ i/'l!iTU(^a^^^^^^. j^^l^^^ 149
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ih
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K'

\l

^\ i^»0 1»»

IX.
\

Tlieorciiia aritlinicticiuii cjiisque dcnionstratio*

Theorema, quod hic proponere ac demonstrare constitui, jam pridem per litteras cum amicis

communicaveram ,
quibus id non parum elegans et omni attentione dignum est visum, praesertim

cum ejus dcmonstratio minime sit obvia, ac fortasse a plerisque frustra iodagata. Sequenti auteni

modo istud theorema enunciavi '. "^ '

'
• '

,
' 5"^' fuerint propositi numeri quotcunque inaequales a, b, c, d, etc. et ex singuUs

ejusmodi formentur fractiones, quarum humerator communis sit unitas, denominator vero

cujusque productum ex omnihus differentiis ejusdem numeri a singulis reliquorum, ita ui

hae fractiones sint:

1 _
(b.

1 1

a)(b-c)(b-d)etc.' (c— a) (c-b)(c-d) etc'
*

(a — b) (a — c) (a — d) etc.

tum summa omnium harum fractionum semper est nihilo aequalis.

Ita si, exempli gratia, propositi sint hi numeri 2, 5, 7, 8, quatuor fractiones inde formandae sunt

-3.-5.-6 3.-2. 5.2.-1'

quae ad has reducuntur

eritque vi theorematis

1

3.5.6

90

3.2.3

1
_i

18

5.2.1

i

6.3.1

1

6.3.1

iO-*-i8=^-

Ne signa neg^ationis molestiam creent, formatio harum fractionum ita praecipi potest, ut dispositis

numeris datis secundum ordinem magnitudinis , sive crescendo, sive decrescendo, pro quolibet ejus

differentiae a singulis reliquorum in se invicem ducantur, hisque pro denominatoribus sumtis, nume-

ratore cxistente unitate, fractionibus hinc factis signa -i- et — alternatim tribuantur.

Veluti si numeri propositi sint

3, 8, 12', 15, 17, 18

ex sing^ulis denominatores ita colligantur

ex 3
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^"^"^ 113400-

seu sing-ulis pcr 36 multiplicatis:

1 j i_ j L—
12600

"*"
3240 1512"*" 1260" 2700 '

_1 1_ ^ \_ j l_o
3150 350~*~90 42~*"35 75 '

1—9-4-35 — 75-«- 90 -42
3150

= pcr sc estquod) fractionibus ad cundcm dcnominatorcm 3150 reductis,

manifcstum.

Casu quidem, quo duo tantum numcri propouuntur, thcorcma demonstratiouc non cgct, cum

sit pcrspicuum csse

1

a — b
1 = 0;

casus autcm trium numcrorum a, b, c jam magis est reconditus, ncquc cnira statim liquet osse

1 1 1 j_^.
{a— b){a— c)~*~{b — a){b— c) {c— a^^c— b)

'

scd pro pluribus numeris,, atque adeo in g-enere, quantacunque sit eorum multitudo, vix quicquam

juvat in casibus simplicioribus veritatem agnovisse.

Verum etiam hoc thcorcma multo latius extcndi ct sequenti modo proferri potcst:

Tlieorcma g-eneralius.

Si propositi fuerint numeri inaequales quotcunque a, 6, c, d, e, f, etc, quorum multitudo sit

= m, ct ex uniuscujusque a rehquis difFcrentiis sequentia formentur producta:

(a -— 6) (a— c) («— d){a— e) {a— f) etc. = ^,

(6— a)(6— c)(6— d)(6— c)(6— /")ctc. = J&,

(c—a) (c--6)(c— d) (c^e){c — f)etc. = C,

{d-^a) (d— 6) (rf — c) (d — e) (d—f) etc. = D,

(e — a) (e— 6) {e— c) (e— d) (e — f) ctc. = E,

etc,

quorum singula m — 1 factoribus constant; tum erit non solum ut ante

sed ctiam hoc modo generalius:

a"

B

b^

~B

1

D

~ir

e"

~E

CtC = 0,

ctc 0,

dummodo cxponens n sit numerus integer positivus minor quam m— 1.

Ita in cxemplo supra allato, quo numeri propositi sunt 3, 8, 12, 15, 17, 18, non solum

est ut ibi: * * _»_ * * h
113400 12600 3240 1512
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113400 12600
~*~

3240 1512 "^1260 2700 '

3* 8* 12* 15* 17* 18* _^ "B«I S£ 1»q 2>1:

113400 12600 3240 1512 1260 2700

neque vero ad altiores potestates progredi licet, cum quilibet denominator ex quinque factoribus constet.

aP

Deiiioiistpatio Tlicoreinatis.

Theorema hoc nactus sum ex consideratione huius formulae ^
—

rrr rr ^ ,
?

'' {x — a) {x—b) {x— c) (as — d) etc.

quam constat, dummodo exponens n sit numerus integ-er positivus, minor multitudine factorum in

denominatore, semper resolvi posse in hujusmodi fractiones simplices:

A li c D ^
etc.

,

X— a X — b X — c X— d

quarum denominatores sunt ipsi factores illius denominatoris, numeratores vero quantitates constantes

ah X non pendentes, quorum sing^ulos sequenti modo definire licet. Gum forma proposita his

fractionibus simplicibus sit acqualis, per x— a multiplicando habebimus

-"
j B{x— a) C{x — a) D{x— a)= A -\ ^—

1
—^-— H—^—:

—

I- etc.
{x— b){x— c) {x— d) etc. x— b x— c x— d

quae aequalitas subsistet quicunque valor ipsi x tribuatur, quandoquidem litterae A, B^ C, Z), etc.

ab X non pendent. Vera ergo erit ista aequatio, si ponatur x= a, unde fit

{a — b) {a — c) (a— d) etc.

sicque valor ipsius ^^ innotescit, similique modo intelligitur esse

B = . ... .,.—^, C=
{b — a){b~ c) {b — d) clc. (c— a){c~-b){c— d) etc.

sicque de reliquis. Cum igitur fractionibus simplicibus ad alteram partem transponendis sit

a^ A B C D ^ r.+-
1 H --— H- etc. = ,

{x— a) {x— b) {x— c) {x— d) etc. a — x b — x c — x d— x

hahcbimus utique, numero x tanquam postremo horum numerorum «, 6, c, d,....aj spectato

{a— b){a— c){a—d)...{a— a;) {b— a){b— c){b— d)...{b — x) {c— a){c^b){c— d)...{c — x)

' ...^. . H —
{x — a){x — b){x — c)...{x— v)

'

denotante v numerorum illorum penultimum.

Haec est demonstratio theorematis propositi, quae neutiquam ita est obvia, ut ista veritas inter

vulgares, quarum ratio facile perspicitur, referenda videatur, nisi forte alia demonstratio facilior

reperiri poterit; quod autem oh eam rationem minus sperare Hcet, quod hoc theoreraa veritati non

est consentaneum , nisi exponcns n sit numerus integer positivus, minor multitudine factorum in

singulis denominatoribus, ^—o^^V^



: j\a\\i-vJ

.

ITieorma arithmettcum. 155

Cum igitur sumto pro n numero majore, snmma illarum fractionum non amplius evanescat, ex

ipso fonte, unde hoc theorema hausimus, pro quovis casu valorem istius summae assignare poterimus,

scilicet posito factorum numero =//i— 1, ideoque numerorum omnium propositorum a, 6, c, </,. . .cc

multitudinem =m. Si fuerit n = m— 1, vel n = m, vel n>-m fractio in demonstrationc assumta

{x— a){x— b){x — c){x— d) eto

tanquam spuria spectari dehct, quae partes quasi integras in se complectatur, atque huic ipsi parli

integ-rae summa illarum fractionum formatarum acqualis sit necesse est.

Ita casu, quo n= m— 1, pars integra est unitas, ideoque summa illarum fractionum = 1.

Jn exemplo igitur supra tractato, ubi secundum demonstrationem signa mutari oportet, erit

J35 lyS 15S 12^ S^ ?^

2700 1260 1512 3240
"*

12600 113400
= 1.

Sin autera sit n= m, pars intcgra, ex fractione illa eruta, cst cc-f-a-i- 6 -i-Cr*- d-ij^etc., seu

summa omnium numerorum propositorum. Cum ergo in superiori exemplo sit summa numerorum

propositorum =73, erit

18« 176
J56

12« 8« 3«

1512
73.

2700 1260 1512 3240 12600 113400

Ilinc facile colligitur, quomodo hae summae ulterius sint inveniendae. Numerorum scilicet pro-

positorum a, 6, c, dy...x primo sumatur summa, quae sit = P, tum summa productorum ex hinis,

quae sit = Qy porro summa productorum ex ternis, quae sit = fl, item ex quaternis = 5", ex

quinis = T, et cetcra, quo facto formetur series

1 -H2(-*-33-+-6H-2)-+-etc., ut sit
'*=*

P, q3 = 5(P— (3, (^= ^P--^Q-^R, 2) = 6P— 93<2-*-5(iR— 5^, etc.^

atque
castt

n= m — 1

n = m

n= m-i- i

/i= m-f-2

n = m-¥-3

n = m~i~k-

erit siimma noslrarum fractionum

1

R

%= P

93= P"— (2

e = P'— 2PQ-*-

^ = P*_3P^(2-+-2Pfl -H Q* — 5*

(S = P*— \P^Q -^3P^R-+- dPQ''- 2PS— 2QR -+- T

etc.

Vel si ponatur summa ipsorum numerorum =^, summa quadratorum =0, summa cuhorum =0{,

summa potestatum quartarum = <3, quiutarum = X etc. erit ut sequitur

01 = ^5, S3=-^rH-^0, (| =|r-^|^0 %

3)=i^*-+-Trci24"^ '4

qui valores hac lege progrediuntur, ut sit:

C^ ^m 1 ^ .

-7^, etc.
4
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ta^niluiJitlTi;

rt. . .,\^ »'" t^^'^ rrnnoJrgoqotff mfii'

r.lmna^r, afloMmkflOfm»!) i;

!

^ ~ J (^®-*-^5( -f-9fi)

etc.

Theoromalis nostri veritate stabilita, haud abs re fore arbitror, si indolem formularum, circa

quas theorema versatur, accuratius investigavero. Quacritur igitur, si propositi fuerint numeri quot-

cunque «, 6, c, (/, etc, cujus indolis sit futura formula {a— 6) (a — c) (^— djetc, quae ex

difiPerentiis cujusque a reliquis in se invicem multiplicatis producitur. Sit igitur multitudo horum

numerorum propositorum = w, et assumta quantitate iudefinita z, inde formo hoc productum

(z— a){z— 6) (z—-c) {z— d) (z— e) etc

quod multiplicatione evolutum praebeat

z"— m"-'-i-93z''-'— 6z"-'-h3)z"-*— etc

Dividendo ergo per z— a habebimus

(z-^b){z— c){z— d)etc. = ^—

^

Quod si jam hic ponamus z= a, orietur ea ipsa forma (a— b) {a— c) {a— ci) etc quam supra

littera J indicavi. Tum vero ad alteram partem tam numerator quam denominator in nihiium abit,

ejusque propterca valor erit

/la"-'— (ai— 1) 2la"-^-4- {n— 2) 03«"-"— («— 3) (Sa"-*-i- etc

qui cum sit

«"_> 5(a^'- '_t- q3a"-»_ ga"-''-4- 3)«"-'— etc == 0,

ji:

(Conclusione caret.)

J
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X
lir! nUiaruH etoini]^.

Fragiuciita aritlimcUea cx AdTcrsariiis iiiatliciiiatieis(*)

dcproiuta.

A. Divisores numerorum.

a) De mmeris formae mxx -+- nyy eorumque dmsorihus.

1.
'*

(J. A. Etdisr.)

Theorema. Si formula mxsc-t-nytj casu x=a et y=b praebeat numerum primum a, tunc omnes numeri

primi in formula a±h-mnp contenti simul erunt numeri formae mxx-t-nyy.

hac formula aqqz^zhmnp contenti simul erunt numeri formae mxx-t-nyy.

NB. Demonstralio adhuc desideratur.

Quin etiam omnes numeri primi in

A. m. T. I. p. 13.

2.

{Lexell.)

Si formula mxx-t-nyy divisibilis fuerit per numerum integrum /, infinitae aliae similes formulae per

eundem divisibiles exhiberi possunt.

In genere enim haec formula m{axz*z^t}^-t~n{ay±yi)^ per i erit divisibilis, quicunque numeri integri pro

a, /?, y accipiantur; semper autem numeros a, /?, y ita accipere licebit, ut quadratorum radices ambae ax— /S*

el ay— yi infra ~i deprimantur, quin etiam altera ax-^/Si ad imitatem revocari poterit, quum enim numeri x
» . a . .

et « dentur pro fractione —
, quaeralur in numeris minoribus fractio illi proxime aequalis — , ita ut sit

CMC—^»=±1, quo casu invento sit altera radix ay— yi=r, atque hi duo valores x=i et y=r quasi princi-

pales spectentur, tum vero reliqui ordine in hac tabella exhibentur:

X
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aa;— /?i= 63— 62= -Hl, et altera radix ay—y/^ 18— 31 = — 13 = r,

irnrle fiat sequens tabula-:

X 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7

^7 13, 5, 8, 10, 3, 15, 2.

Miniraa formula hinc nascens erit secunda: 3,2^-f-2.5-=62, quod per 31 divisum dat quotum minimum 2.

A. m. T. I. p. 94. 95.

C*)^''' > II I li-Mi >; I.- 1 •! s» ;^i 'i *:$ ^ u m. j^y %yyi%mmui-m mivmi'^iv%ik
3.

Theorema. Si fuerit numerus primus formae p=8n-f-5, constat semper dari formam aa-\-\ per illum

numerum jp divisibilem, tum vero nulla hujusmodi forma xx±aijij unquam eril per p divisibilis. Contra autem

pro numeris primis formae j;=8m-i-1 datur etiam forma aa-t~l per p divisibilis, tum vero dabuntur formulae

xx±ayij per p divisibiles.
ifUMi

Demonstratio eo nititur fundamento, quod pfiori casu numerus a semper sit non-residuum, in posteriori

vero residuum; illud autem inde ostenditur, quod numerus residuorum sit Kn-+-2, inter quos quilibet numerus

utroque signo -i- et — occurrit, unde muUitudo diversorum residuorum erit 2n-\~\, sciiicet impar; sin autem

numerus ille a inter residua esset, haec multitudo prpdiret par, quod esset absurdum.

; *ic±:\f J; A. m. T. I. p. 114.

{N. Fuss /.)
'

• •• •
,

'..!?!•.•,, ,,.•
Theorema. Si formula naa-h-bb divisibilis sit per numerum ^J, sempei' dari pbierit formula n-i-g'^ divi-.1

sibilis per eundem numerum p, ita ut </<^— p.

Demonstratio. Quaeratur primo formula generalis nxx-t-yy per numerurfi p divisibilis, quod fit su-

mendo x^=aa— /?p et y=ah— yp; tum enim ista formula erit ao.[naa-i-bb)— 2p{haap-\-ahy)-\~fp[n^^-\-yy\

quae ergo per p est divisibilis. .lam semper numeros a el /? ita accipefe licebit, «f fiat aa—^p=\, ideoque

.r= l, quaerendo scilicet fractionem — proxime aequalem ipsi — • Gum igituf sit y= ab— y/j, numerum y

semper ita accipere liQebit, ut fiat y non solum minus quam p, sed etiam minus quam — />.

Problema. Quando formula ;«^h-W divisibilis est per numerum p, quotum cx divisione resultantem per

formulam integram exprimere. >jitT ©iif' sn BioJls lia oJ.n»f«i

SoLLTio. Cum igitur detur numerus '^," iil sit n~i~qq divisibile per p, ponatur —~=r sumalurque

b= qa-i-pd eritque naa-\-bb= naa-t-qqaa-i~2pqad-i-ppdd, quae ob n=pr— qq abit \n p[raa-\-2qad-\-pdd), quae

ergo per p divisa dat raa-\-2qa.d-+-pdd. Quod autem poni possit b=:qa-\-pd, sive ut semper sit numerus

integer, inde patet, quod etiam detur formula n-\-qq' pev p (Kvisibilis, ideoque etiam naa-t-aaqq, quarum diffe

rentia hb — aaqq per p divisibilis erit, unde cum p supponatiir numerus primus, vel b~\-aq, vel b — aq per p

divisibile, utrumvis perinde est. Quia crgo — integer sit =d, ideoque ponisempef poterit b=:qa-\-pd.

^ .
' ^ ^ ,/

*

A. m. T. II. p. 209."

,f l^T in*i ?>«j- iftiip Jm toflrra &}'m >-.u1oh;> . i^ n •>-;, ^ mfiup ji» joiiuu Jitu» :'*%i;ji • j t-"?

5.
•^»^'»

•''fTHEiOREMA. Oibnis humenis primus fo^-mae 8«-V^i'Semper in formS trx-4^2ijy ^bntihetur. 1'"*^^

DEnt-bi^BTRATio. Sufficiet osfendis.^ise semper exhibefi posfeef fonriAihi ^*'Hh2S* per 8n h- 1 divisibilem.

Demonstratum autem est, hanc formam a**"— t^" semper divisibilem esjse per 8n-i-lj^. quicunque numeri pro

(i et b accipiantur, .scihcet primi ad 8nH-l. Ergo a*"— b*", vel a*''-^b*" crit divisibilis. Facile autem demon-



Fragmenfa ex Adversarits depromla. 159

8tratur non omnes numcrofi a*"— b*"^ divUibiles e«.se. Dantiir ergo casu^, qiiibns forma a^"H-i*" e*»l divijsibili«.

Ilabebilur ergo summa duorum biquadratorum divi/iibilis A*-\-l\*. Quare cuui sit a*~v-b*={aa— bb)^-t~2(iabb,

propositum est demonstratum. — Ita cum 97 in forma 8n-i-l contineatur, reperilur 97 = 5*-i-2.6*.

Theorema. Omnis numeru« primus formae 8n-*-3 «imul in forma xx-\-2y\j conlinetur.

Demonstratio. Ilerum «ufficiel oslendisse, dari formam A'^-i-2B^ per 8n-t-3 divi<»ibilem. (.'um if^ilur

baec forma a*""*"*— ^8"-+-2 «eniper sit divisibilis, quicunque numeri pro a et 6 accipiantur, erit vel a.a*"— b.b*",

vel a.a*"~i-b.b*" divisibilis. Jam sumatur a= cc et b= 2dd ut a.a*" fiat quadratum i4* et b.b*" duplum qua-

dratum, pu(a 2^^, sicque vel forma A^ — 2B^, vel A^~\-2B^ divisionem admittet per 8n-i-l. At vero demon-

stratum est, fonnitm A^— 2B^ alios divisores non admittere, nisi vel formae 8n-Hl, vel formae 8n— 1, unde

sequitur alteram formam A^-^2B^ divisibilem esse. Ita cum sit 107=8.13-1-3, reperitur esse lO^^S'^-*-^.^*,

hocque semper unico modo, quod ila demon§tratur

:

Sit P=aa-t-2bb simulque P=cc-^2(ld, numerus P necessario est compositus. Cum enim sit

aa -I- 2bb= cc-h- 2dd, erit aa — cc= 2 [dd — bb)

,

unde sequitur -— =:-^ ^ =: ^ . Erit ergo a-¥-c= ap et d-\-b=aq, d— b= (ii) et a — c= 2^q. Ilinc

2a= ap-\-2pq et 2b= aq — (3j); quare cum k-P= h^aa-i-2.hbb erit ^P= {aa~i-2.3l3){})p-¥-2qq), sicque iP

certe duos babet faclorcs, quorum neuter unquam esse potest neque 1 neque 4; sequitur P ad minimum duos

babere factores: 3=1=^-h2.P 59= 3--t-2.5*

11 = 3^-4- 2. l^ 67= 7--h2.3*

19= 12-h2.3'^ 83= 9=^-4-2.F
43= 52-h2.32 107= 3=^-h2.7^

Notandum hic, praeter casum primum, in omnibus reliquis allcrum quadratum semper per 9 esse divisibile.

A. ni. T. III. p. 180. 181.

6.

Theorema. Proposilis numeris quibuscunque a, b, c, d, s\ numerus formae a%)-*-c</^</ muUiplicetur per

numerum formae acrr-v-bdss, tum productum semper continebitur in hac forma bcxx-t-adijy.

Demojsstratio facile patet. Sumto enim x= apr-i-dqs et ii= bps — cqr, postrema forma bcxx-\-adyy

reperitur productum binarum praecedentium. A. m. T. III. p. 182.

(Gotowin.)

Theorema. Productum ex duabus hujusmodi formulis aa-\-ab-\-bb et cc-\-cd-\-dd seinper ad sinulem

formam xx-\-xy-\-yy reduci potest. Est enim duplici modo

vel x= ac-\-b{c-\-d) et y= ad— bc

vel etiam x= ad-\-b{c-\-d) et y= ac — bd.

Ita si fuerit a= 3 et b= 2, tum vero c=l et rf=5, erit aa -\- ab -\- bb= Id et cc-\-cd-t-dd=3l
;
prior

igitur resolutio dat a*= 15 et «=13, hincque xx ~\-xy-\-yy==9S9.
A. m. T. II. p. 204.

(Lexell.)

Theorema. Si formula aaa-\-2^ab-\-ybb per aUam sui similem app-l-2/?p</-4-y<79 multiplicolur. productum

prodit hujus formae

XX-\-2pxy-\-aYyy eritque x= aap — ybq et y= aq~\~bp-\—-bq.

Corollarium. Ita si fuerit a= l, 2/?= l et y=i, erit {aa -h- ab -\- bb) {pp -\-pq -h- qq)= xx -\- .ry -\-
>jy

e^stenlex.;= epf—bq et y= aq-\-bp-\-bq.

JVota Editorum. Casum specialem, quo /J= 0, vide CommenL arithm. T. II, p. 201.
A. m. T. I. p. 26.
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Theorema. Si formula aapp-i-bpqq ducatur in formulam abrr-^a^ss, productum erit:

ab[aapprr-v-^Pqqss)-i-a^{aappss-i-hbqqrr)= ab{apr±:8qs)^-h-ap {apsitzbqr)'^,

hujus ergo producti forma est abxx-t-apyy existente x= apr±^qs et y= aps±bqr.

(Conf. pro casu a= b= l Coninient. arithm. T. II, p. 201.)

Problema. Formulam aaxx-^b^yy in aliam ejusdem generis transformare.

SoLUTio. Ponatur x= bmp-i-^nq et y=-anp— amq et prodibit

aabbmmpp -+- aa^^nnqq-^-b^aannpp -\-bfiaammqq= abmm {abpp -\- a^ qq) -+- a^nn [a^qq -f- abpp)=
-I

{abmm -\-aBnn) {abpp -+- a3 qq)

.

' A. m. T. I. p. 130.

7.

(iV. Fuss 1.)

Theorema. Si numerus formae xx-i-nyy divisibilis fuerit per numerum pp-\-nqq, quotus semper erit nu-

merus ejusdem formae A^-t-nB^.

Demonstratio. Cum numeri x et y ad pp-\-nqq debeant esse primi, el p ei q quoque sint primi inter

se, quicunque fuerint numeri x et y, semper per p et q ita repraesentari possunt, ut sit x=^ap-\~Pq et

y= yp-t-8q. Hoc modo formula xx-t-nyy abit in hanc: pp{aa-\-nyy)-\-qq{^^-\-n88)-\-2pq{a^-\-nyd), quae per

jyp-t-nqq divisa praebeat quotum A, ita ut sit

PP {aa -\- nyy) -\- qq (/?/? -\- ndd) -\- 2pq («/? ~\- nyd)= App -\- nAqq.

Hinc igitur patet fore A= aa-\-nyy, nA= ^p-\^n8d et a(3-\-ny8= 0, unde jam patet formam ipsius A csse

aa-\-nyy. Tum eliam erit nA= p^-\-n88 et a^-\-ny8= 0. Ex ultima fit ~=—-. Ponatur ergo

8= af et /?= — nyf, erit /?/? -f- n88= nff {aa -\- nyy) = nA, unde A= ff{aa -\- nyy).

Cum igitur sit A= aa-^nyy, sequitur fore f=±\. His valoribus fit

...| i'.Tj'*-»JkjrtiiMi|-?\-
x= apzf,nyq et y= yp±aq.

Hinc fit xx-\-nyy=pp{aa-\-nyy)-\-nqq{aa-*-nyy)= {pp~\-nqq){aa-\-nyy),

sicque quotus uti jam vidimus 4= aa -t- nyy.

A. m. T. III. p. 184.

. 8.

Theoremata demonstr anda. I. Si fuerit h^na-\-bb numerus primus, erit semper hujus formae a?a!— ayy.

n. Si fuerit 4na— bb numenis primus, erit semper hujus formae oj/y

—

xx.

A. m. T. II. p. 154.

UHUi ; IL =.V .
9»

Theorema. Si numerus mnff-\-gg divisorem habeat primum p= -^ » tum etiam quotus q, ex hac

divisione ortus, erit quoque ejusdem formae scilicet q= -. •

ExPLiCATio. Quaerantur primo duo numeri X et ^, ut sit Xa— ^p=zt.\; deinde ut formula mnff-\-gg

divisorem admitlal p, altcram litteram f pro lubitu accipere licet, tum vero altera g ita esse debet comparata,

ut sit g= nXbf — v\

modo determinantur

ut sit g= nXbf—vp, quibus notatis cum sit mnff-\-gg= pq existente q= —— > litterae c et d sequenti

c= nfibf— va et d= mnaf-\~vb — XAf.
A. m. T. II. p. ^ll.
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b) De divisoribus numerorum formae fa"H- gb". u

10.

[Lexell.)

PRonLEMA. Si formiila faf*-^ jh'* AWi&oveoi habeat cf» 4avoaire-iafinilas alias ^imile» formas fcc^^-v-gy" per

eundem mimerum d divifiibilcs. VH TT .V') .(); /:?: .Ti' ,*'? Hfl ,;j .' i.

SoLUTio. Capiatur x=ma±/xd, et y=mb±vd, et quaesito salisfiet; si enim /* et r=0, rcs e.st manifesta

;

sin autem multipla ipsius d accedant, omnes fiermini post primoii ex evolutione nati, per se sunt divisibiles per </.

Problema. Invenire omnes divisores primos formulae x*-i-y*. Cum haec formula sit factor hujus x^— y^,

demonstratum est, omnes ejus divisores contineri in forma 8n-f-l, quod etiam hoc modo ostenditur: Cum formae

a^-i-b^ omnes divisores sint formae 4n-+-1, ponamus formulae aa-t-bb divisorem primum esse 4n-i-l=rf; tum

ergo etiam omnes formulae xx-h-yyper eundem numerum erunt divisibiles sumendo x^=ma±jj,d, y-z=mbz*zvd.

Pro nostro ergo casu hi ambo numeri debent esse quadrali. Pro priore sumto fi=0, hoc fiet si m=:app,

ut fiat x=ap. Superest ergo, ut et haec forma y^=abpp±rd fiat quadratum, idque sive positivum sive negativum.

Ponatur ergo abpp±vd=±qq et res huc redit, ut abpp±qq divisibile fiat per d, et quia statui potest a'-i-b^=d,

quacritur ergo quibus casibus formula abpp±zqq divisibilis fieri possit per rf._ Varios ergo casus evolvamus:

I. Sit rf=5, erit o=2 et 5=1, unde formula 2pp±qq divisorem habere deberet 5, id quod fieri ne-

quit, neque vero 5 continetur in forma Sn-i-\; atque hinc vicissim concludere possumus, neque 2pp-+-qq, nec

2pp— qq unquam divisibile esse per 5. ,. . . «f^^ ^' ^ .

r
'ir.mnr. rur.r:!n ./ k'< itii-;!"

II. Sit rf= 1 3 , erit = 2 et 6 = 3, et nunc quaerilur an formula Qpp dz qq divisibilis esse possit per 1 3,

id quod ne^jari debet, quia 13 non est formae 8n-f-1. ^ . .... .
'

III. Sit d=\7, erit a=l et 6=4, nunc quaeritur an h-ppdtiqq divisibilis esse possit per 17, qnod utique

affirmandum, verum est etiam 17=8n-i-l.

IV. Sit rf=29 erit a=2 et 6=5, et quaeritur an I0ppz*zqq divisibilis esse possit per 29, quod qiiia 29

non est 8n-f-l, negari debet.

Corollarium 1. Hic ergo distingui oportet duos casus, prouti existente b numero impari, numerus a

fuerit vel impariter par, vel pariter par. Priori casu divisor d non erit formae 8n-+-l, sed formae 8n-+-5,

ideoque hic casus est excludendus. Sit igitur imfiTfwnoq Jtoiplfiy'

alomiol «=4a±2 et 6= 4/?±l, eritque aa-i-66= 16 (a'-i-/9-) ± 16« =t: 8/?-h5. i

Ergo per talem divisorem nunquam divisibilis erit haec forma (tQa^ z*zi{az±z2p)±2)ppzt:qq. Per mimerum

^rgo primum 16 (a*-»-/?^)-i- 16aH-8/5-t-5 talis formula 1 6a/? -h 4 f2/? -§-«)-+- 2 nunquam est divisibilis.

Corollarium 2. Sin autem manente b= i^-h-i (ubi /? etiam negative capere licet) sit <Jr=4a, erit

aa-i-66= 16(aa-i-/?/?)-f-8|5-i-1, et nunc certi sumus, dari formulas ha{i^-i-i)pp zt:qq, quae divisorem ha-

beant 1 6 (aa -i- /?/?) -f- 8^ -+- 1

.

Corollarium 3. Si igitur verum est, omnes numeros primos formae 8n-i-l divisores esse posse for-

ihulae j-^-i-i/*, seqiiitur nostram formulam 16(a^-*-/?^)-i-8/?-Hl omnes plane numeros 8n-4-l in se continere

siquidem fuerint primi. Aequemus ergo has formas et reperimus

n= 2(a2-i-/?2)db/?,

ubi n denotat omnes plane numeros saltem eos, qui faciunt 8n-i-l primos:

r.iJnonv 0, 2, 8, 18, 32, 50, 72, 98

1, 4, 11, 22, 37, i^6, 79, 106

1, 2, 7, 16, 29, 46, 67, 92 »- ,. .4 ;=% i^/i,

L. Ealeri Op. p<Mlhama. T. I. 21
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fiive 2(a2-#-/?2)^/3= 0, i, 3, 6, 10, 15, 21, 38, 36, 45, 55, 66, 78, 91, 105

2, 3, 5, 8, 12, 17, 23, 30, 38, 47, 57, 68, 80, 93, 107

8, 9, 11, U, 18, 23, 29, 36, U, 53, 63, 74, 86, 99

^9,{ "v,^-f-"x'\ afianol mlhuh 18, 19, 21, 24, 28, 33, 39, 46, 54, 63, 73, 84, 96, 109

32, 33, 35, 38, 42, 47, 53, 60, 68, 77, 87, 98 ... .

:«j.oUuun 50, 51, 53, 56, 60, 65, 71, 78, 86, 95 ,,^:^,,,,^, ,,iMqnJ ,on.a.

.^, .j.,^ ,; r:

.

71, 72, 74, 77, 81, 86, 92, 99 ..,.. v ..,.:.,, .'..:.u. ..:.,.....

, ; ,
98,99

Hic omnes nnmeri non occurrunt, /sed excludunlur 4, 7, 13, 16, 20, 22, 25, 26, 27, etc. at vero ex his om-

nibus 8n -+- 1 non fit primus.

Si igitur A denotet numerum impariter parem 4w-*-2 et B numerum pariter parem sive 4n, et C numerum

imparem 2n-i-l, tum haec duo habentur theoremata:

J. Per numerum primum A^-i-C^ neulra formula ACm±qq unquam dividi potest; neque etiam summa
.fUII/l:'

^ duorum biquadratorum, unde sequitur, si singula quadrata per A^-v-C^ dividantur, tum in residuis neque

H-i4C, neque — AC occurrere, sed certo qssq non-residua.

II. Sin autem divisor primus fuerit B^^-t-C^, tum semper datur formula BCpp±qq per eum divisibilis, ac

propterea etiam summa duorum biquadratorum , atque in residuis quadralorum, per eundem numerum

primum B^-+-C^ divisorum, tam -+-BC, quam — BC reperientur, - / ^
'

Froblema. Invemre omnes divisores pnmos lormulae fx*-i-gy .

Cum omnes constent divisores formulae faa-\-gbh, qui sive in formula faa-t-g^fi, sive in hac aa-t-fg^^

continentur, sit quilibet eorum z=d, per quem formula faa-\-ghh sit divisibilis; tum sumto X=ma±ad et

Y=mbdtzl3d, ut forraula fX^-t-gY^ etiam per d fiat divisibilis, jara reddatur prirao X quadratum, quod fit si

m=zaiyp; tum vero erit Y=abpp±l3d, quod etiam quadratum reddi debet, quod sit ±qq, et nunc oportet,

ul dbpp±qq divisibile fiat per d, eritque Y=:=±qq et X=aapp, quare sumto x=ap et y=:q ^ei fx^^-i-gy* per

d divisibile. IIuc ergo redit quaeslio: quibus casibus forraula abpp±qq dividi queat per memoratum divisorem rf,

qui est vel faa-t-g^(3, vel aa-i-fg^^.
...

ExEMPLUM 1, Sit f=i et g=2, ideoque d=aa-\-2^p, qtii numeri sunt vel 8n4-il^"^f^-4^3, quos

valores percurramus. Sit

I. (/=3, per quera formula ««-+-266 divisibilis fit; si a=l et 6=1, unde quaeritur an formula pp±qq

diyisibilis fieri queat per 3, quod cum eveniat, etiam 3 erit divisor formulae a;*-i-2j/*.

II. Sit d=\\, erit a=3 et b=\, hinc nostra formula 3])p±qq divisibilis per 11, at ipsius 3pp-+-qq divi-

sores sunt formae 12n-i-l, 12n-i-7, formulae autera 3j)p— qq divisores sunt vel 12n-i-l, vel l2n— 1, ideoque

postremus casus quaestioni satisfacit, ergo datur formula x*-i~2ij'^ per 11 divisibilis.

IH. Sit d=\7 , a=3, b=2, ergo formula nostra per 17 divisibilis erit Qpp±qq, at prior Gpp-i-qq non

est divisibilis, neque etiam posterior, unde sequitur nullam formara x*-t-2y* dividi posse per 17.

IV. Sit d=id, erit a=l et fc=3 et forraula per 19 divisibilis erit 3pp±qq, id quod fieri potest ponendo

ex. causa p=\ et ^=4, hinc x=\ et j/=4, atque forraula x*-t-2y* erit divisibilis per 19.

V. Sit d=h\, erit a=3 et 6=4, et haec forraula nostra per 41 divisibilis reddenda fit \2pp±qq, «ive

haec 3pp±qq, at 41 in nulla harura forraularum 12n±l, 12n-»-7 continetur. Ergo non datur x*-i-2y* per

41 divisibilis.

VI. Sit rf=43, erit «=5 et 6=3, hinc formula per 43 divisibilis \5pp±qq, sive etiara 5pp±3qq, id quod

fiuccedit, cum sit 43= 3.4^—5.1'^, ergo datur forma x*-i-2y* per 43 divisibilis. Si ir= «p= 20, y= 5,

fiive a:= 4, y= 1.
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yil. Sit (/= 59,:. eril a:f=Z et b=;s5, hinc ronnula i5pp:izqq^ sive 5pp-iziqqt ubi inanire«to 15.2'— 1,

«rgOia!;=s6<».yp=:l, et formula x*-t-2y* per 59 divisibilis. ihlY oVidiyMiq v>t]ut',' {«li iiik

GoROLLARiuii 1. Videtur ergo, quoties fuerit rf= 8n-f-3, tum fore divisorem forraae a?*-f-2y*, nec non

et hujus abpp±qq, at vero tum fiunt ambo numeri a et A impares; (juoties ergo aa-^~2bh fuerit numeru»

primus, semper dalur formula abpp±qq per eum divisibilis, sive inter residua quadratorum reperielur vel

H-oA, vel —.ab. >>,»v .

CoROiLAKiuM 2. Contra autcm non omnes numeri Sn-f-i excluduntur, quia nuroeros 113= 3*-h2.2*.

Vin. Sit d= 67, a= 7, 6 = 3, formula 2ippz±zqq, vel 7pp±Zqq, p= 5, ^= 6, -vel ar= 35, y=18.

ExEMPLUM 2. Sumatur /"=1 et ^= 3, ut quaerantur divisores formulae x*-h-3y* et divisor d erit

aa-t-2bb, eril ergo vel formae 12n-t-l, yel 12n-i-7.
nuilini;

I. Sit rf= 7, erit o= 2 et 6=1, et formula - ,j-^) quod succedit quia 7= 2.2'— 1, unde p= 2y

.ui I / ;i i Af.if.f .1 ii

II. Sit rf=13, erit''/i^^t'6(^!^2 et formula ^^^^^, quae est ri^passib{Hs:*"
"'•''''

' ' '^ '""'='^'

III. Sit rf=19, erit a= 4 et 6=1 et formula "7"
, quae succedit: /)= 9, ^=1, a;=36 et y=l.

IV. Sit rf=3l, erit a= 2 et 6=3 et formula ^^"f^S vel ^^^^^, a^=18, y= 5.... ^ ...
,

ol »il

VI. Sit rf=M, erit a= t et 6= 3 et formula 1!??=«?, yel ??£=«?, j-= l2, «= 8, x= 3, «= 2.
4.3 43 ' j ' ' j

Hic igitur maxime est mirandum, quod solus numerus 13 hic sit exclusus.

Problema suPERius de divisoribus fx*-\-gy* ita concinnius resolvitur:

Sit d divisor hujus formulae, qui necessario erit divisor talis formulae fa^-\-gh^. Cum igitur hae duae for-

mulae faa-\-gbh et fx*-i-gy* habere debeant communem divisorem d, mulliplicetur prior per x* et posterior per

flfl, horumque productorum diflerentia, quae est gbbx*— gaay*= g{bx^— ay^) {bx^ -h- ay'^) etiam nuiic erit divi-

sibilis per d; unde si d sit numerus primus, per quem neque f, neque g divisibilis esse potest, ob

66ir* -i- aay*= {hst;^-^ ay^) '{bx^ — ay')

,

necesse est, ut horum factorura alter bx^dtzay'^ sit divisibilis per d. Quare proposito numero primo d, qui

dividat formulam faa-\~gbb, quoties assigliari poterit formula 6ira: :±: aj/y per i/, divisibilis, tunc eliam formula

fx*-t-gy* per eundem numerum d divisibilis erit.
*

CoRolLARiUM. Si datur formula bxx::*iayy p6r d divisibilis, eliam haec formula ;?5r3t:ff6i/y divisibilis erit

sumto s= 6ar; hoc autem eveniet, si inter residua quadratorum per d divisorum, occurrat numerus rizah.

TheoRema. Quoties divisor primus d fuerit forinae i«— 1,' isque dividat formulam faa-t-ghb, tum semper

dabitur formula fx*-h-gy* per d divisibilis.

jtii!:-, ' . .;...; , ,, ;|^ or.nnol i'rvnr\ .' 'r •ii> if .t/

Demonstratio. . Cum divisor d sit formae 4n— 1, sive 4n-f-3, si quadrata singula per eum dividanlur.
•(iitfM. ••.,- n ., .

-; ,,- .^ . i, : . . -
,•/;-'.,.

, . ,

inter residua omnes plane numeri occurrent, sive signo plus, sive minus aflecti, ergo etiam occurret numerus

vel -i-a6, vel — a6, dabitur ergo formula zz±abyy, ideoque etiam bxx±ayy per d divisibilis.

CoROLLARHJM. Al M rf fuerit formac 4n-4-l, quia in residuis qnadratorum non omnes numeri occunnmt,

sed semissis. adeo penitus excludatur, sive positive, sive negative rapiantur, utique fieri potest, ut r+= a6 inter

ea non occurrat et tum nuUa dabitur formula fx*-\-gy* per d divisibilis. Observatum autem est (nondum vero

demonstratum) omnes divisores formulae axx ± byy contineri in tali forma 4a6n -i- kk.
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-'' Hic jam duo occurrunl casus considerandi
,

prout vel ambo numeri a et 6 sunt impares, vel unus par et

alter impar. Priori casu, semper possibile videtur, ut divisor d in hac forma contineatur; at vero si a fuerit

numerus par, puta 2<7, forma divisorum erit %hcn-^hk, quae reducitur ad formam 8n-t-l. Quoties ergo hoc casu

divisor d formam habet 8w-i-5, tum casus est impossibilis, unde sequitur haec conclusio: n s>ifp«j< :

h/ 'j Quoties ergo d=8n-H5 fuerii divisor formulae faa-f-gbb, insuperque alleruter numerorum a eth par, tum nutla

dabitur formula fx*-4-gy^ per d divisibilis. -

Theorema. Si numerus primus formae 4n-i-3 dividat formulam faa~t-gbb, sive aa-t-fgbb, tum nuUa da-

bitur formula faa— gbb, sive aa— fgbb per d divisibilis.

Demonstkatio. Si enim formula aa-^fgbb divisibilis sit per d, tum inter residua quadratorum reperietur

—
fg, at fg erit non-residuum , unde etiam nulla formula aa— fgbb divisibilis erit per d.

Theorema. Si numerus primus formae 4n-i-l dividat formulam faa~v-gbb, sive aa-k-fgbb, tum etiam

semper dabitur formula faa— gbb, sive aa— fgbb divisibilis per d.

Demoastratig. Quia d dividit formulam aa-\-fgbb, in residuis quadratorum occurret — fg, ideoque ob

formam 4n-f-l, ibidem quoque occurret -\-fg, ergo dabitur formula faa — gbb, sive aa — fgbb ilidem per d

divisibilis.

CoROLLARiuM. Quoties ergo evenit, ut formulae faa-^gbb divisor d=zKn-v-\, non simul dividat formulam

fx*-t-gy*, tum quia idem divisor est quoque formulae faa—gbb, forte erit divisor formulae fx* — gy*. Hoc au-

tem secus evenit casu f=l, g=2 et d—\l. Etsi enim 17= 3^-1-2.2^ et simul 17=2.3'^— 1, tamen neutra

harum formularum a:*H-2y* et a?*— 2y* per 17 est divisibilis. Quo hoc accuratius scrutemur, consideremus

residua ex divisione biquadratorum nata pro divisoribus 4n-i-l, quae semper tantum numero n.

Divisor Besidua

5 1

13 1, 3, 9
•'"'

|-f-l, -i-4

r-f-1, H-7, -1-20

^' 1-^,-5,-6,-13
j-i-1, -f-7, -f- 9, -1-10, H-12, -f-16

U
^^ 1-3, -4, -11

6u .. 41 (-*-!' -»-'^ -^-*0, -f-16, -f-18

« \- 1, -4, -10, -16, -18

Hiflc ergo discimus, si divisor fuerit formae 8n-f-5, tum numerum residuorum es&e 2n-f-l, ideoque imparem,

unde nullum utroque signo occurrit, unde, si formula fx*~-h-gy*^ fuerit divisibilis, allera fx*— gy* certe non erit

divisibilis, quod autein vicissim non valet, quia numerus non-residuorum triplo major est, quam residuorum.

Pro tali ergo divisoris forma vel neutra formularum fx*±gy*, vel unica saltem est divisibilis.

At si divisor fuerit formae 8n-i-l, quodvis residuum utroque signo aflectum occurrit, unde si una harum

formularum fuerit divisibilis, etiam altera erit divisibilis, sive vel utraque, vel neutra divisibilis erit. Hinc sequitur

primo si divisor primus =: 8n-f-5 dividat formulam faa-t-gbb, quo casu etiam dividet formulam faa — gb b ,

illinc autem pro biquadratis formula axx±byy per d fuerit divisibilis, tum certe formula a'x^:±zh y* non erit

divisibilis. Deinde si fuerit rf=8n-f-l et dividat tam formulam faa-^gbb quam faa — gb b , tum si formula

axx±byy fuerit divisibilis, cerle etiam altera a xx±h tjy erit divisibihs, et si illa non erit, etiam haec non erit.

'"
;

";•*-'
• .
— ^. ' . .-..j v;>.H A. ra. T. I.p. 218-223.
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(N. Fuss 1.)

Problema. Invenire omnes suminas binorum biquadratorum x*-i-y*, quae sint divisibiles per dalum nu-

merum primum formae 8m -- 1 = 4.

SoLUTio. Cum baec formula x"-t-i/' alios divisores non admittat nisi formae 2m-f-l, sequitur formulam

or^-h-y* alios divisores habere non posse nisi formae Si-t-t. Tales autem numcri sunt

17, 41, 73, 89, 97, 113, 137, 193, 233, 241, 257, 281, 313, 337, 353, 401, etc.

qui numeri cum omnes sint summae duorum quadratorum, sit A= aa-t-bb. Deinde cum alter numerorum a; et

y pro lubitu accipi queat, sumatur x= a, et pro y inveniendo quaeratur numerus quadratus formae iA±ab,

qui sii pp atque sumi poterit y= p, vel in genere y= aA±p. Cum enim sit pp =ziA±ab, neglecto multiplo

ipsius A, quippe quod semper adjici potest, erit y*= p*=:aabb, hinc ergo erit x* -^ y*^ aa {aa -t- bb)^ aaA,

ideoque x*-^y* divisorem babebit A. Idem valor y=p valet quoque pro x= b; tum enim erit

x*-t-y* =bb{aa-\- bb)= bbA.

Praeter p autem dabitur alius valor q, ut sit p:q= a:b, ideoque j= — , sive q

semper erit integer. Sumto enim

X =^a et y= q

bp -t- id
; unde valor ipsius q

bo b^o^— , erit x*-i-y*=a*-i ^ et ob p*= aabb, erit x*-t-y*= 6C

At vero a'-f-i^ semper habet factorem aa~t-bb=:A. Eodem modo patet, sumto x=-b et y=^q, etiam ic''-i-
y*

factorem A esse habilurum. Sumlo igitur sive a sive b pro x, tum pro y sumi poterit s\\e p sive q; unde patet,

si pro X capiatur vel na vel nb, tum pro y sumi debere vel np vel nq, qui valores, cum semper mulliplum

ipsius A auferre liceat, omnes hos valores infra —4 deprimere licebit. Praeterea vero ad singulos hos yalores

quaevis multipla ipsius A addi possunt. Hoc modo pro quovis divisore A tabula construi poterit duabus constans

columnis, quarum prior binos valores ipsius x, altera vero binos ipsius y exhibebit, id quod exemplis illustremus.

I. Sit 4= 17= 4^-f- F, erit a=\ et 6= 4. Nunc igitur erit p;^= 17n z±: 4, unde statim sumi potest

n= et p= 2 et ob 1:4 =^.5' erit ^= 8. Hinc (

y :ii>

2, 8

3, 5

2, 8

4, 1

6, 7

ubi, quia x et y sunt permutabiles, secundi valores, utpote in primis jam contenti , omitti possunt, ita ut tabula

duos tantura casus involvit, scilicet pro a*, 1, 4 et 3, 5, et pro y, 2, 8 et 6, 7. Ita v. gr. sumto a:= 5,

sumi poterit y= 6; quia igitur 5^=625 el (i^= 1296, erit ^*-i-j/*= 1921 = 17.113. r—A»

II. Sit i= 41=4^-+-5^ eritque a= 4 et 6= 5, ideoque pp= 41n rt 20, ideoque n= 4 etp=i2.

Jam 4:5=12:5^, ergo q=i5. Hinc pro divisore 41 nostra tabula erit: »«»** iiM-riiiu* « otq HMUkja

T by £ t- "
'

,1 '-.j;,..

h ,9
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Simili modo tabulam construximus pro sequentibus

i= 73 4= 89 i=97
a;
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Deinde «umto a= 2, 6= 3 et 4= 13, haec forma 13ndb6 nunquam quadratam es«e potefit. Item

si 4= 29, ob a= 2, 6= 5, haec forma 2Dm ± 10 nunquam fit qiiadratum. >*! "t—' r,

Alia Solutio problematis praecedentis. Sit 8m-4-i =aa-H66= 4 esseque oportet
'

Jam sit proxime —= — , ita ut sit a^—6a=±l. Sit nunc x=c et sumatur p= bfA-i-pcc et q=afA-i-acc,

et cum sii xx==ap—bq el yy == aq'.-t-bp\ erit' x*-*-y*= {aa-t-bb)(j)p-i-qq)^ erit itaque a?a:==(a|^— 6a)«?= cc

at yy={aa-i-bb)fA-h-{aa-h-b^)cc, quod ergo esse debet quadratum. Sit nunc cc=nA-i-d, fiet yy=iA±{aa-^b^]d.
5 «

ExEMPLUM 1. Sit aa-f-66= 41 =4, erit a=5 et 6= 4, hinc —=—
,
proxime hinc a= i et /3= 1.

Sumatur porro c= l, eritque rf=l, ergo yi/= 41izh:9= n, unde sumto i= 0, erit y=3 et x=i, eritque

a:*-f-j/*=82= 2.41.

ExE^iPLUM 2. Sit 4= 601, erit a= 24 et 6= 5, tum vero a= 5 et /?= 1. Sumto ergo x=i, erit

rf=l et yt/= 601i=t 125, hinc sumto t= 6, erit i/= 59.

Jam X pro lubitu sumi potest, verbi gr. x= c, erit i/= 59cilr 601t, unde omnes valores redigi possunt

infra 300. A. m. T. m. p. 171-174.

12.

De divisoribus primis fortnae a*-i-2b*.

Primo patet hanc formam alios divisores habere non posse, nisi qui dividant formam a*-i-26*, qni omnes

continentur vel in hac forma 8n h- 1 , vel in hac 8n-i-3. Ac primo quidem omnes numeri primi hujus formae

8n-i-3 possunt esse divisores cujnspiam numeri formae a*-t-2b*. Longe secus autem res se habet de altera

forma 8nH-l. Non enim omnes numeri primi in hac forma contenti divisores esse possunt formae a*-i-26*,

sed tantum sequentes: 73, 89, 113, 233, 257, 281, 337, 353, 577, etc. Hinc ergo excluduntur hi mimeri ejns-

dem formae: 17, 41, 97, 137, 193, 241, 313, 401, 409, 433, 449, 457, 569, etc, neque tamen ulla ratio patet,

qua has duas species numerorum formae 8n-i-l a se invicem distinguere liceat. iUiino) ?

Ad divisores formae a*-i-26* supra allatos et in formula 8n-i-l contentos insuper accedunt 601 el 617.

Est enim 601 divisor ipsius 14*-»-2.5* et 617 divisor ipsius 16*H-2.7*.

A. m. T. m. p. 181. 182.

13.

Problema. Invenire cxponentem c, ut formula cf—b' per datum numerum 4 fiat divisibilis, si quidem

numeri a et 6 sint primi ad 4.
'

SoLUTio. Sint p, q, r, s numeri primi, et considerentur sequentes casus

si 4=p, erit e=p— 1

.
*

« 4=p* 1 e=:p{p— 1)

4=p' « e^p^^^p— 1)

,,.,r ,,: f,.,'

4= p" « e= p"-'(p— i)

A= pq - . er=(p— l)(g— 1)

divisibilis

u A= pqr « e= (p
— l)(g— l)(r— 1)

. A^p^qfr" . e= p'^-»(p-.l)5^-»(?-l)r'"»(r— i).

Corollarium 1. Hinc si loco a scribatur a" et b^ loco 6, etiam haec formula a^—b^ erit per 4

.£= • «
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CoROLLARiUM 2. Ilinc si exponens e divisorem habcat n, ut sit e= dn, tum semper dari poterit forma

x" y" per A divisibilis. Cum enini a*'"— 6^ sit divisibilis, sumatur xr=.a'^ et y=zh^, vel etiam x= c^dtzad

et y= b^±pd, vel adhuc generalius x =.fa^±aA et y= fh'^±^A.,,,^y,,^. ...^

NB. In his formulis, ubi productum (jp^

—

\)[q— 1) (r— 1) occurrit, sufficit ejus loco minimum commune

dividuum numerorum p— 1, q— 1, r—:!, scribere.
,

.';:'?-,
: \ — 'J.i> \\a tjr r,!i . . ( itH irtfil.

Quoniam formula a/*— y" praeter x— y nuUos habet divisores, ,nisi in forma A«-+-l contentos, sic casu

n= 5 formae x^— y^ praeter x— y, divisores sunt 5A-f-l hoc est: 11, 31, 41, 61, 71, 101, 131,. etc. Si ergo

proponatur formula x^— 1, eaque casu x=za divisorem habeat 5A-+-1, eundem divisorem habebit casibus

af=a*, x= a^, x=:a^, etc, sicque ex uno casu reliqui omnes deduci possunt, cunoi sit

^iruU'!' ^Mij>ii'iv

a;= a^±M(5A-i-l),

unde sequens tabula est confecta:

htn?.aoq j^f»9t vnol

Div. pr. p.

oamim *tt|^ ^

(113

11

31

41

61

71

101

131

121

1331

Valores x

1— 2-1- 4-t- 3-H 5-Hetc.

1-+- 2-*- 4-4- 8-+- 16-1- etc.

1— 4-1- 16-H 18-*- 10-f-etc.

1— 3-H 9— 27-+- 20-1- etc.

1-4- 5-f- 25— 17— 14-1- etc.

1— 6-f- 36— 14- 17-1- etc

1-f- 53-f- 58-f- 61— 42-f-etc.

1-H 3h- 9-f- 27-4- 81-f-etc.

generatim

(— 2f±.UM
{-+- 2f:±z 31 iW

(— 4fzt MM
(— 3f± 61M
(-f- 5f± 71

M

(- 6)^zbl01M

(— 42)^±131M
(-f- 3)^±121M

(-f-124)^±1331M1 — 161 -f-632— 596-i-124-f- etc.

minimus aulem valor ipsius x ex proprietate supra allata reperilur. Ita si divisor =31, quia a'*'— 1 divisorem

habet 31, sumatur x=:a^, fiet x^-^i- Sumatur a= 2, erit a;=64±2.31, unde minimus =2. Ita sij)=101,

quia a^^^— 1 divisibile per 101, sumatur x^=a^°°, sive a;= a^°± 101 M.

Ut formula x^-h-y^ divisibilis fiat per 37, numeri x el y ex sequenti schemate:

hinrKKw. r H, 10, 11
(

8, 6, 14

X /2, 17, 15
j/

|l6, 12, 9

(3, 7, 4 (13, 18, 5

scih*cet ex eadem linea horizontali sumi debent.

At ut a?®-i-y^ divisibile fiat per 61, x et y ex sequenti schemate sumuntur

X

1, 13, 14

2, 26, 28

4, 9, 5

7, 30, 24

8, 18, 10

11, 21, 32

,22, 19, 3

17, 23, 6

16, 25, 20

,27, 15, 12

singulis autem -his numeris adjici intelligenda est dt 6lM Hinc casus simplicissimus est 2'-l-3*. Singuli autcm

hi terniones in unica forma comprehendi possunt, quae simplicissima est 4n, 5n, 9n, vel in hac In, 13n, 14«.

Problema. Ut formula x^— 1 divisibilis fiat per divisorem idoneum 4, valoreS ipsius x definire.

' SoLUTio. Divisor A necessario debet contineri in hac formula A =——— , cujus factor quicunque dabil

valorem idoneum pro A; tum autem Ires habebuntur valores principales pro x, qui sunt 1, rta, zizaa, quibus
Q-t-|

adjici potest ±MA. Ita si s^malur a=2, erit 4=^—7, ideoque vel 4=3, vel 4=7, et tum erit a;=l,2, 4.

27±1 ., , . _ ?^* _ . , _ „ „ 64=tl
Si a= 3, erit 4= -——, i^eo^ue vel 4= 7, vel 4= 13, eritque x=l, 3, 9. Si o= 4, erit 4:

4±i
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125 d=l
ideoque vel J=13, vel 4= 21=3.7, lum x= t, i, 16. Si a= 5, erit 4= ———

•, ideoque i= 21, vel

4= 31, x= i, 5, 25, elc. TT

Problema. Ut formula ar"°— 1 divisibilis fiat per 4, . valores ipsius x assignare.

o*=tl ';!'

SoLLTio. Hic debet esse 4= - _^. , ac tum quinque habentur valores principale« pro a?, ccilicet 1, o,

32=fcl
aa, «', a*, quibus adjici polest MS. Sic sumto a= 2, ejrii 4=;:-^^., vel 4=11, vel 4=31, erilque

243-1-1
x= i, 2, 4, 8, 16. Si a=3, erit 4=—^, idebque vel 4= 61, vel 4= 121, hinc x= i, 3, 9, 27,81.

Si a= i, erit 4=-^=^, vel 4= 205, vel 4= 34-1= 11.31 et x=i, 4, 16, 64, 256. Si a= 5, erit

j^?*^25itl
jjg^qyg vel 4= 521, vel 4= 781= 11.71, a:=l, 5, 25, 125, 625, etc.

NB. Onmes divisores primi hic sunt formae 10»-+- 1. Dato ergo tali divisore, veluti 131, quaeri debet

niimerus a, ut a^^drl divisiouem admiltat per 131, quod hoc casu non evenil, nisi sumatur vel a= 42, vel

a= 53, vel a=58, vel a= 70; tum enim habebitur x= i, 42, 70, 58, 53. .

Quando autem divisor 4 datur, in forma lOn-i-1 contentus, valor litterae a hoc modo erwetur. Cum 4

debeat esse divisor formae a^— 1, capiatur a= b", erit a^=6*", semper autem est 6*°"— 1 divisibile per

lOn-i-1, ideoque vel 6'"h-1, vel b^"—i, quocirca sumi debet a=b". Ita pro casu 4=131 estn=13, ideoque

a= b^^; sumto ergo 6= 2, erit 6*^=8192, quod divisum per 131 relinquit 61, et valores ipsius x erunt 1,

61, 61*, 61^ 61*. Est vero 612=3721, quod dat 53, et 61.53 dat 42, et 61.42 dat 58. Sicque x= l, 61,

53, 42, 58. Eodem modo si proponatur 4=151, erit n=15 et a=19, a*=59, o'=64, a*= 8.

Ul formula x^-\-y^ divisibilis fiat per 97, numeri ^c et y ex sequenti tabula desumantur

X i:. 1- i;: y

1, 33, 22, 47

2, 31, 44, 3

4, 35, 9, 6

5, 29, 13, 41

10, 39, 26, 15

46, 13, 42, 28

ita casus simplicissimus est 5^-h7^.

Ut formula x^°— 1 dividi queat per ll^, valores ipsius x erunt

1, 124, 596, 699, 161.

Cum enim 3^— 1=2.11^ ponatur z= i~^ii^y, eritque z'— 1 =2.11--+-5.3*. ll^y-i- etc. quod divisum |)er

8, 27, 18, 12

16, 43, 36, 24

32, 11, 25, 48

40, 38, 7, 37

17, 21, 14, 23

29, 19; 45, 30

11* dat —-^= 2-1-5. 3*y

vel 1— y. Sumalur y=— 10, erit ^= 1207= 124

etc. Tantum ergo y ita sumatur, ut 2-f-5.81t/ divisibile sit per U, sive 2— 2y,

A. ra. T. II. p. 162-164.

saanfSi aifft) tuIbI

c) De numeris formae x''zb: 1.

14.

{Lexell.)

Problema. Invenire numerum formae 2"h-1, qui habeat datum divisorem.

SoLUTio. Divisor repraesentetur per simplices potestates binarii, et quotiis quaeratur sequenti modo per

partes; ubi tenendum est, quoniam tandem omnes muiores potestales binarii in prodiicto excludi debent, si ex

aliquot partibus quoti prodierit productum l-*-2"-*-etc,. tum sequentem quoti partem esse debere 2^, deinde

lantum notelur esse 2"-»-2^^2""^*.

L. Euleri 0|>. posthuuia. T. I. 22
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\.^ ExEMPLUM I. Sit divisor =l-H2'-t-2^, ac prima pars quoti erit 1, et operalio «equenti modo instituetur:

Partes quoti

.M-j;.l

.2'

2«
^v A l4')i|i?>H ,tti 0'4q aaifiqi

2"

212

213

2"

218

221

222

Productum
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ExEMPLUM IV. Sit divisor 11 =1 -*-2*-*-2', enint

171

partes qiioti

1

2»

1

productum

,2»-!-,2'

,2*-+- ,2*-*- ,2'-+- ,2» -4- ,2*-i- 2»

unde l-f-2«= 11(l-*-2).

E X EMPLUM V. Sit divisor 13= 1-4- 2^-+- 2^, erunt .,'
j,^.

partes quoti
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£xEMPLUM n. Quaerere formulam 2^''

!*)d6d ourHbi

pole«tates
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SoLUTio. Cum ergo formtila 2** -#-2^ residimm habere debeat —1, sive — l-f-Ap, ponamus potestatem

2^ habere residuum r, atque ejus quadratum 2** residuum habebit rr, ideoque illius formae residuum erit

rr-t-r. Quaeratur ergo r, ut fiat '£i=<?S" -- -

rr-4-r= — 1-t-Ap, sive 4rr-i-ir-i-l = (2r-i-l)'=4Ap— 3, unde 2rH- 1 = >/(4Ap •— 3)

;

X igitur ita sumi debet, ut 4Ap~-3 sit quadratum. Invento autem r quaeratur potestas 2"^ residuum habens r,

quod est problema superius.

Sit verbi gratia divisor p= 19,et quadratum esse debet 76A— 3, quod fit si A=3, ergo 2r-»-l ==t:i5,

consequenter vel r=-*-7, vel r=.t:-8. , . . ., ., -.^

I. Pro r= -i-7 2"* ,, resid.
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,.,
,

djvi^pr: 43

221 — 8

2«l-7

21.21- »1

22.21

0«1 — XI

2p

quod cum sit verum, etiam prima formula est vera.

Examinetur jam potestas 2^^, num per 37 divisa relinquat — 1. Calculus ita fiet

re«idua

,r- 't-.43=-U= -2Ml
-^ II -1-43= 32^2M* '»..;../:....!

1
. Capiatur cul>u« i

1. At

1 . Dividatur

1, vel

1

divisor: 37

218

218 — 2

218-4

218-6

22.18

residua

_l-i-37= 2*.9

-i- 9 — 37= — 2*, 7 'ji ioliq ,Hi«'m 1«» Bfi>|» Ivuip

— 7 — 37= — 2M 1.5 «*<) wfltt&k») inlbJfiBitx.^ ^

— ^* Vd :l"^i

— 1331 =-#-1, quod etiam est verum.

ExEMPLUU. Sit a=3 et "p—Z^ erit 3^-f-l divisibile per 5; huju« ergo generis erunt omnes hae potestatec:

3*, 3«, 31*. 3*°, 32«.... 3«"-*-^ item hae
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6»*, 6^«, e\ 6^«, 6«^ etc, tum etiam

6^ 6^», 6«^ 6*^ 6", etc.

Examinemus poteslatem 6*" num per 101 divisa relinquat -i- 1

:

,



.iv^u >>i"V'
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in foritia vel ^n-i-l, vel 8n-4-3. Tertio divisor etiara formam habebit 19A-I-1, ubi X primo £sse debet par,

erit 6rio vel At=s8n, vel 8n-H2, vel %n-^ki> vel 8nH-6. Priraa dat formam 8n-i-l, quae congruit cuila priore;

at A:i=8nH-^2 dat 9»-i-39, ideoque A= 8n-l-2 excluditur; similiter A= 8n-f-4. dat 8n-f-5, lunde A= 8n-i-4.

dxditdilur; al A = 8n-4-6 dat 8n~i-3, quae valet. Duae ergo formae relinquuntur pro A, 8n et 8n-*-6;

e*-go ex priori 19A-I-1 habentur: 1, 153, 305, 457, et ex posteriori 192-t-l: 115, 267, 419.

Hi autem ntimeri, rtiinores quam 419, omnes sunt compositi.

^; Neque vero propositio supra memorata est vera, plures enim casus assignari possunt, qnibus fallit. Cum

enim Tmmerus prtmus 2p-i-l quoties fuerit formae 8n-i-3*, sit divisor formulae 2^-h1, ob j)= 4n-i-l utique

fietl potest, «t p sit numerus primus; iis ergo casibus etiam formula —r— divisorem habebit 8n-i-3, hoc itaque
o

evenit, quoties tam 4n-*-l quam 8n-i-3 fuerint numeri primi, cujusmodi casus sunt:

5 , 29, 41 , 53, 89

Hll^, 59, 83, 107, 179.

^ '-^^ ^V^^vWW.
,

A.m.T.I.p.217.

.m .618 .€*S-H£ .| -i .r .i .A 18.

(J. A. Etder.)

Ut formulae aj*-i-l divisor sit 17, erit ..,.;. x= 2, vel 8, vel 9, vel 15.

Ut ejtisdem fortmila* divisor sit 41, erit "ii .'; .^'."J".". ...... x= 3, vel 14, vel 27, vel 38,

« 73, erit a;=10, vel 22, vel 51, vel 63,

Vt™v;«v>mmt') (j--n Hiihiii^rfr»: tho *-|g9^ erit 1^^? .-T'! /^ /^ 3. JC:=12, vel 37, vel 52, vel 77.

fa «mnibus scilicfet casibus, si fuerit ar= a, erit etiam Mlitihi/ik ii:* *—*».<„,

cc= a^ et =a^ et =o' etc. ""^* -^ '"< •t«<iwJ'iJ'

JaVU— a^ 0)^19 aiH r
-- /ia -h^ iiisi. A. m. T. I. p. 201.

d) De dimoribus et residuis numerorum quadratorum.
.M^.*l.l .T.iu./.

19.

Theorema, cujus demonstratio desiderattir.

Si pro divisore d inter residua quadratorum occurrat rtr, tum etiam pro divisore 4nr-i-rf, si fuerit numerus

primuS', iftter, residua quadratorum idem quoque residuum dhr occuiTet. Ita ^i sit d=7, inter residua qua-

dralorum occurrit 2; ideoque quoties 8n-i-7 fuerit numerus primus, (eo divisore) inter residua quadratorum

reperiatur 2 necesse est. ^ „, t-fr-Hfc^.^ : »
*'

;; •' hC ~"i.. .ni ?r?» t/ •

—

~— -. uiimo']
Ratio in eo quaerenda videtur, quod si 8n-i-7 estnumerus primus, tum numerus residuorum semper esf.

4n-i-3, dum si non fuerit primus, multitudo residuorum multo est minor: scilicet pro 8n-i-7= 15, multitudo

residuorum non est'7, sed tantum 5.

'10 .^Wp A. m. T. I. p. 210.

., ;^' - * 20«
,JM 0?|1'» «^'''''TfeErOiftEiMAtA DEiWOlVSTRANDA.

'^"''''^
I!"Si "pcfhumerum ^)rimum 4n-4-l omnia quadrata dividantur, inter residua occurret non solum ipse nu-

»v>» '»,1 inrej.us n, sed e^tiam omnes ejns divisores et quidem singuli utroque signo affecti.

II. Si per numerum primum 4w— 1 omnia quadrala dividantur, inter residua non solum occurret ipse nu-

merus n\, sed eHam omnes ejus divisores signo --aiTecti; iidem enim signo — afTecti erunt non-residua.

Haec duo theoremata ita generalius j»roponi possunt: Denotante i numerum imparem quemcunque,

o»«Vt'\^Ii*isji4>er numerum primum k-n-+-ii quadrata dividantur, inter : residua occurrent omnes divisores numeri n,

^i/iid-i . tam signo -Hh .quam signo — aflecti-«j ^gf^ j ^,,^,,^ ej., uivi aif.iip /18«^*

X^ .

...
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GoROLLARiuM. Hinc si 4n-i-n est numcms primus et d aiiquis divifior oumeri n^ «emper dari poterit

fomiula xactizdfyy per illum numerum tn-fr-«i divisibilis. t-^iU nvfpwthi ,£*-*-qF. (^r .^-|i»^£':= j.t

II. Si per numerum primum 4-n

—

ii quadratft dividantur, inter residua occurrent (mmefi divisor6s numeri n

positive sumti, iidem vero negative «umti erunt non-residua. _-- 1 i-t.f i». -j-^^f;^^ li dcj

CoROLLARiuM. Ergo «i d fuerit divisor quicunque numeri n, semper dabtntai' hujusmodi f(»inn1ae wx^^dyy

per nnmerum primum 4n— n divisibiles: contra vero nulla dabitur tali« formula scx-ih-dyy per hunc numerum

primum divisibili«. .' H v?: v - '^"1^^;.'- ••!• -i^-Jj-rn
•

'1 " — fi^'t - - ? —m* A. m. T. I. p. 2i4. !

21* f (nq

Probleha. Invenire omnes numeros primos formae 4n-i-l, per quos si qiiadrata dividantur, inter reddua

occurrat datus numerus rta.

Solutio. Ante vidimus, si divisor primus fuerit 4ap-^-M, inter residua certo occurrere dta- Statuatur

ergo 4n-t-l =4ap-HM, et quja i ^est impar, ponatur t= 2c-f-l, ut prodeat, _ j. .^ ^H <> o+-c<,'>~« I ot*l

4»rl- 1 =4«p-l-,4c*-*-4c-l-l, seu nz^ap-t-c^-i-c.
i! o-ff»

Quoties ergo fuerit n= flp-»-c*-l-c, quicunque numeri pro c et |? statuantur, tum numerus 4n-*-l satisfaciet,

siquidem fuerit primus.
,u,i/il) oiwunfK.i „ :£__c^^i: _ ; _

,

7j ojm

Corollarium. Simili modo patehit^.^.^ut.^i^visori primo 4n— 1 conveniat in residuis numerus -f-a, tum

«umi debere n= cgj— c^rrrc. ^

Formula autem c^-t-c ho«i praebet numeros: 0, 2, 6, 12, 20, 30, 42, 56, etc, quibus per a divisis sit

guo^vis residuum =r, quodvis autem non-residuum sit ^, atque sequentia theoremata obtinebuntur:

. I. Si fuerit 4n-t-l primus et n= ap-i~r, tum in residuis quadratorum per 4n-t-l divisorum occurrunt

pume^i -t-a, ^ prf^oii^^®^"^ dabuntur formulae a;*-i-oy^ et x^— ay* per 4»-t-l divisibiles; Xmn vero etiam

formula a*"-l quoque erit divisibilis.
, », ,0 -^tnoim wri wnnmfj^ t oiu unuuy .or=:tt la cH rl-Ki^h

II. Existente 4w-f-l numero primo, si fuerit n= ap-^qy tam in residuis quadratonim neque -i-« neque

— a ocourret, et neHtra formula aj^^-t-ay* et a;*— ay^ neque etiam haec a^"— 1 erit divisihil^.j^er^nr;^^; puiQ

ergo o*"— 1 sit divisibilis, sequitur, formulam a*"-i-l fore divisibilem per 4n-i-l. p ,, . - ,.,1 >..,;i., ,>-,. -iui

in. Si divisor primus =4n— 1 atque n= (ip— r, tum in residuis quadratorum occurrel -i-a, non vero

— a, ideoque dabitur formula xx— ayy per 4n— 1 divisibilis, non vero xx-t^ayy; tum vero formula a*^~*—

1

ditisibilis erit per 4nl^'lP '''
•'^i*

. iiiiii->'i^^{>'.^ii Uj-i'> iijuiij*. Likibtu Aliib an(_uii oiJulusj niojjie »;'ij

' IV. Si divisor primus 4n—'IV aT' n= ap.li.0,''inter residua quadratdnim 'lidiioccurTSBlEH^a','''sed—a,

iiieoqttfe dahilur formula ara;-f-oyy divisibilis per 4n— I, et jam formula (— o)*"""*'— 4, sivei a*"~*-i-l divi-

sibilis erit per 4n— 1.
•^"'^ ^'^'"-' f'''=

i'*''
'''

'' '

'''''' ^^^ -^*''''-

^' hi his autem theorematibus praecedentia fere omnia continentur, id quod sequentibus ostendamus exempli&.

t) Sit a^2,tnl r= et 9= 1, unde sequitur iifdiaivrb ciuraio! Jiboiq -J—W

piV) i. n= 2p, ideoque divisor 4n-t-l =8p-t-l ; sequentes igitur dabuntur formulae per 8p-f-l dirisibile»':

nsp .l--j^^^2'y^',a^^2y^et2*P^-i;''-^'' ' * "»- ^^ ''''"^ riit;nwi.:! ,/i:.'u^;'ib

p^lS: n:=^2p-t-'i, ergo 4n-i-l =8p-i^5, per quem numerum scilicet primurh heulifa^Yo^Wifflilruifa ib*-i-i^* ^t

x^— 2y'^, at vero 2*^"*"^-+- 1 erit divisibilis;

pro III. n= 2p et divisor primus 4n— 1=8;)— 1, per quem divisibilis erit formula rr*— 2y*, tum vcro etiam

— \*' gV^-tiiui: |ij'»irt m^liiR ni .iip »•-#- m«i ^unl .(»9ittqmi aoismiui

^ro rV: HtniS^i-^l et divisor 4n— l±=8p— 5, sive 8p-f-3, per quem divisihiles erunt formulae at^-f-Sy* et
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liciS)! iSiirtitarav uW r=!0, 2 et ^= 1, ergo to ?.mnhfr ^TnofTT- >

pro I. n=3j9-i-0, vel 3p-i-2, ideoque inn-l = 12p-rFi, 12pH-9, ubi casus posterior e«t rejiciendus, ita,

« rionuut «it in-^-iiJ-l= t2p-f-l; per quem divisibiles sunt x^r^z^y'^ et 3*"— 1;

pro II. n= 3p-+-l et divisor 4n-f-l = 12p-+-5, per quem divisibilis est formula 3^"-i-l;

pyro'ffl. n= 3j)-l-0, 2, et divisor 4n-^l = 12p-^l, sive 12p—-9, quod sponte excidit, per quem formulae divi-

iiii; ;m! -sibiles a?^— 3g* et 3*"'^'*!-^ 1 ;•!' — •.w iiiin/ircj i.u-Dfii.

proJlY.7i.= 3p^l, hinc 4n— l = 12p— 5; formulae divisibiles x^-+-3y'^ et 3*"~*-i-l. Mi\\,Vi''^'h

3) Sit a= 5, ubi r= 0, 2, 1 et ^= 3, 4, sive =— 1, —2.

Pro I. n=5p-i-0, 1, 2; 4n-i-l =20p-Hl, (5), 9; foriAulae divisibiles a;^±5/ et 5^"— 1;

pro II. n= 5p— 1 , — 2 ; 4n-H 1 = 20p— 3 , — 7 ; fbrinitla divisibilis 5^"-i- 1

;

0mrh'^5ji'^'(f;X%''i^— i==26p— i, (-5), —9; formulae divisibiles a?^liiV,'5*"'**'-^'<i '"""''

pro IV. n= 5pH-l, 2; 4m— 1 =20p-4-3, 7, formulae divisibiles x^-i-Sy^ et 52«-*i4-f i»' *' - '»1«^ J^-

'""'liy-^^Sit «^ier-r^^O, 2 et ^= 1, 3, 4, 5, sive =-2, -1. •
'^'^'^'" ^^"-'^ .oiiujc,

Pro I. n= 6p-i-0, 2; 4n-»-l =24p-Hl ; formulae divisibiles x^^r^z^y^ ei ^'^"^•T; ^^ /n-+-^vT>.f= t-^»i ot>r)

pro II. n= 6p-i-l, 3, —2, —1; 4n-Hl =24p-H5, 13, —7; formula divisibilis G^^-i-l;

prb rii:'n= dp'^0,'2 bli'4n-^'l;^2f4>-^l, 9; formulae divisibiles x^^-Qy^ et 6''"-i-l? '^'»»"'* oj^ia *bi)oi;0

pro IV. n= 6p— 1, —3, -»-2, -h1; 4n— l=24p— 5, —13, -f-7; formulae divisib. a;*-f-6y2 et 6*^"-*4^li^

tftii'notaiwiutti' eftt, unitateni hic' pei^^erafm feferri ad q, valores enim literarum r et ^ inter se aequales esse

debent et oporteret 1 ad r referre, ita ut pro 1 sit etiam 4n-i-l =24p-i-5, qiiod eliam confirmatur per

rb'6id'tibV si etiirn n= 0, pro divisore 5 litique occurrit residuum 6, utpote 1-1-5.

Idem inconveniens occurret, quoties n est numerus par; id vero incongruum ita diluendiim videtur: Cum

^•ei^divisorem 6 dividi debeant numeri 0, 2, 6, 12, 20, etc. utrinque diviso per 2, habebuntur numeri 0, 1, 3,

61' 10, etc. per 3 dividendi; unde manifesto oritur residuum 1 praeter praecedentia
,

quod ergo ex q expungi

debet: Ita si a= 10, primo pro r reperimus hos valores 0, 2, 6; per binarium autem dividendo insuper acce-

diiht ad r 1, 3, ita, ut valores ipsius r jam sint 0, 1, 2, 3, 6, ergo ipsius q^'^^'-^" i-t ii4' aJ«jJ«n>

*; 5, 7, 8, 9; 4r-4-l = l, (5), 9, 13, (25); 4^h-1=17, 21, 29, 33, 37, sive IT, -l^; "^i^/^^iiT^^^

hic ergo etiam numerus 9 ab ^ ad r est transferendus. '
~ ^^

(fi'»

t^aui.*-^"*» filiumol otn^ ttttif jv^m (
«e .)

^ ^.^.^ ^fi-i«* BHfttrtv.

Vera autem solutio hujus difficultatis in indole numeri a est quaerenda, quj si fuerit primus, valores pro

r^^ei^i supra assignati recte se habent; sin autem est compositus, valores quidem pro r oriundi recte se habent,

s^4,; non omnesf, per regulam supra datam reperiunlur, ^ed aliunde insuper alii accedunt. Ut enim formulsi

(o6)^— 1 divisibilis sit per numerum primum 2a;-Hl, id duplici modo contingere potest: priori quando a*—

1

et,|i^7.T7r,l divi^onem admittunt;,,si).$n^m o*t- 1 .esV divisibile, erit etiAm {ab)^—b^'; addatur formula divisibilis

f—i, prodit formula divisibilis («6)'*'— 1, atque hos casus regula noslra suppeditat. Praeterea vero formula

(aft)iy 7r-^,1,,>^rit divisibiiis, $i istae,,<i^*f-fnl et b*'-+-l fuerint divisibiles; cum enim ex priori sequatur (aZ>)^-i-6f;

divisibilis, auferendo hinc 6'*'-t- 1 remanet [ab)'*''— i divisibilis. Hinc igitur novi valores ad r accedunt, qui

supra ad ^ ^ perperam erant.,relfi^j„, "jrotum igitui: ,hpp argumentum accuratius sequenti modo simulque concii^-

nius pertractatur.

„,, ,,Penotet,2in-i-l semper numerum primum, et supra affirmavimus, si fuerit 2»»-i-l =4ai-*-n (denotante »

numeros impares), tum in residuis quadratorum tam -Ha quam — o reperiri; sin autem fuerit 2m-i-l=4ai—«,

tum tantum ni-a in residuis occurrere; utroque autem casu, hoc est si 2m -f- 1 = 4ai zt tV, formulam 0"*—

1

divisibilem esse per 2m-f-l. Hujus quidem demonstralio nondum perfecta habetur, sed tamen non longe abesse
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vid einur. cum enim quadrata per numerum 2m-*-l dividi debeant, ul re«idua eruantur, per 2rn'4-l =4ai-4-tf

dividatur ipfium quadratum iV, el residuum erit — iab, ideoque eliam — ab, el quia divisor efit formae 4nH-1,

etiam -+-ab erit residuum. Superest igitur lantum, ut demonstretur, tam -t-a quam -r^b seor«im ipter re«idua

occurrere; si enim ambo es«cnt nou-residua, nihilominus productum ab foret residuum. Ad hoc dilucidandum,

proponalur divisor primus 2m^l =h-ab~t-{2c-i-i)^y ita ut ab certe sit residuum, quoniant hic nuihenis pln^

ribus aliis modis simiiiter exhiberi polest. Statuamus 2mH-l = 4p-H(2g-t-l)', et nunc eliam p certe erit

residuum. Aequentur hae duae formulae inter «e, et reperiemus |?=:a6-+-<rp-#rCT-99T— 9» ui^i f pro- lubitu

assumere licet, sicque plura alia residua prodibunt, inter quae si occurrat alteruler numerus a vel b, etiam

alter certe erit residuum. Ut hoc liberius explicetur, jiotasse juvabit, inter residua primum omnia occurrere qua-

4rata>; deinde si occurrant niuneri a, p, y^ etc, etiam producta ex binis vel pluribus occurrent. £t si occurrant

numeriia et ay, etiam / occurret, et.si occurrat ay^, etiam a occurret; hoc igitur exemplis iilustremus. t u

' ExEMPLtJM I. Sit a= 2, A= 2, ideoque 2«f-f-l = 16-l-(2c-»-l)^ .
.w.ip n,:ifp

'"
1) Sit c= eritque p= 4~^7— g=4^ (0, 2, 6, 12), hin6 capiatur p==4— 2= 2, etgo^^ cMis^eHt

residuum.

2) Sit 2c-i-l=5, erit p= 4-4-6— ??—^= 10 — (0, 2, 6, 12) et sumto j=l, erit'pt=8= 2.i, ergo

2 residuum «tfi«i9io?>dl wimidodBirl aiJnau urtm aiVoijp onq ! «--if

"'"'*3) Sit c= 4 sive 2m-«-1=97, nnde p= 2h-— qq—q; sumatur q— 2, erit p=18, ideoque. 2 residuum.

''"
' Exemplcm"!!. "^it a= 2 et 6= 3 et 2m-i-l= 2i-*-(2c-»-i)V Sit c=3, ut fiat 2m-Ht=^3, erffo

p= Q-i-i2— qq—q=lS— qq— q; sumatur q= fit p= 2.9, ergo et 2 et 3 residua.

ExEMPLUM III. Sit a= 3 el b= 3 et 2m-t-l = 36-i-(2c-t-l)*. Sit c= 0, ut fiat 2m-H:^= 37, ergo

p =9— gg— 5= 9— (0, 2, 6); sumto q= 2, p= 3. Sit deinde c= 2, unde 2m-i-l =61, hiac ,:_i»-^ ;i,

.Ji«ot|imo mi., j»= 9-i-6-^j-?=l5-(0,2,6), ergo P= 15 - 1^;=^^^ tn^hjfi adoiq

ExEMPLUM IV. Sit a6= 2.3.5, ideoque 2m-i-l =8.3.5-h(2c-i-1)2. Sumto c=5, »t sit 2m-#-1=241,

erit p= 2.3.5-4-30 — gg — 9= 60— (0, 2, 6, 12, 20, 30, 42, 56). .. t

At 60—6 dat 54= 6.9, ergo 6 est residuura, ergo et 5,: dciiude.f =;:. 60 n- 12. dat, 48^3.16, unde 3 est

residuum et 2, sicque singuli factores 2, 3, 5 sunt residua.?; /'<: ,<: XI 1,1 ~ li ; . f f

ExEMPLUM V. Sit 06=3.5.7= 105, ideoque 2m-i-l =420-i-(2c-+-l)*:et sumlo c = 0, 2m-i-l=42l,

unde p= 105 — ? (g-f- 1^= 105 — (0, 2, 6, 12, 20, 30, 42, 56, 72, 90, 110).

Hinc 105— 30= 75= 3.25, ergo 3 est residuum, ideoque et 35. Deinde p= 105— 42=^63= 7.9, ideoque

7 residuum ut et 5; sicque singuli factores sunt residua. ,ti.— i i-c;» )

Hinc ergo tuto concludi posse videtur, quotcunque etiam factores habeati prodhctufrf $b, singulos semper

quoque inter residua occurrere, quod idem simili modo de altera forraa 4ai— (2c-*-l)* ost^nditur; posito enim

4a6 — (2c^l)*=4p — (25'-h1)'^» ent p=^ab— cc— c-t-qq-^q,\'. i

ubi p certo est residuum. hq^-I

ExEMPLUM I. iSit ab=2.2, 2m-i-1 = 16 — (2c-i- 1)*, sumto c= l, 2m-i-l=7, ei^o

.te ,^;p= 4 — 2-1- 99-1-9= 2 -f-99-*-9,i^ t«i =l-fr-i)ij

unde si 9= 0, patet 2 esse residuuih. . ,^(1' Xl ,i/L ,11: X'k '
" ^l^-*-'''^...

ExEMPLUM II. Sit a6= 2.3= 6, erit 2m-f-li=24— (2c-|i-1)*f posito c= 0,' 2*n^4 =23, ergo

l>
= 6-i-99-*-9=6-i-(0, 2, 6, 12, 20), unde p= 6-f-2= 8= 2.4, „, „.. ,

ei^o 2 residuum, ideoque et 3, sive p= 6-i-6= 12= 3.4, ergo 3 residuum. -i-^^* J

ExEMPLUM III. Sit 06= 2.2.3.5 =60 et 2m-f- 1 =240 — (2c-f-1)S posito

c= Ov 2m -H 1 = 239, unde p= 60 -i- (0, 2, 6> 12, 20, 30, 42, etc).
'

^l.
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H

Hinc p= 60-4- 12= 72 =±=2. 36, ergo 2 est reisidutim. Porro j)= 60^^20= 5.16, ergo 5 residiiiim, ideoqiie

etiam 3. Sive sumto p= 60-*- 30= 90= 10.9, ergo 10 residuum, hinc etiam 5. Sumto autem c=3 fit

2»»-i-1=191 primus, ergo i'i»iMnoj .ii«i tmm\u^' .rtionbia-n Jn^»

,uiiikii4»tuiHd^, Miii p= 60 — 12 H- 59 -+-?=i 48^59 H- 9= 48 -»-(0, 2, 6, 12, 20, 30, 42). mino u

Hinc «tatim p= 4.8=3.16 dat 3 pro residuo; deinde jp= 50= 2.25 dat 2 pro residuo. Pbrro

'^ p= 48 -1-42= 90= 10.9, ergo 10 residuum, ideoque et 5. -> -v.- ...

i;jiduQuamq;uam haec prorsus certa videnlur, tatneii demoftstratio desideratur. 'J ijjlnoi/jjn/. r

«fiild ,si b/ » uivumiii 'i?xterj»Jf'? iivriu-^oo t» nerrn iiifii;")! fiUn rifilq W{>'i\v.

a^mf^ ^vn-ium.Bmmo mimm.r.iP'*'''^ comideratio formulae^ 2mH- 1 = 4abfj^u,.,j
, .,„,„,{^^^9;

ubi primo inquirendum, quibusnam casibus a inler residua reperiatur. Quia ii settiper est numerus formae

4r-*-l, nostra formula ita referetur 4»6db!:(4r-4-l), at formula 4r-f-l continet primo omnia quadrala imparia,

quae quidem cum 4a6 numeros primos dare possunt, majora aulem infra 4a deprimi possunt, dum ab iis sub-

trabitur 4a quoties fieri possit, hocque modo pro quovis casu numeri a, formula 4rH-l certos sortietur valores

minores, quam 4a, ac si a fuerit numerus primus, hoc modo omnes prodeunt idonei valores pro 4r-i-l, qui

aulem numeri hujus .formae non Qccurrunt, eos formula 4^-i-l indicemus, atque his numeris utriusque generis

4r-f-l et 4^-1-1 pro quovis numero primo a definitis, sequentia habebimus theoremata.

^ ^
^* Si fuerit 2m-i-l =4a6=i= (4r-i-l), tuui formula a'"— 1 semper erit divisibilis per 2m-Hl, ac casu

signi superioris tam -i-a quam — a inter nesidua quadratorum reperientur, casu autem signi inferioris, tantum

-+-a erit residuum, et — a non-residuum.

II. Si fuerit 2w-f-l =4a6± (4^-1-1), tum semper formula a'"-!- 1 dividi poterit per 2m-f-l, tum vero

'Pt6 signo superiore -+~ neque a nec — a erit residuum, sive neque xx-\-ayy nec xx— ayy unquam per 2m-i-<l

dividi poterit, Prb signo autem inferiore — , inter residua erit — o, sive formula xx-t-ayy divisibihs erit pei*

2m-f-l; probe autem hic notetur, haectantum valere, si a fuerit numerus primus, numeri enim compositi

aliara requirunt evolutionem. Nunc igitur pro singulis numeris primis a exhibeamus numeros illos duplicis

generis in formulis 4r-t-l et 4^-f-l contentos. - ud ~v — i^V
— Vi;-ir- e.J:.i:= ^\ >

•}•;

9, 17, 25, 33, U,%%W,'m' '' **
' '^'» J?.^^4^ ,..u ,. -,. JAf4r-»-l= 1,

a =2 <

(4^-4-1= 5,

m j4rH!^l= 1,
« = 3 <

(4^-1-1= 5i

1 ,e.r— L (4r-i-l= 1,
**~"

|4^H-1=13,

M:-.':,!ri_. f 4r-|-l

n oio.oq ;'iuli()' vH'~+^
' ^ ^^^J4r>f-1= 1, 5, », 25, 37,

\4^-Hl=13, 17, 21, 29, 41,

.rS:i= I~!

fwiposbi

iini

13, 21, 29, 37, 45, 53, 61, eto. ^

13, 25, 37, 49, 61, 73, etbi .m^V.t.:^

17, 29, 41, 53^ 65, 77, etfe.' *- v

9,

17,

21, 29, 41, 49, 61, 69, 81, 89, etc.

33, 37, 53, 57, 73, 77, 93, 97, etc.

•».'i!5:;i'. .? 1) n!!(.<T»5?.o'i

:oe^«^

''Ci \

= 1, 9, 25,

= 5, 13, 17,

29, 37, 53, 57, 65, 81, etc.

33, 41, 45, 61, 69, 73, etc.

45, 49, 53, 69, 81,

57, 61, 65, 73, 85,

53, 61, 69, 77,

57, 73, 85, 89,

69, 77,

89, ^3^, 97, etc.

101, 105, etc.

81, 101, etc.

93, 97, etc.

81, 89, 93, 101, etc.

73, 97, 105, etc. i- :.

^_.»y^(4r-i-l= 1, 9, 17, 25, 29, 49,
"~"

(4?H-1= 5, 21, 33, 37, 41, 45,

_ (4rH-l= 1, 9, 13, 21, 25, 33, 49, 53,
"~~

(4q-i-1= 5, 29, 37, 41, 45, 57, 61, 65,

a = 19|*-^^'^ ^' ^' ^' *^' ^'^' *^' *^' ^*'

l4Q-f-l=13» 2t, 29, 33, 37, 41, 53, 65,

0=23!*^*^"^*™ ^*? '^ ^*^^'^' *^ 49, 73, 77, 81, 85, etc.

\ 4^-H 1 = 5, ,17, 21, 33s 37, 45, 53/ 57, 61, 65, 89, etc.

73,

69,

77, V 'Off j o«,- -^C^.
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Geminas has series pro quovis numero primo a facile in infinitum conlinuare licet, eas putem in periodoa

distinYimus, quarum prima continet numero« formae ifMrl, minores quam ia, secunda periodus continet eosdem

numeros H-ia. Tertia continet numeros secundae periodi -i-4a et ita porro.

Hinc igitur pro casibus, quibus a est primus, judicare licet, utrum formula a"*"-!. an a^r+-l per nume-

rum primum 2m-t-! sit divisibilis; prius «cilicet evenit, quoties fuerit 2m-f-l =4aA±(4r-4-l), posterius vero

quolies fuerit 2m-+- 1 = 4aZ>± (4^-^-1). Circa has series notari oportet, in qualihet periodo contineri —

^

terminos, ita ut in ordine 4o-*-l totidem sint termini quot in 4r-i-l; deinde omnes termini ordinis 4r-f-l vel

ipsi sunt quadrata, vel tales, ut 4r-i-l-*-4a» fieri possit quadratum. Contra vero numeri 4^-f-l omnes ita

fiunt comp^ati, ut formula 4^-f-l -f-Aan nunquam fieri possit quadratum, quicunque numerus pro n capiatur.

Problema. Nunc videamus, quomodo judicium institui debeat, quando numenis a hahet factor^, scilicet

tum etiam investigemus tam terminos 4r-f-l quam 4^-hI tali numero a convenientes.

.V i l.ii .
'« .t*. ..."

SoLUTio. Sit a= fg et f ei g numeri primi. Quaerantur primo pro f numeri tam formae 4r-i-l quam

4^-1-1, qui ita designentur ^{h-r-t-l) et ^(4^-f-l), eodemque modo pro numero gr habeantur formulae ^(4r-f-l) et

*^(^"*~^)» quo facto excerpantur omnes numeri hinis formulis ^(4r-f-l) et ^(4r-f-l) communes, cujusmodi sit P,

et ex praecedentihus patet, si divisor fuerit h-fp±P= 2m-i-l, tum formulam /""'— 1 fore divisihilem per 2m-+-l.

Simili modo pro divisore 2m-t~l= h-gq±P formulam g^— 1 esse divisihilem. Fiat nunc p:=gn et q=:fn, ut

prodeat communis divisor h-fgnz^zP, per quem amhae formulae /"'"— 1 et ^"'— 1 erunt divisihiles, unde sequitur,

quoque formulam {fg)"*
—1=^"*— 1 fore divisibilem. Praeterea cum (f"— 1 quoque sit divisihile, si tam

/"'-f-1 quam g"'-i-i dividi queant, id quod evenit, si ex ordinihus f{h-Q-^i) et ^(4^-f;l) termini communefi

excerpantur, quam ob rem pro numero proposito a=fg ordo 4r-f-l primo continehit omnes terminos communes

ordinum /(4r-i-l) et ^(4r-Hl), praeterea vero etiam terminos communes ordinibus /(4^-f-l) et ^'(^^-f-l). Reliqui

¥ero numeri formae 4»-f-l hic non occurrentes ad ordinem 4^-f-l sunt referendi, ubi ergo occurrent primo

termini communes ordinihus f{h-r-t-i) et ^(4^-f-l), tum vero etiam communes ordinihus ^(4r-f-l) et ^(4^-1-1)^

hoc igitur modo pro numero a= fg facile colligentur numeri ordinis 4r-f-l et 4^-i-l.

GoROLLARiUM 1. Si fuerit g= ff,itaL ut a fiat quadratum =ff, tum pro ordine 4r-i-l omnes plane nu-

meri ordinis 4n-*-l occurrent, alter vero ordo 4^-f-l plane manehit vacuus, id quod etiam inde manifestum

est, quod si a fuerit quadratum =ff, semper formulam a'"— i=f^'"— 1 esse divisihilem per numerum 2m-i-l.

CoROLLARiUM 2. Sin autem factores f et g fuerint dispares, ex praecedentihus ordinihus serierum facile

pro quovis numero a= fg termini utriusque ordinis colligentur, quemadmodum ex sequentihus exemplis patebit.

ExEMPLUM I. Sit a= 2.3, ideoque 4a= 24, et terminus communis ordinum ^(4r-f-l) et '(4r-f-l) est i

cum sequentibus 25, 49, 73, 97; at vero terminus ordinihus *(4^-h1) et^(4^-f-l) communis est 5, unde in primo

ordine tantum occurrunt 1, 5, at pro ordine (4^-f-l) terminus cofnmunis ordinibus *(4r-»-l) et '(4^-h1) est 17,

ordinibus autem '(4r-*-l) et ^{h-q-i-i) communis est 13. Qui ordines ita referantur

25, 29, 49, 53, 73, 77, 97, 101

37, 41, 61, 65, 85, 89

(4r-Hl = 1, 5,
a= 6, 4a= 24^

\4^-Hl = 13, 17,

ExEMPLUM 2. Sit a= 2.5= 10 et 4a= 40. Hic termini communes ordinum *(4r-i-l) et ^(4r-f-l) sunt

1,9, at termini communes ordinum ''(^^-t-l) et *(4^-i-l) sunt 13, 37. At pro ordine 4q-*-1 sunt termini

commimes *(4r-f-l) et ^(4§-f-l), 17, 33, at ordines ^(4r-Hl) et *(4^-*-l) commnnes habent 21, 29, unde fit

4r-f-l= 1, 9, 13, 37,
10, 4a= 40{

'

\ 4(>+-l =47, 21, 29, 33,

41, 49, 53, 77, 81, 89, 93

57, 61, 69, 73, 97
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{N. Fuss /.)

Theorema. Haec formula a;*"-*- a;"-i- I semper est divisibilis per xx-t-x-t-V, dummodo n non sit mul-

tiplum lernarii.

Demonstratio. Si enim illa formula multiplicetur per x''—l, productum x^"—i semper est divisibile

per-a;^— 1, ideoque etiam per xx-¥-x-^l; quia ergo multiplicator a?"— 1 non eSt divisibilis, necesse est ipsam

formulam esse divisibilem. Q. e. d.

Theorema. Haec formula a7*"-i-a;^''-i-a;'^"-4-j5"-4-l semper est divisibilis per x^-t-x^-t-x^^-^x-t-i, dum-

modo exponens n non fuerit multiplum ipsius 5.

Demonstbatio similis praecedenti.

Theorema. Si capiatur angulus =(—^j360°, haec formula a;^"— 2a;'*cos^-i-l semper est divisibilis

per hanc a;a?— 2a;cos^-f-l, A. m. T. I. p. 285.

26.

Throrema, cujus demonstratio etiamnunc desideratur. Si haec formula h-mnk-\-maa-*-nbb fuerit numerus

primus, puta P, tum semper assignari possunt numeri a; et y, ut fiat mxx-¥~nyy=P.

Sit m=:3, n= 2, a=l et fc=l, erit maa-i-nbb= 5 et 4mnft-f-5= 24ft-4-5. Sumatur A= 2, erit

JP=53 et esse debebit 3xx-i-2yy= 53, sit x=:i et t/=5. Plerumque quidem tales numeri pro a; et y

dantur integri, interdum tamen non nisi fractos assignare licet, veluti si fuerit w= 7 et n= 2, praeterea vero

a= l et 6=1, ita ut sit /*= 56ft-H9, unde sumto ft= 4. fit i*= 233, qui mimerus iij integris esse nequit
5 175 1922 961 31= 7xx~t-2yy. At si capiatur x= -^9 erit 233=-^ -i-2yy, ergo 2yy= —^f ergo y*= -— et i/= —-•

u 9 9 9 3

A. m. T. I. p. 300.

27.

Theorema. Non dantur tria biquadrata, quorum summa esset divisibilis vel per 5, vel per 29, quae

«ola excipiuntur. A. m. T. il. p. 161.

28.

Observatio. Proposito quocunque numero primo jp= 2n-i-l, omnes numeri eo minores, qui sunt

1, 2, 3, 4 . . . 2n, semper tali ordine disponi possunt, ut certis multiplis ipsius p aucti, progressionem geome-

tricam constiluant, sive tales assignari possunt numeri x, ut progressionis geometricae 1, x, x^, x^, x*. . . .x^"^

s\ singuli termini per p divisi deprimantur, omnes numeri ipso p minores prodeant, uti ex sequentibus exemplis

patebit. Notetur autem potestatem x^^' hoc modo semper dare unitatem
,

propterea quod a;^" — 1 semper per

p dividi potest, unde sequentes potestates x^"-*~^, a?*""^*, a;^""*"', etc. eosdem reproducunt numeros, uti

ab initio.

I. Sit p= 3 et n= 1 et progressio geomelrica erit i, x, xx. Sumto ergo x= 2, progressio geometrica

erit 1, 2, 1, 2, 1, 2, 1, 2, etc.

II. Sit j>= 5 et n= 2 et progressio. geometrica 1, x, x^, x^, etc. Hinc sumto x= 2 habetur

. 1, 2, 4, 3, 1, 2, 4, 3, 1, etc.

sumto autem a;= 3, erit ea 1, 3, 4, 2, 1, 3, 4, 2, 1, etc.

III. Sit p= 7 et n= 3, erit progressio 1, x, x^, .x^, x*, etc. Hinc sumto x= 2, erit ea 1, 2, 4, 1,

mnde patet hinc tantum terminos pares oriri, unde x ita sumi debet, ut fiat xx-^2= lm, ideoque x= 3, et

progressio geometrica erit 1, 3, 2, 6, 4, 5, 1, 3, 2, etc. Loco x autem etiam sumi posset alia potestas x^.
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«i modo A ad 6 fuerit primus, ita sumto A=5, capi poterit «==5, unde oritur i, 5, (, 6, 2, 3, 1, quae e«t

prioris retrograda. Semper autem series retrograda aeque satisfacit.

IV. Sil /)= 1 1 et n =^ 5 , at sumto x= 2 erit progressio

1, 2, *, 8, 5, 10, 9, 7, 3, 6, 1

123 4 5 6789
Hic autem primo etiam retrograda valel:

1, 6, 3, 7, 9, 10, 5, 8, i, 2, 1.

Praeterea posito a;= x*, a?', r', qui numeri sunt 8, 7 et 6, tum erit progressio:

1, 8, 9, 6, 4, JO, 3, 2, 5, 7, I,

cujus retrograda oritur sumto x= T.

V. Sit j)= 13 et n= 6, at sumto x= 2, erit progressio

1, 2, *, 8, 3, 6, 12, 11, 9, 5, 10, 7, 1

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

Dein pro x sumi possunt numeri 6, 11, 7. Sumto igitur a;= 6, ea erit

1, 6, 10, 8, 9, 2, 12, 7, 3, 5, 4, 11, 1.

Reflexiones GENERALE6. 1. Perpetuo hic potestati a;" conveniet numerus 2n. Cum enim ejus quadratum

x^'^ det 1, erit x"=V\, ergo x"=—l=p— i=2n.

2.. Si potestati x^ respondeat numerus a, tum potestati x^~*~'^ respondebit numerus p— a= 2n-i-l— a.

Cum enim sit

a.x^=-¥-a et x"=—i, erit a;'^"*""^ — a= p— a= 2n-i-l

Sufficit ergo seriem usque ad medium 2n continuare, quia sequentes sunt complementa priorum.

3. Posito x= a, ejus reciprocum vocemus — ? sive ~ j ut prodeal numerus integer, quera designemus

1 11
per a, ut sit a=— , eodemque modo 3=—

, y=— etc. Ita casu p=13, si fuerit '
a '

' c

a= 2, 3, 4, 5, 6, 7, etc.

erit a= 7, 9, 10, 8, 11, 2.

Notetur enim complementorum reciproca etiam esse complementa.

4. Constitutis his reciprocis, si fuerit x^=a, tum erit «^""'^^a, propterea, quod produclum potestatum

est a:*"=l, ideoque aa=i, Deinde vidimus esse ac""*"'*^^— o, erit igitur a^~^=p— a; ita ot cognito uuo

termino, simul quatuor innotescant, quod exempiis illustretur.

Sit p=19, «= 9

potestates
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1, 2, 4, 8, 16, 13, 7, U, 9, 18, 17, 15, 11, 3, 6, 12, 5, 10

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17

Loco X autem qnoqiie sumi possunt numeri potestati x respondentes, si modo A ad 18 fuerit primus. Cum

autem 18=2.3*, multitudo numerorum ad 18 primorum est 6 et valores pro A sunt 1, 5, 7, 11, 13, 17, unde

pro X sumi possunt hi numeri 2, 13, H,|lO, 3, 15, unde sex progressiones geometricas formare licet
,
quarum

tres erunt priorum retrogradae.

ExEMPLUM. Sit p= 41 et n= 20, et sumatur x= 2, unde progressio geometrica oritur

1, 2, 4, 8, 16, 32, 23, 5, 10, 20, 401234 5 67 8 9 10

unde pro x"^^ prodit -+-1, ita ut sit 2*°=-i-l, unde patet esse xx= 2, ideoque a;="/(2-i-41»n) = 17 (posito

m= 7). Factum hinc est sequens schema:

41)

30

18

19

36

38

31

35

21

^29

1

" Jam ad 40 valores ipsius X primi sunt 1, 3, 7, 9, 11, 13, 17, 19, 21, 23, 27, 29, 31, 33, 37, 39,

unde pro x accipi poterunt sequentes numeri: 17, 34, 13, 26, 11, 22, 6, 12, 24, 7, 28, 15, 30, 19, 35, 29.

Si sumsissemus o;= 3 ,
prodiisset progressio

1, 3, 9, 27, 40,

12 3 4

3
«equeretur 3* — x^°, ergo 3= x^. Supra autem invenimus esse 2= x^, ergo 4= a?*, unde oritur ar= —5
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ul prodeant sequentes numeri: R, fl-4-IOO(n— 1), iJ-4-200(n— 2), A-l-300(n — 3), etc. Quodsi jam inter hos

numeros unicns occurrat quadratus, tum numerus propositus N certo est primus, vel per hoc quadratum divi-

sibilis; sin autem vel nuUus occurrat quadratus, vel duo pluresve, tum numerus iV non est primus. Sit iV=637,

erit 2iV=I274. Proximum quadratum in 5 desinens erit 1225= 5*. 7*, ideoque n=7 et numeri addendi nu-

mero /?= 49 erunt 600, 400, 200, unde prodit 649, 1049, 1249, inter quos numeros unicum occurrit qua-

dratum 49, unde numerus propositus vel erit primus, vel per 49 divisibih*s.

Sit iV=l073, erit 2iV=2146, proxiraum quadratum in 5 desinens =2025=5*.9*, unde n=9 et fl=121.

Numeri addendi sunt 800, 600, 400, 200 eritque 921, 1521, 1921, 2121, inter quos sunt quadrata 121 et 1521,

ideoque numerus non est primus. ^ ui»uj nj^i^

Sit iV=697, 2iV=1394, proximum quadratum in 5 desinens 1225=5^.7*, ^=169 et numeri addendi

600, 400, 200; inde prodeunt 769, 1169, 1369. Hic duo occurrunt quadrata 169=13* et 1369=37^ unde

numerus ille non est primus, est enim 697= 17.41.

Sit iV=1697, erit 2iV=3394, proximum quadratum 3025= 5^.11^ hinc /J=369 et numeri addendi

1000, 800, 600, 400, 200; hinc prodeunt 1369, 2169, 2769, 3169, 3369, inter quos unicum est quadratum

1369=37', unde numerus est priinus, quandoquidem per 1369 non est divisibilis.

A. m. T. II. p. 188.

30.

{Golovin.)

Tabula exhibens per intervallum 420 oranes numeros, qui restant, deletis numeris sequentium formarum:

3n-t-2, 4n-i-3, 5n-f-l, 5n-*-4, 7n-f-3, 7n-l-5 et 7n-i-6.

18

22

25

28

30

37

42

57

58

60

70

72

78
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II. Si p, q, r, s, etc. fuerint primi inter se diversi, fueritque «= &V— * erit {e^-~a)::pq. Porro «i

«= 6<y~ ^^ <'*~'*^
erit [aP-^ay.-fqr et ita porro.

III. Si fuerit tam («'"— i/^)::i» quam {aj"— t/")::/», sitque m>n, erit quoque (af"'-"—y'" -")::/», ubi

quidem a; et y sint riumeri inter se primi.

Demonstratio. Posterior formula ducta in x"^~" a priore subtrahatur, erit residuum

quod et^o etiam est divisibile per P, et quia y" non est divisibile, necesse est ut («'""""— y"*~")::P.

IV. Si ut ante tam {x"*—y"')::P quam {af—y'*)::^ atque inter numeros m et n maximus communis di-

visor fuerit A. tum etiam {x^—y^)::P.

Demonstratio. Ponatur m=/*i et n~vd, et quia 4 est maximus communis divisor, erunt /t et r primi

inter se. Dari igitur poterunt numeri a et /3, ut sit afi— liv= i. Hinc igitur quoque erit {x*^— y^"*)::P

similique modo (a?/^"

—

y^"^)::P, unde per praecedens theorema erit (a;"^~/^"

—

y^"^~^")::P. Est vero exponens

am — /Jn=a/t4

—

^vA= A, consequenter erit {x^—y^)::P.

nmvih^V A.m.T.III.p.174.175.

B. Partitio numerorum in summas polygonalium.

32.
UMVU '

^

(Leonard Etder.)

Caractere general pour juger, s/ un nombre entier quelconque N est somme de trois triangles, tous les nomhres

plus petits etant tels.

Soit N— A un nombre moindre quelconque qui soit egal k ces trois triangles: Ap^Aq^Ar-, ensuite, pre-

nant pour a et i des nombres quelconques et posant A=ab, s'il arrive que p — q, ou p— r, ou q— r soit 6gal

k a— b, alors le nombre propose N sera somme de trois triangles, et iin seul cas de a et 2» suffit pour cela.

{Lexdl.)

Demonstration. Ayant pose iV

—

ab=Ap~i-Aq-^Ar, soit p—q=a— b, et pour cet effet mettons|)=a;-i-a

et q=x-t-b, de sorte que N— ab=A{x-t-a)-i-A{x-i-b)-h-Ar.

Alors je dis quon aura N=A{x~t-a-t-b)-^Ax-h-Ar;

. , ,. xx-^2(a-t-b)x-i-(a-^b)^-t-x-t-a-t-b
car puisque J (a? -i-

a

-h o)= ^^ ~ j

on aura iV=^(aeflc-+-2(a-4-6)a;-i-(a-f-6)*-i-a*-i-aHf-6) h ^ \-Ar.

Mais la premiere formule donne

N— ab= ^ " 2 t-Ar

ce qui etant 6te de celle-U donne ab=ab, ce qu'il fallait demontrer.

CoROLL. 1. Puisque p~—q=a— b et p=x-i-a et q=x-^b, on aura

x=p— a=q— b, donc x-i-a-*-b=p-+-b=q'^a;

par consequent, des qu'on aura

N—ab=Ap-*-A{p'—a-t-b)'+-Ar, il sen «uit N=A{p-i-b)-i-A{p— a)-i-Ar.

CoROLL. 2. Qu'on prenne b=a, et des lors il arrive, que N-^aa=Ap-i-Ap-t-Ar, c'e8t k dire que si deux

de ces triangles sont egaux entre eux, on en deduira

N= A (p-i-a) -1-4 (j)
— a) -f- Ar.

ExEMPLE. Prenons JV=17 et successivement a=1, 2, 3, 4, etc. nous aurons
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1. a=:i donc 17— 1=10-h3-h3 ou 17=10-+-6-+-I

2. a=2, on aiira 17— 4=13=1 h-6 -#-6 donc 17=l-f. l-f-15

3. a=3, on aiira 17— 9= 8=6h-1-+-1 donc 17=6-t-10-+-l

4. a=4, on aura 17— 16= 1=1h-0-i-0 donc 17=1-^. 1-f-15

Caractere» mnblabtes pour la rholution des nombres en quatre carres.

Soit le nombre propo«6 =iV et un nombre plus petit quelconque N— 2ab qui soil ^pp-^-qq-^rr-^-is. S*il

arrive que p—q=a— b, ou bien p=q-i-a— b, q=p— a-t-b, alors on aura N={p-i-b)^-\-{q—a)^-t-rr-^ss',

car celle-U N=2ab-i-pp-i-pp— 2p{a—b)-^{a— ft)*-t-rr-»-««

- et celle-ci N= pp-i-pp-^2pb—2ap-t-bb-i-aa-i-rr -i-ss

sont ^videmment ^gales.

CoROLL. Prenant b=a, s\ parmi les quatre carr^s dont la somme donne N— 2aa, deux se trouvent egaux

entre eux, de «orte que N—2aa=2pp-t-rr-t-ss, alors on aura

N={p-t-a)^-t-{p—a)^-t~rr-t-ss.

ExEMPLES. Soit propose le nombre iV=71 et soit

1. a=l, on aura 71 — 2=69=4-h4.-h36-*-25 doA Ton concluf 71=9-f-l-i-36-i-25.

2. Prenant a=2, on aura 71 — 8=63=9-+-9-+-9-»-36, el partanl 71= 36-*-9-+-l-i-25.

3. Soit a=3 et puisque 71 — 18=53=49-i-4-f-0-i-0, il sen suit 71= 49-+-4-t-9-*-9.

4. Soit a=4; puisque 71 — 32=39= 36-h1-i-1-»-1 , il y aura 71= 36-*-1h-25-h9.

5. Soit a=5; puisque 71 —50=21 =4-+-4-»-4h-9, donc 71=9-+-4-f-49-i-9.

A. m. T. I. p. 92. 9.3.

83.

(N. Fuss L)

Problema. Si omnes numeri minores quam N sint resolubiles in tres numeros trigonales, ipsum nume-

rum N etiam in tres trigonales resolvere.

SoLrxio. Sint cc^ y ei z radices numerorum trigonalium, quorum summa aequetur numero N, ita ut sit

-. 3505-*-« yy-*-y «-t-a

2 2^2
Jam consideretur numerus minor quicunque N— p, pro quo radices trigonalium sint a, h. c, ut sit

_ aa-4-a bb-t-b cc-i-c

Sumamus autem hic esse b=a-t-d; tum vero statuatur z=c, ita ut e&se debeat

a5a5H-a5 yy-f-j/ aa-t-o bb-*-b-2—^-^=7^ -*—2—^ P-

Fiat nunc x=a— n et y=b-t-n eritque

a;ar-#-ir=aa— (2n— l)a-H-n(n— 1) et j/i/-t-y= 66-H(2n-i-l)6-»-n(n-4-l),

quibus valoribus substitutis prodit

2p=2bn~^2anrt-2nn, sive p= {b— a)n-f-nn.

Cum igitur sit 6= a-»-rf ideoque b— a= d, erit p=rfn-f-nn. Hinc pro variis valoribus lilteranim rf et n Httera

p sequentes accipiet valores. Sit primo n= 1 erit p= d-t-i

existente n= 2 fiet p= 2rf-f-4

n=3 p= 3d-¥-9

n= 4 /)= 4rf-f-16

n= 5 p= 5rf-»-25.
'

M>-
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n= \:
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pROBLEMA. Si omnes numcri minores quam iV fuerint summae quatuor quadratorum, ipsum numenim iV

in quatuor quadrata resolvere. >itqt tviq i>i'»y

SoLUTio. Sint pro numero quocunque minore N—p quadratorum radices a, b, f, g, unde pro numero N
statuantur radices x, y et f, g, ac ponatur x=a-^a et y=h-¥-§, eritque ab hoc N—p subtraclo

p= 2aa-*-aa-*-26/5 -*-/?/?.

Jam sumatur a=—n et /3=-i-», ut fiat p=2n(6— a)-4-2nn; quare si fuerit i=a-+-rf, habebiturp=2 (m/-Hnn),

qui numerus duplo major cst quam casu praeccdente, pro numeris trigonalibus; undc eadem criteria locum ha-

bcbunt, quac ante, si modo numcrus p duplo major capiatur. Ita rcsolutio numeri N—p succedet

si pro numero N— 2 fuerit 6=a tum erit x=^a— 1, y=.b-i-\

N—k b=a-k-\ x=a—\, y=b-\-\

iV—

6

b=a-t-2

N—S b=a-t-3

b=a

N— 10 6=aH-4

etc etc.

x=a—\.
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SoLUTio. 6int pro numero quocunque minore, N— p, radices polygonalium a, b, f, g, h, i, k, etc. Tum

vero pro ip«o numero iV radices x, y, f, g, h, i, k, etc. Sit autem in genere x=^a-i-a, t/=6H-/?, et quia

radicis cc numerus polygonalis est

*
1 1

posito x= a~i~a, iste numerus polygonalis erit

1 111— (tt— 2) oa-f- (--T — 2) a« -i- -^
(tt— 2) cta — — (;r — 4.) a — -^

(;r— 4) a

,

unde si subtrahatur polygonalis ipsius a, remanet

1 1
(tt— 2) aa -H — (tt— 2) aa— -— (tt - 4) a

;

hinc ergo si N—p ab iV subtrahalur, relinquetur

(.Tr-2)aa-i-|-(7r— 2)aa— |-(;r— 4)aH-(7r-2)6/?-*--if7r-2)/?/?—^(;r— 4)^.

Sunuitur nunc a=— n et /?=-i-w fietque p=n{7V— 2) (6— a)-i-(7r— 2)nn; quamobrem si fuerit 6=a-f-rf, erit

p= n{7r — 2) d-h-{7r — 2) nn= {7V — 2) {nd -h nn)
,

ideoque 7^— 2 vicibus major quam pro numeris trigonalibus
;
quocirca criteria ita se habebunt:

Si pro numero N— {tt— 2) , fuerit b= a

iV-2(7r-2), 6= aH-i

iV_3(7r— 2), b= a-+-2

b= a-+'i
iV-4(7r-2j,

b= a

etc. etc.

Nisi ergo omnia haec criteria fallant, numerus N certe in tt numeros polygonales resolvi potest. Pro theoremate

igitur Fermatii demonstrando requiritur, ut demonstrelur, fieri omnino non posse, ut omnia plane haec cri-

teria simul failant.

ScHOLiON. Quemadmodum haec criteria deducta sunt ex consideratione binarum radicum x et y, cuin

binis datis a et 6 coUatarum, ita eliam simpliciora criteria exhiberi possunl, si unica radix x cum a compa<

retur, manente y= b. Tum igitur erit

1 1

p= {7r — 2)aa-^---{7t— 2)aa— -— (.t— 4)a;

quare si capiamus a= 0, fiet

1 i
p= -^{7v— 2)aa— -(;r— 4)a.

Quod si ergo pro numero unico JV

—

p occurrat unica radix = 0. resolutio etiam certe succedet. Quocirca dispi-

ciendum erit, num pro aliquo horum numerorum ipso iVminorum:

iV— 1, N^Tv, iV— (Stt- 3), iV— (67r— 8), iV— (IOtt- 15) etc.

inter ejus radices una occurrat =0 Quod si semel tantum evenerit, numerus iV certe resolutionem admittet.

Sin autem hoc criterium unquam succedat, tum demum superiora criteria examinari poterunt.

ScHOLiON. Talia criteria possunt etiam derivari ex comparalione ternarum radicum x, y, z, ponendo

x= a-4-a, y= b~\~^ et z=^c~¥-y, tum enim erit

1 1p= (n:— 2)(aa-i-6/?-f-cj')-*- — (7r— 2) (aa-i-/?|5-i-]7)— -- (7r— 4) (a-H /3--/),

unde si sumatur a-i-/?H-y= «imulque fuerit aa-i-6/?-Hcy= 0, obtinebitur

p= -^
(7r— 2) (aa -H /?/5 -H yy)

.
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Gum autem «it y=—a--^y erit aa-i-6/?— ca— c/?= 0, unde fit

0a -4-6/3 .

c= j- ; tum igi(ur erit p= {7i— 2) (aa-f-a/3-f-/?/?)

;

qnam ob rem, «i pro numero iV— j) inter ejus radices, quarum numerus est tt, tres repenantur a, b, c, ila

comparatae, ut sit c= -^y tum resolutio certe succedet. Sumatur ex. gr. a=n et /S=n, eritque c=^^t
sive a-+-b=2c, vel o= 2c— 6, ex qua condilione sequilur, numeros b, c, a esse in progressione arithmetica,

quia hinc fiet c— 6= o— c. Quare si pro numero iV—p= iV— 3nn (:/r— 2) inler ejus radices temae sint in

progressione arithmetica, numerus N semper erit resolubilis. Similique modo multitudo criteriorum pro lubitu

augeri poterit, quorum si unicum successerit, resolulio numeri iV locum habebit. Totum ergo negotium huc est

reduclum, ut demonstretur , nunquam fieri posse, ut omnia ista criteria simnl fallant. In quo negotio imprimis

erit perpendendum : in omnibus numeris minoribus N— p omnes plane combinationes radicum 0, 1, 2, 3, 4, 5, etc,

quarum quidem numeri polygonales sinuil sumti numerum N non superant, occurrere; unde demonstrandum

erit: fieri non posse, ut in omnibus his combinationibus omnia nostra criteria simul fallant. Tum vero etiam

hoc erit perpendendum, in numeris minoribus pro N assumtis resolutionem semper locum habere, ita, ut de-

monstratio tantum pro majoribus numeris sit suscipienda; ubi non solum numerus criteriorum major evadet,

sed etiam numerus omnium combinalionum. Quodsi enim nostra criteria unquam fallerent, id maxime metuen-

dum foret in numeris minoribus.

Aliud tentamen in theorema Fermatianum inquirendi.

Sit series numeronim polygonalium 0, 1, A, B, C, D, etc, ac posito numero laterum =h-i-2, cril

^= n-4-2, 5= 3n-i-3, C=6n-i-4, Z)= lOn-f-5, £= 15nH-6, F=2ln-t-7, G= 28n-i-8, etc.

et in genere pro radice x numerus polygonalis

= — nxx— — (n— 2) ar.

Quibus positis videamus, quot numeris hujus seriei opus sit ad singulos numeros producendos. Ac primo quidem

ab 1 usque ad A quilibet numerus iV, minor quam A, componitur ex N unitatibus, unde pro numeris ab 1

ad A ad summum opus est A. Nunc ad intervallum ab ^ ad 5 progrediamur, et quia ^-f-1 constat ex duo-

bus, A-h-2 ex tribus, A-^3 ex quatuor, usque ad A-t-n~^-t qui est primus qui postulaL n-*-2 partes, prae-

cedentes vero omnes ex paucioribus constant; est vero .4-i-n-i-l =2n-t-3, unde videtur sequentem numerum

2n-i-4 requirere n-i-3, quia autem est 2n-i~h-=2A, hic numerus lantum duos postulat; sequens igitur 2n-i-5

postulat 3, 2n-H6 postulat 4, 2n-i-7 postulat 5 etc. et 2A-h-n postulat »h-2. Est vero 2^H-n=3n-»-4 ; at

vero hic numerus est 5-1-1, ideoque tantum postulat duos; unde patet usque ad B unicum esse numerum sci-

licet 2n-i-3, qui n-i-2 parles postulat, omnes reliqui pauciores. Nunc a 5 ad 6^ progrediamur, ac manifestnm est.

hinc omnes numeros minores quam 5-i-2n-i-3 ad summum requirere n-i-2, numerus autem 5-i-2n-f-3=5nH-6

videtur n-4-3 partes requirere; est vero 5n-i-6=: 3^4-1-2n= 4.4-i-n— 2, ubi h-A constat quatuor partibus et

n — 2 ex n— 2 partibus, unde ipse numerus 4^-i-n— 2 constat ex n-i-2. Venim hic excipiendus est casus.

ubi n<[2, quia n<^2 foret negativum: hoc autem casu numerus noster 5-i-2n-4-3 fiet =C— n-i-2, unde casu

n=l erit C-t-i, ideoque duabus tantum constat partibus. Casu autem n=2 fit 5n-i-6=C, ideoque ipse est

numerus polygonalis; reliquis vero casibus, ubi n>2, iste numerus 5n-i-6 secundus est, qui n-i-2 partes

postulat, dum minores omnes praetcr 2n-i-3 paucioribus constant. Sequens autem numerus 5n-i-7=2i4-i-5,

ideoque tribus tantum constat parlibus. Hunc sequens, 5n-i-8, constabit quatuor, ac tandem 5n-i-7-i-n—

1

constabit ex n-i-2; est vero 5n-i-7-i-n— l=C-i-2, ideoque constat tantum tribus. Nunc a C ad Z> progre-

diamur usque, ubi primum occurrit C-i-2n-H3, qui dubius videri polest. Est vero

C-H2n-f-3= 8n-i-7= 2j»-+-2n-i- 1 = 2J5-f-.l-f n— 1

,
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quarum partium numerus est n-i-2, qui ergo est tertius numerus n-i-2 partes postulans. Quia deinde ab

2n-H3 usque ad 5n-+-6 omnes numeri postulant partes pauciores quam n-»-2, numerus sequens dubius erit

^_#_5n-H6= lln-i-10, qui autem jam superat D et ad sequens intervallum pertinet. Simili modo progredientes

a D versus E, ubi primum numerum dubium reperimus Z)-H2n-i-3= 12n-+-8= 2C, qui ergo duabus tantum

constat partibus, unde ulterius progredi licet, usque ad 2C~t-n, qui constabit ex n-H2. Sequens est

2C-Hn-i-l = 13n-4-9,

qui videtur n-i-3 partes requirere: est vero 13n-i-9=Z)-t-5-i-l, qui ergo in tres partes resolvitur. Hinc pro-

grediemur usque ad 14n-i-9= 2C-*-2n-i-l =2C-i-yl-f-n— 1, sicque partium numerus reducitur ad n-i-2,

sequens vero numerus 4n-f-10=:Z)-i-4n-i-5= Z)-i--B-i-^ sicque tribus constat partibus, unde progredi licel

usque ad 14n+-10-f-n— 1 = 15n-t-9 quod jam superat .' '.
. .

•)t) iU , fi:

A. m. T. I. p. 336 - «40.

"**'

(Lexell.)

Demonstratto sequens ardua Vtro Celeb. la Urange aeoetur:

Si fuerit Aa=pp~i~qq-i~rr-t^ss, ubi sumere licet pp-t-qq, ut cum a communem non habeat divisorem.

Ponatur pp~i~qq= t et rr~t~ss= u, ut sit Aa= t~i~u, et per t multiplicando Aat=^tt~t-tu. Cumv nunc sit

tu=:(^p-t~qq) {rr-i-ss), erit summa duorum quadratorum; ergo ponatur =.xx-\~yy, eritque x= prd=.qs et

y=pszfiqr, i(a ut sit Aal= tf-i-xx-i-yy. Jam quaerantur numeri a, /?, y, d, ut fiat,7cri9aiti{<

X= 1a-t~ay et y=^t^3-\-ad, '

1
quod cum infinitis modis iieri possit, casu simplicissimo a et /? capere licebit minores quam — a, eritque

Aat= tl (1 -i-acc -!-/?/?) -i- 2al [ay-\~pd) ~i-aa [yy-\~dd).

Debet ergo primum membrum 1-i-aa-H/?/? factorem habere a, quia autem t ad a est primus, neccsse est, ut

l-Haa-i-/?/5 divisibile sit per a; ponatur ergo \-^aa-\~8l3= aa , ita ut nunc habeamus

At= a'it~i-2t [ay -t- (38) -\-a [yy-i-88)

,

quae per a multiplicata fit Aa t= a a U-i-2a t [ay -t- (38) -t- aa [yy-\-S8),

formula per t divisibilis. In ultimo membro loco aa restituatur 1-i-aa-i-/?/?, ut habeamus

t H~ «i: nrim «^^

^^'^_ f^'a'tt-i~2a l [ay-i-(38) -h- [aa-\~p§) [yy~i-88) -\-yy-i-8S,

cujus formulae ad dextram ,lria priora membra manifeslo reducuntur ad

ila ut nunc habeamus Aa t= [a t-\-ay-i~^8)'-\-[f3y— a5)^-f-)/j/-f-55.

Supra autem vidimus yy~\~S8 per t esse divisibile, unde etiam summam duorum priorum quadratorum

..„«?, i^-i *iirtttf»iqi-»XM ml aiuij («'^ -H ay -f- (3S)^-\- {(3y-aS)^

per / divisibilem esse oporlet, ita ut uterque quotus fiat summa duorum quadratorum, quare si faciamus

(a7-t-av-f-/35)2-+-(/3v — «5)2 , , , , yy-^-SS
i —f—^ ^ L.z=pp-\-qq et =r r -\-s s

habebimus Aa =:p p -^q q-i-r r -i-s s scilicet summae quatuor quadratorum. Hic vero imprimis notandum

est fore a'<^a. Gum enim sit a'= —, ac ut vidimus

,<\b«'>. «^1« et /?<i-a, erit 1 -f- «a +- ^/3 < 1 -+ i oa,

/11. /1
unde sequitur fore a <-g-«H , ideoque certe minor quam a, vel a <— a-t-1. Consequenter si productum
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Aa fuerit summa quatuor quadralorum, eliam hoc minus productum Aa erit talis summa, hocque modo con-

tinuo ad minora hujusmodi producla Aa ^ Aa ' etc. progredi licot, sicque tandem necessario pervenietur ad pro-

ductum ^.1, ideoque A summa quatuor quadratorum. Quae est demonslratio insignis illius et demonstratu dif-

ficillimi theoremalis, quod si quispiara numerus A fuerit divisor summae quafuor quadratorum, quae quidem

inter se factorem non habeant communem, tum ipsum numerum A forc quoque summam quatuor quadratorum,

seu, quod eodem redit, summam qualuor quadratorum alios non admittcre divisores nisi qui ipsi sint summae

quatuor quadratorum.

{KrafH.)

Ejusdem iheorematis demonsiratio mea [scil. Euleri).

Lemma I. Si iV et n fuerint numeri inler se primi, tum quicunque numerus A ita potest repraesentari,

ut sit A= Nx-i-ny, et quia hoc infinitis modis fieri potest, dabitur casus, quo x^C^wf^- Sit enim

A= Nf-^ng , erit etiam A= N{f— Xn) -i-n [g-\-XN) ,

unde, quantumvis magnus fuerit numerus f, ita accipere licebit A, ut fiat f
— Xn<Cn; lum vero si f etiamnunc

1 1
fuerit ]>>— n, tum f— n cerle minus erit, quam -^-n: hic enim ipsi numeri spectantur, et perinde est, sive

sint positivi, sive negativi.

Lemma IL Produclum ex binis numeris, quorum uterque est summa quatuor quadratorum, in quatuor

quadrala resolvere.

Sit hujusmodi productum (a*-+-fc''-t-c*-4-rf'^) (a*-f-/3^-»-}'^-+- 5*),

ac sumatur A=-\-aa~^h^-\-cy-\-dd, B= -+-a^— ha— c8-^dY

C= -t-aY~t~bd— ca— rf/?, D= -i-ad— by-\-c8 — da,

quorum quadrata si invicem addantur, omnia duplicia producta ex binis se mutuo tollent, et quodvis quadratum

latinarum literarum multiplicatur per omnia quadrata litterarum graecarum, atque hinc manifesto fiet

(a^-H 6^-4- c^-H d-"] [a^-h- /3^^ f-i~ 5=^)= A^-^ B^-i-C-^ D\

Theorema. Si numerus primus iV fuerit divisor summac quatuor quadratorum P^^-t- Q--^ R'-i- S^, him

ille ipse numerus N erit summa quatuor quadratorum.

Demonstratio. Quantumvis magni fuerint numeri P, Q, R, S, eos semper deprimere licebit infra -q N;

nam si loco P scribatur P— XN, summa illa etiamnunc erit j>er N divisibilis; quod etiam de reliquis l^, /f et 5

valet, sicque singulae radices infra iV deprimentur, ac si P adhuc majus fuerit quam -^N, ejus loco scribatur

N— P, quod certo erit minus quam -^ N Sit ergo p^^q^-^r^^-t-s^ ista quatuor quadratorum summa per N
1

divisibilis, ita, ut singulae radices minores sint quam -n-^? 3C denotet n quotum resultantem, ut sit

Nn= p'^ -1- q^~*- r"^ -i- s^

et haec summa minor erit quam N^, sicque certo erit n<^N Jam sequenti modo istae quatuor radices ex-

hibeantur secundum lemma L

p= Na-i-na, q= Nb-k-n§, r= Nc-ir-ny, s= Nd-i-nd,

ubi litteras a, b, c, d ita assumere licebit, ut sint minores quam ^n, sive hoc fiat negative, sive positive. His

jam valoribus substitutis habebimus

Nn= N^ (a^-»- i^-n c^n- d^) -h 2Nn (aa -h 6/3 +- c/ -4- dd) -+- n* (a'-+- ,5»h- y*-i- 5*)

,

ubi notetur esse, per lemma II, aa-*-b^-t-cy-\-dd= A. Duo posteriora membra sponte sunt divisibilia per n

;

ergo necesse est, ut etiam primum per n sit divisibile. At iV* dividi nequit per n, ergo necesse e.st, ut

a*-H6^-*-c*-i-rf^ sit per n divisibile. Ponatur ergo
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a'^-+-6*-4-c*-i-d*=nn', et quia «-<— n, b<C.— ti, c<C-^n, rf < — n,

erit summa a^-i-b^--^c'^-h'd^<^n^, ideoque nn'<^n-, ergo n<:^n,

iiisi forte sit n=i. Divisa ergo per n illa aequatione, prodit

iV=Wh- 2iV^ -t- n (a^-f- l^^H- y^H- 5-^)

,

quae per n muUiplicelur, ut habeamus

Nn = iV^ n'*-H 2 iVn A -+- nn («2-+- ^» -4- f -^- 5^)

;

quia autem nn =«'-+- J^-f-c*-*- rf^ ultimum illud membrum abit ,in

(„2^ 62-4- c^-H rf2^ (a2-H /J^^-H y^-H d^)= ^^-1- B'-^ C^-h- D^

per lemma II; consequenler

Nn'= N^n^-+- 2NnA-t- A^-t- B^-^ C^-+- D^= (iVn'-4- A)''-^ B^-^ C^-t- D\

Sicque formula Nn etiam erit summa quatuor quadratorum, existente n'<:^n. Eodem modo pervenire licebit

ad formas ulteriores Nn', Nn'" elc. ita, ut sit n"<C,n, n"<^n" etc. sicque tandem perveniri necesse est ad

formam 2V. 1, quae ergo etiam est summa quatuor quadratorum. Q. E. D.

Hinc etiam sequens Theorema facilius demonstrari potest, quam hactenus est factura:

Summa duorum quadratorum inter se primorum alios non admittit divisores, nisi qui ipsi sint summae

duorum quadratorum.

Lemua. Productum ex duabus summis duorum quadratorum ipsum in duo quadrata resolvere.

Sit productum (a^-*-6^) (a^-f-/?^), et sumtis ^= aa -1-6/3 et B= a§— ba, erit

(a*-+- 6*) (a^-i-. /?2) = A^-t- JJ^

Si nunc iV fuerit divisor formae p'h-?^ posito quoto =n, habetur Nn^p^^-t-q^. Nunc igitur p et ^ ita ex-

hibeanlur, ut sit p= iVa-f-na et q= Nb-t-n(3, ita, ut a et 6 sint minores quam — n; hincque a'--t-fc'<^— n^,

quo substituto fit

Nn= iV*(a2-H b^) -H 2iVn {ao^ -h- bp) -f- n^ (a^H- /?^)

,

quae cum per n divisibilis es&e. debeat, statuatur a^-¥-b^=nn, et diviso per n erit

iV= iV^n'^ 2iV4 -H- n (a^-f- /?*).

Multiplicetur per n, erit

Nn'= iV*n'*-f- 2iVn'^ -f- nn (a''-f- ^^)

at nn (a--f- /?2) = A^-i~ B^, ergo

Nn'= iV^n'2-f- 2iVn'^ -f-^2_^ ^2_ (;Vn'H- ^)*-*- B^,

/1 . .

sicque Nn' est eliam summa duorum quadratorum, ubi n <:^-^n. Hocque modo ullenus progrediendo mox per-

venietur ad iV.l. Consequenter N certo erit summa duorum quadratorum.

Alia demonstralio simplicior ejusdem theorematis.

Si numerus quicunque N fuerit divisor summae quatuor quadratorum P^ -^-
Q''-

-t- R^ -h- S"^
,

quae singula

seorsim per eum non sint divisibilia, ille ipse numerus quoque erit summa quatuor quadratorum.

Demonstratio. I. Illa quadrata semper ad alia reduci possunt minora quam -j-iV^- Ponatur enim

P= mzizp, Q^^l&Nz+zq, /?= eiV^r, S=5)iV:+:s,

ubi literae 51, 53, d, S ita assumi possunt, ut numeri p, q, r, s infra semissem numeri iV deprimantur, quibus

substitutis evidens est, formulam p^-f-^f^-f-r' -*-«*, quae utique minor erit quam N^, divisibilem fore per N
et quolum fore minorem quam N.

II. Sit ergo iste quotus =n, ut sit iVn^p^-f-^r^-i-r^^-Hs^, et ratione hujus numeri n radices istorum

quadralorum ila exhiberi poterunt

^= a-i-an, ^= 6-f-j3ti, r^c-i-Yn et s= rf-f-5n,
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ubi 6\ pro ^, 6, c et rf etiam valores negalivi adtnittantur, hos numeros itidem infra — ti deprimere licebit,

ut sit a*-+-6«-4-c'-f-rf'<n*.

III. His autem valoribus substitntis fiet

Nn r= 0^-1- 6* -4- c*H- rf*-*- 2n (aa -I- 6|5 -- cy -- rf«5) -- n' (a»-H ^*-*- y'-i- 5*),

quae formula per lemma praemissum abit in hanc

Nn= a^-i- 6=^-1- c^-f- d^-~+~2nA h- n^^a*-^ ^^-f- j/2_,_ 52^^

quae cum sit divisibilis per n et bina posteriora membra jam in se sint per n divisibilia, necesse est, ut etiam

pars prima a'-H6*-Hc^H-d* factorem habeat n.. Quare ponatur a^-t-b^^-^-c^-t-d^^nn et dividendo per n

habebimus N= n'-H2A -h n (a*-i- /?^-f- y^-H d')

IV. Multiplicemus nunc in n, et in postremo membro loco nn' substituamus valorem a^-i-fc^-f-c^^-f-rf'^,

ut prodeat iVn'=n'V2n'^-f-(a2-f-5'-f-c*-f-(r*)(a*-f-/?«-«-y*-f- 5^).

At per lemma praemissum hoc postremum membrum transformatur in A^ -t- B- -+- C^-^ D"^ , ita, ut nunc ha-

beamus iVn'=n' -f-2n'^ -f-il^-t-.B^-f-C^-l-Z)'^,

sive iVn'= (n'-f-yl)*-f-jB*-f- C*-*- Z>*= summac quatuor quadratonim.

V. Cura autem sit nn'=a*-i-6^-f- c^-f-d*<:^n*, utique erit n <:^n. Quemadmodum igitur ex forma Nn,

quae erat summa quatuor quadratorum, pervenimus ad hanc minorem Nn, etiam aequalem summae quatuor

quadralorum ; ita uUerius pervenire licebit ad formulas Nn , Nn"' etc. itidem quatuor quadratis aequales, ila,

ut numeri n, n , n'", etc. continuo diminuantur. Tandem ergo haec diminutio usque ad unitatem deducetur;

ita, ut tum futurum sit iV. 1, hoc est ipse numerus propositus iVaequalis summae quatuor quadratorum. Q. E. D.

CoROLLARiUM 1. Hacc adeo demonstratio locum habet, etiamsi iV non fuerit numerus primus; dummodo

ergo numerus quicunque N fuerit factor vel divisor summae cujuspiam qualuor quadratorum, tum certe is ipse

numerus quoque erit summa quatuor quadratorum.

CoROLLARiuM 2. Quodsi ergo demonstrari posset, proposito quocunque numero iV, semper exhiberi po.sse

summam quatuor quadratorum per eum divisibilem, tum utique completa haberetur demonstratio theorematis

ilUus Fermatiani, quod omnis numerus sit summa quatuor quadratorum, vel etiam pauciorum.

Theorema. Proposito quocunque numero primo iV, semper exhiberi possunt quatuor quadrata, singula

1
mmora quam -r-iV^, quorum summa per illum numerum sit divisibilis.

Demonstratio. I. Ratione numeri propositi N omnes plane numeri in aliqua sequentium formularum

erunt contenti XN, AiV-H 1 , AiV-H.2 , ;iiV-f- 3 , AiV-f- 4

,

AiV-h- [N— 1)

,

quarum numerus esl =^N. Singulae autem hae formae non omnes continent numeros quadratos; dantur scilicet

inter illas ejusmodi formulae, quae numeros quadratos involvunt, reliquae vero quadrata prorsus excludunt.

Seposita enim prima forma XN, quae ipsa multipla numeri N continet, reliquarum primae AiV-f- 1 et ultimae

XN-\- N— 1 , vel (A -f- 1 ) N— 1 quadrata in eadem formula continebuntur, nempe XN-\- I . Eodem modo q\ia-

drata secundae et penultimae formulae continentur in formula AiV-f- 4. Simili modo quadrata tertiae et ante-

periultimae continebuntur in formula AiV-f-9, quarum formularum multitudo est -^(iV— 1), quae scilicet in se

complectuntur quadrata. Reliquae formulae omnes ab his diversae quadiata penitus excludunt, quarum nu-

merus itidem est -q- (iV— 1)

II. Sint formulae illae quadrata admittentes: AiV-f-a, AiV-f-ft, XN-k-c, XN-\^d, etc, quarum numerus est

g- (iV— 1) et modo vidimus, inter hos numeros a, h, c, d, etc. reperiri quadratos 1, 4, 9, 16, etc. quamdiu

scilicet sunt minores, quam N. Majorum enim residua ex divisione per N relicta sumuntur. Formulae autem

quadrata penitus excludentes sint: AiV-f-a, AiV-f-/?, XN-k-y, XN-*-d, etc, quurum numerus itidem est
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lU. Facile aulem demonslrari potest, binas formulas prioris classis in se rauitiplicatas etiamnunc ad prio-

rem classem pertinere, scilicet cum prior classis contineat formas a, b, c, d, etiam continebit producta ex binis

vel quotcunque horum numerorum. Scilicet producta ex binis numeris prioris classis etiam in priore classe

occurrent, cujusmodi sunt aa, bb, cc, etc. Tum vero productum ex numero prioris classis in numerura poste-

rioris classis eadet in classera posteriorera. Denique productura ex binis nuraeris posterioris classis etiara cadet

in classem priorem.

IV. Jara si in priraa classe occurreret forraula XN—a, sive quod eodera redit, XN-t-N— a, darentur qua-

drata formae XN-i-a et XN—a, quorura ergo sumraa foret per N divisibilis. Quare si quis neget, dari suramara

quatuor quadratorum per iV divisibilera , raulto magis negare debebit, dari adeo suramara duorura quadratorum

divisibilem. "n&lar ^

V. Quo igilur nostrum theorema demonstreraus , sumamus tantisper, non dari suraraara quatuor vel pau-

ciorum quadratorum, quae non esset divisibilis per numerura propositiira N, atque ostenderaus hinc maxiraa

absurda esse seciitura.

VI. Ista igitur opinione quasi adoptata, quia nuraerus — a vel N— a in priore classe non occurrit, certe

occurret in posteriore classe inter numeros a, /?, y, d; ergo inter nuraeros a, /?, y, d occurrent nuraeri — a,

^l^ __c, —d, ideoque etiam negativa quadrata — 1, — k, —9, — 16.

efi VII. Eodera modo ostendi potest, numerum — a — h certe non in priori classe contineri; si enim ibi con-

tineretur, darentur tres numeri quadrati formarura XN~+-a, XN-t-b et XN— a— b, quorura sumraa esset per N
divisibUis; quod cura hypothesi repugnet, hic nuraerus — a — b in posteriori classe reperiatur necesse est.

VIII. Quia aulem in posteriori classe reperitur — 1, productura ex — 1 in — a — b, id est -^a-i-b in

prima classe continetur; sicque in priori classe jam occurrerent numeri 1, 2, h-, 5, 8, 9, 10, 1."?; eorundem

aulem negativa occurrent in classe posteriori.

IX. , Cum ergo forraulae XN-i-l et XN-t-2 sint prioris classis, ibidem non continebitur forraula XN— 3,

quia alioquin habereraus tria quadrata harura formularum, quorura surama foret per N divisibilis. Quia ergo

— 3 non in priori classe continetur, continebitur in posteriori; ejus vero productum in — 1, hoc est -4-3, con-

tinebitur in priori.

X. Sit autem generalius f numerus quicimque primae classis, atque dico, in priori classe formulam

XN—f—\ non contineri, quia darenlur tria quadrata, scilicet XN-v-\ , XN-t-f, et XN—\ — f, quofum summa

forel divisibilis per N; unde numerus —
f— 1 in classe posteriori reperiatur necesse est; ejus vero negativum

-i-f-r|-l in priorera classera cadet.

XI. Adraissa ergo illa hjpothesi, si forraula quaecunque XN-t-f in prima classe contineatur, ibidem quoque

occurret formula AiV-t-f-i-1; quocirca in prima classe occurrerent omnes istae formulae: ouieMia

XN-^1, XN-t-2, AiVH-3, AiV-f-4, etc.
'

'"
'

hoc est omnes plane forraulae forent prioris classis, simul vero in classera posleriorera ingrederentur omnes istae

forraulae: ''' «<'''i»'"' XN-i, XN—2, XN-3, AiV— 4, etc. . ,j. ,n'>M?. Hf

hoc est omnes pldne formulae tam in priore quam in posteriore classe occurrerent. Quare cum ante sit osfen-

sum, in priore classe tantura occurrere -^(iV

—

A) formulas et totidem in posteriore, absurdum est manifestum,

quod inde ortum est, quod falso supposuimus, non dari sumraara triura quadratorum per iV divisibilem
;
quara-

6brem verum erit, dari summas trium quadratorum per N divisibiles. Multo magis ergo dantur sumraae qua-

luor quadratorum per N divisibiles. Q. E. D.

'" CoROLLARiuM. Cum crgo
,

proposito numero primo quocunque N, dentur sunnnae non solum quatuor

«ed etiam trium quadratorum per illum divisibiles, ipse ille numerus A'' erit quoque summa qualuor quadra-

lorum, ve) et pauciorum, et «um producta ex binis vel pluribus numeris, quorum singuli sunt summae quatuor
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quadratorum, sint etiam «ummac quatuor quadratorum, jam rigoroMssime demonslratum est. pmnes plane nu-

merofi esse summas quatuor quadratorura.
j,.,,;j ,„.,f,,.., „j ,,,,7 , .., ,

Obseryatio siifGULARis. Cum productnm ex binis numeris, quorum uterque est summa duorum qua-

dratorum, etiam sit summa duorum quadratorum, tum vero etiam productum ex duobus numeris, quorum

uterque est summa quatuor quadratorum, quoque sit summa quatuor quadratorum. Hinc concludendum videtur,

idem etiam de summis trium quadratorum valere, quod autcm longe secus se habet, neque etiam eo modo, quo

in lemmate superiore sumus usi, talis forma (a^^-i-fc^-f-c^) (a*-i- /?*-+- y'') ad tria quadrata revocari potest. Fieri

enim saepe potest, ut productum e\ binis summis trium quadratorum non in pauciora quam quatuor quadrata

resolvi possit, veluti 3=1-4-1-1-1 et 21 p= 1 -t- 4-1-16; horum tamen productum 63 nullo modo in pauciora

quam quatuor quadrata potest resolvi, quandoquidem est numerus formae 8n— 1 sive 8n-i-7.

A. m.T.Lp. 177-186.

35.

(iV. Fust 1.)

Theorema. Nulli numeri in sequentibus formulis contenti in duos numeros trigonales resolvi possunt:

I. 9n-f- 5, 8 ' "•'""• """>i'U"MM fM..:uH

II. Wn-H 5, 19, 26, 33, 40, 47
/^- ^* mjBmJq n> xfi

III. 81n-*-47, 74 ^trt.itao-,

IV. I21n-f- 8, 19, 41, 52, 63, 74, ^5, 96, 107, 118 Y-

V. 361n-4-14, 33, 52, 71, 109, 128, 147, 166, 185, 204,^ 223, 242, 261, 280, 299, 318, 337, 356.

Specimen Demonstratigni^ pro formula 49n-»-19:

Sit 49n-+-19=

—

1 ^— , erit multiplicando per 8 . ^^ _ »o

392n -I- 152= 4aa -- 4« -I- 4fcft -f- U,

ergo 392n-f- 154= (2a-f- 1)^-1- (26-1-1)*, ideoque summa duorum quadratorum. At numerus 392n-f-154

factorem habet 7, ideoque duorum quadratorum summa esse nequit. *"* "*i'JH ^^-^

Problema. Numeros in hac forma contentos xx-+~7 in quatuor quadrata resolvere.

SoLUTio. Formula a;j?-f-7 transformatur in has:

(a;— l)2-f-2a;-f-6, vel {x— 2f-^k-x~^Z, vel (ar— 3)*-f-&r-2, vel (ar--4)*-f-8a?--9;^jj^^
^^^^

vel in genere [x— n)^-+-2nx— nn-f-7,

unde si 2na;—nn-*-7 in tria vel pauciora quadrata resolvi potest, quaesito satisfiet. Plerumque statim una harum

formularum priorum nesotium conficit. Verum danlur etiam casus, quibus longe progredi oportet. Veluti si x

fiieril,75vUSi|ti^..^d,;»^=^lJipr9gredi oportet, tum enim fier^,^
., ;; ,,,,;,.^,:».,„, 7 -'T .\ , ^ ««1,0-! ni immrU

.MoiliiI.«. jiU,,ft«,q jftaidJu-v).! l^^;-*T7T^^*-*rl^50-.121 -f-7 = 64*-f- 1536.
,^ ^,^^.^ ^„^j„p

Est vero 1536= 16.96=16*6, at 6=?4f-l-i-l,

unde quatnor quadrata emnt 64*-h 16*-i- ^^''-f- 16*.

Aliud exemplum multo nolabilius est, quo «= 181; tum enim formulae «upra datae frustra tentantur, donec -

perveniatur ad n = 53, tum autem fiet

I81*-f- 7= 128* -I- 19186— 2802= 128*h- 16384= 128' -f- 128*. M.pJhA

Sicque hic numerus ad duo quadrata est reductus, neque ullo alio modo vel in trfa, vel in plura adhuc qua-^

drata resolvi potest. „,, .:, ..., .,„^v„|

Hac occasione sequens Iheorema omnem attentionem meretur.

Theorema. Omnis potestas binarii 2" seraper csl numerus in hac formula contentus: xx-*~lyy.

L. E u 1« r i Op. poathuiua. T. I- 26
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"" Demonstbatio. Sumto emm a;==^ el y=^ prodit ^a7-i-7yy==2. Nofttm autem est omnes pole^

fftates formulae xx-^lyy in eJidem formula contineri, quandoquidem est '•'•'•">'•!

'^ -' ' ''"'
' • (aa-i-7W)(cc-H7rfrf)= (ac=b76rf)'H-7(arfi^'fe)*.

muioirp .HT^mmt jiodoii{t * . - iiiir^on- i ii

Hinc iffitur per factores imaginarios jerit . J > .

.

"=•
.

'^
"

;'|) !o.''. !>oup ^fninolKi!)»;.: ;» eriiim.'

-, lH_7 lH->/-7 l-y-7 n« /t.-f-'/-7\" /1-y-7\"
o»p..i,. 2=V=Lr__!.____I, entergo 2^'= (^-.-^) . (—^) .

A^V?^\ . aut^W ,

.

,."!^;^m. ,Jfitp^tate«. s^sqii^nti modo progrediuntur

.•sninir.fi i\'. ..fii>i(! nflrm £< OTMj-)obmq' nflf'— .S-Hy— 7 /\-^V—l^ ..<. »i

vf» "Tia 1— »i8 'jenni ^ \ 2 / ^ uuiup
_5-t/-7 l-f-y-7Y

2 ~^ 2 y

.i>i

|_3T/_7 =(-^=-0*
2

'
, etc. etc.

lm»«. ?«a »ool'

Harum formularum ambae partes seriem recurrentem constituunt, cujus scala relationis est 1, —2, unde si

ex. gr. ponatur
"*" ~ = A, et quia omnes hae formulae per 2 diitriduntur, islae formulae sequenti modo

continuantur:

2A= i-\-V-l
, ,

2^8=-31-3V-7
^Zt XfX »nm 2^*=-3-hV-7.,^ -.. 2^«=:-5-17V-7

^A^^-^—V-l ^^^•'^S^-ll V— 7

2A^=l-3V-7 2A"=67-h23V-7
2^^=ll-V-7 2^^^^= — 47 H- i5 V— 7

2-4«= 9 -4- 5 V— 7 2yli3= — 181 — V— 7

U\ I ^V^T 'rr.njHM 2^7_,__|3_^7y__7 gtc.
y

Cum igitur sit

ergo 2'^=18Ph-7.

Ratio autem scalae relationis in hoc sita est, quod si ponalur

oujv uiUiia 'uif.
*— 2

''f
«Wm -^ 2 — 2

et sumlis quadratis erit zz=zz— 2, unde nascilur scala relationis 1, —2, In superiori pro^essione, ubi omne«

termini in forma a-i-fcV— 7 continentur, ii casus maxime sunt notatu digni, iquibus h est vel -+-1, vel — 1,

quibus casibus pars rationalis fit maxima. Hincque sequens problema omninO peculiarem postulat solutionem.

Prorlema. Cum sit uli vidimus ( )
= > investigare eos exponentes n, pro quibus fit

b=dt.\y id quod fieri observavimus casibus n= l, 2, 3, 5, 13. Qiiaeranlur igilur casus sequentes.

SoLUTio. Cum esse debeat b= ±\, reducalur formula ad hanc formam p(cos9)-i-V— l.sinyi)

erilque ,s, , .

pcos9)=— et j)sin93=— V7, unde fit tang9D=V7, hincque antp—V— et cos9=V g-, sicque erit,^==y5jj

Invento igitiir angnlo 9, ut «it tang.9)= V7 erit primo
'

\-^~y — 7 1 , /1-H"/ 7\" 'i j

vwt 4 t'— .ir^; V2(cos9PH-V— l.siny) ideoque i ) =2 (cosny-HV- Usini
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Quaestio igitur huc redit, ut membrum imaginarium fiat quam minimum, id quod evenit, quando angulus n<p

quam minime differt ab ;r, vel 2;r, vel etc. vel i7r. Qnod si ergo statnamus na)= »;r erit —= — > quamob-

rem quaerantur fracliones proxime aequales ipsi — > earumque numeratores dabunl valores pro n. Gam igitur cit

9

tang 93 = V7 erit / . tang y= 0,i225490, unde <p= 69° 17' 43"= ^WiGS".

At vero ;r= 180°= 6i8000", unde -=|^= "
•

7 249463 »

Evolvatur ergo haec fractio per continuara divisionem, eruntque quotientes 2, 1, 1, 2, 16, 7. Ex his quotis

formentur sequentes fractiones »...,,»....... ..» , . ., ,n

j_
2 _3 5^ 13 213

a^.,uiu^i.^ ai... ...mu>

• 0;N »_;_4
' 1 ' -2 ' 5'' 82' -;

.

o-f-

ex quarum numeratoribus statim patet, quaesito satisfieri casibus 1, 2, 3, 5, 13, unde tnto afQrmare licet idein

evenire casu n= 213- Consideremus casum n= 13, eritque '
' '*

139= 900° 50' 19"= 180° 50' 19''.

Nunc vero est
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-<]om»M:jl..2. 3. 4. 5. 6

jiaiiiJi^L 3 6. 10. 15. 21

i. 4. 10. 20. 35. 56

1. 5. 15. 35. 70

«it<

.mmmmm mmv{*

1. 3. 5. 7. 9

1. 4^. 9. 16. 25

1. 5. U. 30. 55

1. 6. 20. 50. 105

jfinjRfT»! mf»-i'Iffi«i:
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III. Si «= 23, «umatur ar=156« et y;=133*, erit a;y (a?*—yy)=23. 156*. 133*. 289. 42025.

IV. Ut a= *l, capialur ae= 21» et y= 20*, erit ary (apo?— yy) =*1. 21». 20* 29»,

V. Ut fiat a= 31 , sumatur a;= 40* et y= 9*, fit enim

^ - a?y(a;a;— yy)= 31. 9*. 40*. 7*. 41». ^*^

VI. In genere si capiatur x= \pnqq et y=ivp — qq]^, tiel , • ., ." ^^ ^^ ^^' iiiiiiiini»» fi)i V )'j «) fa. Iuifty». iiotjp

Unde si sit 2pq-i-pp— qq= aa, fit a= 2p7— pp-^qq, al illa formula 2pq-\-pp— qq fit quadratum «umendo

' Vn. Deinde vero si «umatur -r= (^pp+ ^^)* et y =^ {2pp- qq)\ fiet
''*'** '**" ,AA^= Wt^-i~)V> »i»

iFy(a?a;— yy)=8jip.9^(8p*-t-29*) n=(4p*-H7*)D

Utlde tit *- an= kp*-\-q*={2pp-^2pq-\-qq){2pp— 2pq-\-qq).
' '

iT j . /. •» rt rt . • ^ f^ . .1. . .- !> 5'> »^^» — rt -- ". i'l»ii'jitiii'i

Unde si luent 2pp -4- 2p9 -4- 97= C » lunc ent a= 2pp—2pq-\-qq. At lUud evenit

fii j)= 2r« et q= rr— ss— 2rs, unde fil a=pp~t-{p— qf.

VIII. Ex casu VII, fii p= 5 et q= T, capialur a;= 99* et y=l, erit a= 29 et a?y(a-ar—yy)=2dn;

vel s\ capiatur a;= 29.l3* et y= 70» '«n—
uiHit .JirmiiiiM.» .iiji».» »mi'.''».^ UiWMt: ulidii! j^^ p,^ j^ j^ p^ <^\\ 22^

39.

{Lexell.)

Problema. Invenire nnmeros a?, y, z, ut fiat axx-^3yy= yzz, siquidem cognitus fuerit casus

(•*r»i| ••|jyit>is>4li lo.im'»» tni( <^lf •+• ^99 =yhh. i«03tfT

SoLUTio. Statuatur axx-t- ^yy = {aff-t- ^gg) {app-i- ^qq)^, tum enim erit . _ d = ^j^*^ -*- xT.it it» Ju

axx-^§yy= yhh{app-\-^qq)^, sicque erit z= h {app -¥- (iqq); oiTkarnAovia
illud autem hoc modo per factores praestetur. Sit xVa-t-yV— /?= (^Va-i-yV— /?)(pVa-4-7V— /?)*, tum enim

sponte fit a;Va—yV— /?= (/Va—^V--/?)(pVa—jV— /?)*, quarum formularum productum ipsa est aequatio

supposita. Prior autem evoluta dat
'

a:Va -I- yV— /?= a/p;> Va — pfqq Va ^r 2/?yp^ Va

.+,agppy—§—PgqqV—§-\-2afpqV—p

X= f{app—^qq)^2(igpq

y= g{app— ^qq)-t-2afpq

ac tum erit z=h{app-¥--Pqq).

Verum haec solutio nondiim est generalis, eodem modo enim ponere potuissemus

axx -\-pyy= {aff-h- ^gg) {pp-+- apqq)^,

unde fit z= h{pp-i-a(Sqq). Pro hoc ergo casu statuatur

xVa-t- yV-^— {fVa -*- yV- /?) (p -- 9V-a^)»,

cujus evolutio praebet x= f{pp— a^qq)—2g^pq

y= 9{PP— a^qq)-\-2fapq.

Verum ne hi ambo quidem casus solntionem praebent generalem, cum sine dubio ejusmodi casus dentur, qui-

bus z non per h fit divisibile, quare pro solutione generali statuatur

axx -\- /?yy= {aff h- ^gg) {anpp -\- /?n qq)^ , unde fit z= hn {app -\-
fiqq)

,

ubi forte n potest esse fraclio denominatoris h. Statuatur igitur

a;Va.+ yV-/3= (/-Va-i-j7V-/?) (pVan -t- ?V- |ffn)», MimUnP.
cujus evolutio praebet
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i5i50S4 tV^ }:x= f {anjyp— ^nqq) — 2(ingpq , y= g [anpp— ^nqq) -+- 2anfpq. . £^= » 18 .111

1 . . . . . • '
'

Videarous igitur aii e««e possit n= -
, manentibus x ei y mtegris. Cum igitur sit

quod evenit si p et 9 ita sumantur, ut fq-*-gp fiat per h divisibile.

, , r . - ,iW. L. Krafft.)
^

a ,• •

Problematis supra propositi solutio facillime sequenti modo absolvetur, siquidem constet unus casus, quo

«it aff~t-pgg= yhh, ubi scilicet x=f, y=^g et if=h. Statuamus x= fp-+-pgq et y=gp— afq, tum enim erit

axx+ §yy =pp («//"-H Pgg) -f- a^qq {aff-+- ^gg) = yhh {pp -h a^qq).

Sicque aequatio adhuc resolvenda erit hh {pp -\- a^qq) =: zz , ita ut pp-^^a^qq debeat reddi quadratum, quod fit

capiendo /)= rr— a^ss et gr= 2rs, tum enim fit

pp~{-alSqq= {rr -+ a^ss)^.

Ideoque z=:h{rr~t- a^ss). Ipsarum vero x et y valores erunt

x= f{rr-^a(3ss)-^2^grs, y= g{rr--a^ss)-2afrs,
ef .fJS^ rt •niJfiiqB;/^ lov

ubi numeri r et s pro lubitu assumi possunt. (Conf. Comment. arithm. T. I. p. 556.)

A. ro. T. I. p. 95. 96. 98. 99.

40.

Miwn fhWi «fftfffE^r» x^t^lwfph *T^-r-^\»v {j. a. Euler.) ^* •'' f •* **y»*»»»«itfl «^irf'»-/*»' >Mi«*f

Theorema. Si fnerint naa-t~pbb= D =:cc et nff-+-qgg= n=hh, tum semper assignare licet x et y,

ut sit nxx~¥-pqyy= D =zz. itsi mim «W! .*(i^?V^^iipr(^ii"-»*\^»i =^ ifiJ«»i6J<^ .oiTa4<»'.

Demonstratio. Cum sit pbb= cc— naa et qgg= hh— nff, erit productum

pqbbgg= {cc— naa) {hh— nff)= {eh -i- naf)^— n {ah-+- fc)^,

unde manifestum est fore n{ah-i-fc)^-t-pqbbqq= {ch-t-naf)^, sicque erit , •, • .»

x= ah-^fc, y=:bg et «= cA •+- naffjNf ..

A. m. T. I. p. 130

41.

{N. Fuss I.)

Problema. Resolvere aequationem Xzz= nxx -+ vyy, ex cognito casu Xcd=fiaa-t-vbb.

SoLUTio. A priore aequatione in cc ducta subtrahatur posterior in zz ducta, eritque

= (i {ccxx— aazz) -t- v {ccyy— bbzz)

,

fi{cx-t-az) v(bz-t-cy)

bz — cy ex— az
«ive (i {ccxx— aazz)=: v {bbzz— ccyy) , hinc

Utraque haec fractio statuatur = - et ex priore elicitur

lup ,iulii»b »0»rj iboipwii ^_^ ficqx-ir-pcy
^^ ^^ altera z -—

'^^^~''i^
bp — /xaq vbq-i-ap

qui duo valores inter se aequati dant

^y y nvbcqq-t-^^iiacpq — bcpp

X fivacqq— 'ivbcpq — aepp

Statuatur ergo x z^ (iv aqq— 2vbpq— app et y= fivbqq -#- 2jttOpq— bpp ,

sive X= a{fivqq— pp)— 2k'bpq et y= b {livqq—pp) -f- 2(iapq.

I')d«ffiq otJiifrt/<» «if[ii
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Cum autem «it — {bp--fiaq) = ^tqx -¥-py= (ifjwaq^— (ivbpqq -- ^appq— bp^
X

e

= /*«9(/^»'W-+-PP)— ftpifivqq-t-pp)= {fivqq-+-pp){iiaq'-bp)

' binc — =— {l^vqq-\-pp) et z= — c {fiv qq -t- pp).

Alia SoLiTio, Oiiia «emper
f, g, h invenire liceti ui ^l-kk^ff-t- fivgg, per hanc aeqnationem' mul-

tipliretur cognila Xcc= ^aa-^vhb eritque ^ r;,M(i ,!

Xcchh=ifiajaff-^(ivvbbgg^vbbff-\-(invaagg= n{af^vbg)'*'-^v{bf— (iagf. '

Cum igilur es«e debeat Xzz= (ixx -^ vyy , capi poterit ^= cA deinde x= af-i-vbg ei y= bf—(iag, at vero ui

fiat hh= ff-^(ivgg, debet es«e
( ii^ir^,,:|

f=fevqq— pp et y= 2p^, eritque h= (wqq-t-pp, !|="^

consequenter formula propofiita ita resolvetur f0V-H««)*^lf

x= a{(ivqq—
fyp) -t- 2i'bpq et y= b{(ivqq—pp)— 2(iapq et z= e{(ivqq-t-pp).

CoROLLARiuM. Haec solutio duobus modis variari potest, prouti aeqiiationes propositae aiiler disponnntur,

«cil. primo (txx:=kzz — ryy et (ma= Xcc— vbb. Ad quem ca«um «olutio praeceden« revocabitur

«i loco X, (i, V, z, X, y, c, a, b

ponatur (i, X, —v, x, z, y, a, e, b.

Dnde «i loco p el q «cribamu« r et « obtinebimus
r,*T--^er iuiJst'!

z= e{—Xvss— rr)— 2vbrs, y=b{— Xvss— rr)—-2Xcrs, x=a{—Xvss-t-rr).

Eodem modo «i formulae datae ita disponantur vyy= Xzz— (ixx et vbb= Xec— juoa, unde

si loco X, (i, V, z, X, y, c, a, b oTnv ?t:

ponatur v, X, — (i, y, z, x, h, c, a

tum loco p et 9, I et u, obtinebitur

z= c{— X(iuu— U)— 2(iaiu, x= a{— X(iuu— tt)— 2Xctu, y= b{— X(iuu-t-tt).

Ui
Has ig^tur tre« «oIutione« ita aspectui opponamus:

Sohltiones X y v'l i^w.ui..- ' z^ a -^m-n nu i <

i a{(ivqq-pp)-\-2vhpq, h{(Lvqq—pp)-1(l^q'r'^' c(^^^4-rJp)
•"'""'"" *'"'"

n a{rr— Xvss)
^ b{rr-t-Xvss)-^2Xcrs, uiui-s-;^).: c{rr-\~Xvss)-^2rbrs

III a{tt-\-X(iuu)-^2Xctu, b{lt— X(iuu), *

«

c{tt-\-X(tuu)-^2(iatu

I *:)qq— pp-\-(»pq, Qgq^pp^^pg^ v
.Gg^-^-PP

II) '
, .

••
VIV.'*' ' "

"

Itrii^. !).-l. >l':

It rr— 15«, rr-t-\5ss-t-iOrs, rrr%-l5ss-t-^rs

III tt-t-lOuu-t-iOtu, rt— Iduu, «-+-10uu-*-4/u.

Ubi notatu dignum, quod temae formulae in qualibet columna eosdem numeros praebere queant, dummodo

fuerit xcc= /iaaH-rW. w^ iblr^, tod ittumUnl

.^XEMPLLM. Sit proposita haec formula 5zz= 2xx -^- 3yy , ut «it ^=5, /t=2 et'v= 3, tum vero quia

5.1*=2.i*-h-3.1*, erit c= l, a=l et 6=1, unde ternae nostrae sohitiones in tabella hic supra apponamus.

Hinc si p= t et q=i, erit a;=ll, y= l etjz= 7; sij>=l 61^= — 1, erit a:= ±l, y= 9 et 2= 7,

qui valores satisfaciunt. Sit porro pro secunda solulione r=l et «=1 erilque aT=±14- seu =fc7, y=:26

«eu 13 et^= 22 seu 11. Unde fit 5zz =2xx-t-^yy sive 605 = 98-1-507. Sit r= 1 et «= — 1, ut «it

a;= 14 seu 7, i/= 6 «eu 3 et z=iO seu 5. Pro tertia sit t=l et u=l et erit a:= 2l «eu 7, y= rt:9

seu 3 et 5= 15 seu 5. Sit /= 1 et u=— 1 fietque a-^l, t/= =t9 et z= l. ., ,, ^ a.-pti

A.n>.T.llp. 299. 3041.

'titti^^VAiy - —
• .-,.\ .fii) . '.M
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'

- s.

,^A_^VM'V(^-f-y. (J. A. Euler.)

Crtterium ad dignoscendum , utrum hujusmodi aequalio fxx-i-gyy=hzz sit possiinlis, nec ne?

!, Si esl po&sibilis, casu h= a, tunc eliam erit possibilis casu h=: r^: hic scilicet pro p ejusinodi nu-

merus sumi debet, ut pp -+- fg divisorem habeat a, fuerit nempe pp~t-fg=:ab et sumto q=a etiam casu h=b

erit possibilis. Tum vero pro b eodem modo operatio instituatur, sicque continuo ad minores numeros perve-

i^ietur, donec tandem judicium fiat facile.

ExEMPLLM. I. Sit 7xx-+~il3yy= lth-zz, quae aequatio an sit possibilis, quaeritur. Hic est f=7,

g= il3, et quaeritur an sit possibilis casu A= 114= 2.3.19? Statuattir ergo

114(pp-<-791) . , „ . .^
,.'

. 114.800 „
A= — et sumto «= 3 et o= 40, prodit casus A=—-——= 57.

^v^i +-VV W 1600

57(p»-+-791)
,111 II. Nunc iterumfietA=——— et fiat p«-4-791 divisibile per 19, quod si fieri potest, dabitur casus

quo p-<19. Ut, ex. gr. pp-\~i2 fiat divisibile per 19, debet esse p= S, unde A=--— =15.

III. Quaestio ergo huc est reducta, an aequatio 7scx~i-ildyy=i5zz sit possibilis? quae hoc modo reprae-

sentetur i5zz-7xx=ii^yy, ubi /"=15, g=-7, fg=-i05 et A:^113. Nunc fiat A= ^^^^~*"^^
et

' ^•'" -' ' '"
• ' ' ' ' • w " "

reddatur pp— i05 divisibile per 113, quod fit sumendo p= 52, tum autem fiat A= :

'-—- = '—'-^^

ergo quadrato sublatp fit A= 23 et quaestio huc est reducta, an aequatio i5zz— 7a;a; =23j/t/ sil possibiKs.

23 (pp 105)
IV. Fiat ergo h=:—^ s\U{\ie pp— 13 per 23 divisibile, sive pp= 23n-4-13, quod fit si n=i

23.69
et p= 6, ergo h=: — =:— 3. Habetur igitur haec aequatio

i5zz — 7xxi=—:iyy, sive 7xx— 3yy= i5zz,

nhi f=7, g= —^ et fg= — 2i, h=i5. . <,-•»*

V. Fiat nunc h=— ^^~—^- Sumalur p=4, erit A= '— =:— 3-, ergo aequatio 7xx— 3yy=-^dzz.,

quod actu evenit si a;= et y= z, atque hinc sequitur ipsam aequationem pr(^ps|tam es^e possibilem.

Noia\ Revera aiitera est possibilis: si enim capiatur z= 2 et y= i, fit '

'

vs\^>m1:h iM
'. i

'•

^a-x-^\i3=!i.5G s\\e 7xx= U3 et xx=m=tc.

Ita semper iequatio si fuerit possibilis, ad talem formam reduci poterit axx-t-byy= azz, cui

manifesto satisfit sumendo y= Oetz=:x.
.W\^-f-MVt»H -f-U . .'\.ii\ -~\'. »-

(•bonifnub Jflftoup OTKide-rq aoioiHiin atnbix»' (Krafft.) i »t\htiu'U)\ ?»<;iiwi l»oi;|» .ititiii^ib titiii-

Judicium hoc reddi potest adhuc facilius hoc modo

:

^^^^' ii>iii

^'"ieiim .4H fe^ 2-3. 19,(fl.
-«-791)

, papia^yj.^ Ha, ul j)*-*-791 divisibile fiatper 2:3.19. Trimo autem fit di-

Viiibile per 2s"'si
''i)
— 2n-+-1; at vero per 3 fit divisibile, sip= 3nHpi. Utrumque igitur obtinelur, si

p= 6nqnl. Restat, ut ^^^-1-791 sit per 19 divisibile; quod fit, si p* per 19 divisum relinquat 7; sive debet

esse p^^^l^n-i-^, ergo 19n-i-7 debet esse quadratum, quod fit, si n= 3, eritque p=8. In genere ergo hoc

flet si pt±i19n=p8, hoc est casibus p=S, p=ii, p=21 , p=30, p=46, p=49, p=65, etc. inter quos nu-

ineros reperitur statim 11, qui est formae 6nrpl. Sumatur ergo p= \\, eritqiie |)*-f-79l =912= 114.8,

1 14^ 8 • 5 1 . .

- -

ergo h= '

et sublalis quadratis h=2. Res ergo eo redit, an sit 7x^-\-\i3y^=2z'^. Quia hic est A=2,
it.t D

sumatur iterum h=——^ ' Ponatur p=7, erit h=-^—^=\05. Si sumsissemus />= 3 , prodiisset
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h= — = 1, el jam quaeritur, utrum possit esse 7a?'-i- 1 1 3y'= z*. Sumatur ergo h= ^ ~*~

et sumatur

7 113
"

p=0, erit h= — j et cum quaestio «it de forma 7a;'-4- I13y*= 7.1132*, debet esse ar= 113M, ideoquo

7 .M'ii^^-*-y*=7z^. Felicissime succedit, si in aequatione A=p'-f-791 capiatnr p= 7.V. Tum erit

^_ 7M6-fr-7.tl3 T^ 225 _
?? qq

ergo ventum est ad 7a;'-i-113y*=7z*, quod fit si y=0 et x=z, ergo proposita aequatio est possibilis.

Haec solutio isti innilitur principio: si fuerit fx^^-t-gy^^hz"^, mulliplicetur utrinque per p^-^-fyq"^ fietque

h{p*-^f9q^)z''=fP^x^-+-9P^y*-i-p9q^a;^-*-ffq^y''=f{pa:~*-9qy)^-t-g{py— fqx)^. i^a ^„i^

Ergo si ponatur x =px-\-gqy et y =py— fqx, erit fx -\-gy =h{p^-t^fgq^)z*; adeoque si aequatio proposita

fuerit possibilis, eliam haec erit possibilis et vicissim.

Jam sumto q=i, habebitur praecedens forma h{p^-i-fg). Si nunc p ita sumi polest, ut p^-t-fg divisorem

habeat h, quod semper eveniet valore p<^— /i, et ponatur p^-t~fg= hh , ita ut loco h habeatur h^^h, sive

omisso quadrato simpliciter h. Sicque loco A prodiit novus valor h illo multo minor; cum enim sitp<^ — A,

erit hh' <C —h^-t-fg, ideoque ^<Cx^~*~T* ^'" autem pro p talis valor non detur, indicio id erit, aequatio-

nem propositam esse impossibilem; non autem hoc judicium inverti potest; dantur enim casus, quibus aequatio

nihilominus est impossibilis ; veluti evenit in hoc exemplo 2x^-+-3y^=7z'^, ubi f=2, g= 3 et h= T. Hinc

novus valor orietur h= l {p^-t-Q) et sumto p= l fit A=l, unde novus valor erit ^=1(^^^-1-6), qui dat

valores 7, 10, 15, etc, qui autem omnes nullo modo satisfaciunt ; nam facile ostendi potest, aequationem

2x--+-3y^=^z^ esse impossibilem , sive 2x^-t-3y^ quadratum esse non posse, vel enim x est divisibile per 3,

vel non. Priori casu y non erit divisibile per 3, quia alioquin tota aequatio per 9 dividi posset, et posito

ar=3^', formula erit ISt^^-i-^j/*, quae divisibilis est per 3, non vero per 9, ideoque quadralum esse nequit.

At si x=3vzizi, erit x^ numerus formae 3n-i-l, ideoque 2ar*=3n-*-2 el ipsa formula 2a!^-i-3y' erit numerus

formae 3n-t-2, quae forma quadratum esse nequil.

Simili modo judicari poterit, utrum hujusmodi aequatio generalior fx^-t-gxy-t-hy^=kz^ possibilis sit nec ne.

Mulliplicetur enim utrinque per p'^-t-gpq-+-fhq^, ut habeatur

ip^-y-qpq-^fH^) {fx^-+-gxy-t-hy^)= k^p^^-i-gpq-^fhq^) z^,

ubi notandum, prius productum semper reduci posse ad formam fX^-¥-gXY-t-hY^, quod cum non tam facile

adpareat, per factores irralionales sequenti modo ostendetur.

Ouaerantur factores formulae fx^^-t-gxy-t-hy^, quod fit ponendo hanc formulam =0 et radicem extrahendo,

undc fit a? =^^^^^^^-^K unde factores erunt

i (2fx -^gy-t-y Vig'- m) {2fx -t-gy-y V(y'- h.fh))

sive

i.'>il;>miijrie < i»«aij^«»i«| maii 'itti9M*.

jifx^^qy-^yy^lf-fhj^ifx-^^^qy-yy^lf-f^yh

et posito brevilatis gi-alia --g^~-fh= l, ut fiat

i.'>il;>miiJrie <

fx^ -t-gxyH-hy^=j{fx-+-- gy-^yVl) {fx -^-^gyT yV/).

Simili modo erit p'^-^gpq-*-fhq^={p-*--^9q-^qyi) {j?-^ -^99—^^1) ^t

fX^-tr-gXY^kY^=\{fX-i-'^g¥-t-YVl){fXH-y¥- YVl);
,^ ^^^ .„^,

'.wp »•»

L. Euieri 0{>. ppctbuiDii. T. (. 27
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liaec ergo forma aequalis esse debet produclo ex binis praecedentibus, quod fiet aequando alterutrum faclorei»

produclo ex binis praecedentibus, scilicet
»«11» irt

ji-Hfr. fX'^^9Y+Yyi=={fx^^gy-i'yyi){p'i'^gq-*-qVl); ^^-^-^.^H.T

fiic enim sumlo V/ negalive, sponte fiet

fX~i-^gY-Yyi={fx-^~gy^yyi){p-+~\gq-qyi);

sufliciet ergo alJerulram ila evoTvisse, ut membra rationalia et irralionalia seorsim inter se aequentur. Tum

igilur fiet •^'\— \fc%}\i » '^^^ 5- '^•^^— ''fi'^^

. ; oiifiupjfi 18 stfpe^fi f'^-+'-^9Y—{f«'-^j9y){P~^^ 99) -+-% ..m-v- 4.v\

I 1 1

=vf^~+^9Py+-:^f9q^+~^9''qy—fhqy

: ^,-, r r
," / Y= fqx -\- gqy -+- py

.

. , Jt ^ , ...
qui posterior valor in priore substilulus praebet

fil9 b
fX= pfx — fhqy, binc X=px— hqy et Y= fqx -^gqy-i-py.

Hoc igitur demonstratp ex dato valore /; alius investigetur /: , ut sit k= k {p^ -h- gpq -+- fhq^) , omissis factoribus

quadratis, capiatur autem 5^=1,, ut fiat k=k{p^-t-gp-^fh), el si aequatio est possibilis, loco p semper ejus-

modi valorem reperire licet, ut formula p^^-i-gp-t-fh faclorem babeat k, quae posita = kk dabit novum valorem
1

h-, qvod si succedit, talis valor ipsius p semper dabitur minor, quam ^ h, dum scilicet p tam negalive quam

positive accipialur, et sic valor /c' multo minor erit quam k, unde continuo ad minores valores pervenietur,

^i^ec judiciupa facile reddatur.

jjjj. Res exemplo illustretur: 5x^rf-t6xy-t-7y'^, ubi f=5,g=iQ, h=7, Quaeramus casum possibilem, quo

/jf==3[, quippe qui orituf ,, si fc^l e\, y=i, ita ut sit 5x^-i-iQxy-ir-7y^=7z^, qui autem maxime est obvius,

sumendo x=0 et y=z. Ergo alium eligamus sitque 5x^-i-iQxy-+'7y^=5dz^ ut sit ft= 59. .lam quaeratur

/c'=/t(p2qpl6»-+-35) et capiatur p ita, ut factor 59 toUatur, quod fit si p= 10, ft::?=59.295= 5.59'^, unde

A =5 qui casus est obvius sumendo y=0 et z=:x.

Problema. Invenire numeros f etg, ut fial fx^^-i-gy^p^p^^-t-fg.

SoLUTio. Erit ergo fg — fx"^— 99^= — P^; addatur x-y"^ eritque {f
— y^) {9 — x^)= x^y^— p-. Fiat

f
— y^= xy — p, erit g — x^ =:xy-t-p, ideoque f=y^-i-xy — p et g=^x^-t~xy -i-p, unde si f detur, ob

pz=y^~\-xy—
f, erit g= x"^ -h-y^ -i-2xy— f, sive f-i-g= {x-¥-y)^=n- Quoties ergo f-t-g fuerit quadratum,

problemati satisfit; salisfiet ergo quoque, dummodo fuerit fm^-i-gn^=0- !" ',

Theorema. Si fuerit fx^-t-gy^^sz"^ casu, quo s=h; tum eliam aequatio subsistere potest, quoties fiierit

$=hzf:h-nfg, dummodo hic numerus fuerit primus.

Hujus tbeorematis demonstratio etiamnum desideralur.

ExEMPLUM. Sit 2x'-i-^y'^=sz'^ quod fieri potest si s=5. Idem ergo praestari potest si fueril s=5-t-2i«,

unde hi numeri primi oriuntur: 5, 29, 53, 101, IW, 173, 197, 269, etc. Cuin ergo sit 2a;^-H3/= 101^^ ita,

ut in superiori calculo sit /t=101; erit s= 101(p'^-i-6). Fiat p^~{~& per 101 divisibile, sive /)^=10in— 6,

unde nascetur haec progressio arithmetica

1 2 3 4 5 6

— 6 95 196 297 398 499 600 etc.

ex qua vero illi numeri n valores excluduntur, qui habent sequentes formas

3/z-i-l, 4a, 4a-Hl, 5a-*-l, 5a-4-2.

Casui nostro satisfit si p=l4, unde fit s=2; qui vero casus 2<r'-»-3t/^=2«* est obvius; fit enim j/= 0. Pro
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eodem casu fit «=14.9; unde alius H9(p*-H6), ideoque Ii9n— tt debel esse quadratuni; unde excluduntur:

3a-+-1, ia, ka-\-\, 5a-4-l, 5a-i-2,

remanent pro n ergo 3a, 3a-+-2, etc. et in numeris 3, H, 15, 23, ubi ;)=2| satisfacit, scu n=3;
s=H9.3.1i9= 3, unde iterum nascitur casus obvius. Omnes autem numeri primi pro 5, quibus formula

20"' -+- 3y'= «^* subsistere potest, continentur in his duabus formulis 24.n-i-5 et 24n-*-ll, quibus adjungi

debent 2 et 3 et praeterea nuUi alii satisfaciunl, ita, ut satisfacientes ordine sint-.

2, 3, 5, 11, 29, 53, 59, 83, 101, 107, 131, 149, 173, 179, 197. .

Aliud judictum, utrum talis aequatio fx*-i-gy*=:hz' iil possibilis.

Dividantur omnia quadrata per numerum h et notentur residua, quae sint 1, a, b, c, d, etc. et quadratum

a?* det residuum a, y^ vero det b, sicque formula fx^-t-gy* dabit residuum af-k-bg, quod cum per h debeat

^sse divisibile, fieri poterit af-k-bg=0, ideoque 6= -; ergo quodvis residuum si per — mulliplicetur, iterum

erit residuum. Quia aulem — est fractus, ejus loco scribatur f ubi n ita sumatur, ut nh— f fiat divi-

«ibile per g et quotus sit k, qui si inter residua reperiatur, aequatio erit possibilis; sin secus, impossibilis.

Sic proposita aequatione 2x^~t-3y^=29z^, ubi f=2, g= 3 et A = 29, quaerantur residua quadratorum per

29 divisorum, quae sunt numero li, nempe:

1, 4, 9, 16, 25, 7, 20, 6, 23, 13, 5, 28, 24, 22.

Quaeratnr ergo —-—=9 posito n= l. Quia ergo 9 inter residua occurrit, haec forma est possibilis. Sin
o

autem proponatur 2x^-t-3y^=i7z^, quadrata per 17 divisa dant residua

1, 4, 9, 16, 8, 2, 15, 13.

{•jfi 2
Nunc debet esse —-—= numero integro 5, qui cum non sit inter residua, indical aequationem esse impossibilem

.

o
Hoc vero judicium non certum videlur, nam si aequatio hac forma exhibeatur 17^^^— 2a;^= 3t/^, ubi /"=17,

g=: — 2 et h=3, residuum quadratorum est imicum 1; at vero ' —^= 7, «i a=l, et denuo per 3 divi-

dehdo prodit 1, quod est residuum, et tamen aequatio est impossibilis. , . , - .

Notari meretur aequatio 7ar2-H2y'=23z*, quia ipse numerus 23 non in forma 7a''H-26'' continetur, siqui-

1 10 207dem a ei b sint integri; at si = ^ et 6=—, fit utique —-= 23. Per regulam primam autem ex 23 prodit

alius 23(j>*-i-14). Sumatur j)= 3 proditfjue unitas.

{J. A. Euler.)

Ut dubium circa criterium postremum tollatur, observandum est primum, criterium eo redire, num irler

residua quadratorum per h divisorum occurrat numerus —
fg, sive nk— fg, qui si non occurrat, aequalio

fxx-¥-gyy= hzz certe est impossibilis ; sin autem occurrat, plus inde non sequitur, quam vel hanc ipsam aequa-

tionem fxx-^gyy= hzz, vel istam xx-\-fgyy= hzz esse possibilem; unde fieri potest, ut prior non sit possi-

bilis, lum autem certo posterior fit possibilis. iBibfiiip Jhsirt AA-«-^-t.H< i;ttiH!i<*i

A. ni.T, I. p.'201-207.

43.

Jii fy {w. L. Krafft.)

,

rnol mw5 .wtst^ ilqnwxa

pROBLEMA. Focmnlain mx^^n quadratum reddere ex casu cognito ina'-f-n=66. ^* '"o"— **

SoLUTio. Ponalur .r= a-i-T/ et formula proposita fiet OG

bb -k- Zmaay -\- 3mayy -*- »«»/'= Q ,
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cujus radix ponatur ftn

—

^y; hujus quadratum

rAiwnol ?udiiip ,« OYq ioibq bsffltia Biajis 9ma'' 9a{bb — n)

b^iVlH^htt^:
""

• .u-jol ^;;;:/;!*^ iiui ^*^^

- 3a 9an a 9a« - W' • ,. . , Zmaa .

unde y=

—

^vr, ergo a" = — — -- .. Sin autem radix ponatnr oh—^ y-^pyy-> ent

, _,, 9mma* 3mpaaj/' .

3maijy -l- my^= 2bpyy h- -^^^ V!/ H ^ >- PPy •

1 £ A » ai. 9mma* ^ 9am(66— n)Jam fiat ima =2bp-i ——= 2bp-i -^^^ 9 ergo

lesdob A -,.q n.«^ boup ,^-. 26/,= 3m« - ?^=^^=^ -t-^

,

ergo
466 4 466 °

nnm^l .inlooiCqiihJin -^ tdq ' 3^^r~ »=»4
• 3ma 9amn 3ma / , 3n\

^tamii^^ . .

»b 8*' 86 V bb J

n i • 3paa ppy
Superest haec aequatio 1 = —

1 , ergo

•*U4 HtU loJiribttUir »i"'
ppy_ ^ 3paa_ _ 9ma' _ Wmn_ _ }_ 9n _ 27n 27nn

"»ir
"^6

866 86* ¥"^866 m ~^
^b^

1 9n 27nn m / , 18n 27nn\= -8 -4^-*--86f' "^^« y^sppKr^-^^^^h^T

(Lexell.)

Annofatio ad superiorem formulam mx^-*-n= n? wW ex daio casu ma^-f-n= bh ope tramformationis

elicuimus novum casum.

Omni attentione dignum videtur, quod si n fuerit numerus quadratus =kk, ex casu cognito ma^-\-kk= hb

immediate duo alii elici queant hoc modo: Ponatur x=^az, ut habeatur ma^ z^-\-kk ^= O > hoc est

{bb— kk)z^-V-kk= U==-yy-, ita ut sit {bb— kk)z^=yy— kk= (y-i-k){y— k).

Resolvetur ergo formula {bb— kk)z^ etiam in duos factores, quod duplici modo fieri potest:

I. Sit unus factor {b-t-k)zz= y-\-k, eritque alter {b— k)z= y— k, haec aequatio ab illa subtracta relin-

quil (b-\-k)zz— {b— k)z=:2k, cujus una radix manifesto est ,2=1, unde pro altera fit

— 2fc — 2aJfc

5 ergo X
b~t-k "

6-f-A; '

II. Sit jam prior factor {b— k)zz= y— k, et alter dabit {b-\-k)z= y-t-k, unde fit differentia

'^"-''
{b— k)zz— {b-\-k)z= —2k,

^'^'
,. 2A 2aft

CMjus una radix est z=i, et allera z= et x
b—k b—k

Unde conficimus istud egregium TheOrema:

Si formula mx^-\-kk fuerit quadratum casu x= a, ita ut sit ma^-\-kk= bb, tum etiam quadratum

erit his duobus casibus:

-2a* ^ - -V-2a*
. primo: x=-—-5 et altero: x= -r—r-«

b-t-k b— k

Exempli gratia, cum formula 90ic^-f-1 fiat quadratum casu x=-- ; fiet enim 90'--H-i =-jj ubi est

* — -g"' *— ^ ^*^*~T' hini casus derivati erunt ar= — — el a;= -i- — ; ex priore enim fit

'

-f-1=—

^

2
' 8 4

>10.8

81 •
"^81

et ex posteriore ^-f- 1 = l^ .+. 1 — 1^.
5^ 25 25 A. m. T. I. p. 120. 121.
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Omni atlentione digna e«t haec formula l8l*-+-7= 32^ nam eUi 32^5*H-7, tamen nullo modo e«t

i8lH-V_7==(5-+.V-7)», verum tamen e«t
;,.,,,, , .,l„^l«},:^-

181 ^ V- 7= (1:^1?^) (5 -^. V- 7)'.

Notandum autem e«t . -——= 1 ; unde patet evolutionem illam per factores imaginarios pro-

fundiorem investigationera requirere.i < *<?
*

Problema. Invenire in integnis quadratum et cuVum, quorum difTerentia «it valde parva, veluti

323—1812=7 et 253*— 40'= 9.

Cum proxime e&se debeat a;*= y', ponatur a;=p'-Ha, hincque fit

2 2 a aa/ 8 . v5 'i a aa ^

y= (p'-f.ay»= ;)p-*--.-— —etc.

unde si p et a ita sumantur, ut haec formula proxirae aeqnetur numero integro y, problema erit solutum; veluli

fiumto a= 3 et j?= 2, formula illa dat y= 5 et a:= l|, fit autem 11* proxime =5'.

A. in. T. I. p. ti7.

(J. A Euler.)

Si debeat esse l^a^.r-*- i2= D, valores pro x erunt

1, 2, 13, 23,
qilonim ordo ita «e habet

-23, -S, H-1,
' -^it^^-^^^t "^^ .R»iiu;m„«/

11 '9
existente ^=11^— p, ubi numerus 11 inde oritur, quod sit ^= V(13 . ^ -»- O*

Si debeat e&&e ^xx-i-KK-= 0, valores pro x erunt oiljiU

1, 2,- 5, 7, 14, 19, 37, 50, •..?!.., ,.?, ,. .i..,.,: ,1-,;. .-(.!....,

quorum ordo ila se habet .f»^-T- vn

-50, -19, -7, -2, -4-1, -1-5, -1-14, ^37, . . . .p, y;V\r-t»v£ «"" w* *^**

3 1
et r=3^— p, propter ^= V(5 .

— -i- 1).

Ut 3a?aT— 143= n debet esse a?= 7, 8, 9, 12, 16, 23, 28, qiiae multitudo e«t notatu digna et inde

venit quod 143= 11.13.

, .uuc, , -vn;'-T*:
A.in. T.I. p. 135. 136.

I

46.

Problema. Datis numeris a el 6, invenire omnes nuraeros ar, ut haec formula ax-^h fiat quadralum.

Ponatur x= at/i/ -- 2py -\- q ei quadratum es&e debet

aayy -f- 2apt/ -f- ag -*- 6= Q ,
quod fit, si p= V(a?-l-t). >a «S

Cognito ergo iinico casu, qiii sit aq-*~b=pp, erit „^ _,. ,. , • .r'- -t i

a:= ayi/ zt:2py-H9,

qiiae formula omnes solutiones conlinet.
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ExEMPLUM. Sit a— 1 et 6= 2, et formula nostta lx~\-2. Qiiia 7.1-1-2= 3*, erit q— \ eti)=3,

ergo orone* ca«us sunl a^= 7yy rt 6j/ -- 1 ,
quae fortnula praebet hos numeros pro xx imn<)

Existente y ' prodit x <
i-

1 7±' 6-4-1; 2 vel 14

,,j ,jaii| ii**»u><"gfii' 2 29 ±12; 17 vel 41 - fnoMir; mju.fciof':

3 64 ±18; 46 vel 82 h...» ,.,., "...,T

jUilay ,ftvi«<| ?jW6/ n<i iuli! .rjoirp .jiMfiliT"]^? AnjJiVitrfiTjji^ffp/.' i *tr 'uioH^i

"
" ' '^

:.
- '^ --^-«8.: ^

'

'

Lexjprogressiomsvahrumprot.- " ;i/»f(i iiu -

1, 2, 14, 17, 41, 46, 82, 89, 137, etc.

Diff. 1 12 a 2t 5 36 7 48 9 60 etc.

lUtW/ '.timUiUi • >Uxi m'mnm "iii\^''

i

• lu lif;: vii;l :";'

^
A. m. T. I. p. 214.

*7.

Zwei Trigonalzahlen zu finden, deren Produkt wieder eiiie Trigonalzahl sei.

AUo
xx^-yy^^zz^^

^^^^ -r (^ H- 1) y (t/^ 1) =2^ (^ -I- 1), oder

pq.x {x-t-l)y {y-l-i)—2z{z-+-l) .pq.

Nun mache man px^y-h^l^^^qz und qy{x-t-i)=p{z-v-l)y so wird aus dem ersten Satze

px(v-i-\) , , , qy(x-t-l) . ., '

z=^-^^^: , und aus dem andern- z=— 1. — nH -~t 'i^mi'..
2? ' p

Daher 25r?j/(af-i-l) — 2p^=pjpa7(y-Hl), '
''•''«^^»'

'

welches sich auch so darstellen lasst

xy{2qq—PP)~*~2qqy— 2pq—ppx= 0.
' '

utfioifp

£s sei nun 2qq—pp= a, so ist

axy-+'2qqy—ppx— 2pq= 0, und hieraus y=
q^_^^^^

^

also > luryib lufjjoa J5ta C'biM.ai/= -^^^-^—g-^ und ay—pp^—^—q^^^-^- U- J:»i~ »J. ii

Es sei nunmehr 2pp75f— 2apq=:2pq{pq— a)=fg, so haben -mr pp— ay= ^» Nun setze man ax-^2qq=f,

fio wird jpp— ay= g, folglich y=——- und a;=^^ —, wo leicht zu machen, dass a=l sei.

.aiiExEMPEL. Man nehmep= 7, ^= 5, a=i, so ist /"1^= 34.70= 4.5.7.17. Daher wird

x= f— 50 und 1/= 49— ^.

Es sei 5= 20, f=119, so fst a;= 69 und y= 29;-

also die zwei Trigonalzahlen 35.69 und 15.29. Da nun 2= ^^^^^:^^= 7.69.3=1449, so ist

xz-t-z
——==1449.725, welches in der That =69.35.29.15 ist.



Fragmenta ex Adversariis depromta. 215

Es sei femer f=85 = 5.17, «o wird ^= 4.7= 28, a;=35, y= 21j mithin die beiden Trigonalzahlen

35.18 und 11.21. E« ist aber «= 7.7.11=539, al«o

—^= 539.270= 35.18.11 21.

A. M. T. I. p. 254.
^ OTMit .

^
,,,1 :

j;
rr:3

tnlfiinyfi (S

48.

{N. Fum /.)

PRObLEMA. Invenire numeros integros x et y, ut fiat oarx— byy=.A.

SoLLTio. Primo notandiim est hoc fieri non posse, nisi fuerit A= aff— bgg; deinde quaerantur per pro-

blema Pellianiim numeri m et n, ut fiat mm= abnn-h-i, sive m= V(a6»n-i-l). Cum ergo sit mwi — aZ>n»= l,

erit quoque {mm— abnn)^=l; ponere igitur licebit

asx— byy =?= {aff— bgg) {mm— abnn) ^, t

quae forma in factores irrationales resoluta dabit

xVa -f- yVb= {fVa -+- gVb) (w -+- nVab)^,

quod posterius productum evolvatur et termini signo Va afTecti aequentur ipsi xVa-, reliqui terminr signo Vb

affecti aequenlur ipsi yVb, hocque modo tam x quam y per numeros integros delerminabitur, quod exemplo

illustremus:

ExEMPLUM. Quaerantur numeri x et y, ut fiat Zxx— yy=2, ubi «=3 et 6=1; erit autem 2=^ff—gg
sumendo f=\ et g= z±i\; quia igitur a6= 3, fiet m= V(3wn-i-l). Sum^ndo .n=i et m= 2, unde nostra

formula erit a:V3 -f- y= (V3 -f- 1 ) (2 h- V3)'^

^•"
. si A= erit arV3-Hy= V3-*-l

ili-M ».le«jR|r»

X=\ « «V3-+-y= 3V3-t-5

A= 2 . arV3-f-i/= 11V3-I-19

A= 3 « .«^3-4-1/= ilV3-f-71 tfnol oupiiiiip >-»fiil 1)

A=4 « a;V3H-t/=153V3-f-265.

Ceterum valores tam ipsius x quam ipsius i/ constituunt series recurrentes, quarum ultimus quisque terminu«

per 2m mulliplicatus dcinto peiinllimo, praebet «equentem; sic in nostro exemplo, ubi 2m= 4, litterac x et y

ita procedant a:=l, 3, 11, Vl, 153

y=\, 5, 10, 71, 265.

Occasione problcmatis Pelliani, seu formiilae m= V(a6nn -f- I), praeter casiis, ubi est vel a6= aadtl, vel

ab= au±2, etiam .sequentes ca.sus generaliores locum habent, scilicet si fucrit ab= aa(i^ dtz^, fiet nw=4aa

et n= 2a et m= 2aa3± 1 . Deinde si fuerit ab= aa^p ± 2/?, erit n= a et m= aa^ db 1

.

A. m. T. I. p. 277.

i i«i'j !'»(( .uiifiHcil -,:4 = ^^tI = >:

Phoblema. Invenire diios numeros p et </, ut fiat (pp -f- l)'-f- (^^-f- 1)*= D-

SoLLTio. Ponatur ;>/) -f- 1 =xx— yy et «77-4- I = 2a7y eritque jjj^ =a-a: — yr/— 1 et qq=2xy—i. Sitjam

p= x— z, erit 2jrx;— sc= yj/-i- 1 , unde fil
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t .-.,.r.,*.. 'i' ..<.r.;^<t mJT. iii.r';! ««H-ww-t-l . . yzz-t-y^-t-y ...«== ^ ? hmc qq= - ^ — 1.

Statuatur nunc y= nz fietque qq= nzz~t-n^zz~i~n — l. Capiatur ergo n=2, ut sit y=2z, erit 9^=10jz'^-f-l,

cui «atisfit

:

' ' .0 ^Q y ^ 29 7
1) Si z=— ; tum erit qq=--, ergo g=-r» Porro i/=— , unde a;= — et p=-7' Tum igitur formula

/49 A* /49 A2 .. - , ,. . 841 . 16 1097
f
— -f- 1 j -i-( — -+-1

j , erit quadratum radicis xX'+-yy=~-^ — =^^'

rtv c. .
2 ., 121 , . 11 / 4 , 52z-f-l 101

2) humatur ^=q^> «"1 qq= --^, hmc 9= -9 ; *"»" vero j/= — et ar=—^— =— , ergo

. _101_^ 83

-<ri^ 'TfMj au)nfiT»«ju|» »h«i»b :iji«|«4r—^V 81 9 81 MiiBtinh

181 109

1092 A^ , /181=^ ..A^

i
' 181 109

* 3) Sumatur 5= 6, erit ^^=361 el </=19, porro ^=12 et a:= -j— et /)=-—, ergo

/^1092 A^ ,_, ,,„ /181 =* ...N^*

CW-^*) --(3bl-f-l)^=(-^-»-lu)

A. m. T. I. p. 279.

tiN' 9^^ immnii iu|iil'M ^"*

-«ffljniuzs boup .mlitbu. Problema difficillimum,

quo quatuor biquadrata quaeruntur, quorum summa itidem sit biquadratum,

^^._-^^j;.,,. ^hmmm; m'. : 1 v. ^^ ^^ ^.^ : ^^_^ g,^ ^*^ D'= E\ ' ''^'*-'" •a;j(iMru..

K-iu.M ,(i4fii *^' - • 11. t'> I "
.

'. .• ; .'.,.1 -! f

siquidem fieri potest, sequenti modo tractandum videtur:

Statuatur scilicet
^z^PP-*-99-*-rr-ss

^ B'=^^, C^=^ et D'=^; tum enim fiet

1^2
pp-i-qq-t-rr-*-ssE= ,

ita, ut haec quinque formulae quadrata reddi debeant. Incipiamus a prima et ultima, ita, ut reddi debeat

.;.. » pp-t-qq-t-rr _^ ss

n n '—'*

Cum igitur sit aa-i-bh±2ab= O , statuatur

~—^i—_ —aa-\-bb et — = 2ab,
n n

, ,

fit ergo $i= 2nab= n. Sit 2n= a/? et statuatur a= aff et b= (3gg eritque

bv ., >:,.>).. .V. bv ,.', ,m, ,.,iJi=T««/^/^/'/"^^' «^g» s= apfg= 2nfg',

tiiih 'vefo'-^]se'deb6t' '''^*— *»> »ii«"^^^ -Pllt^lltH^^aaf*-^- /Sfig*.

Pro reliquis conditionibus faciamus -^ = h-pfg= !i.xx , unde j)=—
, porro —=Kqfg= Kyy, hinc q= --, pro

quarta —= k-rfg= h-zz, habemus r= — . Hinc superest ista aequatio

'^"*"^^"*"''= «ar-4-/?/?gS «vc pp -4- g<3r-f-rr=ia/?(aar-t- /?/?/),

et lo(;o p, 9, r valores inventos substituendo

^z-^-f!*g2~^^i= ^cc^{(^ccr-^PM^ "ve x*-*-y*-*-z*= \-a^ffgg{aaf*^(ipg*).
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Quodsi jam hic restituamus affz=a et ^gg= b, colligitur a;*-*-y*-H«*=— a6 (aa-i-66). Quaeritur . ergo num

huic aequationi satisfieri possit; tum autem fiet

n= -^a^, s= 2nfg vel a^fg, et P^^» ?=^ et r= '^,

atque hinc porro A= a-~b et JS= a-+-6, B= 2x^ C=2y et D= 2z,

verum ne his quidem ambagibus est opus, cum enim fieri debeat B*-i-C*-^D*=E*— A*. Statuatur

A= a— b et E= a-+-b, fietque E*—A*=Sa^b~i-Sab^=Sab{aa-^bb), -miao loq J-nc

ergo utrinque per 16 dividendo prodit

1 , , „, B*-*-C*-*-D* 4 4 4^ oA (aa -4- bb)= j^ = x*-+- y*-4- z*.
2 16

A. m. T. I. p. 281.

51.

11
Notatu digna est haec formula: i-t-z— 2', quae fit qiiadratum sumto z= —

,
qui tamen valor per re-

gulas vulgares non elicitur. Hinc ista quaestio:

Numerum 2 dividere in duas parles x et 2

—

x, quarum productum 2x—xx sit numerus formae

z^— z; tum enim erit i—2x-¥-xx= i-i-z—z^, ideoque 1— x= V{i -^ z— z^). Sumto ergo

z = —, erit 1— x= ^, hinc x=—, et ahera pars 2— x= ^, quarum productum est

o 440 , 3 1331 11 440
2a;-a:ar= 2^, at vero z'-z=—--= ^,.

A. m. T. I. p. 295.

Theorem4 I. Si p denotet numerum primum quemcunque, talis aequatio z^=py^±ppx^ semper est

impossibilis.

Demonstratio. Quia enim esse deberet z^ divisibile per p, ideoque z=pA, unde fieret

ppA^= y^± px^ , sive y^=:ppA^ ^= px?;

foret igitur etiam y divisibilis per p. Sit ergo y=:pB, unde fieret ppB^=pA^zizx*, hinc ergo etiam x divi-

sibile esse debet per p; hincque ponatur x= pC; unde fiet ppC^= A^—pB^; foret igitur eodem modo A=pD,
foretque ppD^=pC^-t- B^, tum vero etiam B per p divisibilis esse deberet, porro etiam C, D, etc. in infinitum.

Hoc ergo modo singulae litterae z, y, x non solum per p, sed etiam per pp, per p^ atque adeo per j)°° de-

berent esse divisibiles; quod cum sit absurdum, veritas theorematis est evicta.

Theorema U. Si numeri a, b, c fuerint primi ad p, ita ut nullus eorum per p sit divisibiUs, tum etiam

haec aequatio az^±bpy^±cppx^=0 semper esl impossibilis.

Demonstratio. Quia enim a per p non est divisibile, z deberet esse divisibile, tum vero etiam pari

modo y et o;, sicque ad eandem aequationem perveniretur, unde patet impossibilitas, nti casu praecedente.

CoROLLARiUM. Eadcm demonstratio qnoque habet locum, si p fuerit productum ex duobus vel pluribus

numeris primis diversis, veluti si sit p= 2.3, vel 3.5, vel 3.5.7, etc.
; ^ ^bnu

L. Ealeri Op. posthnnu. T. I. . 28
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Theorema III. Si p sit vel nuraeruis primus, vel productum ex aliquot numeris primis diversis, tum

vero numeri a, b, c, d, etc. sint numeri ad p primi, tum etiam haec aequatio semper est impossibilis:

Quia ob rationes superiores singuli numeri z, y, x, v, etc. non solum per p, sed per omnes potestates ipsius

p deberent esse divisibiles. Taliaque theoremata ad polestates altioi^es extendi possunt.
'

NB. Hae autem demonstration6s vim perderent suam, si esset|)= l, quia omnes plane numeri divisibiles

sunt per omnes potestates ipsius i ji»H-+- i*»H ~ :

' J -

A. m. T. II. p. 10. H.

'
'•

'

53.

Problema. Reddere hanc formulam quadratum: {A-+- Bz) {a~^~bz^czz-t^dz^).

SoLUTio. Statuatur hoc quadratum = {A -i~ Bz)^ {p -t- qz)"^ fietque

App -+- 2Apq

)

-+- Aqq )

. . . — ai -t~ Bpp \z -t-2Bpq\zz
-91 loq lolii/ Uixnfii lup

, ^ = ^^ ( liiiiiii» ;

(
** —b 1 — c 1

:r^-«-

ubi duae solutiones sunt considerandae, primo si «p= — , sumatur g=—

—

—, tum erit j&= ^ — —>
4 24p Bqq — d

Altera solutio locum habet si qq= —
; tum sumatur

e — Aqq . a — App
ifeu i.,ui»«M.j tti^i^*4» p=-^ eritque z= ^^^^-^-^^^^

Problema. Si proposila fuerit haec formula {A-k- Bz-%-Czz){a-\-bz-k-czz), eam reddere quadratum.

SoLUTio. Ponatur hoc quadratum =^pp{a-\-bz-\-czz)'^ fietque

' A-\-Bz-\- Czz= ppa H- ppbz -i- ppczz.

Hic ergo si fuerit pp= —
, statim fit z=^ . Secundo si fuerit pp= —

, eril z= -̂ ^
~

.'^^ a C— cpp ^^ c B— bpp

** In ffenere autem si satisfaciat valor z= f, quo casu fit pp= ——-, tum semper alius valor potest
a-t- bf-i- cff * *

inveniri; quoniam enim habetur haec aequatio quadratica

B— 6»» A — app _
ZZ — ^ 2 -+- ~ = 0,

C— cpp C — cpp

eaque per hypothesin radicem habeat z= f; erit quoque z= g existente

ffcnp — 5 ^— app
~t-g=- — quam fg= ^ ,

. ^ C—cpp ^ '"^ C— cpp

irm i? ; ruii fiT --,1-r \ . •
>

unde duplici modo alter valor g reperitur. Hoc adhuc clarius ita ostendi potest. Cum esse debeat

A-\-Bz-\- Czz =pp {a-\-bz-\- czz)

,

tum vero A-\-Bf -\- Cff= kk {a -t- bf -t- cff)

,

semper alius valor pro z assignari potest, existente pariter p= k. Dividatur prior aequatio per posteriorem

« , A-i-Bz-i-Czz a-t-bz-*-czz
iietque - —-— =

;

ofi«, ^,-,v rnrrt -M\4tt*^ A-t-Bf-t-Cff a-+-bf-t-cff

subtrahendo utrinque unitatem et dividendo per z— f prodit

i I I j u B-*-C(z-t-f) b-t-c(z-t-f)

A -+- Bf-^ Cff a -- bf-t- eff

unde f facile definitur. '*' '^•'^•^- ^**^ '^-^ ''^' '«-^** -

rSL
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Hac methodo insuper duo alii valores reperiri possunt. Cum enim sit

A-*-Bx-t- Cxx a -- 6« -t- exx

multiplicetur utrinque per — , ut habeatur

A-t-Bf-t-Cff a-t-bf-4-cff^

r

Af-t- Bfi -+- Cfzz af-t- bfs -+- cfxx

et «ublata unitate erit

At H- Bfz -\- Cffi az -»- bfz -+- cffi

Aif-z)-^Cfk{z-f) aif-z)-^cfziz-f)

sive

Ax-^Bfi-t- Cffc az -H bfz -*- cffi

A — Cfz a— cfz

A -t- Bf-t- Cff a-t-bf-t-cff^

ff
unde tertius desumitur valor. Porro multiplicetur utrinque per — , ut sit"

"»)«<} 5n'>i»fi/s ffl&»piiiut

Aff-t- Bffx -t- Cffzz aff-t-bffz-t-cffzz ..,,,. . , , Aif-t-z)-t- Bfis a (f-t- z) -^ bfi— ^ -^z=— -^ ^— et unitate utnnque sublata -^—-f——^= -^ '- l-.
Azz -t- Bfzz -t- Cffzz azz -t- bfzz -t- cffzz

^
A-t-Bf-t-Cff a-t-bf-t-cff

Horum valorum quilibet pro f assumtus praebebit duos novos valores, ita ut hoc modo infiniti valores reperiri

2 -+- Sz— zz
queant. Sit A= 2, J?= 3, C= — 1, «= 3, b= — 1, c= 2, ut debeat esse —= n. Cui primo

fj — * I' aXZ

3 g { <2 (z -t- l) \
satisfacit z=l. Sit ergo f=i, erit secundo — = -^^——^

, unde z=l; tertio 2-4-z= 3— 2z'

1 1
unde z= —

;
quarto 2 -i- 2z -4- 3z= 3 h- 3s— z, unde 2= — .

o o

Interim tamen haec methodus nihil plane juvat, sed tanlum duos valores ostendit. Cum enimfsit numerus

j <, . . A-t- Bz-t-Czz a-t-bz-t-czz ,. . , . , .

dennitus , aequatio ———=—— ~ manifesto est aequatio quadratica determmata
, quae tantum duos

admittit valores. Interim tamen haec methodus cum successu adhibitur in resolutione hujus formulae simpli-

. . 1 . , ,. /.^ 1

1

. • .. a-t-bz-t-czz pp ,
cioris a-^bz-^czz= vp, casusque constet, quo a -\- bf -\- cff= kk , erit iffitur — —= ff. Jam sumatur

a-t- bf-t- eff kk

primo pp= kk, fietque b-i-c{z-*~f)= 0, unde z= . Deinde sumatur j^ = j^ eritque

«.1 r. Ji 7 • I*

ppff=kkzz, ideoque aff -t- bffz -t- cffzz= azz -t- bfzz -*- cffzz

,

— af
unde fit a {f -i- z) ri~ bfz= atque z= 7^,

qui posterior valor loco f assumtus denuo novum valorem praebet, et ita porro.

Verum hoc casu solutio generalis ita reperiri potest. Sumatur p= k-i-i^[z — f), ut sit ^ ., .

a-t-bz-t-czz kk -t- 'ila' iz — f) -t-w iz— A* ,^- ,

a-t-bf-t-cff kk
— 4 -»^-

Subtrahatur utrinque unitas eritque ~
-

**
~

b-t-eiz-t-f) 2*w-f-w(« —

^

, .. yaf— fiw — b— ef
i-

-^= --^
, unde repentur z= ,

kk kk ^
c — vv

^ . . k
unde pnor ontur posito ^= 0, postenor vero posito i'= —

.

A. m. T. II. p. 155. 156.

34.

Theorema. Si fuerit p numerus primus formae 4n-i-1, semper dabitur numerus x, minor qiiam n, ut

fiat px—i= D

.

Demonstratio. Cum sit p= 4n-i-l, erit p= aa~^bb. Jam quaeratur fractio — proxime aequalis

fraclioni — ita, ut sit ad— bc= ± 1, eritque x=zcc-^dd. Semper enim numeri c et rf infra semisses nume-

rorum a et 6 assignari possunt; tum autem erit px— l={ac-i-bd)*. Erit enim



220 L. EULERI OPERA POSTHUMA. Arithmettca.

px={aa-^bb) {cc-t-dd^^iac^bdj^-i^iad— bc)^

at ad— bc= ±i per hypothesin, unde px— i = {ac-t- bd)^.

ExEMPLUM. Sit p=193, erit «=12 et b= T, porro c= 5 et «?= 3, unde fit

x= 3h- eritque px — 1=81*.

A. m, T. II. p. 167.

35»

ThEOREMA NUMERICUM PROFUNDISSIMAE INDAGmiS.

Si m, n et z denotent numeros integrps positivos, tum ista formula

k-mnz — m — n

nunquam evadere potest quadratum.

Hoc theorema inde est derivatum, quod inter divisores formae mxx-t-ytj opcurrat formula 4mz-+-l, unde

sequitur, formulam k-mz— 1 nunquam esse posse divisorem illius formae mxx-t-yy, vel saltem hujus m-¥-yy,

unde haec aequatio {imz— i)n= m-i-yy

semper erit impossibilis. Sit nz signum impossibilitatis eritque {k-mz— l)n— mznxjy sive {k-mz— i)n — mzc •
Verum hoc fundamentum nondum est rigide demonstratum, ideoque demonstratio hujus theorematis plurimum

desideratur. Interim taraen evidens est ejus veritas casibus
,

quibus est m -t- w= 4t -h 2 ,
quia tum fit

hmnz — ki— 2 numerus impariter par, a quadrato abhorrens. Dein etiam casu m-i-n= 4«-i- 1, quia tum

prodit forma kmnz— ki— 1, sive forma h-A— 1, quae nunquam esse potest quadratum. Demonstrardi igitur

tantum restant duo casus, alter, quo m-i-n= 4«, alter vero, quo m-i-n= 4i-i-J, yel h-i— 1. Pro casu priore

m-\-n=ki sumi poterit m= 2i— /c et n= 2t-i-ft, unde erit {2i— k){2i-^U)z—VnzD, sive {h-ii— kh)z— tnzD.

Pro altero casu, quo m-f-M= 4t— 1 sumi poterit

m= 2i— k et n= 2i-t-k— i, eritque h.{2i— k){2i-t~k—i)z— h-i-t-izr:n,

sive hoc modo ((4*— 1)'— (2/c— l)'^)^— 4i-f-l nz .

Hinc innumerae formae speciales derivari possunt , veluti ex priore forma {Mi— kk) z— iziz d , unde casu i= 1

prodit kz— Izcn, 3z— Izizn, qui per se sunt manifesti

casu i=2: 16^— 2zizn, 15^— 2i3z^, i2z— 2zizn, 7^— 2zizd

35z— 3nzD, 322— 3znD, 27z—"Szizd, 20^— 3z[ZD, lU— 3zz:n

63z— 4zizn, 602 — 4ziza, 55,?— 4z!ZD, 48^— 4zc:d, 39^— 4ziz^

152— 4zizD.

Hic autem veritas singularum ostendi potest, at vero ex principiis diversissimis. Eodem modo formulae

speciales ex altero casu oriundae

((4t-l)^-(2fc— 1)2)2— 4i-i-lzcD.

sunl casu t=l casu i=2
82 — 3 zr: D

"

482 — 7 zn D

402 - 7 zc

»i.i;.i'i» u.uii'. 242 — 7zE:a

casu
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56* <tdynf 'la» oih)i;b9i nottd fiiip .hiht.mviA

Proposita hac formula ad quadratum reducenda: (97—pp)*-#-(ppvy— 1)'= D, statuatur q=zf-i-z., et per-

venietur ad aequationem, unde per regulas cognitas reperitur .^daf) iiiaaob ati ^ la «^ oyiA niH

^= 3p^-l -
''"^^^* g= 3p*-l -

ubi p pro lubitu accipi pote«t, si modo excludantur casus p= Oetp= dtl. Ita sumto p = 2 fit q= j-

M p= 3 tit
9=J2\' ^"^2 ^"^454" ««mto j)= 2 et ?=^ ent pp--qqz=

, et ob

p?=^ erit ppgg— 1 = -^ . Quadratum ergo fieri debet 120^ 68^-*- 5^ 99*= 15^(8^ 68*-+- 33*) , quod con-

tinetur in forma kaabb-^{aa— bb)^. Fit enim 8.68=2a6 ergo a6=4.68=16. 17 et 33=aa— 66=(aH-6)(a— 6).

Proposita tali formula qq{pp— i)^-i-pp{qq— i)^=n, duplex solutio institui potest:

prior: ponatur q= np-+-n—1, tum enim erit 5'-Hl=(p-+-l)n, mjui iH .kmAtiOdal

u . "P-*-* * ; 4 (n-t-l)(p-*-l)
^ ^ (n-l)(p_l)

aitera: ponatur o= — , tum enim ent o-+-l= -^ el q— 1 == ^ ~ -.

p-t-n ^ p-+-n ^ p-i-n

Praeterea notetur, hanc formam ad praecedentem {qq
—PP)^-^{vPi9— i)^ reduci ponendo p= fg et q= -^t

unde etiam solutio praecedentis formulae hic adhiberi potest. Fluunt autem istae formulae ex solutione hujus pro-

blematis aa-i-W=n, aa-+-cc=D, bb-\-cc= u. Primo enim sumatur 6=^-^^— .a, erit aa-i-66= (^^^^
j aa

2p \ 2p /

et c= ^^.a. Tertia formula evadet gg(^-l)^-+-pp (^^-l)^ AUera solutio ita se habel: Sumatur a= 2fg

et b=^ff— gg, satisfiet primae conditioni. Pro secunda statuatur

c= ffgg—\; erit enim aa-i-cc= 2ffgg~i-f*g*-i-t.

Tertia ergo postulat, ut sit

iff-gg^-^iffgg-^^r^o.
A. m. T. III. p. 9.

57.

Problema. Formulam 2x*—y*= zz ad hanc 8p*-+-.j*=rr reducere. AiutairA iB obflwiiJadu*

SoLUTio. Ponatur 2x*-i- y* =: i^ , erit i^u— z*=:Sx*y*, unde fit 8a;*t/*-+-2*= w, sicque eritp= a:y, q=z

et r= v= 2x*-\-y*.

Generalius ergo hoc fieri potest, nempe si ax*— ^y*=:zz posito ax*-\- Py*=^v, erit

vv— z*=^Sa^x*y*, ideoque vv= z*-\-Sa^x*y*.

Problema. Formulam 8p*-+-^*=rr ad formam 2x*— y*= zz reducere.

SoLUTio. Cum ergo.sit 8p*=rr— g*={r-*-gg){r— qq), manifestum est esse ^ et r numeros impares.

Hinc sequitur, numerorum r-\~qq et r— qq alterum fore impariter parem, alterum pariter parem, unde nascuntur

duo casus: • ^.1

I. Sit r-\-qq impariter par =2«, alter vero r — qq pariter par =4/?; erit ergo 8p*=8a/?, ideoque

a^=^p*, unde quia a et /3 sunt primi inter se, uterque debet esse biquadratum. Sit ergo a= $* et /?= l*.

fiet p= st et r-i-qq= 2s* et r — qq= k-t*, unde oritur 2qq= 2s*— it* , sive ^'^^s*— 2<*.

II. Sit r— qq impariter par =2a et r-t-qq pariter par =4/?, eritque 8p*= 8a/?, ideoque p*= a/?. Sit

nunc a= g* et /?= <*, eritque p= st; ac nunc r-\-qq= U* et r— J5= 2«*, ideoque qq= 2t*—s*. Posteriore

ergo tantum casu reductio praescripta fieri potest. Interim tamen formula /'*-+-8^*=M semper ad formam

2a;*— y* reduci potest. Quod si enim sumatur x=f^-\-2fgg—gh et y=f*—\fgg-^gh, semper erit 2x*—y*=zz,

exktenie z= f^-^f*gg-\-2k.ffg*-'Sg^-&f^gh. ^%in9^ .>»
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Analysis, qua haec reductio est inventa. Posito 2x*—y*=zz^ debet esse

%^' ^». t-f-t^^^a;x=pp-*-qq, yy=pp-t-^pq— qq, tum enim fiet z= qq-h-2pq--pp.

Hic ergo p et q ita definiri debent, ut scx et yy fiant quadrata, quod sequenti modo praeslari potest: Gum sit

2a 6

yy — XX =2q{p— q)= {y-*-cc){y — x), iAm statuatur y-i-x= y.q et y — x=—{p — q), Sic enim fiet

yy-^xx^ 2q {p— q)- Addantur jam quadrata , fiet

•

,,_,,, ^,2yy-i-2xx=—qq-i--pp--pq-^-^qq.

At vero ex primis formulis fiet ^yy-h-^xx^k^pp-t-k^pq, qui valor illi aequatus et multiplicatione £acta per aabb dat

(6*— 4aa66) pp— 2pq {h^-^2,aabb) -^^ {fy^-i-ki*) qq= Q.

P
Hinc radicem extrahendo fit —=...,.

,

Theorema. Si fuerit wa*— n6*=c<?, inde assignari potest talis forma x*— mny*=zz.

Demonstratio. Posito enim ma*-t-nb*=A, erit 44= c*-+-4mna*6^. At in altera formula si ponatur

xx=pp-i-mnqq et yy= 2pq, fiet z=pp— mnqq. Jam statuatur p= rr et q= 2ss, ut fiat y= 2rs, hinc fiet

xx=:r*-t-k^mns*. Facta ergo comparatione erit x= A, r= c, s= ab, unde fit y=^2ahc, z= c*— h^mna*h*.

Hinc ergo necesse est ut fiat x*— mny*=:zz.

0- ' -•*'

A. m. T. III. p. 129. 131.

38.

Observatio. Ut formula ^^^—?*- fiat quadratum, sumatur
rs{rr— ss)

^

p= aa -*-bb ' r=aa-t-hb

q= 2aa — hb 8 = 2hb — aa

M ^ m ,t M ./
jjjj^^, p~i-q=3aa r-\-s=m

p — q= 2bb — aa r — s= 2aa — bb

substituendo fit formula
PiiPP-n)^ aa

rs{rr— 5«) 66

Aliter, sumi etiam potest

p=zbb — 2aa r= 2hb — km

q == Qaa s = hh -^ k^aa

hinc p-\-q=zhh-i- kaa r h- s= 366

,

.

p — q= bb — Saa r — s= bh — Saa

u 44 j P9{PP— 99) oa
ac substituendo: '««>"t<»«^ "

,
—^ = —

.

rs {rr— ss) 66

Ita sumi potest p= T, S= 6, r=14 et s=13, eritque pq {pp — qq)= 5h-& , rs (rr — ss) = 4914

hinc foronula iuti »««= 77771
' 4914

~"9— (t)""* """

EvoLUTio GENERALiOR formulac

•

,
~

, = D = n.
rs (rr— ss)

Hic ponatur q= at et s= ^t, tum verojp= t^r, unde reperitur

A. m. T. I. p. 295.
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« av^— n^ /v Y
»T ~'a»i'— n/S»""^^'" V '

JUlJ Ollb <ni. WlJ«0ll4

unde oritur haec aequatio

unde patel si i^^O, fore a= =i=— ; at 01 z= 0, tum erit v=± -^, unde sequentes valores inveniuntur ope

2^ a.(2«^3-f-«3.)
.Jfienps» J«u*.ibo«».»iu.

harum formularum z-t-z =— , i^-t-p= \o ^ —-.

At vero si sumamus v= oo, ent z=——x-, f'^—;:

—

o-tt—-
2a* 3na*/3*

... • '&-<-«\

Quia hic litteras a et /? pro hibitu assumere Ucet, fortasse hinc novi valores eliciuntur, quos praecedens me-

thodus non dat.

Si ex. gr. a=l et /?= 2, ut sit g= t et s= 2f, tum vero

—= v et —= v — 2 erit z-^z=1v et i/-f-v^=-^r ^.
r r ' 2«-»-8

, mi. »- \\v\ii —- w\i )i'i» r . .;— :r-
1

I » j \d il

Hinc sumto 1^= 0, erit «=± — ; at si ^= erit v=±~. Praeterea si (^= 00, erit z=—k et sequens

^= — -^ , ex quibus casibus sequentes valores oriuntur
8

21 5 8 9 403
1^=00, «=—4., »/= — --, Z=—-r, P= — -, 2=——, »/;8' 4' 11' 44' 8.167'

1 6 7 19
tum vero ,2= 0, v= —, z= i, v=—, z=—, v=— ,"'2 5

'

5
'

18

porro «= 0, ^=-\. ^=-f, -i^= 2, ;2=-3, ^'^-f, «=-32, ^= j^, etc.

^ 1 11 4 5 7 64 ,
i.= 0, «=-, u= -, z=-, u= j, z= -, v=^, etc.

^ 1 31 12 17
,.= 0, z=-^j, ^^=-23, ^=-Y' ^=-4-

7Ulll6tqft3 OgiS

Casu n= l, valores t' et « ita se hahebunt:

»^= 0, i, 0, 1, |, 1,
l^,

1

_. M 1 Q 5 19 _11

^rt 4 14 8 /.01 28
tum vero «= 0, 2, — y, y, —

|j, 0, —2, 4, — y, -^

_ 3 •' - - 57 i^) v^l-i-H ^^i~ 5 1 55
^^— ^' TV *' 55' ' " ' ' T' ' 57

T — * ^ '^
4 ^ i 11^1 11.19.97 __ 20271

^""™ i'— 00, 1, g-, 1,
j^^,

1,
^^gg,

1,
16.7. 181 "20272

— —11 1 *!__*? Z!_l* *^^— 2' 2' 4' 4' 26' 28' 56' 56*

Ita ex casu ^=\^= f'i'^J^ valores pro p, q, r, s erunt: p= 3.5.97, g= 2521, r=16.7.i3, »= 2521,
1456 16.7.13

p-+.g= 8.7.71, p— 9= 2.13.41, r-Hs= 41.97, r— «= 3.5.71, ubi factores utrinque se mutuo deslruunt.

A. m. T. UI. p. 143.
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60. >

Probleua. Invenire duo triangula rectangula in numeris, quoruin areae

Az=pq{^— ??) et B=:rs {rr— ss)

A a
datam inter se teneant rationem scil. a-.h, ita ut sit —-=—

.

B

Hoc problema methodo direcU frustra tractatur, unde ad solutiones particulares confugere necesse est

cujusmodi sunt sequentes

:

I. Sumatur r=f et s=p— g, erit rH-s= 2p

—

q et r— s= q, unde fit

• 'B==y{V--^i)[2'p—q)q

hincque -^= f-^*-
= 4' ^^^^ hp-\rhq= 2aj^— aq, ideoque —= ^^_^ , unde haec solutio aaficitur

|)= a ~\-h r= a -\~h
'•'' '"''

qz=2a — h s= 2h — a.

II. Sit r= 2p et s= p-¥-q, erit rH-s= 3p-+-g et r—s=p— q, hino -fi= 2p(p-+-5') (3|)-4-7) (p— ?), ergo

= =— , sicque erit 6^= 6ap-i-2ag^, indeque —

=

6-2o

quocirca capiatar p= b— 2a r= 2h— ka

q= Ga ' 8= h -i-4-a.

III. Sit r= 2p et s=p— g, erit rH-s= 3p— g, et r— s=p-t-?, hinc

F=6^:r2^=6-' *'"*1"^ hq= Qap-2aq, ergo ^= -6^'

quocirca capiatur pro ista solutione p= 6-f-2a r= 26-f-4a

q= Qa s= h — ia.

IV. Sit r=p-i-j et s=p, eritr-t-s= %)-!-} et r-—s= q. hincque

T-=2^=T' ""^^ ^^"*^^"^^^ '*P-*^= 2«-P-^^^' 7=6^
ergo capiantur p= a-f- 6 r= 26—

a

q= h— 2a s= a-4-6.

V. Sit r=p-4-gr et s= q, erit rHh-s=p-i-22 et r-^s^p, unde fit

A p— q »._.,, ^ ,, p 2a-i-6-— =^^-—^=— , mde hp— hq= ap-\-2aq, hmc —=7——

,

quocirca capere debemu^ p= 2a-i-6 r= a-f-26

i;
'

Y.

' q= h — a s=^h— a.

VI. Sit r=p-i-5f «t «= 2^, erit r-i-s=p-f-35 et r-^s^p— q, unde fit

= ^, unde ob fcp= 2ap -1-605', erit —=r—g-.
,-,. B 2i>-*^6? &' i i- -rf» j 6— 2o

ideoque hic capere oportet p= 6a r=^\a-\-b

: g= i~2a s= 2b—h-a.

VII. Sit r=p— g et s= q, erit r-i-s= p et r— s= p— 2g et erit

i.»,Sk

—

^^* ,i.i. v.ii- — i:—^::^ ideoque hp-\-hq= ap— 2aq, hmc —= _, ,

itaque ut capiatur necesse est p= 6-*-2a r= 26-f-a

q= a— h $= a — b.
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Vni. Sit r= Tp
— q et s= 2q, erit r-f-«= p-H7 et r—«=j)— 3g, bincque

-=r= r^ \r, = T- » u"de ob 6«= 2ap— 6aq invenitur —= ^ r.

ideoque capere oportet p= Ga

q= 2a-~h

r*=b -+-4a

«= 4a— 2ft.

li

IX. Sit r=9 et s=p— q, erit r~t-s=p et r— «= 2?

—

p, unde fit

J p-*-q a .j i i o P 2a—

6

—=r—^=— , ideoque ftp-+-w=2ao

—

ap, ergo —= ^^ .

quocirca sumatur p= 2a — 6

q=b -¥-a ._i;,,

r= b-{-a

s= a—2b. r.-fi.ii. ijii - 1) ; u) %sii i9)n!

X. Sit denique r= 2q et s^p— q, erit r-i-s=p-*-7 et r— 8= 3^—p,^iitle?'i*perftxiir ''"'" ."iwHt^aiia

•4 p a,,,. ^ ^ .. P 6«

6-t-2a'1? 6?— 2i3
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'4~
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Si ambanim arcarutn prodiicdiin AB debeat es«e quadratiim, tantum sumi oporlet pro numeris a et 6

quadrata; sit igitur a=i et 6=1 erunlque soluliones

p



228 L. EULERI OPERA POSTHUMA. Anthmetica.

,-.«.,. oacc— fcftdd

Problema. Invenire quatuor quadrata aa, bb, cc, dd, ut naec fractio nat quadratum
-hhcc'

SoLUTio duplex dari potest: Pro prlore ponatur c= ab, d= aa— 2bb, eritque

ac-i-bd=2b{aa— bb), ac-^bd^^b^, ad-+-bc= a [aa— bb), ad—bc= a{aa - ^bb),

..4

erffo fieri debet ;;—̂ == , sive tantum aa— 2bb= n. Pro altera solutione fiat a= cc-\-2dd, b= cd,
* aa{aa— 3bb)

tum enim fiet ac-i-bd=c{cc-^ddd),ac— bd= c{cc-i-dd), ad-+bc= 2d{cc-\-dd), ad— bc= 2d^, ergo fieri debet

ec{cc-t-3dd)—

^

j

—

-= n, sive tantum cc-i-3dd=a.
4d*

A. ra. T. III. p. 150.

Problema. Ad quadralum reducere hanc formulam

63.

aabb— ccdd

aacc — bbdd

, SoLUTio. Ponatur b= ad, erit formula —^ 3i^= ^- Ponatur porro c= aa— 2dd, erit formula
• M»i ;

'
aa{cc— d*) cc— d* '^

4aadd— 4d* , , j . • . n aa—dd 1

-^—; —;, quae demto quadrato m numeratore ut -^

—

-———Tm— 5Xi*

1
Sumatur a= pp-\-dgq et d=2pq, erit forma -

—

_ .^ , bincque porro prodit

^ ".
c= p* — 2ppqq -i~ dq* et b= 2pq{pp-t-3qq).

Hic quaelibet positio solutionem suppeditat praecedentis problemalis (*).

Sit p= i etq=l, erit a= /|., b= S, c= S, d= 2.

Sitp= 2et?= l, erit a= 7, b=2S, c= n, (?=4,-

unde oritur solutio supra data problematis praecedentis.

S\tp= ietq= 2, erit a=13, 6= 52, c= 137, c?=4.

Sitp= 3et9=l, »***»^'* "^

erit a=12, b= 72, c= 72, d= G.

Sit p= 2 et q=3, "
^ erit «=31, 6= 372, c= 673, rf=12. '

S;

'

* ;

Sequenti autem modo praecedens problema ad praesens reducitur: Cum esse deoeat A*— B*=C*—D*,

ponatur A-+-B= ax et A— B= (iy, tum vero C-i- D= yx, C— D= 8y,

fiet «/? {aaxx -f- p^yy)= y8 {yyxx -+- 8dyy).

XX yS ciB

Hinc oritur —= a ^ , „ , unde haud difficulter superior derivatur.

A. m. T. III. p. 161. 162.

(*) Resolutio hujus aequationis A*— B*=C* — D*. Comment. arithm T. I p. 473.

64.

Theorema. Si {uentJ[={a— bx)^{p'-qx)^-¥'{c— dx)'^{r— 8x)^—nn{a— bx)*{c— dx)^, statim sex valores

habentur, quibus X fit quadratum.

Primo enim fiet X={a—'bx)^{p— qx)'^, si fuerit c— dx= Of ideoque a;=— , et si fuerit

{r— sx)^— nn{a— 6a;)^=0, hoc est r — sx= ±n{a— bx).

Simili modo fiet X= {c— dx)'^ {r— sx)^ faciendo a— 6a;= 0, seu x=^; tum vero si />•— ^-a;= ±«(c— «te).

^ -• ^ ^ A. m. T. III. p. 166.
Ml ^ .m T .m .A



Fragmenta ex Adversartts depromta, 229

Theorema. Ut in quadrilatero, circulo inscripto, quatuor latera a, b, c, d cum ambabus diagonalibus x et

y numeris rationalibus e\primantur, necesse e«t, ut hoc productum {ab -\- cd) iac -^- bd) [ad -^ bc) reddatur qua-

dratnm. Quod fiet snmtis quinque numeris pro Inbitu f, g, h, p, q, si capiatur ;} um
a= f9h{qq—pp), b=zg{fp-^gq)^—hhqq, c= 2fghpq-^h{ff-t-gg— hh)qq, d= f{gp-^fq)*^hkqq,

tum enim erit x= f{fg{pp~+-qq) -H {ff-+-gg— hh) pq) ^_^ ^,,^^_^^^ ^^^^,

y=9 {f9iPP-*-99) -+ {ff-^99— hh)pq).

Sin autem insuper requiratur, ut etiam area quadrilateri fial rationalis, tum hanc formulam quadratum esse

oportet {a-^b-k-c — d){a-\-b-^d— c){a-^c-k-d— ft) (6-f-c-i-rf— a)v*i«= M ,•?«= » , ^- =r --

quod autem per illas formulas nullo modo effici polest. At vero sequens problema generaliter resolvi potest:

Dato circulo polygonum quotcunque laterum inscribere, cujus omnia latera una eum omnibus dia-

gonalibus, atque adeo area numeris rationalibus exprimantur.

SoLUTio. (Fig. 1.) Posito radio circuli =1 sint arcus AB= 2A, BC= 2B, CD= 2C, etc, eritque latus

AB= 2sinA, BC=2smB, CD= 2smC, etc.

Tantum ergo opiis est, ut horum angulorum sinus sint rationales, simulqiie etiam cosinus, ut etiam diago-

nales fiant rationales, si quidem est

AC= 2 sin (i4 -H ^)= 2 sin A cos 5-4-2 cos A sin B.

At vero si fuerit sinj4= — , erit cos .4= —
; tales igitur formulae pro sinibus et cosinibus accipiantur,

hocque modo non solum omnia latera, sed etiam diagonales fient rationales atque adeo area, cum posito centro

fiit area AAOB =: sm A cos A
,

quod de omnibus reliquis valet. Possunt enim singuli hi anguli 2yl, 2B, elc.

usque ad ultimum pro lubitu assumi, ultimi vero sinus erit sinus summae reliquorum, et cosinus = cosimii

fiummae reliquorum.

A. m. T. UI. p. 159. 160.

n
66.

{Lexell.) '

Theorema. Si a fuerit numerus quicunque non quadratus, ei b ei c numeri quicunque ad illum primi,

tum ista formula a {bbx*-^ aaccy*]

nunquam &sse potest quadratum. '

, ,

Demonstratio. Hic a.ssumi potest numerum a etiam per nullum quadratum e&se divisibllem, si enim

esset a= aff, quadratum esse deberet a{bbx*-t-aaccf*y*), ubi si loco fy scribatur y, habetur formula prior,

quin ^tiam numeri a; et y sunt primi inter se. Quoniam igitur a est factor nostrae formae, necesse est, ut

alter factor bbx* -\- aaccy^ etiam habeat factorem a, sed pars posterior jam habet factorem a, ergo pars prior

erit divisibilis per a, ex quo x factorem habebit a, ideoque y non erit divisibile per a. Ponatur ergo x= az,

atque nunc haec forma quadratum esse debebit

a{bba* z*-^aaccy*), seu a{Jbibaaz*-^ccy*).

Quod ob eandem rationem fieri nequit, nisi y esset divisibile per a, qui casus cum jam sit exclusus, formula

nostra nullo modo quadratum esse poterit.

A. m. T. I. p. 51.

67.

Varia conamina aequationis a^-\-b^=c^ impossibilitatem casu A>2 demonstranoi.

1. {Lexell.)

Theorema. Non dantur tres numeri x, y, z, ut fiat xxy-\- xzz-^-yyz-sr.d.
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Sumi potest numeros x, y, z communem divisorem non habere; si enim haberent, per divisionem ex hac

aequalione tolleretur; interim tamen bini communem divisorem habere debent. Hinc ponatur a maximus cora-

munis divisor numerorum x ei y, b ipsorum x et z, et c ipsorum y el z, atque tam bini horum a, b, c erunt

inler se primi. Ponatur igitur x= ap, y= aq, eruntque p et q primi inter se. Deinde sit x= br et z=:bs.

denique y=ct et z= cu, ita ut sit x=^ap=:br, y=:aq=:ct, z=:bs=:cu, quibus valoribus substitutis for-

mula nostra est: abcprt -t- abcpsu -^ abcqts =: , sive prt-*-psu-t~qst=:0.

Cum autem sit ap= br, sive —= — , erit p=:lb, r=:la; deinde — ==— , unde q=.mc et t= ma, et ob
r a t a

$ c—= — , s=:nc, u=:nb, itai Mt sit x=:lab, y=:mac, z=.nbc; ubi notandum numeros mc, Ib esse inter se
U

primos, nec non Ib et nc, et ma et nc. Aequatio autem nostra hanc habebit formam:

iiaino taUti Ilmaab-i~nnlbbc~i~mmncca=:0.

Hinc ergo Ib divisor esse deberet membri mmncca, quod ob conditiones memoratas esse nequit.

2. (J. A. Etder.)

NB. Haec demonstratio non succedit. Caeterum hoc theorema huc redit, ut demonstretur esse non posse

1 1 = 0. Hoc autem sequenti modo demonstrari posse videtur-.
y z X * ^

Posito z= —, et nostra aequatio fiet —i h— =0, quae forma «imilis est propositae. Cum numeri
V *

y X V "

a, y, z sint inaequales, sit z maximus, y medius et x minimus, sive negative, sive positive. Jam cum sit

z=—, manifestum est fore ^-^^a?. Unde patet, si terni numeri z, y et x satisfecerint, tum etiam hos y, x
. . . X^'

et i^ satisfacturos, quorum y jam erit maximus, x medius et ^" miuimus. Ponatur jam y= —, eritque u<^i^,

quare etiam hi tres numeri x, v et u satisfacerent. Si porro ponatur x=:—, erit t <^u, atque etiam hi tres

V, u et t satisfacerent. Hocque modo continuo ad numeros minores perveniretur; quare cum in minimis hujus-

modi numeri non dentur, etiam in maximis tales non dantur. Manifestum vero est hos numeros semper fore

integros.

CoROLLARiUM. Hoc modo demonstrari posset fieri non posse 1---= 0. Si enim y^^j^ et ponatur
y X

y=—, erit s^<Cx, et tum prodit —i-— =^=0, quae posito denuo x= — daret u-iH^v et —h —= 0, quo

pacto iterum ad numeros continuo minores perveniretur.

Eodem modo etiam demonstrari potest esse non posse —i v--—l— =0. Posito enim s= — (ubi
X y z V M

si z fuerit numerus maximus et ^» minimus, « •^' erit v>) similis aequatio prodil scilicet 1 h-— -+- —=^ '^ V X y H

CoROLLARiUM 2. Cum igitur aequatio xxy-^xzz-\~yyz=^0 sit impossibilis, inde vero prodeat

_ yy±V{y^- Ax^ y)
""''"^"^' *^'"'"^' ^^*^

''^- ^ '

sequitur formulam y*— h-x^y quadratum nunquam esse posse.

CoROLLARiuM 3. Ex aequatione supra allata pro quatuor numeris sequitur

vi^yz -H xxzv -f- yyxi^ -i- zzxy=
hinc ,v= -(^^^-*-yy^)^-"^

yz

— x{xz-i-yy)dzV{xx{xz-*-yy]^— 4z^yyx)
ex V = )

unde haec forroula xx [xz^i-yy^^^h-z^yyx nuflqiiam quadratum fieri potest.
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Sit verbi gratia x— xet haec formula fiet

xcr{xx-t-- t/y)*— h-x* yy , vel {x.r -4-
j/y )

*— fkxxijy

NB. Verum nostrum theorema in casu quatuor numerorum non amplius locum habet, quia utique in

minimis numeris casus dantur possibiles : veluti si fuerit z= x et t/ = — v». Quod ergo de quatuor

numeris hic dictum est, neutiquam valet.

Theorema. Neque summa neque difierentia duorum cuborum potest esse cubus.

DEMOPfSTRATio I. Si p, ^ ct r denotent numeros integros, sive positivos sive negativos, demonstrandum

est hanc aequationem nullo modo subsistere posse:

Tam enim dividendo per pqr foret Hhc ')hw

^^lL^IL==o, ideoqueetiam ^ -4-i?!L -^ -^=
qr pr pq

* qqr prr ppq

atque hinc etiam si ponamus ppq= x, qqr= y et rrp= z, foret

y z X
iH\ tam /riibvi'v,do 'm>iI ! i,

Hoc autem nunquam fieri posse ante est demonslratum.

Dewonstratio II. Demonstrabo hic hanc formulam ab{az*zb) cubum esse non posse. Primo enim nu-

meri a el i non solum integri sed etiam primi inter se assumi possunt. Quare cum hi tres factores a, b et

a:*zb sint inter se primi, unusquisque foret cubus, unde posito a= x^, b= y^, foret x^±ij^:=cubo. Quod

autem formula ab{a±b) cubus esse nequit, ita ostendo: Si esset cubus, ejus radix statui posset
~—

.

Tum ergo foret ab{a±b)=—^-^

—

-
, vel n^ ab= w' (a pJp i>)i^= m^ {aa zt 2al +• bb).

.... 66
Hoc enim si esset, numeri a et fc forent inaequales. Sit igitur a major et b minor, et ponatur a= — , eritque

n'6' / 6* 26' \
c<^b, tum aulem foret = m' (

—

± i~bb)j sive n^bc= m^{bb zt:2bc-+-cc), nhib^^e,
C V CC C /

ergo si porro ponatur 6= ~- , erit c^ d, hincque iterura foret n^ cd= m' {cc dt 2cd -+- dd) ; hocque modo con-

tinuo ad numeros minores pervenirelur. Unde quia res in minimis numeris non succedit, etiam in maximis

succedere non posset.

NB. Hic vero vitium ingens inest, quoniam ob numeros a et & inter se primos, c non est integer, neque

etiam sequentes d, e, etc. Quocirca ex parvitate horum numerorum nihil concludi potest. Inlerim

tamen etiam ne prior demonstratio valet, etsi enim omnes tres numeri non habent communem divi-

sorem , lamen bini quivis necessario communem habent factorem. Quamobrem ex acqualitate

y — XX— 2y , j

.

. y— == concludi nequit, esse z partem ipsius xy, quia fortasse fractio — ad minores ter-

minos reduci potest, cujus demum denomiuator divisor esse debet ipsius xy.

A. m. T. I. p. 51— 54.

3. {Lexell.)

Theorema Fermatii, quo neque summa cuborum potest esse cubus, neque summa duarum potestatum

quintarum polestas quinta esse potest, net; in gencre summa duarum potestatum alliorum similis potestas altior,

facile ila transformari potest, ut certae formulae quadrata esse nequeant. Si enim a^-+b^:=.c^, ponatur

x-l-v= a' et X— 1/= 6*, foretque ^x^a^-^b^^c^ et xx— i/j/= a*6^ et 4xx= c'°;f kIuotioI

. • 1. XX— iiy a*6* .,
hinc igilur foret — =—^q-, ideoque potestas qumta, pro qua scribalur
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z^ xz^ . XX — yy xz^
-^, seu -,, itautforet -^^=-6';

multiplicetur per h-oc^, fietque

x^— x*yy= k-xz^, sive x^— 4a72'=a7*yy= n .

Quare si demonstrari posset formulam x^— 4.rj/^ quadratum esse non posse, simul demonstratum est formulam

a^-^b' potestatem quintam esse non posse. Si enim esset x^— h-xy^ quadratum, ob factores x {x^— h-y^) inter

se primos, ulerque quadratum esse deberet. Sit igitur x=pi), et alter factor p^°— k-y' deberet esse quadratum,

pula qq; foret ergo

P^^
— qq= iy^=k-r^s^=ip'-+-q){p^— q), ideoque p^-^q= 2r^ et p^— 5^= 2«^,

unde addendo foret 2p^=2r^-\-2s^ , sive p'^= r^ -i-
s'^

.

Simili modo formula a^-h-b^=c^ transformabitur in hanc aequivalentem a?^— 4a7j/'=n . Hoc postremum theo-

rema eliam hoc modo repraesentari potest, ut nunquam fieri queat

x^-i-{x-i~a)^={x-+-b)^, ubi manifesto b"^ a,^ mmxi

Foret ergo x^={x-i~b)^— {x-^a)^=3 {b— a) xx-+^ {bb— aa) x -i- b^— a^

,

demonstrandum ergo est hanc aequationem nunquam habere radicem rationalem. Ad hoc observetur, cum poste-

rius membrum factorem habeat b— a, eliam x^ talem factorem habere debet, et perspicuum est b— a vel esse

cubum, vel noncuplum cubi.

Sit primo b—a= p, et erit x^=3pxx-\-3f^{b -\- a)x-t-f^{bb-t-ab~i-aa).

Ponatur ergo x=:fy, eritque y^=3ffyy-\- 3 {b -t- a) fy -i- bb-t-ab-t-aa, ideoque y debet esse factor formulae

bb -t- ab -h- aa.

Sit secundo b— a= 9f^, et ultimum membrum fieret (ob b= df'^~t-a)

9V'-»- 3 .9^«rH- 3.9aa/"3= 27f (27f -H 9af-i- 0«),

unde fit a!'==27fa;a;-*-27f (6-4-a)a;^-27f^(27/"^-+-9a/'3-i-aa).

Ponatur x= 3fy, erit y^= dffyy -h- dfy {b-i-a)-t- 21f^-+ daf^-t- aa.

Pro utroque casu limites assignari possunt; pro priore enim manifesto est y^ 3ff, et pro altero y ^ 9//, qui

limites sunt nimis parvi; nimis magni autem hoc modo reperientur: Consideretur aequatio in genere

y—cctjy-i-[]y-i-y, >
-" '

ubi a, ^, Y sint positivi, ac primo erit y^^a-, deinde cum sit y= a-t-^ ~i , si in membro posteriori

loco y scribatur a, hoc membrum fit nimis magnum, erit ergo y<^aH-— -1
;

ponatur hic limes =X, ut

3 y
sit y <CX, eritque vicissim y= a'+--~-i~-j-j--

ExEMPLUM. Sit pro casu priori f=i et a= i, erit b= 2 et x= y, hinc y'^=3yy -i~9y ~i-7 , ubi

statim 2/]>3, hinc 3/<C7, hinc J/^-^^, y<C5^7> radix ergo rationalis deberet esse 5, quae cum non sit
7 31

divisor ultimi lermini
pag. 93. 94.

iniiJfiJi».f»loq fliinittib £010 4. (W. L. Krafft.)

Problema. Invenire numeros x et y inter se primos, ut formula x^-i-ny^ fiat numerus quadratus.

SoLUTio. Si hi numeri non essent primi inter se, quaestio foret levissima; posito enim x=pr et y=^qr,

formula nostra prodit r'(p'-i-ny'), quae aequetur quadrato r^ss, ila ut hinc statim fiat

p^-i-nq^ , _^ p*-i-npq^ ^ p^ q-^nq*
r = - i-, unde fit x= - — et y=—

ss $s ss
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Quod uti est facillimum, ita casus, quo o; et i/ sint inter se primi, maxime est difficilis. Formulae istius factor

simplex est x-l-t/Kn, et si a dcnotet unam radicem cubicam unitatis, ita ut sit a'=1, quam constat -t

tum lertia radix cubica eril aa. Hinc formulae nostrae x^-^ny^ alius faclor simplex erit x-t-ayVn, ac tertius
3

x-t-aayVn; ita ut formula nostra futura sit productum horum trium factorum

3 3 3

(x -4- yVn) [x -»- ayVn) [x h- aayVn)

,

qui singuli factores reddantur quadrata, hoc modo, quo statim patet, si unus fuerit quadratus, etiam reliquos

fore quadratos.

Posito enim x-¥-yVn= {p-i-qyn-^rynn)^y per naturam rei fiet

3 3 3. 3. 3. 3

X -h- ayyn= {p -i- aqyn -t- aarynn)'^ et a; -t-aayyn= (p-f-aa^Vn-i-arynn)*.

Productum ergo, quod est x^-t-ny^, etiam erit quadratum, et quidem ralionale, quippe cujus radix erit

p^-l-n^^-f-nnr^ — 3npqr.

Tantum igitur opus est, primam illam positionem supra datam evolvi, ex qua consequimur

X -h- yyn =pp -i- ^pqVn -»- 2prynn

3 3

-i-2nqr-\-nrryn-t- qqynn,

unde statim sequitur fore x=pp-*-2nqr, y= 2pq-t-nrr.

Praeterea vero esse oportet 2pr-t-qq=0, unde r= — -^. Sumatur ergo p= 2aa et r=— bb, ^etque q=2ab,

consequenter valores satisfacientes sunt

x= ia{a^—nb^) et y= 6 (8a'— ni^).

Aliter. Si ponaturp= a« et r= — 266, erit q= 2ab et x=^a[a^— 8n6') et y= 46(a^-4-n6^), ubi a et

b pro lubitu assumere licet.

ExEMPLUM. Quaerantur duo cubi inter se primi x'^ et y^, quorum summa fiat quadratum, cujusmodi

quidem statim sunt obvii 1 et 8. Hic ob n= 1 , erit

xz=a{a^—W) et y= 46 (a'-*-^^).

Sit a= 3, 6= i, erit a:= 57, y= \\2, quorum cuborum summa fit quadratum, cujus radix =1261.

Sit a = 2, 6=— 1, erit ar= 32, y= — 28, sive a?= 8, y= — 7.

In hac tamen solutione, etsi generalis videtur, casus quo a?= 1 et y= 2 non continelur, cujus ratio sine

dubio in eo est quaerenda, quod hoc casu numerus n ipse sit cubus, ideoque irrationalitas evanescat. Quod

clarius patebit ex solutione magis directa, nam ut x^-\-y^ fiat quadratum, ponatur x-i-y=p et x— y= q,

ut sit a;=^^ et y=^-^, unde fit

x^ I
y3_ P^-^-3Pgg_ (PP-«-3gg)P

'^

4 4

quae formula ut reddatur quadrata, debet esse p(pp-i-3<77) quadratum, unde si hi duo factores sint inter se

primi, uterque faclor quadratum es&e debet. Posterius vero tantum locum habet, si p divisibile sit per 3.

Hinc duos casus evolvi convenit.

I. Sint hi factores inter se primi, atque ut pp-i-3qq fiat quadratum, vidimus sumi debere p= ff— 3gg et

q= 2fg; at vero ut et p fiat quadratum, capiatur f=hh-t-3kk et g= 2hk. Ergo solutio hinc nata erit

k

L. Ealeri Op. pottbama. T. I. 30
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II. Sit p= 3r et formula nostra erit r(3rr-*-^g); fiat igitur qz=ff—^gg et r= 2fg; fiet

Jam ut et r fiat quadralum, sumatur f=2hh et g=kk, ut fiat r=k-hhkk, ideoque p=i2hhkk et ^=4-/«*— 3ft*.

At vero etiam alia solutio pro hoc casu locum habet, ponendo q=—^— et r= fg; tum vero etiam f=hh

et g= kk. Sih=i=k, erii f=i el g= i, hinc 3^= 1 et r= 1, ergop=3, x=2 et y= i, qui est

casus cognitus.

In genere autem q=—-— et r= hhkk, p= 3hhkk,

3A*-+-6AA«t— A* 6AMft — 3**-f-A^
_, y= .

4

Supra observavimus, ut foret a^-t-b^^c^, fore quoque x^—h-ccz^^n et vicissim. Cum ergo quadratum

esse debeat x{a;^— 4^'), unde uterque factor debet esse quadratum. Reddatur primo posterior x^— ^z^ qua-

dratum, pro quo casu est n= — 4-, unde colligitur a?= a (a'-4- 326') et y= ib{a^— h-b^). Ut ergo et a? fiat

quadratum, debet esse a{a^-t~32b^)= D, ergo uterque faclor deberet esse d, ideoque a'-+-326'=n. Loco 2b

scribamus — c et formula erit a^a^— 4c'); quocirca si in maximis numeris formula x {x^— ^z^) esset a, hoc

modo ad aliam similem forraulam deveniretur a{a^— 4c') etiam quadratum, ubi numeri a et c manifesto multo

forent minores, quam illi x et y. Deinde ex his a et c simili modo deduceremur ad alios multo minores, pula

d et e, ita ut similis forma d{d^—h-e^) esset n et ita porro; unde certe proditura esset in minimis numeris

talis forma quadratum; quare cum in minimis numeris talis forma non detur, re in maximis quidem taHs existit.

Casus autem obvius, quo e= 0, hic nullam facit exceptionem; ad eum enim perveniri non potest, nisi jam in

prima forma fuerit ;s= 0, qui casus ne in quaestionem quidem cadit.

Problema. Reddere formulam x^-^ny^ cubum.

SoLUTio. Statim mcnifestum est, ad hoc statui oportere

X -i- yyn =: {p -t- qyn -^ rVnn)^

;

tum enim ipsius formulae x^-i-ny^ radix cubica erit p^-h-nq^-^nnr^— ^npqr. Facla autem evolutione reperietur

3

x-t-yyn=p^ -+-3ppq ]
-4- 3ppr )

-H Qnpqr -+- 3np rr v yn -i- ^pqq \ ynn

-\-nq^ -\-inqqr\ H- Sn^rr \

-^nnr^
*

IdM X= p^ -\- ^npqr -\- nq^ -\- nnr^

y=: ^ppq -+• 3nprr -\- 3nqqr

= 3i)pr -\- 3pqq -\- ^nqrr^

__..„, - —qqdtzViq^^—Anqr^)
ex qua" aequatione fit p= —~ ^^ —

f

unde quadratum esse deberet formula qiq^— 4nr'), ideoque uterque factor seorsim. Sit ergo q= 8s debetque

esse «^— 4«r'= n =«, sive s®-t-«= 4nr'=4n/"'p'. Fial ergo s^-\-l= 2f^ ei s^-^t= 2ng^, unde oritur

s^= f^-\-ng^, quae formula similis est ipsi propositae, ubi litterae f et g sine dubio mullo sunt minores quam

X et y. Quare si in minimis numeris lahs casus non datur, ne in maximis quidem dabitur.

p. 99- 103.

"'V\ - - n
''"''''

'

5. (Lexell.)
I!! '.<: -M.ljf

Ad Theorema Fermatii supra memoratum, quo aequahtas a^-\-b^=c^ locum habere nequit praeler

casus X=i et A=!2, reductio ibi tradita hoc modo facillime obtinetur: Si esset c^=a^~\-b^, foret
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ideoque pro ab posito d, talis formula c^^—kd^ deberet esse quadratum, cujus igitur impossibilitatera ostendi

oportet, praeter casus A= 1 et A= 2.

CoROLLARiuM. Simili modo ex formula b^=c^—a^ deducitur

ft2>t^- h.c^a^= [c^+ a^Y= D ,

quin etiam a^^~\-kc^b^=.u, quae ergo formulae etiam sunt impossibiles. Demonstratio pro casu saltem A=3
ita tentetur: Cum sit a'-f-6'=c', erit (a-4-6) (oa— a6-4-66)=c^, quos factores ut primos inter se spectemus, cum

casus, quo divisorem communem habent 3, nullam novam difQcullatem implicet. Sit igitur uterque cubus a-\-b-=f^

et aa—a6-f-W= /*', fietque c= Pp; tum vero erit j)®— P'=3a6, deinde ob i!>'=c'— a'=(c— a)(cc-f-ac-Haa),

fiat iterum c— a= g' et cc-f-ac-f-aa= iP^, fietque b= Qq et Q^— 5'=3ac,

denique ob a^=c*— b^={c— b){cc-t~bc-h-bb) sit c—b=r^ et cc-4-6c-h66= /?' unde a= Rr et R^—r'= 36c.

Introductis igilur litteris p, q, r et P, Q, R, ob c=Pp, b=Qq et a=Rr, sequenles conditiones sunt adimplendae:

I. p^=Rr-t-Qq, II. q^^Pp— Rr, III. r^= Pp— Qq,

IV. P^=RRrr— RrQq-\-QQqq, V. Q^= PPpp-t-PpRr-\- RRrr, VI. R^= PPpp -\- PpQq -i- QQqq

,

quibus praeterea adjungere licet

Vll. p^—P^= 3QqRr, Ylll. Q^— q^=3PpRr, IX. R^^r^=3PpQq.

Denique etiam notasse juvabit Q^— P^= [c— b) {a -\- e— b)=- {Pp -f- Qq) {Rr -\- Pp— Qq). Totum ergo negotium

huc redit, ut in his conditionibus contradictio detegatur.

p. 113.

6.

Theorema demonstranoum. Non dantur plures quantitates rationales veluti A, B, C, D, elc. quarum

summa A -t- B -i- C -\-D etc. per productum ABCD etc. multiplicata producat unitatem. Sive si hoc signum =c

denotet impossibilitatem aequalitatis , Iheorema hoc compleclitur sequentes formas:

I. AB{A-\-B)zni, II. ABC{A-\~B-\-C)zizl, III. ABCD{A-i- B^C-\-D)ool, etc.

Hae formae etiam ita exhiberi possunt

Hinc si postremae formulae fractae referantur littera 0, sequentes formae sunt notatu dignae:

I. A-h-BznO existente ABO=t, II. A-\-B-\~CznO existente ABCO=i,

m. A -\- B -\- C -\- D ZLZ existente ABCDO=i, elc.

Porro quia litterae .4, B, C, sunt fracliones, si ponamus

A = -^, B= ±., ^=-f » etc.
e a

sequcntes habebunlur relationes impossibiles:

,a b c T.o b c d 111« b e d e

b e a b e d a b c d e a

At si hujus theorematis demonstratio haberetur, inde facile sequentia theoremala demonstrari possent:

Theoreua I. Summa duorum cuborum esse nequit cubus, sive p^-4-g'zizr^. i
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Demonstratio. Facta divisione per pqr, ut habeatur

i^>i>fuf|ir infrpi »nmn pp qq rr
1 m —— 1

qr pr pq

, , pp qq yj , . —^ pq 1 • i n ^
i • •••!•

ubi si faciamus —= A, ^^- = 5, erit yl^=^— =-— j sive yl -i- 5 zc -— , quod cum impossibile sit,
qr pr rr O AB

hujus thcorematis veritas est evicta.

I5J.

Theorema II. Summa trium biquadratorum biquadratum esse nequit, sive |)'*-t-g*-4-r'*ni«*.

Demonstratio. Facta divisione per pqrs habebitur

p3 ^3
J.3

^3
fi I . I

,
—p-

qrs prs pqs pqr

A -*- B -i~ C zn:

ubi manifesto est ABCO= 1 . Quod cum sit impossibile , etiam hoc theorema est demonstratum.

Theorema III. Non dantur quatuor potestates quintae, quarum summa sit potestas quinta, sive

' p^-+-q^-i-r^-i- s^znt^.

Demonstratio. Facta divisione per productum pqrst et comparatione cum superioribus litteris A, B,

C, D, instituta, hoc modo
»* q* r* «* t*

s. |_ [ I
-j-

qrst prst pqst pqrt pqrs
,

A-i-B~t-C-^DnzO
hic statim apparet esse ABCDO= 1 . Sicque etiam hoc theorema est demonstratum.

Theorema generale. Existente n exponente potestatis, non dantur n— 1 tales potestates, quarum summa

esset similis potestas.

''"''' Corollarium 1. Hinc multo minus n— 2, vel n— 3, vel n— 4, etc. tales potestates dantur, quarum

summa esset similis potestas. Hoc ergo modo theorema illud Fermatii in multo majori extensione adeo esset

demonstratum.

Corollarium 2. Quia potestates impares aeque negativae ac positivae esse possunt, lilterae illae

p, q, r, s, sive A, B, C, D utcunque ratione signorum variare poterunt, id quod hoc modo referri potest:

I. ±p^z±zq^z±zr^zn.O, II. rtp^dt gr^ztr^zfcs^zt^^zcO etc.

Corollarium 3. Hoc autem nullo modo valet pro potestatibus paribus, quoniam —p* non est potestas

quarta, unde hoc theorema non ad hanc formam debet extendi: p^-t-q*— r*=s*, quandoquidem statim in

oculos incurrit casu q=:r hanc aequationem subsistere non posse, quemadmodum modo supra vidimus talem

formam revera resolvi posse.

Huic fragmento manu J. A. Euleri inscriptum: Hujus autem falsitas infra fusius ostendetur.

pag. 115. 116.

7.

Ecce quatuor numeri, quorum tam summa quam productum unitati aequatur:

i> ^ 4 .3 1 3

,
", -'--5 -^-S' -*--2' -~T' -"2'

unde superior illa conjectura omni fundamento deslituitur.

Problema. Invenire quotcunque numeros, quorum summa multiplicata per productum producat unitatem.
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i. Si desiderenlur duo tales numeri, ut sit ab{a-i-b)= l, ponatur a= ab eritque a6'(a-i- 1)= 1, «ive

6'=— rr) sicque a(a-i-l) debet eaae cubus, quod fieri nequit.

2. Si tres de«iderentur numeri «6« (a -i- 6 -4- c)= 1 , ponatur a= a(6-t-c), ideoque

oH-6-*-c= (l -i-a) (6-f-c), ergo a (an- 1) 6e (6 --«)'= 1.

Nunc ponatur 6= jffc eritque

(6-l-c)*=cr(i-i-/?)^ ideoque a/? (a-H 1) (/?-- 1)* c*=i, sive -V= a/?(a-*- 1 )(/?-•- i)*.

Sumatur a= /3/?-f-2^, et debet esse

-1- = /?/?(/? -f- 2) (5 -Hi)*, sive -,^^=/?/?(^-i-2).

Sit ;5=j)p-2, unde
c«(^h-1)4=^ ^^""^^^^ ^^^^ cc(p-*-l)'

"^P^PP"^^'

quod fit quadratum I. si sumatur p= 2; tum enim erit -———= 2: deinde /?= 2, a= 8, c=-, ft=-r-j
C(/)-4-l) b w..11 9 2 .

a= 4. Consequenter tres numeri quaesiti 4, — ? —
, quorum summa est — et productum -— . Deinde

9 9 49 1 21 49
p{pp—2) fit quadratum sumendo p=— . Erit enim p(pp— 2)=— .— , hinc -y^

——=—
, porro /?= —

>

49.81 8.16 ^ 7.S , . 49.81.8 7.27
^ . ... 7.27 , 7.8

«= 16^' '^ =21:65' *=3:65' ^^™^"^ «=16^=1672' ^^« ^'^^* ""'"^" ^"^^"^^^ «= -32"' ^^Os'
8.16 65^ A , 21.32

* =
2r65'

^"^^"™ summa ^^-^, productum vero -^^-

Alia Solutio. Sumatur /?=pp— i, ut fiat -^-4 =« (a-l- i) (pp— i), jam sumatur a=p— 2, unde
c p

--i-=(p— 2) (p-Hi)(p— i)*, staluatur (p— 2) (p-+- i)= (i)-i- i)*??, unde p— 2= (p-i- i) 99 et j)=|l^,
c* p* 1 — 99

p -t- 1 = , p— l = i ^i ideoque —^ ^sr- Superest ergo reddi quadratum 3q{i~t-2qq), quod11 1 3
manifesto fit sumto 0=77; ^^inc —= 2, p= 3, a=i, /?= 8, c= — , ergo tres numeri sunt a=—

,

* 2 cp b 241 1 1

fc=— , c= —
,
quorum summa est = 3 et productum = — . Deinde solutionem praebet positio q= —.

3 6 «> 24

Aliter, sumto statim a=i, fit -^^=2/?(/?-*-i)^; sumatur p= 2pp, fiet
c p

\—= 2»(2»«-Hi), cui satisfacit p= 2.
ecpp i -^ J.L t

3. Si desiderentur quatuor numeri, ut sit a6crf(a-H JH-c-Hd)= i, ponatur

a= a(6-i-c-4-rf), b= ^{c-+-d) et c= yd,

unde b= p{y-*-\)d, a= a (/?-f- i) (y-f- i) d et summa omnium (a-t-i) (j8-i-i) ^-f- i) rf, productum vero

a^y {^ -i- i) {y -^- i)^ d* . Debet ergo esse

a/?y (a-H 1) (/?-4- i)My-*- l)'<i'= i-

Sumatur y= /? eritque a(3(3{a-^i) {fi-^i)^d^=i, ideoque (/?-i-i)^rf'=
^^

»

Sumaturporro (/3^i)rf=-^ fietque t-^'^^^^ /?="-^^',

ubi a el fc pro arbitrio sumi possunt; tum autem habebitur /3= tj ; hinc .y jji',i>nJ
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'^-
a(a-Hl)(/-^i) - y=

it^
'

«-=arbitr., c= yrf, 6= /?(c-Hrf)= /J(y+!)d,

a= a(^-+-1)(/-i-1)rf.12 5
ExEMPLiJM. «=3=1, ft=l, erit /3= 4=:y, dz^— ^ c=: — , 6= 2, «=o • Gonsequenter quatuor nu-

meri sunt: -^, 2, — , — quorum summa est =5, et productum =-p-.
i D lU 9

4. Si desiderentur quinque numeri, ut sit «ftcrfe(a-i-6H*cH-«?-l-e)= 1 , ponatur

d=8e, c= y[8-\-\)e, 6=/? (j/-h1)(5-i- 1) e, a= a (/?-i-l) (y-t- 1) (5 -f- l)e.

Hinc summa omnium =(a-i-l) (/?H-1) (/-i-l) (5-i-l)e et productum a§y8{^-\-\){y-^\f[d-\-\fe^,

ergo a/?j'5(cc-f-.l)(/?-Hl)*(j'-f-l)*(5-f-l)*e»=l.

Sumatur 5= /? et 3/= p|)— 1, erit «^/^(p;)— 1) (a-i-l)/(/5H-l)6e^=l.

Sit p(/?-f-l)e=— eritque a/?/?(j)|)— 1) (a-*-l)=ft®. Fiat a(a-i-l) (j)p— l)=aagrg, inde a= ^^~—-, a^q=k^,

k^ » jfe3 4 3 1

ergo /?= — . Slt|)= 2 et g^^S, hinc a= 3, /?= — . Ponatur &= 2, erit /?=—-= 5, «=^, rf=—

>

3,4 ^ ,. .-4313 28
c= -j, 6=—, a= 7; consequenter qumque numeri 7, — , — , — , — , quorum summa est -^ el pro-

ductum omnium —

•

<• - .:._-. i\

Conjectura igitur supra proposita maxime fallit, ita ex casu ultimo, quo volebamus demonstrare non dari

quinque potestates sextas, quarum summa sit potestas sexta, tum demum demonstratio haberetur, si ostendi

posset, quinque illos numeros a, 6, c, rf, e nunquam ita definiri posse, ut eorum quilibet, per quemcunque

reliquorura divisus, praebeat potestatem sextam. Si igilur demonstrari ppsset omnes has fractiones

a a a a

T' ~T' IT' ~T

non esse posse potestates sextas, tum simul demonstratum esset, non dari quinque potestates sextas, potestati

sextae aequales. ' .'^'^''
e ,,

.8. (J. A. Euler.)

Ad casum superiorem secundum pro tribus numeris, quo formula

a/?(a-i-l)(/?-i-l)*

debet esse biquadratum, sumalur p= ia{a-+-\), eritque formula

4aa(a-Hl)*(2a-4-l)*= -V, ergo 2a(a-i-l)(2a-+-l)*=-^ , sive 2a(a-i-l)=—-i—^.
c*

°
cc cc(2«-i-l)''

Debet ergo 2a(a-Hl) esse quadratum. Ponatur ergo 2a {a -+- \)= aapp , erit a= -, hincque fit

pp — 2

4pp 1 9p 4 pp— 2 ,. (pp-2)2
(pp-2)=^ 0^(2^-4-1)=»' " pp-2 c(2a-t-l) c(pp-t-2)' 2p(pp-f-2)

Porro 3= , ^, , unde tres numeri erunt
^ (pp-2)^

I .,_ flP-^2 T| r_ 4p (PP~2)^
P(PP-2) "•

''—
pp-4-2' '"• "^

—
2p(pp-h2)*

ExEMPLUM. Sip= 2fita=-, 6= -r, c=— . Summa =3, productum=-.
* o b o

Eodem redeunt sequentes solutiones
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%kk 4
*• "= (2**-!)» ®^ ^= 2Aft, sive /?= 2;^^.

o *
, a (2«-l)* ^ 8tt

Nam si fuerit a (a-+- 1) /?(/?-H l)'=biquadrato, casu ^= b, tum erit etiam casu ^=—.

3. Si fta; (mara; -4- n) == n casu x:=^a, tum etiam erit quadratum casu a?=—

.

Problema Invenire tres numeros p, q ttr ita, ut formula (pp— ??)(??— ''•) fiat biquadratum: veluti cvenil

I. sip= 51, 9=3, r= l; H. sij)= U, ?=13, r= ll; m. si p= 29, ^= 25, r= 23.

Hic notasse juvabit ex casu quovis cognito facile erui alios, scilicet

p^^pn-^g— r, gr'=p-4-r, /=p— 2^— r,
^'

sive etiam p =p h- 2g-i-r, <1 =f — »*» r=p— 2g4-r.

Hoc problema facillime ex praecedente, quo numeri illi a, b, c sunt inventi, resolvitur. Sumatur enim

q^^a-t-b et p= y(^qq~i—— ) et r= a— b.

ExEMPLUM. Sumto a= Tr, ft^^, erit a-HO^fl^--, r=— et p= y( -;;^-f-2)= —
; sive p= 19,

9= 17 et r=l; hincque alii reperiuntur

p'=:52, /=20, /=16, sive

p'==l3, /=5, /=4,

vel etiam p'=54, 9'= 18, r=14, sive

p=27, 9=9, r=7.

Ex solutione generali sumatur «=
^^^^g)

et b=^^^^j^, fietque

(*it-H2)* ^ ^-12^-4-4 „_|/m^2)^ , 2(«H-2)'\_ (tfc-i-2)^

^~
2* (**-«- 2)' 2*(JUt-*-2)

F— r\^ ^^ -^(A;k_2)2y 2ik(AA-2)

j,= (ftJk-»-2)», 9= (/cfc— 2)(M-h2)^ r= (&&— 2)(A*— 12Afc-*-4).

Analysis, qua haec solutio innititur, ita se habet:

Inventis ternis numeris a, b, c, ut supra, sumatur 9= 0-1-6 et r= a— b et p= a-t~b-±:2c; tum enim

fiet pp— 99= 4cc -t- 4c (a -- 6)= 4c (/i -I- 6 -f- c) , at qq-^rr=lMb,

ergo {pp — qq) [qq
— rr)= l^dbc (a -H 6 -i- c)= 1 6.

Hinc porro colligimus p'=2a-t-46-i-2c, vel

p'=a-i-26-4-c, q=a-\-c, r'=a^e,

vel etiam p=2a-H6-*-c, 9=6-1- c, r =b — c.

Alia iNALYSis. Loco a, b, c scribantur — , — et —-, ut debeat esse
$ s t

scyz (a; -4» y -H .?)= «*.

Jam fiat primo «*= (a: -h t/ -f- z)^pp, eritque xyi= {x ~i- y -^- z) pp , hinc

(x-*-j/)pp xy(x-*-y) Typ{x-^y)
z=^ ^i-^ et x-t-y-*~z= ~ —, ergo »«= ^.

xy— pp
" xy—pp ° xy^pp

i.-^hni
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Ponatur porro oc= nqq et y= nrr, fietque

n^ qqrrp{qq-t-rr) . ss np (qq-t-rr)
gg — z 1 Sive ___liz i.

nnqqrr—pp '
nnqqrr nnqqrr— pp'

Ponatur nunc nqr— p =:k{qq-\- rr) eritque p= nqr— k{qq-t- rr) , ergo

ss nnqr— nk (qq -t-rr) n{k {qq-t-rr)— nqr)

nnqqrr kCinqr— k{qq-t-rr)) k{k{qq-i-rr)—^nqr)'

M- r. T '^•^ rti -^ ** qq-t-rr — ^iqr (?— »*)
«r- Casus I. Sit n= 2k, erit = ——--

—

J- = —-^ i
.

nnqqrr qq-t-rr — Aqr qq-v-rr— Aqr

Sicque quadratum essQ debet gg-i-rr— 4^r, cujus radix ponatur q-^—r, ita ut fiat

rr^\qr=-j-qr-\--^rr, vel ggr— h-ggq= 2fgq-^ffr.

vel {gg— ff)r= {h-gg-^2fg)q, sive 4

Sumatur ergo q= gg— ff et r= h-gg -t- 2fg , eritque

5, _ {q-r)^
^ ideoaue

" ^ ^-^ ^ ^og-^ff-^^fg ^^ ^

^

^Hgg-ff) {^gg-^m{^gg-*-ff-^m
nnqqrr r f m ^ nqr f gg-*-ff-^4fg - gg-^ff^^fg

{q~\ r)^ q-\-—r
^^ g ^ ^ g

Quocirca ev'\i f^^kqr— k{qq-\-rr) = — k{q— r)"^ , ideoque x= 2kqq, y= 2krr, z=-——

—

9? OO I ' TT QV j
/*

Casus II. Sumatur n= k, erit — =—, to^- Sit Vfoo-i-rr— or) =o-*-— r, erit
kkqqrr (?— »*)

fif

rr— qr= —qr-\-—rr, vel qgr— gqq= 2fgq-^ffr, hinc JL —^ ^^ n

g gg
^^ ^^^ '^ " r gg-¥-^fg

Sumatur ergo q= gg— ff ei r= gg-i-2fg, ita ut sit

f
q-i—

r

s g gg-*-fg-*-ff ,

.

..

hmcque ent

(a;-t-y)pp
p= kqr— k {qq -t- rr) , vel p= k{qr— qq— rr), indeque y= krr, x= kqq, z=

xy—pp

s$

4 ^ ., ocyp{x-*-y) ,. ., . ., i'
(^ -+-!/) c .

^irj/ ^ ^AnTER. Cum sit ss=-^^ —, dividetur per xv, eritque ss= • Sumatur p=

—

—, fietque
xy—pp f y^ ^

l__?^
«-*-y

xy

= -^j——r^— Superest ergo ut 2xy fiat quadratum. Sumatur x= 2qq et y= rr fietque

^y^rr^ays^H-rr)* .. 2ar(2w-4-rr) ,. 4ggrr

''=^(^-7r7^' ^deoque .= ---_-^, hmcque 1>= 2^^,

indeque a.=2y?, q= rr, ^=,^i!?5^), vel ,= S^ir^^C^^->

.

^
'iqqrr— pp {'iqq— rr)*

ExEMPLUM CASus PRiMi. Sit g= 2 et /*=!, erit 8= k, ^=3, r= 20, p= 17*ft, x=2.9 k,

„ q^2, 818.174*3 2.174* ^.y=2.20^/., ^=
^5^:j3^,,

vel ^= -^, hmc

_ _« _ 3.13 ._ X _ 43 . 20 _ ^_ _17^
'^"~

«
~ 17.20' T-~3TT7"' ^— T"~3. 13.20'

quorum productum est ^^7 et summa .... falsa!

p. 122 - 127.
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9. (iV. FiMJ /.)

Tentamen demonstrationis theorematis Fermatiani, quod esHe nequeat x"-+-}f=z", statim ac

n superat binarium.

Pro casu n= 3 res eo redit, ut demonstretur hanc formulam ab{a-t-b) cubum osse non posse, ubi a et 6

«int [Jrimi inter se. Ponatur ergo ab{a-^b)= x^ eritque h^'^ b -t- h-aabb= i-ax^ , sive {aa-^2ab)^=iax^-t-a*,

unde aa-i-2ab= y{!^ax^-i-a*). Quoniam hic a? et a non sunt-^numeri primi inter se, sit d maximus eorum

comraunis divisor, ac ponatur a=dp et £C= (?2 , «icque jp et .s erunt primi inter se, et quia a et 6 etiam sunt

primi inter se, erit quoque b primus ad rf et p, tum igitur erit

2dbp-t-ddpp= ddy{i^pz^-^p*), ideoque y{hfz^^p*)= — -*-pp-

Erit ergo —.- numerus integer. Quia ergo 6 primus ad d, necesse est, ut — sit integer; ponatur ergo p=dq,

erit y{h-dqz^-^d*q*)=:2bq-t-ddqq. Unde quia radix factorem habet q, at z ad ^ primus, necesse ut d habeat

factorem. Sit ergo d=qr eritque y{h-qqrz^-i- q^r*)= 2bq^ q*rr, seu y{h-rz^-^q^r*)= 2b~i-q^rr. Sicque

erit r factor quantitatis post signum, dum alter factor est h-z^-t-q^r^, unde necesse est r= n. Sit ergo r=s8,

erit y{k-z^-t-q^s^)=: t-q^s^. At vero — numerus integer esse non potest, unde patet aequationem nullo

modo subsistere posse. Sicque impossibile erit, ut sit ab {a -t- b) =: x^ , neque ergo unquam esse poterit

a3_l_ft3__g3 Facile autem patet, hoc modo rem de altioribus potestatibus demonstrari posse. Verum haec

conclusio maxime est incerta, cum fieri posset tam s= l, quam s= 2. Ceterum theorema Fermatianum huc

redit, ut demonstretur nunquam fieri posse, ut haec formula i -t- h-x", vel etiam 1 —W unquam evadat qua-

dratum, simul ac exponens n binarium superaverit; hic autem x omnes numeros rationales tam fractos, quam

integros significare potest. Reducatur enim res ad numeros inlegros, ponendo x=— et formula evadet

r2"rt:4p"9"=n,

cujus radix statuatur r^-i-^v', ita ut v primus ad r, erit

;
'

'
; !

' I
•, 4o"a^ 4i>v

r^^-Hip^o^^r^^-H^t^r^-^-i^v, unde erit r"=^ ^^
, sive p^^q^^u^r^-i-v),

qui duo factores sunt primi inter se, unde uterque debet esse potestas exponentis n. Capi ergo poterit i=p",

lum autem erit r^^-t- vz=^^, ideoque r^^-t-p":=^.

Quare si haec formula 1 ±4.5?" fuerit impossibilis , etiam impossibile erit

ut r^-i-p^^^q". . ,,.,,, „,,,„;,„

A. m. T. II. p. 161.."

10. (J. A. Euler.)

Lt fiat x^-k-y^=n, sumatur x-*-y=5aabb, x— y=—-—

.

Summae vel differentiae duorum cuborum,

quae sint quadrata:

I. 2'-t-l«=3*.,
, ^ n. 8»-.7'=13% - III. 65'-t-563=671% IV. 7*»-W'=549».

!'>fir>h «».'. yfliv! nf, .HS=: mq iMtijji Jr8

H. {Lexell.)

V. 37»-*- 11'= 228*, VI. 71»— 23'=588^

Proposito problemate, quo quaeruntur duo cubi inter se primi, quorum summa x^-t-y^ sit quadratum, duo

casus sunt perpendendi, alter, quo ambo numeri a? et y sunt impares, aller vero, quo unus par, alter impar.

L. Ealeri Op. posthoina. T. I. ol
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Pro casu priori erit x=a-+-b et y= a— b, numerorum a et b altero existente pari, altero impari, hinc autem fit

x^-i~i/=2a^-+-Gabb= 2a{aa~+-Ub),

ubi iterum duo casus occurrunt: primo vel 2« el aa-t-^bb sunt primi inter se, quia aa-^-^bb est impar, ergo

uterque factor seorsim esse debet quadratum, unde patet a esse debere parem, b vero imparem; ponatur ergo

2a= icc, et quadratum insuper esse debel aa-t-366= 4c*-i-366= D, quod facile fit; vel 8ecundo2a ei aa-t-2bb

communem factorem habere possunt 3, quod fit si a sit divisibile per 3, existente a pari; sit ergo a=i^, fiet

12c(36cc-f-36&)= n, hinc h-c{i2cc-i-bb)= D . Sit ergo c= dd, fierique debef 12d*-Hfcfc=n, quod facile fit.

—

Pro posteriori casu poni debet a;= ——— et y= —x— , ubi uterque a et b impar; tum igitur quadratum esse

debet -= d, sive a{aa-t~3bb)= a. Hic iterum vel a non est divisibile per 3, vel divisibile per 3;
o

illo casu sit a= cc, ideoquec* -4-366= d, hoc vero casu sit a=3cc, unde

3cc(9c*-f-3fc6)= D, sive 3c*h-66= d.
,i^=;s<| o^ia lOlenoq ,ig/^»Hi )» ?.^-iw ,% b& ^ffi

A. m. T. I. p. 129.

12. (N. Ftiss J.)

Si esse ta^=b^-^c^, foret a®

—

Wc^={b^— c^) . Hinc ergo si demonstrari posset nunquam esse a^—W^=D,
theorema foret demonstratum. Quoniam' igiturhaec forma a^— 4«?^ continetur in hac A^-^dB'^, etiam ejus radix

quadrata similem fonnam habeat necesse est, quae ergo sit pp— dqq. Ergo fit a^= pp-i-pq^=:p{p~^q^). Hinc

prior factor p debet esse cubus =r^, et alter factor r^-+-q^ pariter cubus. Unde si foret ft^-i-c^^^cubo,

alius casus hinc deduceretur r^-f- q^= cubo.

tri,: -:,.,;!:<). iii n'.:yH}L 'JuL ilVi

A. m. T. II. P.2H.

Observatio circa theorema Fermatii, quo affirmat, hanc aequalitalem a"-*-6"=c" semper esse impos-

sibilem, simul. ac exponens n excedat binarium, cujus autem demonstralionem nemo adhuc invenlre |>otuit.

Reduci potest ista forma ad fbrmulas, quae quadrata fieri debent. MuUipiicetur enim formula proposita

per h-a^' et utrinque addatur 6*", prodibit

t**^=' *'*«^«»<1 (^a^-f-fe^^^^ia^c^-Hfr^^^D^^fi. " >•!'}'

Simili modo erit 46"c"h- a^'*= .4^, item c"^"— Wb^^^CC. Totum negotium ergo eo redit, num impossibilitas

harum formularum ostendi possit. Ceterum apparet sufficere , casus examinare
,

quibus n est numerus

primus; nam si a"-f- 6" zr: c", erit etiam a^" -+-b^'^'-n.c^^^, sicque n spectari poterit ut numerus impar;

tum autem formula a"-t-6" faclorem habet a-\-b. Debet ergo etiam esse a-^b= p'\ simiHque modo

c— a=iq" et c— b= r'\ Quod si ergo hae conditiones cum praecedentibus conjungantur, impossibilitas fortasse

facilius ostendi poterit. Non solum Jgitur oistendi oporlet hanc formulam 4a"c"-i-i»^" non esse posse quadralum

ita, ut simul a~t-b=p".

Pro casu a= 1 et 6=1 fit illa formula 4c"-t-l=D, quod in integris nunquam evenire posse ita oslendo,

quod quidem manifestum est si n est par. Pro imparibus autem statim patet c non esse posse numerum

mparem. Sit igitur par =2d, erit formula 2""*"^^"^- 1, cujus ergo radix esse debet l-l-2""*^^«,

2^'-H2rf«H_l = l_^.2''-^2s-+-2*»'^^ss, unde rf^^s-f-^^ss^s (2«s-i-l),

qui factores cum sipt primi inter se, debebit esse 8= t'^, alter vero factor erit '2^t'^-k-\ = {2t)"-\r-\, quod est

impossibile.'''^if^ ^'* -^^ ')tiM»noii*l

iHqmi '(...ii; ifiq anmi owp oisv kmU ,9.mB^m Jmia ^H t. iianiii A. m. T.UI. p. 165.16$.
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14.

Theorema. Formula 1-i-2j;' nnllo casu fit quadratum, neque in integris, neque in fraclis, praeter

casum a;= 0.

Demonstratio innititur huic fundamenlo, quod omnes cubi per 7 non divisibiles sint formae 7ndt1.

Hinc ergo omnes potestates sextae erunt formae In-t-i. Deinde omnia quadrata sunt vel 7n, vel 7n-t-l, vel

7n-i-2, vel 7nH-i, ita ut nuUi numeri formae 7n-f-3, 7n-H5, 7n-i-6 sint quadrati. Jam forma 1 -i- 2a;' in

integris quadratum csse non potest. Si enim x per 7 non sit divisibile, forma numeri 1-h2x' erit 7n-h-3 et

7n-i-6, quorum neuter quadratum esse potest. Sumto autem x= Ta, erit 1 -i-2.7^.a^=zz. Foret er^

2.7^.a'=i;^—-1 = (^-f-l) (2— 1), ergo faclorum z-hI et z— t alter debet esse cubus, alter duplex cubus.

Sumamus 2— 1=7'. 6', ideoque z=i-h-l^.b^, unde 2a'=26'H-7^6^ unde patet esse debere a=bc, erit ergo

2c«=2h-7'.6».

At si X est numerus fractus, ejus denominator debet esse quadratum. Ponatur ergo af=— , fieri debet

6'-f-2a'=D, ubi nisi b= 7n, semper erit 6"=7n-i-l et a'=7ndbl (si a non est 7n), ergo

6^-1- 2a'= 7n -f- 1 rt 2

,

hoc est vel 7n-f-3, vel 7n— 1, neutro casu quadralum. Sit a=lc erit b^-^2.1i^.c^=zz. Sit z= l^-\-2.1^dP,

hinc c^=2b^d^-¥-2,V.^ et sumto c= de erit e^=2b^-{-2.V.dP, ergo 6^—26' divisibile esset per 7, quod

fieri nequit.

Verum rigida demonstratio postulat profundiores indagationes.

Theorema I. Si fuerit 2a;'-i-l=a, dari poterunt diio cubi, quorum sununa vel differentia sit cubus

quadruplus.
~

^> *= « "ml»*:

Demonstratio. Loco X scribamus — fietque 2a;'H-i/'= ^5. Jam ponatur x= ab fierique debet

2«— y«=2an'. Fiat ergo z-^-y^= 2a^ ei z— y^=b^, unde fit 2i/'= 2a'— 6', ergo 6'=2(a'— 1/'). Fiat 6=2<r,

erit 4c'= a'— y'. ==t^-H*i

Theorema II. Si dentur duo cubi, quorum summa vel differentia aequetur cubo quadruplo, dari poterit

X, ut sit 2a;'-i-l=n. «'^•* »«« /•y»^ '* ^"'

Demonstratio. Sit a'-i-ft'=ic', erit ia'-i-W6'-i-6^=16a'c'-i-6''=n. Jam sumatur x=— erit
00

n= 2ar'-i-l.

Theorema ni. Non dantur duo cubi, quorum summa vel difTerentia sit cubus quadruplus.

Demonstratio. Si enim fuerit ar'-t-i/'= 4z', evidens est ambos numeros ar et y esse debere impares,

unde statui poterit x= a-i-b et y= a—-6, ita ut numerorum a et 6 alter sit par alter impar, unde fiet

2a'-i-6a66= 4-z', sive a(aa-i-3W)=2z', ubi aa-t-366 erit numerus impar, unde patet a esse debere parem et

b imparem. Hinc porro si ambo factores a et aa -h 366 fuerint primi inter se, debet esse a= 2p' et

oa-i- 366= 5'. At vero si a sit 3c, ambo factores communem habebunt divisorem 3» eritque

9c(3cc-f-66)= 2p'5',

unde 9c debet esse duplus cubus veluti 2.27rf^ ita ut c= 2.3rf', ideoque a= 2.9d^. Tum vero 66-h3cc

debet esse cubus, unde casus duo sunt considerandi : prior, quo a=2p^ et aa-f-366=j'; alter, quo a=2.9p'

et aa-i-366=37', sive posito a= 3c debet Qsse 66-H3cc=r'. Quod autem uterque casus sit impossibilis,

demonstrari potest ope sequentis lemmatis.
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Lemma. Si fuerit xx-\~^yy= mho, certutn est «jus radicem ejusdem fore formae, puta pp-t-^qq, ita ut

xx-^3yy= {pp-t-3qq)^. Erit ergo x-^yy—3= {p-i-qV—3)^, a?— yV— 3= (_p— gfV-^Sf, hoc est

X -t- yV— 3 =p^— ^pqq -4- {3ppq— 3?^)V— 3

,

.trf-- oT 9B«nol:lflia.,asfi unde fit x= p^—dpqq et y= 3ppq—3q^.

Demonstratio casus prioris. Cum igitur aa-i-3&6=cubo, per lemma erit a=:p^—dpqq et b=3ppq— 3q'^.

Quam ob rem debet esse a=p^— ^pqq =^ 2 cuhis , unde hoi productum p(p— 3q){p-t~3q) cubo duplo aequari

debet, et cum numerorum p et ^f alter sit par, alter impar, erit p par, ideoque p=2cubis. At vero p-t-3q

et p — 39= cubo. Ponatur ergo p~i-3q= r^ et p — 3q= s^, erit 2p =r'-4-s^=4i^, quod fieri non potest, quia

si darentur tales numeri a'-i-6'=4c', nunc darentur multo minores r^-Hs'=:4f^.

Demonstratio alterius casus. Cum fieri debeat 6&-i-3cc=cubo, erit 6= p'

—

9pqq et c= 3ppq— 3q^.

Cum igitur a=3c, erit a= d{ppq— q^)= 2.ds^, sive q{pp— qq)=2s^, ubi q erit par, ideoque ponatur

,„ p-i-q= t^ et p— q= u^, erit 2q= t^ — u^= h-u^.

Unde si magni darentur numeri, etiam in minoribus dari deberent, ut fiat 2x^-i-\ =D, quod autem cum in:

minimis non fiat, etiam in maximis non succedet.

A. m. T. III. p. t67— 169.

tioiip .'T •«

15.

Problema. Invenire duos cubos, quorum summa aequetur dato multiplo cujuspiam cubi, sive Ht sit

SoLUTio. Ponatur n= a^y et fiat x= a-{-h el y= a— h; tum vero z= 2y^, erit a{aa-\-3bh)= k-a^yv^.

Fiat aa-i-.3A6=:(p2)-f-35'5')' et vidimus fore a= p{pp — dqq) et h= 3q{pp — qq), esseque oportebit a=— ^r~Yz'

Sumatur u =^ fgh {pp^ 3qq) , ut prodeat a= k-a^yp g^ h^ . Cum igitur sit a=p {p-\-3q) \p — 3q), fiatp= «/"',

p~t-3q= 2(3g^ el p— 35^=2/^^. Hinc erit p= pg^-\~yh^ et 3q= ^g^— yh^. Hinc ergo debet esse

lij-Uoq hflb .oii .<^m 'ffrtnii|»ftr. AihMi*»' '
i J

.

i >

quod si ergo hoc fieri potest, etiam aequatio proposita erit confecta. Ita sumtis f, g, A==t:l, solutio locum

habebit si fuerit a= p±y. Sumto f=2, g= h=±\ solutio locum habet quoties fuerit ^a=^p±y. Tali

autem casu, quo af^= ^g^-i-yh^, invento, erit p= af^ et q= „ — , unde porro deducitur a= p{pp— dqq)

et b= 3q {pp— qq) , ex quibus denique x= a-t-h et y= a— b. Tandem autem erit z= 2u= 2fgh {pp-*-3qq).

ExEMPLUM 1. Sit a= 3, /?= 2, /= 1, ideoque w=6, fiet 3f^=2g^-i-h^, quod fit si f=l, g=iy
1 fi(\

h=i, tum autem erit p= 3 et q=-^, unde deducitur a= 24 et h=--. Erit ergo a: 6= 27: 10. Sit ergo

a= 27 et ft=10 eritque ^=37, y=17, z=---. Cum jam sit x^-h~y^={x-\-y){xx— xy-h-yy), erit a;H-v=t=54'

et ob x— y= 20, ergo a-^r— 2j*y -i- j/j/= 400 et xx— xy -h- yy= 102d , ergo a7^-t-i/^= 54. 1029= 6.3^.7^

ExEMPLUM 2. Sit a= 5, /?=3, y=\, ideoque w=15, ^ei p= ^f=3g^-\-h^, quod fit si A=2 et

^= — 1 et f=\; lum erit p= 5, 9= — --, unde a=5.96 et 6=—^— . Sumatur a= 540, 6= 143,

a; = 683 , 1/= 397 fietque a^^-f-i/— 15^3

Observatio MAXiMi MOMENTi. Arbitratus sum, si fuerit xx— nyy= {pp— nqq)^, etiam fore

X ~\- yVn= {p -^-qVn)^ et x —yyn= {p— qVn)^,

unde facta evolutione fiat x=p^~\-3npqq el y= 3ppq-\~nq^. At nunc se mihi casus obtulit maxime discrepans
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162— 3.23*= (1—3. 2*^, unde deberet esse 1 6-1-23 VS =(1 -+-2V3)', quod autem neutiquam contingit. Simi-

lique modo deberet esse 16— 231^3= (1 — 2V3)^. Interira tamen productum priorum 'nm, %iiirTf)nr o^»'fo boim

, 162-3.23*= (1-3.2*)'= 37=^-3. 30^ ihDul

Revera igitur hoc remedium afferri debet: Si fuerit xx— nyy= {j)p
— nqqy, tum sumtis factoribus dabuntur

numeri f et g, ut sit aj-f-yVn= (/"-H^Vn) (p-f-gVn)' atque a;— yVn^^/"— ^Vn) (p— ^Vn)', ubi necesse est,

ut sit ff— n^^=l. Haec ergo applicemus ad casum observatum, ubi est a;=16, n= 3, y= 23, deinde
147S t71

p=l, qz=2, et facto calculo litterae f et g ila determinantur, ut sit f= — 1331
^^ ^~~nTi' ""*^® revera

fit ff—3gg=i. Unde patet hujusmodi coefficientes nullo modo divinari posse.

Sequens autem consideratio me ad hunc casum deduxit: Quaesivi numeros rr et y, ut {x-i-y){xx ~t~yy)

fiat cubus, et vidi esse debere a;-i-t/=W et xx-^-rjy= 2B^. Posui ergo xx-¥-yy= 2{m-i-blj)^ et inveni

x= a{aa— 2bb) et y= b{3aa— bb). Hinc porro inveni hanc solntionem y= ^9 et a?=13, deinde ex hoc

casu elicui af= 7.37.61 et y= 9.13.229. — At vero valores litterarum f et g multo simplicius exhiberi pos-

sunt, uti ex sequente problemate patebit:

Problema. Invenire numeros inter se primos x et y, ut sit xx— 3yy cubas.

SoLUTio. Primo haec conditio est adjicienda, ut numeri a; et y sint primi inter se: si enim compositi

admittantur, solutio esset facillima sumendo

x= a{aa— 3bb) et y= b{aa— 3bb) ; tum enim foret xx— 3yy= {aa— 3bb)^.

Ponatur igitur xx— 3yy= {pp— 3qq)^ et sumtis factoribus fiat

a; -f- yV3= (/• -H 5V3) (p H- 9V3)»

similique modo x — yV3 = {f
— gV^) {p — qV'.^)^,

sic enim fiet xx— 3yy=:{ff— ^gg) {pp— S^g)'. Necesse igitur est, ut sit ff
— 3gg=:i, quod infinitis modis

fieri potest. Primo f=l et g= 0; secundo f= 2 et g=t; tertio /"=7 et g=h-; quarto /"=26 et g= \5.

et in genere / -f- ^V3= -|^ (2 -i- V3)" -+-~ (2- V^)"

f- ^V3= 1 (2 -I- V3)" - 1 (2- V3)«.

His notatis cum sit {p-t-qy3)^=p{pp~t-^qq)-t-3q{pp-t-qq)y3. Ponatur brevitatis gr.

p{2yp-l-dqq)=P et q{pp-*-qq)= 0, ut fiat {p-i-qy3)^= P-\-3Qy3 et (p—9^3)'=/»- 39V3.

Hinc ergo erit

x^yy3=fP-\-{gP-t-3fQ)y3-t-dgQ, unde fit x= fP-\-^gQ et y= gP-\-3fQ;

ubi notetur litteras f et g tam negative quam positive accipi posse.

Sit nunc p= l et q= 2, erit jP=37 et ^=10, ergo x=31f-i-^g et y= 37^ -*- 30/"; quare snmto

f=l et g= 0, erit x=31 et y= 30. At sumlo f= 2 et g= i erit ar=164, t/= 97. Sumto vero f=2
et g=— 1 erit a;= 16, y= 23, qui est ipse casus supra tam difficilis visus. Hoc ergo modo omnes casus

possibiles pro x et y erui poterunt, ut xx— 3yy fiat cubus, dummodo litteris f et g omnes valores tam po-

«itivi quam negativi successive tribuantur. Eodem modo problema generalius solvi potest, ut fiat xx — nyy

cubus, qui sit {pp— nqq)^ et sumto

([—^99= ^ erit a;-f-yVn= (/"-f-5Vn) (p-i-^rVn)',

ubi erit {p -t- qyn)^=p {pp -h 3nqq) [=P]-t-q {3pp -i- nqq)yn [= j^ Vn].

Hmc ergo erit ' *
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-imiMi x-t-yVn— fP-i-gPyn-i^fQyn-k-ngQ^ ideoque x= fP~\-ngQ et y= gP-i-fQ,

quod ergo infinitis modis fleri potest, si ttiodo fuerit ff—ngg=zi, id quod semper praestari potest quoties n

fiierit numerus positivus. At si n fuerit numerus negativus, evidens est formulam ff-^-ngg, saltem pro f et ^

integris, aliter unitati aequalem os&e non posse, nisi sit /"= 1 et ^^= 0.

p. 169. 171.

68.

Problema. Datis numeris m et n, itera a et 6,' invenire x ei y, ut fiat

maa— nhb= nxx— myy , sive m [aa -i^yy^^zzn {bb -+- xx).

SoLUTio. Ponatur x= mpa~t-qb et y= qa-i-npb, unde fiet

maa— nbb=m [mnppaa— qqaa) -h n {qqbb— mnppbb)= maa {mnpp— qq)— nbb {mnpp— qq).

Oportet ergo sit mnpp— qq= \. Manifestum ergo est hoc problema solutionem non admittere, nisi numeri m

et n sint summae duorum quadratorum. Quoties autem fuerint tales, ope problematis Pelliani semper invenire

licet numeros p et q, ut fiat mnpp= qq-i-t^ sive mnpp—l^ a.

.'^{m^m)

(J. A, Euler.)

Excipiuntur tamen casus, quibus vel mn est ipse numerus quadratus, vel in duo quadrata inter se prima

resolvi nequit; cujusmodi sunt: 8, 18, 20, 32, 40, 45, etc. Sic si mn=: 13, erit jp= 5 et 5= 18; nam

13.5*= 18^-4-1, et si mn= 125, erit p= 61 et q= 6S2, nam l^S.Gl^^^G^^^-i- 1 etsi 125= 100-4-25,

quae non sint prima inter se, sed notandum est esse 125= 11^-1-2% quae utique sunt prima.

A. m. T. I. p. 129.

69.

(i^. Fu$s /.)

Problema. Resolvere aequalitatem a6 (a -t- 6)*= c«? (c -!-<<)''.

SoLUTio. Ponalur m (a -- 6)= n (c -i- rf) fierique debet nnab= mmcd. Porro sit ,

a= mmps, c=^nnqs, b= qrs, d= prs,

3 3

unde prior aequatio erit m';)-»-m5r.= n'flH-ni)r, unde fit r= *^ q—m p ^^ ^ fractiones evitentur, sumatur
mq— np

s= mq— np eritque in numeris integris

a= mmp {mq— np), b= q{n^q— m^jo), c= nnq{mq— np), d= p{n^q—m'p).

Hinc enim fit

a~i^b= n [nnqq— mmpp) , c -1- rf= m {nnqq— mmpp) ,

quae solutio est generalis. Notetur autem, si litterae a, b, c, d sint quadrata, veluti a= A^, b= B^, c=iC^j

d= D^, tum aequalitatem propositam accipere hanc formam

AB {AA +- BB)= CD {CC h- DD) ,

ad quam igitur solvendam illae quatuor formulae quadrata fieri debent. Pri)mo ergo quadratum erit
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—=—^ , ideoque —= D , sive po= D

.

c nnj ' ^
?

Practerea ¥ero quadratum e£se debet

a mmp (wi^ — np ) mq— np——— —;

—

9 -4 V > sive -j ' 5~~— )

6 ?(« ?— «» p) n^q— m^p

hocque modo omnes erunt quadrata, unde eadem solutio prodit, quae supra est data.

Resolutio succincta aequalitatis {aa-i-bb)ab= {cc-*~dtrjcd.

Sumtifi pro «» et n numeris quibuscunque capiatur —= ; tum vero snmatur
*^ ^

g mm— nn

p= l,p.^fgg-3g\ g= !,f^ fgg -^. 3g^ Ct S= h-f*- ^fgg

,

f 5
tum habebitur a= mp, b= ns, c= ms, d= nq. Veluti si sumatur m=3 et n= i, erit —=— , ideoquc

/•=5, ^= 4, hinc kff-+-^gz=il6, ergo p= 388, q= lT2, s= 100, sea p= d7, g=iy3, «= 25, unde

fit a= 291, 6= 25, c= 75, d=193, hic scilicet numeros p, q, 9 per 4 deprimere licuit, quod semper evenit

quando g nunierus par.

Duo numeri o et t assignari possunt, ut fiat iOab {aa -t- bb)= 53 ,
quod utique in numeris integris fieri

nequit. Hoc fltitem evenit sumendo a= — et b=— , lum fit ab= — et 10a6= -=;r= -=-; tum ob «=^7^^ iO io 7d 7d 5 oO

8 265
et 6= — erit aa-+-6fc=-;^, ideoque lOoi (oa-i- 66)= 53.

Resolutio hujus formulae a6 (maa -t- n66)= cd (mcc -f- n<W). ' ^*^ ^i"

'-
ofloilfiJfpfifi Cifj) ni .D= aa mQ— np^ o , \^

*

l^osito b==pc et d=qa, reperitur — = -^ ^. Posito »= (1 -- z) et — = 1 — 55, porro q=.--t
.,.

,

a
'

r
^ cc mp— nq* •* *

'
c . . «

•h(i'»M:'y^ >..'nMf -
,. ,r, T mhh-^nkk .

...,\i<.ny^

ambo mimeri h ei k arbitrio rehnquuntur. Tum sumatur — ~
mhh— nlA

' entque

a= h{h.f'.-5fgg), b= k{kf^-k-fgg~+3g^), c= h{k.f^-t-fgg-~3g'), rf= A(4f3- Sf^j).

o • •» "*^ r-*-s •,Lum enim sit -rr = :i^— , erit
nkk f— g

^SL-^^-. ,naa^nhb= 'mn{2ff-gg){h.ff-3gg){hf^-^r~fgg'-3g^)

3Bpaoid *fi=''^ •juJi«ili. mc£-ir-ndd= mn{2ff—gg){h-ff-r-3gg){^f^-h-fgg-^dg^) iwtt — *j»-i-*«) « =Vj

entlgUur -^ ^^iZTfgy^:^ ^^ mcc-^ndd= 4f'-^fgg-*-3g'-
'"**•'

Ceterum hic patet, permutalis numeris h ei k sumtoque g negativo, litteras a et 6 abire ia d et c.

AnA Resolutio formulae —

=

cc q'—

p

pro qua supra posuimus q=:p{i

Nunc vero ponamus q= nn{p— i)~t-p, tum enim prodit

aa p'—p— nr»(p— 1)

ubi commode per p— 1 dividitur ^rodibitque

aa pp -Hp— nn

ce n^{p — i)*-*-3n*p{p— l)-^3nnpp-t-pp-t-p th^

Hoc modo habentur duae formulae ad quadratum reducendae scih*cet *
*

n*pp-*-n'p-*-n' et n^pp-i-Sn^pp-f-Snn-i-pp— (2n^-l-3n*— l)p-i-n'.

Necesse ergo est, ut sit (nn-#- l)'=n, ideoque etiam nn-*-l. Sit igitur nn-#-l=mm eritque Jff-
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aa pp H-p — mm -+- 1. <> ,

cc m^pp— ^imm^mm— l)*p-t- (mm -;- 1)'

hujusmodi aulem binae formulae supra sunt resolutae. Ita si sumatur m= 2, ut sit q=h-p— 3, hinc reperitur
figoQ

P= CA ^ r 'j -
H*^ autem solutiones diversae erunt ab iis, quas prior solutio suppeditaverat. Ceterum hic

statim ab initio scribi debuisset mm— 1 loco nn.

SoLUTio GENERALiOR. Loco » et o scribatur — et — et formula resolvenda erit %,——. Jam ponatur
r r q^— prr *

p= 1 -1- a^
,
q=.\-\-pz et r=.\-\~yz et habebimus

3a _ p-2y-i- (3«a - 2/3}- - 77) 2 -h (a^ - /J77) «z
D.

3p — a — 2y -*- (3^/3 — la-j -ri)&^ (/J^ — ayy) %z
'

Hic igitur tantum opus est, ut fiat

t*Uu.,^k=:« 3a-^-2y^ /r o..^ (3«-/3)gg-(3j3-a)^
tinairn vtqnif»^ '

3/3 — a — 27 sffli

' '^

gg— ff

Hoc modo prodit ^=1433 el -'=473. Veluti si a= 2 et /?=1, fit y— ^g^-^— JggL ^|. Erffo si

1 1^=1 et f=2 eril 2/= — — , ideoque y= — — , unde fit00
3.64-4-433Z-4-28722

3.16-t-132z-+-34z«
~°'

Ceterum hic nil impedit, quominus sumatur vel a= 0, vel ,5= 0, vel y= 0; tantum sumi non debet (i= a.

^ . . ,. . . 1 ^- •. 'i /-, r. .4 -- JB« -f- Cz« , . A
Quovis autem casu simplicissima solutio ita repentur : Lum nat — = n , in qua aequatione — per

Ci —r— OZ I CZZ Q
A .

hypothesin =n, ponatur hoc =— , indeque prodit z. Sequens solutio imprimis est memorabilis, sumendo

p =: [i ~t- nn) z
, 5= 1-4-2, ac per artificium modo memoratum reperitur

(nn-Hl) (n*— 3nn-i- 1) , „, n^ — 2n* -- nn -h 1 • n^ -»- n* — 2nn -i-

1

^=
3;^^ '

""•^^fi^ P=
Siii.

"* ^= 3^i '

unde pro solutione formulae ah{(ia-\-hh)-=cd[cc-\-dd) statim habetur «=3»^ h= n^— 2w*-*- wn-i-1, c=3nn,

rf=n (n^H-w^— 2nn-H 1), quandoquidem posueramus h= cp, d= aq, hinc autem colligitur —=n^ hineque

— = n^. Quodsi jam pro casu simplicissimo sumatur n= 2, fit a= 96, 6=37, c=12, rf=146 hincque erit
c

a6= 2^3.37, crf= 2^.3.73, aa -1-66= 5.29.73, cc-i-rfrf= 4.5.29.37.

Theorema. Ex qualibet resolutione aequationis ah{aa-\-hh)=cd[cc-\-dd) semper alia solutio deduci potest.

Demonstratio. Quia ah [aa -\-hb) :== cd [cc -i~ dd) , erit (a-H*)*— (a — 6)*= (c-f-rf)*— (c — rf)* hinc

(aH_t)4_(c-4-rf)4— (a_6)4_(c_-rf)% geu *

)iiK)'iq (Htm 'ttufl u)R(H>q

{a-t-h-\-c-i-d)[a--*-b-'C— d)[D-+'n)= [a— b-\-c— d)[a— b-'C~t-d){a-i-n).

Quamobrem si ponamus a'=a-i-b-\-c-\-d et h'= a-\-b— c— d; dein etiam

c=a~\-b— c— d et d':=a— h— c-\-d

eni ab^aa-^-b^b^^^cd' [cc-\-d'd'). Quia igitur erata=291, 6= 25, c= 75, rf= 193, erit a'=584,

6'= 48, c'=384, /=148, qui p?r 4 depressi dant
.„„,«.,1,« ,«Weil

»«-f.n>t-*«€«'=**6' *'=12, c'=96, rf= 37,

quae est solutio posterior minima.
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Formtilao sat eoncinnae .

pro resolutione formulae ah [dn -f- hb)= cd {ie^ dd

)

Sumtis pro lubitu binis quadratis ff et gg, capiatur ^z=———, erit

a=f(a -*-,^) {aa—lap h- /5/?)

i= gr (/?»_ 5a/?/? -*- 4aa/?— 2a')

c =^ («-*-/?) (aa-3a|3 -+-/?/?)
luJoiTMiai ^ lo-i ob;.obt/ib miiJ

vel si ponatur (a -+-/?) (aa— 3a|ff -•-/?/?)= J, erit

a=:f4, 6= j(i-3a(a-/?)2), = ^4, d= /'(i-3/?(a-/?)2). '^i^ '»»J'V "'"1

Pro numeris a et /3 construatur haec tabula:

f 9 a p iifj69iii}«lo

«Dh- ,21 13 7
'

^

— !ij6uo(| J o - « o •^Hi ituci. ji« .oiTJJOfS
S!=\-«- ; .

'31 73
;

. .-JK.hnhb. 3 2 31 21;.

Jiiiifwnq *— c i*>q '»ftoi*i*ih «h»«l )9

H-Ma 5 11 19 7»5 2 79 37

-OiHJ^i. 5 3 21 13 '^i^'* ^^^ Bfioffltf obofh >od moisV

*

5 4 91 73

Hinc si f=:3 et g= l, erit a= 7 et /?=3, hincque i= — 50, unde '«= 150, 8= 386, c= 50, <Z= 582,

sive per 2 depriraendo a= 75, 6=193, c= 25, rf= 291. Sit /"=5 et g= i, erft a=19 et /r=f,'' uni^e

4= 286, a= 14.30, 6=7922, c=286, d= 13690,. sive a= 715, 6=3%1, c=143, rf=6845. Hine per

theorema alii reperiuntur hoc modo: v,>=3 obnsuoq luJfiJuflianBil maionq

a'=2966, 6'= 578, c'=2487, /=864.

Problema Diophanteum. Cognito uno casu, quo haec formula fit quadratum, ex eo

a)ium casum derivare.

^rnU-. .?,ii!^:v .-: ,:.: < •f^.ifii hrji^Be-*-Cee-4-be^ - ' '^: — • "fifiiiiVi mmim *riT
bOLUTio. Ponamus esse casu z= e. — = kk, tum sumatur

' E-HFe '

,

.y.'-- ,
-'.-. ^t)K-»-V' ;,\».f=V - '''" •'

.B-^2C5»-»-3Dee— JM ^ ,, ,. .' C-i-2De--EM— 2i^
«= ^^ryr;—ZTT—— >.

quo .facto aUus casus ejnt a= rn ^; ^ —'>

,
. ., A-*-Bz-*-Czz-t-Dz^ ',, ,2 .1

tum enim erit — ={k--es-^-szy. "
E-t- Fz

Hoc ergo modo ex unico casu innumerabrles alii successive deduci possunt.* •«^"* ^^^ olusjiifinJ m flisrl

^-l-i?*-f.C«-*-Z)«»
>] U!li..i /.-aiiq X3 •(«—«•'

Analysis. Ponatur — = (ft -+. «
(;jr_ e))* et facta evolutione erit

^ E~t-Fz ^ ... ^ .

A-\-Bz-^Czz-\- Dz^= Ekk n- 2kEi (2— e) -f- Ess {z— e)^-\- Fkkz n- 2Fk8z (z— e) -*- Fssz {z— e)\

hinc subtrahatur aequatio A -t- Be -t- Cee -¥- De^= Ekk -\~ Fekk el dividendo per ^- e prodit

B -i- C {z -i- e) -\-D {zz -I- ez -\- ee)= 2Eks -h Fkk -t- ^8« (2— e) -h 2Fksz -*- F^sr (z— e)

.

Jam ponatur z= e-v-v, unde terminis ad eandem partem translatis erit

L. Euleri Op. pocthunM. T. I. 32
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B-¥-2Ce-\- Wee— 2Eks— Fkk — 2Fek8

\Av H- Ci^ -H 3Deu— Essi^— Fsse\^— 2F/cs^^ )= 0.

-i-Dv^i^— Fssi'u

Nunc littera s ita determinetur, ut prima linea evanescat, hoc est ponendo

B-+-'iCe-t- SDee— Fkk

^S,S: !~"N^^r"2* (£ -I- Fe)

tum dividendo per p reperietur

• C-^-SDe— Ess— Fsse— ^^Fks ,. € ~t- We— Ess— 'iFks
uz=— , mncque z= ,

Fss — D ' * Fss—D '

. ., ., A-t-Bz-t-Czz-i-Dz^ ,, ,„
tum iffitur erit — ={k— es-i-szy.

Aliud problema. Ex cognito casu, quo -—= — fit quadratum, invenire alium casum, quo idem

obtineatur.
'

SoLUTio. Sit z= e casus ille coffnitus, quo fiat — ——kk et ponatur -—= —=:kk, ut sit" ^ D-i-Ee-*-Fee '^
D-t-Ez-i-Fzz

A-\- Bz-\- Czz= Dkk -\- Ekkz -\- Fkkzz hinc subtrahatur aequatio

A-i-Be-\~Cee= Dkk -\- Eekk -\- Feekk

et facta divisione per z— e prodibit

B -t- C {z -\- e)= Ekk -h Fkk {z-\-e), unde statim elicitur z= —
.

Verum hoc modo unicus alius valor reperilur, namque ex invento iterum pristinus valor prodiret.

<;- ;n
'

A. m. T. II. p. 157-161.

(^.o-Theorema. Hae duae formulae ah{aa-\-hh) et 2cd{cc— dd) ita inter se conveniunt respectu factorutn

non quadratorum, ut altera in alteram transformari possit.

liMj Prior enim in posteriorem transmutatur ponendo a= 2cd et h= cc— dd. Vicissim autem posterior iii

priorem transmutatur ponendo c=:aa-\-bb et d=. 2ab ; tum enim fit

"^ 2cd{cc— dd^^h-ah^aa-i^bb)

orf 353 fiftnJBibeiip )ft ~--J^^^^—-,-''-^,-,^ ft/mwKvl' 'vmd »rfp' .i/aB!; janaiAllQdi #WK^fl'

i(!;/ii'jb itus'^') aiui\a

Tres numeri formae xy{xx—yy) infinitis modis dari possunt, qui inter se prorsus sint aequales, scilicct

I. a;= ff-\-39g et y= ^fg; II. x= ff-\-3gg et y=3gg-ff-^2fg;

III. x= ff-\-3gg et y=dgg-ff-2fg.

His numeris resolvitur problema, quo quaeruntur tria triangula rectangula, quorum areae sint inter se aequales.

Nam in triangulo ABC sumtis cathetis AC= 2xy et BC= xx— yy, erit hypotenusa AB= xx-\-yy et

area =xy{xx— yy). Ex prima igitur forma fit area

--..,-..-, ^' X='i& :

Ex secunda et tertia idem. Ratio investigationis haec esl:

i> V — : K, o!u?'jf)iviU \o AAaH -<- iAA =r-Sa H- W> -f- •>» -f- k oiIr,nj)'ti; iiUt.ui;; ijdii>. -^nrri

Ponatur pr (p -- r) (p— r)= qs {q -\-
«) {q— s) et sumafiir q =jp, erit r {pp -- rr) =s t {pp -^ ««) , «nde fit

pp= rr-\-rs-^ss, s\ye fp-jSS={r-\-js)''.
,.., mfii
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Erit ergo 2r^t=: V(4pp - 3««)= 2p^-^, unde ^= ^^'^^^
.

251

Sumatur ergo p= q= ff-t-Zgg et i= \.fg eritque

- 2r-^s= 2r-\~Kfg=±2{ff-¥-^gg)-Kff, hincque vel r= ^gg-ff-2fg, y(i\ r=^{gg-ff)^2fg.

Varii numeri formae xy{xx— yy), qui eosdem factores non quadratos involvunt» «ub littera F contentos,

in hac tabella exhibuntur-.

F
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Ita fiumto s=l et <= T jpro *Gasu> == 2 eritj[)==7t, g= 85, <k= 71, y= 20. Hic loco p et gr eorum

semisumma et semidifferentia sumi possunt fietque p= 2.3.13 et g= 7. Hinc enim fiet

^^, .^ ,^ pqipp— qg)=z2. 3.5.7. n.\7. 11 et a;y(^a;—i/t/)= 3.5.7.13.17.71.

Sin autem sumatur w= — 2 manente 8= 1=1, prodit p= 9, 0=5.9, sive »= i et o= 5, sive etiam,,;:: ;:- •:-!';./,: .:,>•")';;:«<.> • ._ ^>
,

- ,*.,;.,, :.r^- . . ;; -,• \rf ';,aiVii!r nuuuiii .:'ii; /

»j=3 et q= 2, tum vero eril x= d, t/= 4.9, sive a?=l et w= 4, tum enim erit ... ,, . , .

pgf (pp — g^g) =2.3.5 et xy{xx— i/i/)= 3.5.

A. m. T. III. p. 121— 123.

6) Quaestiones ad resolutionem plurium aequationum ducentes.

^ (TF. £. Krafft.)

'
"

1Problema. Efficere, ut fiat x-t-y-i-z= a et xyz=.i, ideoque z=—

.

Sequentes solutignes particulares prodierunt

, 1 9 4
I. x= ^, y=^, z= -

„ 2 50 81
II. x= -^, y= -, z=~

Isv ^i^qi l9V jitoHq liigflM&r i!/
ii^j^ __ 13 t _^147- .

-. > 392* ..wioD

.•.JsoU ^r^-ijinoa filinkj -Uid y, i;: ?92 , ;
f .,.;[;. 39^;, ,.,..,, ^ -, 9'13 .;fqiif> minoo

IV. x= -~.
2 18 25

z
5

' ^ 5
'

^.36

V. aj=~2, v = 2^ _ 9.

9' ^—
4

VI. ar=i, ^= A, r.-^= 72.

r
o

1
Si ratio a; ad v sumatur a.b, et ponatur a)= ma et y= mb, erit .s= r, unde fieri debet

m(a~t-b)^ —= n, sive m'(aHht)H—r= Q»

seu *n*aa6fc (a-»-fc)-f- a6= n.

A.m. T.I. p. 121.

' "

'

(Lexell.)

Ut formulae aa~\-Mbh et aa-\-Nbb quadrata reddi queant, posito M=mn caipiSLUir N= {app-t-m){aqqHr-fi),

«icque pro dato numero M infiniti valores idonei pro iV reperiuntur, veluti si M=l, ideoque m= fi= dzl,

erit N={appzizl){aqqz*zl). Si p= l, erit N={a±z l){aqq±il), cujusmodi formulae sunt

pro a=l, N=2{qq-h-l)
-^-^'^ M^—^in^^f^ii^ ' a=:2, N^^i^qq-^l), ^qq— l :* Midit" i

iqio Mi mfiwp ^filiaoq rn^jtt_gip., jy_. jj. (3^^^^ ^j^ 2(3yj— 1)
'^'* *^^*

.ivU««»n J«»aI)Oiq i»ra6il9 JiH)wtwbiafej(V/ij:^_^ 3(^j-l).
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Ut formnlae aa-v-mmbh et m^nnhb reddi possint quadrata, numero» m et n ex talibus formis «umi oportel,

(ubi quidem ratio inter m et n est deGnienda)

P9(rr— 1), _pr («/</— 1), qr{pp'--%''' Viqq— rr), q{pp — rr), r{pp—qq)

P{qqrr—i), q{pi}rr—i), r{ppqq—\), ppqq^rr, pprr— qq, ^qrr—pp,

ppqqrr—i,

quae formulae omnes ita sunt comparatae, ut «i earum quadratis addatur idem quadratum h-ppqqrr, proveniant

quadrata. - ifiJilfinp'»» asiib •.biI HiavioiioM ^ jr!.j!i .>;i'J

A. m. T. I. p. 122.

Problema. Dato numero ^j invenire coiiditiones numeri N, ut ambde istae formulae xx-t-Ayy, xx-v-Nyy

fiimui fieri possint quadrata.

SoLiTio. '^ondiS.tit At^pfV^ j^vo casu scilicet, quo babet factores, et priori formae satisfiet sumendo

x=zfipp— rqq et y= 2pq, tum enim erit xx -^ Ayy= {npp-^vqq)^. Simul vero etiam aitera formula evadet

quadratum, si fii^vii N^mri^iypqq^fri^fipp^vqq),, tunienira erit
m\:i

jpx -4- Nyy= {fipp— vqq)^ -h kmppqq {ftpp—vqq) -f- h-mmp* q*= {fipp— vqq -+- 2mppqq)^,

erit ergo N= mmpj^qq -t- m {fipp— vqq), ubi m pro lubitu assumere licet. Quin etiam pro m fractiones assumere

licet, ita ut pro N nibilominus prodeant nuiueri mtegn, sumto enim m = wH , tum enim fiet

N=(n-t ) {nppqq H- fipp)= {npp +• v) {nqq -+ fi)

.

A, m. T. I. p. 128

.

72. •

(N. Fuss 1.)

Problema DioPHANTEUtt. Rivenire numerum x ut his duabus conditionibus satisfiat

, xic -^-' 2ax -H mmc == D et xx-t- 2bx -t- nnc= n

,

cujus solutio particularis est

(nna— mmb)^ —mmnn (m— n)^c

%nn{fn — n) {na— «t6)

Ita si proponantur bae duae formulae: xx -i- 2ax -i- c =: d et xx -t- 2bx -h- c= d , sumatur m=l et n=—

1

eritque x= (a— by — 4c

4(aH-6)
A. m. T. II. p. 154.

73.

Problema. Resolvere has duas aeqnalitatest

[2-^ 2dJ aric -4- (2— 2a)xjy= ^AA et (2 -t- 2b) xx-^{2— 26) yy= \BB.

Solutio. itinc ergo primb evit \A^-^h-B''-={k-^2{a-^h))xx-v-{K-—2{a-\~b))yy; posito ergo

a-f-6= 2c, erit A^-v- B^={i-\-c)xx-^{\.—c)yy.

Deinde vero eril 4^=^— i^*=2(a— 6) (a-a;— yy), unde posito a^b= 2d, erit ^^— J?'=rf(a-a?—^).'" Stafuatur

ergo A-\-B =^ ar-Hy eritque A-^B= d{x— y). Addantur quadrata eritque

24*-4-2J?2= (^^y)2-i-</rf(ar— 1/)2= 2 (1 -f-e) i»aj H-2 (1 — c) yy,

quae evoluta fit {\-i-dd)xx-^^— dd)2xy-^{i-^dd)yy= 2{i-A-c)stx-^2{i^c)yy, sive

{dd—2c—i)xx-^2{\--'dd)xy-¥'{dd-¥-2c'-i)yy= Q,

sive {dd—\){xx— 2xy-^yy)—-2c{xx— yy)= Q.t
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quae commode per x— y divisa fit {dd-^i){x— y)^2c{x~^y)= 0, unde reperilur
. . ..

X _dd-+-2c—

1

r oHfi? r

~ir dd — 2c —
l'

Sumatur ergo x= dd-t-2c— l et y= dd—2c—l, fietque

AH-i?= 2(<W— 1) et >l — ^=W, ergo A^dd-^^cd—l et B==dd — 2cd—i.

Haec autem solutio tantum est particularis. '>fctej|«(jff <

Problema. Resolvere has duas aequalitates -.

.iii; .

^ XX +- 2axy ~h- nccyy= .4^^ et xx^ 2bxy -+- nddyy= B"^.

, SoLUTio. Eliminetur littera n, quaerendo A^dd—B^^cc^xx^dd—cc^-t-^xy^add—bcc). Ponatur nunc

' i'^"0" J^ \^M)&^ ^^^Bc= x{d~t-c), eritque >lrf— 5c= a? (rf— c) -+-2^ (^^^^^) ?

fJHmwl evifU mei;
dd — h' dd—b

unde erit 2i4<?= 2rfa? -i- 2t/ .
— ^, unde fit A= x-i-y .———r, quo valore substituto erit

^ d-t-c ^ d(d-i-c) ^

add — bcc /add— bcc\ *_, ^ add — 6cc /add— bcc\^
2ax -\- nccy= 2x .

-— r -i- y /.^ -

) j^ d(d-i-c) ^ \d(d-t-c)y

a? (add— 6cc) * — nccdd (d -\

y 2cd(d-+-c) (ad-i-6c)

. . . , />, a? (add— 6cc)*

—

nccdd (d -*- c)^
.

ijil jaiii/j iuu unde fit — = ^^

7:
^-^

—

-. uuji>4ia.

A. m. T. II. p. 157.

8i-t .q

74.

Resolutio aequationum

i
:; ,

:

XX -+- 2axy ~\- cyy= A^ et xx-i- 2bxy -4- dyy= B^.

Cum sit A^—B^=2{a— b)xy-v-{c— d)yy, sumatur A— J5= (a— 6) t/, erit

A-\- B= 2x-i y, hinc additis quadratis erit

2 (^.4 -I- BB) = kxx H- 4 .^^ xy -h T^^) W
-H(a— 5)*t/j/.

Cum igitur 2{AA -\- BB) = h-xx -+ k- {a -\- b) xy -^ 2 {c -\- d) yy , inde sequitur

4 .^^ic— 4 (a-+-6)a;-i- IC-^) -H(cf— ft)'^— 2(c-l-d) j/
= 0, hincque fit

X (c- d)' -«- (g- 6)^- 2 (c -^-d) (g— b)^
^

y 4(a-6)(aa-66-c-i-d) ^j-j a,.)/i„^.,

Sumi ergo poterit «-= (6— ^^''--(a— ftj*— 2(c-f-rf) (a— ft)* et y= 4(a— 6) (aa—66— c^rf). Haec solutio differt

ab ea, quae supra est tradita, ubi loco c et rf habuimus ncc et ndd, quod mirum non est, cum utraque solutio

tanlum sit particularis.

Eodem etiam modo hae aequalitates resolvi possunt

(2-t-a)«a;-i- (nn— 4) a;t/-l- (2— a)j/j/= 4* et (2-f-6)a;a7 -- (nn— 4)a7t/-l-(2— 6)yt/= ^*.

Facta enim simili operatione, dividi poterit per x— t/, ac reperietur inde

a:= n*— Snn-f- (a— 6)*-H2nn(a-»-6) et y= n*— 8nn-i-(a— 6)*— 2nn(a-*-6).

In his autem formulis continetur casus supra tractatus, quando n= 2.

A. m. T. II. p. 158.
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75« mm mrt<>

Problema. Invenire quatuor numeros positivos a;, y, z^ v, inter se primos, quorum tam summa quam

fiumma quadratorum sit biquadratum. .

SoLUTio. PosJtis a:= oa H- W -H cc— rfrf, j/= 2arf, z= 2hd, v= 2cd, erit

XX -\~yy -\- zz -\^ vv={aa-^hh -\~cc -^ dd]*.

Ut vero flat biquadratum, sumatur a^^pp-k-qq-^-rr— ss, h= 2ps, c= 2qs, d= 2rs eritque

aa -\- hh -\- cc -\- dd =i {pp -\- qq -\- rr -\~ ssf.

3
Ut vero etiam ipsa summa a; h- y h- z -*- w» fiat quadratum, hoc fiet sumendo p= s-\--^r— q. Hoc enim modo

erit y{x -\- y -\- z -\~ v)= 2qq— Sjr— 2^« -f- -^ rr h- 5rs -h 2ss. Quae quantitas ut denuo fiat quadratum
, posito

ifif 2tt -*- 2(4 2*4
q=:r -\-t reperitur r= —

; hocque modo problemati satisfiet. Hinc sequens exemphim

|)=10 a=3 a;= 409 a;=*= 167281 « -- y -- ;s -l- 1^= 625= 5*

g= 2 6=20 y= 24. y*=576 xx-\-yy-\~zz~^vy= 2\*.

r= 2 c= 4 2= 160 22_25600

s=9 rf=4 t>= 32 ^^2=1024

Problema. Invenire quinque numeros positivos et inter se primos x, y, z, v, u, quorum tam summa

quam summa quadratorum sit biquadratum.

SoLUTio. Statuatur x=:aa-\-hh~\-cc-\-dd— ee, y= 2ae, z= 2he, u= 2ce, u= 2de eritque summa

/C2_|_y«_4-22_|-. ^.2_|_^2__^^2_j_ 52_|_ ^2 _j_ ^2_|_ g2^

Praeterea capiatur a= pp -\- qq -t- rr -\- ss — ii, h= 2pi, c= 2qt, d= 2rt, e= 2st; hocque modo fiet

x^-^-y^-^-z^^-^-w^-^-u^^ip^-^-q^-^-r^-^-s^-^-t^) .

3
Jam ut etiam ipsa summa fiat quadratum, sumi debet p= — q— r -\-^s-\-t atque radix summae erit

pp-+-qq~\~rr-\~ss-\-lt-\-2st,
-iin^ljrl i

quae denuo evadet quadratum posito r= 5'-i-s-»-g', si capiatur

6gg— 4gf-i- «-i-6gg— 2gf— 'ift-i-'igg— ff

i; nuixii ii: Sf— g .^ jj^ ,iyu -4-x>. '»«;huiJioi fHiiih ajii

ubi quatuor litterae q, 1, f, g nostro arbitrio rehnquuntur, quas facile ita accipere licet, tit ikumeri quaesiti

fiant positivi.

A. m. T. III. p. 125. 126.

76.

Problema. Invenire duos numeros positivos et inter se primos, x et y, quorum summa sit quadratum,

summa autem quadratorum cubus.

Tales numeri simpliciores sunt a:= 29601= 9. 11.13.23, j/
= 25624-= 8. 3203, unde a:-4-y= 235*,

xx-\-yy= 1153^.

ATfALYSis. Cum debeat esse xx-\--yy=p'^, necesse est, ut sit p=aa-\--hh', tum vero evadit x=a{aa— ^hh)

et y= 6 (Scra— hh) . Hinc autem erit x-\-y= a^-^ 3aab— 3ahh —h^={a— h) {aa -- 4a6 -t-hh)= n. Fiat igitur

f f \^
a— b= cc eritque a; -f- j/= cc (666 -- 66cc -H <?*)= D . Sit igitur c*-H66cc-*-666= f cc-f- 36— j * unde haec

relatio
cc ^g-Sff Zff-

2

b ^gif-g) ig(g-f)
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Quia numeri x Qi y debent esse positivi, necesse est, j^t.sit aa>>3fe6, sive a]>fcV3, ergo 6-Hcc;>6y3, sive

«.>6(y3--l), ideo^iue -^^-^TjT^^^-^r^- Ponatur igitur •mn^n^i

b=2g{g-f) et cc= 3ff-2gg, ergo 3ff-2gg= D:

Huic satisfit sumendo f=il et ^=1, vel etiam sumto f=—3 et ^= 1, unde fit c=5, 6= 8, o= 33,

hinc a;= 29601 et y= 25624-.

ri -^^ fj -+- ^«(~ » 'fDJemiia ,nitiJBib£ir|i!

Si quaerantur tres numeri x, y, z, positivi et primi inter se, quorum summa sit quadratum, quadratorum

vero summa cubus, tales numeri suht

j5^9-f-5— 72 et 352-H 9^-1- 52= US

Simili modo etiam 67H-9-t-5= 9^ et 67*-h92-i- 5=^= tO^ i.m-Hp!

at vero methodus tales numeros inveniendi adhuc latet. ^

..

A. m. T. III. p. 128.

77.

^'"'"'^'j^QPLj.j^,'^ Hag (juas formulas ccx-¥-abijij et xx-+-cdyy ad quadratum reducere.

SoLUTio. Pro priore ponatur x= t [app — bqg) , erit y=2^pq; pro altera ponatur x '= rj {crr — dss)

,

eritque y= 2r/rs. Ponatur igitur ^pq= r,rs= ^rifghk , fiatque p= j]fg,
ent q= hk et r= ^fh et s= gk. Qui

valores pro x substituti praebent

?^= i- .M^+:^. Quadratum ergo esse debet CtJ {^ncff-i-bkk) {^riaff-k-dkk),
hh I, ^Tjaff-i-dkk ..Sy.^v.

/<*

vel posito ^rj^d-, quadratum esse debet & {^&cff-^ bkk) {&aff -t- dkk) , vel loco i^ scribamus — , fieri debet

fiv{iicff-h-vbkk){fiaff'+-vdkk), quod si reddi queat quadratum , tunc etiam ambae formulae propositae fiunt

quadrata. Ubi scilicet litterae f, k, fi, v pro lubitu accipi possunt.

ijjjsi MJK i^i .f>^i~»:-t^w \ fnifJBlbfiJffiA» nu T. UI. p. 136.

Ut hae duae formulae xx-i-nyy et yy-i-nxx simtir quadrata reddi queant, necesse est, ut numerus n in

sequenti formuta contineaturjitboii Kji «Ii:>«i feiiiup (laituiMptiiitji oiijidie iyii*KM % ("^ ,* <^ t>fii»JJii 'itiuJBUp lu

,, {$-^xa;— yy) {i — xx-^-yy) {s -*- nex -*- yy) {s-^xx— yy) .c/i!i«i'.

;)£ f ..'?f 'T .m T .m .'/ ^ — Assxxyy

Quodsi fuerit w=aa-t-3, tum ambae formulae quadrata reddi possunt; tum enim sumto x=a-\-\ et y=a—\

fiet nxx-\-yy= {aa-\-a-\-2)^ et nyy~¥-xx= {aa— a-\r-2)'^. Hinc solus casus a=\ excipitur; tum enim ob

»ti=l' fdrel y=0. Praeterea vero innumeri alii dantur casus pro n, pro quibus inveniendis quaeratur numerus

c = - ^.-
^ lum enim semper erit n= cc— dd-\-\. ..-

;

ifi xy
,-<;?.y: '.•

^ ' • , -

Theorema, Hae duae formulae xx-\-nyy et yy-\-nxx simul quadrata reddi nequeunt, nisi n-i-1 sit

summa duorum quadratorum.

. .,: P^M.ONSTRATIO. Vp^ito xx-\-mjy=pp et yy -\- nxx =;;=: qq erit pp -\- q^={n-\-.\){xx,-\-yy), .Constat

autem summam duorum quadratorum j>p-\-qg alios divisores non contjner^ posse, nisi qui ipsi sint summae

duorum quadratorum. Quoties ergo n-+-1 non fuerit summa duorum quadratorura, quod fit his numeris pro

« a««umtis

:

«y»g-^ ""x\6 - «i^
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2, 5, 6, 8, 10, 11, 13, U, 17, 18, 20, 21, 22, 23, 26, etc.

ambae formulae simul quadrata fieri nequeunt.

Cum his formulis 7xx-i-yy=pp et 7yy -i-xx= qq satisfiat sumendo x= 3 et y=l, unde fit p= 8 et

^==4, innumerabiles alii dabuntur valorcs pro x et y, ex quibus magno labore hos eruimus: x= ii2i et

^=4-77, unde fil p= 3U04 et 9= 1688, uti ex hoc schemate apparet:

a?a;= 3256641 7arir= 8796487

7yy= 15927^3 yy= 227529

ii>w«li8 /,/1= 2S4.934i ««= 9024011; fi>* •noinq i3
99= 2849344

9=1688

jjj,= 9024016

p= 3004.

1.01. T. III. p. 14e.

77.

Problema. Invenire quatoor quadrata xx, yy, zz, vv, ut sit

xxyy— zzvv= A^, xxzz — yyv^= B~, yyzz— xxvv= C^.

SoLUTio. Quaeratur formula F, quae addita producat quadrata. Talis est

F= x*-^y*-^z*— 2xxyy— 2xxzz— 2yyzz -*- ^xxvv -h ^yyvv -+- ^zzvv -t- v*

cui si addatur h-xxyy— h-zzvy prodit quadratum [xx-t-yy— zz-t-w)^.

Si addatur h-xxzz— h-yyw oritur {xx -\~zz— yy -^v^Y

et addito h-yyzz— kxxs^v prodit [yy -\- zz— xx-\-vvf.

Hinc ergo facto F=0, erit

A= xx-^yy— zz-t-vv
B

xx-t- zz— yy-t- vv
C= yy zz— xx-t-vv

l'V

»Ki «r r^nnfl

22
'

2

Fiat igitur F= 0, et per extractionem quaeratur w, eritque nhiuh \-^ fina «.h >,aot(,iuA

vv= —XX— yy— zz-t- ^V^xxyy -t- xxzz -*- yyzz).

Ponatur ergo V^xxyy -\- xxzz -t- yyzz)= S , ut fiat vv= 2S— xx— yy— zz. Fingatur autem 5==a?y-»-/z, ita

ut 55 = xxyy -4- 2xytz -h- Uzz= xxyy -4- xxzz -+- yyzz, unde fil ^g_ ^ js _!* . c. jio8

'itxy
hincque S= xy {xx -t-yy-t-tt)

xx-t-yy— tt'
* xx-t-yy— tt

Verum hi valores substituti pro vv dant expressionem inextricabilem. Fieret enim sex dimensionum. Necesse

ergo est, ut rem ad formulas simpliciores reducamus.

CASts I. Sumatur l= x— y fietque z= x— y et S— xx— a7t/-*-yy, hincque porro w= Q. qui ergo

casus prorsus est inutilis.

Casus II. Sumatur /= y fietque z=-^ et 5= ^^~*"

Alius conatus. Ex aequatione F=0 quaeralur valor ipsius xx, qui e«t
,.f, ^f^nUxtAtii^ In

xx= yy-^ zz—vv ± ^V^yyzz— i/yt^P'— zzvv)= 2S-\-yy-t-zz— vv.

Quia hic yy multiplicatur per zz— vv, pro z et v tales valores sumantur, ut zz-^vv fiat quadralum, quod fit

005. « 225 tt

sumendo z= 5 et v=2; tum erit S=V(16j/v— 225)= 4y— /, unde y= --g^— et S=—^. Tum igiftir

erit a;a;= yy-4-16±25. Sumatur (= 5, erit y= ^ et S= 20, ergo a;a;= -^g
-1- 16 zt 40= ^, ergo

L. Euleri Op. pottbama. T. I. 33



258 L. EULERI OPERA POSTH[JMA. Arithmetica.

39 25
a;= —

, y=— , zz=5 et v^= 3, sive a;= 39, y= 25, ;z= 20, p=12. Tentemus etiam casum <= 3: erit
4 4

qq - g25 25y=— et iS= 36, ergo a:a7=-— , ergo x=—, unde prodit casus praecedens.

i*
Possemus etiam sumere z= 5 et t^= 4: erit S= y(9t/j/— 400)= 3j/— t, hiiic

400-1-« , „ 400 — « ,. ft_^oc
j/= —~— et 5=—27~' ^^^^ a?a-= yy-*-9±25.

Sumatur «= 10, erit y= « ®* S=15, hinc a?a;= incongriid.* *• ' "^

o

Ex priore solutione v\>= 2,S— a:x— yy— zz existente z—— » b=—\ ^ s— . Suraatur ar=5*^
xx-i-yy— tt x^-t-y^—t"'

, o 40f , C1 20 (41 -*- «) „ . 13 , .. , . , . .

et t/=4, uet z=Y. 6t b=— _ . . Porro si i?=— , solutio snpra data oritur, ex quo casu derivavi

185 ., 5.185.153 , ^ 5.496997
sequentem: «=^3, entque z=-j^^^ et 5=-^,^^.

A. m. T. III. p. 117. 118.

78.

pROBLEME. Trouver trois nombres x, y, z tels, que le carre de chacun avec le produit de« deux autres

fasse un carre. »^ _j_

SoLUTiON. Qu'on pose, pour les deux premieres conditions Xir-+-yz=pp et yy~*^xz= qq, et Ton aura
1

PP — 99 =(^— y){^~*~y— z)- Soit donc p— q= x— y et p-i~q=: x-h-y— z, d'ou Von tire p=x— —z. Cette

valeur substituee dans la premiere equation donne z =^ k- [x -t- y). Maintenant la troisieme equation sera

1& {x -h- y)'^ -h- xy= D .

Donc la racine sera plus grande que 4 (a; -f- y). Soit cette racine

ix -i- iy -t- s , et il y aura Ssx-^Ssy— xy=:—ss.

Ajoutons de part et dautre — 64ss, pour avoir '^ ra^noiJ'»

{x— 8s) [y— 8s)= b5ss=— • •

Soit X—8s=— et y— 8s= , et pour Ater les fractions, supposons s= tu, et Von aura x= Htu~i-5tt

et j/= Slu H- 1 3ww. De l^ ^= 4 {x-i~y)= 64/m -- 20« -1- 52wm.

ExEMPLE. Soit /=1 et u= l, et il y aura a:=13, y= 2i, z= 136, car alors

'"
136^-1- 13.21 = 137S 21^-4- 13.136= 47^ 13=^-4-21.136= 552.

'

AuTRE SOLUTION. PouT la prcmiere formule quon prenne a;=—-—
,
pouV avoir xx~i-yz=:( —-— ] •

La seconde yy-*-xz= n donne
"'""

^^ = n = {y-i-pz)^, d'oiJ Ton tire

z— 4ps z— Aps

Ces valeurs ^tant substituees dans la ti*oisieme ^quation \2z -4- a?t/ = n , celle-ci deviendra

z*-i~{2p*—Sp)sz^-+-ilppsszz-t--h-p*s^z~t-2ps*'zs=h.'

Pour riendre carr^ le dernier terme, je prends p= 2, et la formule sera .

-m
\r\',

2*-H 16s^'-4- 68SS2Z -»- 32s' ^^ 4s*= n

.

Maiifi on s^aper^oit d'abord qu'elle «t carree et que sa racine est -z^ -4- 8sz -4- 2«», par cons^quent z demeur^
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,., . -. "•''. '••1 '•i!::^--- }'><::i ••iM, 8»«-f-«« , 4xx-¥-4l$
. , ^ .

'

arbitraire. Donc puisque p= 2, nous aurons y= —-^^ et a;=—_ , et pour dter les fractions, mettona.:.;, I .

X os z o* il-o*!

danfi ces formulefi rau lieu de z. et ainsi on pourra muUiplier tous ces nombres par t— St et. ron aura

{e= k-{U~i-s8), i/= s(8r-H«) et z= t{t— Ss),

d'ou il est clair que pour / il faut prendre une valeur ">8«. En prenant s= l et t= d..on aura a;=328,
.»1» i •.>ii U^Ttf^

y= 73, 2= 9, plus grands que les precedents.

Cependant Ics deux solutions s'accordent; mais pour avoir le cas le plus simple, il faut prendre /=13 et

«=1; car alors on aura

ar= 680, y=105, «= 65, ou bien a;= 136, y= 21, z= 13.

fi^ A. m. T. III. p. 145.

t:; »ub iodilifjp mD*>< „f. tirpnifjloiip Athmimriii tk AUni9f>M*\

Ad PROBLEMA, quo quaeruntur tres numeri x, y, z, ut quadratum cujusque una cum producto reliquorura

faciat quadratum, cujus solutio specialis facile invenitur haec x= aa— Sab, y= bb-+-Sab, ^= ioa -i- 466.

. Generaliter statui potest x= aa-t^2b, y= 66H-2a, z= ab{ab— 4), quibus satisfit duabus couditionibus

xx-\~yz=-n, yy-i-xz=:D, et ut tertiae quoque zz-^xy=n satisfiat, fieri debet
t'

aH*^ {Sa^—'2) b'^-t~ naH^-t- kab-h-2a^= n

.

Hinc istos valores inveni: a;= 33, y= 185, z= 608, lum vero a;= 297, y= 377, ^= 320.

1 . . . A. m. T. m. p. 176.
idortoqo :f»qi ao^ _

* •^

.iiittih (uoionpibi mfifnfiu; ^q^ .dS ,S ,!^ »oif>mun aumddnd oupfiinpdupof^

Problema. Invenire tria quadrata pp, qq, rr, ut semisumma binorum sit quadratum, scilicet

pp-*-qq pp-*-rr qq -t- rr^^-^= zz, ^-^-^=yy, ''-^-^=xx.

Hinc solutiones simpliciores hujus problematis erunt hae quinque

p= 89, 97, 119, 23, 17

g=191, 553, 833, 289, 697

r= 329, 833, 1081, 527, 1127.

Directa autem hujus problematis solutio ita se habet:

p=^{ff-2gg){ss-2tt), q={ff-i-2gg-\-h.fg){2tt-i-ss-^Ut}-Hfgst

Quia hic omnes litterae tam negative quam positive accipi possunt, haec formula plures admittit varialiones,

quarum una pro q, altera pro r accipi polest. Quo facto necesse est, ut ^^"T reddalur quadratum. Prae-

terea vero notetur, quemlibet numerum formae aa— 2bb infinitis modis per similes formas exprimi posse. Ita

formula aa— 266 infinitis modis fieri potest =±1, scilicet ponendo ^,^« b* i» ftli i^-^li^mUa

a= i, 3, 7, 17, 41, 99, etc.

6= 1, 2, 5, 12, 29, 70, etc.
>xi-!otl snmuir.-i (.Ifr, •. 'f.lnosJT

Cum igitur numeri ff
—2gg et ss— 2tt infinitis modis per similes formas exprimi queant, formula pro ^ elr

data iufiuities infinitis modis variari poterit. Si enim fuerit r .^ r»v\i;o« I ^9ait lo

aa-266= ±l, erit ff-2gg={af±2bg)^-2{ag±bf)\ ^,.,, ^.^,jg„p



260 L. EULERI OPERA POSTHUMA. Artthmettca.

ila tamen, ut p eiindem valorem retineat. At vero hoc modo quaelibet solutio particularis satis difficilem

postulat evolutionem; unde praecedens solutio longissime praecellit, cum sumtis numeris c et d pro lubitu,

valores jam evolutos pro litteris p, q, r suppeditet. Hic etiam notasse juvabit infinitis modis fieri posse

aa — 2bb == 2cc — dd.

dum enim fieri debeat aa -+- dd= 2 {bb -+- cc) , hoc fiet sumendo a= b-t-€ et dz=b— c. Erit ergo

c= a— b et d= 2b— a.

J.. tl 'i<ii«el
A. m. T. III. p. 178. 179.

sw ui .m ,T .*» <A 81.

(Lexell.)

Problema de inveniendis quotcunque numeris p, q, r, s, t, etc. ,
quorum quilibet duclus in .snmmam

rehquorum faciat quadratum, facile tentando sine analysi resolvi potest. Sit enim 5 summa omnium, et cum

p {S - p) debeat esse quadratum, ideoque pS= pp~t^D, evidens est tam p quam S esse debere summam duo-

rum quadratorum , ideoque pro S sumi conveniet talem numerum, qui pluribus modis in bina quadrata se

resolvi patiatur, cujusmodi est 5=130, qui in binas partes secari debet, quarum produclum sit quadratum,

quandoquidcm si una pars sit p, altera erit S— p, tales resolutiones hoc modo exhibemus:

2, 5, i3, 26, 32, 40, 49, 65

128, 125, H7, 104, 98, 90, 81, 65

ubi notandum, valores ipsius p ex utraque cohimna sumi posse, ex his igitur excerpi oportebit vel temos nu-

meros, vel quaternos, vel quinos, vel senes etc, quorum summa faciat 130, ut sequitur: ternio 32, 49, 49.

Sicque quinque habemus numeros 2, 5, 26, 32, 65, quorum quilibet in summam reliquorum ductus, producit

quadratum. Alii quini: 2, 13, 26, 40, 49. Alii numeri idouei pro S assumendi, qui plurimas resolutiones

adn^ittunt, sunt 2210

1, 5, 13 . . .

• p 2209, 2205, 2197 . . .

A. m. T. I. p. 1 12.

P
S= 130,

^

S— p

S= 2210,
^

82.

CONSIDERATIO CIRCA QUADRATA MAGICA.

I. Ouadrata magica facile eo reduci possunt, ut summae per columnas tam horizonlales quam verticales

evanescant, quod fit admittendo etiam numeros negativos; scilicet si quadratum fuerit impar, numeri inscribendi

erunt 0, rfc 1, ±2, nt3, rt4, etc, sin autem quadratum fuerit par, numeri inscribendi erunt ±1, ±3, ±5,

±7, etc. Quodsi enim ad singulos addatur numerus quidam impar, et summae per 2 dividantur, orientur numeri

naturales; ita si ad singulos illos numeros addatur 9, semisses dabunt hos numeros ordine 4, 5, 3, 6, 2, 7, 8, 1.

II. In omni quadrato magico quaterna loca connexa voco, quando duo pro lubitu in columna quadam ho-

rizontali accipiuntur, quorum illud primum, alterum secundum voco, duo reliqua vero in alia columna horizon-

tali ita accipiunlur, ut primum et tertium, itemque secundum et quartum in ea columna verticah existant, sive

ut lineae 1 ... 2 et 3 .... 4 sint horizontales, reclae vero 1 .... 3 et 2 .... 4 verticales. Jam sumtis hujusmodi

quatemis locis, si primo inscribatur numerus quicunque -+- a, secundo — a, tertio — a et quarto -+-a, hoc
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modo nec summa horizontalium nec verticatium mutalur; hiic enim nondum refipicio ad eam conditionem, qua

etiam summae per diagonales eaedem, hoc est no«tro casu =0 ease debent.

in. Propofiito igitur quadrato, in areolas quotcunque more solito divi«o; omnes areolae hoc modo litteris

inscribantur, ubi nihil impedit, quominus in eandem areolam quandoque duae, vel tres pluresve litterae hoc

modo inscribantur : tot scilicet litteras hoc modo inscribi oportet, ut deinceps omnes numeri revera inscribendi

obtineri queant, simulque proprietas diagonalium adimpleatur.

IV. Ita si proponatur quadratum novem areolarum, litterae inscribantur, ut in schemate adjecto vjdere est

Uliltiti

-*-a
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HiM-i 'fjsi :'u»ii;i|«JM( liaiifft"'

3. LA-i' — 1

— 3

,vi'iOff fiminli

{inierfoup Jibsqc

ac si ad singulos nnmeros addatur 5, oritnr quadra^tMia soUtum:
j}^f,(,.^Ri(, iniJant; aj an^uunu ja*;'

3 .;ii.l«)^|i;i tvr/ita tflulnb&ifp if>Jfinoqo*i<i

1. a-i- e

V. d—e
IX. —d-t-g

XIII. — a-^

VI, Tentetur quadratum sedecim areolarum. Proprietas diagonalium hic dat

9« ^- 26 -4- 2e -f- 2/"= 0, 2a-¥-2b-i-2g-^2h= 0, ergo f— — (a-i- fe-i-e) ~et A= — (a-i-6-i- j)

et numeri inscripti sunt

II. c —

e

ni. ^a—b — c^g IV. b-^g

VI. Z»-f-c VII. a-f-5 Vm. —a — b — g— d

X. — fc — g XI. — a —

6

XII. a-¥-b-h-d-^e

XIV. — c-H^ XV. a-i-6-Hc-t-e XVI. — 6 — e.

Notentur ii, quorum negativa non occurrunt: II. c— e, III. —a— b— c— g, Y. d—e, VIII. —a — b—g— d,

IX. — d-t-g, X. — b — g, XII. an- 6-i-rf-i-e, XIV. — c-f-g', XV. a -+- 6 Hh c -i- e. Ut horum cuique so-

cius comparetur, statuatur g= e, et nunc bini socii junctim repraesententur

:

I. a-4-e, II. c— e, III. — a— 6— c— e, IV. 6-i-e XI. —a— e, XIV. — c-t-e, XV. a-f-6-i-c-i-e, X. —b—e

V. rf— e, VI. b-i-e, VII. a-f-e IX. — rf-f-e, XVI. — 6— e, XIII. — a—

e

VIII. — a— 6— rf—

e

XII. a -f- 6 h- rf -f- e.

Hic autem quidam bis occurrunt. Verum haec methodus accuratiorem evolutionem postulat.

A. m. T. I. p.28-30.

— -;, 83.

iV. Fm«« /.

Eine leichte Regel, alle magische Quadrate von ungeraden Zahlen, die sich nicht durch 3 theilen lassen

zu verfertigen, in welchen nicht nur alle Horizonlal- und Vertikalreihen nebst den beiden Diagonalen, wie

gewohnlich erfordert wird, sondern auch die den Diagonalen parallel gezogenen Zahlenreihen , wenn man sie

namlich durch die gegeniiberstehenden, gleich weit enlfernlen erganzt, einerlei Summen geben, und wobei man

zugleich nach Belieben in jedem Fache anfangen lcann.

Dies geschieht vermiltelst des belcannten Springerganges im Schachspiel, nach welchem man immer in die

folgende Vertilcalcolumne abwarts fortgeht, wobei zu merlten, dass, wenn man unten an das Ende geltommen,

man von da hinaufspringt, und ebenfalls, wenn man auf der rechten Seile ans Ende gekommen, wiederum in

die ersle Columne linker Hand einschlagt. Wo aber die Slelle schon beselzt ist ,
prallt man links nach eben

dem Gang abwarts zuriick, wie aus folgendem Schema zu ersehen: ,i»up dou iul(<i^!
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85.

{N. Fuss /.)

Theoremata circa problema Pellianum.

I. Si fuerit nff—i=gg, erit n {2fgf-{~ 1 = [2gg -f- 1)^

Demonstratio. Cum enim «it nff=gg~h-i, multiplicando per h^gg fiet

^nffgg= h-g*~t~i-gg

et addendo unitatem ^i^ff99 -H 1 = %*-*- ^gg -H 1 = {2gg -+- i)*.

.j^jgj
II. Si fuerit nff^ ^= 99^ erit nffgg -+- 4= (^^ h- 2)^

^^nii Pemonstratio. Gum enim sit nff=gg-t-h- et per gg multiplicando et 4 addendo prodit

nffgg-i~^= g*-i-^gg-^^= {gg'-i-2)'^. Q.E.D.

III. Si fuerit nff-^ \= gg, erit nffi^^y-^- i = {~^^'
/qq 1 \ *

Demonstratio. Cum sit nff=gg— 4, multiplicando per l ——j et addendo 1 fiel

Hinc si n= 13, quia 13. l''— 4= 9= S'^ in theoremate secundo habemus /"=1 et ^^=3, unde seqnitur

13.3^-1-4=11^. Niinc pro tertio theoremale habemus /"=3 et 9-= 11, hinc ^^-= 60 et ?^^=59;

hinc ^-^= 649, ex quo sequitur fore: 13.3^60^-1- 1 =649^= 13.180^-1-1.
a <.

A. m. T. I. p. 281.

86.

Theorema. Si habeantur duo casus hujusmodi qq—app= k et ss — arr=dt:k et capiatur x= qr±ps

et y=:qs±zapr, erit yy— axx=:±kk. At si k sit numerus primus, semper evenit, ut alterutri horum valorum,

sciticet x=qr-i-ps et y=iqs-t-apr fiant per k divisibiles, sicque habebitur

yy "^^ — -j-
j

fi^nurf mh't&w R^bmilo^ idSi^ii mh' !)jiii>«»iyii A. m. T. I. p. 289.

li/t IdeS 9i^iil:y»siU eib «ain drfaiR

>iiii nBm <»ir>!iqilluiti <)«9ib :f — «« att^ sib 'i^l Jdaik. uX^linwth olHVM^ty^nid-iOf uii) ibufi 1.

Theorema I. Si X fuerit nnmerus Irigonalis, tum etiam 9a; -1- 1 erit numerus trigonalis.

Sit enim x= ^~^"
erit 9a; -1- 1 = "" "^ ° "*"

. Egj yero 9aa-*-9a-*-2= (3aH- 1) (3a-f-2), ideoque

9a?-Hl erit numerus trigonalis, cujus radix est 3a-i-l.

CoROLLARiuM 1. Si crgo X fuerit summa duorum trigonalium, tum etiain 9a:-i-2 erit summa duorum

,. ^., . aa-^-a bb-*-b .. „ „ 9aa-^-9a-t-2 96frH-96-+-2
tngonalium. sit enim x= — 1 —- , ent 9aj -h 2= » 1

^.

2 2 2 2

CoROLLARiuM 2. I^imili modo si x fuerit summa trium trigonalium, tum etiam erit ^ar-4-3 summa Irium

trigonalium. Si enim sit x= A-t- 4'h- i", tum erit 9a? -l- 3= 9i -f- 1 -i- 94'-*- 1 -i- 94"-i- 1

.

Theorema U. Si X fuerit numerus trigonalis, tum etiara 25a?H-3 erit numerus trigonalis.

Sit enim x= ^-J^" , erit 25« -i- 3= ^5°° -*-^5q -4-
6 ^^^ ^^^^ ^Saa -h 25a -^-6= (5a-4-2) (5a-f-3) , unde
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radix trigonalU erit 5c( -i- 2. Hinc si x fuerit sunima duorum trigonalium, erit etiam 25;r-i-6 summa duorum

trigunaiium; ac si x fuerit summa trium trigonalium, tum etiam erit 250^-1-9 summa trinm trigonalium.

Theorema 111. Si fuerit x numerus trigonalis, erit etiam k9oc~i-6 numerus trigonalis.

,,.^ aa-*-a -. , n c A9aa -t- A9a -t- 12 {7o -+- 3) 7o n- 4) . • i- ••

Sit enim .r = —~— , ent kyx-t- o = = s numerus tngonalis, cujus radix

est la -»-3. llinc si x fuerit summa duoruin trigonalium, erit etiam /»9^-i-12 summa duorum trigonalium; at

si fuerit .r summa trium trigonalium, erit itidem 4-9a;-i-18 summa trium trigonalium.

Theorema IV. Si fuerit x numerus trigonalis, erit etiam 81ir-i-10 numerus trigonalis.

e.. aa-i-a .^ ,,. .^ Sloo -i- 81a -i- 20 (9o -h 4) (9o -h 5) . . ,.

Sit enim x = —-— , ent 81ae -h 10 = ^ = - — numenis tngonalis, ejusque

radix =9a-i- 4.

etc. etc.

Ex his igitur sequitur. si numerus 9.« -t- 3 nuUo modo in tres trigonales resolvi qu^at, tum etiam nume-

nim X in Ires trigonales resolvi non posse. Simili modo si numerus 25a7-i-9 resolutionem in tres trigonales

non admittat, etiam numerus x non admittet. Ac si numerus h^x -\- 18 non admittat resolutionem in tres tri-

gonales, numerus ipse x etiam non admittet.

A. m. T. 11. p. 25 26.

88*

Thborema. Si prodttctum P=2n(2n— 1) (2n — 2) (2n— 3) (n-i-1) dividatur per potestatem 2", quotus

eril productum ex omnibus numeris imparibus:

1.3.5.7.9...(2n- 1). .^^

Demonstratio. Cnm sit

multiplicetur supra et infra per 2" eritque

p 1.2.3.4 2n

1.2.3.4 n

2». 1.2. 3. 4 2nP=
2.4.6.8 2n

ac divisione actu facta fiet /»= 2*»
. 1 3 . 5 . 7 . . . (2n— 1 ). Q. E. D.

A. m. T. II. p. 60.

89.

Theorema numbricum. Si sumantur quotcunque numeri pro lubitu, velnti quatuor /?, g, r, 5, hincque

formentur bini ordines totidem aliorum, hoc modo

a=:|), 6=2)-H9, c-=.f-\-q-\-r, d= p -t-g-t-r-^s

similique modo a= s, (3z=$-i-r, y= s-i-rH-^, d= s-i-r-t- q -^p.11111
tum semper ent —

—

1--— — -i- ——= 0.
*^

abcd abca abafi aa^y apyS

Veluti si fuerint nuraeri dati 1, 2, 3. k erit a= i, 6= 3, c=6, d= iO. a= 4, /?= 7, y= 9, 5= 10, eritque

1 1__ _1 1 1 _ Q
1.3.6.10 1. 3. 6. ^'^"l. 3. 4.7 1. 4. '^.9~*~ 4.7.9.10

A. m. T. II. p. 208.

L. Euleri 0|>. pottbaaia. T. I.
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90.

Theorema. Si proposita fueril haec formula zz= aa-+-'2.abx-t-max'^-+-'idex'^~^eea'^, in qua sit

m= bb-i-dd — //,

tnm eadem forma sequentibus modis repraesentari potest:

1) zz=:{a-i-bx)'^-i-xx{ex-i-d~t-f}{ex-+-d — f)

2) zz == XX {ex -4- d)'^ +- (a -t- {b -t- f) x) (a -+ {b — f) x),

unde sequitur z= a-t-bx si fuerit vel x= -, vel x= ^
. Ex altera^ e e

zz=x{ex~h-d) si fuerit vel x= r—j., vel x-

Praeter hos quatuor valores operationes vulgares praebent adhuc sequenles sex valores

. 2ae-¥-ff—dd ., 2a (& — d) ... 1ae-*-ff—dd ,^ _ 2a (6 -*- d)

*• ^— 2e{a-b) "• ^— 2ae-t-ff-by "*' ^— 2e{d^b] ' *^' ^— _ 2ae -H/y- 66»

y 3aadeH-4a6(/y— dd) „ [ff—bbf—^aaee^
' ^ {ff—dd)^—^aaee ' ^ Safccen- 4de (/jr— 66)'

A. m. T. III. p. 163.
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XI.

Sur les log^aritluucs dcs nombrcis n6gatifs ct iiuagiJiaircs.

(Conf. commentalionem de eodem argumento in Actor. Acad. Berolinensis tomo V. A. 1749 pag. 139.)

§ 1. Dans le commerce litteraire de MM. Leibnitz et Jean Bernoalli, on trouve une

grande conlroverse sur les log-arithmes des nombres ncgatifs et imaginaires, controyerse qui a ete

traitee, de part et d'autre, avec beaucoup de force; sans pourtant que ces deux grands hommes

fussent tombes daccord sur cette matiere, quoiqu'on remarque d'ailleurs entr'eux une tres parfaite

harmonie sur tous les autres points de Tanalyse. Cette dissension parait d'autant plus remarquable

qu'elle roule sur un article de cette partie des Mathematiques qu'on nomme pures, et qu'on ne

croit ordinairement susceptibie d'aucune contestation, tout y etant fonde sur les plus rigoureuses demon-

strations. Car on sait, que les autres questions, sur lesquelles les mathematiciens ne sont pas d'accord,

appartiennent a la partie appliquee des Mathematiques, oii les diverses manieres d'envisager les objets

et de les ramener a des idees mathematiques peuvent donner lieu a des controverses reelles; et on

se vante meme souvent qu'elles sont tout a fait bannies de lanalyse ou des mathematiques pures.

§ 2. En effet, la gloire d'infaillibilite que cette science s'est acquise, souffrirait une grande

atteinte, s'il y avait des questions sur lesquelles les sentiments seraient non seulement partages,

mais ou il serait meme impossible de decouvrir la verite par une demonstration evidente qui puisse

mettre fln a toutes les disputes. Comme il n'y a aucun doute qu'un tel accommodement entre les

divers sentiments de MM. Leibnitz et BernouIIi n'ait lieu, je vais examiner Tun et Tautre, en

pesant les arguments que chacun allegue tant pour la conOrmation de son scntiment que pour la

r^futation du contraire, et jespere bien developper cette mati6re et la mettre dans tout son jour, de

sorte qu'il n'y reste plus aucun doute, et que Tune et lautre partie sera obligee de reconnaitre la

solidite de la decision que je donnerai , et qui mettra fin a toutes les disputes qui pourraient encore

naitre sur cette mati^re.

§3. M. Leibnitz donna le premier occasion a cette controverse avec M. Bernoulli,

quand il avanca dans la CXC epitre que la raison de 1 a — 1 , ou de — 1 a h- 1 ^tait imaginaire,

puisque le logarithme, ou la mesure de cette raison etait imaginaire, ou il supposait 6videmment que

les logarithmes des nombres n^gatifs sont imaginaires ou impossibles. La-dessus, M. Bernoulli

declara, dans la CXCIII epitre, qu'il n'^tait poiut du meme avis, et qu'il croyait meme que les loga-r

rithmes des nombres negatifs 6taient non seulemeut r6els, mais aussi egaux aux logarithmes des
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memes nombres pris affirmativement. II soutient donc que l {-^x) = l(^— aj), ce quil veut prouver

par lYgalite de leurs difFerenticlles, vu que

dlx = — et de meme dl (— x) = ——=—

Contre cet argument M. Leibuitz replique, que la r^gle commune de differentier ler logarithmes,

en divisant la differentielle du nombre par le nombre meme, n'avait lieu que pour les nombres

affirmatifs, et que, par consequent, cette differentiation dlx= — n'etait juste, que lorsque x mar-

quait une quantit^ affirmative. Mais j*avoue que cette reponse, si elle etait juste, ebranlerait le fon-

dement de toute Tanalyse qui consiste principalement dans la generalite des r6gles et des operations

qui sont jugees vraies, de quelque nature qu'on suppose etre les quantitds auxquelles on les applique.

§ 4-. Mais quoique la regle de differentier les logarithmes soit generalement vraie, de sorte

que dlx= —
^ soit que x fut une quantite affirmative ou negative, Targument de M. Bernoulli

ne prouve pas ce qu'il veut prouver. Je dis que de ce que les differentielles des quantit^s Ix et

/(

—

x) sont egales, il nc s'ensuit nuUement que les quantites memes soient egales entr'elles; puis-

qu'on sait que deux quantites qui different d'une constante ont la mSme differentielle. Ainsi les

differentielles de £C-i- 1 et de x— 1 sont l'une et Tautre =dx, sans qu'on en puisse conclure une

^galite entre les quantites cc -»- 1 et x— 1. Outre cela, M. Bernoulli aurait prouve par le meme

raisonnement que I2x= lx puisque

dl2x = -^= — = dlx,

et en gencral, il sen suivrait que lnx= lx, n marquant un nombre quelconque. €'est pourquoi de

regalite entre les differenticlles des Ix et /(

—

x) on ne peut rien conclure, sinon que ces deux

logarithmes different entre eux d'une quantite constante. Et en.effet, l(—x) k cause de — a;=a5.—- 1,

n'est autre chose que lx-*-{l— 1). II est vrai que M. BernouIIi pretend que l{— l)=n=0, auquel

cas il serait sans doute l{—x)= l(-^x), mais c'est justement ce que M. Leibnitz avait nie et que

M. BernouIIi voulait prouver par cet argument; de sorte que, de ce cote-ci, rien n'est encore d6cide.

^ 5. Dans le meme passage que je viens d'examiner, M. Bernoulli se sert encore d'un autre

argument, mais qui ne differe du preccdent que dans la maniere de le proposer; quand i\ soutient

que la courbe logarithmique a, des deux cotes de son asymptote, deux parties egales et semblables;

de sorte qu'a chaque abscisse ou logarithme repondent deux ordonn^es ou nombres egaux, Tun affir-

matif, lautre ncgatif. Gar, consid^rant Tequation de cette courbe ydx= adyj ou x marque

labscisse prise sur l'asymptote de la logarithmique, j rordonnee et a la sous-tangente constante, il

en parait suivre, que si a la meme abscisse x repond la valeur y=u, il y r^pondra aussi y=— «;

puisque, si -^udx= -t-adu, il y aura aussi — udx=— ajdu. Mais ce raisonnement est semblable

au precedent, et il en suivrait de meme qu'a Tabscisse =x, repondrait aussi Tordonnee y=2u, et

generalement y = nu, de sorte que cette courbe aurait non seulement deux ordonn^es y = a , et

y = — u qui rcpondraient a Tabscisse =x, mais le nombre des ordonnees serait infini; consequence

qu'on est pourtant bien eloigne d'admettre. D'oii lon voit que cet argument ne prouve pas que la

logarithmique ait deux branclies pareilles des deux cotes de son asymptote.
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§ 6. Mais on mobjectera peut-etre que c'est pourt.int lc plus siir moyen que de juger de la

figure d'une Ilg-ne courbe et du nombre de ses branches par son equation, et que c'est par ce prin-

cipe que les G^om^tres determinent les formes de toutes les courbes alg:cbriqnes. A quoi je r^ponds

que cette m^thode n'a lieu que lorsque lequation pour la courbe cst algebrique, ou du moins concue

en tormes finis, et que jamais une equation dilFerentielle n'est propre a ce dessein. Car on sait

quune equation differentielle est toujours indetcrminee, a cause d*une quantite constante arbitraire

qu'elle renferme et qu'on doit introduire dans rintegration: de sorte qu'une telle cquation embrasse

toujours une infinite de courbes a la fois. On n'a qu'a regarder Tequation difrerentieile pour la

parabole 2ydy= adx, et Ton verra qu'elle contient non seulement cette equation finie y^=ax, mais

aussi celle-ci y^= ax±ab, quelque valeur quon donne a la quantite 6. Par consequent, en ne

consideraut que Tequation differentielle 2ydy = adx, on devrait conclure qua la meme abscisse =x
repond non seulement rordonnee y=yaxy mais encore y= y{axzt:a^), et en general y=y{ax±ab).

Cette reflexion est suffisante pour faire voir, qu'on ne peut guere juger de la forme d'une ligne

courbe, en ne regardant que son equation differentielle.

§ 7. Or M. BernouIIi aussi bien, que plusieurs mathematiciens qui soutiennent encore le meme

sentiment, tache de prouver encore par d'autres arguments que Tasymptote de la logarithmique est

en meme temps son diam^tre. Ces arguments sont fondes ou sur la construction de cette courbe,

ou sur ranalogie. On se sert de Tanalogie, en considerant, au lieu de requation pour la logarith-

mique dx=—> celle-ci qui est plus grande dx= ^ et dont Tintegrale est x = C— _ _^ ;

on y remarque que toutes les fois que n est un nombre impair, la courbe a sans contredit un dia-

metre, ou deux branches egales et semblables. Cela remarque, dit-on, qu'on suppose n=i, et

puisque 1 est un nombre impair, la logarithmique doit avoir la meme propriete. Cest, a mon avis,

le plus fort argument qu'on ait apporte jusqu'ici pour prouver que la logarithmique a un diametre;

or, je ferai voir neanmoins que cette conclusion qu'on en veut tirer, n*est pas assez sure.

§ 8. Quand il s'agit, dans Tanalyse, des cas d'integrabilite , ou dans la geometrie, de certaines

proprietes des lignes courbes, on trouve rarement des propositions assez generales, et il y faut

presque toujours excepter unou plusieurs cas, auxquels on ne peut pas faire rapplication. On peut

bien dire que cette formole x^dx est generalement integrable, quelque nombre qu'on mette pour /i,

pourvu qu'on en excepte le cas n =— 1. Et il en est de meme de plusieurs autres formules gene-

rales dont on ne peut presque jamais affirmer, qu'elles soient integrables dans tous les cas sans ex-

ception. Ainsi, quand on dirait que Tequation dx='^ repr^sente toujours une courbe algebrique, quel-

que nombre rationnel qu'on mette pour /i, cette proposition ne souffrirait qu'une seule exception,

celle du cas n= i. Donc, puisque ce cas est si particulierement distingue de tous les autres, qui

sera garant qu'il ne faut pas aussi faire une exception a la r^gle mentionnee a Tegard dun diam^tre

qu'on voudrait attribuer a la courbe comprise sous Tequation dx= —? Car, dans tous les autres cas

ou n est egal ci un nombre impair, nous reconnaissons avec evidence la necessite d'un diametre, puis-

que dans ces cas, Tequation est int^g;rable: mais dans le cas n= i cette evidence cesse enti^rement, a

cause de rimpossibilit^ de rintegration. Par consequent, on est au moins oblige davouer que la con-

clusion qu'on veut tirer de cet argument nest pas assez sure.
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§ 9. On doutera pcut-etre que le jug-ement de la propriete d'un diam^tre soit assujetti a de

semblablcs exceptions qu'on doit reconnaitre dans les integ-rations: mais je feral voir tres clairement

que, meme dans les courbes algebriques, il faut souvent admettre quelque exception par rapport a ia

propriete des diametres. Qu'on considere par exemple cette equation generale

4
-

'

y= yax -+- y{a^ {b -i-x)),

et on n'hesitcra pas de conclure que cette courbe a toujours un diam6tre, puisqu'(en la reduisant

a la rationalite, on parvient a une equatioii du 8* dcgre ou tous les exposants des puissances de y
sont pairs. Cepcndant, quelque sure que paraisse cette conclusion, on en doit cxcepter ie cas ou

4

6= 0. Car alors, si Ton delivre requation y = yax-*-va^x de i'irrationaIite, on aura precis^ment

y^— 2j Yax -i- ax= Ya^x ou y^-i-ax= (2y -h a) Yax

et partant, prcnant encore les carres

y^ -*- 2axy^ -i- a^ x^= kaxy^ -*- ka^ xy -t-
a^ X ou j*

—

2axy^— ka^ xy -t^- a^ x^— a^x = 0,

qui, a cause du terme ka^xy, est destituee de diametre. Donc, puisque dans les courbes algcbriques

on est oblige de reconnaitre quelqucfois des exccptions, commcnt pcut-on etre assure que le cas en

question n'cn exige pas aussi? Et partant, il s*cn faut de beaucoup pour que rargument apporte

prouve invinciblcment que la logarithmique ait un diametre.

§ 10. La meme inccrtitude se trouve dans les autrcs arguments qu'on tire de la construction

de la courbe logarithmique par la quadrature de rhyperbole. Car quand meme on tournerait cette

construclion en sorte, qu'il en resultcrait necessaircment deux branches de la log-arithmiquc, on aurait

encore des raisons asscz fbrtes pour douter que ccs deux branchcs apparticncnt neccssairemcnt ensemble

et qu'elles ne constitucnt qu'une seule ligne continue. Pour le prouver, je pourrais rapporter plusieurs

exemples de construclions par lesquellcs on obticnt deux lignes courbcs differentes qui ne sont pas

liees ensemble par le lien dc la continuite. Car, comme on peut toujours comprendre deux lignes

courbes, quelque difTcrcntes quellcs soient, sous une equation, en multipliant leurs equations enscmblc,

on n'a qu'a imaginer une telle construction qui convicnne a cettc equation composee, et elle fournira

les deux courbes proposecs, comme si cllcs ne formaicnt qu'une seule ligne courbc. Ou bien, ayant

decrit sur le meme axe Ics dcux paraboles v^=ax et u^=a^x,- qu'on en construise une nouvelle

courbe dont rordonnee y, qui repond a la meme abscisse x, soit egalc a la somme des ordonnecs

CH-tt des deux parabolcs proposees; or chacunc, de ccs ordonnees pouvant etre prise tant affirma-

tivement qtie negativement, on trouvcra pour chaque abscissc x quatre ordonnecs c-t-w, — v— u,

V— u, — v~\-u, et la courbe conslruite aura un diamctre. Neanmoins Tequation

y = v -^ u = Yax -H Ya^^

nous fait voir que la courbe n'a pas de diametre, comme je viens de remarquer dans Tarticle precedent.

§ 11. De plus, comme il y a des constructions, desquelles on tire deux courbes diffcrentes,

il y a aussi des constructions defectueuses qui ne donnent qu'une partie d'une lig^ne courbe. Car soit

d6crit un cercle dont le diam^tre =a, sur lequel prenant rabseisse =x, lordonnee y sera

= Y(<ix— a;^); qu'on prolong;e ensuite chaque ordonnee, jusqu'a ce qu'elle devienne ^gale a la

corde Y{x^-^y^) = Yax, et cette nouvelle ordonnee qui soit nomm^e z= "|/aa; marquera une
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une parabole. Mais cette description de la parabole ne s'^tend pas au-dela du cercle, quoique la

parabole mcme s'etende a rinftni. Cette circonstance prouve cncore, qu'il n'est pas toujours sur de

juger de la vraie forme d*une ligne courbe et de toutes les parties qu'elle renferme, par quelque

construction qu'on cn puisse donner.

§ 12. D'aiIIeurs, la methode meme de juger de toutes les parties qui appartiennent a la meme

ligne courbe, n'a proprement lieu que dans les courbes algebriques. Gar, apres avoir d^Iivr^ Te-

quation qui exprime la nature de la ligne courbe de toute irrationalite , on consid^re T^quation

rationnelle qui en resulte, si elle renferme des facteurs rationnels, ou non. Dans le premier cas, on

juge que la courbe est composee dautant de courbes differentes qu'il y a de facteurs: mais si Te-

quation n*est pas resoluble en facteurs rationnels^ on couclut que tous les points qui sont marques

par cette equation, appartiennent a la meme courbe. Cest pourquoi, quand il sagit de courbes trans-

cendantes, puisque Tequation meme n'est pas algebrique, on ne saurait pas meme former la question,

si elle a des facteurs rationnels, ou non, et partant le jugement des parties qui appartiennent a la

meme courbe n'a plus lieu, si ces parties ne sont pas immediatement liecs ensemble. Et partant, on

n'est pas en etat de decider si la logaritbmique a deux branches egales qui se rapportent de part

et d'autre a la meme asymptote, ou non. Au moins doit-on conyenir, que cette decision, quelle

qu'elle soit, n'est pas necessairement liee avec le sujet en question, de savoir si les logarithmes des

Dombres negatifs sont reels ou imaginaires.

§ 13. Les logarithmes sont fondes sur un nombre constant, pris a volonte et dont on suppose

le logarithme =1. Soit ce nombre e, et que x marque le logarithme du nombre y de sorte que

x= lyy et alors on aura j=e*^. Donc le logarithme x d'un nombre propose =y n'est autre chose

que Texposant de la puissance de e qui est egale aii nombre y. Dans les tables vulgaires, on sup-

pose ce nombre arbitraire e=10, et alors x sera le logarithme du nombre j, si 10*=j, et daus

les logarithmes qu'on nomme hyperboliques et dont la propriete est que, si co marque une fraction

infiniment petite, le logarithme du nombre i --« est egal a «, le nombre e, dont le logarithme

= 1, devient egal a 2,718281828459. Or, quelque valeur qu'on donne a ce nombre e, pourvu

quelle soit > 1, on voit de la formule y= e% que, toutes les fois que y est un nombre affirmatif,

11 est possible d'assigner a x une valeur reelle, de sorte que c"^ devienne egale a y. Mais il est

aussi evident que, si y est un nombre negatif, on ne saurait trouver pour x une valeur reelle, de

sorte que la puissance e"^ devienne negative et = a j.

§ H. II est vrai cependant que si x est une fraction d'un denominateur pair, la puissance, ou

plutot la racine e* puisse etre prise tant aflirmativement que negativement, de sorte que, si le loga-

rithme £c est =— , le nombre y, dont le logarithme =^, puisse etre aussi bien =— ye que

= -- >/e. Mais cette ambiguit^ ne se rencoutre que dans les cas ou x est une fraction dont le

denominateur est un nombre pair: et si le logarithme x 6tait =2, il serait certainement faux, que

2 fut le logarithme de y = — ee, puisque — ee n'est nullement egal a ee: et partant il faut au

moins avouer que les logarithmes des nombres negatifs en g^neral ne sont pas reels. Mais pour ce

qui regarde 1'ambiguite de la formule e*, dans les cas ou x est une fraction d'un denominateur pair,

L. Euleri Op. postboiM. T. I. 35
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je ne sais pas si on la peut admettre dans les logarithmes. Car, ayant egard a la nature et a

Tusage des logarithmes, il semble qu'a chaque logarithme ne puisse repondre qu'un seul nombre.

§ 15. Quoi qu'il en soit, on ne prouvera jamais, par de semblables raisonnements
,

que le

logarithme de — 1 est egal a celui de -*- 1 ou a zero, puisque e" ne peut avoir d'autres valeurs

que H- 1. Si quelqu'un disait que e^ peut etre regarde comme e^ e% partant comme Ve'^ ou Vi,
2

ce qui serait tant — 1 que h-1, on pourrait, par la raeme raison, prouver que x^ etant =x^ serait

i^gal tant a -i-cc qu'a — x, et de plus que a-*~x serait la meme chose que a—x, et on pourrait

soutenir, par le meme argument, que toutcs les quantites sont ^gales entre elles. Mais si le loga-

Tithme de —*- 1 n'est pas =0, il sera necessairement imaginaire; et puisque —y=— 1. y, nous au-

rons l{— y) = l{— i)-i~ ly, d'ou il est clair que, Je log. de -i-y 6tant r^^ le log. de —y doit

absolument elre imaginaire. vc Hr^^^l^ .^^-no-r *)trtn:r :;iV '?7;:<:;t'- ,r-r

§ 16. La thcsc qu'c'i tout logarithme x ne puisse repondre qu'un seul nombre y, sera eneore

confirmee, quand on considere la resolution de la formule e^ en cette s6rie -

e = 1 H-£C-*-T^
1.2 1.2.3 1.2.3.4 1.2.3.4.5

e etant le nombre dont le logarithme hyperbolique est =1. Cette serie ^tant regardee dans Tana-

lyse comme tout a fait ^quivalente a l'expression e% on ne saurait douter que sa valeur ne soit de-

terminee, d^s qu'on donne a x une valeur donnee, puisque cette serie est toujours convergente,

quelque grand nombre qu'on substitue pour x. Et par cette raison, on est en droit de soutenir, quen

tant que Texpression e^ marque le nombre dont le log. =x, elle ne renferme jamais aucune ambi-

guite, et que sa valeur est toujours unique et affirmative, quelque fraction qu'on prenne pour cc, de

sorte que, bien que x soit une fraction comme ^? Texpression de e* n'aura toujours qu'une seule

yaleur affirmative.

§ 17. Si Ton voulait insister, que la formule e^, au cas cc= — , eut une double valeur, et

que -^ fiit le logarithme tant de —Ve que de -t-Ve, il s'en suivrait que les logarithmes des

. . 1 1
nombres imaginaires sont pareillement reels. Car supposons 0?= ^» ^* ^^" sait que la formule ca

renfcrme trois valeurs

3 _l^y_3 3 ,_1_V_3 8

Vey 2 ^^' 2 ^^

1 1 -l

de chacune desquelles le log. serait = — • Supposons «= x ®* ^^ valeurs de y= ei seront

'-<^^'-"^ ^e, — fe,""4-y'^^rt/6, -V-l>/e.

Donc nous aurions ' li-+-V— iye) = l{—V— iye)=—

•

4 4 1
Mais lye= —le= —

, d'ou il suivrait que IV—^1= 0. Or M. Bernoulli ayant fait cette belle

d^couverte que ,_ marque la quadrature du cercle, puisque Y— 1 est imaginaire sans contredit,

il faut que ly— 1 le soit aussi, et personne naura moius de droit que M. Bernoulli lui-meme,

de soutenir desormais que lV— 1 soit= 0.
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§ 18. Ayant donc fait voir, que personne n'a encore suffisamment prouv^, que les logarithmes

des nombres n^gatifs soient r^els, mais que plutot le sentimcnt oppos6, selon lequel les logarithmes

des nombres nc^gatifs sont imaginaires, est conforme a h lirit^i, je proposerai les difQcultcs qu'on

rencontre dc part et dautre, soit qu'on soutionne que les logarithmes des nombres negatifs sont

reels, soit qu'on les preune pour imaginaires. Ces difficultes paraitront si fortes et meme tellement

rcmplies de contradictions, qu'on comprendra a peine, commcnt il sera possible de se tirer d'affa1re

et de mcttre la theorie des logarfthmes a TalM-i de toute attaquc; or j*esp6re ucanmoins en venir a bout.

5J
19. Si Ton veut avec M. Bernoulli, que les logarithmes des nombres n^gatifs soient lcs mdmes

que ccux des nombrcs affirmatifs, ou, ce qui revicnt au meme, que l(— 1) = 0, on trouve la diffi-

culte suivante: Ou ii est vrai que la^=xla gencralement, ou non: s'il est vrai, il y aura de mcme

l(-^if=xl{—i) =
ce dont on sera aisement d'accord, si x est un nombre enticr. Mais si x est une fraction, on aura

aussi lY— 1 = 0, et par consequcnt, la reduction de M. Bernoulli des arcs de cercle aux loga-

rithmes imaginaires scrait fausse; cc qui serait absurde, puisque cette decouvcrte est etablie sur

les plus solides demonstrations de ranalyse. Mais si l'on nie que la^^^xla, on renverse toute la theorie

des logarithmes: car quoiquon voulut admettre la resolution la^^^xla aux cas que cc fut un

nombre entier, elle deviendrait pourtant tout a fait inutilc, si x marquait un nombre en general

ou inconnu. >

§ 20. Qu'on dise donc avec M. de Lelbnitz, que les logarithmes des nombres negatifs ne

sont point reels, mais imaginaires: et Ton s'apercevra bientot qu'on retombe dans le meme embarras.

Car soit l{— l)=jo, de sorte que p soit un nombre imaginaire, et Ton ne pourra nier que

l{— iy=npj surtout quand n est un nombre entier. Soit donc n=2, et nous aurous

l{— iy=l {-+.{) = 2p. ,,:

Mais dans la doctrine des logarithmes, cest le premier principe que i(-Hl) = 0; par conscquent,

il y aurait 2/)= et partant />= , ce qui est contraire a rhypothese. On prouvera de mcme que

ly— 1 , l
~ ~

et les logarithmes des plus hautcs racines de Tunite devraient tous egalcment etre

= 0, d*ou resulteraient les memcs contradictions qui se sont rencontrees dans rhypothese precedente.

§ 21. Voila donc des contradictions asscz palpables qu'on rcncontre, de quelque c6t6 qu'on se

tourne; je ne doute pas, que la plupart des mathematicicns ne s'en soient apercus, bien quils n'aient

pas juge a propos de publier leurs doutes sur cette matiere, de peur de rendre Tanalyse trop

suspecte, sils n'etdient pas en etat de sauver la theorie des logarithmes. Car ce serait sans donte

une tache indelcbile dans Tanalyse, sr la doctrine des logarithmes etait tellement remplie de contra-

dictions, qu'ii fut impossible de trouver une conciliation. Aussi y a-t-il long-temps que ces diffi-

cuites m'ont tourmcnt^, et je me suis fait plusicurs iilusions ia-dessus, pour me satisfaire en quel-

que maniere, sans etre oblig6 de rcnverser tout a fait la theorie des logarithmcs. Jc me suis imagine,

que de meme qu*une quantite admet toujours deux raciucs carrces, trois racines cubiques, quatre

racines biquadratiques etc. ainsi une quantitc pourrait avoir une double moiti^, un triple tiers, un

quadrupie quart etc. dont Tun seulement serait reel, les autres imaginaires. Ainsi posant ly=x^ je
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Xconcevais que lyy= —xetl{— yj)= ^

et que -^x et r^a;' puissent etre differents, quoique le double de l'un et de Tautre soit le meme

= £c. De la meme maniere, pour les trois racines cubiques de y, il serait

ou — cc, —03' et — cc" soient des nombres differents, le premier —x reel, et les deux autres ~x'
3 3 3 " o

et -^a;" imaginaires , bien que le triple de chacun soit =x. Cette explication me paraissait bien

extremement paradoxe et insoutenable , mais pourtant moins absurde que les contradictions que j'au-

rais ete obligc d'admettre dans la theorie des logarithmes des nombres negatifs et imaginaires.

§ 22. Ayant fait bien sentir rimportance de toutes ces difficultes qui se trouvent dans la doctrine

des logarithmcs et qui meme paraissent des contradictions ouvertes, on aura de la peine a com-

prendre qu'il soit possible de lever toutes ces difficultes, sans porter aucune atteinte a la certitude

de Tanalyse et des regles sur lesquelles elle est fondee. Cependant la verite est trop solidement

6tablie, pour qu'elle puisse etre assujettie a aucune contradiction, et ce ne sont que les manieres

peu justes, dont nous Tenvisageons, qui peuvent nous eblouir. Souvent, il est si difficile de s'a-

percevoir de ce defaut de justesse qui se trouve dans nos idees et qui nous fait voir de si grandes

difficultes, qu'il nous semble tout a fait impossible de sauver la verite. Cela est precisement le cas ou

nous nous trouvons par rapport aux logarithmes des nombres negatifs et imaginaires; car, apr^s avoir

bien pese toutes les difficultes que je viens d'etaler, j'ai trouve qu'elles ne viennent que de ce que

nous supposons que chaque nombre n'a quun seul logarithme. Car si cette supposition etait vraie,

il serait bien certain, qu'on ne saurait gu^re trouver le moyen de se tirer de Tembarras ou cette

matiere nous jette. Mais, d6s que nous accordous qu'un nombre peut avoir plusieurs, et meme

une infinite de logarithmes, alors toutes les difficultes menlionnees perdent leur force et s'evanouis-

sent tout a fait, et Ton reconnaitra la plus parfaite harmonie entre toutes les verites.

§ 23. Je dis donc que, quoique le nombre dont on suppose le logarithme =1, soit deter-

mine, cbaque nombre a neanmoins une infinite de logarithmes, dont tous, a Texception d'un seul,

sont imaginaires, si le nombre est affirmatif; mais s'il est negatif ou imaginaire, tous ses logarithmes

seront egalement imaginaires. En consequence de cela, le logarithme de Tunite sera non seulement

= 0, mais il y aura encore une infinite de quantites imaginaires, dont chacune tient aussi bien

lieu du logarithme de runite, que 0. Soient donc tous les logarithmes de Tunite

~!;^*'" 0, a, /?, y, d, s, ^, V, &, etc.

et puisque le logarithme de la racine carrce est la moitie du log. de la puissance, Yi ^tant tant

-+• 1 que — 1 , les logarithmes de la premicre valeur -+- 1 seront

0, i^, 4 5, l^, \&, etc.

et les logarithmes de.Viauti:e valeur — 1 seront:

11 . .

o«> -H^r, o-f, -^v, etc.
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qui sont differents des prec^dents, quoique leurs doubies donnent les logarithmes de Tunit^. De

mSme, prenant les racines cubiques, il y aura:

li = Oy jYy -^, ji, etc.

l 2 =y«, -^, -7?, etC.

l—^ =3^> 3^' 1^^ «*^-

et cette consid^ration d^truit deja la plupart des difBcuIt^s qui nous ont embarasse auparavant.

§ 24-. Pour prouver cette pluralite inOnie des logarithmes qui r^pondent a chaque nombre, on

n*a qua regarder le grand rapport qui se trouve entre les logarithmes et les arcs de cercle: puis-

qu*on sait que les arcs de cercle se peuvent exprimer par logarithmes Imaginaires, et r^ciproquement,

les logarithmes par les arcs imaginaires du cercle. Donc, parce que les sinus ou cosinus repondent

aux nombres et les arcs aux logarithmes, comme le meme sinus se rapporte a une inOnite d'arcs

differents, ainsi il s'en suit que le meme nombre se doit rapporter a une infiDite de logarithmes dif-

ferents. Nous connaissons mieux le cercle que la courbe logarithmique, et par cette raison, la con-

sideration du cercle nous conduira a une plus parfaite connaissance des logarithmes, que la logarith-

mique meme; de plus, dans le cercle nous pouvons determiner tous les arcs qui repondent au meme

sinus ou cosinus, et quoique ces arcs, dans le passage aux logarithmes deviennent imaginaires, ils

ne laisseront pas, en nous convainquant de rinfinite des logarithmes, de nous donner a connaitre

leurs expressions et les especes de non-realite, sous lesquelles elles sont eomprises; et c'est tout

ce qu'on peut souhaiter pour Tintelligence d'une quantite imaginaire.

§ 25. Soit g> un arc quelconque d'un cercle dont je suppose le rayon = i . Soit x le sinus

de cet arc, et y son cosinus, de sorte que y— y(i—x^); donc, nommant la peripherie de ce cercle

= 2n:, ou Tarc de 180*^=7r, il est clair, que tous les arcs compris dans cette expression generale

zt:2n7i-¥-q) auront non seulement le meme sinus =a;, mais aussi le meme cosinus =;y=T/(l— a5*)>

/£7* dsi

pour^-u que n signiue un nombre entier quelconque.^ Or, puisque dy= —= y ^ , qu'on sup-

pose x = zV— 1, et lon aura dy = ,'

~
^

• Mais on sait que
j

,

'
=l(y{i-^z^)-i-z)-*-C,

Par consequent, nous aurons ^ =y— 1 l (y{i—x^)-t--^—-)-¥-Cy oii il est clair que la constante

C est =0, puisquen mettant a?= 0, Tarc cp doit s*evanouir de meme. Ayant donc

9^=y— U(V(I — a;^)— icy— 1), nous aurons (p = y^l(y{i -^ x^)-*-xy—i)

ou bien g) =y-— l [y -*- x y— 1).
•

§ 26. Cette equation que nous venons de trouVer, exprimant le rapport entre Tarc 95 et les

sinus et cosinus, aura aussi lieu pour tous les autres arcs qui ont le meme sinus x et cosinus y,

par consi^quent nous aurons

9Jit:2n;r= y4-^((y-»-a;y— 1) et partant 7 (^~*- £cl/— 1) = (r/) zfz 2/i;t)i/— I.

Dou il cst clair qu'au meme nombrc y-t-xy— 1 r^pond une infinite de logarithmes, qui sont

tous compris dans cette formule generale {cp z±z 2nrr)V— 1 , ou a la place de n on peut mettre tel
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nombre entier quon voudra, Puisque x est le sinus et y le cosinus de Vare y, posons aj;==sii|.^

et y= cos^f et nous aurons cette 6galit^ ^onbRi kd! inruioia .-lifAm

l (cos 9!?, -H sin (p Y-— 1) = (^ zt 27i7r) V— 1

.

§ 27. De cette equation j'examinerai les cas principaux qui foumiront assez d'eclaircissement

sur cette matiere. Soit donc premi^rement:

^ = , et i! y aura cos 9?= 1 et sin ^ = ,

et reqiration trouvee nous donnera: y.-d) j>.

il==b2jfn;V— 1.

Donc, posant pour n successivement tous les nombres entiers, les logarithmes de runit^ seront

n=0, ±27tV—t, z±zkny—i, ztGTTl/— I, ztSjry— 1, etc.

d'oii nous voyons que, quoique le logarithme de 1 soit =0, comme tout le monde le sait, il y

en a une infinite d'expressions imaginaires dont chacune est aussi bien le logarithme de runite, que 0.

§ 28. Cette seule consideration nous met en etat de donner tous les logarithmes de chaque

uombre affirmatif qu*on puisse proposer. Car soit a le nombre propose et a son logarithme hyper-

bolique qu'on trouve par les methodes ordinaires ; et puisque la= li -+-?a = a-+-n, tous les lo-

garithmes du nombre a seront:

la= a, «±2711/— 1, a±kn-V— 1, «±6;^"/— 1, ait:8;ry— 1, etc.

dont tous, excepte le premier a, sont imag-inaires. II faut remarquer, que je ne parle ici que des

logarithmes hyperboliques, auxquels on est conduit par Tintegration; mais, puisqu'on sait que les

logarithmes de diverses esp^ces observont toujours un rapport constant entr'eux, tout ce que je

viens de dire et tout ce que je dirai des logarithmes hyperboliques s'appliquera aisement aux loga-

rithmes tabulaires 011 Ton met nO= 1, ou a toute autre espece de logarithmes.

§ 29. Soit maintenant Tarc propose (p de 180'^, ou soit (p= Tt, et nous aurons sin g)= et

cos cp =— i. Cette supposition faite, requation generale trouvee se changera en cette forme

^ (— 1) = (tt± 2/irr) y— 1 (= 1 zb 2«) TTy— 1

,

d'ou nous tirons toute rinfinite des logarithmes du nombre negatif — 1 , car nous aurons

i(— l) = =t7ry— 1, ±37t-|/— 1, ±5;rl/~l, ^zlTvV—i, etc.

et de la nous voyons clairement, que tous les logarithmes de — 1 sont imaginaires et tous differents

des logarithmes de -t- 1. Cela non obstant, les logaritbmes de (— 1)^ qui seront

±2tiV—^, ±QnV—i, ±10;Ty— 1, etc.

sont visiblement contenus dans les logarithmes de -1- 1 ; ce qui suffit pour sauver les contradictions

apparentes dont j'ai fait mention la-haut, quoiqu'iI n'en suive pas reciproquement que les moities de

tous les logarithmes de -*- 1 soient logarithmes de — 1 : ce que la nature meme des quantites ne

permet pas, puisque — 1 n'est pas la seule racine carree de -t- 1.

Jiio/
g 30 Qn s'assurera a present aisement, que tous les logarithmes de tous les nombres negatifs

sont imaginaires. Car soit —a un nombre negatif quelconque, et soit a le logarithme, trouve par les
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m^thodcs ordinaires, du nombre affirmatif H-a, de sorte que i (-»- a) = ce, et parce que

l{— a) = la-^l{— 1), nous aurons tous les logarithmes du nombre n^gatif

—

a exprim6s ainsi:

l{—a) = azt:7iV—i, adzduV^i, «rt SttV— ii «± TttV^ I ,
' et<;"'^^''^

*^

qui sont tous imaginaires. Par i^ donc la question, agit6e entre MM. Leibnitz et Bernoulli, de

savoir, si les logarithmes des nombres negatifs sont reeb, ou imaginaires, est decidee en faveur

du premier, qui les soutient imaginaires, et toutes les objections que M. Bernoulli a 6Iev6es contre

ce scntiment, n'ont plus aucune prise sur cette decision.

§ 31. Je vais plus loin, et apr6s avoir d^termin^ les logarithmes des nombres tant affirmatifs

1
que ncgatifs, je passerai aux nombres imaginaires. Soit, pour cet effet, ^=— tt, et nous aurons

cos ^=0 et siny=l, d'<Hi nous tirons

^y— l==4^±2/i7r)y-l=(±2n-i-i);ry-l, .

et partant tous les logarithmes de -hV— 1 seront

i(-*-y-l)=^7ry— 1, —|;Ty-l, -t-l^ry^l, —I;,y_i, ^|.;ry— l, etc.

Mais si lon met g) =— ^tt, a cause de cos9?= et sin^=— 1, nous aurons:

^ l{—V-i)= {—^7vdt2n7i)V-i.

et par consequent

i(-y—i)=—4^y— 1, -^|7ry— 1, .-|;i;y-.i, ^l^y-A,. «tc,,
. „..

D'oii il est evident, quajoutant les logarithmes de -4-y— 1 et — V— 1 enseinbW'^'^(itii' lH^(tff'li^

logarithmes du produit =-i-f , on obtient les memes logarithmes que nous avons trouves pour -f-1.

Et si lon soustrait les logarithmes de —V— 1 des logarithmes de -*-V— 1, pour avoir les loga-
_,_y' 1

rithmes du quotient -—y—j-=— 1, on aura les logarithmes trouves pour — I.

§ 32. Soit, outre cela,

9P = yTT, et il y aura 00^90= — et sm(p= -^>

doii nous tirerons .
, ^,«^4^«

2 ^ J

1 -T- /— 3
de sorte que les logarithmes de '-^— seront

^tW-3_^|^^2n;r)y~l,

i—2—=j^y—-1, — yTiy— 1, — g-jry— 1, — -Tty—

1

;0 »0

-H—Try— 1, -*-.^7ry— 1, -4-^7iy— 1, etc.

i 1 V3
Soit (p=— -^71^ et lon aura cos^?^— et sin 9? = ^j dou nous obtiendrons him Ha
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et partant l
^"^'^=^^7iV— i, -H|7ry— 1, -^-^Try— 1, -hL^;^-/— 1,

9i? .rtlBOfl^j^Ji —|-7^y— i, — l^rV— 1, — gTr-]/— 1, etc.

Soit ^=Y^> ^^ sorte que cos9?=— -^ et sin9P =— , et nous aurons

i~'"'/~^= (|±2«);ry-l, et

i^V-3 2 ^/ . 4 n/ 4 *<^ n/ 4 *^„n/ 4
i 2 = 37ry— 1, —-;ry— 1, — -^rY-l, — -^rV-l,

-i-jTtV— 1, -*--7ry— 1, -H-7Ty— 1, etc.

^ _ 2 1 . "/3 . j
Enlm metlant 50=:— —7r, on aura cos^=—— et smy= g-> ce qui donne

l
"^"/~^= (~| dz 2n) TTy- 1 , et

i—^— =— -Try— 1, -4--7ry— 1, -t-_7ry— 1, -i--7ty— 1,

___;r-|/_l, ^^nV—iy —jnV—iy etc.

p . . ., _lH->/_3 _i_>/_3
ruisqu on sait que ^ et ^

sont les racines cubiques de -i-l, qu'on fasse toutes les epreuves a cet egard, et Ton trouvera

constamment un merveilleux accord avec la verit6.

§ 33. Pour avoir les logarithmes des puissances, on n'a, suivant la r^gle commune, qu'a mul-

tiplier le logarithme de la racine par Texposant de la puissance. Mais, puisque la racine a une in-

finite de logarithmes, on en peut ajouter ensemble autant de valeurs diflPerentes que Texposant de

la puissance renferme d'unites. Ainsi, les logarithmes de (— 1) etant trouves

zt 71V— 1 , ±371V— i , ± Stty— 1 , ± 77rV— i , etc.

non seulement les doubles de ces logarithmes donneront le log:. du carre (— 1)^, mais aussi les

sommes de deux quelconques, et par ce moyen on obtiendra toutes ces formules

0, i±:27ry— 1, ±kTiV—i, ±^nV—iy ±UV—i, etc.

qui sont tous les logarithmes de -i-l. De meme, joignant trois a trois les logarithmes de

-i-t-y-3 j -i-y-.3
,

2
' ^" ^^ —2 V

on obtiendra egalement tous les logarithmes de -- 1 ,
puisque

. , /_l-t->/_3\^ /_1_>/_3n3
tant ^ ^ ) q»« C

2
)

est egal a Tunite. < >
'^ '
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§ 31^. Cctte facilitc de trouver Ics logarithmcs dcs puissances est aussi conQnnee par la for-

mule gendrale trouvee au § 26; car il cst demontr(^ que

(cos 9? -- sin 5p y— l)'^= cos /u^ +- sin /ug)y— 1

donc il y aura

l (cos ^p -*- sin 9? y— iy:=l (cos /ug) -h sin /ucp y— 1 )

,

Gette formuie etant semblable a la premi^re on n'a dans le logarithme, qua mettre ,u(p au lieu de

9?, et puisqu'il cst pcrmis dc mettre g)z*z2m7i pour <p nous aurons:

l (cos q) H- sin
(f V— 1)^= (fi(p =b 2jum7i± 2mi) V— I

et lorsque Texposant est une fraction — , nous aurons

i (cos 9? -H sin r/5 y

—

i) V = — (/u(p z*i 2ium7i db 2m7T) y—

1

les lettres iw et w marquant des nombres enticrs quclconques. Par consequent, dans les cas 95=
et cp = 71, nous aurons

liv=-{±2iumzt.2m)7iy—i

et l{—'i)v^=—{fi±2iLim±2pn)7iy—i,

Et ayant egard a ces circonstances , toutcs Ics difficultes qui se pourraicnt encore rencontrer dans

cette mati^re, disparaitront enticrcment, et la doctrine des logarithmcs sera mise a rabri de toutes

les attaques.

—"ii^i^'t^^ptf™~'

L. Ealeri Op. postbama. T. 1. 36
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"lO! [..I TJiJj i'''U.'. tilllO" '

XII.

Probleiiia al^ebraicuin de inyeniendis quatuor numeriis, ex datis

totidem productis uniuiscujuisque lioruin numeroruin in sum-

mas triuiu reliquorum.

Si quatuor numeri inveniendi ponantur v, x^ y, z, habebuntur sequentes quatuor aequationes:

V {x-t-y~t-z) = a

x(y-t-y-i-z) =:b

y(y-i-x-i-z) = c

z {v -i- X 'i- y) = d

Ex his aequationibus per regulas vulgares successive tres incognitae eliminari, et quarta ad resolu-

tionem aequationis perduci poterit. Verum cum nulla sit ratio, cur unam potius quam aliam quamvis

eligamus, quae iiltimo determinetur, nullam earum per aequationem finalem determinari convenit,

sed ejusmodi introducenda est nova incognita, quae ad singulas aequaliter pertineat, et ex qua in-

cognitae definiri queant. Sumamus ergo summam numerorum inveniendorum in hunc finem

v-h-x-t-y-i-z = 2ty

atque hinc aequationes superiores abibunt in has:

v(2t— v) = a= 2W— v^, inde v= t— y(tt— a)

x(2t— x) = b=2tx— x'^ x= t^y(tt— 6)

j(2«— y) = c = 2«r— j2 y= t—-y(tt— c)

z(2t— z) = d= 2tz— z^ z= t—y[tt— d).

Eousque igitur solutionem jam produximus, ut ex unica quantitate t omnes quatuor numeros quae-

sitos expedite determinare valeamus, quare tantum superest, ut hanc quantitatem t investigemus,

quod fiet ex aequatione

V -i-x-i-y -i-z = 2t

substituendo loco v, £c, y, z valores per t modo inventos:

, !^«_-y(tt_a)— •/(«— 6) — y(«— c)—y(«— (l) = 2«

unde oritur ista aequatio

2t= y(it— a) -I- y(tt— 6) H- y(tt— c) -- •/(«— ^)

,
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quae quidem methodo Newtouiana ad rationalitatem perduci posset, at labor foret maxime molestus.

Alio igitur modo resolutionem hujus aequationis tentemus.

Ponamus l/(tt— «)=/>, erit v==t— p; simili modo

V{tt— 6) = g, x= t'--q

V{tt-c) = r, r= t— r
.,^.^j^^

V{tt— d)= Sy z = t— s

eritque p-*-q-^r-i-s=2tf quae aequatio ob irrationales p, 9, r et * in aliam debet transformari,

in qua litterarum p^ q^ r et s potestates exponentium parium tantum occurrant, quo, per substitu-

tioncm loco litterarum p, 9, r et 5 faciendam, nascatur aequatio rationalis, ex qua valor incognitae

t dcfiniatur.

In hunc tmem tormemus hanc aequationem

cujus quatuor radices sint quantitates datae a, b, c, d. Erit ergo per naturam aequationum:

^= a-f-6-*-c-+-d

B= ab -h- ac -h- ad -^ bc -*- bd -*- cd

C= abc -+- abd -h- acd -- bcd

D= abcd.

Ponatur jam Y=tt— X, seu X=— F-*- W, habebimus facta hac substitutione istam aequationem

:

^AY^ -^ZMY^^-^^At^Y—At^
-4- iBF^ — 2BttY -\-Bt'\= 0.

^ CY — Ctt

-H D
Gujus aequationis quatuor radices ipsius Y erunt

tl— a, tt— 6, tt— c, U— d.

Loco hujus aequationis ponamus brevitatis gratia hanc

Y'—PY^-^QY'-—RY-k-S= Q

ita, ut sit P— htt— A

Q= Qt''—3Att-^B

R= ht^^ ^At' -+- 2Btt— C

S= t«— At^-t- Bt'— Ctt-k- D.

Sit porro Y=Z^, seu Z=zt:VY, habebimus

Z«— PZ«-f- QZ*—• /?Z^-4- 5*= 0,

eruntque hujus aequationis octo radices sequentes

-^V{tt— a) = -t-p — V{tt—a)=— p
_Hy(tt— 6)= -f-g — y(tt— 6)=—

^

-h-V{tt— c)=-t-r — V{tt— c) =— r

•+-y(«— d)=-H« —y(«— (i)=— *.
1 > ' < -JJ i c » >
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Aequatio haec octo dimensionum resolvatur in binas biquadraticas, quarum alterius radices sint -+-/),

-f-g, -f-r, -+-5, alterius autem — /), — g, — r, — 5, quae sint

Z*-i- «Z^-i- ^Z^-H 7ZH- 5= 0,

in quibus erit per naturam aequationum

a =p-^-q-t-r-t-s

^= pq -t- pr -t- ps -*- qr -^ qs -t- rs

y = pqr -\- pqs -\- prs -\- qrs

8 = pqrs.

Quoniam igitur productum ex his duabus aequationibus biquadralicis illi aequationi octo dimensionum

aequale esse debet, erit

Q = j3^—2ay-t-2d

R = f^2^d
^'^ S = d^ . .

Et cum sit ci=p-i-q-+-r~t-Sy erit a=2t, ideoque a^=htty unde fit

a^—2/3= ktt^2/3= P=ktt-—J,

ergo /?= -g-' Secunda aequatio Q = ^^— ^ay-t-^o dabit

^f^^Att-t-B^^— kyt-^^by

sive B=^t'— ^Att-^2yt— ^-^^-

Tertia vero aequatio ii= y^

—

2^h praebebit

kt^—dAt'-t-2Btt^C=y^— Ad,

sive Ad^— kt^^-t-^At^—^Btt-t-C-t-y^

hinc cum superiori fit

kt^^^A^tt-t-^Ayt—— ]

1

Extracta radice quadrata obtinebitur

y=At±:y(^kt^-t-{2B— ^A^)tt^^A^-¥-^AB—C^

hincque

d= 3t'-i-^Att— ^A^-i-^Bzt:2tV(kt^-i-(2B-^jA^)tt'^^A^-t-~AB^Cy

cujus awadratum erit
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25«»-t-3^««— |^'<*— -^-^««-t-i?-^< [dzi2t' \

ii Bt' -^l^Btt--jA'B]±2M^

— kCit * B^

2Bt

V(ht^-*-{2B—^^A^)tt^^A^-^\jB— C)

quod aequale esse debet ipsi iS", seu huic expressioni: t^— At^,~^Bt^— Ctt

haec aequatio

2\t'-^kAt^—l A^ t'—lA^ tt-^ i, A'

^iOBt' -i-lABtt~A^B

— dCtt -t-\^B^
4

— D

quae ad rationalitatem reducta dabit

-2^«3

-25«

D; unde resultat

. 6309Tfll

/(^««-t-(2fi— 1 ^2)«—
i
A'-*-\aB--C:),

-1-3^*

— 12^2j5j

-*-24^^C

— 48D

•^SA^B

-*-7A'C

-H I2^i&^

— SAD

— 12J5C /

16

16 ^ ^

A'B^

^5A^D

— lABC

— 3^5

— 20i?i)

Ponatur brevitatis gratia E= — ^^*

—

B et a= 2<, erit

--2^'E

— 8^i)

-*-12C£:

9^'E*

28^c:e

80DE \ «*

36 C«

i2E^

-•-— y^'

64

32
A'C

-^—A^B'^

-^—A^D

-A^BCf
4

4

— 5^52)

-h6CD

12^E'

80^2) £:(

ttU

96CD

kOCE*

40%
— ^» l

=

. 4.

1

-^16

J*BD\

B*

^-^B^D

-*-Z)»
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Haec ergo aequatio quatuor habet radices affirmativas, totidemque negativas, ipsis aequales; ita ut

resolutio aequationis per aequationem biquadraticam perfici queat. Sunt autem A^ By Cy D oi E
quantitates cognitae ex datis a, 6, c, d determinatae ; est nempe

j4= a-i~b-+- c-*-d

B = ab -i- ac -t- ad -t- hc -*- bd •+ cd

C = abc -4- abd -*- acd -i- bcd

I .

~

D=abcd

itemque E= -tA^— B.

Invento autem quocunque valore pro u erunt quantitates quaesitae

u— V(uu— 4a) u— Viuu— 46)v= ^ , x= L .'

M— /(«« — 4c)
'

u— V(uu — Ad)

r = 9
' 2:= X

Alia Solutio.

Problema ctiam hoc modo solvi potest: Ex primis aequationibus est

a— b = {y— x){y-\-z) b— c = {x— y) (^ -*- 2)

a— c = {y— y){x-^z)

a— d={v— z) {x-^-y)

ex aequationibus prima et ultima nanciscimur

'==.^ ^\^n a-h
V X= f

y-t-z

Sit o
"" =hj erit h= vx— yz et facto — .»

k = vx -^ vy -i- vz -^ ocy -^ xz -i- yz
f

ergo k— h = 2yz -¥- {v -t- x) {y -i- z),

1 1 c% (c — d) (j/-f-z) , 2dj/— 2c« ,
seu k— h= 2yz-+- '-r^—-= c-+d, ergo 2jz= —^—— ? seu yyz— yzz= dy— cz,

quae aequatio posito yz= t abit in hanc

(d— e)r— (c—-02^= 0-

Ponatur nunc dy— cz= Uy eritque

(e— t)u ^ (d— t)u
y = — eti z= ^^ —^

^

«^» ' ^ {e— d)t
'

(c— d)r

6—



Resolutto aequalionis qualuor vncogmtarum.

quo substituto in valoribus pro y ct z supra inventis, habebimus

,. y= .,„.<°7'^'^..- et II. z
V{cd- (C-t- <!)<--«)

{d-t)Vt

V{ed—{c-*-dit-*-tt)^

ac addcndo et subtrahendo

{e-t-d— it)Vt

^ ~*~ ^ V{cd— {c-*-d) t-i-tt)
et y— z= {e-a)Vt

Hinc porro deducitur

X
V{ed— {e-+-d)t-*-tt)

et f— x=

V{cd— {c-i-d)t-*-tt)

(a— 6) V{ed— {e-i-d) t-k-tt)

287

^t ^"
' *" (e-i-d— 20 Vt

unde, denuo addendo et subtrahendo, positisque brevitatis gratia,

b -i- c -t-d— a= m et a-*- c-i-d — b = n

prodeunt sequentes valores pro f et o;

,,, (n— 20 V{cd -.(e-hd)t-t- tt) ,^ (m— 20 V{ed- {c-*-d) t-*-tt)

"'• *'— 2(c-i-d-20l/t
*^""

2(c-»-d-20Ve .."»^

Cum autem supra invenerimus h= vx — jz, hinc substitutis pro f, a;, 3^, z eorum valoribus

et facta evolutione prodit, pro determinando valore ipsius i, haec aequatio quatuor dimensionum

y(/i-i-t)(c-*-d— 2<f=(m— 2«) (/1— 20 (c— 0(^— 0-

sinijil Hkt bfi oift^f.J

Jtli liii'
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XIII.

iSeriejS iuaxiiiie icloneae pro circiili quadratura proxiine iUTenienda.

i. Antequam Analyseos infinitorum principia essent perspecta, nulla alia via rationem peripheriae

ad diametrum explorandi patebat, praeter considerationem polygonorum circulo cum inscriptorum

tum circumscriptorum. Ex quo fonte primum Archimedes notissimam proportionem 22 ad 7, tum

vero Metius veritati propiorem 355 ad 113 elicuit; donec tandem Ludolfus a Geulen hanc pro-

porlionem ad 35 figuras in partibus decimalibus produxit, quem stupendum et molestissimum labo-

rem certe vix ulterius prosequi licuisset. Deinde vero, cum, Analysis infinitorum ope, series idoneae

rationem diametri ad peripheriam exprimentes essent exhibitae, multo minore labore ratio Ludolfiana

multo longius, primo scilicet a Scharpio ad 72, tum vero a Machino ad iOO, ac denique a

Lagnio ad 128 figuras decimales est continuata; ex qua ratione si circumferentia circuli, cujus

diameter distantiam stellarum fixarum maxime remotarum superaret, computaretur, ne millesima qui-

dem pollicis parte a veritate aberraretur.

2. Assidui autem hi calculatores, quorum industria summam meretur laudem et admirationem,

omnes usi sunt scrie, qua arcus circuU ex tangente definitur, ita ut posita tangente = f , radio

existente == 1 , arcus respondens sit

quae series utique maxime convergens reddi posset, si tangentem t pro lubitu diminuere liceret.

Verum cum hinc ratio diametri ad peripheriam concludi nequeat, nisi arcus ille ad totam periphe-

riam assignabilem et cognitam teneat rationem, vix minorem arcum in hunc finem accipere licet,

quam 30^, cujus tangens est -7;-; unde denotante tt peripheriam circuli, cujus diameter est =1, fit

j^_ i_/ J_ _1 l^ _l l_ \

6 "~V3V 3.3~*"5 3'' 7.33"*"9.3* 11.3*
"*" **^7*

seu ;r=(i-3i3-+-A_-.^^^--J^^-Hetc.)yi2.

Etsi enim angulus 18°, cujus tangens est t/(1 —2^— ), seriem multo magis reddat convergentem,

dupiex tamen irrationalitas calculum tantopere molestum reddit, ut nullum inde compendium sperari

possit, quae molcslia pro minoribus anguHs multo magis increscit.
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3. ExcrcltaUssimus etiam calculator Lagnius, qui hunc calculum longissime est prosecutus,

angulum 30" aliis minoribus in hoc negotio praeferendum censuit; vcrum antequam ipsius seriei

terminos evolvere posset, ex mimero 12 railicem quadratam ultra 128 figuras decimales exactam

cxtrahere erat coactus; quem laborem certe 12 horarum spatio expedire haud potuit, quin potius

crediderim auctorem ei aliquot adeo dies insudassc, quandoquidcm summa, qua opus est, attentio,

cura relaxationcra tum rcvisionom pluriumque operationum repctitionem postulat. IToc autem labore

cxanthlato ipsius scriei 265 terminos ad minimum evolvere dcbebat; primo igitur numcrum Vl2 ad

128 figuras cxpressum continuo 265 vicihus pcr ternarium dividi oportcbat, ad quod negotium, si

cujusque figurac invcntioni et scriptioni unum minutum secundum tribuamus, quinque horac vix

sufficicbant. Deindc quotos hos singulos respcctive per numeros impares 3, 5, 7, 9, 11, 13, etc.

dividi erat ncccsse, quae opera, ob divisores contiuuo majores, ad minimum tempus duplo majus,

idcoque 10 horarum postulabat. Denique additio cum terminorum affirmativorum, tum negativorum

utraquc seorsim breviori quam quinque horarum spatio expediri haud poterat: sicque totus labor

Intra 37 horas omni adhibita diiigentia neutiquam potuerat absolvi. INullum autem est dubium, quin

auctor tempus duplo imo triplo majus impenderit. .. **-»-— \'

h. Quemadmodura autera hic labor mirifice sublevari potuisset, jam pridera ostendi, ubi angu-

lum semirectum in duas pluresve partes^ dividere docui, quarum tangentes sint rationales. Ita cum sit

— = Ang. tang I = Ang. tang - -i- Ang. tang — > erit per duas scries ['iirn unvi) «lu i^»') inni. f

^ "ll 9131 onflio ISI J9

' »u'>ciq »c«p • ^ .2«/. —- . .
;jni;t .-^nA

quarum adeo prior magis convergit, quam praecedcns, ex tangcnte anguli 30" petita; ncquc hic ulla

extractione radicis opus cst, quae sola in calculo praecedenti laborem 12 horarum postulaverat.

Deinde priores utriusque seriei termini saltem multo minore labore evolvuntur, cum vel paucis con-

stent figuris, vel periodum in iis agnoscant, unde calculus admodum fit expeditus. Etsi autem hic

duas series in unam summam coliigi oportet, tamen quia magis convergunt, multo paucioribus opus

est terminis: ita si fractionem dccimalem pro tt ad 128 figuras justam desideremus, prioris seriei

terminos 210, posterioris vcro 132 capi conveniet, qui totus labor, praecedente ratione aestimatus,

vix 2k horas requirere videtur.
^

V, •,! .5... Deinde ex eodem principio, cum sit in genere •>

Ang. tang - = Ang. tang ~ -*- Ang. tang^^ ? 1

1 I 1
erit Ang. lang ^ = Ang. tang - h- Ang. tang - > ideoque i^Vf>99 .t#j^ (mn" r? j;»^.

—= 2 Ang. tang — -f- Ang. tang — t

oi mjuiicD muiooimTji niuioiu;^iii2 <:i;iu:^iii:) ii*
'

''"P
,«i««dnb j)«s

unde per duas series magis convergentes Gt ^'nf,v)l«fi« niuboni

L. Euleri Op. posthnm». T. I. oy
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»,fj')flz9 *9!r..nbf»t a.nu-i -^{(^— 3:^-»- 57492
— T^-»-^:^— {17^ "^ «^c.).

KuiJtMj niijj) .JiuJoq Liffirf 'nib^q/'» oii«qi* iKWir.it 'T>n rnoiodeJ r;

Hinc ergo si valor ipsius tt ad i28 figuras justus colligi debeat, prioris seriei 132 terminos, poste-

rioris vero tantum 75 terminos evolvisse sufficiet, horum autem 207 terminorum evolutio certe

multo minorem operam requiiit, quam calculus a Lagnio subductus, extractione radicis, quae sola

tertiam partem insumebat, exclusa. Ex quo totus bic labor vix 18 borarum esset aestimandus, nisi

divisio per numerum \d aliquam molestiam crearet.

1
6. Simili modo loco Ang. tang— > si non satis parvus videatur, minores introducere poterimus,

o112
servatoque altero babebimus Ang. tang ^= Ang. tang -=- -1- Ang. tang — j ideoque

'l<r

TT

- = 2 Ang. tang - -+- 3 Ang. tang —> et

16 /. ___ 4 4' 43_ 4^ \

II V 37121
~*~

57I212 7.1213 "*~§Ti21* 7

V 3.49
~*~

5.49* 7.493
"*"

9.49^ ^*^7
"U^nn hhi 12/. 1 1 1

Verum etsi bic multo pauciores terminos assumsissc sufficiat, divisio tamen per majores numeros kd

et 121 omne fere lucrum adimere videtur. Neque adeo haec transformatio:

2 1 3
Ang. tang —= Ang. tang — •+- Ang. tang ^ 9 quae praebet

^ = 5 Ang. tang y -i- 2 Ang. tang ^

calculo contrabendo inserviet; etiamsi enim series pro altero angulo vehementer convergat, tamen

indoles fractionis — laborem non mediocriter adauget, ita . ut praestare videatur scrtebus longe

minus convergentibus uti. Ini.o/.oii,. :;;!:!

7. (iuando autem caiculo numenco est consuiendum, non solum ad convergentiam serierum,

quarum termini in summam colligi debent, respici convenit, sed potissimum ad facilitatem, qua sin-

guli termini per operationes aritbmeticas evolvantur: ita si seriei progi'essio geometrica sit admi.xta,

calculus facillime expeditur, si hujus termini in ratione vel decupla, vel cenlupla, vel millecupla

1
decrescant. Quamobrem seriei, qua angulus, cujus tangens est = --> ac raulto niagis ejus, cujus

3
tangens est = ;^^ termini non sine ingenti labore evolvuntur, qui forte tantus est, ut quilibet ma-

1 1
luerit multo plures terminos serierum pro angulis, quorum tangentes sunt -5- ct — expedire, nequa-

quam enim major convergentia laborem, quem singulorum terminorum postulat evolutio, compensare

videtur. Sin autem ejusmodi angulis uti licerct, quorum tangentes essent — > — > — > etc. nullum

est dubium, quin praeter majorem couvergentiara, etiam calculus singulorum terminorura rairum in

modum sublevaretur. Jii »«« <5«»i^ *i»4*4» liHj t»i>ii.i
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8. Hunc autem usum egregie praostat alia serici forma, qua arcum circularem ex data ejus

tangente exprimere licet. Deduxi autem hanc seriem ex consideratione formulae differentialis

y^~^ ponendo ejus integrale /^(j^)^^:^^! — o^^).

Hinc enim fiet diffcrentiando '='• ""'»'•) i» ^'in-yi -iiini)

jj
...-.»

'!-.^i/'> ftuiii(| mu^
dx= dz{i — xx) — xzdx, seu ,-

(
I — xx)— xz— 1=0.

"^ l<vn[ 129 09lli «JfUip

Statuatur nunc zz= ^x-t- Bx^ -*- Cx^-^ Dx^-t- Ex^^-h-elc, mvjViUii 'm'\iii*inu\

dz
atque hinc colligemus -— A -+- 35a;aj-+- 5 Ccc^*-i- 7/)ic^-H 9Eic^n- etc. rwm JsUon^G .U

—^= — ^iccc— 3fi(E*— 5Caj«— 7i)a;«— etcr
"*

"^s §0*1 .^giiA f= Tv Bia-ioi

— £cz = — Axx — Bx''— Cx^— Dx^— etc.

Singulis ergo terminis ad nihilura redigendis invenitur

A = i, B = \a, C= ^B, D=lc, E = |d, etc. ,
'

, .

.. . •* A • -.//4 \ /4 2 , 2.4 , 'i.l.e 6 2.4.6.8 „ , .

ito ut sit Ang. sinx= ajy(l — ag£c).(l ~^j^'-*-^^-^-^-^^-^
^ 5 ^ ^

x^-*-etc.).

9. Sit jam — tangens hujus anguli, cujus sinus positus est =cc, eritque

aj= — —- et yii — xx)=^^ -,
y{mm-t-nn) ^ ' y {^m-i-ivK^

ita ut irrationalitas jam ex calculo excedat fiatque

. ^ nt mn /. 2mm 2.4.m* 2.4.6m' N
Ang. tang —= ( l -- — —

- -1- -—- —^ -+- r-=-ir^ rj -H etc. ),^' " n mm-*-nn \ 3(mm-i-nn) 3.5(mm-i-nn)* 3 .5.7(mm-l-nn)'' /
t»,

quae series non solum magis convergit quam vulgaris ante usitata ::
.

. m m r

^

m"- m*' m^ m^ ^ \ \
''»>« "i

Ang. tang-^=~ (1--, -4-^-^-^-1- -3 -etc.j, ^ ^

sed etiam singuli termiui fere pari facilitate evolvuntur, quoniam continua muitiplicatio per fractiones

«-> Y' y ®*^- °®" difficilius instituitur, quam divisio per numeros 3, 5, 7, 9, elc. Tum veroy

in quo maximum commodum cernitur, in eo constat, si numeri mm-^-nn ad dividendum fuerint

aptiores, quam simplices potcstates ipsius n, quod commodum imprimis in angulis supra exhibitis

locum habet. Haud minimi etiam in hac nova scrie est momenti, quod omnes terminos invicem

addi conveniat, cum ia vnlgari altematim debeant addi et subtrabi.

anc igitur novam seriem angulos supra exhibitos evolvamus, atque obtinebimus:

I. Ang. tang ^= ^ (l

inimt'») ili/jjni?' •iji
1 3

il. Ang.tang^=-(l

2 1 2.4 1 2.4.6

3 5 "*"3.5 5* ' 3.5.7
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"i' -='«•• ''iirAng:ia;ig|==^(i

i\T A * 3 2.37 /.

2

3
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20 notas dccimalos dcducam, et quo calculus certior reddatur, eum ad 22 notas extendam, in sin-i

^(rlis autem tetmfnis Bheni tantum notabo, ut nota 22^ sit ultima, quoniam hinc initium sponte

patel. Prioris ergo serici tcroiinorum evolulio ita se habebit '** ^^ 'idplu)80<|^ 'tuha&umUiO'} aeJoii

.giiqo IM «ofl fiiiioo ^ "m^b Oc:l '>(joiJm ni raf,'ililoai

I. . . . 2,8000000000000000000000 div. per 3

0333333333333333333333 <\t^ hioloc jvij.jA XI
186GG66G66G666GGGG(iG666 mult. per ~

; .Tn r- -

II. .... . 373333333333333333333 div. per 5

74066666666666666666

lonq

298666666666666666666 mult. per
1̂00

m. ...... . 5973333333333333333 div. per 7

' '
' 853333333333333333

5120000000000000000 mult. per
*

100

^
IV,.'''^*.'!^'".' . 102400000000000000 div. per 9

[ 11377777777777777

91022222222222222 mult. per ^
V. 182044U44U4-iU div. per 11

*/'. loq lloni *> 165494949494949

1654949494949494 mult. per ^
VI. .'.*^. f... . t". 33098989898989 div. per 13

2546076146076

;;,^ joq )l»«.n 30552913752913 mult. per ^
Vn. . . . 611058275058 div. per 15

-^ '-'^
40737218337

570321056721 mult. per ^oo

VIII. . 11406421134 div. per 17

670965949

10735455185 mull. per ^
IX. . . .V 214709103 div. per 19

11300479

203408624 mult. per ^
X .' :7. . . . 4068172 div. per 21

^^* 193722

3874450 mult. per '
100

XI 77489 div. per 23

3369
'

74120 mull. per
.J^. . . . . ,,

rr ;:r r n\: n^ .''i^.iit/ Oiq isns^ 0^19 8Ii|0ll

XII r.,.. H82 div. per 25
'

., , , j i »

59

^^23 mull. per ^ «oiuJ .i't

XIH 28 :Ji<bafifi sa Bli oiJuniOTu^
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Hujus crgo seriei 13 termini sufficiunt pro viginti duabus notis expediendis, unde concludere licet,

si calculum ad 22/i notas continuari oporteret, omnino 13w notas sufficere: ex quo calculus ad 128

notas continuandus postulabit 76 terminos. Postremi autem proxime constituunt progressioucm geo-

metricam in ratione 1:50 decrescentem, unde plures eorum evohi non est opus.

13. Altera autem scries sequenti calculo computabitur;

I. . . . 0,3033600000000000000000 div. per 3

1011200000000000000000

' ,: jio 2022400000000000000000 mult. per^
*

U. ! , . . . . 2912256000000000000 div. per 5

t . 582451200000000000

,. .j,.
2329804800000000000 mult. per ,^

m. ....... 3354918912000000 div. per 7
^*

479274130285714
»1 • "

287.5644781714285 muU. per ^**
100000

f'MI tf(-

IKM

IV 4140928485668 div. per 9

460103165074

^t^ .Jli,, 3680825320594 mult. per ^^
iV

V. ...... -,.,..., ..5300388461 div. per 11

r;- 481853496
H,| '«'«l

•*'»»*'

4818534965 mult. per
^''^

100000

VI. ,..,... 6938690 div. per 13

533745

6^0^945 mult. per ^^

V^,... 9223 div. per 15

615 «

,

8608 mult. per^
vin . 12

Hujus ergo seriei pro viginti duabus notis tantum opus est octo terminis, undc 22« notae circiter

postulabunt evolutionem 8/i terminorum, bincque pro 128 notis sufficiet evolvisse kl terminos.

ik, Utriusque ergo serici terminos inventos seorsim in summam coUigamus, ac prior quidem

summatio ita se habcbit:
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I. 0,3033600 etc. i

II. 291225600 etc.

III. 335491891200 etc.

IV. 41i09284-8566(857U2)(857U2) etc.

V. 53003884616557 (7U285) (7U285) etc.

VI. 693869034980391 (896103) (896103) etc.

- VII. 92231207111239784 (343656) (343656) etc.

VIII. 123958742357506270157 (874125) etc.

16. Golligamus nunc octo prlores termlnos in infinitum continuatos in unam summam, ut ea

statim qui calculum ulterius continuare voluerit uti queat, et pariter revolutiones periodicas in utraque

summa indicemus:

Summa 8 priorum terminorum seriei prioris

>o(n ifffniS

I.
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: I :' i7. In evolutione quidcm terminorum ultcriorum divisio per majores numeros imparcs moram

faccssere potest, ita ut ad has operationes multo majus tempus sit impendendum, quam supra ad

minorcs speclans divisores acstimavi. Verumtamen haec difdcultas in serie vulgari ex anguio 30"

petita multo est major, proptcrca quod ob plurcs terminos evolvcndos, etiam majoribus divisoribus

opus est conficieudum, praeterquam quod antequam haec operatio suscipi queat, tam taediosam ra-

dicis extractioncm absolvi oportet. Quamobcausam dubium plane nullum superesse potest, quin cal-

culator his binis novis seriebus ntens longe facilius ct promtius rationem peripheriae ad diametrum

pro quovis praecisionis gradu definire queat, quam si calculum more consucto institucret; et quan-

tumvis temporis spatium in hunc laborem insumere cogatur, certum est more solito tempus plus quam

duplo majus requiri.

18. Ceterum obscrvasse adhuc juvabit seriem hic pro arcu ex tangente traditam etiam directe

cx serie consucta

ut s sit arcus cujus, tangens ==t, elici posse; cum enim sit

«5= «"— 1«' -+- 4- «' — 4- «*-»- etc.
o 5 7

erit addendo ^f-4-iw)7=" t-t-^t^— r^'^-+- r^ '' — Tq '^"*" ®*<^-

l<M£ri)i£r 2 2 2 2"^
* — t^ 1^ -¥- t' — —

3 3.5 5.7 7.9

Porro « (i HH H) *= *'-+" T ''—
i^si

*' "^ A ''"" ^^^*

•„. — j J =- i,*^-
'

loJ-jtofi idu

et addendo (1 -f- «)'*= «(*-*- «)-^l «'-^"14 «'—^ «'-»-^«'— etc. . ^, r^ / ^ ' 3 3.5 3.5,7 5.7.9 .:-:vil •:}}Ui\ <,.,A.i

simili modo repcritur ulterius:

(l-H «)'«= «(! +«)'H-|«'(H-«)=-HH('(l-Htt)-.-|^('-?^«'-etc.

sicque continuo progrcdiendo evidens est hinc obtineri:

t 2 t' 2.4 t^ 2.4.6 «'

*""!--« 3 (1-H«)* 3.5 (l-»-«)3^ 3.5.7 (1-^tt)* '

t ,. ^ tt 2.4 t* 2.4.6 t« , V

se«
*= T:;:^(*-*-3-r^-^3:5-(T^»:^-^3X7-(Tw'^'*^-'

quae series ponendo t =— cum ante exhibita congruit.

i9. Quoniam serici prioris tcrminum nonum exhibui, cujus revolutiones periodicae 4-8 figuras

complectuntur, seriei quoque posterioris terminum nonum hic subjungam

IX. 16800055435025555673161 (293294940353763883i756i788153023U714.1094.1999177) (293 etc.

cui 23 cyphrae suut pracfigendae, antequam ad comma, partes decimales a loco integrorum separans,

perveniatur, ita ut prima hujus termini periodus in loco nonagcsimo quarto termiuetur. Si loco

L. Etileri Op. potthuma. T. ! 38
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notaruffl periodicarum velimus fractionem ordinariam adjicere, hic terminus nonus ita finite exprimetur:

.,..,.. «.e..p .«^"^««^£'M'%8,,,^^^^^^

^'Of: o{ii^«fi M hR^iu^ 9h'h '
2431 L 11 13 17J

Simili autem modo prioris seriei terminus nonus expressus est

«Ri nicgoibdel mfsl . 21 470
21002

21879'
-Ie3 «i-ip ^taoJ(M[ o^.?,')!'

Deinde summas octo terminorum supra exhibitas ita repraesentare licct

Prioris seriei

Summa I . . . VIII 2,8379410920832565

sJofjiib fflfiil9 rarJibr terminus IX 21470

summa I .... IX 2,837941092083278041

>'lijir.i 'jiiiiii Ui 1

143 L 11 13j

21002

21879

' r=-3 L 11

9 L~ 9
"*"

11 13
"*

I7J

12893

21879

t:)'nie.i

Posterioris seriei

I . . . . VIII 0,3036515615065147822056093589278645743484
548

1001

IX 16800055435025555673161
713

2431

ii\

I IX 0,3036515615065147822056110389334080769040220613

ubi notetur esse
14307

17017

8

14307

17047

7 11 13 17'

unde hujus fractionis evolutio est in promtu. Parique modo est prior fractio

13

12893 ^ 5^ 7_ 2^

21879
~~

9 "*~n 13"*~17*

'>,}o -i

:.(.)•' — )

(r . V

oUil''.

-obiiobhn

".}'.

ii/9 obnsibsi^goifj ouniiuoa sai

.3l9
'1, JK^,

^(tV-,^ • fTf,.

?fciu:g9 8^ sfiofboh^

(i!i;/^i.wi«!.

.019 ceti fTTi«;ei>i4eour

w

tfwmn-^ftUv

dirixf» fliijfiud ffuioifxml «iioiit;

oooi hd n\i**i ol^0p ocnb.vgfefiott oool ni euiioiidq iisifiui^t e»|ijd Kmr

tGinpnl*

lotnu^J
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fifDlol 99iut is

XIV.

Enoilatio iiisigiiis ciUiisdani paradoxi cirea iiiiiltiplicationeiii

aiisriiloriini observati*

i. Sing-ularis est proprietas formularum, quibus cosinus angulorum multiplorum per cosinum

anguli simpli exprimuntur. Si enim anguli simpli y cosinus ponatur = ac, angulorum muitiplorum

cosinus ita se habent:

cos Ofp= i

cos iy = X

cos 2(/)= 2xx— 1

cos3(p=kx^— Saj

cos k(p= 8£c*— 8xx -- i

,
cos5^=16a?*

—

20x^-^5x

cos Qcp= 32a3«— kSx^-^ iSra;— i

cos Tcp= &kx'^— i I2a?^-+- 5Qx^— 7x

cos 893= i28(c«— 256«^ -4- IGOo;*— 32.ra;

etc.

unde concluditur fore in genere

i

eijMii

COS Hip= 2" ' X 2"-^ nx"—^ |,0/'-5**("~-'^)^»-4 on-7 n(n -4) (n- 5) ^„

' lamo n^met reuo

•u') :70ifiiiio« mammui

}*>r/ii[ . .{noieviMdo

-i-etc.

.

seu

cos n(p = 2"-'x"fi—-^^ X
n(rt— 3) .

-i— . „ a;
n(n— 4)(n— 5)

OJ
n(n— 5)(n—6)(n — 7)

a? — etc.)
4.8 4.8.12 ^ 4.8.12.16

ubi ratio progressionis facile perspicitur.

2. Neque vcro binc concludere licet, hanc seriem eadem lege in intinitum continuatam cosinum

anguli rup exprimere, ita ut istius se^iei infinitae summa futura sit =cos ncp; sed quoties n est

numerus integer, sericm eousque tantum continuari oportet, donec ad exponentes ncgativos ipsius x

perveniatur, quippe qui termini omnes sunt rcjiciendi, iis solis ab initio scrici terminis rctentis, qui con>

stant potestatibus positivis ipsius x^ et numero absoluto, qui si n sit numcrus par, est vel -*-I, vel — i.

INisi
haec cautela observctur, in errorem delabimur, quin etiam casu n= expressio gcneraiis vc-

ritati adversatur; prodit enim 2~^aj"=^) cum tamen sit cosOy=l, quod certe insigne est

paradoxon. - ..;.**
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3. Quo clarius etiam in reliquis casibus falsitas formae generalis perspiciatur, ponamus /i=l,

et haec forma evadet

/ \ —2 1.2 —4 1.3.4 —6 1.4.5.6 —8 1.5.6.7.8 — 'o \X\^l—-X —j^^X — ,^7^X ""4.8.12.16^ "^4.8.12.16.20^ — etC.
j j

quae cum sit < o?, cum veritate certe consistere nequit. Ut autem hujus seriei valor verus explo-

retur, ea ad hanc formam reducta:

/. 1 —2 i.i —4 1.1.3 —6 1.1.3.5—8 1.1.3. 5. 7 —10
. N

,,
x{^i^jX -—

0. —4X6-^ -"4X678^ ^ 4.4.6.8.10
^ -"*'•)

ita exhiberi potest: .UB '^^^-o fUiriolll^t^^

1 /1-2 1.1 — ^» 1.1.3 -6 1.1. .3.5 -8 ^ NX-jx{^-X -f-^O.
-*-2:4r6^ -^2-74-678^ "*- '^'•>

Gum jam sit

nostra series hac finita forma continetur:

X

ita ut casu /i=I, seriei nostrae generalis summa futura sit = -t cum tamen sit cos \(p=x,

Quin etiam, cum sit a; < 1 ,
patet seriei in infinitum continuatae summam adeo fore imaginariam.

k. Idem etiam de quolibet alio valore ipsius n ostendi potest, unde eo magis mirandum est,

expressionem nostram generalem, si justa limitatione adhibeatur, ut omnes termini exponentes nega-

tivos ipsius X habituri rejiciantur, veritati esse consentaneam , et valorem ipsius cos n<^ praebere;

cum tamen omni extensione sumta et in infinitum continuata longe aliam atque adeo imaginariam

summam sortiatur: cujusmodi singulare phaenomenon nescio an in aliis analyseos partibus jam sit

observalum. Praeterea vero etiam^ quod haud minus est mirandum, notari convenit, limitatione

quoque illa adhibita, ut potestates negativae ipsius x rejiciantur, veritatem non obtineri, nisi n sit

numerus positivus integer; si enim n esset numerus negativus, ob omnes potestates ipsius x pro-

deuntes negativas, error foret manifestissimus, cum sit cos (

—

n(p) = cosn(p.

5. Sin autem pro n accipiatur numerus positivus quidem seu fractus, nullo modo inde veri-

1
latem elicere Hcet. Sit enim w=— > et expressio nostra generalis hanc induet.CairnMan:

Vx
72

/. 1 —2 1.5 —4 1.7.9 —6 1.9.H.13 —8 '
' <" '

»

K S^ """^.l^^ "~8. 16.24^ ""8.16.24.32^ — eic.
j ^^.^^^^:.

unde etiamsi termini negativas poteslates ipsius x complexuri, omnes scilicct, praeter primum, ex-

1 1 T/l-*-a;
pungantur, tamen neutiquam inde obtinetur cosyf/?, quippe cum sit cos^(p = y—^' Multominus

'"'''^t/i-^x . ' *''"
'

;''

autem reliquis terminis admissis veritati consulitur, dum series prodit formulae y—r— minime aequalis.

6. Hinc igitur abunde liquet, quid de forma illa canonica
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on-1 /i/< n -2 n(n~3) -» „(ft_4)(n-5) —6 n(n-5) (n-6) (n- 7) -» \

apud plurimos auctorcs mirifice laudata, sit judicandum. Ea scilicct veritati nunquam cst consen-

tanea, nisi hae restrictiones adhibcantur: primo, ut n sit numorus integcr positivus, uhi quideni

etiam cyphra est excludenda; deinde, ut termini, in quibus exponens potestatis x fit ncg^ativus,

pcnitus extinguantur. Qui huic formulae plus tribuunt, eamque adeo ad casus, quibus n est nu-

merus ncgativus vel fractus, extendere volunt, maxime decipiuntur et in gravissimos errores illa-

huntur. Quae cum sint adeo manifesta, mirandum videtur, quod istae tam necessariae cauteiae,

quantum equidem memini, a nemine sint animadversae.

7. Haec consideratio occasionem mihi praehct dupliccm investigationem suscipiendi. Primo

scilicet in veram summam nostrae expressionis gcneralis, siquidem in infinitum continuetur, sum in-

quisiturus, ut pateat, quantum ea quovis casu a valore cos nrp discrepet. Deinde similem expressio-

nem generalem investigaho, quae revera valorem cos nrp exhiheat, et nulla restrictione adhibita veros

cosinus angulorum multiplorum ipsius g) praebcat, ita ut singulis casibus, quibus n est numcrus

integer, formulae initio allatae prodeant, simulque veritas, quando n est numerus fractus vel nega-

tivus, obtineatur.

8. Quo utrique instituto facilius satisfaciam, considero hanc formulam

s = j{x-\-V{xx—i)y^

valorein ipsius s per sericm evoluturus, quae secundum potestates ipsius x procedat. Cum igitur sit

y(xx— l) = a3— r r-^— etc, oh s=iJ(2x-r-^— ^-^— etc.r,

obscrvo terminum primum futurum esse ^^"y^a;'*; in sequentihus autem exponcntes potestatis x

continuo hinario decrcscere, ita ut scries hujusmodi habitura sit formam

s = aaj"-H /^x''-^ _^ ya;"-*-*- ^aj"-^-H 6x"-"»H- etc.

uhi quidem est a = 2"/^.

9. Ad hanc autcm seriem commodissime eruendam, obscrvo aequationem assumtam per diffe-

rcntiationem in aliam converli oportere, in qua tam potestas indefinita quam omnis irrationalitas

ahsit, simulque quantitas s uhique plus una dimensione non sit habitura; hujusmodi enim aequatio

facillime per sericm ccrta lege procedentcm resolvitur. Hunc in finem primo logarithmis sumendis

ohtineo 1 .Si

Is = lA -¥- nl (^x -\- Yixx— 1 ))

;

tum vero differentiando:

V= ('«'^ -+- y(Sf)) = ('^ -*-^(^- *)) = 7(^)-
Hic sumlis qundratis erit '*'H9

—= , 9 seu (xx— i) ds^= nnssdx^ ,

^
M XX—

1

^ '

quae aequatio denuo differcntiata , sumto elemento dx constante, et per 2ds divisa dat
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{xx— 1 ) dds -+- xdxds= nnsdx^
,

quac jam formam habet deslderatam, ita ut quantitas s nusquam plus una dimensione habeat, et

quantitas x ab omni irrationalitate sit immunis.

10. Quia hic quantitas x in aliis terminis duas, in uno vero nullam tenet dimenslonem, facta

hujusmodi distinctione, ut slt
,

,- , ;• i i -:i:>

-.::i ^.-^vyi-f ,.'v,^s/, - im . xxdds -{- xdxds— nnsdx*—'dds =

ponamus
*

^

"
's = ax'"X- /3

x"' -''-*- yx'"-\ . . ..-^jux'"-'-*- rx'"-'-^-^^^'

et facta substitutlone, potestas x'"— '— ^ talem acclpiet coefflcientem
QunVi .:..:;;...

-fli mm ,iu^j(!^--r-4T^Mi^T^^-ir-.^}c+^^ (m— {m— i— 1),

qiH Cum etanldscbre debeat, qtiantttas p"ex ^ ita definitur, ut sit

(m — i) (m — i— 1)
V= -^^ — ; — II,

(m — t— 2)''

—

nn ^

^ - '..••- e^' ^ o ^ i f\ i»i (m-t-2) (mH-i) ^
Statuatur jam pro mitio t= —i-2, ut iiat i^ = « et /« = 0, proditque «= — 0, quae

littera ut mancat indefinita, esse oportet mm=^nn, ideoque vel m = nf vel m=— /i.

11. ISostro autem casu est, ut supra vidimus, m = n, atque cc==2"J, quare posito

5 = «a;"-f-/5£c"-*2_^_^^«-4 -^-jLix''-'-t-yx"~'-^--t-ctc,

'•' *^
.. (n— «)(n— t — 1) (n— «)(n — «'—

1)

(n— «— 2)'— nn
"^

(t-»-2) (2n— »— 2)
'^

unde sequentes prodeunt coefficientium determlnatlones:

^ — n(n— 1) — n
' 4(n — 1) 4

-(n-2)(n— 3) , -^-n(n— .3)y— 8(n-2) '^~~
4.8

"

t, — (n — 4) (n — 5) — n (n — 4) (n — 5)
o =—^^——— y = -^- -' u

12 (n- 3)
^ 4.8.12

— (n-6)(n— 7)^ -»-n(n— 5) (n — 6) (n— 7)b
16(n-4) 4.8.12.16

etc.

12. Posito ergo s= A{x-^y{xx— 1))", ob a= ^Ay habebimus hanc serlem, qua quan-

titas s exprimltur:

S—^irAx^^d—''
-^

,
n(n-3) -^ n(n-4)(n-5) -« n(n-5)(n-6)(n-7) "« \s—^Ax\\ — jX ^—^x — ^g^2 ^ -» 4T8.12.I6

*
®^^V

Quare si pro A capiatur -j orietur ipsa ilia forma, quam initio pro cos ncp assignavimus, existeute

a;=cos9J, atque nunc quidem patet ilJius expressionis in Infinitum conlinuatae verum valorem esse



Enodatio insignis cujusdam paradoan circa mulliplicaltonem angulorum. 303^

sicquc ralio aberralioiiis a valore cos /19?. est mauifesta, atque nunc quidem evidens est, cur sumto

\

n = 0, prodeat summa nostrae seriei =-^h reliquis vero casibus summa fiat imag;inaria, si quidem

I
sit a;<l. At si sumatur x=i, quicunque numerus pro n accipiatur, summa semper est = a^>

eritque propterea .k.^j

4 _ O" fi'^l^^.t-
"^""-^^ n(n-4)(n-5) n(n-5) (n-6) (n-7) \~ ^ .^:t^.. M^nh, 4.8^^-^ 4.8:12.16 '''-r

quod certe est tbeorema non inelcgaus.

13. Alio modo concinnius valor ipsius s exprimi potest; cum enim sit

a3 = cos9?, erit y{xx— l)=y— l.sm^p,
" ^'0 80f) ^fiil

ct ex notis sinuum proprietatibus ; ^

(cos (p -+- y— 1 .sin (py= cos ncp -+-y— 1 . sin n^. J>li'i^ 1 ~ j\ li<^ .1

Quare posito cos cp = x, erit
,

I

, _ ^ g^^

-./ 4 • cMi n t

A

n —2 n(n-3) "
^ n(n— 4)(n— 5) —6 ' \

cosncp-*-y— l.sm/ia) = 2"aj"(l — ~x -+- —,—5— »; — ^
, ^ ,^—^o; -i-etc.lj

^ \ 4 .4.0 4.8. 12 /
«

unde patet summam hujus seriei in infinitum continuatae esse imagiuariam, nisi sit a:=l, se.u

^p = 0. Realis quidem semper erit dum sit a? > 1 ; sed his casibus non amphus ad sinus et cosinus

referri potest. Vehiti si xx= 2, ob 5= ^^(1-1-^2)" erit

/-./.^ . i\n^^-^fA ''». n(n-3) «(n-4)(n-5) . n(n -6) (n-6) (n- 7) \
(y2-4-I) _2^(^1-.--*--^;^. ^__^ _________

etc.J.

At si ponamus x-*~y{xx—i)=y, fit a;= —— , unde obtinetur sequens summatio non contemnenda:

--• -x .;:-: .-i

fjyy= 1 — - yy n(n-3) y* n(n-4)(n-5) _^y^ .-+. etc
W-H,iy_ 1 •(«/-*- 1)*"*" 1.2 •(j/y-Hn*^ 1.2.3 * (w-^-i)'."^^^

quac cum etiam vera sit sumlo n negativo, erit

/yy-^-iy_ I . ^ yy .
»(»-*- 3) y* n (n-H4) (n-t-5) y'

^^
V yy y

~
1 '(yy-*-!)' i-2 •(yy-Hi)*"^ 1.2.3 •(w-^i)«. .

* .,
'

ii .' . '»h;i:>K» iJ)l 29JTW OBOld OfiiJp

Sit porro ^^^— = -, ct habebitur

n z-l „(„H-3r '(?-!)* n(nH?^4^(n-4-5) («-<)'
. ,^^

r = 1 -f--^ .— -f- -j-^ . --^^^ 1 ^-^. . -^ -4- etc.

' , i

ubi pro n omnes numeros assumere licet.

xS= ry^' «< ,;toi «snrao «vile^gaa aotsJasJoq idji

H. Hinc etiam alteri requisito satisfacere poterimus, quo ejusmodi expressio infinita deside-

ratur, quantitatem cos nrp sine uUa rcstrictione exhibens. Sumatur enim exponens n negative, et

cum sit cos (— ncp) = cos ng> et sin (— n<p) =;— sin lup , erit ex superiori forma

/ . . 1 A n • —2 n(n-^3) —* n(n-H4)(n-+-5) — ^^ .\
cosn^)—y— l.sm/i9> = ^(^l-4--.a> -^ -^^ x -+- >

^^^\^, 'x -t- etc.j

,,,.,.- ,. .... „., ^
in. i' . v^iJi.M ii ohom r)ori JTilmTJt iiip

addendis his formuhs pars imaginana toUitur, et summac scmissis daDit ^
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1 /. n —2 n(n-*-3) —< n(n-i-4) (n-»-5) —6 n

Hae scilicet binae series conjunctae verum valorem ipsius cos ncp^ existente cos </? = aj , exprimunt,

idque sine ulla restrictione, ita ut pro n omnes numeros tam negativos quam positivos, tam iategros

quam fractos assumere liceat. Ubi quidem per se est perspicuum , sive ipsi n tribuatur valor nega-

tivus quicunque, sive idem positivus, easdem binas series ordine mutato resultare.

15. Jam binae hae series conjunctae pro quovis numero integro n eosdem cosinus per for-

mulas iinitas exhibent, quos initio recensui. Pro casu quidem /i= res est manifesta, cum inde11
fiat cosO^J = - H-— = i. Reliquos igitur casus simpliciores evolvamus :

I. Sit /1=1 eritque

—2 1.2 —i 1.3.4 —6 1.4.5.6/, 1 —2 1.2 —i 1.3.4 —6 1.4.5.6 —8 ^ \

1 /. 1 -2 1.4 —^ 1.5.6 -6 1.6.7.8 —8
^ \

4x\ 4 4.8 4.8.12 4.8.12.16 /

ubi potestates negativae ipsius x sponte se destruunt, uti ex sequente repraesentatione fit perspicuum:
£iuu<ji^ 1» N^uai^,% .^Uf^qii^i»- uoa ?.«uiafi*> niih» jhfj-imjn.

1 — * 1.2 —3 1.3.4 —5 1.4.5.6 —7
^os^=x-^~x -^j-^X -^^^x -^X12X6* -^^'

/ 1—1 1.1 —3 1.1.4 —5 1.1.5.6 —7

4 4.4 4,4.8 4.4.8.12

ita ut sit cos 90= oj.

: ;!iii');Hh';'ji>i) ti«'<! ihIiujuihi/ Hii >ijpd;i 'ii)J '.iifnfino

II. Sit /1= 2 eritque

f,o^2<f^^xx(^i^\^" ---^-^^^'^^
1 /. 2—2 2.5 —4 2.6.7 —6 2.7.8.9 —

»

^ \

Sxx \ 4 4.8 4.8.12 4.8.12.16 /

quae binae series ita ordinate exhibeantur:

o n i n 2.1 ~2 2.2.3 — * ^ 2.3.4.5 —6
0082^= 20^-1-2.— a. -2.^—0. -2.^-^^^^ -etc,

M U:-i ..ui J -
• •

~*
l -^2 1.2 "r-f ' -1.2.5 -^s

-

ubi potestates negativae omnes tolluntur, ita ut prodeat cos 290= 2cca?— 1.

-•>Im.jjj
gj^ w = 3 eritaue ™*"V* '^^ tMiaiiT^loq. oi9t)fjl«flfi2 oJi«inp*»i iisllB

t9 l^yilB^i n 2iiHfU).(/M inifiM •uiJi^imi''! ..^ivnUilj.') 'UJV'^»'''—4' «» o 1 ^ —s •'«'bsJitni

cos 3g) = i^s?»
j(

1— -?-a; r- OaP —^^«? -- . l IL^ —-etc.)^ ..T<TT \',-,i.-*.,4 ;•, '.:, .yT' !,- 4.8.12 T^ — r.4:8.t2il6 <0-) ~ ( , /

/ ,1 /- .
3 —2 3.6 —* 3.7.8 —6 3.8.9.10 —

»

, N
^^1-^

* -^16?^X?-*"T^ -^478^ -^4X12^ -*"4XT2Ti6^ rt-eM^.-).

qui termini hoc modo in ordinem redie-antur: . . ,1 * i 1 j i •
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o L 8 o A "~*
L 3.1.2 —3 , 3.2.3.4 —5

_^ 1 -8 13-5

bincque cos 3^ = kx^-^ 3a3.

,gic -4-
46 • ja: -f-etc. u.,8

16. His autem excmplis casu evonire videtur, ut potestates negativae se mutuo tollant, neque

id pro terminis ulterioribus patet. Quamobrem, ne ullum dubium relinquatur, firma demonstratione

evincendum est, singulas potestates negativas ipsius x in utraque serie paribus coefficientibus signisque

contrariis esse affectos, ita ut certum sit omnes se mutno destruere. Hunc in finem utriusque seriei

terminum g-eneralem contemplemur, ac prioris quidem seriei ita repraesentatae

„„_,„/, n -2 n(.3-n) -* n(4-n) (5-n) -6 n (5 -«)(6- n) (7-n) ^-« \

ilUJ

terminus generalis colligitur fore:

nn—^n—in n (c-H 1 — n) (gH-2 — n) (flH-3 — n) (2a— | — n)

4 . 8 . 12 . 16 4«

ita, ut potestatis x"~^" coefficiens sit
' V

^ rt/i— 1 n(a-t-l— n)(a-f-2— n)(a-H3— n). ...(2a — 1 — n)
•

4 . 8 . 12 . 16 4a

Quando ergo haec potestas est negativa, seu ^w^-zi, patet bunc tcrminum evanescere his casibus:

2a= /i-t-i, 2«= 71-1- 2, 2a= /1-1-3, usque ad 2a = 2ri— 2, si quidem « fuerit numerus

integer. Unde in priori serie omnium potestatum negativarunr coefficientes sponte evanescunt, nisi

sit 2c« > 2/1— 2, seu « ;> /i— 1, quocirca docendum restat, si fuerit « ;> /i— 1, istas potestates

negativas per alteram seriem destrui, ila ut solae potestates positivae ipsius x relinquantur. ;
. i .

17. Alterius autem scriei, quae ita se habet

2/1-1-1 a^ l^

n -''n (3-*-n) -i n (4-i-n)(5-^-n) -6 n (5-Hn) (6-t-n) (7-Hn) -»

T^ "* 4:8~* "* 478M2~ '^ "* 4.8.12.16 ^ ~*~ *^^'

tcrminus generalis colligitur

«—"— *^ n(/3-*-l-*-n)(j3-H2-t-n)(;3-H3-»-n) . . . (2/5-l-<-n)

^2^-*-» 4.8. 12.16 .... 4i3

unde potestatis nogativae cc""""''^ coefficiens est

2

!;p

_a_, n(/3-t-l-*-n)(/3-*-2-f-n)(/3-»-3-t-n) (2^— 1-i-n)

4.8.12.16 .... 4/3 7

Statuatur jam haec potestas praecedenti £c"~*" aequalis, seu n—2«=— /i— 2/9, fitque a=n-+-^;

sicque ipsae illae potestates negativae majores prodeunt, quarum coefficientes in priori serie non sponte

evanescunt. Ostondi ergo oportet, harum potcstatum coefficientes ex utraque serie ortos inter se

esse aequales et se mutuo destruere, ubi quidem jam sponte patet alterum esse positivum, alterum

negativum, ex quo utriusque aequalitas demonslrari debet.

18. Cum sit a= n-i-/3, erit /i = «— /?, ideotjue demonstrandum est fore JiUfc.a ^uit<iii*i

L. Ealeri Op. pMthumn. T. i. 39
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Q«~/3-l » (^-*-0 i^-^^) (^-*-3) ' • • («-*-^ ~ *>= Q/3^a-i
,
»

(

^-*-*) (^-^^) ("-*-3) •
•

»
(«-*-/^ - i)

^ *

4.8.i2.16...4«
*

4.8.12. 16... 4/3
'

seu utrinque per 2'^'*'^'*'* multiplicando

o2a n(^^-4-t)(|3-H2)(/3-4-3)...(«-i-i3-i) __ga^ n (aH-1) (a-t-2) («-h3) . . . (a-n^- 1)
^

4.8.12.16.. .4«
*

4. 8. 12. 16... 4/3

Cum jam ia priori forma factorum denominatoris numerus sit =«, singulique per quaternarium sint

divisibiles, hos factores ita repraesentare licet

; , ,

!

4". 1.2.3 a = 22\ i . 2 . 3 . . . a

simiii modo denominator alterius formae ita exprimi poterit

k^,i .2.3. ..,/3= 2^^.1. 2. 3.. ../3

unde haec aequalitas ostendenda superest

n (/3-H 1) (/3-1- 2) (/3-i-.3)...(aH-/3-l) n (an- 1) (a-f-2) («h-3) . . . (a-H/3 - 1)

17273.4...«
"~

1.2. 3. 4... /3

quae per crucem multiplicata manifesto utrinque praebet idem productum

/i.i.2.3.^ («-^-^— i).

i9. Paradoxon ergo initio propositum satis distincte explicatum videtur, simulque ratio patet,

cur haec aequatio:

«U'imi*m> _^ „/ n —2 n(n-.3) -•* n(n-4)(n-5) —

«

. \
cos nq>=z2 ^ x" { i x ~+--~~ x .

'' —- x -h etc.

)

tum demum sit veritati consentanea, quando n denotat numerum integrum positivum, simulque

omnes potestates ipsius x exponentes negativos habiturae expungantur, et cur his restrictionibus

non observatis, haec expressio in errorem praecipitet.

20. IVunc autem pro casibus, quibus n est numerus fractus, veras series exhibere possumus,

quae cosinus ang-ulorum submultiplorum exprimant. Quod ut ostendam, sit primo n= — > eritque

.1 Vx f. 1 —2 1.5 —

*

1.7.9 —6 1.9.11.13 —

«

» \ i

C0S-^^= ^2 (i—^O) -^^X -sT^a. -8716724:32^ - «'^^•)

1/7 1 —2 1.7 —* 1.9.11 —« 1.11.13.15 —8 ^ \

-*-272^C^-^T^ -^8716^ -^8716724^ -^ 8.16.24.32 ^
H-etC.j,,

quae in ordinem secundum potestates redacta dat

J^
Vx /

1 l^ _1 l^ 1.7 1.7.9 1.9.11 \
*^*^* Y ^ "~ yS V 2a. 8^~*"2.8*3 8. I^ar^

"^
2.8. 16a:5 8. 16.24a;«

"*"
2.8. 16.24«' V

ubi, si quiiibet coi^fficiens per praecedentem dividatur, haec resultat series:

•»?. i^tiTi ?!<vti(> 2^' T' 2^* 8* To' 12' n' **^*
l^ J \_ 5 ^ 9^ 11

V 4' ¥' 8* 10' 12' 14

mww 1 yx/, 1 —1 1.1 —2 1.1.3 —3 1.1.3.5 —

*

, p- rntJvi? 1 yx/ 1 —1 1.1 —2 1.1.3 —3 1.1.3.5 —* ^ N

ideoque manifesto habebilur cos-r-^=^*M h— j = ^-?~' ^*^' constat.
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21. Evolvamus etiam casum n= —, ac reperiraus ,

^^^ i Vx /. i
-2 1.8 — * 1. 11.14 -6 1.14.17.20 —

«

\COS-q.= -(1--X -^^X -ia^^e^ - 12.24.36.48 ^ - ^^')

1 /. 1 —» 1.10 — « 1.1.3.16 —« 1.16.19.22 —

«

\

-*-^l*-*-T2^ -*-i2724^ -*^12T4.T6^ -^ 12.24.36.48 ^ -^^^^•)'

quae bioae series ita conjungaulur

:

„^„1 1 T 1 —

r

1 —

T

1 —"T 1.8 —

T

1.10 —

T

cos— y =— (E H- -^— jc j-cc H ^

—

X ~x -t — X — etc.

V4 Vl6 12/4 I2V16 12.24^4 12.24V^16

Jam ad irrationaiitatem tollendam statuatur x^ = yyh-, seu x = ky^, ac prodibit

j_ _ 1 1 i_ 1.8 1.10 Liii*i_ _ t~^COSg^C—y-H^^
12.42y5"*~12.4'y'' 12.24.4*y"-*-12.24.45y»' 12.24.36.4«y*'

"*"

Sit porro y=—} erit

Jl^

\^Oi«#fi|^

j^ ^^
I g 1.10 _ii**_i£_ 1.13.16

COS g^p— 2 -*-2z 6«5-^6^7 2.3.62^1"*- 2.3.6«^' 2.3.6T97»' ~^2.3.6.9«»'
"""

o 1 1 1 1 1.8 1.10 1.11.14 1.13.16
seu 2cos-9P=2-i--~3^-4-~,- 3^, -h ^^, - 3-^-^ -1- 3-^,-, -etc.

22. In genere autem casus a?= ^> unde fit ^ = 60**, seu ^ = —71;, denotante n semicir-

cumferentiam circuli, cuius radius = 1 , omni attentione diffnus videtur. Nam ob 2a3=l, fit .

cos -^;r = 1 fl --^H-"l^-^>-~-^-'^J"-i:^^
3 2 V 1 1.2 1.2.3 1.2.3.4 V

1 / n n(n-H3) n(nH-4) (n-f-5) n(n-H5) (nH-6)(n-+-7) \
"*" 2"^*-*" i"*"-T:2^~*~ rn '

17273^
^-eic.j,

ubi notari convenit utriusque seriei, summam seorslm sumtam esse imaginariam, et quia utraque est

divergons, minime licet eas pro lubitu combinare. Veluti si termini ordinate conjungerentur, prodiret

n . nn 9wi nn (nn -t- 107)
cos 3 ;t= 1 -+-— -H j-^ -+—j-^^3^ -^- etc.

unde sequeretur fore cos—tt^ 1, quod tamen est absurdum. Intcrim tamen binarum illarum

l/n ^ .n\ . 1/n /j'**A
prions summa est ^ ( cos ^ tt h- y— 1 .sm— rr j, poslerions vero « ( cos —n — y— 1 • ^10-^:» j>

sicque nullum est dubium, quin ambae conjunetim praebcaut cos — /r , etiam si non pateat, quemad-

modum hic valor ex conjunctione facta clici possit. Hinc ergo deuuo insignc paradoxon resultat,

cujus explicatio haud parum ardua videtur; sine dubio autem ex serierum divergentia est petenda,

et series signis alternantibus ita scribenda , terminorum numero neque pari neque impari reputato:

» n » n n n(3 — n) n(3H-n) n(4 — n)(5 — n) n (4H-n)(5-*-n)

ita ut sit r,u\i
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n .

- 2 co»
g

TT ^^ 3-n (4- n) (5 - n) (4H-n) (5-«-n) (5- n) (6-n) (7 - n)

n
"~" 172 IT2

~*
r.STs^ 1.2.3 "*" 1.2.3.4

Incomnioda autem effugere non licet, nisi quantitas x indefioita relinquatur, ac seriei termini secun-

dum ejus potestates disponantur.

23. Verum etiara hoc modo haud leves difficultates relinquuntur; si enim numerum n sumamus

inOnite parvum, ut sit cosn^= i — —nn(pcp, ob

2"a;"=l-+-w/2ir-t--i-/in(^2ic)2 et ^^= \ ^nl2x-^^nn{l2xy

babebimus, in singuiis terminis potestates ipsius n quadrato altiores negligendo,

n ^ t ic\ ^ /trk N^N /^ n 3n-i-nn 20n-f-9nn 210n-*- I07nn , \2-nncpcp = -^(^i-^nl2x-^-nn{l2:ry)(^i-^~^~^^

/. ,rt 1 /trk \9\ /^M « 3n-i-nn 20n-i-9nn 210n-Hl07nn ^ \
-+-{ 1 — nl2x-*-~- nn (I2xy ) 1 -1-- 1- r^-r^-^ ^ o .^ «

-*-
/ o ^a ^c a

-*" etc..)«
\ ^ ^ ^ J \ Axx 4.8a;* 4.8.12a;« 4.8.12.16«* /

Atque facta evoiutione tam partes finitae quam infinite parvae ipso numero /i affectae se mutuo

destruunt, reliquae vero per nn divisae praebent

010 f ^ 3 20 210 ^ \

ii nui-m t »/«» -
2 ^Tg^ -I-

478. 12^ -»"
4.^.12.160?»

"*" ^^^') "" (^ ^ a?)'

existente ic= cosgp. Ad leg^em hujus progressionis clarius percipiendam, ponamus 2a;=jr, ut sit

y =:2C0S
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24-. Omnino autem notatu dlgna est relatio, quam hic inter nnmerorum ^, B, (7, D, etc. et

numerorum a, /?, y, 5, etc. ordines observavi, et quae commodissime ita referri potest, ut sit I

a-f-^z-^yr«-^.5z«-+-etc. =-^(i-4-^z-i-^z*.-+-Cz8^D2*-i-etc.)*, ^ ^

cujus demonstratio haud parum ardua videtur. Operae ig-itur pretium est indolem horum nume-

rorum accuratius contemplari:
Aenf! . i

''—•2 — 272-*

B == i^ — iil 42.3~ 3.3

^ 6.6.7 6.7^
^ —27374-^4:4^

D= 6.7.8.9 8.9

2.3.4.5 5.5

2.3.4.5.6 ~ 6.6

etc.

^3 2

'^=»(4-T-|-4)=*-^-'^«

' = ^(l-l-i-i5-n) = '-«-^^-T»«
etc.

25. Gonsideremus hanc proprietateln in solis numeris integris, ac formemus has bhias pro-

gressiones

:

i =1
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26. Pro insigni autem hac proprietate sequentem inveni demonstrationem
,

qua simul indoles

t 1

hujusmodi formularum penitius perspicietur. Ponamus hre\itatis gratia 2ic=— > ut sit cos 95= 0-9

atque ex superioribus habebimus

/ , ' n /^ « •» n(n-t-3) « n(n-4-4)(n-*-5) g . \

Evolvatur haec ^eries secundum potestales indicis /t, fingaturque

cosn^—V— 1 sm n(p = j"(l -*- nP -+- nnQ -¥- n^ R -^ n* S -t- etc),

quae forma quo facilius intelligi possit, novo signandi modo utamur, scilicet propositis quotcunque

numeris «, /3, y, d, etc.

haec scriptio denotat

(a, /9, y, d, etc.)^^' summam singulorum ce -- /? -4- / h- 5 -h etc.

(«, /?, y, (\ etc.)*^' summam productorum ex binis

^aJL-f-'>\ ("> /^» 7^ ^^ etc.)*'^ summam productorum ex ternis

(«, /?, 7, 5, etc.)**^ summam productorum ex quaternis

etc.

iibi observo si index suffixus aequalis sit multitudini numerorum, hac scriptidne omnium productum

exprimi, tum vero semper esse («, /i?, y, 8, etc.)^"^= 1. Hoc autem scribendi modo adhibito erit

^—^T^^ 2 ^ ^ 2.3 ^ ^ 2.3.4 ^^ 2.3.4.5 ^ -*" elC.

^ (3)(«> 4 (4.5)(^> 6 (5.6.7)^2) (6.7.8.9)(') ^o

R - (^'5)^^V 6 .
(5-6.7>(^) , (6.7.8.9)(^) ,0^— "273"-^ -*:"2T3T4-^,"*^ 2.3.4.5 ^ ^ ^^^*

* •
:

•

) ^ =..: ,

^ (5.6.7)^0) (6.7.8.9)t»>
^^

^=SX4-^-^ 2.3.4.5
y^^-^^tc.

"
,

•
. i j: .

'^
. 7 . o .

^ (6.7.8.9)<o>
10

( 2.3i4.5 r

etc.
' t 0.

/• :• ! I

27. Nunc autem observo fore simili modo

cos Xncp — V— 1 . sin Xncp = y''"
( 1 -t- hiP -\- X^ n'^ Q -^ X^ n^ R -\- etc.)

Cum autem sit, uti constat 5„tci!

V js k. _, cos Xn<f —^ V— 1 . sin Xn^p = (cos ncp— V— 1 . sin n^)'^,

erit quoque cos Xncp — V— 1 . sin A/k^ = y^" (1 -^ nP -¥- n^ Q -^ n^ R -i- eic.y

ideoque 1 -h A/iP -h il^^^^ -h A^ /i^ /} -4- etc. = (1 -*- /iP -i- /t^Q -i- /i»fi -i- etc.)^

quae aequalitas subsistere neqiiit, nisi sit

Atque hinc porro colligere licet, cum sit
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. — fM>y 1
cos n^ — y — 1 . sin ny = e

nunc autem invencrimus

cos n(p— V— i .smny = y- e =e
fore — goV— 1

=P-Hir^, ideoque ^g>=— {P -^ fyy ^ quod cum videatur absurdum, ita resolvi

oportet, quod P semper sit quantitas imaginaria; sicque explicatur paradoxon supra § 22 allatum.

28. Verum ut ad propositum revertar, cum sit Q=ipp^ si brevitatis gratia valores § 2*
explicatos introducamus, erit

/* =rr -»- ^r*-»- ^r*^-H Cr' -+-%'*-»- etc.

aooion»}
et Q= «jr* -^jSy^ -^ yj8 -t- ^jr< -H etc.

unae valonbus ;; et — FP aequatis nanciscimur supra observatas relationes, scilicet

« =V ^= ^» y= i?-Hy^^, d=C-*-AB, e = D-+-AC-^^BB

et ita porro. Hac igitur demonstratione confecta, aliarum similium formularum complicatarum reso-

lutionem coronidis loco subjungam.

29. Problema. Hanc formulam « (1 -*-y(i — a?))'» in seriem infinitam resolvere secundum
potestates ipsius x progredientem.

Solntio. Statuatur z= a{\ -!-•/( 1—a?))" et posita serie, quae quaeritur,

z— A-^Bx-^ Cxx -f- Das'-H Ex^ h- etc.

evidens est fore A = 2ra, unde sequentes coefficientes simili modo ut supra definire licebit. Sumtis

logarithmis habemus lz = la-^nl{i-\-y[i-^x)), et differentiando
-^

- 7%
dz ndx , , ^ y ,7=-273^:(«-^V(t-a»)).

Multiplicetur numerator ac denominator per 1
—

"|/(1

—

x) prodibitque

di ndx{\ — V(\. — X)) ndx ndx

« 2a: V{i—x) '^ 2a:/(l— «)

et irrationalitatem tollendo

'.'•iiJO

P6natur r = a.^ ., ut sit ^ = ^ -^^ , fietque ^ = , "^ , , seu

*xa;(1 — x)dv*= nnvvdx^, quae aequatio differentiata et per 2dv divisa praebeC

itaKc ( 1 —. a;) ddv -i- 2aj (2— 3x) dxdt'— /i/ic daj»= 0. '
•"*"'**'^ -^^

Cum nunc sit —= ——— ? erit differentiando
V X 'ijx

ddv dv* ddt dx* ndx^

V w X xt 2dR» . »
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dv^ dz^ ndxdz nndx^— = 1-—— , ergo
vv zz xz Axx °

ddv ddz ndxdz n(n-*-2)da?*

uDde facta substitutione

:

.<:

4-020; (1 — x) knx (1—x) 1- n (n -i- 2) (1 — a;) dx^

«g..,..„.< „,„:;..,.,„-, -f-2x(2-3x)^-«(2-3x)dx' [=0. «"

— nndx^

kx (1 — x) ddz— k (n— 1) dxdz h- 2 (2/i— 3) xdxdz— n{n— 1 ) zdx^= 0.

Gum hic yariabilis x partim unicam, partim duas dimensiones obtineat, distinguendo hos terminos

-f- kxddz — k (n— i) dxdz

ft^<^ >. — kxxddz -+- 2 (2/t— 3) xdxdz— n{n— 1 ) zdx^=
statuamus BJfioHqr z— A '-^- Bx -+- Cxx h- Dx^ -i- . . . . -h Mx'-+- Nx'~*' * -+- etc.

et potestatis a?' coefficiens erit ^ibinoTfr

'^

-4- N{M {i-t-i)'— k (n— 1) (t-+-l)) -H M(— 4-1 (1—1) -+- 2 (2n— 3) t— /i (/i— 1)),

qui cum evanescere debeat, habebitur

(2<-n)(2<-n-l)
4(i-Hl)(»--nH- 1)

IVunc autem novimus esse y^ = 2" a
,

quare sequentes coefficientes eruut
.-'J «M'31)l ' >

4 (n — 1) 4

^ (n-2)(n-.3) p .
» (n - 3) ^^=

8(n-2) ^= -* 4:8-^

(n-4)(n-5) ^_ n(n-4)(n-5) .

^ ~7 - .__ 12^»— .3) 4.8.12

(a-^^ijVai^ i-
etc.

(mlRtilBfloif

Sumatur a= 2~", ut fiat ^=1, eritque

/l-t-y(l-a;)V_ ,
n n(n-3) n(n-4)(n-5) 3 n(n-5)(n-6)(n-7) ,

^ 2
J — ' — 4^"*"~4:8~^^ 4:8.12 "^

.

4.8.12.16 ^ ®^^'

quae est series quaesita.

30. CoroU. 1. Sumto x negativo, sequentis seriei

n n(n-3) n(n— 4)(n— 5) 3 n(n — 5) (n— 6) (n— 7) ,

summa erit = (
"^

1
"*"

) ? ex cujus combinatione cum praecedente, alternis tantum terminis

sumendis, summa assignari poterit.
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31. Coroll, 3. Si exponens n negative capiatur, binae sequentes series ad summani revocabuntur

4^^ 4.8 ^^ 4.8.12 ^^ 4.8.12.16
«5 -+- etC,

V I

hujus serieisummaest^fi::?:^'^^"^^''^!^^^ Tum
\ ^ J \ X J .^,, ^^^, ^ .^^^j .^^

\ V * 4.8 ^ 4.8.12
*'*~^

4.8.12.16
^—^^^>

cujus summa est =2"(^^*"*"''^" *Y»

32. Problema. Hanc formulam (
~^'^i~*~ v —^y\ Iq seriem inftnitam resolvere, cujus

termini secundum potestates ipsius x progredirentur.

Solutio. Posito ^—( "^"^^"^
^ -^)y gj.jj quadratis sumendis zz=r "*" ^^~ ) » hincque

^=(—i—)
'

quae forma in priori continetur, simodo ibi loco a? et n scribatur aKC et -^? quocirca colligitur

statim series quaesita:

i— "" XX 1

"^"-^) ^* n(n-8)(n-10) 6 ,
n(n -10)(n-12)(n- 14) « .

* 8^^^~8J[6~^ 8.16.24
^ "*

8.16.24.32
«J — etC.

quippe cujus summa est' = (^ ^
-t-a;)-»-y(i-a;)

y^

33. Coroll. Sumto n negativo, ut prodeat haec series

I 1
"" XX X

"^"-^^^
>r*

"(»-*-8)(»-«-*0) ^6 ,
n(n-»-10)(n-f-12)(n->-14)

,,-Hg(rajH-
g jg

X -^
g-^g-^^^ XH

8.16.24.32
^ -^-etc,

• /"V(\.-t-x)-t-V(\. — x\\— ^
hujus summa erit = (^—

^

-\ , quae reducitur ad hanc formam:

/•/(! -H a?)— /(1 —x^Y
V )'

34*. Scholion. Omnes series istas, quarum summam hic assignavi, in hac forma complecti licet:

. n n(n-i-3) n(nH-4)(n-i-5) o n(n-*-5)(n-*-6)(n-i-7) , ,

S = 1 H V H ^ YY H ^^^ — Y H ^ — — Y •+- CtC.1-^ l.<i
^^ 1.2.3 ^ 1.2.3.4 ^ -T-c.,v.

/'l_i_y(l 4m)\— ^*

erltque *= (
\ -) ; unde patet si fuerit h-yy^ i, seriei summam esse imaginariam; realem

autem, si sit ky <C. i- Casu autem y= y erit, uti jam supra observavimus,

I
^ n(n-t-.3) n(n-<-4)(nH-5) n(nH-5)(n-H6)(n-«-7) __ g^
4 4.8 4.8.12 4.8.12.16

-^ «''^-

Verum illa series pluribus modis transformari potest, ex quibus hunc solum casum affero, qui oritur

differentialibus sumtis, erit sciiicet

L. Euleii Op. posthnma. T. I. j^Q
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ai|cl6M>V'. tf» ^i' ,
*»(^-*-3)

,. .
n(n-f-4)(n-i-5) n(n-i-5)(n-H6)(n-»-7) .

--_7i-4- ^ r-^ 1.2 •'^^^ 1.2.3
r-»-etc.

dff

^ „ /l-^-/(l — 4y)^— "— 1

V(l-4y)'
d* /l-^-/(l — 4y)\— "—

1

1

Quare per n dividendo, hujus seriei

1 1«^ l.^.O

suma.a est = y^^^ ( ^—)
Vel scribendo n= m— 3 , hujus seriei

i_4_
"* (mH-l)(m-t-2) (m-t-2)(m-^3)(m-i-4) 3 (m-4-.3)(mH-4)(tn-i-5)(m-«-6) .

l_4-_;y.H _ yy_i __ y ^ _____ y _|-. eiC.

1 / l-4--/(l-4y)\~^-*-2
~

^'(l - 4y) V 2 y
summa est

.^WKBS^-Q-iLZiii"'

oi» wm

l«>fr'»T • rr;r.It»*rt

(Ulfios 90» I

iU'
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XV.

Vera aestiiuatio sortis iii ludis.

Multis laborat difficultatibus mensura sortium seu expectationum
,
quas habent collusores vel de

deposito certantes, vel victi victori designatam pecuniae summam solvere obligati. Ea nimirum mensura,

cujus fundamenta Paschalius posuit, et post eum Hugenius, Jac. Bernoulli aliique celeberrimi

viri insigniter excoluerunt. Secundum horum sententiam non imprudenter ago, si ludum suscipio,

quo aeque facile evenire potest, ut centum rublones vel accipiam, vel perdam. Sed si omnes meae

opes tantum 100 R. valent, imprudentissime mihi acturum videor hunc ludum suscipiens, lucrum

enim respectu damni, quod aeque facile accidere potest^ nequaquam satis est grande. Casu secundo

consequor 100 R., eoque ergo duplo ditior fio; casu adverso vero teneor meos 100 R. alteri tradere,

hoc igitur in extremam paupertatem pervenio, et infinities pauperior fio. Quis autem sanus se ex-

tremae paupertati et deterrimae conditioni exponere volet, ut duplo tantum ditior reddatur? Sin

vero bona mea multo essent majora et fere infinita, tunc minus dubitarem hujusmodi ludum inire,

cum casu secundo tanto fere efficiar ditior quanto adverso pauperior.

Maxime hujus rei veritas evincitur sequenti ludo: Promittitur ipsi /^ jactus tessera instituenti, si

numerus punctorum fuerit par, solvere 1 R.; si secundi jactus numerus punctorum fuerit par, pro eo

solvere 2 R.; pro tertio, si punctorum numerus itidem par sit, k R., pro quarto 8 R. et ita porro, quoad

impar accidat punctorum numerus, quo in casu nihil accipit A, ludusque finitur. Quaeritur expectatio

ipsius A seu quanti hanc conditionem alii vendere fas sit. Invenitur autem ex regula ab auctoribus

citatis tradita, expectatio ipsius A valere infinitum rublonum numerum. Egregie vero hic interrogat

clariss. Nicolaus Bernoulli, quis tam esset stolidus, qui non mallet 20 R. accipere, quam propositam

conditionem. Ex quo maxime elucet discrepantia inter acstimationem sorlis secundum rcgulas et

eam, quam sanae mentis homo esset facturus, quippe regulae requirunt innumeros rublones tanquam

aequivalens ludi propositi, hic vero viginti rublonibus merito se contentum esse posse putat, eumque

amentem existimat, qui vel 20 R. tantum pro hac conditione soluturus esset. Sed in hac quaestione,

ut in omnibus aliis praecipue attendere convenit ad opes ejus, cujus sors quaeritur, quo enim quis-

que plus habet, pluris etiam hujusmodi conditiones aestimabit, et cui infinitae sunt opes, is ludum
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propositum infinito pecuniac numero emere ratione posset, parte tamen infinitesima tantum suarum

opum. Regulae igitur aestimandarum sortium expositae ad opulentissimos pertinent homines, aut si

id, quod ludo acquiri et amitti potest, rationem habet minimam ad opes collusorum. Si vero col-

lusoribus opes sint finitae et lucra damnaque rationem finitam ad opes teneant, regulae illae cor-

rectionem desiderant. Nisi enim hoc praestatur, homines ad eas aestimandae sortis suae causas

confugere tuto nequeunt, et ita illae nullius prorsus essent usus. Quocirca ad veram cujusque sortis

existimationem indagandam necesse est, praeter ludi conditiones etiam opes ludentium considerare et

conclusiones ab iis pendentes conficere. Is ergo ludus mihi non aequus videtur, quo a vel lucror

vel perdo, sed is demum justus est censendus, quo a vicibus vel ditior vel pauperior reddor, siqui-

dem utrumque aeque facile accidere potest, et in hoc casu mihi perinde est ludum sive suscipere

sive recusare, ad illum vero ludum nullo modo accederem, nisi essem ditissimus. Sed id etiam

multo magis est certum, eum esse stultissimum putandum, qui mecum secundum posteriorem con-

ditionem ludum suscipere vellet, et mihi 100 v. gr. R. habenti, si lucrarer iOO R., solvere, si vero

perderem tantum 50 R., a me recipere esset contentus. Ex hoc igitur iujustitia omnium ludorum

perspicitur, nisi instituantur ab hominibus infinite divitibus. Quantae autem cujusque sunt opes et

divitiae, non tantum ex argenti et bonorum quantitate, sed praeterea ex ejus studiis et faciiltatibus,

ex quibus ei quoque foenora affluere possunt. Hoc igitur modo cujusvis hominis opes determinari

convenit, simulque pecuniae quantitas aequivalens definiri potest. Quamobrem opibus cujusvis certam

quandam argenti quantitatem substituere licebit, quam status ejus nomine in sequentibus appellabo,

atque propterea quispiam in duplo meliorem statum pervenire dicetur, cujus opes duplo fiunt ma-

jores, vel potius qui censet se duplo opulentiorem esse factum. Is enim demum duplo ditior est

aestimandus, qui aeque proclivis est duplam argenti summam erogare in casu, quo antea simplam

tantum expendere non dubitavit. His ergo praemissis, qui in ludo, vel negotio quodam duos casus

habet objectos aeque proclives, quorum altero in statum 6, altero in statum c reducitur, ejus statns

valere putandus est l/6c. Hic enim status tanto esse debet minor altero 6, quanto est major altero c.

Qui igitur eum in statum Vbc collocare promiserit, ei sortem suam cedere jure potest. Simili modo,

qui tres obvios habet casus, quorum unus ipsum in statum 6, secundus in statum c, et tertius in

3

statum d constituit, ejus status valere ybcd dicendus est, aut ab alio, ut illi sortem suam cedat,

3

in hunc statum ybcd constitui debet.
'<:\.ll »!<').?

Regula ex his habetnr haefei dtniifes stklus,* qiii srrigulls ca^ibus evenire possunt, in se invicem

multiplicentur et ex facto radix dignitatis tanti gradus, quot sunt casus, extrahatur, erit haec valor

status expectationi aequivalentis. Secundum methodum hactenus usitatam oportet omnes status, qui

singulis casibus evenire possunt, in unam summam conjicere, eamque per casuum numerum dividere.

Discrimen igitur inter has duas methodos in hoc consistit, quod nostra multiplicatione utitur, quando

altera additione; ilem elevatione, quando haec ipsa multiplicatione ; sive nos operationes geometrice

instituimus, illi vero arithmetice, ita ut quas oporationes hi ad ipsos status accommodant, nos

easdem in sfatuum logarithmos transferamus, ejusque quod prodit logarilhmi numerus respondens,

nobis indicat statum ludentis quaesitum. Sint m casus, quibus in statum a, n casus, quibus in 6,
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p casus, quibus ia c etc constituor. Erit status meus medius, seu expectationem meam repraeseatans

nam m-^n-k-p est numerus omnium casuum, et a'" b^' c^ est factum omnium statuum, qui singulis

casibus evenire possunt. Status medius vero ex regulis Hug;enianis esl

ma-t-nb-t-pc
5 riui^nics mmi /:uij;ji (nuJm -t-n-t-p - I

cui similis nostrae formulae logarithmus «j^a

mla -4- nlb -t- plc

m-t-n-t-p

Yaleat status meus ^ et oblati mihi smt casus m, quibus a lucror, seu quibus in statum A-^a

constituor; casus vero n, quibus 6 lucror, seu in statum A-\~b pervenio, casusque /), quibus c

lucror, ideoque statum A-^c adipiscor, erit status meus expectandus
jiup'j6 ib«r oiiqoo?jii4 f»ulflr>) Jo

m+n+p
y\A -4- a)'" {A -+- by {A -4- c)P;

aestimandus igitur sum lucrari

'"'^y^\A-Hay' {A -^ 6)" {A -4- c)P— A.

Si ponatur y^ esse infinities majus quam a, 6 et c, erit

—«—g_

m-¥-n-t-p

— w/

—

p
jljm-t-n-^p 5.m-t-n-t-p —.^ , -

m-*-n-i-p

m-i-n-t-p

horum factum cst y^ h ? a quo si auferatur A habebitur
p -t-n -h-m ^

ma -t-nb-t-pc

m-*-n-*- p

quod est valor lucri mei, atque eadem est formula, ac si lucrum expectationis meae ex regulis

Hugenii deduxissem. Ex quo id perspicitur, quod initio annotavi, si status colludentium inOnite

sint magni, regulas traditas veram cujusque expectationem praebere. In formula vero nostra, ex-

pectaudum statum praebente, facile perspicitur, si litterae a, 6, vel c loco lucri detrimentum signi-

(icent, iis signum — praefigi debere.

Sit unus casus, quo ego bona A possidens adipiscor a, et unus, quo perdo 6, erit status

meus expectandus =V{A-¥-a) {A— 6), qui valor, si major fuerit quam A^ lucrari spero, et hic

ludus statum meum meliorem efficere censcndus est; gratis igitur conditionem hanc alii non cedo,

sed ab eo postulo, ut mihi solvat y{A-\-a){A— b) — A, quo in statum speratum collocer.
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Gontra autem si y(y^-i-a)(^— 6) minor fuerit quam y^, ludus ad meum damnum dirigitur,

ideoque optarem ludum deserere, vel alium in meum locum constituere, cui ut suscipiat etiam

j4 — y{A-+-d){A— 6) persolverem, non vero majorem summam, quia vel hanc persolvere, vel in

ludo manere mihi periude esset. Quando vero

•V{A-\-a){A— h) = A,

tum ludus mihi prorsus est indifferens, neque dubito eum suscipere, neque alii relinquere.

Accedit vero hoc, quando est

Aa — Ab-^ah, vel A—

i. e. si excessus lucri super damnum est ad damnum, ut lucrum ad meum statum. Hujusmodi igitur

ludus mihi aequus est existimandus , non is in quo est a = b. Si enim lucrum a aequale est

damno b, aeque proclivi, ludum semper, nisi sint mea bona infinita, ad meum damnum suscipio,

et tantum susceptio ludi aequiparanda est damno

A^-y^A —a)— ^.^-i-_.^3-*-^^.^^-H^^g.^,-i-etc.

'.li,

c.v.

.10

iRTHll
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XVI.

R^flexions siir ime eisp^ee sin^iili^re de loterie, iioiiiiii^e

liOterie ^^iioise.

(Lu hi rAcademie de Berlin le 10 Mars 1763.)

«1*

Un Italien proposa autrefois un projet d'une espece de loterie qui paraissait fort au gout de

la plupart des hommes, a cause des gains tr^s considerables qu*on y pouvait faire sans presque

rien risquer. Le plan 6tait enti^rement different des loteries ordinaires, parce que chacun pouvait

determiner non seulement sa mise, mais aussi la g-randeur du gain auquel il voulait aspirer. II y

avait plutot quelque ressemblance avec le jeu de Pharaon, a T^gard des mises arbitraires qu'on peut

mettre sur telle carte qu'on veut; mais il est pourtant different par rapport aux prix que chacun

peut choisir a volonte. L'arrangement de cette loterie depend uniquement du calcul de probabilit^,

et rentrepreneur, au lieu d'en tirer un profit fixe, risque de perdre tr^s considerablement, quoique

selon le plan dont je viens de parler, il soit probable qu'il gagne une bonne partie de tout Targent

qui y aura ete mis. Cest a peu pres comme si je m'engageais a payer a un autre 100 ecus pour

un qu'il m'aurait donne, dans le cas qu'il jetterai avec trois des, la premiere fois, trois six\ il serait

tres possible que je perdisse a ce jeu 99 ecus. Or la probabilite de gagner un ecu etant 215 fois plus

29
grande que celle de perdre 99 ecus, Tavautage est de mon cote et est estime valoir — ecus, ou

un peu plus qu'un demi-ecu. Cest a dire, si je m'eDgageais de cette maniere envers 1000 per-

sonnes dont chacune maurait donne un 6cu, je pourrais estimer mon avantage a 537— ecus,

quoiqu'il soit possible que je perdisse 99000 6cus. Cest sur ce pied qu'on pourra evaluer Tavan-

tage de celui qui entreprendrait la loterie mentionnee, en comparant la mise de chacun avec la

probabilite qu'il aura de gagner.

Descriplion de cetfe loterie.

Cette loterie consiste en 90 billets marques des nombres 1, 2, 3, 4", etc. jusqua 90, desquels

on se propose de tirer au hasard 5 k un temps fixe; et alors ces cinq numeros feront gagner ceux

qui en auront auparavant choisi un, ou deux, ou trois, pour y attacher leurs mises. Car on peut

participer a cette loterie de plusieurs mani^res differentes.
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I. Ou on choisit a volonte un nombre qui ne surpasse point 90, et on paie aussi une somme

dargent qu'on jugera a propos. Alors quand ce nombre se rencontre parmi les cinq qui seront

tir^s, 00 retirera un prix qui sera un certain multiple de la mise.

II. Ou on choisit deux nombres a la fois, auxquels on attache une certainc mise, el en cas

,
que tous les deux se trouvent ensuite parmi les cinq tires, on recevra un prix assez considerable a

proportion de la mise. Or si Tun d'eux seulemeut se trouve parmi les cinq, on re^oit aussi un

prix moindre.

III. Ou on choisit trois nombres a la fois auxquels on attache a volont^ une certaine mise,

et Ton peut s'attendre a un prix quelques mille fois plus grand que la mise, en cas que tous les

trois nombres se trouvent parmi les cinq tires; mais les prix seront moindres, lorsque deux des

nombres choisis, ou un seul sy trouve.

Je ne me souviens plus de la grandeur des prix en detail qu'on paie en chaque cas, ce qui

n'importe rien aux recherches que je me propose de faire; mais on comprend aisement qu'ils pejivent

etre tr6s considerables pour le cas oii trois nombres qu'on aura choisis, se rencontrent parmi les

cinq tires. Et si Ton voulait admettre des quaternaires, le prix fixe pour le cas ou tous les quatre

nombres se trouveraient dans les cinq billets sortis, pourrait au dela de 100000 fois surpasser la

quantite de la mise.

II est evident que ni le nombre 90 des billets, ni celui des 5 qu'on tire, n'est essentiel a la

nature de cette loterie, et qu'il est absolument libre d'etablir un nombre de billets quelconque, et

d'en tirer enfin plus ou moins que cinq, ce qui me mene a des recherches plus generales qui peu-

vent servir ou a former d'autres plans de telles loteries, ou a examiner ceux qui pourront etre pro-

poses par d'autres.

Posons donc n pour le nombre de tous les billets marques des nombres 1 , 2, 3 . . . . w, et

quon en tire au hasard t, et tout revient a determiner la probabilite que d'un certain nombre de

numeros qu'on aura choisis, il se trouve ou un seul, ou deux, ou trois, ou enfin tous dans les t

billets qu'on va tirer. Or, selon le nombre des numeros, la determination de la probabilite qu'on

cherche, se reduit aux problemes suivants:

1. Probleme 1. Le nombre de tous les billets ^tant =7i, dont on doit tirer au hasard t

billets, trouver la probabilite quun nombre choisi a volonte s'y trouvera.

Solutloii. II est fevident, par les premiferes r^gles de la prpbabilite, que pour que le nombre

choisi se trouve parmi les t billets qu'on va tirer, le nombre de tous les billets 6tant =n, la pro-

babilite est =— > et pour qu'il ne s'y trouve pas, la probabilite est = • Donc la solutioa

fournit: que le nombre choisi
,

se trouve parmi les billets tir^s, la probabilite est —

n— t
•^

^* quii ne sy trouve pas « »

' '• > <:; tnoT»! 20T>faon pnt-j >.')') ht
**

jj, 2. CoroHalre 1. Donc, si le nombre de tous les billets est 90, et qu'on en tire 5, comme

dans le cas propos^ au commencement.
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quun nombre choisi

Sii trouve parmi les 5 billets

6t qii'il ne S*y trouve point

la probabilite est

1 — i
90 18

85 17

90 18*
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3. Corollaire 2. Si Ton ^tablissait fOO billets, et qu'on en voulut tirer 10^ ayant choisi

un nombre a volonte, alors

MH.ij)UiiiAu .hu;rjL ..wo. que ce nombre se trouve

parmi les 10 billets tires

qu'il ne s'y trouve pas
ia» t*i/UO-li 7 2 ,••0* !i'»f[i l'>i]p Jl.">>. m; ;.

z::^ i^'»

' i ii 2'JliWi;

biC2'n oiH

la probabilit^ est

10 1

100
~~

10

g^ 9 ^^ aliiirtwioiq sl ,a?jio1J /'h

yt;!illt;do'i»j *^ l^^nrjIdijMotq is^ufi is/utnt 7*^

4-. Ppobleme ».' Le nombre de tous les billets 6lant = n dont on va tirer t billets, si Von

a cboisi deux nombres, trouver la probabilite ou que tous les deiix a la fois, ou qu'un seui, ou

qu'aucun ne se trouve parmi les billets tires.

Solution. Distinguons les deux nombres choisis, i'un par J, lautre par B, et que J se

trouve parmi les t billets tires,- la probabilite est =— ? et qu'il ne s'y trouve point, =
Supposons que yi s'y trouve deja, et pour voir si B s'y trouve aussi, ou non, il faut considerer

que de n— 1 billets on tire seulement t— 1, et que B s'y trouve, la probabilit^ est —-r? et qu'il

n— t

ne s'y trouve point, =^^—*• Donc que tous les deux nOmbres ^^ et B s'y trouvent a la fois, la

probabilite est =———— et que le seul nombre ^ s'y trouve, la probabilite est =-———• La meme

probabilite est pour que le seul nombre^s'y trouve; dooc que Tun ou lautre s'y trouve sans distinction,

la probabilite est = _ » Or, qu'aucun des deux ne s'y trouve, ou que tous les deux restent

parmi les n — t nombres nou tires , la probabilite sera =
i »\

' ^^^ ^^^^ tirons les con-

clusions suivantes:

que de deux nombres choisis

tous les deux s'v trouvent
• a-y /;'nil(Ji<;n f)i>

quun seul s'y trouve

qu'aucun ne s'y trouve

\ Min-iiiJrHn »»!

la probabilite est

,.: «(n-1)

2<(» -

n(n-l)

(n~0(n-f-l)
n(n-l)

.Hondidb

>a »a nuooB bo

ip tflilitiudoiq fil

nua vo .vrmfi^

5. Probl^me 3. Le nombre de tous les billets etant =n, dont on va tirer au hasard /

billets; si lon a choisi trois nombres, determiner la probabilite ou que tous les trois, ou deux seu-

lement, ou un seul, ou aucun ne se trouve parmi les billets tircs.

Solution. Distinguons les trois nombres choisis par les lettres J, B, C, ct que les deux, J et B,

se.trouvent parmi les billets tires, la probabilite est
~

, et qu'aucun ne s*y trouve, =—^^/„~j)
—

*

Supposons que les deux nombres A ei B s*y trouvent, et nous aurons encore a considerer

/1 — 2 billets, et a chercher la probabilit6 que le nombre C se trouve parmi les t— 2 billets qui

en sortiront; or, cette probabilite est evidemment = ^^> et que C n'y soit point, la probabilite est

L. En le li Op. posthnma. T. T. k\
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n— t
_!!!— . Donc, pour que tous les trois nombres J, B, C se trouvent parmi les billets tires, la pro-

babilite est =—)^
.. „ ? or, que seulement J et B s'y trouvent, sans C, la probabilite est

~
{ i\(~Li\

' ^^'^ '^ ^^^^ egalement probable quon y trouve seulement les deux Jl et C, ou les deux

B et C; donc, pour que deux seulement, sans distinction, se trouvent dans les t biilets tires, la probabilite

cst ==-^~-7rr-~~r^^' Ensuite, que le nombre J s\ trouve, la probabilite est =— ; mais que les deux
n(n— l)(n— 2)

* "^ ' r „' i

autres fi et C se trouvent parmi les billets restants n — t, le nombre de tous devant maintenant

fetre regarde comme n— 1 , la probabilite est
{n— t){n— t—i)

; donc, pour que le seul nombre A
(n— l)(n— 2)

s'y trouve, la probabilite est = _m — 9^
> ^^ puisque chacun des deux autres, B et C, peut

s'y trouver aussi problablement, la probabilite qu'un seul, quel qu'il soit, s'y trouve, est =
3f(n — 0(»— f— 1)

n(n— l)(n--2)

ti 0p I

D'ou nous concluons

que de trois nombres choisis

tous les trois s'y trouvent . .

que deux seulement s'y trouvent

qu'un seul s'y trouve . . .

qu'aucun ne s'y trouve . . ,

la probabilite est

r(t-l)(f-2)

n(n— l)(n — 2)

3t(t-^{){n— t)

V(n — 1)(»— 2)

St{n— t){n~t—l)

Ji(n— l)(n--2)

(n - t) {n— t— l){n — t— '2)

n(n-l)(n-2)

•f^t'
' ig pi.obl^me 4. Le nombre de tous les billets etant =n, dont on va tirer t billets: si

Ton a choisi quatre nombres, determiner la probabilite, ou que tous les quatre, ou qae trois, ou

deux seulement, ou un seul, ou aucun dentre eux ne se trouve dans les billets tires. •.'"rv'o:fr

' Solutioii. Designons les quatre nombres choisis par les lettres ^, B, C, D, et ayant deja

determine la probabilite que des trois nombres A, B, C, ou tous les trois, ou deux, ou un seul,

ou aucun ne se trouve dans les billets tires, nous n'avons qu'a combiner avec chacun de ces cas

la probabilite que le quatrieme nombre D s'y trouve aussi, ou non; ce qui nous fraiera le chemin

de pousser aiscment nos recherches a autant de nombres choisis qu'on voudra. Reprenous donc les

formules tronvees pour trois nombres A, B, C, et joignons y la probabilite que le quatrieme D s'y

trouve, ou non:

que des nombres A, B , C il

se trouve dans les biilets tires

tous les trois ....
,u *'i V. ,/ deux seulement . . .

(f — «;* yu seyj

oioaii',» «iiv»

a:? aucuD j-jf jori(vtj.,e#(rw<^j. .

De la nous deduisons la probabilite:

U

la probabilite cst

' t{t-\){t^%
n(n— l)(n — ^>)

^t{t- \){n-t)

n(n— l)(n— 2)

3((n-0(n~f— i)

n(n— i)(n-2)

{n—t){n—t— \){n — t— %
n(n-i)(n-2)

que le quatrieme D
s'y Irouve

f-3
n-3
t-2

ne s'y trouve pas

t

n-3
f-i
n—

3

t

n-

n-3
n-f-1
n—

3

n— t—

2

n —

3

n— f—

3

.(>**

n-3

»110lfl'4*



,;, i R^flexions sur me espice smgultere de loterie. 323

I. que fes trois A^ B, C avec le quatri^nie D s'y trouvenit ^no7c'« «uoa /iJnBbive Jonl^» uoi?.

«fdaioH 9l 'Jijpiefa « o < (f-^<)(twg)(f-3) zoiomua yb

!> 'yulni,
„(„-i)(„_2)(n-3)'

^^^^^j

II. que les trois ^, 5, C, sans le quatriiime D, s'y trouvent, et que deux des A, B, C avec

le nombre D s'y trouvent

f(f-l)(t-2)(n-0 3f(f-l)(t-2)(n-f) ' I

n(n-l)(n-2)(n-3)~*"n(n-l)(n-2)(n-,3)
.••'

. - >

^

. 'f.i\i\h 'i\'

donc que trois quelconques des quatre A, B, C, D s'y trouvent, la probabilite est

4f(r-l)(f-2)(n-f)
,

n(n— l)(n-2)(n— 3)'

III. que deux seulement des trois A, B, C, sans le quatri^me D, s'y trouvent

la probabilite est
3<(r— l)(n— r)(n-f— 1)

n(n-l)(n— 2)(n— 3)

et qu'un seul des trois A, B, C avec le quatri^me D s'y trouve ^y^j ji]<)7i;oil 9«

la probabilil,! esl ^gig- »)(»-')("-'-
D,^ n(n— l)(n— 2)(n— 3)

donc que deux quelconques seulement des quatre nombres A, B, C, D se trouvent dans les

billets tir^s

la probabilite sera
6f(f-l)(n-f)(n-f-l)^ ,:aij ii^ioxio ji-iiwi^ .Ui
n(n-l)(n-2)(n-3) '

; ,
=

IV. qa'un seul des trois ijombres A, B, C, sans le quatri^me D, s*y troave

la probabilit^ est = 3.(n-r)(n-r-i)(n-.-2)
^ n(n-l)(n-2)(n-3)

et que nul des trois A, B[^C^ tnais le quatri^me D seul s'y trouve

la probabilit^ bli
^^(n-0(n-.-l)(n-r-2)

*^

n(n-l)(n-2)(n-3) '

donc qa'un seul quelconque de tous les quatre A, B, C, D, se trouve dans les billets tir6s

la probabilite sera = At{n— t) (n— f- 1) (n— r-2) ;;

n(n-l)(n-2)(n-3) '

V. enGn, quaucun des trois ^^, iP, C, ni le quatrifeme D m se trouve dans les billets tires

la probabilitesera
=^"-^^^"-^-*>^"-^-^>("-^-^^

^ n(n-l)(n-2)(n-3)

7. Probl^me 3. Le nombre de tous les billets 6tant = n , dont on va tirer t billets , si

Ton a choisi aulant de nombres quon veut, determiner la probabilit^ de tous les cas possibles qui

peuvent avoir lieu.

Solution. La methode qae^je Viens d'expliquer dans la solution du probl^rae prec^dent sert

a decouvrir successivement les probabilites de plusieurs nombres cboisis, et la loi de leur progres-
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sion etant evidente, nous n'avons qu a mettre ici devant les yeux les formules pour chaque uombre

de numeros- qu'on aura choisis. Mais pour abreger ces formules, puisque n marque le nombre de

tous le^ billets, et t le nombre de ceux qu'oti TBn vd tirer, designons par r le nombre de ceux qui

restent, de sorte que r= n— f, ou n= t-^Y.'m*mU\, jop* .II

,5u

I. Ayant choisi un seul nombre:

que dans les billets tires

se trouve ce nombre . . . .

la probabiiite est

;nlr.ufi ?.f»b e^rxHK^fou» «i'

i.--=iA'

qu'il ne s'y trouve pas . .

II. Ayant choisi deux nombres:

que dans les billets tireS) ^ <:_,];, j

se trouvent tous les deux . .

1.—= 1^«
n

m^iiu*» xii?

un seul . ( ,.— »») (i:.— f.
) t

-oi gneb Insv!
nul

la probabilite est

n{n— 1)

2.

i.

tr

n (n— 1)
2B

^(^^'D : L
.

'^b
n{n— i)

= iB'

Ml

n»'ijp J'

^iUd

III. Ayant choisi trois nombres;(t^- >
— «)(k— «)(i~s)id

i?. — «t ('£ ~ it) n — «> fv

que dans les billets tires

se trouvent tous les trois .

deux seulement

un seul . .

nul . . . .

la probabilite est

t(t-i){t-^) ^ ^s ,

'

n(n— l)(n— 2)

«(n^l)(n-2)
frruiJDUp

— 11 i

IV. Ayant choisi quatre nombres i — M)(i— K>ii-

1 1 1 .,, . ,-
--»'-^ ''^ ~ '*"* "

que daiis les billets tires

atfllJ ?19Jl:

se trouvent tous les quatre . .

_-»--_«; (J_-

CM /*- _. H^ ' f ,J) 1»

trois seulement . .

ie .sJslIid

iup 8old;?.jjo., cu^^ seulement^;';' ;

(g^»-.)^^_,_«n»~. + «)<*~«)
M«-l)(»-2)(n-3)

•:»?' JK;T^

un seul

ri9£ Jn&L'):>^iq Ofl!'jidoiq uL fioiJuio^ f.l 2«r.i* •loupiky.Ml) 8«iiy*N| ^fj]" 'if;'»niitii^ r.J .«eoli.jKvt-'

' n (n — i) (n— 2) (n— .3)

fr(r-l) _ ^^^
n(«-r.,l)(n-^:2) .,., pj

r(r-l)(r-2) ^ . ^p
•n(n-l)(n-2)

bi')2 jKfilidndoiq fil

la probabilite est

' tit-\){t-^)(t^Z)
'

1.
—

n{n—\) (n-2)(n— 3)

.r g t{t-\)r{r-i)
, _ ^ y^g . . , ,,

n(n

—

\) {n— z) (« — o)

,lj'>i^ •«|(>/<; Ifj.nfii.iff

*.
fr(r— l)(r— 2) kD
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V. Ayant choisi cinq nombrcs:

quc dans lcs billets tires

- _ ^
se trouvent tous les cinq . .

quatre seulement ,

trois sculemcnt

deiix seulemcnt

8125

^^-^^MA

. un seul ......
' Bh- 86Cj nul . . . .

VI. Ayant choisi six nombres:

h 85ldhi2oq .- ^"^ '^^"' les billets4ires

..Jinul/, •>fBS» je trouvent tous ics six .

'HH9

la probabilit^ est ,;^.

I
t(t-i)it-^){t-3)it-4) _.p5
n (n -^A) {n- 2) (n- 3) (n - 4)

~~
f
c~«

5
t(t-l){t-<i){t-li)r _rpi

•'•n(n-l)(n-2)(n-3)(»-4)~ ^'^

yiii'>fniw-- .:. <(t~l)(g^2)g(r-^t) .^
' _.^p3

'"•n(n-l)(n-2)(n-.3)(n- 4)~~ "
2C0

r(r-l)r(r-l)(r-2)
^^.og>,,p.,BCO

n(n-l)(n-2)(n-3)(n-4)
*^

5.

i.

fr(r— l)(r— 2)(r— 3)

n (n— 1) (n— -2) (n— 3) (n-4)

r{r- 1) (r - 2) (r- 3) (r- 4)

5E^
'!J

= i£;« ">t>q

n (n- 1) i;n— 2) (n- 3) (n—4)

i ^' • .JfldYUOlJf 38 «linjj

jjf|,ij.,(,v. la probabilite est
^ j|

>M!!!j»-^><X^-i>(f-2)(t^a)(t-^4).(<-5)i _
^ ^6

i>iniA

cinq seulement . . . . . .

quatre seulement .... .>}•

6
t(f-l)(f-2)(t-3)(f-4)r _ni75

•n(n— l)(n-2)(n-.3)(n— 4)(n— 5)

trois seulement

1'niJ «ifleux seulement

un seul . .

;iii^o J23 flo iJp ,'jUlr,-'^'!
'

UUJJ /IKj 2'H iil.'

nul

n(n— l)(n-2)(n-3)(n-4)(n-5)

n(n— l)(n— 2)(n-3)(n-4)(n-5)

20.
C-l) (t-2)r(r— i)(r-2)

n(n— i)(n— 2)(n— 3)(n— 4)(n-5)
= 20F^

a ^Hi.|5 .: f(t-.i)r(r-l)(r-2)(r-.3)
- . . r^s

•n(n-l)(n-2)(n-3)(n-4)(n-5)~
.

...1. ,.

«Jt<J.'^

6
^r(r-i)(,;-2)(r-3).(r-4)

p,,
n (h- i)'(n'- 2) (n - 5) -(n- 4) (n- 5)

^*^

^
r(r:i-i)<r-2)(r- 3)(^-4)-(r-5) 'y „,

•n^n-i^^n-^^^n-^^^n-^^^n-S).!!^^
fiU t»

, .iai.iiiiir» \'iVi\r<ivrji) >;fK>H6 «ZfOd

Pour abreger, jai donn^ a chacune de ces formules une certaine marque dont je rae scryirai dans

la suite. Cest donc de la qu'il faudra toujours tirer la signification de c^s marques. • ••» i

8. Co»oliaipe 1. II est eyidentj comment les valeurs des maitjcf^Sd^ bhSque ordre se peu-

vent aisement trouver des valeurs des marques de Tordre precedent. La mani^re sirivante semble

la plus simple: - «. ./immi ^ -n ii .;,.

;' -^-

, 'V.— Uo •>^i:\iinn\(!(\» 4'j[r.M - . ___i iii^n lj'un *k anob 1«'» olilidftdci, .u

t-2
i in t' .fUi.Hf;(i 'o
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D'=-^C\ D'=;^C\ D^^^^C^ D^=l^c\ D»=^C^
n—3 **

—

o n—-o n—

j

n— «i

E'"=—n\ E'=-^^D\ E'=—n\ E^=—\d\ E'=^D\ E'=—D';n—

4

n—4 ' n—

4

n— 4 ' n—4 ' n—

4

/rc=lz|£;5 j!r5'^J_^« iri£!:r|£*, /r3^^_:i|£;3 p2^^jz^E\ F'=-^E\ F'="-^E\n—5 ' n—5 ' n—5 ' n—5 ' n—

5

n— 5 ' n—

5

etc.
li.uii^iiiiae

9. CorollaUre 8. Le calcul des valeurs de toutes ces marques pourra donc, dans chaque

cas, aisement se faire par le calcul des logarithmes. Cest a cette fin, que jai separe de chaque

marque son coefficient numerique dont on tiendra facilement compte, apres avoir trouve la valeur

de la marque.

10. Copollaipe 3. II faut donc bien prendre garde qu'on ne prenne point ces marques

pour des puissances, puisque leS nombres, qui tiennent lieu des exposants, ne sont pas de vrais

exposants de puissances, mais ils marquent seulement le nombre des numeros dont il est probable

quils se trouvent, en chaque cas, parmi les billets tires.
"^ ^'^ i-^iojI > lae^^A ,1/

11. Corollaire 4. Puisque les probabilites, prises ensemble, de tous les cas possibles de

chaque ordre, doivent donner une certitude complete, leur somme sera toujours egale a Tunite.

Ainsi Ton aura:

l52-4-2fi^-l-li?»=l

1C3-^.3C2-+-3C^-H1C'>=1

IJD^H- M)5-i- GD^-H 4D^-H li)''^ 1

(B— «M
"^

etc.

ort .. 12. Probl^me 6* Ayant etabli une telle loterie de n billets, dont on.va tirer t billets,

d^terminer les prix, conformement a la loi d'egalite, qu'on est oblige de payer aux participants dans

cbaque eas, par rapport a leur mise.

Solntion. Puisque le prix est toujours proportionne a la mise, supposons la mise toujours

d'un 6cu, de sorte que, pour chaque ecu que le participant aura paye, il en retirera les prix que

nous allons determiner conformement aux regles de regalite. Pour cet effet, il faut considerer se-

parement les cas ou le participant aura choisi un, ou deux, ou trois, ou quatre, etc. nombres, ce

qui nous mene aux recherches suivantes:
'

.

'

, _. , . . . 1 . . , ,'iJt ^'.'ji^hmi f"«!Mf|{l !i'ijp «tl f)i> '>rtoi> J«»>'0 .'^tin^

1. Si le participant na choisi quun nombre, et quil en ait paye nn ecu.

^-^0=;:
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II. Si le participant a choisl deux nombrcs et qu'il en ait paye un ^cii,

327

en cas que dans les billets tircs

se trouvent tous les deux . . .

un seul

nul

la probabilit^ ^tant soient les prix

L'avantage du participant sera donc iB^a-+-2B^b qui doit etre eg;al6 S la mise 1, de sorte que

nous ayons lB^a-+-2i?'6= 1, dou Ton peut determiner lcs deux prix a et 6 par une inGnite de

manieres differentes, car, quelque valcur quon prenne pour Tun, on trouvera celle de lautre. Mais,

puisqu'il faut eviter les cas oii Tun s'evanouirait, ou deviendrait mcme n^gatif, on remplira cette

condition le plus commodement en partagcant Tunit^ en deux parties a et /?, de sorte qu'il soit

«--^=1, et alors on aura les prix en general: a =7^ et 6 = ^—p? ^ jiii)

III. Si le participant a choisi trois nombres et quil en ait pay6 un ecu,

en cas que dans les billets tires

se trouvent tous les trois . . .

deux seulement l
'^.

^.
iio zrjt

un seul

nul . .

la probabilite etant

3C^

1C«

soient les prii

a

b

c

3 XI

^ofn In

L'avantage du participant etant donc 1 C^a-*-3C^6-+- 3C^c, il faut qu'il soit equivalent a la

mise 1. Pour cet eflPet, partageons la mise 1 a volonte en trois parties a, ^, 7, de sorte qu'il y ait

a -4- /? -t- y= 1 , et de la nous aurons, en general, les detcrminations suivantes des prix

''^IC^' ^= 3C^' ^ = 3Cr'

d'ou Ton voit que ces trois prix peuvent etre varies a Tinfini.

(o'b

IV. Si Ic participant a choisi qualre nombres et qu'il en ait paye un ecu,

en cas que dans les billets tires

se trouvent tous lcs quatre

trois seulcmcnt

deux seulcmcnt

un seul . .

nul ....

la probabilite
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»l>p s^w-

en cas .q«e dans le3 billets tires

se trouvent tous les cinq . .

< quatre seulement .

trois seulemjBnt . .

deux seulement . .

un seul ....
riul . . . . . .

la probabilite etant



Riflexions sur une espece singuliere de loterie. ^
II cas: a =

III cas : a=

1

ot-wJol IV cas: « =
,?JnfttKK}uit iidioiiod ii'>i>

5 '

J_
43 '

r!eq Hrfi lll
V cas: a =

106'

/9=

/?=

5

6 _ 9

16 ' ^ 16

8 JS^^ ' ^ "~
43 '

Ji&iu&^ „
10 ^O
106

'

^ 106

'

i«i-ll /ur

5j
16

^ = -43

'oi f)ii- .

« 40
^-=106

•T iMn^doi^ .Hi

>m

r,!

i^ y.r«{ e»b oeoit-)

jO /«'ytfr.tfibjo

17. Scholie. Representons a la fois les prlx que founiiront ces trois manieres dififi^rentes de

partager Tunite en chaque cas:

Ayant choisi

un nomhre

no ./lu?
deux nomhres

trois nomhres

quatre nomhres

q£n«>l no8 i; liob o(

^^^^^^ ' '
cinq nombres

En cas qiie dans les hillets

tires se trouvent

le nomhre
.1

ou nori >'"^

Les prix d'apre5 1a

I maniere

1

II maniere

1

tous les deux

un seul

nul

tous les trois

deux seuleraent

un seul

nul

tous les quatre

trois seulement

deux seulement

.'j^i/o '>JiIc^'>!b iol ul oup ziisa iiu.fj^???;;*^'^ , TUJecnoiu l^-^/nf^pitllo

nul l..-,:

tous les cinq

quatre seulement

trois seulement

deux seulement

un seul

nal ^

1

1

4fi»

1

3C3

1

9C2

1

9C^

1

4D*

1

24D*
?'i;ui . s

1

i

1

25£*

1

50£»

1

50£*

i

25i^

1

J_
31?*

1

7C3

_1_

7C*.

i

7C*

1

i

15D*

i

i5D*

1

isBf

31£*.

1

31£3

1

,
31£*

i

1

-u i j/up

Illmaniere JJp >iiq

T. ,b-/.U'»:)

' ^fBB /.iiq

.. t i>a oo

!b7 f>|j»uj^ rI

I iVup ft'n

.rndmoo

nubmq iup

-"yidftioa

J_
52?*

2

5i?*

1

16C'

2

i6C*

3

16C»

Of
iii<|

'jj

iJunimib ei

/»«! ^Ibno'1

43D*

2

43D»

43D*

4

43D»

106£*

2

i06JB*

3

106£'

4

106JB*

5

106£*

2'^' I sb iol

> ?.yl zuoim

: lozzoib jC

woom
:.»no? 8Uo/.

je luoq ,iO

• anoa u«>'b

L. Ealeri Op. potlbama. T. I. W2
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18. Probleme 7. Ayant fixe les prix d'une telle loterie Selon la loi de legalite, trouver

la diminution de ces prix, afin que Tentrepreneur en retire un profit prescrit.

l§olutioii. Par rapport aux frais que retablissement d'une telle loterie exige, il faut rabattre

quelque chose des prix que la loi de Tegalite a fournis, comme cela se pratique dans les loteries

ordinaires. Outre cela, une telle loterie ne saurait etre permise que pour des besoins importants,

et a cet egard la diminution des prix doit etre plus considerable. Mais
,
puisque le profit n'est pas

certain, comme dans les autres loteries, et qu'il pourrait arriver que Tentrepreneur, malgre toute

la probabilite, y perdit tr^s considerablement, il est bien juste que le rabais des prix soit plus grand

qua Tordinaire ou Ton se contente de 10 pour cent. Cependaot, comme ce ne sont que les grands

prix qui pourraient ruiner rentrepreneur, il est raisonnable qu'on augmente le rabais seulement dans

ceux-ci, et qu'on laisse celui des petits prix a dix pour-cent. Un pliis grand rabais dans les petits

prix sauterait aussi trop aux yeux, et degouterait les participants, au lieu que, dans les grands prix,

on ne s'apercoit presque point de la diminution, vu que peu de personnes sont en etat den calculer

la juste valeur. Or pour procurer a la caisse un profit de 10 pour-cent sur les moindres prix, on

n'a qu'a les multiplier par — : ce seraient donc les prix de chaque cas qui repondent a un seul

nombre. Pour les prix qui repondent a deux nombres, on pourrait bien les multiplier par — , ce

qui produirait un profit de 20 pour-cent, sans qu'on sen apercoive aisement. Et lorsque trois

nombres se rencontrent dans les billcts tires, on pourrait, avec autant de raison, multiplier les prix

par — , et ceux qui conviennent a quatre nombres par — , et enfin celui qui convient a cinq nombres

par — , ce qui est equivalent a un profit de 50 pour-cent. Mais, en chaque cas, on pourra regler

la diminution des prix comme on jugera le plus a propos, et on aura principalement en vue d'ar-

rondir les nombres autant qu'il sera possible. Ayant donc fait le plan sur les prix conformes a la

loi de regalite, il sera aise d'y appliquer les diminutions les plus convenables qui remplissent le

mieux les conditions qu'on aura en vue.

19. ProM^me 8, Le nombre de tous les billets dtant 90 dont on doit tirer en son temps

5, dresser le pian des prix qui conviennent a tous les cas, selon la loi de regalite.

Solution. Ici est renferm^e la loterie projetee autrefois et dont j'ai parle au commencement.

Nous verrons bientot quels prix elle pouvait promettre, en assignant ceux que la loi d'egalite exige.

Or, pour appliquer a ce cas nos formules generales, nous avons /i= 90, t=5, et partant r=85,

d'ou nous tirons dabord y/^= -- et A^=—, et ces deux valeurs nous menent a celles de toutes
18 18

les marques suivantes. Mais, puisque nous avons besoin de ces valeurs renversees, je m'en vais

les exprimer en sorte, de meme que leurs logarithmes, pour en faciliter ensuile le calcul:

— «^«= 0,02^18236 1://»= 1,0588

— i^^= 1,2552725 i'.A^= 18,0000

'A'm\ 'ii.«;Bo=0,0W93'*3 l:^''^ I,l2l8

;^^fi'= 1,2752^36 \\B'= 18,84^70

— IB^= 2,6026025 1 : fi=»= 400,5000

"ii
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pants la liberte de soumettre leur mise a celle qui leur plaira le mieux. Ainsi ceux qui choisiront

deux ou plusieurs nombres, seront les maitres de se determiner ou pour la premiere maniere, ou

pour la seconde, ou pour la troisieme.

2i. CopoUaire !8. Cependant, il sera de Tinteret de rentrepreneur, d'exclurc entierement

la premi^re mani^re, pour le cas ou Ton choisit cinq nombres. Car, en cas qu'on attrapperait pre-

cisement tous les cinq nombres qui seront tires dans les cinq billets, le prix de presque 9 millions

fut-il diminue jusqu'a la moitie, pourrait ruiner la banque.

Scholie. Or en diminuant ces prix selon les reg-Ies expliquees ci-dessus et en arrondissant

les nombres, on pourra former le plan sulvant qui doit probablemcnt apporter a rentrepreneur un

profit tres considerable , sans qu'il paraisse desavantageux aux interesses.

Plan d'une ielle loterie a 90 billels dont on doit tirer 5.
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Ayant donc ici /i = 100, f=9 ct partant r= 91, nous avons A*3\iorA A^-^— et /#•=—»
100

®^^ ~ioo'
doii nout tirerons les valeurs des marques suivantes. '^' eoniuJnoD a<)upl<)iip {>(> Rbb 06 inoac tto^

— U<» = 0,0W9586 ' '''^''i:A^ = 1,0989^ ^**^ ^"P "^ ''•''*•"'' ^

— Z^« = 1,0^57575 i:A^= 11,1111 '^^M'»"* »« ^««'n «I »op

— /5» =0,0823513

— i^* = 1,0823513

— ifi' = 2, 1383027

l:fio= 1,2087

|;^i~ 120879'^"'^'" ^*' 1911119 uiaoi

i:B^= 137,50 ^rf** «^oIUci \mh sb 863

— /C° = 0,12!tl87^
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,

**• 24-. CoPoUaire 1* Pouryu quune telle loterie ne soit tiree jusqu a ce : que le fonds ne se

soit accru au dela de quelques centaines de milliers decus, rentrepreneur ne risque pas trop de

se ruiner, vu que les plus hauts prix, apres etre diminues, ne monteront pas a 100000 ecus, suppose

que la mise ne surpasse pas un ecu.
.

-
*

25. Copollaire 3. Mais en cas qu on voudrait former une telle loterie en petit, et que le

fonds entier ne monterait pas a 100000 ecus, on dcvrait bien retrancher la premiere maniere du

cas de cinq billets choisis. ~
:. -U __

26. CoroUaire 3. II faut aussi remarquer que de telles loteries doivent etre tirees a plu-

sieurs reprises, afln que si une avait trop favorise les participants , les autres puissent dedommager

Tentrepreneur. Or chaque fois on peut tirer la loterie, aussitot que le fonds surpasse une certaine

somme proportionnee aux prix quon veut admettre.

27. SchoUe 1. Diminuons ces prix suivant les r^gles donnees ci-dessus, et nous obtien-

drons ce g<1^i: * .

JP^n d'^e telle loterie d 100 hillets donl,^ doiitir^.^

'
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I. — a.^^=l, ou 0,la = l;

II. ^6.fi2_H^c.2fi^=i, ou 0,0090909 6-f-0,1838383c=l;

III. ^^d.C^-H^e.^C^H-^f.SC^^l, ou 0,0007!^21i5d-i-0,02532^67c-H0,2532i67/*=l;
7 8"

IV. '^g.D^-^fh.kD'^'-^i^D^-^'p,WM, ou

0,00005355^7^ -+- 0,00278^^8^^5 /i-f-0,04^99it25i-H0,3098139;c=l.
^

V. *^^E»-f-^m.5E*H-%.10E»-f-^p.lOE2-t--,-g.5E'=i, ou
5 b 7 o * y '

0,0000033^7168 i -i- 0,000253827 m -t- 0,00652698 w -+- 0,07261263p -^0,35^9952^= 1.

De ces formules on pourra tirer les prix suivants qui semblent commodes pour la pratique

" ' ' ^f=FiO ,j,) /iHMi oj- 0» «o ,9niif'l gnfib 2iin9i

^ _. 5Q '

'i»'==:3
^j''= -T oi«r «..* on x^ }?nid »1

d= 200, e= 20, f= i
i )

'o'**' 9«n6b Isi,

\ gz=mO, h=iOOy 1 = 10, /c=|
}

[

'

«=5000, »1=500, n = 50, /)=5, 9=4'
f: f ,

-.ioif Ufi iri

Par un tel plan ia banque ne risquerait pas tant que suivant la premi^re ou la seconde mani^re.

V t-y f

' h<>?
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XVII.

Aiialyse d'iin probl^me du calcul deis probabilit^s.

II y a, dans une urne, quatre billets a, b, c, d, dont on tire un au hasard, et apr^s Tavoir

remis dans Turne, on en tire un de nouveau, et cela a n reprises: on demande la probabilite que

le.billet a ne sera jamais tire, ou qu'il ne sera tire quune seule fois, ou deux fois etc. ou enfio,

qu'il sorte a chacun des n tirages.
^

1. Le billet donne ne sortira point au premier tirag^e: probabilite ... —

ni au second a « ... (-7)

ni au troisieme « « ... (-j)
.91^05» ^hoo^^a fij m t» im tm

eiCt

1N^2 ^3Y«
— 2 «(n-1)

1^2

/3 N"
il ne sortira point du tout (t) •

2. II ne sortira quune fois sur les n tirages • . — f—j . n.

3. deux fois « « (— ) (-j\

4. II sortira a chacun des n tirages (— j .

Si des quatre billets a, b, Cj d, on en tire deux chaque fois, a n reprises differentes,

» /1 N"
i . le billet donn^ a ne s'y trouvera jamais : probabilite '(o")'

2. il s'y trouvera une fois « '^VtJvt)

Le nombre des billets a, b, c, etc. etant = N; qu*on en tire m billets a la fois et qu'ou

repete cette operation n fois:

1. le billet donnc a ne se trouvera jamais parmi les billets tires:

probabilite fi —j »

2. il s'v rencontrera une fois « n .— (^l —— )

3. . deuxfo.s ; X-^(.^)(i__) ,

*• « a chaque tirage « (~) •
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Excinple* Le nombre des billets etant 50000 dont on tire a chaque reprise 8000, et cela

cinq fois de suite. II y aura donc

iV= 50000, /w= 8000, rt = 5.

1. Le billet donn^ a ne sortira point du tout. Prohabilite:

2. il se rencontrera dans un seul des cinq tirages «

(!-;)•= 0,U82I20,

^ ^^^
0,3982950,

3.

k.

5.

6.

10

^•25(25)

\25) \^)
0,151730deux tirag-es «

trois tiragcs «

quatre tirages .
«

dans tous les cinq tirages «

Le nombre des tirages, n, Mant le meme, on demande la probabilite que deux billets a et 6

ne se rencontrent jamais ensemble si, de N billets, on tire chaque fois N— m.

1 . Au premier tirage, a nest pas au nombre des N—m billets tires. ProhabilHe: -

>

m(m— 1)

Q'= 0,000.05,
^

6 n'y est pas non plus

2. les deux mauquent au second tirage

3. « au troisieme

W, « a tous les tirages

N(N-\)

On demande la probabilite que X billets donnes ne se rencontrent dans aucun des n tirages.

On n'a qua poser

m (m — V) (m — 1) . . .(m — X -¥- i)

N{N-\) (N -'i) . . .(N- ?.-*-i)
^ -^/-oi-

et la probabilite cherchee sera = f".

Dans rexcmple precedent on aurait iV= 50000, iV— w = 8000, m= 42000 et /i=5.^

Si de 10 biliets qui se trouvent dans une urne, on en tire 2, il en restera 8. Quand, apres

les avoir remis, on rep6te roperation encore une fois, il est certain que six billets au moins ne

seront pas tires; mais il est ppssible que le nombre des non-tires soit meme 8. II sagit denumerer

les cas, oii 6, 7 et 8 billets seront restes intacts.

// y en aura six. Supposons qu'au premier tirage soicnt sortis les num^ros 1 et 2. Au second

tour, les deux numcros doivent etre de 3 a 10, donc la probabilite est jx-a*
'^

11 y en aura septy lorsque 1 ou 2 sort de nouveau au second tirage, c'est a dire quon ait

i^au second tirage

1,3, ou 1,4, ou 1,5, etc. huit chances favorables

ou bien 2, 3, ou 2, 4, ou 2, 5, ctc. autant de chances.

10 9 2 8
Or le nombre de tous les cas possibles elant =-^^ ^^ probabilite sera =2 .77^7^» pazao? "&/]

1.2 10.9

L. E u 1 e r i Op. posthnina. T. I. h3



338 L. EULERl OPERA POSTHUMA. Analysis.

B -io II y en aura huit si, au second tour, sortent les memes numeros 1 et 2, qu'au premier:

2 1

seule chance favorable dont la probabilit^ est
10.9

6,

8.7

OU 7,

2.^,

ou 8

1.2

Donc, pour que le nombre des billets restes intacts soit

,0S<?^*^.'^ -^
la probabilite respective sera .^ ^. - • .^ «- .« ^

^ *
* 10.

9

10.

y

10.9

j}r Quand on tire trois fois de suite, il y aura ou 4, ou 5, ou 6, ou 7, ou 8 biilets de non-tir^s.

I. Que le nombre des non-tires soit 8. Au premier tirage etant sortis les numeros 1 et 2,

il faut que ces memes numeros sortent au second et au troisi^me tirage; la probabilite de la pre-

mi^re de ces chances etant -r^f et celle des deux chances (777-77) •

10.9 \10.9/

II. Pour que le nombre des non-tires soit 4-, il faut qu'au second tirage il sorte deux billets

8 7
differents des numeros 1 et 2, ce qui donne pour mesure de la probabilite 77^; et pour qu'aa.

troisieme tour il en vienne encore deux billets autres, que les quatre deja tires, la probabilit^ sera

8.7 6.5

10.9 10.9

III. Pour que le nombre des non-tires soit 7, il faut considerer les quatre cas suivants:

ab

ac

ac

''

'^

8 2 12
la probabilite de chaque cas particulier est 2 • .^\'.I ^ »

premier tirage
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En resumant tous ces cas, nous obtenons le tableau suiTant:

Nombre des billets non-tirds probabilit6
'*"'

k 8.7.6;.5

.^doi*! r.i (10.9)* g,fa ri

8.7.6.2
5 6.

6

7 8.

8

(10.9)*

8. 7..38

(10.9)*

8.2.1.2

(10.9)*

1.2.1.2

(10.9)*

Si au lieu de 10 billets, il y en a /i, dont on tire deux, a chaque reprise, on aura:

I. Eu tirant deux fois.
,/••••'- •-- •"" »»

pour le nombre des billets non-sortants la probabilite «^""-i^T^^bai iz^ !»&

ji 2
*'^

f 0*) i«otA
n(n-l)

,»-3 2.<"-^>^
II »1 IJJOtj

n—

*

n(n-l)

(„_2)(n-3)
n(n— 1)

Considerons mainteoant les numerateurs de ces differents cas, et en posant^ pour plus de simplicite,

n— 2 = /n, ils seront 2, hm ei m(m — 1); leur somme nous donne la valeur m^ -- 3/w -4- 2 et

par consequent, Tequation A-^Bm-^m{m— 1) = m^-f- 3m -i-2, qui doit subsister pour toutes les

Taleurs de w, uous fournit les valeurs des coefficients A et B,

II. En tirant trois fois, on aura:

pour le nombre des billets non-sortants la probabilit^

1.2.1.2

nb iniri\\ (.
n*(n— 1)» - flO i2

o (n- 2). 2. 1.2 ,
...

^•^(n— 1)* "

g (n-2).2.(n -3).2-H3>1.2.(n.-2)(n~3)

n
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Conclusioii.

Ainsi on peut conclure que, si le nombre des biilets est /i, dont on tire deux, a chaque re-

prise, le nombre des tirages ^tant /)-+-!, on aura:

pour le nombre des biilets non-sortants la probabilit6

/i— 2 .

A

/1— 3

n— 4-

n — 5

nP(n-l)P

J?(n-2)

nP{n— l)P

C(n— 2)(n— 3)

nP(n^i)P

D(n— 2)(n-3)(n-4)

nP{n— i)P

etc. i^' -*»i etc.

et les coefficients J, B, C, D, etc. seront donnes par requation

^--^/n-»-C/n(/w— l)-Hi)/w(iw~l)/w--2)-H.../n(/n--l)(/w-~2)...(/w--2/)--l) ==(/«' -f-3//i -4-2)''

qui est independante de m = n— 2.

Ainsi en tirant quatre fois par deux, on trouve

pour le nombre des billets non-sortants la probabilite

'^"""^
n3(n-l)"3

208 (n- 2)

n'(n-l)»

652(n— 2)(n-3)

576('n-2)(n-3)(n-4)

n3(n— 1)3

I88(n— 2)(n-3)(n-4)(n-5)

„3(„_i)3

24(n-2)(n-3)(n-4)(n-5)(n-6)
„3(„_1)3

(„_2)(n-3)(n-4)(n-5)(n-6)(n-7)
^

„3 („ _ 1)3

Si on a /i billets, dont on tire trois a chaque reprise, en tirant deux fois de suite, on aura

pour ie nombre des billets non-sortants la probabilit^
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En lirant trois fois de suite, Tcquation identique, pour dcterminer les coefficients, sera de meme

A-\-Bm-^Cm{ni— i^-^Dm^m— 1) (m — 2) -4-£w (m— 1) (m— 2) (m— 3) -t-

/r;„(m—l)(m—2)(m—3)(m—V)-+-m(m—l)(m—2)(m—3)(m—V)(m--5)= j(/n-i-l)(mH-2)(m-f-3))»

et ainsi de suite.

Reig^le s:cnerale.

Toutes ces recherches nous conduiseijt a la regle suivante.

Si on a n billets, dont on tire p a chaque reprise, et cela q fois de suite, on demande les

probabilites dcs differents nombres des billcts non-sortants.

A cet efFct, on commence par chercher les coefficients A, B, C, etc. de Tequation identique.

//-*-^m-f-0/i(m--i)H-Dm(m—l)(m— 2) --... (m(m— l)(m—2)(m—3)...(m—p(g— I)h-1) j
=

{(m-i-l)(m-4-2)(mH-3) (m-*-/)))^-'

alors les numerateurs dcs probabilites respectivcs seront if^ I

j4, Bm, Cm(m — l), Dm(m— l)(m— 2) m (m— 1) (m— 2) . . . (m— /> (g—• 1) -*-
1)

m ^tant =n— /), et le denominateur etant pour toutes le mcme

n^-^ (/i— 1)^-^ (n — 2)9-' (n —/) -4- i)f-\

Voici le tableau:

Nombre des billets non-sortants probabilites

A
^ ^ nV— » (n- 1)9—1 („_ 2)y— 1 ....(„_p _h 1)7—

i

„_„__! B(n-p)
P ' n9—i(n- 1)9—i(n- 2)y--^...(n-p -4-1)9—

1

„_Q C(n-p)(n-p-l)
*^ n9—»(n- 1)9-1 (n- 2)9—

1

(„_p_^l)y—

i

C(n-p)(n~p-l)(n-p-2)
f^ P ^ „y—i(n- 1)9-1 (n- 2)9—

1

(„_p_^i)9—

i

(n-p)(n-p-l)(n-p-2) (n-pg-4-1)
^^ n9—»(n-i)9—i(n-2)9—

1

(n-p-t-l)9—

»

Lls Jft; 'i:li"j
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XVIIL

Iiistitiitioiiiuii Calciill (llffercntiall8 iSectio III.

(Conf. Inst. C. D. Part. U. Cap. XI. §§ 282. 283. 286.)

.1 ' ! ii 1 !f »(• I
. I ni\iic:(! *

1

^- ...(t;— iv Capnt I.

De calculo differentiali ad lineas curvas applicato in genere.

i. Quanquam in libro praecedente jam insignis Calculi diffcrentialis usus in ipsa analjsi est

ostensus, tamen ejus vis maxirae perspicietur in doctrina de lineis curvis, quae post hujus calculi

inventionem tanta accepit incrementa, ut quae antehac fuerunt detecta prae his fere penitus eva-

nescant. Equidem in Introductionc ad Analysin infinitorum plurimas linearum curvarum proprietates,

quae vulgo caiculi differentiah's bpe erui solent, per sola analysis finitorum praecepta inyenire docui;

verum et ibi quacdam non obscura calculi infinitorum vestigia latent, atque illa investig-atio ita est

comparata, ut nisi prius eadem alia methodo fuissent cognita, vix unquam reperiri potuisse videantur.

Quin etiam in illo libro id mihi praecipue erat propositum, ut, cum quae vulgo per analysin

infinitorum praestari solent, eadem sine hoc subsidio explicavissem , summus consensus universae

analysis eo luculentius ob oculos ponatur.

2. Cum igitur principia calculi differentialis ex differentiis finitis functionum derivaverim, ex

eodem fonte applicatio hujus calculi ad doctrinam de lineis curvis petenda videtur. Quae enim de

functionibus sunt tradita, ea in lineis curvis amplissimum locum inveniunt. Nam etsi, sumta qua-

piam hnea, puta abscissa, pro quantitate variabili, natura lineae curvae per indolem unius functionis,

puta applicatae, determinatur; tamen in eadem linea curva innumerabiles aliae functiones concipi

possunt. Quaelibet scilicct linea per curvam determinata, quae variata abscissa simul vel crescit vel

decrescit, tanquam functio abscissae spectari poterit, cujusmodi sunt cordae seu subtensae, tangcntes,

normales, et lineae quaecunque aliae, quarum vel positio, vel magnitudo ex quantitate abscissae

determinatur. Tum etiam ipsius curvae longitudo et area tanquam functiones spectari possunt, ac

praeterea innumerabiles aliae quantitates, sive sint lineae, sive superficies, sive solida.

3. Ordiamur a simplicissimo et maxime consueto naturam curvarum exprimendi modo, qui

* relatione inter coordinatas orthogonales continetur. Sit (fig. 2.) recta JP axis, ad quem natura curvae

refertur, in quo sumatur abscissa AP = x ct applicata ei normalis PM=y; natura autem curvae

exprimatur aequatione quacunque inter x et j, ita ut sit y functio quaecunque ipsius x, quam

primum assumam uniformem, ut singulis abscissis unica respondeat applicata. Dum igitur abscissa
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X incremcntum capit Jxy applicata y incrementum accipict Jy-y quod ex natura fuuctionis y et

quantitate incrcmcnti Jx assignari poterit. Scilicet dum x abit in x-v-Jxy applicata y abibit

in y-k-Jy. Quare si in figura capiatur abscissa alia Jp^x-^Jx, erit applicata rcspondcns

pm= y-*-Jy. Cum vero sit AP= x et PM= y, in figura erit Pp = Jx, sicque Pp denotabit

iiicremcntum abscissae Jx. Deinde si ex M h\\ parallela ducatur Mn^ ob pn= y, erit mn= Jy^

sicque linea mn repracsentabit incrcmentum appiicatae Jy^ quod convcnit incremento abscissae

Pp = Jx.

\. Quo haec facilius intelligantur, sit curva BM parabola hac aequatione exprcssa ay = xx.

Cum igitur posito x-\-Jx loco cc, abeat y in y-^Ay, habebitur haec aequatio

ay-^aJy= xx-^2xAx-\-AxJxy

quae ob ay= xx relinquet hanc

aAy = 2xAx -i- AxJx.
\

Sumto ergo in axe abscissae incremcnto Pp = Ax, crit applicatae incrementum '

. 'ixdx-h-JxJx Pp(2AP-t-Pp) Pp(AP~i-Ap)Jy= scu mn= -^ t!= j:i ^,
a a a

Pcrpctuo ergo si detur natura functionis y, ex ea rclatio inter incrementa abscissae et applicalae

invcniri potcrit.

5. Non solum autcm ad datum abscissae incrcmcntum Jx invcniri potcrit incrementum

respondens applicatae y, sed etiam cujusvis alius quantitatis, quae pcr x et y dcfinitur. Sic cum

hypotenusa ^M cxprimatur per V{xx-t-yy)j postquam abscissa x incrcmentum Jx, et applicata

y incremcntum Jy accepit, hypotcnusa V^xx-i-yy) abibit in y{{x-^ Jx)^-v-{y -^ Jy)^), qua

formula exhibcbitur hypotenusa Jm, quae cum sit =V{xx-\-yy) -i- jy(xx-i-yy), erit

JV{xx-i-yy) = V{{x-^Jx)^-t-{y-i-Jy)^)— V(xx-i-yy),

hujusque crgo valor pcr mcthodum differentiarum supra expositam inveniri poterit. Si igitur centro

J radio JM dcscribatur arcus circuli Mq ab Jm abscindens partcm Jq= AM, erit pars residua

mq= JV{xx-^yy). Simul vcro hinc patct, quomodo cujusvis alius quantitatis per a; et ;y detcr-

minatae incremcntum assignari atque in figura repracscntari dcbeat.

6. Quin etiam figura nobis exhibet incrcmenta quantitatum, quae saepcnumero nequidem pcr

X el y finito modo exprimi possunt. Sic si area curvae , abscissae AP rcspondcns
,
ponatur = P,

area respondcns abscissae Ap erit = P -i- JP. Verum si prior area a posteriori subtrahatur, re-

manebit figura mixtilinea PMmp, quae propterea erit iucrcmentum arcae P, seu erit JP = PMmp.

Ilaec arca commode dividitur in duas partes, quarum altera cst parallelogrammum rectangulum

PMnp=yJx, altera triangulum mixtilineum Mnm; eritque ergo JP= yJx -\- Mnm. Simili modo

si longitudo curvae BM, seu potius, quae toti abscissae AP respondet, ponatur =s, erit incrementum

hujus lineae curvae Js aequale arcui Mm^ qui cuni sit major ejus subtensa =V{JxJa; -¥- JyJy),

erit utique Js"^ V{JxJx-^ JyJy).

7. Si curva BM circa axcm AP converti concipiatur, ut inde oriatur solidum rotundum, hujus

tam soliditas, quam superficies in considcrationcm vcniunt, quarum utraquc, dum abscissa ex P in p
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extenditur, certum incrementum capiet. Facile enim patet, si fig^ura PMmp circa axem Pp rot«tur,

oriturum esse solidum, quo incrementum superioris solidi rotundi repraesentetur. Simili modo super-

ficies conoidica, quae conversione arcus Mm circa axem Pp generatur, aequalis eril incremento

superficiei solidi iliius rotundi, quod conversione portionis curvae propositae, quae abscissae x

respondet producitur, dum scilicet abscissa x incrementum capit Pp = Jx.

8. Ponamus nunc incrementum Pp = Jx
,

quod hactenus tanquam finitum consideravimus,

ficri infinite parvum, seu in nihilum abire, atque exhibebit Pp difFerenliale ipsius abscissae x, seu

erit Pp=:dx. Hic quidem imprimis monendum est, cum in figura quantitates evanescentes reprae-

sentari nequeant, iisdem nos quantitatibus, quae ante incrcmenta finita designabant, ad differentialia

repraescntanda uti. Requiritur ergo ad hoc animi fictio, qua non tam ipsa linea Pp, quam ejus

quasi pars infinitesima difFerentiale dx exprimere concipienda est. Punctum scilicet p continuo

propius ad P admoveri fingendum est, et tum, cum in P revera incidit, atque adeo intervallum Pp

evanescit, praebebit Pp difFerentiale dx. Quanquam ergo intervallum Pp in figura finitam habet

magnitudinem, tamen id mente tanquam infinite parvum et evanescens concipi oportct, hocque modo

quaevis differentialia, etiamsi revera sint nulla, per figuram repraesentare licebit.

9. Si igitur intervallum Pp tanquam infiuite parvum concipiamus, ut sit Pp= dxj incremen-

tum applicatae mn, quod ante erat finitum = z/j, nunc difTerentiale dy repraesentabit, ita ut sit

mn = dy. Quamvis autem utraque linea Pp et mn sit infinite parva, tamen ratio, quae inter eas

locum obtinet, erit finita, quoties differentiale functionis y ad differentiale dx finitam tenet ratio-

jiem. Ratio enim dyidx plerumque est finila, atque eandem rationem habebit mn ad Pp seu J//i,

etiamsi utraque concipiatur infinite parva seu nulia. Ex quo perspicuum est, etsi in calculo diffe-

rentiali praecipue quantitates infinite parvae seu evanescentes tractentur, tamen ex iis quantitates finitas,

quae scilicet rationcs differentialium metiantur obtineri, sicque conclusiones, quae inde formantur,

ad genus quantitatum finitarum vicissim revocari posse.

10. Quoniam igitur intervallum Pp evanescens concipitur, puncta curvae M et m infinite

parum a se invicem distabunt, sicque elementum curvae Mm erit infinite parvum, ac propterea

quavis assig^nabili quantitate minus. Unde hoc commodi nanciscimur, ut hoc curvae elemcntum Mm
tanquam lineola recta considerari possit. Fingatur enim per puncta M et m duci corda Mm, hujus

longitudo eo minus a longitudine arcus i)lm discrepabit, quo magis arcus Mm diminuatur, hincque

isto arcu in infinitum diminuto, omne discrimen inter ipsum et cordam subtendentem evanescet,

abibitque ratio arcus ad cordam in rationem aequalitatis. Continuo enim diminuendo distantiam

punctorum M et m, quamdiu curvatura in arcu Mm deprehenditur, ultcrius distantia Mm diminuatur,

ex quo manifcstum est, si distantia haec in infinitum fuerit diminuta, rationem aequalitatis inter

arculum Mm et ejus cordam intercedcre debere.

11. Hac ergo consideratione ad infinite parva translata, triangulum Mnm, quod quamdiu in

finitis versabamur, erat mixtilineum, nuuc evadet rcctilineum, ideoque ejus hypotcnusa Mm per

theorema pythag-oricum assignari poterit. Cum enim iu triangulo Mnm ad n reclaugulo sit

Mn = Pp = dx, et mn = dy,

erit hypotenusa Mm= y(dx^-+- dy^). Exhibet autem haec lineola Mm differeutiale ipsius lineac
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lineae ciirvae DM, et hanc ob rem etsl ipsa llnoa curva plerumque per quantltates x et y. exprimi

nequit, tamen ojus differentlale per quantitatum cc et ;y diffcrentialla commode exprimitur. Quo

commodo cum differentlae (initae carcant, perspicuum est^ quantam utllitatem analysis infinitorum

sit allatura.

12. Cum y sit functio ipsius x, ejus differentlale dy hujusmodi formam pdx habebit, ubi p
erit functio ipsius x per dlfferentiationem cognoscenda. Quare ob dy—pdxy diffcrentiale ipsius

lineae curvae Vidx^-^dy^) induet hanc formam dxy(\-\-pp). Quodsi ergo iong^itudinem curvae^,

abscissae AP= x respondentem vocemus =5, etiamsi haec quantitas s plorumque finito modo per

xeiy exhiberi noqueat, tamcn ejus differentiale faclle asslgnatur, cum sit ds=^dxy{i-^pp). Illnc

igitur vicissim via patet ad longltudinem lineae curvae s inycniendam; id enim solum requiritur, ut

quantitas investigetur, cujus differontlale slt = dxy[{ -k- pp) , haecque quantitas longitudinem Ilneae

curvae s exprimet. IIoc autem opus ad calculum intcgralem pertinet.

13. Quoniam in Intinite parvls triangulum Mnm fit rectilinoum, ejus area Mnrti assignan polerit,
-iii.ii.M-.

^
entque =-^dxdy. Cum igltur totius areae, quae linea curva et coordinatis a; et / includitur,

diffcrentlale seu incrementum iufinite parvum sit trapezium PMmpy id quoque exhiberi poterit.

Trapezium emm PMmp constat duabus partibus, rectaiigulo PMnp, cujus area est — ydx, et triangulo

Mnm=-^dxdy, unde area trapezil, atque adco differcntiale areae erit =ydx-*-—dxdy. Ostensum

autem est supra terminum —dxdy prae altero ydx evanescere. Cum enim sit11 1ydx-^-dxdy= {y-\--^dy)dx et y-\^^dy=y, ob dy = 0,

erit areae curvae difforentiale =ydx\ unde quantitas, cujus differcnliale =ydx exhibebit aream

mtcr Imcam curvam et coordmatas £c et r contentam.

\h. Hinc etiam infinitarum aliarum quantitatum, quae ipsae per x et y exprimi nequeunt,

diffcrentlalla assignari poterunt. Concipiatur curva BM circa axcm AP converti, ut generctur soli-

dum rotundum, atque hac rotatione trapezium PMmp gencrabit conum truncatum, cujus soliditas

pracbcbit differentiale illius solidi rotundl; superficles autcm convcxa istlus coni truncati differentiale

superficiei solidi rotundi. Ad haec difforenlialia exprimenda sit \ :n ratio diamctri ad peripheriam,

sou radil ad scmicircumferentiam, erit circuli, radio PM= y dcscripti, pcripheria = 2/rj, et area

nyy\ circuli autem radio pm= y-\-dy descripti periphoria =z ^n {j -^ dy) et area = 7r(j-+- dj)*.

Jam pro dlfferentiali suporficiei erit semisumma circumfcrentiarum utriusque basis coni truncati

=zny-i-n[y-\-dy) = 27iy, quae per latus coni Mm = y{dx^-\~ dy"^) multiplicata dabit dlfferentiale

superficiei solidi rotundi =2nyy{dx^-\- dy^)=^2nydxy{\-\-pp)y posito dy = pdx.

15. Sollditas autem hujus coni truncati, quae dat differenliale soliditatis solldi rotundi, secun-

dum regulas stereometriae reperietur, si ad summam basium nyy ~\- n (y -\- dy)^ addatur media pro-

portionalis inter casdem ny{y -\- dy), erltque aggrcgatum = 3nyy-\-3nydy-\-ndy^ =i3nyyy ob

roliquos terminos prae 3nyy evancscentos. Deinde triens hujus suminae nyy multiplicari debet per

• altitudinem coni scalcni Pp = dx, eritque productum ;ryydx solidltas coni truncati, simulque diffe-

rentiale soliditatis solidl rotundi; unde ope calculi intogralis viclsslm tam volumen istius solidi rotundi'

quam ipslus superficiei inveniri poterlt.
.iji>ii-.gui;|^tii»j

L. Euleri Op. poi(buDM T, I.
' W
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fffln<fj|6. Praeterea hic quoque diligenter observandum est, in calculo omnia diOTerentialia perpetuo

tanquam afQrmativa spectari. Scilicet quantitas variabilis quaecunque z in statu sequenti proximo

semper in z-t-dz abire assumitur, sive ea crescat sive decrescat; et cum differentiale sit differentia,

quae rcmanet, si quantitas variabilis z a suo valore sequente z-t- dz subtrahatur, erit -+ dz semper

ejus differentiale. Nihilo tamen minus hoc modo omnium quantitatum, sive sint crescentes sive

decrescentes, differentialia distincte exhibentur; si enim z crescat, ejus differentiale dz affirmativum,

sin docrescat, neg-ativum valorem habere iuvenitur. Sic si sit z= - erit -h dz = 5 unde" X XX

manifestum est quantitatem z decrescere, dum x crescit. Hac autem hypothesi innititur constantia

regularum analysis infinitorum, unde summus usus in calculum redundat.

t \i7. Quodsi autem flg^urae veritati conformiter delineentur, atque in iis differentialia modo ante

exposito repraesententur, saepenumero ea a calculo discrepare videbuntur; neque tamen hinc uUa

confusio, si ad principia sedulo attendamus, oriri poterit, quin potius, si ab hac lege recederemus,

maximis difflcultatibus implicaremur, unde nos extricare non posscmus, nisi novis calculi diffcrentialis

* regulis stabiliendis. Sic si quantitas variabilis x (Fig. 3) linea recta y/P repraesentetur, eaque in situ

proximo abeat in Jp, haec linea Jp per cc-f-dcc designari debcbit, eritque propterea Pp=Jp—AP=—dx,

Si quis autem hoc decremontum Pp per dx exprimere velit, atque idco Jp = x— dx statuere, is

contra principia calculi differentialis stabilita peccaret, vcl aliis regulis ad calculum proscquendum

uti debcret. Praeter necessitatem autem has regulas multiplicare ridiculum foret.

18. Omnis autem ambiguitas evltabitur, si, postquam singulas quantitates in calculum ingre-

dientes suis littcris dcnominaverimus, easdem quantitates in situm proximum translatas iisdem litteris

suis differentialibus auctis designemus. In flgura autcm, si lineis principalibus litteras majusculas

adscripserimus, iisdem in statum proximum translatis, easdem htteras minusculas adscribemus. Sic si

* (Fig 4) in curva BM ad axem JP relata vocetur abscissa jP=x, et applicata PM==iy, in situ proximo

erit abcissa Ap=x-\-dx, et applicata pm=y-^-dy. Unde manifostum est forc Pp=Ap—AP=dx,
et ducta mn axi parallela, erit particula Mn=PM—pm=— dy. Imprimis igitur attondcndum est ad

quantitatem variabilem primariam, cujus rcliquae tauquam functioncs spectantur, qua cautcla adhibita

omncs difflcultatcs, quae alias subnasci possent, sponte cvancscent.

19. Neque etiam opus est, ut omnes quantitates variablles ab eodem axis puncto initium trabant,

a quo abscissae computantur; scd nlhil impodit, quominus rcliquae quantitatos variabiles ad aUud

« priucipium rcfcrantur. Sic etiamsi abscissarum AP (Fig. 2) initium in axis puncto A collocetur,

fieri potest ut, exempli gratia, area curvae BPM ab alio puncto fixo B aestimetur. Positis enim

coordinatis AP= Xy PM= yy si vocctur area BPM=v, erit puncto P in situm proximum p pro-

moto, Ap = x-*-dx, pm = j-*-dj, et area Bpm= v-\-dv, unde cum sit dv = PMmp, erit ut

« ante dv= ydx. Simili modo, si (Fig. W) sumtis abscissa AP = x, PM= y, area CDMP a puncto

fixo C computetur et ponatur = v, fict omnibus in silum proximum Iranslatis, area CDmp= v-h-dv,

eritque ergo dv=— PMmp= — ydx. Atque si arcus DM positus fucrit =s, erit Dm = s-+-ds,

ei ds= — Mm= — Yidx^-t-dy^). Ilaeque animadvcrsiones sufficiunt ad calculum cum figura

conjung^endum. > . .-»; .^ .t
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20. Quae hactcnus de differenlialibus applicatarum, arearum et arcuum curvae sunt tradita

proprie tantum ad ejusmodi curvas pertinent, quarum applicatae sunt functiones aniformes abscisr

sarum, ita ut unicuique abscissae unica tantum applicata respondeat. Si enim eidem abscissae plures

appiicatae respondeant, alii abscissae, priore scilicet quapiam quantitate aucta, lotidem applicatae

respondcbunt, atque applicatae incrementum multiplex esse oporctbit: quaclibct namque applicatarum

priorum, a qualibct posteriorum subtracta, relinquet residuum, quod applicatae incrementum repraesen-

tabit. Simili modo hoc casu eidem abscissae plures rcspondcbunt areae, ac propterea eidem abscissae

incremento multo plura arearum incrementa; sicque apparet functionum multiformium incrementa

esse quoque functioncs raultiformcs. His ergo casibus, si ex dato abscissae incremento quaeratur

incrementum appiicatae vcl areae, quacstio non erit dcterminata, sed plures responsiones postulabit.

21. Quae quo clarius perspiciantur, ponamus applicatam y esse functionem triformcm ipsius

abscissae cc, seu cidcm abscissae (Fig. 5) AP—x rcspondcant tres applicatac PM, PM' et PM'\ quae omnes *

in valore litterae y contincantur, quod evenit si y per hujusmodi acquationcm cubicam exprimatur

y^— Py^-^Qy— /?= 0, existcntibus P, Q» R, functionibus quibuscunque ipsius x. Hujus ergo

aequationis pro abscissa AP= x tres radices erunt PMy PM' et —PM"^ propterea quod uitima

in regioncm ncgativam cadit. Quare ex natura aequationum ertt

P^^PM-i-Py— PM'

Q=PM.PM'^PM.PM"^PM\P^r^^ a.....,n>.rii...y .^

R^.^PM.PM\PM".
.mni an. .inB.iduo I. ,

22. Ponamus jam abscissam x incremcnto, ac primo quidem finito Ax augeri, ita at sit

Ap=iX-^ Ax et Pp= Ax. Applicata ergo y abibit in y-\-Ay^ quae in figura denotabit tres

applicatas pm, pm\ —pm', Cum igitur y designet quamvis ex applicatis PM, PM' et — PM'\

differcntia Ay exhibcre debet singulas differentias inter has et illas applicatas, unde Jy sequentes

novem denotabit valores:

1. pm— PM , 4. pm'^PM , 7. ^pm^-^PM '
^*"''

2. pm — PM', 5. pm^—PM' , 8. ^pm"'-PM'

3. pm-i-PM", 6. pm'H-PM", 9. ^pm"-*-PM".

Quamobrcm nccesse est ut Jy per aequationcm noni gradus dcterminetur. Scilicet si ipsa quantitas

y eliminctur, prodibit acquatio, in qua quantitas Ay ad nonum gradum ascendet.

23. Ad hanc acquationcm inveniendam ponatur in aequatione pro curva y^— Py^-*-Qy— R= 0,

x-+-Ax loco X, et y-t-Jy loco y; et cum sint P, Q et jR functiones ipsius a;, eae, si pro x pona-

tiir x-f-z/a?, abeant in P-^JP, Q-*-JQ et R-*-JR. Sicque prodibit haec aeqaatio '**" iB-if>i3

^Py^-^^PyJy—PJy^

^y^Jp.—2yJPJy^JPJy^
-^Qy-^QJy ) =0.
-¥-yJQ-^JQJy

— R
'—AR
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Si jam ex hac aequatione cura priori conjuncta littera y eliminetur, et Jy tanquam incognita

spectetur, orietur aequatio novem dimensionum, cujus radices erunt novem illae differentiae supra

exhibitae. tv^^itj.ii iiiMiUt»}

,-4.' 2k. Si quis hunc eliminationis lahorem in se suscipere velit, revera ad acquationem novem

dimensionum perveniet. Neque vero hac eliminatione est opus; cum enim y per priorem aequationem

cubicam detur, unde tres nanciscitur valores, qui si tanquam cogniti spectentur, ex altera aequatione

pariter cubica incog^nita Jy erui poterit, quae pariter ternos sortietur valores. Quia autem in hos

tres valores ingredietur variabilis y, quae jam per se triplicem habet valorem, si ejus loco hi vaiores

seorslm substituantur, omnino novem ipsius zly povenient valores, qui erunt ii ipsi valores, quos

supra exhibuimus. Ad hoc autem commodius paestaudum prior aequatio a posteriori s^ubtrahi poterit,

sicque relinquetur sequens aequatio ' ?-' r 'O r ••;;trr ^rihnfi oir;= ^r

<';-: xMiiiL.?AyJi\ _ 2yJPJy— JPJy^ V = 0.

-t- JQ/1y

25. Quemadmodum igitur, si y fuerit functio triformis ipsius cc, seu si definiatur per aequa-

tionem cubicam, ejus incrementum Jy novem induit valores, ita si aequatio, qua applicata y deter-

minatur, habuerit quatuor dimensiones, ejus incrementum Jy^ quod pariter, nisi y eliminetur, ad

quatuor dimensiones exsurgit, omnino sedecim habebit valores diversos. Atque in genere si applicata

y per aequationem n dimensionum definiatur, ejus incrementam Jy aequatione totidem dimensionum

determinatum reperietur, totidemque habebit valores, in quibus etiamnum inerit y, quae cum ipsa

habeat n valores, incrcmentum Jy omnino /i/i sortietur valores, qui erunt differentiae inter singulos

valores ipsarum y et y -f- Jy.

26. Ne igitur tanta sit valorum incrcmenti Jy multitudo, consideremus aequationem quadratam,

quae duos tantum ipsius 3^ exhibeat valores, sitque

?(^t!tn rr — 2Pj-*-j2= o

ubi P et Q sint functiones quaecunque abscissae £c, et y denotet applicatam. Ex hac ergo aequa-

tiooe commode ambo valores ipsius y exhiberi possunt, qui sunt

.ivamf '^ oiq i^ v^i^i; .n. .; T= P-^ V{P'—Q) et j = P- V{P'^ Q).

Crescat nunc abscissa x incremento //(c, hincque ejus functiones P ci Q incrementis JP et /jtQ^

applicatae vero j incrementum sit Jy, quod propterea hac aequatioue exponetur

^y -*- 2yJy -+- Jy"^

— 2Py — 2PJy

— 2yJP — 2JPJy V =

-^JQ

vel priori aequatione ablata, hac
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— 2yJP-+-2yJy~i-Jy*'^P^ «11;;

— 2JPJy J 4

27. Quodsi jam ex hac acquatione quaeratur incrementum J^, reperietur '\
—

Jy = ^y-^P-^JP±y{y*—2yP~i-P^-t-2PJP-+-JP^-^J(^ ^

qui bini valores, si loco y ejus valores ambo ante inventi substituantur, abibunt in quatuor valores

ipsius Jy, qui his bmis tormuns contmebuntur

Jy = JP =t y(P2_ (2) -H y(P^— j2 -fr- 2P^P -+ JP^— JQ)

Jy= JP±V{P''—Q) — V{P^'-Q-\-2PJP-i-JP^—JQ)

seu in unica formula erit

^j= ^P± y(P2_ (2)± y(p2__ j2 -i- 2P^P -f- z/P^— ^0.

28. Ponamus jam incrementum ipsius (r, quod in his valoribus finitum est assumtmii', fierl

infinite parvum, eruntque functionum P el Q incrementa JP et JQ pariter infinite parva, abibuntque

in dP et dQ, Hinc erit

V{P'-Q^2PdP-^dP'- dQ)= V{P'- Q) -H15^^
unde quaterni ipsius Jy valores erunt

Jy=2V{P'-Q)^dP-^l^'^^^

Jy= -2V{P^-Q)-^dP-'I^^^

. ,p 2PdPH-dQ
^/— ar

2/(P*— (?)*
' RJiaoqoiq oiicupvs

,

.

Ex his apparet binos priores valores ipsius Jy non obstahte incrementi dx parvitate infinita, esse

finitae magnitudinis, binos autem posteriores esse infinite parvos; hisque casibus ob V{P^—Q)=y— ^>

V .r^ 'iPdP — dO '2ydP — dQ
erit Jy= dP -i =

•^ 2y-2P 2y-2P
A ODOfU iW i

qui valor quoque per differentiationem consuetam eruitur.

29. Scilicet si ponamus binos ipsius y valores in figura csse PM et PM', qui abscissae

APz=zx respondeant, atque abscissae suo differentiali auctac Jp= x-+-dx respondere applicatas

pm et pm\ quae per y -+- Jy exprimcntur, incremcntum Jy hos quatuor habcbit valores ^

i.ipm — PM, 3. pm'—PM
2. pm—PM', 4. pm'—PM'

quorum duo, nempe secundus et tertius, erunt finitae magnitudinis, primus autem et quartus infinite

parvi. Illi ergo duo valores, cum sint finiti, non pro differentiali ipsius y haberi, neque per dy

exprimi potcrunt, scd soli duo posteriorcs, qui cum sint infinite parvi, differentialia utriusque appli-

catae repraesentabuut. Ductis nimirum axi AP parallclis lincolis Mn et A/'/i', erit mn differcntiale

applicatae PM, et — m'n' diffcrentiale altcrius applicatae PM'

.

imjiiaiiqqfi Is *» tm»
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30. Simili modo, si Uti in fi§;ura applicata y tres habeat valores, tum ex novem valoribus

ipsius Jy tres erunt infinite parvi, siquidem pro incremento abscissae sumatur ejus differentiale dx,

Isti scilicet tres ipsius Jy valores irifinite parvi erunt: pm— PM— mn, pm'— PM'——m'n et

— pm"-^ PM"=— m'n"t quia videlicet applicatae pm" et PM" sunt negativae. Hae igitur tr^s

iineolae mii, — m'/i', — m" n" praebent valores differcntialis ipsius y^ ideoque per dy designari

possunt. Reliqui autem sex valores ipsius Jy hic in considerationem non voniunt. Atque in hoc

ipso denuo insignis calculi differentialis usus includitur, quod valores ipsius Jy ad propositum

facientes facile a reliquis inutilibus segregare liceat; nam nisi differentia Jx infinite parva statuatur,

tam facile ex novem illis ipsius Jy valoribus, qui omnes essent finili, ii, qui differentias duarum

applicatarum in eodem curvae ramo sumtarum denotant, separari non possent.

31. Cum igitur hic ii tantum ipsius Jy valores requirantur, qui sint infinite parvi, et locum

ipsius dy tenere queant, ponamqs rfy loco Jy^ et t/P, dQ et dR pro JP^ JQ et JRy neglectisque

ift lequatione .(2^.,iaventa terminis, in quibus differentialia plures obtinent dimensiones, habebitur
'

'
1. ' I

'•'
•"I, •

—
i§U aequatio,

,.,P^ gijjjjll^jj .^-ll^,-^ (><5. ;*^ » .^^.^.^^^1 (> l^
t^

rnrinottnnu'} onDJnui» ,niovT ^ ' ''Virin ;

_ ^.2dp^ y^dQ— dR-^ 3y'dy- 2Pydy -+- Qdy= ^^ q^,

Ob^ ^«Itv^^f p. j y"^ dP — ydQ -*- dR
• «V .^'^^«H.exquafit d3.= -__^^^_^. .

Quanquam autem hic unicus duntaxat pro dy valor invenitur, tamen quia ipsa applicata y triplicem

habet valorem, hinc etiam tres valores pro dy oriuntur. Scilicet si pro y ponatur PM^ tum prodit

dy = mn\ sin ponatur PM' pro j, fiet dy=—m'n \ at si pro y substituatur — PM'\ invenietur

dy=— m"n". r

32. Hinc perspicitur has applicatarum differentias infinite parvas dy^ quae prodeunt dum

abscissa x suo differentiali dx augetur, per regulas consuetas calculi differeotialis inveniri. Si enim

aequatio proposita

_ \..| n..: ::..-d: ,...,:..:.,}'— Py'-^Qy-R=
differentietur, prodibit

3jV dy — 2Pydy —y^dP-^ Qdy -\r- ydQ -^dR = 0,

unde oritur, uti modo invenimus:

, y^dP — ydQ-t-d»

Quocirca calculus differentialis etiam functionum multiformium ea ipsa praebet differentialia, quibus

opus habemus. Neque enim quasvis requirimus differentias inter singulos applicatarum valores prae-

cedentes et sequentes, sed eas tantum, quae ad unum eundemque ramum pertinent. Ex his enim

differcntiis determinari debet positio tangentium et ncrmaiium aliarumque quantitatum a curvatura

pendentium. .^ V) mMofi mmhq jvj ^eiliii^i i4 ^ubnuoda 9qrao(i

vM «33. Quotcunque ergo applicatae in cadem linea curva eidem abscissae respondeant, uniuscujus-

que incrementum vel decrementum assignari, sicque plures rami, ex quibus linea curva componitur,

tanquam totidem lineae simplices considerari possunt. Quaecunque enim fuerit aequatio inter. abscis-

sam x et appHcatam y, ejus differentialis erit hujusmodi dy=ZdXy denotante Z functionem ipsaniro
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X et y. Quodsi crg;© valores ipsius y fuerint p, 7, r, s, etc. , si in functione Z pro y ponatur

valor p, prodibit incrementum applicatae />; similique raodo si pro y successive ponantur valores

7, r, s, etc. quantitas Zdx harum applicatarum differentialia exhibebit. Hinc ergo magis connrmantur

et illustrantur, quae in libro superiori de diOerentiatione functionum multiformium sunt tradita.'''»*!»

3^. Quoni.im ergo pro difFerentiali dy totidem valores nanciscimur, quot ipsa applicata y
diversos sorlitur valores, totidem inde quoque resultabunt expressiones pro difTerenlialibus singulo-

nim curvae ramorum. Scilicet cum ante invenerimus elementum seu diflerentiale lineae curvae per

V(dx^-t-dy^) exprimi, si pro dy substituatur valor mn, tum V(dx^-*-dy^) praebebit elementum Mm,

quod est differentiale arcus EiM; sin autem pro dy substituatur — m'/i', eadem expressio dabit

differentiale arcus DW'; ac si fiat dy=—m''n', tum V{dx^-i-dy^) exhibebit differentiale arcus EM'\

Simili ergo modo quotcunque linea curva habuerit ramos, eidem abscissae respondentes, hinc singulos

istos ramos seorsim dimetirl licebit; quod arguraentum fusius pertractabitur , ubi de dimeusione

linearum curvarum sermo instituetur.

35. Quae hactenus explicavimus ad eos tantum casus, quibus natura curvae aequatione inter

binas coordinatas orlhogonales exprimitur, pertinent. Interim tamen ex his quoque facile perspicitur,

quemadiuodum, si coordinatae non fuerint normales inter se, sed ad datum quemvis angulum incli-

natae, differentialia ad figuras transferri debeant. Quin etiam, si natura curvae alio quocunque

modo exprimatur, applicatio calculi ad figuram nullam fere habebit difGcuItatem; atque si ulla

supersit, ea in sequenti tractatione prorsus tollelur. Ceterum in hujusmodi investigationibus omnis

vis in eo est posita, quod diffcrentiale ipsius lineae curvae tanquam lineola recta spectari possit;

idem enim modus, quo hoc pro coordinatis orthogonalibus est ostensum, aeque ad omnes alios modos

naturam curvarum exprimendi patet. iu^nn lorpoo zmmozai) zaniao

Caput II.
j

De tangentibus linearum curvaruin.

1. In capite praecedente vidimus particulas inOnite parvas cujusvis lineae curvae tanquam

lineolas rectas spectari posse. Hancobrem omnis linea curva instar figurae rectiliueae, cujus latera

sint infinite parva, considerari poterit; definitio autem uostra infinite parvorum, qua ea prorsus

evauescentia nihiloque aequalia statuimus, omnes difficultates, quae vulgo contra hanc propositionem

allegari solent, penilus tollit. Quando enim dicimus lineam curvam per multisectionem in infinitum

repetitam in particulas rectas secari, nihil aliud afiirmamus, nisi hoc sectionis modo nunquam prorsus

ad particulas, quae sint lineolae rectae, perveniri; sicque ab iiS non dissentimus, qui negant ullas

linearum curvarum particulas, quantumvis sint exiguae, unquam recte pro lineolis rectis haberi.

Quamprimum autem particulae infinite parvae considerantur , eae a particulis iufinite parvis lineae

rectae omnino discrepare non possunt. ''

2. Quo haec clarius iutelligantur, primo quidem nullum est dubium, quin omnes partes lineae

rectae, quantumvis sint parvae, sint pariter lineolae rectae. Quocirca quando dicimus particulas
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inflnite parvas linearum curvarum pro lineolis rectis haberi posse, nihil aliud dicimus, nisi particulas

infinite parvas hnearum curvarum a particulis inOuite parvis lineae rectae non differre, Quo ulterius

enim linea curva dividitur et in minores particulas secatur, eo magis discrimen a curvedine ortum

diminuitur; si enim arcus cujusvis curvae corda subtendatur, qunntumvis sit discrimen inter arcum

et ejus cordam, hoc discrimen continuo fiet minus, quo minor arcus capiatur. Uincque recte con-

cluditur, si arcus in infinitum diminuatur, discrimen inter eum ejusque cordam penitus evanescere,

atque adeo particulam infinite parvam cujusque lineae curvae pro lineola recta infinite parva haberi

posse^ :; --;i.; : , /

;,:,3» flujus principii etiam insignis solet esse usus in geometria elementari. Ubi enim quadra-

tura circuli investig-atur, ibi assumitur area circuli aequari pol^gono infinitorum laterum, circulo vel

inscripto, vel circumscripto. Dum enim circulo polygona regularia inscribuntur, mox apparet omnia

quidem circulo esse minora; interim tamen quo plura ea habeant latera, eo minus ea a circulo

discrepare. Unde colligitur, si numerus laterum polygoni in infinitum augeatur, tum discrimen inter

ejus aream et aream circuli omnino evanescere; quae convenientia quoque contrario modo in polygonis

circumscriptis locum habet. Neque vero solum area polygpni infinitorum laterum sive inscripti sive

circumscripti aequalis est areae circuli, sed etiam ejus perimeter aequalis censetur pcripheriae circuli;

quod admitti non posset, nisi arculi circuli infinite parvi suis cordis essent aequales.

Kliij st. Contra hanc arculorum circuli infiuite parvorum cum suis cordis convenientiam ab iis, qui

in mechanica sunt versati^ grave argumentum allegari solet. Cum enim descensus corporis gravis

super arcu circuli usque ad ejus imum punctum investigatur, deprehenditur tempus descensus non

evanescere, etiamsi arcus in iufinitum diminuatur, quo casu suae subtensae fit aequalis. Deinde

omnes descensus corporis super singulis cordis in imo circuli puncto terminatis aeque diuturni in^

veniuntur, neque tamen si et arcus et corda iufinite parva statuantur, tempus descensus super arcu

aequale est tempori descensus super corda. Hocque vero casu is valde falleretur, qui arcum et

cordam, etiamsi utrumque sit infinite parvum, inter se confundere vellet. Verum cum hic tempus

descensus super arcu quamvis infinite parvo, tamen sit finitum, hoc ipso investigatio ab infinite

parvis ad finita est traducenda, ita ut haec objoctio in praescnti inslituto nullam vim retineat. Hic

enim plus non affirmamus, quam inter arcus .el, cordas, evanesceutes rationcm aequalit^tis iotercedere,

quam ista objectio non infiingit. i^.il :;71:J') i
;' ? : > ::'?«';!;*; .-i^t-oT h^t ^-ir-v -tTn ?r''^tf?*(

ptt-tf 5. Quamvis elementa infinite parva cujusque lineae curvae aliter nisi puncta concipi nequeant,

ideoque in illis nullae dentur partes ullam longitudinem constituentes; tamen calculus nobis cujusvis

"* elementi directionem exhibet. Dum enim (Fig. 2) triangulum Mnm continua diminutione intervalli Pp

in infinitum diminuitur atque in rectilincum abit, ob rationem inter ejus latuscula finitam, anguli

ad M, n et m erunt cogniti, hincque inclinatio elementi Mm ad elementum Mn, quod axi y4P paral-

lelum concipitur, innotescet. Ctiamsi igitur revera elementum Mm tanquam punctum in se nullam

habeat directionem, tamen si cum sequente consideretur, plaga, sccundum quani cum eo connectitur,

directionem determinabit. Hanc directionem quoque hoc modo concipere licet, dum triangulum Mnm
adhuc est finitum^ intelligatur in eo ducta corda Mm cujus directio ergo erit nota; jam triangulum

I^lnti^. diminuendo , directio cordae continuo mutabitur. Sed ita tamen ad certam quandam
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directionem jugiter propius accedet, quam attingcre censenda erit tum, cum triangulum in inflnitum

erit diminutum.

6. Omncs autcm difficultates penitus evanescent, si genesin lincarum curvarum ita imaginemur,

ut motu puncti super plano incedentis describantur. Sic enim linea curva BM erit quasi via,

secundum quam punctum cx B in M est prog-rcssum. IIoc modo linea recta dcscribilur, si punctum

in motu suo pcrpetuo eandem servat directionem; linea curva autem, si ejus directio continuo

immutatur. In quovis autem lincae curvae BM loco punctum istud describens certam habebit

directioncm, sine qua motus consistere non posset; atque in triangulo infinite parvo Mnm hypotenusa

Mm repraesentabit directioncm, sccundum quam punctura illud, cum in M pcrvcnerit, motum suum

prosequitur. Ilancobrcm angulus mMn monstrabit inciinationcm illius directionis ad axem AP; ex

angulo autcm Mmn constabit, quantum directio puncti lineam curvam dcscribentis ad applicatam

PjM inclinetur.

7. Ducatur, per punctum curvae M linea recta indcfinita TMFy quae ad axem JP (Fig. 6) vel rectam

ei parallelam Mn eandem teneat inclinationcm, quam in triangulo infinite parvo Mmn habet hypo-

tenusa Mm ad basin J//i, atque haec recta TMV ita -exprimct directionem puncti motu suo lineam

curvam JM describentis, ut si hoc punctum eandcm dircctionem, quam in M habct, invariatam

retineret, ipsam lineam rectam MF dcscripturum esset. Hujus ergo lineae rectae TMF elcmcntum

infinite parvum Mm, quia ad Mn eandcm habet inclinationem, quam tenet elcmcntum lincae curvae

Mm, cum hoc elcmento congruet, atque adeo elementum Mm commune erit lineae rectae TMF et

curvae JM. Quamobrcm ista linea recta TMF tangct lineam curvam in puncto M; h*nea recta

enim tangens lineam curvam ita definitur, ut cum linea curva in eo puncto, ubi est contactus, eandem

dircctionem habcre dicatur.

8. Si igitur pro coordinatis orthogonalibus JP et PM vocetur abscissa AP= x, applicata

PM= y, in triangulo infinite parvo Mnm erit Mn = Pp = dXy mn= dy et Mm= y(dx^-i-dy^),

et angulus mMn mctietur inclinationcm tangentis TMF ad axem ^P, eritque si tangens axem in

puncto T secare ponatur, angulus PTM= mMn, unde ob angulos ad P et /i rectos, triangula

TMP et Mmn inter se erunt similia, ac proptcrea latera proportionalia. Fiet ergo

mn {dy) : Mn (dx) = MP (y) : PT (^) , ideoque PT=^~-

Hinc in axe definiri potest punctum T, ex quo, si per punctum M agatur linea recta TMF, ea futura

sit tangens lineae curvae in puncto M. Vocari autcm haec linea PT solet substangens.

9. Inventa ergo pro quavis curva, cujus natura aequatione inter coordinatas orthogonalcs

exprimitur, subtangente PT=^j tangens curvae in puncto M expeditissime ducitur, ducendo

scilicet per puncta T, M linea recta TMF. Longitudo autem ipsius lineae tangentis MT erit

_y_(—i:!!^, ^ljjg quoque modis punctum T, quo tangens determinatur, assignari potest: sic

ejus distantia a puucto ^, seu intervallum AT erit =^ x=— • Sin autem punctum T

nimis longe excurrat, commodius in linea recta JB ad axem normali definitur punctum iS*, per

quod tangens transit. Namque ob triangula similia TASf Mnm, erit dx:dy= AT:AS, ideoque ob

L. Ealeri Op. postboma T. I. h^
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dy dx dx

Vel ducta MQ axi AP parallela, ob JQ= PM— y-j erit QS= '^'' Hinc invento puncto S, linea

recta per ambo puncta iW et 5 ducta curvam in M tanget.

10. Cog-nita tangente ad curvam, facile linea recta duci poterit, quae cum curva ang-ulum

quemcunquc constituat; quaevis enim recta ad lineam curvam in dato puncto aeque inclinata cea-

setur, atque ad tang-entem in eo puncto. Sic si per punctum M linea recta duci debeat, quae sit

ad curvam normalis, totum neg-otium absolvetur, si ad tangentem MT in puncto M uormalis

educatur MN. Hujusmodi recta MN, quae in geometria sublimiori frequentissime occurrit, normalis

appellari solet, et portio axis PN, inter applicatam et occursum normalis cum axe intercepta, sub-

normalis vocatur. Cum jam triangula Mmn, MNP sint pariter similia, erit

dx:dy= PM:PN ideoque PN^'^-^-

Facile erg:o per difTerentiationem invenitur subnormalis PN, hincque recta per puncta M et N ducta

erit normalis ad curvam in puncto M, quoniam ad tangentem est perpendicularis.

il. Ponamus ad curvam in puncto M duci debere rectam MO, quae cum curva angulum

quemcunque datum OMT constituat. Sit iste angulus TMO= g), et ponatur ang-ulus TMP= (o,

. . . dx du '

ita ut sit sin (o= -7-—=—--5- et cos o) =
V{dx^-\-dy'^) V(dx^-^dy^)'

erit in triangulo PMO angulus PMO= cp— co, atque cos (90— «) : j =p sin (90— ai) : PO, unde flt

PO= r tang (y- «) =
:; '""f

" " ""^' "'
-^ o \-r / 1 H- tang ^ . tang o

... . dx r.^ y(%tangflj — dx) ^,, y{dysinq> — dxcosm)
At est tanff« = —, erg^o P0= \'^ ,\ ^ seu P0= -^—

_, .

-—

«

*-* dy " dy-i-dx tang 93 dy cos (p-i-dxsmf

Hinc sequitur si ang^ulus OMT=(p debeat esse rectus, ob sin^p^l et cos9)= 0, fore PO=PN=^-~*

Sin autem angulus (p debeat essenullus, seu MO in ipsam tang;entem incidere, ob sin^=Oet 00^90=!,

erit P0=— \- =— PTi uti pro tangente invenimus.

12. Hoc modo non solum tangentes et aliae lineae rectae ad curvam utcunque inclinatae duci

possunt, si applicata fuerit functio uniformis ipsius abscissae, sed etiam quotcunque curvae puncta

eidem abscissae puncto P respondeant, ad quodvis punctum duci poterit tangens. Si enim applicata

* y tres habeat valores, puta PM, PM' et — PM" {¥ig. 5), ex aequationis resolutione non solum

singuli cognoscentur, sed etiam cujusqyie difiPerentiale dy. Habebuntur ergo tam pro y quam pro

dy tres valores, qui in formula ^ substituti dabunt subtangentem pro quovis puncto. Vei si sit

dy=pdx, existente p functione rationali ipsarum x et y, formula -> si ponatur y= PM, dabit

subtangentem pro puncto M; sin autem pro y substituatur vel valor PM' vel PM'\ prodibit sub-

tang:ens vel pro puncto M' , vel pro puncto iW.

13. Regulam pro inveniendis tangentibus, si natura curvae exprimatur aequatione inter coordi-

natas orthogonales, aliquot exemplis illustrasse juvabit:

« Hxempluin 1. Sit igitur curva AM (Fig. 6) parahola JppoUoniana, cujus natura iiUer

coordinatas AP = x et PM = y hac aequatione yy= 2ax exprimitur.
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Cum sit yy:=2axy erit differentiando ydy= adx, ideoque —= -, el subtangens

dy a ' "^ "^

Tenet crgo perpetuo subtangens PT ad abscissam JF rationem duplam. Deinde cum sit subnor-

mab*s PN=-^i ob ydy= adxj fiet PN=a; ideoque in parabola subnorraalis perpctuo aequalis est

semissi lateris recti. Cum porro sit resecta AT^ AP= x^ crit AS= ^y; hinc si in puncto S

ad tangentem A/Tducatur normalis 5*^, erit AF=—yy:x= - a; idcoque punctum F est fixum et

incidit in focum parabolae. Quae proprietates^ cum aliunde sint notissimae, Tcritatem regulae non

mediocriter confirmant.

£xeinpluni 3. Sit curva AM parabola aUioris gradiis hac aequatione y'«-^»=— a^Wj"

expressay cujus tangenlem invenire oporteat.

Si acqualio differentietur, prodit (m-i-n)y'""*"""~* dj = na'" o;"""^ da?, unde fit

dy na'"x"—'^ o dy na"*x"—^

Jam ob y'"-*"'= a'" x" erit PT=^^^^^x, et ^T= -xr ideoque abscissa AP ad resectam ATn n *

rationem habet constantem ut n ad m. Tum vero erit substangens PT ad abscissam AP ut m-i-n ad n.

Praeterea cum sit

dy na'"x''—^ . ,. ., ydy na'"^"^^—
rx» ent subnormalis PN=-~'=

dx (m-»-n) j/
'"-+-«—

*

dx (»n-+-n)y'»-+-"—> {m-*-n) xy'

Substituatur hic a"' x"" loco y""*-" fietque PiV=

Kxempluin 3. iS'/? (F'g- 7) curia AMB circulus centro C ra<iw AC=:a descriptus, cujus *

natura inter AP = x et PM = y hac aequatione yy= 2ax— xx exprimitur,

Haec aequatio differentiata dat ydy= adx— ajdo?, unde fit

^ y «* ,..,k<,*„„^«„o DT W 2oa;— asc ar<2a— a;)

dy
= -^ et substangens pt=-^= ^^I:^

a — a: "
^ a— x a— x

Quoniam vero est AB= 2a. erit BP= 2a — x, et ob CP= a — a?, erit PT=^—^— • Deinde' ^ CP

jrri 'iax— xx ax AC. AP
cst resecta AT= x= = —-—

.

a—X a—X CP

n 't. nrri «w; aa AC-
Porro erit CT= 1- a= = -—

.

a— x a— X CP

Denique cum sit ydy= adx— xdx, erit subnormalis ^=a

—

x=CPy unde patet normalem per

centrum C transire. Quanquam hic pro abscissa AP= x applicata y duplicem habet valorem,

alterum PM, alterum — PM\ tamen quia ncque in expressione subtapgentis neque subnormalis in.-

est y, tam utraque tangens MT et M'T axem in eodem puncto Tsecat, quam utraque normalis

MC et M'C per centrum C transibil. Quae quidem sunt notissimae circuli proprietates.

Exemplum 4* iSi' natura curvae AM (Fig. 6) hac aequatione exprimatur yy= X, existente «

X functione quacunque ipsius x, ejus tangentem in quovis puncto M invenire.

Sit dX= Pdx, et aequatio differentiata dabit 2ydy= Pdx, unde fit

— z=.~i et subtangens PT= %-= -^= --.
dy P ° dy P P
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Deinde cum sit ^= -g P, subnormalis erit PN=^Py qui valorcs tam subtangentis quam sub-

normalis pro utroque applicatae valore ±yX valebunt, quod quidem per se est perspicuum, cum

partes curvae ad utramque axis partem sitae sint inter se similes et aequales.

* Exeinplum 5, Positis (Fig. 8) abscissa AP = x et applicata orthogonali =y, sit natura

curvae hac aequatione expressa yy = 2ay-f-2xy — aa-i-xx, ita ut unicuique abscissae AP = x binae

respondeant applicatae PM et — PM'.

Aequatio differentiata dabit

aoii sdii ydy= ady -+- xdy -f- ydx h- xdx

Unde fit *p y—a~x
dy y-+-x

ideoque erit subtangens

yj^^yy-ay-xy ^ay^xy-aa-^xx^
atque resecta ?^- (T = ^^:=^.

Jam ob binos valores ipsius y duo reperiuntur puncta T et T', quorum illud tangenti in M^ hoc

a{PM—a)^

AP-i-PM''
vero tangenti in M^ respondet. Erit nempe, si y= PM^ AT= "—^—~\ sin autem y =— PM\

erit AT' = — —^—^^^« Simili modo ob ^= ^~*~^
? erit subnormalis

AP — PM dx y — a— x

ydy yy-i-yx 2aj/-t-3ya; — aa-^xx

dx y— a — X y — a — x

quae praebebit intervallum PN si ponatur y= PM; sin autem ponatur y=— PM', prodibit inter-

yallum PN' respondens puncto M\

£xeiiipluin 6. Lwenire subtangentem in lineis tertii ordinis hac aequatione contentis

y^ -I- ay^x h- /3yx^ -*- y.x^ -h ^y^ -*- eyx -i- ^xx -t- rjy -\- Ox -t- i= 0,

Aequatione hac differentiata obtinebitur

dy(3yy -h 2ayx -h ^xx -t- 2dy -i- ex -t- rj) -i- dx(ayy -t- 2/3yx -h 3 yxx -t- ey -\- 2 ^x -t- 0) =
unde fit subtangens

., ydx 3j/'

—

'iay^x — Pyxx— 25j/y— eyx— Tjy

dy ayy-i-^jiyx-t-Byxx-i-ty-t-^i^x-t-d

ydx ay^^x -t-^i^yxx-t-Syx^ -t-Syy-t-^fyx-t-^^xx-t-^iTiy-t-SOx-t-St

dy ayy-t-'i'pyx-*-Zyxx-*-f.y-i-%x-t-d

Si hinc abscissa x subtrahatur, remanebit resecta

ydx Syy-t-tyx-t-^xx-t-^iTiy-t-^ifix-t-Si
X

dy ayy-t-^pyx-t-^yxx-t-ty-t-^^x-t-d

Quodsi jam hic pro y ejus varii valores substituantur, prodibunt axis portiones AT pro singulis

curvae punctis abscissae x respondentibus.

l^. Formula ^ non solum quantitatem subtangentis, quae est portio axis inter applicatam

et tangentem intercepta, ostendit, sed etiam ejus positionem demonstrat. Si enim — affirmativum

habeat valorem, punctum T ad eandem partem applicatae PM cadit, in qua reperitur initium abscis-

sarum. Scilicet si abscissae AP a puncto A dextrorsum capiantur, subtangens ^—y si ejus valor

fuerit affirmativus, a puncto P sinistrorsum capi debebit, et contra, si valor ipsius -~ fuerit negativus.
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Subnormalis autem PN=~ si fuerit afYirmatlva, a puncto P dextrorsum capi dcbebit, siquidem

abscissae x ab initio J dextrorsum progrediantur; hocque casu subnormalemi si fuerit negativa,

sinistrorsum sumi oportet.

15. Nullum autem dubium relinquetur, si punctorum T et iV distantiae ab initio abscissarum

j4 computentur, unde in unam axis plagam abscissae afflrmativae, in alteram negativae vergunt.

Ponamus (Fig. 9) tam punctum Tquam iVin regionem abscissarum afQrmativarum incidere, et cum, positis •

^P= x, PM= Y. sit PT=?f et PN= '-^. erit AT=x-'-^ et AN=x^'^>

Quoties ergo expressio " ^"7^ affirmativum tenet valorem, toties intervallum AT 2i puncto A in

regione abscissarum affirmativarum capi debet. Sin autem ^ ^""^
habeat valorem negativum, seu

~"^ ^
affirmativum, intervallum AT in regionem abscissarum negativarum incidet. Simili modo

distantia AN=—t-^> si sit affirmativa, in regione axis affirmativa, sin autem sit ——— negativa

quantitas, in regione axis negativa capienda erit. Cujus discriminis aliquot exempla subjungamus.

Exempluiii 1. Sit (Fig. 7) propositus circulus centro C radio AC=a descriptus, et abscissae *

CP=x a centro sinistrorsum capiantur, ut sit yy= aa — xx, im^enire suhnormalem et suhtangentem.

Cum sit yy= aa— xx, erit ydy=— xdx et j-=*— ::5 unde fit

ydx ^ ^™ ydx xx-+-yy aa^

dy X dy X X

quae expressio cum sit affirmativa, punctum T in parte axis affirmativa sumi debet. Sin autem

abscissa x sumatur negativa, quantitas — pariter fit negativa, ideoque in axe a puncto C dextrorsum

capi debet. Deinde pro normali cum sit ydy •+- xdx= 0, erit quoque ^ ^^—= , unde patet

normalem perpetuo per ipsum punctum C, quod est abscissarum initium simulque centrum circuli,

transire.

Kxempluin 2. Sit (Fig. 10) linea curva ellipsis super axe AB centro C descripta, unde sumtis

coordinatis CP= x et PIVI= y, ejus natura hac aequatione aayy= aacc— ccxx exprimatur.

Erit ergo a semiaxis transversus CA vel CB, et c semiaxis conjugatus. Differentiata aequatione erit

, 1 ^ dx aay
,

ydx aayy
aaydy=-.ccxdx et j^=—— ? atque _=——

,

Unde fit
^^^^_yjx^aayy-^ccxx^a^.^

dy ccx X

cadit ergo intervallum CT in partem axis abscissis affirmativis destinatam. Deinde cum sit

ydy ccx .. ^ -^ ydy-^xdx (aa— cc^x——= 9 erit CiV= = •

i.ii.t : ..-. «wJ aa , dx aa ._ .

Hoc est, si fuerit a>c, intervallum CN erit affirmatiyam, sin autem sit a < c, intervallum CiV

sinistrorsum sumi debet.

£iLemplum 3. Sit (Fig. 11) linea curva hyperbola, cujus natura inter coordinatas orthogonales *

AP=x, PM = y hac aequatione exprimatur: yy= 2xy-\-aa. ^.^^ aiii ;*;,;.;..»
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Hic unicuique abscissae x duae respondent applicatae PM et PM' eritque

PM= x-i-V{aa-*-xx) et — PJi'=aj— l/(aa-f-£ca?),

atque in initio J fit AB = AB'=a.

Ad tangentes jam in punctis M et M' inveniendas differentietur aequatio, prodibitque

dx
ydy = xdy -t- ydx , unde fit ^ ~~—^* ^* subtangens PT=y— x.

Unde si y= PM, erit PT=PM— AP; sin autem y= — PM\ quia punctum T' in regionem

oppositam cadit, erit ^ PT'=— PM'— AP, seu PT'= PM'-t- A P. Cum autem sit

f ji«l e j r= £c dz y(aa H- cco?) , erit subtangens = =t l/(aa -i-cca;),

cujus ambigui valoris prior -i-l/(aa-i-cca;) dat subtangentem PT, alter — y(aa-i-a;a;) subtangentem

•-- PT' y erit ergo PT= PT', Subnormalis porro

et altera subnormalis

y (aa H- ««) y (aa h- ara;)

n 7IT' — aa — lxx ^ mv> aa-^^ixx -.PN = rr, : -h- 2x. seu PN = -t: — 2x.
y{aa-t-xx) ' y{aa-*~xx)

Exprimi quoque potest tam subtangens quam subnormalis per applicatam y. Cum enim sit

a>=«^. erit PT=?5^, ^T= ?^ et PN- '*'

2y , 2j/ y j/y -^ oa

unde pro duplici valore ipsius y gemini quoque valores pro punctis T et N inveniuntur.

« Hxempluni 4. SH curva BM (Fig. 9) logarithmica ad suafh asymtotam AP tanquam axem

relata, cujus positis coordinatis AP= x, PM=y, natura hac aequatione exprimatur x= cl—

Differentiata hac aequatione erit dx=— ^ ideoque ~ = c, unde subtangens logarithmicae

PT= ^-^ ubique ejusdem est quantitatis, quae est bujus curvae proprietas notissima. Hinc cum
ay

subnormalis semper sit tertia proportionalis ad subtangentem et applicatam, erit subnormalis PN=—*^

Ex hoc autem exemplo perspicitur, quomodo curvarum transcendentium tangentes inveniri oporteat.

i6. Vulgo in elementis linea tangens ita defittiri solet, ut omnia puncta praeter unicum, quod

punctum contactus vocatur, extra lineam curvam posita habere dicantur. Haec autem definitio non

nisi in circulo et sectionibus conicis aliisque curvis, quae a lineis rectis in pluribus quam duobus

* punctis secari nequeunt, justam tangentis ideam praebet. Ita si (Fig. 12) curva AMN alicubi cursum

suum inflectat, linea recta TMN eam in puncto M tangere potest, etiam si eadem alibi in N curvam

secet; hocque modo fieri potest, ut eadem linea recta curvam tangat simulque in pluribus punctis

iutersecet. Casus autem iste nostram definitionem non turbat, qua diximus lineam tangentem in uno

puncto cum linea curva ita convenire, ut ibi utraque communem habeat directionem. Seu cum

etiam in minimo curvae elemento directia agnosci debeat, linea tangens nil aliud erit, nisi hoc

elementum utrinque productum.
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17, Alias quoque idea tangcntis ex idea lincarum sccantium derivari solet, ita ut (Fig. 13) linea *

secans TMm in tangentem abire censeatur, cum binae intersectiones M et m in unum punctum conve-

niunt. Haec idea non solum cum ea, quam supra dcdimus, perfecte congruit, sed etiam eandem rcgulam

pro inveuicndis tangcntibus suppeditat. Posila abscissa ^P=a;, sit applicata rcspondens PM= y
functio quaecunque ipsius aj; tum considcrctur rccta TMm per punctum quodpiam axis T ducta

quaecunque, critque posita AT=t aequatio pro recta ista hujusmodi 7= n (e-i-aj), quae oh y
functionem ipsius x^ tot habebit radices, quot fucrint intcrscctioncs hujus rectae cum linea curva.

Si jam ponamus duas intersectiones in unum punctum coalcsccre, aequatio y= n{t-^x) duas

habebit radices aequales; ac proptcrea pcr ea, quae in praeccdente libro de aequalitate duarum radicum

sunt demonstrata, erit aequationcm j-= /i (< -*- £c) diffcrentiando, posita sola quantitate x ejusque

functione y variabili, dy= ndx, unde fit /1=— » Qui valor si loco /i in illa acquatione substi-

, (t -+- x) dy , . r.m ydx , . .

tuatur, erit y=— et {t-^x) = PT=— i quae est eadem expressio, quam supra pro sub-

tangcnte PT invenimus.

i8. Patet ergo ex hoc consensu, si elementum lineae curvae, quod etiamsi sit infinite parvum,

tamen determinata directione non caret, utrinque producatur in directum, lineam rectam hoc modo

oriundam fore tangentem lincae curvae in eo elemento. Quamobrem perpctuo positio lineae tangentis

ex directione elementi curvae, quae per minimum triangulum Mnm (Fig. 6) determinatur, recte

deflnietur. Cum igitur hoc praestiterimus, quando natura curvae per aequationem inter coordinatas

orthogonalcs definitur, superest, ut quoque alios modos naturam curvarum exprimcndi perpcndamus,

et quemadmodum lineae taugentes inveniri queant, ostendamus. Cognita autcm tangente, simul

omnes aliae lineae, quarum positio ab ea pendet, cujusmodi sunt normales in curvam, aliaeque lineae

ad curvam utcunque inclinatae, facillime innotescent.

19. Quoniam hactenus applicatas ad axem norm^lcs assumsimus, faciant nunc applicatae MP
cum axe AP angulum quemcunque constantem APM^ qui sit =^; voceturque abscissa AP= Xy

applicata PM= y. Sumatur jam alia abscissa aliquanto major Ap = x-t- Jxy sitque rcspondens

applicata pm= y-t- Jy. Ducta ergo linea Mn axi parallela, erit Mn= Pp= AXy et mn= Ayy

atque triangulum mixtilineum Mnm abibit in rectilineum, si incremcntum Ax statuatur infinite par-

vum. Fiat igitur Ax=dx et Ay=^dy, atque in triangulo rectilineo Mnm^ ob data Mn=Pp=dXy

mn = dy et angulum Mnm= ^y dabitur positio lateris Mm^ quae producta praebebit tangentcm

curvae MTin puncto My quae si axi in T occurrat, triangula Mnm et TPM erunt similia, unde

oritur mn(dy):Mn(dx) = PM{y):PT, erit ergo intervallum PT=^—^t sicque innotescit punctum
dy

T, per quod si ex M ducatur recta iWT, ea futura sit curvae tangens quaesita, unde patet subtan-

gentem PT ab angulo 'Q non pendere.

20. Definiri hinc quoque possunt diffcrcntialia tam areae quam arcus curvae. Si enim ponatur

area APM=Uy erit area Apm=u-^du, ideoque da=trapezio PpmM, quod cum constet duabus

partibus, parallelogrammo scilicet PpnM et triangulo Mnm, erit area parallelogrammi PpnM=ydxsinQ

et area trianguli Mnm= —dxdysm^; hincque fit elementum areae du= ydxs\uQ-*-—dxdysmQ,

quod est differentiale areae completum. In quo cum terminus posterior prae priori evanescat, erit
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du= ydx s\n ^. Deinde, si arcus curvae j4M ponatur =s, erit Mm=ds; verum ex triangulo

Mnm reperitur

Mm= y{dx^— 2dxdy cos^, ~\- dy'^) , unde erit cl5= y(tla;*— 2dxdy cos^ -v-dy^).

(^uodsi ergo quantitates assignari possent, quarum differentialia sint

ydx s\w^ et Yidx^— 2dxdycost,-^dy^)i

earum altera aream curvae m, altera arcum s esset exhibitura.

21. Ex cognita positione tangentis MT determinari poterit angulus, quem linea utcunque per

punctum M ducta cum linea curva constituit, quaevis enim linea cum curva eundem angulum con-

stituere censetur, atque cum tangente. Hinc ergo vicissim duci poterit recta MO, quae cum curva

in M angulum datum constituat. Sit iste angulus TMO= O, ac ponatur tantisper angulus

TMP= Mmn= cp, erit angulus PM0= 6 — (p, atque ob APM=^, erit AOM=^ — 0-^^.

Hinc ob cognitum in triangulo PMO, praeter omnes angulos, latus PM=yf erit

smAOM:PM=s\nPMO:PO, ideoque Ciet PQ= ,^f^^-^> = ytang(e-y)
^ ^

^ sm {^ — -i~ q>) siD S — cosS tang (6— f)

At est tang g) = tang Mmn= _^.^'"—i» ideoque

'/5>';! ,"'JtC;: .^ . dy langd — dx cos^langd — dxsin^ dy sind— dx sin{i,-i-6)

° ^ -^^ dy— dx cosl-i-dxsin^iangd dy cosO — dx cos{^-t- 6)

Quamobrem reperietur

-j^ y{dysin6 — dx sin{^-t-6))

dy sin {'q — 6)-t-dxsin6

Si ergo linea MO ad curvam debeat esse normalis, ob ^^=90", erit P0= ^ /~ ^^^^^
» unde si° ' ' — dycos^-t-dx

normalis iWiV ad alteram partem applicatae MP cadat, erit

dx— dy cosg

« Exemplum. Sit curva AM (Fig. 10) ellipsis, vel alia sectio conica quaecunque, cujus sit

AB diameter et PM applicata alteri diametro conjugatae parallela. Positis ergo AP= x, PM=y
et angulo APM=^y erit ex natura sectionum conicarum: yy= 2ax— nxx. Hinc fit

, , 1 dy a— nx
ydy= adx— nxdx. seu — = •
•^ "^

' dx y

Quare erit subtangens

PT= '-^= -^, ideoque PT^ '"^"-""^
dy a— nx ^ a— nx

Sit C centrum sectionis conicae, erit AC=—f et AB = —y ex quibus obtinetur

pj,__ x{AB-x)_ AP.BP ^ aa _.^C^.
AC— x CP *

ei O i
n{a — nx) CP'

Deinde si MN fuerit ad curvam normalis, erit

pj^__ y(a— nx— ycosD

y— (o— no;) cos

5

i
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cujus lineae valor erit duplex, prout y significet vel applicatam superiorem PMy vel inferiorem PM'.

Quia autcm infcrior supcrlori est acqualis, pro puncto M' fiet y negativa, eritque ergo pro subnor-

mali puncto M' respoudente

unde in lineis erit , . .

piy_ PM(CP. PM-AP.BPcost) „^, PHf(CP. PIU-t-A P. BP cosS) '

AP.BP-CP.PMcos^ ^ '^
AP.BP-+-CP.PMcon ^^^'''!'

,

22. Sit jam (Fig;. 15) angulus APM, quem applicata PiV cum axe ^P constituit, ut6onque'VMabiliJ, «

seu exprimatur pcr functionem quampiam abscissae AP, cujus cum quoque applicata PM sit functio,

pro assumta qualibet abscissa AP, tam angulus ^PMquam longitudo applicatae PM determinabitur,

sicque punctum curvae iV/ innotescet. Sit ergo abscissa AP= x, angulus APM=:cp et applicata

PM= yf atque si tam g> quam y detur per x, hinc facile aequatio pro curva inter coordinatas

orthogonales eruetur. Nam demissa ex M in axem AP perpendiculari MQ^ ponatur AQ=p et

Q3I=q^ eritque q= ys\a(p et p = x— jcos^o, unde aequatio iuter p et q elicietur,

qua inventa positio tangentis MT sine difficultate definietur. Cum enim sit QT=^-^, ob q=y smq)^

dp = dx— dycoscp-^ydcpsmq) et dq= dy sm(p-\-yd(pcos (p^ erit

^rp J/sinf (dx— dy COS7) -t-ydcp ivatp)
k,'i.mi^ i.

dy 9\n<p -\~yd<pcosq>

Addatur PQ=ycos(p prodibitque intervallum .; >iUi«j < inm v*\m liiiu-jfiilii»

PT= y^^^^^^f-^y^^p)
,

^wM .r.L-

dy iincp-i-ydfcosip

: iir.iiJ }»5)fwd r/ne> tifi'

23. Definiamus autem sine subsidio hujus reductiouis positionem tangentis MT, ex sola con-

sideratione diffcrentialium. In hunc finem concipiatur applicata proxima p//i, ita ut sit

Pp= dXf ang. Apm = (p-^dq) et pm= y-\-dy.

Producantur hae ambae applicatae, donec sibi occurrant in F, et cum in triangulo PFp sit Pp= dXy

anguli VPp = (pj VpB= (p-i-d(py et propt«rea angulus V=d(p, fiet

s'md(p:dx= sin((p-t-d(p):PV=smq):pV. ''
•
^''

'

Quare ob sm d<p= d(py sin {(p -t- d^) = sin^o -i-dg) coscpy eo quod cos d<p= i , erit ^ >ic onoq i8

n— dxsing>-t-dxdq>coaca , ^r dxsincp i

=

PV= ^—;

—

——- et pV= ^ '

d<p * dq)

Ducta jam Mn axi AP parallela erit PV:pV=PM:pny hincque

ydxsinq) ysinq) ydap cosq>,
pn=—• = = y— 5' dX sinq) -*-dxdf cosq) sia q> -t- d<p cosq) '' sinq>

deinde ob PV:dx= VM:Mn erit M/i= dfa; -i- ^-^» Est vero pm=y-\-dyy ideoqu^ erit -"'1*

mn= dy-*

yd^

9

ydq>cosq>

s\nq)

Jam triangula Mmn et TMP sunt inter se similia, quia discrimen inter triangula TMP et Tmp

est infinite parvum, seu nullum; hincque erit
»/
^

L. Enleri Op. posUuuna. T. I. f|.Q
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mn : Mn =PM: PT
, ydf cosq)-. yd<p

^ y (dx sintp -t-yd(p)

•^ smtp sin 90 dy sia^-i-yd<p cosf

quae congruit cum expressione ante inventa.

2k, Ex hoc ratiocinio intelligitur quantitates intinite parvas prae finitis non semper abjici

licere; quanquam enim inveneramus Pr= — (sin^H-d^rjcos^), tamen in altero factore s\Ti(p-\-dcpcoscp

posterius membrum prae priori perperam negligeretur. Negligi quidem sine errore posset, si lineae

PV quantitas absoluta quaereretur. At cum differentia inter eam et lineam pV in computum sit

ducenda, ob pV= ' ^
> si idem valor pro PFquoque assumeretur, differentia prodiret nulla,

neque propterea cum differentiali Pp comparari posset. Hinc ergo simul perspicitur, quibus casibus

differentialia prae finitis quantitatibus rejicere liceat; lioc scilicet fieri potest, si valor absolutus

quantitatis cujuspiam finitae investigatur. Verum si quantitas ejusmodi sitdefinienda, cujus deinde

discrimen ab alia finita sibi aequali considerari debeat, isthac rejectione uti non licebit. Non magis

, ,. ^n . . . . dxsinq) . dxsinm dxdip coscp

enim pro valore hneae VP accipi potest —-— > cum sit revera — 1 > quam pro

y4p= x-*-dx valor x. Quoniam enim comparatio intcr infinite parva est instituenda, etsi ea revera

sint nulla, tamen suis debitis expressionibus designari debent, ut comparatio institui possit. Contra

vero in determinando valore lineolae Mn pro PV recte adhibitus est valor —-

—

-t quia nusquam

differentia inter eam et aham sibi aequalem in computum ingreditur.

25. Cum in triangulo Mnm s\t Mn= dx-k-^r^ et mn= dy-\- ^
ycosy

^itque an^. Mnm= (pf

erit area hujus trianguli

1 ,, . (dx sia m -*- yd«>) (dysin<p-t-yd(p cosw)= — Mn . mn smcp = - — ^

'

—-—^-^—-,

quae quia est differentialis secundi ordinis, prae differentialibus primi ordinis evanescit. Quare si

hujus curvae area JlPM ponatur = u, erit

,: V-.
-- i

du= trapezio PMnp = -^ {Pp h- Mn) MQ,

unde erit .\i\:^^i,du=ydxs\n^-i--^yydg).

Si porro arcus curvae JM dicatur =Sj erit ds = Mmy cujus valor ex triangulo Mnm reperitur

= y(Mn'^— 2Mn.mn.coscp-v-mn'^) =y{dx^— 2dxdy cosg) -^ dy^^-^^ydxdcp s\n cp ~t- y^ dcp^) = d$.

Definiamus nunc quoque normalem MN in curvam, quae ex coordinatis superioribus AQ= p,

QM=q, ita est assignata ut sit

/^ j|T 9^i y sinf (dysinf-t-yd<p C09<p)

^ dp dx— dycoi^-i-ydq)uaq>

qui valor a P(2= jcosgosubtractus relinquit:

pN-— y(dxcosf — dy)

dx— dy CQsq>-*-ydfsin<p

26. Denique notari meretur pro quavis abscissa punctum V, ex quo applicatae divergunt; erit autem

_, „ dxsin<p
'

-._- dxsia<ppy— —r et recta MV=y-i——j—^*

Oi
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Ad hoc punctum alio modo determinandum dcmiltatur ex eo in axem perpendiculum FXy eritque ob

py^^SpL et VPX= q>, TA^^lf^ et px=:^S'}^l^, unde fit AX= x-^^"""''''''.
a<p ' aq> atp dtp

Gogoito autem puncto hoc T, subtang^ens PT ita definietur, ut sit PT= ^'^ ' ^
Hinc

dytinq)-*-yd(pco»q)

apparet, si fuerit a5= aH--?^, ob dx= r^> fore FX=— 6 et AX= a, ita ut hoc casu
* *

81093 im^ f
'

omnes applicatae se mutuo constanter in eodem puncto f^decussent. Quod idem quoque hinc intel-

ligitur, si ob punctum V constans ponatur AX=a et VX=— 6, erit enim PV= ^— et

rA = r— ; ideoque AP = x= a-i—-.— > uti ante assumseramus.
S1097 ^ 81099

27. Cum relatio inter abscissam AP= x et angulum APM=^ data ponatur, ex ea cognos-

cetur pro quavis abscissa AP=x (Fig. 16) punctum T, quia est PV= ^""^
hincque tangentis TiVpositio #

ita simplicius exprimitur, ut sit PT=-—; '-^-^ Ponamus nuuc applicatam PM=y nerpetuo* * dy s\a(p-^yd(p cosf ^*^ ./ i r

esse constantis magnitudihis, ex qua hypothesi conchois vulgaris resultat, si punctum V statuatur

fixum. Quamvis autem hoc punctum V utcunque sit variabile, dummodo sit PM=y= c, tamen

tangens expedite determinatur; nam ob dy=Oj erit PT= Ducatur ergo ad MV normalis MS,

M.V
et per V AxiAP parallela VS, illi MS occurrens in S, erit VS= » quare si ex S rectae VM paral-

lela agatur ST, fiet PT=— > atque recta MT curvam in puncto M tanget. Hinc si punctum V

praeterea statuatur fixum, tangens conchoidis facillime invenitur.

28. Si natura curvae exprimatur aequatione inter rectam CM (Fig. 1 7) ex puncto quodam fixo C «

ad curvam ductam, et angulum ACM, quem ista recta CM cum recta data CA pro axe assumta

constituit, hic casus quidem in praecedente continebitur; verum quia saepissime natura curvarum hoc

modo exhiberi solet, methodum ducendi tangentes hic seorsim trademus. Sit igitur recta CM= y

et angulus ACM= cp; concipiatur ducta proxima Cm, erit Cm= y-*- dy et ACm= g)-*- d^,

ideoque angulus MCm= dcp, Centro C radio CM describatur arculus Mn, qui cum sit infinite

parvus, pro lineola recta haberi poterit, quae simul in Cm erit perpendicularis. Erit ergo mn= dy,

et cum sit ~z=d(p, erit Mn=yd(p, atque triangulum Mnm erit rectilineum simulque ad n rectan-

gulum, cujus hypotenusa Mm producta dabit positionem tangentis MT.

29. Demittatur nunc ex C in tangentem MT perpendiculum CP, et si triangula CmP, Mmn
ioter se comparentur, ea similia deprehendcntur, propterea quod ambo sunt rectangula et augulum

ad m communem habent. Quia vero triangulum CMP a triangulo CmP infinite parum tantum, hoc

est nihil differt, triangulum quoque CMP simile erit triangulo Mnm. Cum igitur in triangulo Mmn

sit Mm= yidy'^-^y'^d(p'^), erit Mm: CM= Mn : CP= mn: MP ideoque

r»p yy^9 . «^p y^y

Si ergo super CM tanquam diametro describatur semicirculus, io eoque ex M corda applicetur

jup y^y

dabit ea taogentem curvae in puocto M,
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30. Alio aatem modo facilius punctum T in axe inveniri potest, per quod tang;ens MTtranseat.

In hunc finem ducatur per M recta Mt axi parallela, atque ob angulum CMt = cpj et Mtm= cp-\-dfft

in triangulo CMt erit

sin Mtm :CM= s[nMCt: Mt z=sinCMt: Ct

i;?»«D aod itt «H. .81 ~-c:'i ydm . usinffl

sincp -*- dw cos cp : y= dcp :- ~ = sin <» :— -/-

.

T T^ T >' T anq)-t- dq) cosf ' sin f -t- dg>coBip
_lfil#'j^! rtflr'.

Erit erg-o Mt= ^—^ .= -r-^ ;
quia enim differentia lineolae Mt ab alia sibi aequali nusquam

°, sm (p -t-dtp C08 (p sinf ^
' '

in computum venit, in denominatore terminum (Z9PCOS9P prae sin^? tutorejicimus. At cum Ct subtrahere

debeamus ab Cm, et differentia haec ipsa sit infinite parva, praecedentem omissionem facere non

I. . ^ ysintp ydcpcosm j-\

licet, eritque Ct= - = y . Quare cum sit
' ^ sin <p -t- dtp cos (p

*^
sin^) ,

Cm= Y-t- dy, Qet mt= dy-i-^~~^-
'' J ^ •'

sin 9)

Nunc ig^itur triangula mtM et MCT similia dabunt mt: Mt= MC :CT, unde obtinetur

'f, pj, yyd<p
. \r':h;'^

dys\nq)-t-ydfCOS(p
f.

* 31. Exprimatur nunc (Fig. 18) natura curvae ^iW aequatione inter rectam CM, ex puncto quodam fixo

C ad curvam ductara, et portionem rectae AP positione datae, quae a recta illa CM abscinditur.

Consideratur scilicet haec recta AP instar axis, in quo punctum A, ubi recta CA ad axem est

normalis, pro initio assumatur, voceturque AP= x et CM= y. Ducatur recta Cm ipsi CjW proxima,

eritque Ap = x-i-dx, ideoque Pp = dx et Cm=y-\-dy. Jam ex triangulo CAP rectangulo,

posito CA = a, erit CP= y{aa-^xx), et ex natura differentialium

„ // X xdx
.. Cp = y{aa-^xx)-^y-^^^-^^.

Hinc ducta Mn axi parallela, ob triangula CPp et CMn similia, erit CP : CM= Pp : Mn= Cp : Cw,

, n Tnr y<i^ . ^ yxdx
unde tit . Mn=-7-. r et Cn= y-^-
,5. y{aa-t-xx) *' aa-t-xx

Haiic ob rem erit mn= dy Cum nunc ducta tangente MT triangulum omT ideoque

et PMT simile sit triangulo nmM, erit mn: Mn= PM: PT, ideoque

(y — V{aa -+- xx)) ydx. j^.w..»,, .,......',,,.-
PT:

,, ^ yxdx
dyV(aa-*-xx)

V(aa-i-xx)

^ ' ' 32. Ponatur PM=z, dataque sit aequatio inter x et 2, unde aeque ac in casu praecedente,

curVa cognoscetur et construetur. Erit ergo j= z -t- y{aa -^xx) et dy= dz-i- -r-. r» qui-

, 1 .1 1 ... . 1 .. 1 .. nm zdx(z-i-V{aa-i- xx)) ^.
Dus valoribus substitutis obtmebitur PT=^—r, ——-

—

t~ r- bi statuatur z constans
dzy{aa -t- xx) — zxdx: V{aa-i- xx)

sive affirmativa, sive negativa, curva erit conchois vel exterior, vel interior; hocque casu si ponatur

, , /\ r» . r»rrt c (c -t-V(aa-h- xx)) —cV(aa-*-xx) — aa— xx .. nm CM.CP
z = c ob dz = 0, liet PT=-^ V f= ^ '-

, seu erit jPT= ——

,

— cx:y{aa-t-xx) x AP
ita ut sit AP : CP= CM: — PT, unde pro tangente conchoidis invenienda eadem oritur constructio,

quam jam ante dedimus.

33. Referatur nunc (Fig. i9) proposita curva EM ita ad duo puncta fixa A et B ceu polos, ut inde

ad quodvis curvae punctum M ductis rectis AM et BM relatio inter istas rectas exprimatur aequatione
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quacunque. Sit igitur AM—Xj BM^y^ et concipialur punctum m ipsi M proximum, ad quod

ductis rectis Am et Bm erit Am= x-^dx et Bm= y-*-dy. Tum centris A et B descriptis

arculis il/a, A/6, qui cum sint infinite parvi, pro lincolis reclis in Am et Bm normalibus haberi

poterunt, erit ma = dx et mb= dy; sicque super communi hypotenusa Mm duo habebuntur

triangula rectangula Mam et Mbm. Jam ex quovis tangentis puncto T demitlantur in AM et BM
perpendicula TP et TQ, quae cum quoque in Am et Bm futura sint normalia, erunt triangula

Tpm seu TPM et Mam, itemque triangula Tqm seu TQM et Mbm inter se simiiia, ideoque

Mm : MT= ma : MP= mb : MQ, unde erit MP : MQ= ma : mb= dx: dy. Cum igitur ex aequa-

tione inter x et y detur ratio dx:dyj in eadem ratione capiantur intervalia MP et MQ\ quo

facto, ex punctis P et Q diA AM et BM normaliter ducantur PT et QT, sese in puncto T in-

tersecantes, eritque recta MT curvae tangens in puncto M.

Zk. Quantitas autem clementi curvae Mm sequenti modo determinabitur: Sit angulus AMB
seu AmB=<pj qui ex distantia punctorum AB dabitur; si enim ponatur haec distantia

Ab = a, ent cos99= •

Tum juncta «6 ob angulum amb= (p, erit ab= y{dx'^~\-dy'^ — 2dxdycos(p). Describatur

nunc(Fig. 20) super diametro M/?i semicirculus, erunt puncta a et6 in ejus peripheria, et in cordam abe\ *

centro c demittatur perpendiculum cd, erit ang. acd= amb = (p, ideoque — ==——= siny; hinc

erit Mm = ~^' Quare habebitur elementum curvae (Fie-. 19) Mm= ^ ^ '^ ^ ~' ^ ycQsy)
^ ^

sin 93 ,
^ \ o y sin 99

35. Invento elemento Mm= '^^'^"'^^'"-^^ "'"'''
^\ reperietur Ma^"^'''^-^' et Mb= ^^^^^^^,

sin rp r sin 9) sin <p

qui iidem valores geometrice quoque inveniuntur, si ex a in ^&m, item ex b in Am demittantur

perpendicula puta aa et 6/?, quae quidem in figura non sunt expressa. Erit autem
^^^ , t

ma=^dxcQS(p et ba=idxco^(p— dy atque — = sin 9P, =:; V* ?.o->

similique modo ex\t m^= dy zqs (p et a^ = dx— dyco%(p atque ^= singp. Jam ob triangula

MPT et maM similia, si MP pro lubitu capiatur, atque e\ P 2i^ AM normalis usque ad tangen-

tem ^/Tducatur, erit ma\Ma= MP:PT, ideoque PT=MP .^^^^^^^- Hinc ergo angulus

AMT cognoscitur, quippe cujus tangens= ^^"^^" ^
. similique modo anguli BMT tangens erit

dx — dy cos q>

^ ^.^
Bisecetur angulus A31B recta MC, et cum sit angulus AMC=-q), erit

Ut,gCMT^ f'-y^":'\^, seu t3agCMT.U,ngJMC= p-'"'
(dx-t-dy) sin

^ ^
o o ^3.. -dy

Quiaveroest cosy = ""-*-/^-""
, erit ^^ ^y(-^y-^-)(x^y—)

^^
'txy sin i

93 (a — x -*-y) (a-^x— y)
^

tang CA/T= ?^^^ ^(x^y-^anx-^y-a)
^ dx-i-dy {a — x-t-y) {a-t-x — y)

Exemplum 1. Sit iwaj -+-/13^= 6, erit curva, si wi = =t /i, sectio conica circa focos A et B
descripta; in genere ergo cum sit mdx-*-ndy = 0, Qet dx: dy= n: — m. Quare sumtis in

rectis AMy BM portionibus MP :MQ= n: — w, concursus normalium PT, QT in puncto Tdabit
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tangentem. Quod si autem angulus AMB ponatur =y, erit

tans: AMTt=i r et tang ^iWT= -.°
, , nsmf " m sin 9

Ducta vero recta MC ane-ulum AMB bisecante, erit tane: CMT^-, f-^; unde patet si m— n.° °
(n — wi) 9in i 9

^

quod fit in ellipsi, angulum CMT esse rectum; sin autcm »i= — n, quod fit in hyperbola, ipsa

tangens MT angulum AMB bisecabit, uti ex eleraentis constat.

'''!
' Exeiiiplum 3. Sit mxx-i~nyy = bb, erit mxdx-*-nydy=0, ideoque dx:dy = ny: — mx,

unde si capiatur MP : MQ= n . BM: — m.AM, concursus perpendiculorum in T determinabit

positionem tangenlis MT. Posito autem angulo AMB= (p, qui ex aequatione cos y= ^ '^^
~—

Zxy
J -nrrrt fl tJ COS Cp -t- mX , , ti HM rrt — nj/— «10! COS 03 ,-.. . J mrm ^

datur, erit tang^i)/T= -^^^

—

-. et tangfiMT= ^-—

r

-• Dicatur ang^MT= ^, ut
' ° ny sinf ° tnx sin <p

o '

^ nw cos ffl-Hmaj . 1 « > 1* ^ •. a^-t-x^—y^ ^ ...
sit tang<9= -^ -. > et angulus BAM= p, ut sit cos/)= > atque concipiatur recta

CM ad tangentem MT normalis, erit angulus ^i»/C=90*— <9 et BCM=90^-^ 6-i-p. Hinc

erit sin BCM: AM= smAMC: AC, seu AC= —-—
:
=

-.
-• At est sin cp : sin p= a :r,

cos(e—p) cos|» -f-smp tangO ^ ^ •'

'

., . j/sinffl
I r>i • i. >n nwcosffl-f-ma; ma; xx-i-yy — aa ..

ideoque sm p = -—^» unde iit sin p tang = -^—
^

= 1 ^ ; hmcque porro

cos » -+- sm p tans- C'

=

1 = Lx quibus etticitur AC= —— et Bt= • runc-
* ^ '^ na a na ' m-i-n m-t-n

tum ergo C in recta AB erit fixum, ex quo cum omnes rectae ad curvam ductae in eam simul

sint normales, manifestum est hanc curvam esse circulum centro C descriptum; quod idem ex

elem,entis facile demonstratur. Radius ergo hujus circuli erit recta CM, cujus longitudo reperitur

ex analogia hac:

'' smAMC:AC=smp:MC, unde fit MC= ,

""^'"p ^ *^y''y
* (m -I- n) cos 6 {m-t~n) cos 6

Est vero
nysintp ny sin ^ ny sing>

COS a = ,, ., o Y~t a ^» Seu COS U= -7-,—;

;;

-,
;;

—

r= vZ; HT ;>
y{m'-x'--\-n''y'--^rtmnxycos(p) y (m (m n- n) a;a;-i-n (m n- n) j/y— mnaa) y\},m-^n)hb—mnaa^

'
; ; i. j. ^-. )/{{m-\-n)h}>— mnad)

ere-o ent radius CM= —^ —-•
o m-h-n

Denique cum sit dx :dy= ny :— mx, erit elementum curvae I

' ' ' '
^
daj/^n^^y^-i- wi2jr*_i_ 2mnarj/ COS95) dxV{{m-*-n)bb— mnaa)

i
ny sin q> ny sm 99

y(2 (m H- n) fcfca?aj— 2n (m— n) a aa;a;— (66— nao)*— (m -*- n)2a;*)
est vero ysm^=-^ ^^

^^
^ —

^

—-•

36. Referatur nunc quidem, ut ante, curva ad duos polos fixos A et ^,. quorum distantia sit

AB= a; verum detur relatio inter angulos BAM= p et ABM= q. Hinc angulus AMB, quem

ante vocavimus ^, nunc erit = 180"^

—

p— g, ita ut sit

sin ^= sio {p -+- q) et cos 9?=— cos (p -*- 9).

Ex triangulo ergo AMB erit

o sin 9 t. nnjt " ''° ^AM=x= .7""
,

et BM=y=
sin (p -t- j)

"^ »io (j> -H ff)

Hinc erit
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dx dq sin p — dp tin q co» (p -t- q) dy dpilnq — dqaiap eot^p-^q)

a tin^ (p-*-q) a sia^ (p-t-q)

qui valorcs in formulis supra inventis substituti dabunt

tan^ JMT= - —f^ , ^ , tang i?MT= - 77-^.—7^ {dp-*- dq)col(p-t-q) —dqcolq ° dp cotp — (dp-t-dq) col(p -*-q)

Quodsi autem tangens MT eousque producalur, donec cum ^B producta concurrat, atque angulus

iste ponatur = t, reperietur

dq iin^ p -t- dp sin^ q
tane- t= , .

—-^.—-—

•

" dq sin p cos p — dp sin q cos q

Ex hoc angulo t vicissim relatio iuter incrementa angulorum p et q cognoscetur, erit enim

dpidq = sinp sin (t— p) : sin q sin (t -+- q).

At elementum curvae, si in superiori expressione loco dx et dy valores hic inventi substituantur,

reperietur j^^^ aV^dpisio^q-t-dq^ain^p-^idpdqsiapfiinqcos^p-i-q))
"

sin* (p-t-q)

Sin autem angulus AMB recta MC bisecetur, erit

X r^MMrri dqsiap — dpsinq . 1 / x
tang CMT= J* . / . cot -^(p-t-q)." dq8iap-*-dp sinq z ^* ^'

Exemplum. Sit summa angulorum p et q perpetuo eadem, puta p-t-q=0, seu q=0—p,

erit
^

tang^MT=^^j-^= tang9;

ideoque ang .^^T=ang . ^^M et ang. ^=/) — g, quae cum sit proprietas circuli, manifestum

est curvam esse circulum per puncta ambo J et B transeuntem, quippe quae circuli proprietas ex

elementis constat.

Caput m.
De tangentibus linearum curvarum, quae per alias lineas curvas utcunque determinantur.

1. Curvas, quarum tangentes in capite praccedente invenire docuimus, vel per coordinatas,

sive orthogonales sive obliquangulas, vel per alias lincas rectas, utcunque ductas determinalas assum-

simus, ita ut in determinationem illarum curvaruro solae lineae rectae exclusis curvis ingrederentur.

Cum autem saepenumero constructio linearum curvarum jam alias lineas curvas requirat, in hoc

capite methodum trademus earum quoque lincarum curvarum tangenlcs invenicndi, quarum natura

per alias lineas curvas dctcrminatur: quod cum innumcrabilibus modis fieri possit, hic tantum prae-

cipuos commemorabimus, quibus tam plerarumquc linearum adhuc tractatarum proprietates contine^

antur, quam simul via aperiatur ad alias quasvis dctcrminationum rationes enodandas.

2. Sit igitur (Fig. 21) data curva quaccunque JL ad axcm JP applicatis LP sive normalibus sive

ad datum angulum inclinatis relata. Ex hac autcm curva ita gcneretur alia j4M, ut ejus applicatae PM
ad illius curvae applicatas PL datam tcneant rationcm, siquidcm ad eandem abscissam j4P referantur.

Si jam ponamus curvae datae JL taugentes LT in quovis puncto L esse cogoitas, hiac positionem
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tang-entium alterius curvae genitae ^M investigemus. Ponamus igitur abscissam AP= x^ quae

utrique curvae est communis, applicatam curvae datae PL=Ut ejus subtangentem PT=t, erit,

sive applicatae sint normales sive ad datum angulum inclinatae, «= —— • Pro curva autem g^enita

yiM vocetur applicata PM==y; et quia ratio PM.PL est constans, sit ea =n:\ eritque y= nUy

unde, quicunque valor numero n tribuatur, ex curva data AL altera curva genita AM facile

construitur.

3. Cum igitur sit y= nUy erit dy = ndu, ideoque elementa applicatarum mn et Ik inter

se eandem tenent rationem, quam ipsae applicatae. Subtangens itaque curvae genitae AM^ quae est

= ^-^> ob y= nu et dy= ndu, abit in —— =«, unde patet utramque curvam AL et AM com-

munem habere subtangentem PT, pro eadem abscissa AP, atque tangentes in L et M axi in

eodem puncto T occurrere. Cum igitur curvae AM subtangens PT=-— non a ratione n:l

pendeat, si ex curva AL infinitae hujusmodi curvae AM concipiantur genitae, omnes pro eadem

abscissa AP eandem habebunt subtangentem. Si curva AL fuerit semicirculus, curvae hoc modo

genitae erunt semi-eliipses super eodem axe descriptae, quae igitur omnes eandem habebunt subtan-

gentem, uti constat.

k. Gurvae autem datae erit subnormalis PK= —> curvae genitae autem subnormalis erit

pjy^yjy, c„m igitur sit y= nu, erit p;v= ^-'*, seu erit PN : PK= nn: i = PM"" : PL^ ;dx " dx

subnormales ergo multo magis sunt inaequales quam applicatae PM et PL. Porro cum areae APL
elementum sit =udx, et areae APM elementum =ydx= nudx, haec elementa arearum eandem

inter se rationem tenent, quam ipsae applicatae, quae quia est constans, areae quoque ipsae eandem

inter se rationem habebunt, eritque area APM: aream APL= n: i. Quare si curvae datae area

APL assignari poterit, curvae quoque genitae APM area habebitur. Hinc si area circuli exhiberi

posset, omniumque quoque ellipsium areae forent cognitae: Secus vero est comparata ratio arcuum

AL et AM, illius enim si applicatae sint orthogonales, elementum est Ll= y(dx^-^du^), hujus

vero Min = y(dx^-t-dy^)=y(dx^-i-nndu'^), cujus ad illud ratio non est constans, neque ideo

ex rectificatione curvae AL rectificatio curvae AM cognoscitur.

,i;'.]i'5. Ex his jam facile perspicitur, quemadmodum curvae genitae AM tangens MT inveniri

debeat, si applicata PM= y rationem quamcunque variabilem ad applicatam PL= u habeat, seu si

y fuerit functio quaecunque non solum ipsius u, sed etiam ipsarum x et u conjunctim. Sit enim

differcntiali sumto dy= Pdx -t- Qdu, erit curvae genitae AM subtangens = —— ^
> et subnor-

,. y(Pdx~t- Qdu) *^ . • >r • udx ..71 ^
mahs =-^^

—

At si curvae datae AL ponatur subtangens —-= <, ut sit dx :du= t:u,

per quantitates finitas reperietur curvae genitae AM subtangens AT= - ^i et subnormalis

iPN=Py-i--~* Ex quibus formulis saepe concinnae constructiones elici possunt: ita si fuerit M

yy^aa-^uu, ideoque ;ydj= arftt et 1^=^, curva data AL et genita AM communem

habebuut subnormalem, 9 oe«i» d oJoiuiq &iyo»p fli Ttl eaJo©:; 96l6b^9n/io^ Aumv^nu'. iaB(,
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i -i i!6i Neque etiam inventio tangentis fit difficilior, si (Fig. 22) ipse arcus JL curvae dalae in expres-

sionem applicatae PM ingrediatur. Ponamus curvam j4M cx curva data /^L ita formari, ut perpetuo sit

applicata PMtx PL-^ arcu ^L. Sic autcm curva ^M crit cyclois, si pro curva data AL acci-

piatur circulus centrum in axe AP habens. Sit vero curva AL quaccunquc, ac ponatur abscissa ejils

AP= x, applicata PL = u et arcus AL = s, erit ejus elementum ds^y^dx^-^-du'^)^ siquidem

applicatae statuantur ad axem AP perpendiculares. Atque si hujus curvae normalis ducatur LJf

erit PJ= ~ et LJ=—^—- '-=:—.
ax . acp . ax

Ex A erigatur ad axem normalis AQ^ ducaturque LQ = AP= Xyerit AQ= Uj cui tangens LR
xdu X ds

occurrat in H, erit ob simiiitudinem triangulorum LPJ et LQR, QR= ~~ et LR= ^—i unde .

relatio diffcrentialium dcc, du et ds per lineas finitas LP, PJy LJ seu LQ, QR, LR exprimetur.

7. Cum jam ponamus esse PM= PL-*- AL = u-t-Sj quoniam et curvae genitae abscissa

cst AP= x, ponatur ejus applicata PM= y, eritque y= u-+-s et dy= du-+-ds. Ducta itaque

tang-ente MT, erit subtang-ens PT=~ = ^^ ^/
- Cum autem differentialibus dx, du, ds sint

PM LO
proportionales rectae LQ, QR, LR', erxi PT= '

• Jungatur ergo ipsi QR in directum

RS=LR, ut sit QS= QR-t-LR, erit PT= ^^''^^
y seu QS:LQ= PM:PT, unde palet

Iriangula SQL et MPT esse similia, ideoque tangentem MT rectae LS parallelam. Si curva AL
sit circulus, erit RA= tR, ac recta X»S^ fifel corda L^, cui igittir tangens cycloidis MT erit

parallela, uti constat. * '
'^anm i; .Jidr, monii.nJlIimia ni B^JiniDB oup ,u= m

' ^l^^tnventa pdsitio%e^ tSngentis MT spontfe se '<6ficrt positio normalis'*A/iV; ihterim tamen imme-»
*

diate satis succincte exhiberi potest. Cum enim sit subnormalis =-r-> erit
» '

*^
T . \ dx

nmMHT dv du-t-ds
tang PMN=- = -—

^ dx dx

Differentialibus autem dx, du, ds proportionales sunt rectae LP, PJ, LJ, quibus loco differentialium

substitutis erit tang PiWiV= -—-— • ^

Sjuunatur ergo iii^a^e^Jir= L4rwt.#*^^,^j,^ LK, eritque
^^,„^.^^^,^5 ^y,^^^^

PK
•V r > ! hc n ) iiJoiiii tangPitfiV==^= tangPL/iC..;) aiu:) HVr. E«9<|nr.l fonup ,'\\l':s

Prodit ergo angulus PMN=an^ . PLK, ideoque normalis MiV parallela est i^ectae Li?". Quodsi ergo

curva AL fuerit circulus, erit J ejus oeutrum, LJ radius, ideoque K altera diametri extremitas, ad

quam si ducatur corda X:K,\ «rit .«i constanter parallela recta ^iV, quae ad cycloidis punctum M
ducitur normalis. ih 'iuJi:^i

9. Ponamus jam (Fig. 23) ex curva data am formari aliam AM ita, ut etiam abscissae varientur. «
udt

Sit in curva proposita am abscissa ap= t, applicata /)/w=m, ideoque subtangens /><=— et subnor-

malis pn= ^—i siquidem coordinatae « et u fuerint normales. In curva autem formata AM vo-

centur coordinatae AP= x, PM= y, |inde iit subtangens PT=^ et subnormalis PN=^'
L. Eoleri Op. postbuma. T. I. 4*7
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Ponamus ig^itur primo curvam JM ex data am ita formari, ut tam abscissae quam applicatae eandem

perpetuo teneant rationem: sit scilicet x= nt et y= nu, qua proprietate continetur natura simili-

tudinis, ita ut curva ^M similis futura sit curvae a/n punctaque M et m hooiologa. Gum igitur

sU^quoque dx^n^t e% dy= nd^u^ erit > otot !;r^ . ru /r> ni mj;t.r ?,ij!r

* ^^ PT=—— el P]V= -—— , seu PT= n.pt et PN=n.pn,

quemadmodum natura similitudinis postulat. ^
'. n

iO. Sin autem utraque quidem ratio APiap et PMipm fuerit constans, sed non eadem,

scilicel £c= m^ 6t y === /ia, curvae non erunt similes, sed tamen arcta quadam afOnitate ita cori-

jungunlur, ut eas affincs appellari conveniat. In his igitur curvis cum sit dx= mdt et dy— ndu,

habebitur ~~= ~— et ~ =—-— Ent itaque PT=m.pt, seu PT:pt= AP'.ap, ita ut
(Xy (lt€ GLCu TttCLt

subtangentes ipsam rationem abscissarum teneant. Verum oh PN=— pn, erit

abpeti fcJoiiO
, ap pn ap pn

i..-,- . ,
PN:pn= PMKap:pm\AP seu ^^i^^ —! •

Porro cum elementum areae JP3I slt ydx= mnudt, erit ipsa area APM ad aream apm ut mn

ad 1, hoc est ut AP .PM ad ap.pm. Elementum autem ipsius arcus AM, quod est

JaJBq yhiia ^T *\ ; \f\

,. - hr,-" '
. V(dx^-*-dy'-) = V(m''dt^-i-n''du'')

A\x i;v'iyp,ic .mr,l9iif,ir ' "^ j j
r ^ /

pon tenet constantem rationem ad elementum arcus am, quod est ==y(df^-*- dfa^), praeter casum

m= n, quo affinitas in similitudinem abit. Hoc autem casu manifestum est esse AM:am = AP:ap.

11, Contemplemur nunc (Fig. 24^) applicatas CM ex puncto quodam fixo C exeuntes, sitque data

quaecunque curva BL, cujus taogentes QL cuique applicatae CL respondentes constent. Tum ex hac

curva formetur alia AM hac lege, ut intervallum LM in recta CL producta sumtum semper aequale

capiatur rectae cuidam datae, eritque curva AM ex conchoidum genere, quia, si curva data BL

sumatur recla, hoQ modo prodit conchois vulgaris. Quo igitur curvae AM hac ratione ex curva

data BL formatae tangens MP definiatur, ponatur in curva data CL=y et angulus CLQ = 0, ita

ut demisso ex C in tangentem LQ perpendiculo CQ, slt CQ=ysmO et LQ =ycosO. Deinde

ponatur intervallum coristans LM= a, ut sit curvae quaesitae applicata CM=a-+-y; angulus vcro

CMP, quem tangens MP cum C/l/ constituit, vocetur^^p, ita ut ducta CP ad tangentem MP

bfi ,?.I2. ConcljiiatUT^jam ducta applicaia pfoxhn'a C^m, ^entroqneTdescribantur arculi LX et M/u

'|)ro' rectis habendi; ob lm= LM= a et k/u = LM= a, erit m/u= IX= dy; atque ob triangula

similia CLX et CM/u erit M/u: LX= CM :CL= a-\-y :y. Cum igitur sit

.uiiii )i lilang Mm/u = tang CMP = tang ^= ^, et tang Lll = tang CLQ= tang = ^y
llvft l ^

erit tang-a?:tang^=— :77= M|M: LA= <i-t-r:r;
im\\s

^i^-= in 4ang9.=^>
•T* .'.I

ideoqtie *A 8flttimod«8 l^ ™^=m <4ang 9?= ^^^^^ tang <9. -. \'
*\ ,,-:.- 'W .!:f».nibioo;> luifl'»
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Hinc ergo deGnitur tangens anguli C31P, cum sit t3inQ^(^MF .iim^CLQia: CMiQL;, idiBoqUe

positio tangentis MP determinatur. Seu erit Mij,u< ,» = nihjui :MJi«|ii >k);» »

'•>-,"" " '" cpcQ_ '-^
^j

' r (?jif ;>ift> 2!: ct. lq ^ ^"^' / " i'>q ,iJi^n'>jD(|

Ideoque invcntio tdng^ntis il£P ad^l^sd^tU^netti' et ibon^ruotiii^iii^ini^prioiblematis geome ost perdacta.

13. Commoda autem hinc constructio sequienti modo adoinari pbtest. (Fig. 25) Ad applicatam

CLM \i\ C constituatur perpendicularis CRS tangentem curv&e datae LR secans in fi, erit

r •*- ;,. = taoff C^L/? = tane:^.^ «

Tuni per M ducatur recta MS ipsi LR parallela, erit . jJ^^ho

"*. "^"''hM= CR :ct i<f.o.^e""''m'^
ffxiglBnpsB Jo m»Iimie W?) i:->', i^min-vi .. i .vAn'>]U\ iii-iMfi.jn oiJainJgno.') oor.fl ^ar/ltB^gon

Quodsi jara ducatur recta LS, erit tang CL^^rtang CL/J= C^^rC/? = Cil/r CL, hincque fiet >t ^w

CM
lang Lir/t=-

Quamobrem erit tangCLjy^tang^?, ideoque Ci/iS'^ ^, angulus ergo CMT aequalis. esse debet

augulo CLS. Hinc per M ducatur rectae LS parallela MT, eritque haec iWT tangens curvae for-

matae ^M. Sicque facilis modus omnium curvarum conchoidalium tangentes inveniendi habetur:

ducatur scilicet ad CM normalis CS, et per M tangenti LR parallela MS, junctaeque rectae LS
per M ducatur parallela MT, erit haec tangens quaesita. ., . . , . . . ,

ib &v\u') .mii&mdinr, »x!Oi8ii9Tgoiq «i oiTpoohi

ik. Prodit ergo haec succincta tangentium constructio, si intervallum LM perpetuo datae

magnitudinis capiatur; sin autem LM ad applicatam CL in data ratione sumeretur, manifestum est

curvam JM ipsi BL similem esse futuram, atque tangentes in punctis L et M fore parallelas.

Generatim autem problema ita proponi posset, ut sumta CM= functioni cuicunque ipsius CL, positio

tangentis, iu M investigaretur, neque solutio difficilior foret (Fig. 24^). Positis enim «

CL= y, ang . CLQ=6 atque CM=z et ang .CMP= ^, erit lX= dy et m/u= dz.

Hinc fiet tang LIX= tang = — et tang Mmfi= tang cp= ~y
t ':r. )•)'»'» ':..

unde habebitur haec analogia

tang99:tang^=^:^ = l:j;j = ^:l, ob Mf^.LX^z.y,

ita ut sit tang cp = '-— tang d.

Quare si constituta (Fig. 25) CR ad CL normali, capiatur CR:CS=i:'~y rect^ LiS* paralleU «

erit tangenti quaesitae MT.

15. Huc quoque referendae isunt ejusmodi curvarum descriptiones, ubi recta CM non functioni

ipsius applicatae CL, sed functioni arcus BL curvae datae aequalis assumitur. Ex quo genere

imprimis sunt notatu dignae eae curvae, quae hoc modo ex circulo nascuutur. Sit itaque curva data
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* circulus (Fig. 26), cujus bentrum in ipsp puncto C sit positum. Detur igitur circulus ^BE ceutro

C descriptus, cujus radius JC ponatur = a, sumtoque puncto A pro initio, a quo arcus /4S com-

putentur, ponatur arcus /48= 8, ac per *S' agatur recta C^^M aequalis functioni cuicunque arcus

AS; sicque puncta M posita erunt in quadam curva CMD hoc modo describenda, cujus tangentes

in singulis punctis M determinari oporteat. Manifestura autem est hujusmodi curvas CMD fore

transcendentes, cum earum constructio a rectificatione circuli pendeat. Atque ex hoc genere non-

nullae lineae curvae a geometris diligentius sunt exploratae et propriis nominibus distinctae, quas

hic evolvi conveniet.

16. Primum ergo ponamus rectam CM perpetuo ipsi arcui JS proportionalem capi, sicque

orietur curva CMD a primo inventore spiralis Archimedea appellata. Haec enim curva, postquam

ex C exierit, spiris continuo divergentibus in infinitum gyratur. Deinde arcubus J S sumlis

negativis, haec constructio praebebit alterum curvae ramunl CN priori CM similem et aequalem, ita

ut rectai CD ad JC normaliter constituta hujus curvae futura sit diameter. Gum igitur positis

AC= a, AS=s et CM= y, sit r = --

Si tota peripheria hujus circuli ponatur =c, snmtis arcubus 5, c-t-Sj 2c-i-5, 3c-#-5, etc, rectae

CM respondentes eandem positionem tenebunt, atque ideo recta CM producta spiralem in infinitis

punctis secabit, seu longitudo CM infinitos habebit valores, qui erunt
.s-;.;u...i ,.,,.,....,... ..<....,,...,* .. ..>.... . .iiOJJI 90p0i€i ....

nx .
- . -.•*'• , .^* b{c-*-s) 6(2c-t-5) 6(3c-t-5) .„ .. ,, ,^ . , .,.

a a a a

ideoque in progressione arithmetica, cujus differentia est = — procedunt, quae est proprietas palmaria

hujus spiralis Archimedeae;' '"' o'''

'«^
l?. Ad tangentem hujus curvae inveniendam consideretur radius proximus C/w, ducaturque

.sn
'arculus M//. Jam ob Ss= ds, erit

' " "t ' " I " '" ycis bsds , -, bds
... . Mu=— =— eX m/u= dy =—

>

ex quo fiet w^ : Mfi= i :—

Quare si ad radium SC . normalis jungatur CV= arc JS= s, erit CS : CF= a: s= mju : Mu,

ideoque angulus FSC aequaWs crit angulo Mmf^ = CMT. Hinc si rectae SF per M parallela

ducatur MT, haec tanget spiralem Archimedeam in puncto M. Facilius autem normalis ad curvam

MO definitur: Si enim recta CO sit ad CM normalis, erit

Mfi:mju = MC:CO, hoc est ob MC= ^-^, erit s:a= ~:CO, unde fit CO= b.

Quare si radio MC perpetuo normaliter jungatur recta CO= b, tum recta MO erit in curvam

normalis. Ceteriim cum sit tangCMT:i=i:-j 'pbrspicuum est angulum CMT, quem radius CM cttWi

curva facit, continuo crescere: in ipso enim puncto C, pro quo fit ^^'^O, hic angulus evartescir,

1 s
ideoque ipsa recta CJ ibi spiralem tanget. In puncto D, ubi fit «=— c et —=1,5707963, an-

gulus CDM fit =^57**3l'6"6"'. Deinceps hi anguli continuo fiunt majores, atque in spiris

Iflfiuitesimis cum rectis confutrduritur. ^*»"^ *«^ ®«"S'^ «^«^«a ^«"« «imiiqff::
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18. Exhiberi quoqiie potost pro hac corva aequatio ad perpondiculum CQ ex C in tang-eDtem

^/Tdemissum. Si enim ponatur CQ=p ^i MQ= q, ut sit pp-t-qq= yy, quia est

p iHft * % * y .. p y , 1
bp-=—= -> ob - = - erit -=r seu 6p= or vel r = -n

—

-—-i

unde fit r*=(66-^-rr)/>i> atque p=^^^ et 9 = .^^,/Xyy)
'

1

1

» » ; ; 1 1 j .

Quin etiam aequatio transcendcns inter coordinatas orthogonales CP= x et PM=z dari poterit.

Ponatur enim angulus
ifjj^ar.J tii ) /'* vV3 (U»iiu'>iij*j*>qiV'| i>i; oiiiijijii»), t>i,^ni) itki[ini iri .ik

JCS=—= g>t^(^j^\t.^yi=rhq) et —= tang9P, itemqae —= sin^ et —=cos^,
V

, f,^ ydx—xdy , zdf
unde fit = d(p cos w = —

•

yy ^ ^ y

.iTe= <\iii^

At est d<p= -j. ergo ydx— xdr= —^^ ,oo=:-f onpoHnl :^ ijiaj^

Jam vero est "^ »l'>9'» RJ^qi \n\m m nti ao/l

• . T -, -, , xdx -i- zdz
yy = xx-*- zZj mncque ydy= xdx-i- zdZy dy= -r r> io;!^

, , zzdx— xzdz z(xdx-t- zdz)

Q, . >. 1 . . ,.«> . i. cd.T— a?d« xda;-t-zd«
uamobrem mter coordmatas aj et z naec eruitur aequatio diuerentiahs -r;

——r= r > craae^ y{xx-*-zz) b ^

naturam spirah's Archimedeae exprimit.

19. Quemadmodum ante applicatae CM arcui JS directe proportionales sunt positae, ita nunc

easdem arcubus reciproce proportionales statuamus. Sit ig-itur (Fig. 27) arcus circuli CJ= a, *

arcus AS=s et curvae quaesitae applicata CM= y, erit pro hac curva y =— > seu CM . AS=ab;

ob cujus aequationis similitudinem cum hyperbola ad asymtotos relata, haec curva a Cel. Joh. Ber-

noullio spiraHs hyperbolica est appellata. Cum igitur posito 5=0 fiat y=oo, evidens est radium

CA productum cum curva in infinito convenire. Dehinc crescentibus arcubus; 5y applicatae CM= y

continuo decrescunt, neque tamen penitus evanescent, nisi fiat s= oo, ex quo perspicitur hanc

curvam infinitis gyris circa centrum C serpere, qui perpetuo fiant minores, donec tandem post in-

finitos circumitus iu ipsum ceutrum incidant. Porro etiam sumtis arcubus negativis, uti casu prae-

cedente intelligitur, radium CB similiter fore asymtoton, rectamque ex C ad ^^5 normaliter erectam

fore hujus curvae diametrum. , _
'"'

^
nfisMCi ::; i)!!!) iM;/.! ibnijffio') li^jnit; lun b^I^i inuJ .tS

D )n .f20;|. Jam ad tangentes hujus curvae inveniendas ducatur applicata proxima Cm= y -^dyy

erit M/u= — dy; et ob Ss = ds fiet mjLi= ^i idcoque erit M^: fim^— dy:%-^* Cum

igitur sit y== — » ^"t ^r =^7—"— » ideqque M^: ///w= ^:— =E.(!jt :^. Ducatur ^d radium CM

normalis CT tangcnti occurrens in T, eritque ob triangula similia Mf^m et MCTy MC :CT=a:s.

Quare per 5* ducatur tangenti parallela SFj erit CS: CV= a:Sy unde ob CS=a, erit CV=s= AS.

Ac propterea vicissim' sl' radid CiS* juBgatur normalis CF=arcui^iS', rectaeque SN parallela
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agatur MT, erU, haec tangens curvae in puncto M. Vel faeilius, cum sit ii'Kiiil/.'l .81

CM= —f ent CM: CT= a: s = — :b.
s s

Hincque fit Cr=;j^r Ergo perpetu^o radio MC normaliter jungatur CT:^6r; eritque MT tangens

curvae. Anguli itaque CMT, quem radius CM cum curva facit, tangens erit = —
• Hic ergo

angulus continuo fit major, et postquam curva circa C infinitas spiras absolverit, tandem abibit in

rectum, ultimaeque spirae fient circuJares.
''"^ «^lfi«ibioo-> iM .ri.hm ..iyC)

21. Si hujus curvae aequatio ad perpendiculum CQ ex C in tangentem demissum desideretur,

vocetur CQ =p et MQ= q, ut sit pp-t- qq= yy. Erit ergo —= tangCMT= — ; sed quia

est y= —y erit —= — » ideoque habetur - ==— , et p/=^6^, seu ppyy= bbyy— bbpp^ sicque

erit p= /

^—r et j= . ^ • Patet ergo perpendiculum p perpetuo minus esse recta con-

stanti 6; factoque y= oo, quo casu punctum 71/ per E in inBnitum removetur, fore p= b.

Non itaque haec curva in infinito cum asymtota CF ita convenit, ut ipsa recta CF ejus fiat tangens;

proprie ergo non tam ipsa recta CF, sed alia recta huic ad intervallum =6 parallela erit istius

curvae asymtota. Sit JK ista recta intervallo =6 ab JB ducta, atque curva, secus ac figura

indicat, ad hanc lineam continuo propius accedet, atqiie in infinito ab ea tangetur, neque etiam

usquam habebit punctum flexus contrarii. .^

22. Ex hoc casu liquet, nonnunquam summa circumspectione opus esse, si ex sola curvarum

genesi earum asymtotas definire velimus. Quod quo clarius perspiciatur, lineam JS fingamus rectam

ad CF normalem, continuoque rectam CM ita accipi, ut rectangulum CM.AS sit constans, ex quo

sequi videtur si sumaitur AS===^0, quia fit CM infinita, hanc in ipsam rectam CF incidere, cur-

vaeque fore asymtotam. Rem autem secus se habere ex eo st^tjm; liquet, quod distantiae PM

coatinuo crescant, d^^PFi^centibus AS. Sit enim CP = x^,f*M^Z\-^%,AC=a, erit AS=— ,9it'

CM=V{xx~i-zz), unde erit zy{xx-t~zz) = bx ntque a;a; £r±i -4r4-+f
' Hinc ergo perspicuum e^

hon posito z=0, sed facto z= b fieri £c= oo, etiamsi hoc casu intervallum

^^ -4 . • •.. I AS = ~- — —^^ fiat =0;

ideoque rectam JK ipsi CF parallelam et ab ea intervallo = 6 distantem fore yeram asymtotairirj-j

23. Cum ista curva algebraica confundetur igitur nostra spiralis hypefDotica iri mnhlto clrca

asymtotam KJf quia arcus AS minimus in rectam abit. Sin autem pro hac curva aequationem

inter coordinatas CP= x et PM=z invenire velimus, ponamus angulum

^^'^ i*i^'^i^^jCS=^=<f, erit CM=y=- et (p = - ideoque d^=— ^*'.

r. .. . . j ydz— zdy , xdf bxdy
Ent yero z= ysin(p et x=y cos ^, unde ==: d(f) cos 9^=5= :—; =?=

'

r"

Hinc ergo habemus hanc aeqmtionem yydz-^zydy-^bmdy^^Qi* Cum vero sit



Instttulionum Calcuii differentialis Sectio IIL Cap. 3. 375

yy^xx-i-zz. rdy= xax^zdz et ar;tr:-r ->

•
. ' j

'

' lx{xdx-^td£) ^
'»"'-^

erit xxdz — xzdx-\
-r,

—= 0»

quae per x divisa dat zdx — xdz^^ ^> acquationem spiralis hyperbolicae naturam cxpli-

cantem.

24^. Considercmus nunc spiralem parabolicam, (Fig;. 28) in qua sit perpetuo applicata CM radici *

quadratae ex arcu AS proportionalis. Posito igitur radio circuli CA=a^ et arcu quocunque AS=Sf

slt CM= y=^V2hs^ et m fi = dy= YaT—— ^' ®^&^ centro C describatur arculus Mju, erit

M/Lt— ^— et Miu'.mfj.== — : —= yy.:ah = 2s:a; unde erit tangM/w// = tang (7yWT= — > unde

positio tangentis M T facile definitur. Sin autem ducatur ad spiralem normalis MN, atque radio

CM jungatuj^^.i[^9^jP^H§^jf^iV, erlt M/u:m/u = CM :CN, hoc est yy :ab= y: — i erit ergo

CN=- seu CM.CN=ab.
y

Crescente ergo arcu AS= s, angulus CMT continuo fit major, donec tandem post infinitas spiras

fiat rectus. Ceterum manifcstum est hanc curvam circa C duas habere partes CM et CL similes

et altcrnatim positas.

25. Quamvis autem haec curva spiralis parabolicae nomen mereri videatur, tamen a Jac.

Bernoullio hoc nomen aliae curvae est tributum, quae oritur, si axis parabolae juxta peripheriam

circuli incurvetur, atque applicatae ad axem interea normales manere concipiantur. Qui modus

generationis quo latius pateat, fingamus (Fig. 29, 30) curvae datae am axem as peripheriae circuli *

AS circumplicari ita, ut in curva hoc modo genita AM si capiatur arcus AS aequalis abscissae as,

recta SM circulo normaliter insistens futura slt aequalis applicatae sm. Quod si ergo in curva

proposita am ponatur abscissa as= x et applicata sm= z, in curva autem descripta sit primo

radius circuli CA= a, tum vero arcus AS=s et recta CM= y\ facto AS=s= x^ erit

SM= sm= Zj ideoque CM=y= a-*-z.

Sicque ex aequatione inter cc et z data dabitur aequatio pro curva AM inter AS = s et CM= y.

Ptfcet ^autem si curva data am secundum axem as in infinitum excurrat, curvam genitam AM
infinitis spiris circa centrum C circumvolvi, sicque ad spiralium genus pertinere.

;^6. Ad tangentem hujus curvaeMT inveniendam consideretur radius proximus Cm^ erit

i. a «161 ,^^^ay = dz et Ar^= *^=:(«:?^.

Hinc si m i> ad radium Os normalis ducatur S T tangenti m T occurrens, ob triangula mMju et

MTS srmilia erit

mu : Mu= MS : ST^ seu dz :
^ = z : r^— » ita uf sit ST= ^—

i^ f^ '
a adM adz

zdx d I z

In curva autem data a/n est subtangens i«=— > unde erit ST= —^'St. Producatur ergo

applicata ms iu c, iit sit cs=^CSs^a,^t ex c per £ ducatur recta c£ rectae mu, quae per m axi
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as parallela sit acta, occurrens m «. 'Quoniam igitur est cs=^a et cm= a-t-z, erit mu= °"^'
. gt.

Consequenter sl recta ^Taequalis statuatur isj,i jineae mu, recta MT tanget spiralem in puncto M.

27. Aliae spiralium tam parabolicarum quam hyperbolicarum species prodibunt, si recta CM
indefinite ciiipiam potestati arcus JS proportionalis statuatur. Si igitur posito radio circuli AC=a

* (Fig;. 26) vocetur arcus AS= s et recta CM= y, formetur ista aequatio y = Cs". Hinc igitur

eivit mft= dy ^nCs^^^yds et M/u=—= -, unde fit mju: M/u = na:s, eritque erg:o

t%=!^k sopflUDOup ifoiB 19 t»= W^gjj j^^ _
j CMT= J_. ''"«'^'^oqo^q '^^- "316 ^'' '!•

Quare si tangenti MT per 5* parallela ducatur 5"^ quae '^ctae CT ad radium CS perpendiculariter

ductae occurrat in P", erit CF= a tans CSF= ~' Unde si constituatur CV=—= - AS. hypo-

tenusa 5T erit taogenti A/Tparallela: sicque facillime in quovis harum spiralium puncto M positio

tangentis definitur, 6x qiia porro rectas ad curvam vel normales, vel ad datum anguium inclinatas

ducere in promtu est.

.28.,. Hae autem curvae ad genus parabolicum pertinebunt, si exponens « fuerit numerus affir-

m^^tivus^ quibus casibus curvae initium in ipso centro C erit. Posito enim ;?=Q fiet quoque J=fO.

et cum anguli CMT tangens — posito s = evanescat, recta CA siraul tangens erit curvae in

puncto C. Dehinc curva continuo magis a centro C discedet, spirisque innumeris in infinitum exten-

detur. Sin autem n fuerit numerus negativus, posito 5= 0, recta CM= y £it infinita; unde

crescente s continuo decrescunt et post infinitas spiras in centro C evanescunt. Neque vero, ut jam

supra vidimus, recta CA, etsi in infinitum continuata, ad curvam pertingit, ideo erit curvae asymtota.

Sed ad veram asymtotam inveniendam quantitatem perpendiculi CQ, quod ex C in tangcntem curvae

demittitur, definiri oportet; hujus enim quantitas, si ponatur 5= 0, indicabit distantiam asymtotae

* verae KJ a recta CA (Fig. 27). Hanc autem asymtotam rectae CA esse paral|elam exinde intelligitur,

quod angulus, quem radius CM cum curva facit, evanescat posito 5=0. > v r^ ^.'^^ .-i. =^ A r:^- r, i. r;-;;.! :;_::-. * \\\\'y\ \) . .
'- r:-:-;i; . '.

; : u i ,V);:-:\^) iliryw) rUl

29^ Cum igitur angiuli CMQ tane-ens inventa sit = — > erit eius sinus = -77 r» ac" ° - ^ ' » na "^ y{nnaa-*-ss)
sy C^~*~^

propterea perpendiculum CQ = -j ——^=77 . '» Sit jam n numerus negativus, puta

*==— m, erit CO= -p-——^—— » ideoque distantia asymtotae KJ ab radio CA posito 5= «rit
y{minaa-t- ss) i j i

Cs^— '" •=
) unde perspicitur,- si exponens m fuerit unitate minor, tum asymtotam ifJ cum ipso radio

.

, cCA produCto convenire, quod ergo evenit ih his spiralibus hyperbolicis y d±='-^ si m < 1. Verum

si m=i, qui est casus spirafis hyperbolicae supra.tractatae, erit intervallum inter asymlotam KJet
c

i ,,

radiuip Cy^= — , uti jam supra,,,invenimus. Sip autQm exponens m fuerit unitate major, tum

dlstantia asymtotae KJ erit infinita, neque adeo radius curvae ME in infinitum excurrens asymtotam

habebit, scd ad genus, ramorum paraboliconim pcrtinebit.
^^.^ „ ,

30. Inter curvas spirales, quas hactenus consideravimus, ultimum locum occupet spiralis

logarithHiiC^ '$*ii logistica, quae hac definitur proprictdte,' irt; i^rbus circuH .^5* kit logarithmo rectae

£^M proRortiopalis. \ Si igitur posito radi® circuli .^(7= a, vocemXis arcum 'i^iy^ii^jf-^^*!? rectam
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CM==y, aequatio inter s ei y pro hac curva erit 5= 67-— 5 atque hinc si fiat y=a, crit s=6,
seu curva per ipsum punctum A, unde arcus j4 S computantur, transibit. Quodsi ergo signum l

denotet logarithmos hyperbolicos, atque e nuftierum, cujus logarithmus byperbolicus > «i±='i; i-fiil

y= ae', Grescentibus ergo s in ratione arithmetica, applicatae j, in ratione gcometrica augebuntur,

sicque curva per J infinitis spiris a circulo recedet. Sin autem arcus s negativi capiantur versus J?,

distantiae y continuo decrescent, atque si s =— oo, demum evanescent, unde haec curva quoque

per infinitas spiras tandem in centrum C incidet.

31. Quaelibet ergo recta CM, e centro C educta, logarithmicam spiralem in infinitis punctis

secabit. Posita enim tota circuli peripheria = c, recta CM in eandem positionem revertetur, si

arcui y^S sequentes valores tribuantur: s, c-i-s, 2c-^s, 3c-h-s, kc-t-s, etc, itemque hi nega-

tivi — c-^s, — 2c-4-5, — 3c-t-s, — kc-t- s, etc. Valores ergo rectae CM= y per idem

punctum M ductae erunt numero infiniti, scilicet

s:b {c-t-s):b (2c -+-«): 6 : (Zc-t-s):b {4e-¥-s):b -

ae , ae , ae , ae , ae , etc.

.. —{c— s):b _(2c— «):6 —(3c— s):b — (4c— #):6

Hi itaque valores progressionem geometricam constituunt, cujus denominator est = c .*

;^ iiqw tam

ascendendo quam descendcndo in infinitum multiplicantur. IJanc curvam, quae plurimis elegantissimis

proprietatibus abundat, primus investigavit Leibnizius, ac post eum Jacobus Bernoullius taotas

in ea detexit praerogativas, ut eam ad suum symbolum adhibuerit.

32. Praecipua autem hujus curvae proprietas in tangentium lege est sita, quippe ex qua

reliquae omnes facile consequuntur. Ad positionem ergo tangentis MQ inveniendam, concipiamus

rectam Cm= y -t-dy ipsi CM proximam, ductoque centro C arculo Mju erit Mju=— et mju=dy.

Cum autem sit s= bl . — erit ds= —^9 ideoque M/i=—-i ex quo anguli Mmfi seu ipsius QMC

tangens erit =—= —
•. Qui angulus cum sit constans, perspicuum est hanc curvam omnes

radios CM sub eodem angulo secare. Istius igitur anguli CMQ erit sinus =yy rr: et cosinus

= -r

—

; UQyde .si.eic C in tangentem Cl2 'dbmittatur perpendiculum CQ, cnt CQ= y- rrr

et MQ= ,

°^
' ^' ' Quodsi ergo fuerit a= 6 , 'ahgulus CMQ iiet semirectus," quo' casu haeC

spiralis logarithmica semirectangula vocari solet.

33. Quia angulus Mmfi est constantis quantitatis, triangulum Mmfi erit specie datum; atque

ob mft= dy et Mfi=—-y fiet hypotcnusa Mm= ^y^aa-t- hb). Cum igitur incrementum arcus

spiralis Mjll ad incremcntum radii mfi constantem teneat rationem, atque facto 3^= ipse arcus

evanescat, necesse est ut tota spiralis e centro C computatae longitudo eandem teneat rationem ad

totum vdiAmm CM=y. Erit ergo spiralis longitudo CKJM=— y{aa-^bb), quod eo magis est

memorahile, quod haec curva infinitis spiris circa centrum C circumpiicetur, atque adeo ista spirarum

multitudine infinita non obstante longitudo spiralis finitam habct quantitatem, quae ex longitudine

L. Enleri Op. posthnma. T. I. k^S
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radii CM facillime deflniri atque liaea recta finita ipsi aequalis exhiberi polest. Scilicet si radio

MC normaliter jungatur recta, atque tangens MQ ad ejus occursum usque continuetur, tum ea

aequalis erit longitudini spiralis CKAM.

3^. Est igitur spiralis logarithmica curva rectificabilis, quod eo magis est miraudum, quod

inter spirales has ipse circulus tanquam species continetur, qui tamen rectificationem non admittit.

Si enim angulus CMQ, quem radius CM cum curva constanter facit, sit reclus, quod evenit si

fiat infinitum, ob ds=—-y fiet dj= 0, atque adeo radii CM ejusdem perpetuo erunt magnitu-

dinis, quae est proprietas circuli. Ad hoc ergo paradoxon explicandum ponamus in genere arcum

spiralis^M=c, erit MS= y— «, et cum sit JM: MS= Mm: mjUj erit ^— ^^~°^ {aa-+-b i>)^

Unde casu 6 = 00, quo fit y = a, erit f' = . cxd , quae expressio finitum valorem exhibet, ad

quem inveniendum in subsidium ducatur aequatio y= ae '

,
quae ob 6= 00 dat y= a(i-i--r)

et y— a=—
. Est\eroeodemcasuy{aa-i~bb) = b, unde fit c = 5 el AM=ASy ex quo

perspicuum est hoc solo casu, quo 6=00, rectificationem curvae cessare atque ad mensuram arcuum

circularium redire.

Kii;) ^5^., Superest ut hujus quoque curvae memorabilis aequationem inter coordinatas orthogonales

iJfHibeaiiiusr Hunc in finem sumatur radius CA pro axe, ac vocetur abscissa CP= cc et applicata

PM=z, Ponatur anguhis ^CM=9?, erit z= ys\ng) et x= ycosq), hincque

ydz— zdy , xd<p 7 j 7= d(pcoscp=— t sevi ydz— zdy= xyd(p.
yy ' ' y"-'»'!'

Est vero cp= — et dcp = —-
' a ^ a

Quar« cum-sjt ^ ,...., ds= —i erit rfa7=~ et arr^te= ^^, u\ — ^ <%- ir.hi- v

ila ut habeator haec aequatio ydz— ztlv= ^-^' Est autem yz=^l/{aP--i-^Yet dy=
V{xa!-*-xsy

quibus valoribus substitutis emerget haec aequatio: .oir^oz oIu^inB 'if^^ <joibBi

[^z;~ZZ^'l
'~ ^y^i^dz— zdx) = b{xdx -f- zdz) sieu^jStJc^dz= aa?— 6z lazk- 6«,

unde patet si,.b=oo, fore xdx^zdz=0, curvamquc propterea ahire in circulum, cujus centrum

sit in C.

, 36. Curvarum, quae ex circulo originem ducunt, unum adhuc exemplum afFeramus, quadratricem

* scilicet Dinostratis. Haec ita ex circulo construi solet, ut (Fig. 32) sumto arcu quocunque AS, in radio

Z?C ad Cy^normali, capi jubeatur portio CP, quae sit ad radium, ut arcus AS ad quadrantem peripheriae

ASB. Tum enim ducta PM ad BC normali, donec radium CS secet in M, erit M punctum in

quadratrice Dinostratis. Vocetur circuli radius AC= BC= a et angulus ^C^* = 9?; posito toto

quadrante ASB seu potius angulo recto =(>, fiet CP==—; 'etcurn angulus BCS sit =(— ^,

^4 •"l*oq -qO ii3lu3 ..i
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Si crgo coordinatae orthogonales ponantur CP= x, PM= z, erit aj=— et za=°^^°'^; unde
p f sin 9>

constat si 9?=0, fore jr=0 et ob sin^=9C3 et cos^=l, esse z=—=CD. Punclum ergo D,

ubi curva radium AC secat, ita se habet ut sit ASB : AC= AC: CD. Si itaque hoc punctum D
assignari posset, inde haberetur periphcria circuli, adeoque et ejus quadratura, hancque ob rem haec

curva quadratrix cst appellata.

37. Quia sumto angulo cp negativo, valor ipsius x flt negativus, ipsius z vero idem manet,

qui ante, perspicuum est radium AC fore hujus curvae diametrum orthogonalem. Quemadmodum

autem haec curva ex D per M et B ulterius procedat, ex sequenti tabella perspicere Ucet:

%^ m

(p=
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•jbnij39. Cum inventa sit tang CMT— .

^^'°^—_ 9 ^^s^p
^ angulus autem ^CM sit =«?, erit

* tane:CT7»/= :-^ ,

j

,

"
f— sin 90 cos f

quod idem ex aequatione coordinatarum invenitur. Demittatur enim ex M in JC perpendiculum

-^^ et MQ = x= ^-^y erit subtangens QT=^
p tang f

^
(j

° ^
da;

i)/<2; quia posuimus CQ = z= "^
et MQ = x= —j erit subtangens QT= —^' At est

,jw:
daj=^ et dz^-^'^'^ ^,

fl . , • p tang 05 f sin'' <p

unde fit j2T=^-f--^ et ^^=:tangCrM= "°'^
, ut ante.^

p tang (p () sm^ 93 QT °
95— sm 99 cos f

Gum autem sit -^=z, erit QT= — z-t--^^, seu CT=-^
()tang9> ' 'c -

-
p sin» g,'

^
p sin* 99

ir

"
'

'" 22
At posito CM= y, est 90 = — et sin 9? = —

; ex quo obtinetur CT=^^^-^ =—yy. Cum ergo

sit CD= ~i erit ubique CD: CM= CMiCTj quae est proprietas non inelegans hujus curvae qua-

dratricis. Promoto autem puncto M usque in B, quia ibi est y=aj erit CT=()a= quadranti ^^5*^?.

40. Aequatio denique differentialis pro hac curva quadratrice inter coordinatas CP=MQ=x
et PM= CQ = z exhiberi potest, in qua angulus 90 amplius non insit. Cum enim sumto

V j-,., /, \ . . X z , -, zdcp ydx— xdy
CM= y= y(xx-t-zzh sit sm a? = — et cosa? = — j erit dcpcoscp =—= •

-^ V /' ^ y ^ y ^ ^ y yy

At est d(p= -— } unde obtinetur (jyzdx=aydx— axdy, seu ()y^zdx= ay^dx— axydy.

Quia vero yy=xx-t-zz et ydy= xdx-*-zdz, erit ^xxzdx-i-Qz^dx= azzdx— axzdz, quae

per z divisa abit in hanc q(xx-+- zz) dx= a{zdx-^xdz). Vel si intervallum CD=— ponatur

= b, erit dx=— ; positoque brevitatis gratia z=px, erit dx= Unde vicissim

per calculum integraiem ipsae forraulae superiores a quadralura circuli pendentes eruuntur.

ki. Loco circuli, ex quo hactenus alias curvas formavimus, alias qiiascunque lineas curvas

adhiberi licet, atque praecepta tradita sufficiunt ad tangentes linearum, inde utcunque constructarum

* inveniendas. Sit enim (Fig. 33) data quaecunque curva AL, cujus natura exprimatur aequalione inter

rectam, ex puncto fixo C ad curvam ductam CL=- u et angulum ACL=
(f>.

Ex hac porro construatur

alia curva BM, sumendo. distantiam CM=y functioni cuicunque ipsius u aequalem. Ducatur recta

ipsi CLM proxima Clm, centroque C fiant arculi LX et M^; ob ang . MCm = d<p, erit LX=udg>,

M^= yd(p et lX= du, mfi = dy. In L et J/ ducantur tangentes LV et MT rectae CV, quae

ad LC sit normalis, occurrentes in V et T; erit cr=^*^*-^ et CT=^^—^' Hinc ergo erit
' du dy °

Cr: CT= —
:
-=—:—, seu CV: CT=d . ~:d .

—-
du dy yy uu CM Cl.

Sin autem normales ad utramque curvam producantur LK et MN, rectae CN, ad LC perpendicu-

^ et CN= 'S
df d<p

igitur ratio dy:du detur, cx positionc normalis LK definietur posltio normalis 31N.

lari, occurrcntes in K et N, erit CK= — et CiV= — , idcoque CK:CN=du:dy, Cum
df df ^
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1

k2. Superfluum esset exemplis hanc regulam per se fecilem illustrare: quare ad alios genera-

tionis modos progrediamur, in quibus applicatae non cx puncto quopiam fixo cgrcdiuntur, scd aiio

modo definiantur. Ubi cum infinita varietas locum habeat, cx ca cjusmodi casus eligamus, io quibus

proprietates prae ceteris notatu dignae occurrunt. Ac primo quidcm proposita sit (Fig. V*) curva quae- *

cunque AL, ex qua ita formetur alia BM^ ut rectae LM, quae curvae datae normaliter insistant, ubique

ejusdcm longitudinis capiantur. Hoc modo mnnifestum est, si linea AL fuerit recta, altcram quoque

rectam illi parailelam esse futuram; ac si linea JL sit circulus, altcram BM paritcr fore circulum

ipsi concentricum. Gcneratim ergo cum lineae j4L et BM ubique aequis intervallis a se inviccm

distcnt, parallclae intcr se erunt ccnsendac, quae est idea maxime adaequata parallelismi ad lineas

curvas accomodati.
1

43. Quia lineae ML et ml ad curvam ylL ponuntur normalcs atque inter se aequales sunt,

eacdem quoque in alteram curvam genitam BM erunt normales. Producantur enim hae duae lineae,

doncc concurrant in puncto 0, et quia lineae OL et 01 sunt ad curvam normalcs, clementum Ll

confundetur cum arculo circiili centro descripti, eritque crgo OL=Ol\ unde cum sit LM=lm,

erit quoque OM=Om, quocirca et hae lincae OM et Om ad curvam genitam BM erunt normalcs,

sicque et in hoc communis parallelismi natura locum habct, ut quae linea in alteram curvarum

j4L et BM sibi parallelarum sit normalis, cadem alteri pcrpendicularitcr insistat. Hinc ergo porro

scquitur tangcntem curvae genitae MT parallelam fore tangcnti curvae datae LF, ita ut si curvae

datae tangentes ducere valeamus, in promtu sit curvarum hoc modo inde genitarum tangentcs

determinare.
>»q iKUio i imR sunhlu fi.toijf{)0'i« oiliog

44. Praeterea autem affinitas harum curvarum singularis est notanda, qoae in hoc constat, ut

longitudo curvae BM aequalis sit arcui curvae datae ^L una cum arcu quodam circulari sic defi-

nicndo. Sit rccta JB ad utramque curvam normalis, cui productae normalis ML occurrat in N.

Ducatur L,u ipsi Im parallela, erit m^ = Ll, ideoque 31m = Ll-t- M/u. Jam ccntro 7V radio

EN=LM= J B dcscribatur arcus circuli ES, atquc ducatur Ns ipsi nl parallcla, erit utique

Mju= Ss, ideoque Mm= Ll-*~Ss. Cum igitur sit Mm differentiale curvae BM, et Ll diffcrentiale

curvae JL, atque Ss differentiale arcus circularis ES, erit d . BM=d . JL-t~d . ES, ideoque et

integralia aequalia csse oportet, unde fit BM= AL-^ES. Differcntia ergo inter arcus BM ct AL
aequalis est arcui circuli, cujus radius = AB = LM, respondcnti angulo BNM, quem rcctae in

tcrminis curvarum normalitcr ductae BN et MN inter se constituunt. Atque hinc duae lincae curvae

exhiberi possunt, quarum differentia aequetur arcui circulari.

45. Sit (Fig. 35) curva data ALG, ex qua ita formctur altera curva BM, ut rectae LM, quae tangit *

curvam datam in L, certus tribuatur valor sive constans, sive functioni cuicunque a puncto L pen-

denti aequalis. Ponatur ergo arcus curvae datae AL = s, sitque longitudo tangcntis LM= y.

Ducatur secundum eandem legem cx puncto proximo l tangens lm= y-h- dy, et quia haec recta

Im cum elemento curvae Ll in directum jacet, ob Ll = ds, erit linca Lm= y-^dy-\-ds. Ex

A/ in Lm demittatur perpendiculum Mjlc, quod non differet ab arculo circuli ccntro L dcscripto,

eritque propterca Lii= LM=y, unde fit m/u = dy-^ds, Si jam innotescerct lineola Mu,

haberetur in triangulo Mmju angulus Mm/u, cui aequalis cst angulus LMT, quem tangcns curvae
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genitae MT cum recta LM constituit. Verura cum lineola MjU pendeat ab inclinatione inutua tan-

gentiura proximarum LM et i/w, quam infra demum invesligare constituimus, hunc casum in genere

hic evolvere non licet. ., . ., ,,,., ., ., » : , . : >

46. Quando autem yftaf determinatur per 5, u^Mdy^^d^=&,^Mimiu==0, unde cjiid-

modocunqne se habcat valor lineolae M/u, angulus Mm/u erit rectus, atque tangens MT ad rectam

LM erit normalis, huncque ergo casum hic evolvere licet. Sit igitur y=c— s, eritque dy-+-ds=Of

et curva genita BM \U erit comparata, ut ojus tangens MT ubique sit ad rectam LM normalis.

Quodsi crgo suraamus curvam ALG= c, erit arcus GL= c— s, ideoque LM=LG. Quamobrem

* genesis curvae BM ita describi poterit, ut (Fig. 36) curvae JLG circumplicetur filum, idque successive

incipicndo ab G evolvatur. Filum enim hoc modo evolutum si tendatur, perpetuo curvam y4LG

tangct, et pars a curva jam extensa LM acqualis erit portioni curvae relictae LG. Unde si filum

altcro terraino M fuerit stilo instructum, iste stilus dcscribet curvam GMB, quae ex evolutione

curvae GLj4 nata vocatur. De quo curvas dcscribendi modo infra fusius explicabitur.

k7. Si ergo curvae y4LG hoc modo filum circuraplicetur, idque in G stilo munitum evolvatur,

describet curvam GMB, quae ex evolutione curvae GLJ nata dicitur. Hujus igitur curvae hae

sunt proprietates, ut primo recta LM, quae curvara datam in L tangit, sit normalis ad curvam.

genitam GMB: tum vero ut haec recta LM acqualis ubique sit arcui GL. Si porro filum longius

capiatur, atque evolutio in puncto g incipiatur, perspicuum est curvam hoc modo genitam fore

parallelam curvae GMB, recta enim LM producta simul in novam istam curvam erit normalis, et

portio producta ubique aequalis erit arcui Gg', sicque hae duae curvae sibi enmt parallelae, prorsus

ut ante (k2) parallelismum descripsimus. Quaraobrem vicissim curvae parallelae ex evolutione ejus-

dem lineae curvae BLG nascuntur.

^
.. ^^48. Quemadmodum hic ex evolutione fili uni cuidam curvae circumplicati, nova curva est for-

mata, ita facta quadara rautatione duae curvae pro arbitrio assurai possunt, ex quarum evolutioue

* conjunctim nova producatur curva. Sint enira (Fig. 37) datae duae curvae JLa et BKb. Capiatur filum

satis longura, cujus alter terminus in A alter in B flrmetur; tum extendatur hoc filum ope stili in

M imraissi ita, ut filura ad utraraque curvara raaneat applicatum, quoad in L et K, ubi curvae a

filo tanguntur, in directura extendatur. Hoc modo si stilus continuo proraoveatur, ita ut filura

perpctuo tensura teneatur, stilus describet curvara CMc, cujus natura cura a longitudine fili, tum a

natura utriusque curvae JLa, BKb, tum a situ relativo harura duarum curvarum pcndcbit. Ac

statim quidem pcrspicitur, si utraque curva ALa, B Kb in punctum evanescat, hoc modo descriptum

iri ellipsin, focos in utroque hoc puncto habentera, cujus axis trapsversus aequetur longitudini fiji.^

49. Ponanrasr totam fili longitudinem ALMKB = a, atque in praeseiite sittf'sit pdrtto, curvab

Aa applicata, AL= s, et portio alteri curvae Bb applicata BK=r. Tum sint portiones in

directura extensae LM= y et KM=z, erit s-^-y -t- r~i~z= a. Jam stilus in situm proximum

wi promoveatur, quo puncta contactus transferantur in l et k, erit Al= s-^ds, Bk = r-¥-dr,

ideoque Ll=ds et Kk = — dr. Porro lm= y-t-dy et km = z-i-dz, atque

_ ds-i-dy-^dr-t-dz= 0.
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Ex M in Im et ex m m KM demittanlur perpendicula Mp et iw^, et fiet Lm=y -^dy-t-ds et

kM= z— dr. Jam ob Lp= LM et kq= km flet > i>'^^
' >

mp = Lm— LM=dy-^ds et Mq= kM— km =— dr— dz/'mi^'eev\tmp = Mq.

Cum igitur triangula rectangula Mpm et mqM praeter communom hypolenusam Mm^ habeant latera

mp et Mq aequaha, erunt ipsa aequalia ac similia, ideoque Mp = mq et ang . Mmp = an^ .mMq.

50. Quodsi jam ducatur tangens TMF, erit ang . Mmp = LMT, et ang . mMq= KMV\ hancque

ob rem ang . LMT= KMFf ita ut tangens TMT utrinque aequaliter inchnelur ad directione^ fili

ML et MK. Cum igitur radii lucidi a superGcie reflectente ita reflectantur, ut angulus incidentiae

aequalis sit angulo reflexionis, manifcstum est si curva CMc proprietate radios reflectendi gaudeat,

atque LM fuerit radius incidens, fore MK radium reflexum. Ducatur ad curvam CMc in puncto M
normalis MOj eritque an^.LMO= KMO. Quare si angulus LMK hisecetur recta MO, erit haec

recta MO normalis in curvam CMc, atque si ad MO normalis ducatur T3IF, haec curvam tanget

in puncto M. Haec ergo proprietas, quae ex descriptione ellipsis per focos demonslrari solet, com-

munis est omnibus curvis, quae^lioc modo j^er duplicem evolutionem ex duabus curvis quibuscunque

producuntur.

Caput IV.

De tangentibus ciirvarum, in certis locis inveniendis.

1. Etsi praecepta hactenus tradita latissime patentj atque tangentibus ad singula cujusque

curvae puncta inveniendis sufficiunt, tamen dantur casus, quibus expedit regulis particularibus, ad

eos casus accommodatis, utiquam regulas generales eo transferre. Hi autem casus potissimum occur4

runt, quando alterutra binarum quantitatum variabilium vel evanescit, vel in infinitum excrescit. Si

enim in his locis positio tangentis investiganda sit, non opus est, ut omnes aequationis termini con-

siderentur, totaque aequatio differentietur, sed quia his casibus plures termini respectu reliquorum

evanescunt, his praetermissis, operatio summopere contrahitur, 'et,''^ii«ii6vis aequatio sit maxime

compiicata, tamen facili niBgotio his casibus, iquibus altera variabilium t^l evanescit, vel iii infinituml

abit. positio tangentis definietrii^r
* " ;'!

"" ' '^ ";;'«'
'''

' * u.uui.q »1 nwwiuo ..v. .m.j

I 2. Cum igitur in hoc capite duo occurrunt casus evolvendi, prout altera variabilium vel

evanescit, vel infinita ponitur, tractatio nostra erit bipartita, Primo ergo alteram variabilem nihijo

aequalem assumamus, hocque casu, uti jam in fntroductione abunde est ostensum, atque statin^

uberius explicabitur, tota aequatio, quantumvis fuerit composita, ad duos tantum terminos revocabi-»

tur; ita ut curva proposita in loco, quem consideramus, ubi scilicet a?= 0, eandem habitura siti

tangentis indolem, quam habet curva, cujus aequatio duobus tantum constat terminis. Cum igitur

omnis aequatio inter binas variabiles cc et y, si alterutra evanescens ponatur, ad duos terminos

revocetur, in hanc abibit formam y"^=C(K^, unde ad nostrum institutum sufQciet, positionem tan-

gentis harum curvarum nosse, quando vel cc vel y nihilo aequalis assumitur.
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3. Perspicuum autem porro est in hac aequalione y"'= Cx" exponentes m et n non solum

esse numeros integros, sed etiam primos inter se. Si enim essent fracti, per evcctionem potestatis ad

integ-ros perducerentur, sin autem inter se essent compositi, seu communem divisorem haberent, hic

per extractionem radicis tolleretur. Ilis igilur casibus omissis, quemadmodum pro cetcris positio

tangentis, quando vel x vel y nihilo aequalis ponitur, sit comparata, ei*it dispiciendum. Ac primo

quidcm, si uterque exponens m et n fuerit numerus affirmativus, manifestum est posito x= 0, fore

quoque 7= 0, et vicissim. Sin autem horum exponentium m et n alter fuerit affirmativus, alter

negativus, tum posito a;= 0, erit j = cx3, ac vicissim, si sity= erit a;= oo. Probe auteih

recordandum est, utrum aequatio y'"=Cx" ex aequatione proposita sit nata facto a3= 0, an vero

J = 0, quo eadem hypothesis in tangentis investig^atione retineatur.

4. Ponamus igitur aequationem propositam quamcunque posito x evanescente coaluisse in hanc

y"'=Cx"f et utrumque exponentcm m et n esse affirmativum, ita ut simul sit y=0. Ad tangen-

tem ergo hujus curvae inveniendam difTerentietur aequatio: habebitur

'^'^^ ''kf"-^dy=nCx"-^^tlW,mide {k ^ _^L^^ _-"-^J/_ «J/.

At est y=C'-- '" x" = '" ideoque erit ^= -^ C" x

dx tny ^ mx mx

l n—m
o

dx m

Exprimit autem -^ tangentem anguli, quem tangens curvae facit cum axe, in quo abscissae x

sumuntur. Posito ergo £c= 0, quoniam fit quoque y = 0, tangens curvae per ipsum initium

abscissarum transit, atque cum axe angulum constituit, cujus tangens erit

;yD ^in^iz l)B EOdiJndgniJt •jv.pHi ,^t_ n—m MhrAi .laaociq—-
" £'"^ X '" DOSitO X= ^n

uWirAuriififiq 2l{oi^9'i Jfb9qx& zv m *^
:t.i 'Ifiijiaiflug zihaoimvm Rjnnuq ouviua

Hic igitur angulus erit =0 si /i>>/w; rectus autem fiet si sit /i<m; sin autem sit /i= /n, iste

.... _i_

ang;ulus erit obliquus, quippe cujus tangens fit finita =C'"= C siquidem m=i.
-*«0» niifWi';! 8i«uilm,'],if)n xoifoip iii ,!?/> tfi)f|o {fon ^tie fibmigif&*>'/ni gitrr ! ni mirtd

. 5. Quando ergo in aequatione y'"=Cx^, ad quam posito x evanescente pervenitur, tam i».

quam /i fuerit numerus affirmativus, atque ideo curva in ipso abscissarum principio axem secat,

* tres occurrunt casus considerandi, quorum primus est sit /i>»/w seu m<Cn. Hoc casu (Fig. 38) ipse

axis JJU curvam in puncto J tangot. Ramus igitur curvae ex ^ eg-rediens erit vel JIM vel JN, v^l

Am vel An, vel etiam binos pluresve hujusmodi ramos conjunctim habebit, quod ex aequatione

generali est decidendum. Lex continuitatis autem postulat, ut curva semperad minimum duos

hujusmodi arcus habeat, et si plures fuerint, eorum numerus perpetuo par sit necesse est. Quod

cum naturam curvedinis sumus evoluturi, clarius patebit. Cum enim hic tantum positionein tangentis

investigemus, quonam tractu curva ultcrius procedat, hic non curamus, sed infra cautioncs, quibus

in hac investigatione utendum est, accuratius tradentur.

6. Secundus casus est, si fuerit /w>/i atque tangens curvae (Fig. 39) in puncto /i normalis erit

ad axem /^B. Ilis igitur casibus recta DJT axcm in A perpcndiculariter trajiciens curvain ibidem

tanget, unde rami curvae ex J ulterius proe-redientes erunt ye\ AM vel ANj vel Am vel An.
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quod ex aequatione completa est dijudicandum. Tertius denique casus existit si m= n, quo casu

aequatio y"'=zCx^ abit in hanc j = Ca?, naturam lineae rectae exprimens. Tangens igitur curvae,

fex
qua posito x=0 haec aequatio y=Cx est nata, (Fig:. 40) ad axem j4B erit inclinata angulo BADy *

cujus tangens est = C, sicque recta DA T curvam in puncto A tanget. Figura igitur curvcdinis

prope J erit vel JM vel JNj vel /im vel y^re, atque vel ex duobus, vel quatuor, vel sex etc.

hujusmodi ramis consistet. De vero autem curvae tractu lam antecedentia quam consequentia versus

hic nihil certi statuere licet, nisi reliquorum quoque aequationis terminorum hic neglectorum ratio

habeatur. Interim tamen hinc ad quemcunque horum casuum aequatio curvae facto x= perdu-

catur, positio tangentis in hoc loco facillime definitur.

7. Diximus supra si in aequationc y"*=Cx^ exponentes w et n communem habeant divisorem,

hanc aequationem per extractionem radicis ad simpliciorem formam deprimi posse. Hoc autem ita

intelligendum est, nisi extractio ob signum quantitatis C impediatur. Si enim communis divisor

fuerit numerus par, et coefticiens C sit quantitas negativa, extractio radicis deduceret ad imaginaria;

ex quo intelligitur, abscissis x, si iis valor iinitus tribuatur, nullam plane respondere applicatam.

Sic si habeatur y2=— x^ vel y^= — aaxxy vel y^=— aacc* seu y^=— a*a;a; etc. singulis

valoribus finitis ipsius x nullae applicatae respondent; interim tamen facto x=0 manifestum est

fore et y= 0. His igitur casibus aequatio pertinet ad unicum punctum iu initio abscissarum positum,

. et curvae, ex quibus hujusmodi aequationes pro cc=0 proveniunt, nullos habebunt ramos per

punctum J transeuntes, sed ibi habebunt punclum separatum, quod conjugatum vocari solet, cujus

tangens concipi nequit. Quod idem indicat formula ante pro positione tangentis inventa, quae ob
1

O^, si C est quantitas negativa et m numerus par, imaginarium, assignari omnino nequit.

8. Sin autem in aequatione binomia j'"=C£c", ad quam posito x = pervenitur, exponens

n fuerit numerus negativus, tum valori £c=0 respondebit valor 7=00, sicque (Fig. ki) applicata in «

puncto j4 erit infinite magna. Tangens autem anguli, quem tangens in hoc loco cum curva constituit,

erit =~C^x "»
, quae ob n numerum negativum, posito aj= 0, semper fit inGnita, isque angulus

rectus. Ipsa ergo recta EAF, axi in J normalis, erit tangens curvae, ejusque idcirco asymtotos; ex

quo curva ad minimum duos ejusmodi ramos, cujusmodi sunt MP, NQy mp, nq^ ex infinito rede-

untes habebit. Sin autem, ut ante meminimus, uterque exponens m et n fuerit numerus par, et C

quantitas negaliva, tum aequatio casu quoque x = erit imaginaria, nisi forte dicere velimus cur-

Tam in distantia infinita rectae y4E vel JF habere punctum solitarium conjugatum.
^ jj«3in»/ ehM

9. Casus igitur evolvimus eos, quibus posito x = applicata y vel quoque evanescit, vel in

infinitum excrescit. Sin autem y posito a;=0 finitum obtineat valorem, puta 7= a, tum iste

casus ponendo 3^= a -h z ad priorem reducitur, quippe z cvanescet posito x=0. Cum autem haec

substitutio, praesertim si aequatio proposita pluribus constet terminis, non parum molestiae pareret,

mox modum trademus, cujus ope sine hac substitutione tangens definiri queat. Ceterum aequationes

binomiales hactenus tractatae viam nobis aperiuut ad aequationes, quae pluribus constant terminis,

progrediendi, tam quod in hoc genere sint simplicissimae, quam quod aequationes utcunque compositae

L. Eoleii Op. posthoma T. I. ^9
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casu 03= ad binomiales reducantur. Quemadmodum erg;o haec reductio sit instituenda, hic clarius

,explicemus, atque ejusmodi regulas pro disponendis terminis aequationum trademus, quarum. ppe

•, fdehiceps quoque natura curvedinis ramorumque inflexio facile definiri queat. ; ;
"' /

'''"• 10. Ac primo quidem quaecunque aequatio proponatur inter x et j, si ponatur x=0, omnes

quidem termini x continentes evanescerent, nisi y valorem induat infinitum, sed inter hos ipsos

terminos evanescentes gradus distingui conveniet, qui inter se rationem infinitam tenent. Hujusmodi

progressionem constituunt sequentes termini. '^'^

4 ^ ,».2 ^3 ^i ^5 ^6 p»p noiiitffti

sicut enim casu x= prae 1 evanescit x, ita prae x evanescit xx, et x^ prae xx, ita ut quisque

terminus sit infinities minor praecedente infinitiesque major sequente. Similiter erunt comparatae

sequentes series, quicunque valor alteri variabiji y conveuiat: .f<Hfait'>i

r>?.uiU f-inuifltiK y , xy , x^y , x^y , x^y , ac^j, etc^, 'H«i

y^f xy^y x^y^, x^y^, x^y^, cc^^y^, etc, ^kiI.

.(acia.oiiqqfi «isi i et generaliter

?.iloj|fli?. j", xy", x^y", x^y^', x'y", x^y", etc. ''^^

11. Quaecunque ergo aequatio algebraica inter x et y habeatur, postquam ea tam ad rationa-

litatem fuerit perducta quam a fractionibus liberata, singuli ejus termini in istis seriehus contine-

tuntur. Quo igitur ordo terminorum, secundum quem alii prae aliis evanescunt, faciiius perspiciatur,

rejectis coefficientibus constantibus termini ita disponantur

, 1,2, 3, 4., 5, 6,

?«'>n(M|/.'j «itilif. 1. X , xy , xy^ , xy^ , xy^ , xy^ , xy^ y etc,

^:'m filiiuilqcii; (M ,^14) ft 2. x\ a^Vr «V^ «V^ ^^T^ «V^ «V^ etc, •igmfiji tiir»©! n

.nojitfciioo miiD 01X13 o ^' ^ ' ^ «y^» ^-^ >^ r j * r j * J > ^^y
•> ?vw ,,>: ;

^ 4.. x^, x^y, £c*j^, £c*j^, cc^j*, 02*7^, 05* y^, etc,

5.' 03*, 05*;^, x^y^, x^y^, x^y^, ai^j , £C J , etc,

6. x^, x^y, x^y^, x^y^, x^y^, x^y^, x^y^, etc,

7. x^^x^^y, x^y^, cc'j^, cc^^j^, £c'^j', cc"^ j®,' etc,

ete. etc etc etc etc etc. etc

12. Terminis ergo aequationis hoc modo dispositis, manifestum est posito aj= in qualiBet

serie yerticali omnes terminos inferiores prae superioribus evanescere, ita ut hoc casu supremi

tantum termini cuj.usque seriei verticalis relinquantur , ac reliqui rejici queant. In hoc autem

schemate assumsimus in aequatione proposita omnes terminos occurrere, ita ut hoc casu, quo a5=0,

termini supremae seriei horizontalis omnes remaneant; ex qua y obtineret unum pluresve valores

finitos. Sin autem in aequatione proposita aliqui termini desint, eorum loca in hoc schemate vacua

relinquuntur, atque ob supcriorem rationem pro casu £c=0 in qualibet serie verticali supremi tantum

termini in computum venient. Sicque contingere potest, ut termini residui non in eadem serie

korizoptali siot constitutt.
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13, Terminis hoc modo superfluis expunctis tot rcmanebunt termini, quot habebuntur series

(Verticales; sicque -acquatio plcrumque ad satis paucos terminos reducitur. llorum autem tcrminorum

residuorum non omnes semper inter se erunt bomogenci, sed denuo aliqui prae rcliquis evanesccnt.

Quompdo igitur isti tcrmini, qui prae ccteris evancscunt, sint dignosccndi, nobis .cxplicandum restat.

iPonainus itaque suprcmos cujusque columnae vcrticalis terminos relictos esse ... .,g,]

.•l','iii.. ^.M.iii.f'! 'i,. 0?", x^y-f x^y^i x^y^, ^^y^t x'y^, etc, ,./'>!.!•

i|«orum quinam sint inter se homogenei, vel prae reJiquis evanescant, dispiciamus. Fingamus duos

quosvis terminos, puta x^' et x^^y inter se esse homogcneos, statimque patebit, utrum reliqui termini

tel his sint homogenei, vel iis inflnities minores, vel inGnities majores. Qui autem fuerint homo-

genei dmnes erunt retincndi, qui indnities minores rejiciendi; sin autem nonnulli reperiantur inflnities

toajorcs, hi soli retineantur, cum prae his et illi, (|uos assumseramus, evancscant.

"'"14. Ad lidc autem judicium rite institucndum notasse sufficiet, si in progressione geometrica

duo quicunque termini fucrint homogenei, simul omnes tam antecedentes quam medios et sequentcs

iis fore homogeneos. Terminos enim homogencos vocamus, quorum est ratio infinita; hinc'si in

progressione geometrica dtio termini habuerint rationem finitam, necesse est, ut singuli inter s^

rationem quoque finitam teneant. Quare si termiiii cc" et x^y sint homogenei, omnes termini hujus

progressionis geometric&e inter se erant homogenei

Quodsi jam in termino x^^y^^ fuerit' y= 2/5— a, hic terminus illis x'^ et x-y erit homogeneus; sin

autem sit y>>2/?— «, terminus cc^^j^ prae illis x^ et x^y evanescet; sin autem y<C2/3—a, tum

illi termini aj" et x^y prae hoc x^y^ ipsi evanescent, similique modo reliqui termini dijudicabuntnr.

15. Sin alios duos quoscunque terminos homogeneos fingcre velimus, ut ary et oj^j*, ex his

primum progressio geometrica ad singulas potestates ipsius j est formanda, quae igitur erit

ii^deil olidin olq eonffto^^wi^iMi p- e^2p 2tr*-& *£—$ >04tt^\i[') iuli-gi i8 .Qt

inirmol 2i«io*iq illiin m * /^ J» ^- •^^Th %un A > ^J^ /*-.
'r n^^^i^r^^l»»-} vA-y^i noni! , iiin'»n{>

-Icicq «Djud eshisiaT/ffo^ A?.>^ '^^.l\f-X^ i\\ ilP^r.J^f i - ' «V» « r*.i ,
etq.,. juftJaiM

qui igitur tcrmini inferioris seriei cum supcrioribus congruunt, ii duobus propositis erunt homogenei.

Sin autem exponens ipsius x in quopiam termino inferioris seriei major fuerit quam in respondente

supertorjsy ille tcvminus prac superioribus cvanescit; sin autem alicubi in serie inferiori exponens

ipsius X minor fue^it quam ia termino suprascripto, tum prae eo omnes termini superioris seriei

evanescent.

.H. 16. Si igitur casus iste ultimus, quo aliquis terminus inferioris seriei infinities major existit

terminis superioris, nusquam occurrit, rejectis terminis evanescentibus remanebit aequatio inter ter-

minos mcre homogeneos, quae naturam curvae in loco £c= exprimit. Sin autem quis terminus

in seriei inferiori fiat infinite magnus rcspectu superiorum, tum is in locum binorum illorum tcrmi-

Qorum, ex quibus hoc judicium pctivimus, assumatur, cadcmque operatio denuo inslituatur^ et ^quQti^s

ISfvWftijJ?rPP9sjt^s in%it|e?.,m^ diu reiterctur donec qnai^e^ .^ef»im,i..>ij ,iijJu>/...iJ
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cura binls assumtis vel prodeant homogenei, vel prae iis evanescant. Hocque modo tandem perve-

nietur ad aequationem duobos pluribusve terminis constantem, qua natura curvae in loco x=
exprimetur, ex qua deinceps non difficile erit tangentis positionem definire.

' '^
17. Quodsi ergo hoc modo plures termini relinquantur, ii progressionem geomelrlcam consti-

tuent, atque ex hac conslderatione facile est istos terminos mechanice determinare, eo scihcet modo,

* quem Neutonus per parallelogrammum et regulam tradidit (Fig.V2). Si enim termini aequationis omlssis

coefficientibus modo ante exposito in cellulas parallelogrammi aequaliter divisas inscrlbantur, atque

in unaquaque cellula punctum medium notetur, facile perspicitur, terminos, qui in ratione geometrica

progredluntur in directum fore dispositos. Sic linea aa per puncta media cellularum transit, in

quibus reperiuntur termini isti progressionem geometricam tenentes: £c^, a?*j, x^y^, x^y^y a?^*, j*.

Linea autem 66 transit per puncta media cellularum £C", cc^j^, xy\ y^, et Hnea cc per puncta media

cellularum x, x^y^j a^^j*, x^^y^, atque linea dd ducta est per puncta media cellularum, quae hanc

praebent progressionem geometricam: j, xy^y x^y^, x^y^y x^y^, x^y^.

ni fei8. Si igitur puncta media cellularum pro veris locis singulorum terminorum habeantur, et

linea recta utcunque per hoc parallelogrammum traducatur, termini in ista llnea constituti progres-

sionem geometricam formabunt; ideoque si eorum duo fuerint homogenei, omnes erunt homogenei.

Deinde ex ante expositls facile liquet, omnes termlnos, qui supra hujusmodi lineam rectam cadunt,

respectu eorum, qui in ipsa hac linea sint positi, fore infinite magnos, terminos autem, qui infra

hanc lineam cadunt eorumdem respectu futuros esse infinite parvos, ideoque prae iis evanescere

posito scilicet x= 0. Si enlm series verticales interpolentur, termini interpolati omnes, quorum

loca in lineam rectam incidunt, progresslonem geometricam constltuent, quorum respectu superlores

omnes sunt infinlti, inferlores infinite parvi. Sic recta 66 interpolatione instltuta transibit per terminos

A 1. JL

;m 'Hiii^i 'yRup ,&bn x^, x^^y, a?^j^ (cV^ ajj*, x^y^, y^.

19. Sl igitur ejusmodl terminl desiderentur
,
quorum respectu reliqui omnes pro nihllo haberi

queant, linea recta per duos ejusmodi terminos duci debebit, ut supra eam nulli prorsus termini

existant. Unde si aequatlonis propositae singuli termini in cellulas ipsis convenieutes hujus paral-

lelogrammi Inscribantur, et cellulae, quarum termini in aequatione desunt, vacuae relinquantur, per

ejusmodi duos supremos terminos in duabus columnis verticallbus linea recta duci, vel ipsis regula

applicari debet, ut super ea nulll prorsus termini appareant, Hoc enlm facto bini illi termini, vel

plures, si qui in istam eandcm lineam rectam cadant, non solum progressionem geometricam for-

mabunt, sed ita erunt comparatl, ut prae ils reliqui omnes aequationis termlni negllgi queant. His

ergo termlnls in aequatione expunctis 11, qui sunt resiclui, naturam curvae in loco a?==0 expriment.

20. Sl linea recta hoc modo ducta duos tantum terminos exhibeat, habebitur aequatio binomia

pro curva in loco 0^= 0, ejusque ergo tangcns per praecepta ante tradita invenietur, nlsi linea llla

recta fuerlt horizontalis, quo casu applicata y vel finitum vel imaginarlum obtinebit valorem; priorlque

casu tangens ex hls duobus termlnis definlri nequit. Hoc ergo casu regula motu sibi parallelo pro-

moveatur, donec unum pluresve novos terminos attlngat, hique ad illos adjlclantur, et ex aequatione

resultante tangens definlatur. Cum enim reliqui termini prae his de novo adjectis evanescant,



Insiilutiomm Calculi differenliatis Seclio IIL Cap. 4. 389

aeqaatio pro curva erit completa in loco a?= , nisi forte et isti novi termini evanescant, si ipsi y
valor ante inventus tribuatur. His ergo incommodis ut rcmedium afferatur, expediet, si ex terminis

primo inventis valor Onitus pro y puta y= a fuerit inventus, ut substitutione j = a-+-z utamur,

hincque aequationcm inter o; et z modo supra descripto examini subjiciamus.

21. Verum si hanc substitutionem j= a-i-z evitare veh'mus, invento valore finito y= a,

differentietur tota aequatio proposita, quaeraturque ratio —• Tum in expressione inventa fiat ubique

a;= et 3^ = a, sicque prodibit tangens anguli, quem tangens curvae in isto puncto cum directione

axis constituit. Hoc modo etiam, si forte applicata y plures habuerit valores finitos, puta y= a,

y= b, y= Cf etc, pro singulis ex eadem formula -^ positio tangentis reperietur; cum si substi-

tutione uti voluerimus, pro unoquoque valore ipsius y peculiarem substitutionem fieri oporteret.

Plerumquc etiam in differeutiatione aequationis plures terminos omitterc hcet, ac saepenumero sufficit

ope regulae proximum terminorum ordinem adjicere; cum tamen dentur casus, quibus ad ultimum

usque terminorum ordinem procedendum est, consultius est totam aequationem differentiare
,
quam

omissione terminorum errorem in determinatione tangentis committere. ""c,'

22. Facilius autem judicare licebit, utrum aliquot aequationis termmos omittere liceat, si

aequatio proposita secundum dimensiones ipsius x disponatur, atque factores harum potestatum in

divisores resolvantur. Ita si hujusmodi aequatio fuerit proposita

(a—yY— 3(a—j)^cc-+-2(a

—

yyxx— (a—^)a;^-i-a3*=—

»

ubi posito (c=0 fit j= a, in differentiatione nulli termini praeter ultimum rejici poterunt, sicque

quinque terminorum ordines, quos promotio regulae horizontahter deorsum facta indicat, assumi

oportebit. Fiet enim

—kdy{a—j)3-f-9dj(a

—

yfx — h-dy(a^y)xx -t- dy .x^— ddx{a—yy~i.kxdx(a^yy'^

dxxdx(a—r)-f- kx^dx= >

a

. S{a—y)^— 4x(a—y)^-t-Sxx{a—y) — 4x^-4--—

-

seu ^— °

i ;ii;u; iiij da: —A{a—y)^-i-9(a—y)^x— 4{a—y)xx-t-x^

statuatur jam y===a et x= 0, et quia in singuh's terminis cyphra tres habet dimensiones, praeter
5x*— hunc solum rejicere licet.

23. Quia igitur hoc casa tam numerator quam denominator evanescit, atque omisso termino
5x*— reliquorum terminorum nullus prae ceteris rejici potest, ad tangentem definiendam aliud reme-

dium non superest, quam ut substitutione y = a — z seu a— y= z utamur, qua facta aequatio

pro curva transit in hanc formam: ^

z*— 3z^x-i-2zzxx— za:;^-i-aj*=—

•

a

His autem terminis in parallelogrammum dispositis regula indicabit hos terminos, quibus natura

curvae casu x= exprimitur

:

z*— 3z^a;-i-2zzajaj— zaj^-i-a;*=0.
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Ponatur z =p-x, ut sit /)*

—

3p^-*^2pp — p-*-t = 0, cujus radices, quarum duae sunt reales

p=i et /}== 2,2055 proxime , dabunt aequationes pro lineis rectis, quae erunt tangentes

totidem curvae ramorum per initium abscissarum transeuntium, radices vero binae imaginariae indir

cant punctum conjugatum, pro quo x = et z = 0. Atque cx hoc exemplo patet tutissimam

tangentis inveniendae methodum saepe in substitutione esse sitam,

',a2%. Gum igitur haec substitutionis methodus sit tutissima neque unquam investigationem in ambiguo

relinquat, eam prae ceteris commendamus. Quoties ergo evenit, ut regula in situ horizontaii terminos

aequationis eligendos indicet, quo casu utique semper supremis cellulis erit applicata, cum aequatio

semper unum saltem terminum ex serie suprema contineat, quia alias per x foret divisibilis, toties

valor finitus pro y inde resultans ope substitutionis eliminetur, atque aequatio inter x et novaiii

variabilem introductam denuo ad paralleiogrammum examinetur. Hoc ergo modo situs regulcie

horizontales, qui tangentis positionem non determinant, exfcluduntur, atque omnis investigatio ad sitas

regulae obliquos reducitur, ex quibus valor ipsius y semper vel =0 vel = cxd elicitur, quibus

casibus determinatio tangentis est in promtu.

25. Si enim regula secundum praecepta ante tradita applicata situm tQQet pbliquum, vel duo^

vel plures suppeditabit terminos, ex quibus aequatio utramque variabilem £C et j continens conficitur,

ex qua propterea tangcntis positio determinatur; si enim duos tantum praebeat terminos, aequatip

inde hujusmodi orietur: y'"= Cx",, ex qua . tangentem jam supra definivimus. Sin autem trcs

pluresve terminos exhibeat, ii erunt in progressione geometrica, atque hujusmodi aequationem pro

curva praebebunt:
.<^

.

^J^Bx^^y^^Cx^^y^"-^'^^^

quae posite a/^'j^t=*J9 induet hanc formam

J -t-Bp-^Cp''-t-Dp^-+-Ep'-+' etc. = 0, ^"'^' Jiili>JKHi..

Ex hac eliciantur omnes radices reales ipsius /}, qui, slut p=^ct^ p=^ p^y, etc., unde totidem

prodibunt aequationes inter £c et jy binomiale^;..^ fT ii)<cbtB3:U

a?'"j"= a, aj'"j"= '/3, x^^y''^ 7, etc,

quibus totidem curvae rami cum tangentibus assignantur Radices autem imaginariae absentiam

apphcatarum, quae abscissae x = respondeant, indi^ant, vel puncta conjugata, uti ante jam mo-

nuimus. Binae autem radices imaginariae puncta conjogata sine tangentibus indicabunt.

26. Interdum autem fieri potest, ut regula duobus pluribusve modis ita duobus supremis

terminis applicari queat, ut nulli termini supra eam compareant. Quod evenit si curva plures habeat

ramos abscissae x= respondentes, sicque singulorum horum ramorum tangentes innotescent. Quae

investigatio tangentium, quo facilius pcrspiciatur, simulque usus parallelogrammi Neutoniani uhericts

explicetnr, cxempla aliquot adjungamus, in qiiibus omnes isti casus diversi occurrant, ita lit hoc modo

facile cognoscere queamus, quot curvae rami abscissae x = rcspondeant, et quales habituri sint

tangentes in hoc loco, sive rami m infiBitum excurrant, sive in s»atio finito subsistant.

imenire tangentes ejus ramorum abscifiS(\e \=S)l respoad^ix^^ ._
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Rejectis coefficientibus, si termim hujus aequationis in parallelogrammum modo ant6 descripto

inscribantur, apparebit regulam triplici modo ita ad duos terminos appiicari posse, ot supra eani

nulii prorsus termini appareant, quos regulae situs in figura ^3 iineae ^a, ^6, Cc, repraesentant. *

Primus situs v/a, qui tcrminos xx et xy praebet, indicat curvam propositam ad abscissarum initium

ramum habere aequatione hac xx— xy=0 (reliquis nempe terminis omnibus neglectis) expressum,

qua per x divisa concludimus rectam hac aequatione x — y = contentam fore hujus rami tan^

gentem. Altera regulae positio Bb terminos y^ et xy^ tantum relinquit, unde aequatio nascitur

2j3

—

2xy^=0 seu t— a;j = 0, quae aequatio cum sit pro hyperboia, patet hanc byperbolam

pro casu x=0 curvae propositae partem constituere : fit nempe applicata y infinite magna simulque

tangcns curvae existit. Ex tertio reguiae situ oritur aequatio his duobus terminis contenta:

— 2a:j*-i- ^«*j'= 0, aeu 1

—

2x^y= 0y et linea hyperbolica hac aequatione contenta naturaHi

aliorum ramorum bujus curvae pro ia3=;0 repraesentabit. Geminas ergo haec curva habebit asymtotas

ad axem in initio abscissarum normales, alteram naturae 1 — a;j = 0, alteram .i^2x^y= 0.

Praeterea vero ramus axem in initio abscissarum sub angulo semirecto intersecabit, cum ejus tangens

sit recta hac aequatione x=y expressa.
,

Exemplum 3. Proposita curva hac aequatione contenta
i

•

x^_3x^yH-x^y2(l-^xx)-4-2xy3(l~x^)-^xV(l-^xx)-Jiy«(i^,x)— 3:^«);«^^^

invenire tangentes ejus ramorumy qui abscissae x = respondent.

Terminis hujus aequationis in cellulas parallelogrammi dispositis, regula iterum triplici modo

binis terminis ita apphcari potest, ut nulli reliquorum supra promineant (Fig. 4^). Ac prima quidem positio *

/4a hos tres terminos praebet x'^, x^y, xy^, unde haec aequatio oritur x''— 3x^y-i-2xy^=0

seu cc^— 3aja?y-4-2j^=0, cujiis curva cum proposita pro casu o; = congruit. Complectitur

autem haec aequatio primum lineam rectam x— y= 0, quae ergo erit tangens curvae in abscissa-

rum initio; tum vero aequationem aja? — 2xy — 2jj= 0, seu a3= y(lzt"]/3), unde denuo duae

tangentes ad axem obliquae resultaut, ita lit hmc curva proposita tres obtineat ramos in a\is

initio concurrentes. Altera regulae positio Bb dat terminos xy^ et y^, sen hanc aequationem

2xy^— ky^=0 sive 2jy= a?, unde tangens quoque ad axem perpendicularis oritur, et ramum

curvae per axis initium perpendicularfter trajicientem indicat. Tertia regulac positio dat terminos

y* et a;'y', hincque aequationera hahc: — 4j^-Ha7'y'= 0, seu x^y^=k, unde in initio axis fit

applicata y^zizoo, quae ergo simul erit asymtota curvae propositae, ideoque tangens. Pro initio

igitur abscissarum quatuor rami curvae s^e mutuo intersecant, sicque punctum quadruplex constituunt.

27. Ex his ergo exemplis satis apparet, quemadmodum ex regulae, secundum praecepta tradita

applicatae, positionibus indoles earum curvae partium, quae abscissae evanescenti a;=0 respondent,

sit dignoscenda. Hac nimirum ratrone quantitas omnium applicatarum
,
quae abscissae aj = con-

veniunt, innotescit: primo enim cum quaelibet applicata vel sit evanescens, vel finitae magnitndinis^

vd infinite magna, haec diversitas indicatur per inclinationem linearum /^a, Bb^ Cc, quae situs

regulae repraesentant, siquidem bina parallelogrammi latera, prouti tabula refert, habeantur pro

horizontalibus, reliqua pro verticahbus, Lineac enim Aa, Bb^ Cc, quae situs regulae pro casu

a;=0 exhibent, a sinistra dextrorsum sunt ductae, ac primo asceudunt ut Aa, tum vero descendunt
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ut Cc, fieri quoque possunt horizontales, quera autem casum, cum positionem tangentis non simul

indicet, ob rationem ante allcgatam removimus.

* 28. Quo clarius intelligatur, quomodo ex regulae inclinatione judicium sit ferendum, sit (Fig. 45)

EF linea horizontalis et lineae Ea, Ec, Ee referant situs regulae a sinistra dextrorsum ascendcntes,

j4B situm regulae horizontalem, et bF, cF, fF situs regulae descendentes. Jam igitur manifestum

est situs regulae ascendentes applicatas semper evanescentes praebere, ita ut quot hinc reperiantur

aequationis radices, tot curva habitura sit applicatas evanescentes, quae abscissae cc=0 respondeant.

Situs autem regulae horizontalis AB indicabit applicatas Onitae magnitudinis, quae abscissae £C=
respondent; at situs descendentes omnes bF, cF, fF praebebunt applicatas inGnite magnas, axis

initio insistentes, quae ideo totidem ramos curvae in infinitum extensos declarabunt. Hinc ergo

omnia curvae puncta, quae ad abscissam evauescentem x= pertinent, una quasi operatione inve-

niuntur, sive ea in axem incidant, sive ab eo intervallo finito sint remota, sive infinito.

29. Quoniam autem hic non tantum ipsa curvae puncta, quae abscissae x= respondent,

spectamus, sed etiam positionem tangentis, quae curvam in quolibet horum punctorum tangit,

requirimus, hoc quoque ex situ regulae colligere licet, nisi is fuerit horizontalis. Nam ante jam

animadvertimus, si situs regulae fuerit horizontalis velut JB, ex aequatione, quam termini a regula

trajecti constituunt, cum sit hujus formae

= a -f- /?j -t- 7j^ -f- 5
j"^ -H €j * -f- etc.

,

nihil aliud concludi posse, nisi tot curvae extare puncta ab axe intervallo finito distantia, quot haec

aequatio habuerit radices reales finitas; radices enim, si quas forte habet, evanescentes ob «= 0,

simul per reliquos regulae situs indicantur. Cum igitur radices hae finitae per hujusmodi formulas

y= a, y= b, y= c etc, indicentur, praeter distantias horum punctorum curvae ab Axe nihil

cognoscitur, neque inde positio tangentium definiri potest. Ex quo jam supra praecepimus his

casibus positionem axis statuendo y= a -*~ z, vel y= b ~t-z, etc, immutandam esse, ut haec puncta

in novum axem incidant; tum enim nova hac aequatione in parallelogrammum disposita, ista puncta

per situs regulae obliquos indicabuntur, unde tangentis positio colligi poterit.

30. Si enim situs rcgulae fuerit obliquus et quidem ascendens velut Ea, vel Ec, vel Ee, iis

non solum puncta curvae in axis initium incidentia indicantur, sed etiam tangentium directio inde

colligitur, unde tractus ramorum curvae, qui per axis initium transeunt, innotescit. Ex constitutione

enim parallelogrammi , si ejus cellulae fiant quadratae, facile perspicitur, si regulae positio Ec cum

linea horizontali EF angulum semirectum FEc comprehendat, tangentes indicari obliquas; namque

termini, qui a regula trajiciuntur, aequationem homogeneam hujusmodi

Ax'"-\-Bx"'-'y-i-Cx'"-^y^-^Dx'"-'^y^'+~ etc =
dabunt, cujus factores simplices reales ax -h ^y= totidem praebebunt lineas rectas ad axem

obliquas, quae eruut curvae tangentes in axis initio. Factores autem imaginarii, qui continentur in

factoribus realibus secundi ordinis, veluti axx -h- /^xy ^ yyy = , quia iis positis x=0 et y=0
tamen satisfit, indicabunt puncta curvae conjugata, a tractu ramorum separata,^ in quibus proinde

tangentium conceptus non habet locum. i;> /^

I
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31. Si rcgiila sursum vcfgons Ea majorcm semirecto anguium cum linea horizontali EF con-

stituit , termini, qui ab ea Irajiciuntur, erunt hujusmodi I. /ix^-i- By = 0, II. /fx^ -+- By= 0,

Ul Ax^-i-Bf:=0,.iy. Jx^'+-By—0,. Y;.,^a;*r^^xV-+-Cr'=p, VI. Jx'-t-By^=0 etc,

in quibus numerus dimensionum ab x et y ortarum decrescit sccundum progrossionem arithmeticam,

siquidem plures duobus fucrint termini. His casibus quidcm semper punctum curvae in axe ob

cc = ct y == indicatur, sed tangens tantum exhibetur, cum aequatio nou fuerit imaginaria,

manifcstumque est tangentem, si quae datur, in ipsum axem incidere. Quodsi aequatio ut V pluris

duobus constet terminis, in factores erit resolvenda, qui singuli si sint rcales, ramos curvae axcm

in initio tangcntes declarabunt; sin autem sint imaginarii, bini praebebunt puncta conjugata, quae

autem alius erunt naturae atque ea, quae ex § praecedente sunt orta, siquidcm discrimen intcr ^

puncta conjugata statucre licct.

32. Si regula sursum vergens Ee cum horizontali EF faciat angulum semirectu minorem, in

iaequationibus inde ortis dimensiones ipsarum x et y aequabiliter crescent, eruntque hujusmodi:

l. Jx-¥-By^=0, \h Ax-i-By^=0, Ul Jx^-t- By^=0, IV. ^a;-i- fij^= 0, ' '

V. Jx^-+-Bxy''-t-Cy^=0, VI. Jx^-+-By^=0, etc, - ^m

quae omnes puncta curvae in axc' dcsignant, ramorumque eo dcsineutium tangcntes, siquidcm fuerint

tealfes,' ad axem erunt perpendiculares; sin autem acquatio pluribus constans terminis uti V factorcs

habeat imaginarios, puncta tantum conjugata sine tangcntibiis indicabuntur. Apparet ergo singulas

regulae positiones Sursum vergentes\Ea, ECy Ee cuncta curvae puncta ia axis principio sita praebcre,

atque etiam inde tangentes singulorum curvae ramorum ibi cbncurrentium cognosci; sic rcgulae

positioncs Ea praebent eos ramos, qui ab ipso axe tanguntur, positio Ec eos, quorum tangentes in

axcm sunt obliquae, ac denique positioncs Ee eos ramos, qui axi pcrpendiculariter insistunt.

33. Quemadmodum si regulae positio JB fit horizontalis, ea curvae puncta abscissae a;=
respondentia prodeunt, quae ab axe intervallo finito distant. Ita si rcgulae directio deorsum vergat

veltiti 6F, cF, fF, puncta curvae ab axe in infinitum distantia, vcl pro quibus fit y=oo existcnte

x=Oy exhibentur, atque natura ramorum hic in infinitum excurrentium, quatenus ad abscissas

minimas x referuntur, exprimetur hujusmodi aequationibus hyperbolicis: /i-+-Bxy=^0, A-¥-Bx^y=^0,

A-+-Bxy^=0^ ex quibus intclligitur ipsam applicatam in axis principio ductam fore horum curvae

ramorum asymtotas. Fieri quoque potest, ut hujusmodi aequatio vcluti a^-i-xxyy = imaginaria

complectatur, cum inde sit y= —V— 1, sicque nulla tangens indicetur. Interim tamen cum

. l/— 1 sit =0, erit quoque —^= — ideoque infinitum, ita ut nihilominus his casibus applicata

y posito x=0 fiat infinita, etiamsi punctum curvae ea notatum tangente destituatur; affirmare

itaque liceat in intervallo infinito ab axe cxtare quoque puncta conjugata.

3^. Hoc modo ergo ope parallelogrammi tangentcs ramorum curvae, qui abscissae x=
respondent, inveniuntur, iis tantum exceptis casibus, quibus huic abscissae evanescenti applicatae

finitac magnitudinis respondent. Verum etiam his casibus ope differentiationis, qua valor fractiouis

^ eruitur, positio tangentis dcuairi poterit, nisi curvae ibi existat punctum duplex vel multiplex,

L. Enleri Op. poslboroa T. I. 50

^.
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p

Q

p
uti jdm supra annotavimus. Sit enim y= a posito x= 0, atque in fractione finita -> quae pro

- est inventa, ponatur tam in numeratore P quam in denominatore Qeix = Oety= aj ac

valor resultans, si fuerit determinatus, indicabit et punctum curvae ibi extare -simplex, ejusque simul

tangentem. Quodsi autem hac facta substitutione et numerator P et denominator Q evaneseat,

indicium hoc erit punctum curvae esse duplex vel adeo multiplex, quo casu aequatio ponendo

yr=a-*-z ad alium axem erit reducenda, in quem id curvae punctum incidat, ut deinceps ope

parallelogrammi natura ramorum in illo punctb concurrentium investigari possit.

35. Altera pars instituti, quod hoc capite suscepiraus, versatur in investig-atione ramorum, qui

abscissae infinite mag-nae a;= oo respondent, quod negotium etiam facile ope parallelogrammi expediri

* potest. Postquam onim (Fig. ^2) singuli termini aequationis in cellulas parallelogrammi fuerint dispositi,

manifcstum est in quaiibet columna verticali omnes terminos prae infimo evanescere, ita ut ad hanc

investigationem sufficiat ex singulis columnis solos terminos infimos retinuisse. Tum vero aeque

evidens est atque in casu praecedente, si regula ad hos terminos infimos ita applicetur, ut nulli

termini infra eam promineant, prae terminis, per quos regula transit, omnes terminos superiores

evanescere casu £c= cxd, ita ut singulae hujusmodi regulae positiones praebiturae sint terminos

aequationis inter se homogeneos, prae quibus reliqui omnes rejici queaut.

36. Proposita erg-o aequatione quacunque pro curva inter coordinatas x et y, si scire velimus

puncta curvae, abscissae x in infinitum abeunti respondentia, tum singuli aequationis termini, ut ante

est praeceptum, in cellulas parallelogrammi inscribantur, et quoties fieri potest regula ad terminos

binos infimos ita applicetur, ut nuUi terminorum reliquorum infra regulam cadant, quo facto uns^-

quaeque hujusmodi regulae positio eos monstrabit aequationis terminos, prae quibus reliqui omnes

casu a;= oo rejici queant, indeque natura ramorum curvae in infinitum excurrentium
,

qui quidem

abscissae £c= oo respondeant, collig^etur. Hinc scilicet patebit, utrum applicatae y valores, ipsi

ac= oo respondentes, evanescant, an sint finitae magnitudinis, et an ipsae fiant infinitae; quod

discrimen ex diversis regulae positionibus respectu horizontalium laterum parallelog^rammi colligetur.

37. Quemadmodum autem judicium institui oporteat circa naturam hujusmodi ramorum in

infinitum extcnsorum faciiius exemplo quodam evolvendo quam praeceptis tradendis doceri potest.

Ex^einpluin. Imenire naturam ramorum pro abscissa x=oo carvae Iwc aequatione expressae

= 2a'°xy— 3a9x3-+-2a«x2y2__3a''x5— ^a^x^y^-i-a^x^^y— ^a^x^y*— ii.a2x«y2_+.2ax»y3_t-x8y<

— Sa^y^H-^i-a^y* —a^x^y-f-Sa^x^y^— a*xy— Sa^x^y' __ !i.ax«y«— x«y»

,
— 2a^x^y* -H2ax*y'^

-+-a'*xy*'

* Dispositis terminis hujus aequationis in cellulas parallelogrammi (Fig. 4^6), rejectis coefficientibjus,

regula binis terminis in quaque columna verticali infimis quoties fiori potest ita applicetur, ut infra eam

nulli termini appareant, sicque progrediendo a dextra ad sinistram quinque regulae situs prodibunt,

qui indicantur in figura lineis Gg, Hhy Jiy Kk et LZ, quarum duae priores deorsum tendunt, duae

posteriores vero sursum, at media Ji est horizontalis. Jam singuli hi situs sequenti modo evolvantur.

I. Situs Gy praebet terminos .x*y' et cc^j^, ex quibus formatur haec aequatio:

..,.u.W'. 2ax^y''— cc^y^=0 seu 2ay = xxy
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pro parabola, unde concluditur curvam habere pro abscissa a;= oo ramos in inQnitum extensos

parabolicos, qui iu infinito cum parabola bac aequatione 2ay = xx contcnta confuudantur, ita ut

abscissae a;=oo rcvspondvat applicata j^=oo, quae eadem abscissae x=— oo conveniat. Hi igitur

rami ^symtotis rectis destituuntur.

II. Situs flhf qui ad horizontalem angulo scmirecto est inclinatus, praebet terminos x^y^ et

«*/*, unde oritur aequatio £c*/*— x^y^ = seu xx—yy= quae resolvitur in has duas

x-i-y= et X— ^ = 0, utramque pro linea recta ad axem angulo semirecto inciinata, altera

quidem inclinata, altera reclinata. Utraque igitur ostendit asymtotam rectam, ita ut haec curva

duas habeat asjmtotas, quae vel in ipsas illas rectas aequationibus x-t-y = et x— y =
expressas, incidant, vel ipsis erunt parallelae. Quanto autem intervallo ab iis distent, hinc definiri

nequit, quoniam ad hoc reliquorum terminorum acquationis ratio est habenda. Inclinatio ergo tan-

gentium ad axem tantum hic indicatur; puncta vero, ubi axem secent, hinc non cognoscuntur.

Ceterum hinc apparet tam abscissae a?= -»- oo quam x= — oo geminas convenire applicatas

j= -*-oo et y= — oo, atque has duas asymtotas se invicem ad angulos rectos intersecare, cura

utraque ad axem angulo semirecto inclinetur.

III. Situs horizontalis Jl per tres terminos a?*;y*, a;^^* et x^y^ transit, indeque emergit haec

aequatio x^y^-t-2ax^y^— kaax^y^=0 seu y^-i-2ay — kaa = 0, ex qua resultant duo ipsius y
valores constantes : y=— a-t- aV^ et y= — a— al/5, qui indicant duas rectas axi parailelas ab

eoque his intervallis distantes, quae simul ipsae eruut curvae asymtotae; nam cum abscissae aj=oo,

vel etiam x= — oo valores finiti ipsius applicatae y respondeant, manifestum est hos valores lineas

rectas formare, quae adeo ipsae futurae sint curvae asymtotae. Hoc ergo casu non solum inclinatio

iinearum, quae curvam in infinito tangunt, inuotescit, sed etiam ipsa harum linearum positio

designatur.

IV. Situs regulae Kk transit per terminos x^y^ et x^^y, ex quo formabitur aequatio

— ka^x^y^-h-a^x^^y^O seu a^=kxy^ unde colligitur posito a2= =t:oo fore y= 0, Sumta

ergo abscissa x infinite magna, ramus curvae in ipsum axem incidit, eritque ideo ipse axis asymtotos,

perinde atque in hyperbola aequatione aa = kxy contenta. ,«. u,

V. Situs denique regulae Ll terminos dat x^^y et oj^, unde obtinetur ^equatio

' /i H ;; ;
a"^ x"^y— 3a'a3^=0 seu a;^j= 3a^, quae dat y=^'-—

• •: > .
•- ^ •»

j

Fit igltar pariter y= posito a?= =hoo, sicque hinc ipse axis denuo erit asymtotS" IfiiJa^ *(*iirvai!

propositae. Sed hi curvae rami, qui ad axem convergunt, diversi sunt ab iis, quos situs praecedens

regulae suppeditavit, quoniam borum indoles ad hyperbolam cubicam aequatione a?a5j= 3a* accedit,

cum illorum natura per hyperbolam conicam indicetur. "^ '"

38, Ex hoc exemplo intolligitur, quomodo in genere ex ratione situs regulae de natura ramorum

in infinitum porrectorum sit judicaudum. Scilicet si situs regulae a dextra ad sinistram progrediendo

examiui subjiciamus, primo occurrunt ii, qui deorsum vergunt ut Gg^ Hhy tum horizontalis, si quis

adest, ut Je, denique sursum vergentes ut Kk et Ll. Ac primo quidem si regulae situs est hori-

zontaiis, qui est quasi medium iuter descendentes et ascendentes, ex eo proveniunt valores finiti

applicatae y^ qui abscissae infinitae x respoudeant, hocque casu inveniuntur asymtotae curvae, quae
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axi sunt parallelae, ab eoqiie intervallo finito distantes, atque hujusmodi asymtotae tot prodibunt,

quot aequatio ex hoc regulae situ nata habuerit radices reales. Ubi notandum si duae pluresve

radices fuerint aequales, tolidem asymtotas in unam coalesccre.

39. Quando autem, ut primo loco assumsimus, regula dcorsum verg-it ut Gg vei Hh, tum

abscissis inOnitis appiicatae quoque infinitae convenient, et curva ramos habebit ab axe in infinitum

diverg-entcs. Practerea vero hinc dijudicari potest, utrum hi rami sint hyperbolici seu asymtotis

praediti, an vero parabolici. Scilicet si angulus, quo situs regulae uti Gg ad horizontem inclinatur,

major fuerit semirecto, ramus erit parabolicus axem versus convexus, ejusque natura exprimetur

aequatione parabolica y"*= Ax'\ in qua exponens ipsius x major est exponente ipsius j. Cohtra

vero, si angulus inclinationis regulae deorsum vergentis ad borizontem minor fuerit semirecto, arcus

itidiem provenit parabolicus, sed concavitate axem respiciens, et in aequatione parabolica ipsi conve-

niente y"'—Ax" erit m> n. Priori casu tangens curvae in punctis abscissis infinitis respondentibus,

axem in distantia infinita normaliter secabit, posterlori vero casu axi ad intervallum infinitum erit

parallela. 'ri 2«ii>^ui.

AO. Si rogula sinistrorsum et deorsum vergens cum horizontali faciat angulum semirectum ut

Hh\ ea per omnes terminos homogeneos summae dimensionis transibit, atque aequatio ex hoc

regulae situ orta erit hujusmodi

• ' ' Ax"'-+- Bx"'-'y -\- Cx'"-^y^-^ Dx"'-^y^-i- etc. = 0.

Hujus igitur radices, sunt investigandae quotquot habuerit reales, quoniam imaginariae nihil nisi forte

puncta conjugata in infinitum distantia indicant. Radices vero reales quotquot fuerint inter se in-

aequales, cum hujus sint iormae u x -t- /3y= , inclinationem tangentiura in infinito indicabunt,

eandemque inclinationem asymtotae habebunt, etsi ipsa asymtotarum positio hinc non definiatur.

Radices autem aequales vel plures asymtotas coalescentes, vel etiam inter se parallelas monstrabunt,

siquidem in: spatium finitum cadunt; sin autem ad axem in intervallo finito non accedant, tum

aequalitas plurium radicum ramos parabolicos, quorum tjxes eandem teneant inclinationem, declarabit,

quos proinde peculiari ratione indagari oportet.

41. Quando vero regula sinistrorsum ac sursum est directa, uti Kk ye\ Ll , aequationes inde

suppeditatae semper indicant abscissls infinitis respondere applicatas evanescentes; rami igitur curvae

per has aequationes denotatae in spatio infinito cum axe confundentur, eritque propterea ipse axis

asymtota horum arcuum. Quin etiam diversa inclinatio regulae simul diversam naturam horum

ramorum hyperbohcorum monstrabit, sive cum hyperbola appolloniana conveniant, quod evenit si

rf»gula ad angulum semirectum est inclinata, sive ad naturam aliarum hyperbolarum superiorum

ordinum sint referendae. Quare hoc casu circa indolem ramorum curvae in infinitum cxcurrentium

5»hil |)ir;ieterea desiderari potest. >;;;; /> •xiwr: it >•, .: < . .i.j, *; : i|a. i/ . ^:- /»

:-.'. k2.' Quoniam casu, quo tangens ^curvae in punctis^* qnae abscissaie' infinitae reSpbildferttj ad axem

obliqua est inventa, in dubio rolinquitur, utrum ea cum axe alicubi concurrat, nec ne? Dubium hoc

resolvetur, si aequatio curvae ad aliura axem revocetur tangenti illi parallelura; scilicet si pro

langente inventa fuerit haec aequatio ax — /3y= 0, vel si plures radices sint aequales, haec:"

(ifa—»/?j*)?3=.0. Ducaturad axem oblique recta aequatiqne £^a?— j3y===0 expressa, haecque pro
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axe assumatur, m quo abscissae sint = t, ct applicatae ad eum normalcs = u; quo facto fiet

St-au *!'" '"»•• at-t-Su '

sicque natura curvae exprimctur acquatione inter has novas coordinatas t et u, cujus termini si iu

cellulas parallolog;rammi disponantur, loco factoris compositi {<xx -^ /Sy)" nunc prodibit factor simplex

(

—

uY{cia-i- /3/3))", qui cum aliis adhuc terminis, quos regula ostendet, comparatus dabit hujus-

modi aequationem yu"-*- dt"= Ofin qua erit in<Cn, ex qua perspicietur utrum tangens curvae,

quae novo axi est parallela, ab eo intervallo finito «iistet, quod eveniet si in= 0, eritque id inter-

vallum a= y- , an vero innnito, quod evenit si m > 0. , IUo casu recta axi parallela ab eoque

!Bftifii*V^ilo 'tf :i=b'y— - ducta erit curvae asymtota, et r^Mi^ tXitYAe Irtperbolicus; postieHoi1'Vef6

casu ramus asymtota dostituitur, ac parabolicus vocatur. Intelligitur hinc etiam fieri posse, ut

asymtota adeo iraaginaria evadat, veluti si m= 0, haccque aequatio obtineatur: uu-t- aa= O^ quam

impossibihtatem ex aequatione ante axis permutationem concludere ndn licuerat. Ex quo perspicitur,

quantum reductio aequationis ad alium axom subsidii afferat ad naturiam curvae accuratius cognos-

cendam.
....;..-... ... . ' -...<.... ..... .,, ,......,..jj. .,. ,.^

43. Fieri etiam potest, i^t asymtota hoc modo inventa in ipsum novum axem incidat, seu in-

tervallum u evanescat, quod cum ex formula 'yu^-i^ St^'=0 exempH gratia assumta minus appareat,

notandum est aequationem, quae hoc casu ex situ regulae derivatur, hujusmodi habituram esse

formam generalem /Ta^-i-^i, '= 0, ita ut sit m <Ck -i-n, unde manifesto tres casus oriuntur.
' ••> '• ',,. :• 1- , •\':(ji! "^',"^

' -'.t' '.::[ y
Primus si k<imy ideoque yu^^dt" =0, ex quo concluditur facto t=oo fore quoque m=cxd,,) •V.!'^ •''^

• .; (;->q "n:i!;.:-p !i- \ .» - • If- ';

sicque tangentem a novo axe, cui est parallela, iniinite distare, ramumque curvae fore propterea

parabolicum seu asymtota destitutum; ubi quidem notari convenit, hunc casum locum habere non

posse nisi sit n ;> 1 , hoc est nisi in priori evoiutione secundum § 4-0 facta, aequatio

>^i...l. «,., mA. .bil.ni !. ™"'
J^»^^Ba=»^,„^,te:= (y

-"•-^^ -' -. •

duas pluresve radices habeat aequales, quia n assumsimus ad nuiherum aequalium hujus aequationis

radicum acc

—

^y denotandum. Quare, ut ibi jam mouuimus, nisi plures radices fuerint aequales,

ramus curvae parabolicus esse nequit. Secundus casus est si k= m, quo formula superior abit in

yu"~t-d = et indicat intervallum asymtotae curvae a novo axe, cui est parallela. Tertius casus

locum habet si k^m, quo fit yt^~""u"-^ d= 0, hocque manifestum est facto t=oo fieri a= 0,

ideoque ipsum novum axem fore curvae asymtotam. Neque vero solum hinc concluditur istum

ramum curvae in infinitum protensum esse hyperbolicum, sed etiam natura hyperbolae, quacum coneruit,

cognoscitur ex aequatione yt' '"u"-*-8= 0. . .»,
. :(i ••>i,,-. , ;

kk, Sin autem tangens curvae in infinitum extensae ejusve asymtota non in ipsum axem incidat,

sed ei in dato intervallo sit parallela, uti C^su secundo § praec. atque etiam § 38 usu venit, quo

situs regulae fit horizontalis, tum hac methodo quidem distantia asymtotae ab axe, cui est parallela,

inveuitur. Sed natura famt curvae ad istam asymtotam convergerttis non agnoscitur, seu hyperboia,

quacum conveniat, non definitur, uti eo casu, qu6' asymtota cum ipso axe confunditur. Quanquam
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autem ad praescns iostitutum nostrum sufGciat positionem tangentis determinasse, tamen levi negotio

ea quoque hyperbola assignari potest, ad quam natura rami curvae proxime accedat. Ponamus enim

vel ex prima aequatione inter x et y, vel ex jam immutata inter t et u prodiisse pro casu a?= oo

vel t= oo hanc aequationem y vel u = a, tum haec ipsa recta ab axe intervallo =a distans pro

novo axe assumatur, statuendo y vel u= a-\- v^ sicque obtinebitur nova aequatio inter abscissam

X seu t et applicatam c, quae ad parallelogrammum reducta hunc curvae ramum per situm rcgulae

a dcxtra -ad sinistram sursum vergcntis veluti Kk seu Ll exhibebit, ex quo non solum constabit hunc

novum axem ipsum esse curvae asymtoton, sed etiam regula aequationem pro hyperbola illa suppe-

ditabit, quae naturam rami curvae in infinitum excurrentis continebit, quemadmodum jam supra

§ W annotavimus. Hocque ergo modo omnes curvae rami ad abscissam infinitam relati non solum

invenientur, sed etiam parabolae vel hyperbolae, quae proxime ad eorum naturam accedant, indicari

possunt.

. ^5. Cum igitur aequatione quacunquc inter coordinatas orthogonales aj et y* proposita, curvae

per eam expressae natura tam iis in locis, quae abscissae x==^, quam in iis, quae abscissae infinitae

respondent, dcfiniri queat, manifestum est, commutandis his coordinatis, curvae naturam quoque

cognosci posse in iis locis, quae applicatis y vel evanescentibus vel in infinitum abcuntibus respon-

dent. Neque ad hoc opus erit, ut novum parallelogrammum construatur, cum idem, in quo termini

aequationis modo ante exposito sunt inscripti, etiam judicio ad applicatas accommodando inservire

« possit. Quemadmodum enim ante, ubi abscissa erat proposita (Fig. ^6), latera parallelogrammi PQ

et SE erant tanquam horizonti parallela spectata, ita nunc, proposita applicata altera, latera PS et QR

situm horizontalem occupare sunt existimanda, atque plagae laterales dextra et sinistra inter se com-

mutandac, quo facto eaedcm conclusiones, quae ante cx situ regulae pro abscissa vel evancscente vel

infinita sunt derivatae, iisdem verbis retentis pro applicata vel evanescente vel in infinitum abeunte

valebunt.

k^. Hinc igitur perspicuum est eandem parallelogrammi figuram ad judicia tam pro abscissa (c,

uti hactenus fecimus, quam pro applicata y adhiberi posse. Quare si utrumque judicium conjunctim

instituere vclimus, regulam continuo ad binos terminos figurae extimos ita applicari oportet, ut nulli

termini extra promineant, qucmadmodum in figura videre licct, ubi lincae Ja^ Bb, Cc, Dd, Ee^

Ff, Gg^ Hh, Ji, Kk, Ll ct Mm has regulae positiones indicant, in quibus omnes, quae quidem

occurrere possunt, continentur. Harum enim sunt quatuor lateribus parallelogrammi parallelae: Cc,

Ff, Ji, Mm, reliquae vero his inter jacentes obliquae, inter quas porro hoc discrimen est notandum,

quod aliae cum lateribus horizontalibus angulum serairectum constituant , aliae majorem , aliae

minorem semirecto; videmus enim ab hoc discrimine naturam curvae plurimum pendere, siquidem

cellulae parallelogrammi quadratae efficiantur.

*
, ,j

kl. Omuino ergo sedecim diversae regulac positiones occurrere possunt, quas figura 'tT ratione

inclinationis earum ad latera parallelogrammi repraesentat. Incipicndo scilicet ab ea, quae ad sinistram

est perpendicularis, \ii AB in Fig. hl et Mm in Fig. 46 atque circuitum sursura dextrorsum absoK

vendo, hae scdecim positioncs ita ordine procedent:
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— «

— «

— «

rTT^. «

«

— «

— «

— «

— «

Bh

Cc

Dd
Ee

Ff

Gg

Hh

« Ji

« Kk
« Ll

I. /iB porpendicularis ad sinistram In Fig. ^6 convenit Mm
II. EJ plus semirecto ad horizontem inclinata « « — « y4a

III. EF semirecto ad horizontem inclinata

IV. EK minus semirccto ad horizootcm inclinata

V. BC horizontalis superior

VI. JG minus semirecto ad horizontem inclinata

VII. FG semirecto ad horizontem inclinata

VIII. KG plus semirecto ad horizontem inchnata

IX. CD pcrpendicularis ad dextram

X. GL plus scmirccto ad horizontcm inclinata

XI. GH semirccto ad horizontem inclinata

XII. GM minus semirecto ad horizontem inclinata

XIII. DjI horizontalis inferior

XIV. LE minus semirecto ad horizontem inclinata

XV. HE semirecto ad hortzontem inclinata

XVI. ME plus semirecto ad horizontem inclinata

Nunc quasnam conclusiones singulae hae positiones pro natura eurvae suppeditent, exponamus.

4^8. Primus regulae situs JB praebet pro applicata j=0 omnes valores (initae magnitudinis

abscissae cc, seu omnes abscissas finitas indicat, quibus rcspondet applicata evanescens. Indicat

quidem etiam abscissas evanescentes, si aequatio fuerit per x ejusve potestatem divisibilis; sed hi

casus per sequentcs regulae positiones clarius exhibcntur. Tangens autem in his curvae locis non

indicatur.
, / .

Secundus regulae situs EJ ea curvae puncta indicat, pro quibus est tam o?= , quam ;y= 0,

simul autem ostendit tangentem in ipsum axem incidere, seu in'his punctis curvam ab axe tangi, et

natura curvae accedit ad parabolam x'"= Cy"* existente m > n.

Tertius rcgulae situs EF iterum ea puncta curvae exhibet, pro quibus est tam x= quam

y= 0, sed quorum tangentcs sunt ad axem obliquae, earumque simul obliquitas indicatur.

Quartus regulae situs EK etiam nunc ea curvae puncta exhibet, pro quibus est tam x=0 quam

y = 0; hinc vero concluditur tangcntes curvae in his punctis esse ad axem perpendiculares, et natura

curvae exprimitur parabola y'"=Cx" existente iw > n.

49. Quintus regulae situs BC pro abscissa x= praebet omnes finitos valores applicatae y,

neque vero tangenles curvae in his punctis indicat.

Sextus regulae situs JG indicat posita abscissa x= 0, fieri applicatam j infinitam, ita ut recta

ad axem in principio abscissarum normalis sit curvae asymtota, ideoque ramus hic curvae hyperbo-

licus, cujus natura accedat ad hujusmodi hyperbolam x'"^'*= C, ubi sit /i > /w.

Septimus regulae situs FG pariter indicat posito x= ficri y=oo, sicque ipsam hanc appli-

catam fore curvae asymtotam, ejusque ramum hyperbolicum ad naturam hyperbolae conicae xy= C

accedentem.
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Octavus regulae situs KG quoqiie pro x = praebet j = cxd, at rami curvae, qui ad hanc

applicatam tanquam asymtotam convergunt, ad naturam hujusmodi hyperbolae x"'y"z= C referuntur,

ubi sit m > w.

50. Nonus regulae situs CD eos abscissac x valores finitos exhibet, quibus respondent appii-

calae y infinite magnae, haeque ergo erunt simul tangentes et asymtotae curvae. Natura autem

hyperbolica, ad quam isti curvae rami pertirieaht, hinc non cognoscitur.

Decimus reguiae situs (rL declarat abscissis x infinite magnis respondcre applicatas quoque

infinite magnas, quae simul sint curvae tangentes, sed cum totae sint in infinitum dissitae, rami hi

curvae non hyperbolici censentur, sed parabolici, atque ad hujusmodi naturam parabolicam accedunt

x"'=Cy", ubi sit m > n.

Undecimus regulae situs Gfl' pro abscissis x infinitis applicalas y pariter infinitas praebet, per

hujusmodi aequationes y = ccx, ex quibus colligitur tangentem curvae ad axem fore obliquam. Verum

hinc neque axis punctum, ubi tangens incidat, innotescit, neque natura rami curvae in infinitum

extensi, sive sit hyperbolica, sive parabolica; posterius enim evenire potest, si duae pluresve radices

fuerint aequales^ ut §§ kO et 43 est notatum.

Duodecimus regulae situs GM pariter ac bini praecedentes pro abscissis x infinitis applicatas y

quoque infinitas ostendit per hujusmodi aequationes j"*= Cx" ubi m^ n, hincque simul intefligitur

tangentem curvae esse axi parallelam, ab eoque intervallo infinito remotam, ita ut rami curvae hinc

resultantes , sint parabolici.

• 51. Decimus tertius regulae situs DJ pro abscissis x infinitis applicatas y finitae magnitudinis

offert, unde coliigitur rectas axi parallelas, quae ab eo intervaliis =y sint remotae, fore curvae

tangentes ejusque asymtotas. Verum natura hyperboiica, ad quam isti curvae rami referantur, hinc

rion innotescit. r.i jao eiiduj

t Decimus quartus regulae situs LE ad abscissas x infinitas refert applicatas y evanescentes, dum

hujusmodi praebet aequationes x"y"*= C uhi m > n, eritque ergo ipse axis tangens curvae ejusque

adeo asymtota, ac simul natura hyperbolica hujusmodi curvae ramorum innotescit.

Decimus qulntus regulae situs HE hujusmodi praebet aequationes xy=C pro abscissis £c in-

finitis, quibus idcirco applicatas nihilo aequales respondere manifestum est. Erit ergo ipse axis

tangens et asymtota curvae, cujus natura hyperbola conica eXprimitur.

Decimus sextus denique regulae silus 31E itidem pro abscissis infinitis x ostendit applicatas y

evanescentes, per hujusmodi aequationes £c'"j"= C existente m^n, ita ut axis quoque sit tangens

et asymtota curvae, cujus natura hyperbolica hinc simul erit manifesta.

52. Quo hae conclusiones, quas singuli isti sedecim regulae situs suppeditant, clarius perspi-

ciantur, in tabula subnexa pro unoquoque tam valores coordinatarum quam positionem tangentium,

et curvae naturam sive parabohcam , sive hyperbolicam , siquidem ex situ regulae innotescit,

e^hib^amu^; ^,.^.,^, ,,,j^.

I
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Situs regulae

l.AB
II. EJ
m. EF
IV. EK
y. BC
Vl. JG
VII. FG

VIII. KG
IX. CD
X. GL
XL GH\

XII. GM
XIII. DA
XIV. LE
XV. ^E
XVI. ME

Coordinatae

X= fin.

a;—

aj=
cc= p

a?=
03=
a)=
a;= fln.

a;= cx)

aj= CX3

a;= oo

a;= oo

a;= oo

a;= oo

a; = oo

j=
r = o

r==o

r= o

r= fin.

r= oo

r= oo

r= oo

r= oo

J= oo

r= oo

r= oo

y= fin.

r = o

r = o

r= o

Tangentis inclinatio

in axem incidit

ad axcm obliqua

ad axem perpend.

ad axem perpend.

ad axem perpend.

ad axem pcrpend.

ad axcm perpend.

ad axem perpend.

ad axem obliqua

axi parallela

axi paralleia

in axem incidit

in axem incidit

in axem incidit

Natura rami parabolica seu hyperbolica.

i.il ;a».»i'» >iipiiijatM,up ,Jnr,J?ib olioiliri olir./

y-^Ca^ubim-^i"'"^'"''''"'^''''

aj^^r^-^C ubi /w < /i
'»'J1^^''2 •»'•

ccy =: C f*9ail o; ,,,

£c"'r"=C ubi »l> /i
' "' '« .'>'"rj

— . .
i

..,-4«) UIODll

aj"'=Cr" ubi w > ?i
^afi«p"fio9 -S

^'''^Ca;" ubi /w> /i >

cc"'7"= C ubi /n < /i

ccr= c

£c"V"= C: ubi /w > /i

53. Hi igitur regulae situs omnia curvae puncta indicant, pro quibus alterutra coordinatarum

vel evanescit vel in infinitum abit; quare si cum axe principali, in quo abscissae capiuntur, conjun-

gatur alter axis, ad quem applicatae referuntur, quoniam hos duos axes inter se commutare h'cet,

regulae situs omnia ea curvae puncta ostendunt, quae vel in allerutrum axem cadunt, vel intervallo

infinito sunt remota. Atque haec investigatio aeque locum habet, sive ambo hi axes sint inter se

normales, uti assumsimus, sive obliqui, quo posteriori casu eae tangentes, quae axi principali perpen-

diculares sunt inventae, alteri axi paralielae sunt dicendae. Ex quo perspicuum est, cum axes isti

pro lubitu immutari queant, hac ratione per applicationem regulae ad parallelogrammum omnia

curvae puncta assignari posse.

j
5^. Neque vero, uti jam observavimus, ad omnia curvae puncta, quae hoc modo reperiuntur,

^imul tangentes ducere licet; excipiuntur namque ea, quae ^rimus et quintus regulae situs exhibet:

tum vero etiam pro iis, quae situs undecimus praebet, inclinatio quidem tangentis ad axem colligitur,

^e4 yera ejus positio, seu ejus concursus cum axibus hinc definiri nequit. Denique natura curvae

circa haec puncta, quae boc modo reperiuntur, seu aequatio vel parabolica vel hyperbolica ejus in-

dolem proxime exprimcns, non ex omnibus regulae sitibus colligi potest, excipiuntur enim situs I,

III, V, IX, XI et Xlll, Sed quomodo hi defectus per relationem curvae ad alios axes suppleri

l^ossint, jam clare exposuimus. Diligentius vero etiam hanc indagationem evolvere conabimur in

sequcntibus capitibus, ubi accUratius in oaturam linearum curvarum, calculo differentiah in subsidium

tocato, iuquiremus. i
'

-
*

'»>il ili i; f

Jbe mff-

"

^ifM;

L Eoleri Op. postboma. T I. 51



402 ^ L. EULERI OPERA POSTHUMA. Anaiym.

j.

.

Caput V,

"
. De invenlione ramorum in infinitum extensorum.

, i. Si pars quaepiam lineae curvae in infinitum extenditur, ejus puncta a principio axis inter-

vallo infinito distant, quaecunque etiam linea recta pro axe assumatur. Hinc si abscissae cc, quibus

rami inOniti respondent, vel evanescant, vel sint finitae magnitudinis, applicatae y necessario erunt

inOnite magnae; ac vicissim, si applicatae sint vel evanescentes vel infinitae, abscissae erunt infinite

magnae. Saepenumero etiam evenit, ut tam abscissae quam applicatae in finitum abcant. Quare
^

quacunque linea recta pro axe assumta, omnes curvae rami in infinitum excurrentes invenientur, si

coordinatarum x et y vel altera vel utraque infinita ponatur. Sic in enumeratione situum regulae circa

finem capitis praecedentis facta, sextus cum sequentibus omnibus ramos in infinitum extensos indicat.

2. Quanquam autem haec ramorum in infinitum extensorum inventio in capite praecedente jam

exposita videtur, ubi per regulae applicationem ad parallelogrammum Newtonianum ihdolem eorum

curvae ramorum, pro quibus vel alterutra coordinatarum vel utraque in infinitum abit, investigavimus,

tamen saepenumero accuratiori investigatione opus est, cum ad veram tangentis positionem, tum ad

naturam ipsam illius curvae portionis definiendam, uti jam supra innuimus. Quin etiam fieri potest,

qui casus imprimis sunt notandi, ut per situm regulae ramus curvae in infinitum extensus indicetur,

qui tamen si reliquorum aequationis terminorum ratio simul habeatur, fiant imaginarii. Denique usus

parallelogrammi ante expositus tantum ad curvas algebraicas, quarum aequationes ad rationalitatem

jam sint pcrductae, patet; unde si aequatio vel irrationalitate sit implicata, vel adeo transccndens,

peculiari mcthodo opus erit ad hoc negotium expedicndum. •

3. Quoties curva est algebraica ejusque aequatio ad rationalitatem revocata, parallelogrammum

Newtonianum summa cum utilitate adhiberi potest, non solum ad veram tangcntis positionem et

curvae naturam pro iis quoque casibus eruendam, quibus superior methodus insufficiens est visa, nisi

axis curvae immutetur, sed etiam ejus ope eos casus dignoscere licebit, quibus rami infiniti, qui

primo intuitu per situm regulae indicari videntur, fiunt imaginarii. Dari autem hujusmodi casus,

uuico exemplo curvae hac aequatione expressae (yy— axy-^ aayy-i-a^=0 probasse sufficiat,

pro qua ex parallelogrammo eliciuntur rami in infinitum extensi, quorum natura expriraatur aequa-

tione yy — ax= 0, cum tamen ex tota aequatione appareat nullam plane Hnearum curvarum ei

respondere: reperitur enim yy— ax = ay—{aa-i-yy), ita ut nulli plane applicatae y abscissa

realis respondeat.

k. Intelligitur ergo ad naturam curvae in infiuitum expansae accuratius investigandam, eorum

quoque aequationis terminorum, qui prae iis, quos regula trajicit, erant neglecti, rationem esse ha-

bendam; si quis enim horum terminorum, etiamsi pro infinite parvis haberi queant, imaginaria invol-

vat, tota aequatio imaginaria erit censenda. Sic etsi posito x infinito, in hac aequatione y=—i

terminus — prae — rejici queat, ita ut haec aequatio casu 03=00 congruere existimari possit

cum hac j=— , tamen si terminus rejectus seu ejus coiifficiens 6 sit imaginarius, tota aequatio fiet

imaginaria, atque applicatae abscissis infinitis respondentes erunt imaginariae, neque crgo hoc casu

acquatio y =— ad curvae indolem investigandam adhiberi poterit.



XIX.

Probleiiiatis ex tlieoria iiiaximoruiii et iiiinoruni solutio.

Problema* (Fig:*48) Super recta AB constituere triangulum AOB, ul si ex dato puncto V in *

sublimi posito ducantur rectae YA, VB et VO, sit summa hinorum triangulorum AVO-f-BVO minima.

Solutio. Ex V in planum triawguli quaesiti demittatur perpendiculom VC, et ex C in rectas

quaesitas AO et BO productas agantur perpendiculares CP et CQ: ernnt rectae FP et VQ in

1 1
easdem perpendiculares. Hinc colligitur area J JFO= -^AO.FP et J BVO= —BO.VQ,

ideoque minimum effici opwtet

AOV^CV-^ CP"") -4- BOV{CV^-^ CQ').

Statuamus nunc rectas datas CA= a, CB = by AB= c et CV=h, itemqne angulos datos

CAB= a et CBA= i3j hincque quaeramus binos angulos BAO = /tit ABO = y, ideoque

AON= BOM= ju-t-Pi unde collig^imus

A0= /""•^
. -et B0= '"°^

lii-

sin (/4 -»- v) sin {/t -*- v)

et ob angulos CAP= a— ^ et CBQ= ^— v fit

CP= a sin (a— f/) et CQ = b sin {/3— p)

quare ob c constans minimum esse debet

iinvV{hh-*-aasin^{a— fi))
^

sin ^V{hh-t-bbaiQi{^— v])
^ .oaoitasnstfli lO

sin {/i -+- v) sin {fi-t-v)

cujus ergo formulae differentiale, pbsitis fi el v variabilibus, nihilo est aequandum. Est vero
iii fir;nc»i)r)')iii'ikii 'V' .'o oboiQ '>:

;

, sin»' dvcoav (d/t-t-dv)slnv cos{fi-^-v) dv sin ft— dfi sin vcos (fi-*- v)

*8in(/t-+-y) sin {fi-t-v) sin^ {fi-t-v) sin^ {fi-t-v)

. »in fi dficosfi {d fi -^ dv) sin fi cos {fi -t- v) dft sinv— di> »a » *c^{fi -*- f)

* sin {ft-*-v) sin {ft-h- y)t sin* (jt-^v} sin* (ft -t- v)

Tum vero posito V{hh -¥- aa slii^ {a—/u)) = P et V(hh-t-bbsm'* (/3
— y))= Q erit differeatiando

, _j —aadftsin(a— /t)cos{d— fi) ,^ —hbdv sin (j^— y) cos (g — v)

U> l
~ et CL i^— •

—

TT >

quibus vaioribus substitutis prodit differentiale nihilo aequandum
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Pdv sin fi— Pd/x. sia v cos (^ -+- v) aadfi sin v sin (a— fi) cos (a— /i)

+
sin* (/i -H v) P siu (/t -+- v)

Qdju, sin V— Qdi' sin /u cos (^-i-y) 66d»' sin fi sin (/?— v) cos (/3— v)

0,
sia^(fi~+-v) Q8ia(fi-i-v)

ubi termini elementis dju et d?^ affecti seorsim evanescentes reddi debent, ita ut hae binae obti-

neantur aequatioues finitae per sin^ {/u -+- p) multipiicando

_ „ . ^ . / X 66 sin/isin (At-H»') sin(/J— y) cos(/3— v) ^
I. P sm/u — Q sin ju cos {fi-i-p) — ^^

' —~—^^-

—

-= 0,

,, ^ . „ . / \ aa sin V sin (/t -Hr) sin (a— u) cos (a— «) ^
II. Q smv — P sin p cos {/u-t-p)— ^^-^

—

'-—-^—^ i—^= 0.

* ' ' Q P
Formetur hinc ista combinatio I. II. -— > proditque

sin fi sin V
*^ *

/D o nn\ (
.—l>hsm {^i -t- p) sin (/? — p) cos (^— p) \{PP — QQ) cos {in-^p) = 0,

-f-fla sin (^ -4- j^) sin (of— //) cos (a— fi)

at est PP— QQ=.aa sin^ {a — fi)— 66 sin^ (/?— p), ideoque

aasin(a— ^) (cos (^ -i- ?^) sin («— ^) n- sin (^ -*- 1^) cos (a— fA) =
^^\ bb sin {/3— z^) (cos {/u h- p) sin {/3— p) -k- sin {/u -i- p) cos (/?— >^)

)

quae aequatio per reductionem sinuum abit in hanc

a a sin (cj— /u) sin {a-^p) = bb sin (/?— ?^) siu (^ -t- ^w)

,

cujus vis quo distinctius perspiciatur, notetur in figura esse

«olfib «o! a— /u=CJM, a-^pz=CNB, /3— p= CBN, /3-^fi= CMJ,

unde manifestum est fore

sin (a— ^tt) sin CAM CM sin(j3 — v) sin C^A CN
sin (^-*-fi) sin CMA CA sin (a-t-v) sin CNB CB

'

aequatio ergo nostra
««^'°(^-^)^ ^^^'"(Z^-*-)

fit CA.CM=CB.CN seu CA:CB=CN:CM,
* ° sin (p -- /m) sin (a -I- y)

'
i

ita ut recta MN futura sit rectae AB parallela. Atque hinc porro concludere licet, si ex C per

punctum recta ducatur COJ, ab ea rectam JB bisectum iri, quod cum non sit adeo obvium, ita

ostenditur.

Ob intersectionem rectarum AM et CJ in puncto est

AJ:OJ=AB.CM:BM,CO,

similique modo ob rectarum BN et JC intersectionem in

BJ:0J=AB.CN:AN.C0,

unde alternando et multiplicando fit

AJ: BJ= CM.AN: CN. BM.

At ob rectam MN ipsi AB parallelam est

CM:CN=BM:AN seu CM.AN=CN.BM
ideoque AJ=^BJ. Sicque unam conditionem jam elicuimus, qua novimus punctum quaesitum in

rectam OJ, qua AB bisecatur, cadere.

'j

i



; v.\^«vK Prohlematis ex theoria maxmorum et mtmmoriim solutio.

Solutionls pars altera» Restat ergo, -ut coiwlitio haee inventa in altera aequationum supra

inventarum substituatur, indeque ambo anguli incogniti
fj,

et v^ quorum jam quaedam relatio constat,

determinentur: hoc autem modp in calculos nimis intricatos delaberemur, quam ut inde solutio

commoda derivari posset. Expediet ergo novam resolutionem huic conditioni^ quod punctum quae-

situm certo in recta CJ lincam datam AB bisecante reperitur, superstruere.

Fig. 49. In hac ergo recta CJ sit punctum quaesitum. Ex A e% /^ in eam demittantur *

perpendicula AF et BG, atque ob AJ=BJ erit tam AF=BG quam JF=JG. In calculum

igitur introducamus has quantitates cognitas : C/= e, AF= BG = f, JF= JG= g et altitudinem

CV=h. Tum vero sit intervailum quaesitum JO = z, erit CO = e— z. Hinc ob OF= z-\-g

et OG= z—y habebitur

AO=V{ff^{z-^g?) et BO= V{if-^{z-^g?)

simulaue perpendicula ex C in rectas^O et BO demissa sic facile obtineutur ..

AO:AF=CO:CP et BO : BG= CO: CQ, ut sit

^^ ~~ AO ^^ ^^ sQ »j lijjt^, t9 IflKiJp Ui

unde fit AO.FP= V{hh.AO^-i-ff{e— z)^)=^V{ffhh-^hh{z-h-gf-^ff{e— z)^)

BO.rQ=V{hh.BO^-^ff{e — z)^)=V{ffhh-*-hh{z— g)^-^ff{e— z)^)

quorum productorum summa debet esse minima. .\;^\»
— oo=3?i.ilk i'>

Ad caiculum contrahendum statuamus

ffhh-\-qqhh-^eeff=E. ff-^hh = F.

eff-ghh=G, eff-^ghh = H,^^^
;,e i^boup ..iugcielDoi

ut haec expres^^. ?ainiraa sit efficienda . ,. = ^ —^d
V{E— ^Gz-h- Fzz) -H V{E— 2 ^z -H Fzz),^:-^^. .^^^3 eiJauboiioi axjaiup

unde differentiando colligimus ^:±f
.

'l^^O^

Fz— g Fz—H = :i.''.i')?,Ga Dfliil iiitl^i zdlqjjQ
y(£— 2G«-f-F«2) -/(E— ^iHz-t-Fzz)

et irrationSlitate sublata -^ o

quae evoluta praebet .. 'ifHaittim raciia' msl.r . ;;. . «Bl-^t' ^^ - ^l ciaoi ai nii/tonjj.j

EGG—2GGHz-^FGGzz "- " HlzoGup fni ' EHH-^^GHHz-^FHHzz '
' " '^'>«"P «»

^2EFGz-t-kFGHzZ'^2FFGz''' - \= ^2EFHz-*-kFGHzz—2FFHz^ - '-^^^

-f-£:FFzz — aFFflz^H-F^z*) -i-£:FFzz — ^FFGz^-i- F^z*

et contrahitur in banc formam

E^GG—HH^— ^iGGH-i-EFG—GHH— EFffjz-i-F^GG — HH^zz^O.i^^^^^^^

Facta divisione per G— H nanciscimur .iuv » 0^\^ giij§.o/aT) odiii«
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' E(G-i-ff)— 2(Gj&H-£:F)z-»-F(G-4-W)i2==o .,......«.*.

et radice extraeta :ii^iUv. „.,.

GB-i-EF±V(EF—GG)(EF—nH)
F(G-t-B)

Jam vero est

Fr=ff^hh, G-+-H=^2eff, EF=:eeif(ft-i-hh)-^hh{if.i^gg){ff-i-hh)

Ga=eef''-ggh', GG= eef'—2effghh-^ggh\ HH=:eeff'-\-2effghh-+-ggh'

unde fit GH-^EF=ff{2eeff-\-eehh-\-ffhh-^gghh-^W)

\^V^Hv EF--GG= ffhh{{e^g?-^ffHr-hh)
^

'"^
EF— HH= ffhh{{e— gf-^ ff-^hh) sicque elicitur

2eejy-t-eeftA-H/y/tA-f>ffg/t/»-i-ft^±Aft-/0y-HAA-l-(e-«-g)»)(y7'-4-^A-«-(e-.g)'^)

^ ~"~ 'ie(jr-*-hh)
'

,. rn hh{ee-fr—gg'-hh)±hhV(ff-i-hh-t-{e-*-g)^)(ff-i-hh-i-{e-'g)^)
hmcque porro CO = -^ ^^-^^ '-

2e(^-HM)
' —^'.

Transferamus has expressiones in figuram, huncque in finem ad CJ normaliter jungatur recta DE,

in quam ex A et B demittantur perpendicula JD et BE junganturque FD et FE. Gum nunc sit

CF=h, CD= CE= f erit DV=EV=V{ff-^hh), AD = e-^g, BE= e-^g, hincque

AV=V{ff-^hh-^{e-+-g?), BV^V^ff-^hh-^^e-^gf)

et AD ,BE=ee— gg. Ergo ob CJ=e habebitur

^^ CV^ AD.BE— Dr.Er±AV.BY
2CJ DV.EV *

ubi perspicuum est rationem triangulorum ADV et BEV praecipue teneri, quae ad D et £ sunt

rectangula. Quodsi ergo vocentur anguli DAV=d et EBV=£^ erit

DV=AVsmd, AD= AVcosd atque EV=BVsmE, BE= BVcost,

quibus introductis conficitur

^^ CV^ cos*cos£ — ginSsintil CF* cos(5-t-£)dbl

2CJ sin5sin£ 2CJ sinfisinc

Duplex igitur hinc nascitur solutio

CJ sin o sin c CJ sm o sin c

quarum prior dat punctiim inter puncta C et J, titf problema postulat; posterior Yero praebet

punctum in recta JC ultra C producta, cui quidem «tiam minimum convenit, sed non tale, quale

in quaestione desideratur, quia aeqnatio inventa etiam quaestionem resolvit, ubi differentia triangulo-'

rum AVO et BVO minima quaererelur^ Quocirca sola solutio prior locum habere est censeoda.

Coroll. K Si ei^o ponamus ff-t- hh= kk erit

''= ^— -^i^^''99— f^f^-^V{kk-^{e-i-g)^){kk-^{e-^g)')

unde patet si altitudo CV=h evanescat, fore z=e, seu punctum in € cadere, quo casu utique

ambo triangula AVO et BVO evanescunt. t; m,. {m[ 9n<*
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CoroU. 9« Sin autem altitudo CF=h fiat infinita, quo casu etiam fc±=oo et — = 1,

tum formula irrationalis fit

ideoque z= e— 5—ri*2c6=0. Punctum scilicet in J cadit; unde perspicuum est, quemcunque

altitudo h valorem finitum sortiatur, punctum inter C et J cadere.

CoroU. 3. Aequatio quadratica primum inventa praebet

G-i-H

Hinc fit ^-2GzH-Fzz= ^^^/'"t^^'= -(/cfc-H(e-i-y)'»)z,

unde prodit quantitas minima facta

^ (y(/c/c -I- (c -*-^)2) -H y(itfc -H (c -. 5fn)

quae aequatur duplae areae triangulorum JFO et BVO,

Coroll. 4. Sin autem intervallo JO alius quicunque valor JO= x tribuatur, eorumdem

triangulorum summa duplicata fit

qua superior semper est minor, nisi sit x= z. Hic autem sumto «= 0, fit ista quantitas

* 2fhV{i^'j^'^^) = 2V{ffhh^gghh^eefr)

sin autem capiatur x= e, seu in C capiatur, erit ea

hV^ff-*- {e-\-g?) -H hV{ff-^ {e— 9?). »^9, owq no

c»= a-

iaoidOOQ daif

>b duoie 9i !)fip
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AA
^ f = " t9 . oo =£ A {nfiitd uaca oup «rJvii^ii ^«i- ^ oi)JjJ;

<;ii cii»uoiJr>iir clumiul ^itij

: supoabi

XX.
.8 .li<yf<0

CoiiJSid^ratioiis siir «iiielqiies foriiiules iiite^rales, dont les Taleiirs

peuTeiit etre expriiii^eis, eu eertaiiis eas, par la qiiadrature

du cercle, ^- •5?^

amimm e&tiJsfiOp iihoiq obm

1. Toute formule differentielle rationelle peut etre integ-ree par le moyen des logarithmes et

de la quadrature du cercle. Or ces integrales sont, pour la plupart, renfermees dans des formules

d'autant plus compliquees, que la variable contient de dimensions; cependaut quand on donne a

la variable, apr^s rintegration, une certaine valeur determinee, il peut arriver que les integrales,

quelque compliquees qu'elles soient, se reduisent a des formules assez simples, qui semblent meriter

une attention particuliere. II y a aussi des formules integrales qui, en gen^ral, surpassent toutes

les quadratures connues, et qui, cependant, en certains cas, sont reductibles a la quadrature du

cercle. Je me propose ici de considerer quelques-unes de ces formules, et d'examiner les consc-

quences qu'on en peut tirer pour Tavancement de lanalyse»

—

—

-ji^ 7 eii cherchant son int^grale

dans le cas, ou Ton pose apres Tintegration a?==^oo, ayant pris Tintegrale en sorte, qu'elle s'evanouisse

en posant x= 0. Dans ce cas, on trouvera que la partie de Tintegrale qui depend des logarithmes

s'evanouit, et que Tautre, qui depend de la quadrature du cercle, se reduit a une expression fort

simple. Car posant Tt pour la demi-circonference d'un cercle dont le rayon est = 1 , de sorte que

3T marque en meme temps la mesure de deux angles droits, on trouve, en posant apr^s Tintegration

x= 00: '

^

dx ^TT r xdx Irr

h
dx n r dx '•In r xdx tn

T' J i-i-x^ ~373' ] \-*-x^ ~373'

/dx n ^ p xdx n pxxdx rt

iH-a:* 271' Jl-i-x*~ T' yr^"«'~2y2'

/dx tt
^

/» xdx n pxxdx n rx^dx n r x*dx n

l-»-aj8 ~ 1' JT^^~sVr A-+-a;«~T*' Ji-t-x^ ~ 373 ' ^r^ ~ ¥

3. Ces cas particuliers semblent d<ya sufOsants pour pouvoir en tirer, par la voie dinduction,

uoe conclusion plus generale. Car, dans les cas ou denominateur l-f-a?'*, le radical VS fait voir

que le sinus de Tangle -^ y entre; et dans ceux des denominateurs i -t- x\ le radical V2 y est

(

ti
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sans doute, parce que sin—-= -^-; ce meme soup^on se confirme par les cas ou le denominateur

est 1 -H jc*. De la nous pouvons conclure qu'il y aura

/dx
fl

nsin —
n

et eDCore plns generalement

rnT'—^ dx n
J l-t-x" . niflf*

nsin
n

pourvu que le nombre m ne surpasse pas n. Gar dans les cas ou m >> n, on sait d'ailleurs que

ces formules demandent un d^veloppcment particulier, puisque leur int^grale renferme alors une

partie algebrique.

k. Cette conclusion se trouve tout a fait confirm^e, quand on se donne la peine de develop-

per Tintegrale des formules

/' dx /• xdx fxxdx

de sorte quil ne saurait rester aucun doute la-dessus. Oq remarque encore un parfait accord dans

les cas ou m = n: car, puisque alors sin —= sin 7t= 0j Tintegrale dans le cas aj==pp devient

efiPectivement infinie; ce qui est ^vident, car

et posant a;= oo , la valeur de Tintegrale devient infioie. Le meme accord s'observe lorsque

n = 2»i, et partant sin—= sin -^-= 1 , car il est clair que
n — 2

fa;"^* dx it

2m
/^"—'ax

en posant aj= oo. On n'a qu'a mettre x^^^y, pour avoir

/-; 77s= —
/ i
—=^= — arc. tanfi-r;

maintenant posant a3= oo et partant aussi ;y= oo, a cause de arc. tang oo =» ^» rintegrale sera

= 5— Ce sera donc une verite suflisamment constat^e, que

rx^—^dx 7t

•/ l-t-a?" . mit

„- 111« - ~»~ IvBsL nV f, {,
^

en posant apr^s Tintegration x= 00, pourvu que m ne soit pas plus grand que n.

5. Cependant cette verit6 se peut aussi d^duire de l*int6gration iud^finie de la formule

J-T—^ dont lintegrale se trouve exprimee en sorte:
'^" aaufio 6 -ooid 140

~ 1 mff 1 /. i-k ft N * . mft .— — cos— l(i — 2a; cos 1- xx) -i— sin— arc. tang
tk n ^ n 'nn ^

. ar
««m —

n

tt

i— «COf —
n

Ib Baleii Op. potthama. T. t. 52
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1 Smrt , ,^ rt 37r ' ^ 2 . 3mnr
cos

n n
t ( i — 2a; cos 1- xx\ -\— sin arc. tang -^r—

'

.
' 1— ajcos

cos 1 (1 — 2a;cos — -h-xx) h— sin-— arc. tane-
n

07t

_^ Jr.As')fi?*f^i!HT| 2olq siooflo !o

/plP '^^ ~
.

7;r

^-^ 1 7wt;r , .. ^ 7;r x"t 1 2? . 7m;r ^ « ^
cos 1 (i — 2x cos -r- -+- XX) H sin—- arc. tans- —- etc.

n n^ n'n n *^ 7;r
1 — a; cos—

et il faut continuer ces formules, jusqua. ce que Tangle — > ou i marque un nombre impair quel-

conque, commence a surpasser n. Or quand n est un nombre impair et que, dans. le dernier

membre, on a i=n, et partant cos—= — 1, il ne faut prendre que la moitie du dernier membre,
' '' .' 'i '•.

' -'-'
^

'
vs!'

. ''t-Tti!?! K» .;! *
i i ..<i; •:, n: l -. ;;;);<. .1"

, :> :

ou mettre l{i-v-dc) au lieu de l{i -\-2x-\-xx).

6. Tirons de ia les integrales ppur les cas particuliers, et dabord si /1 = 1 et »i= l, nous

aurons:

IL^ Sciit /1= 2 et nous aurorisP^^*"'^

. . ^.

dx 2 TT 2
si /w = 1 : /^ = — sin — arc. tang" >

1 — a; C08 —
2

i
= TT sin — arc. tane;

1 -t-xx 2 2 o

si /w= 2 : /'t^-^= -X- i (1 -f- a!aj).
J l-t-xx 2 ^ '

III. Soit /1= 3 et nous aurons:

a; sin
2 . ?r . 3

sisi /w= l : J-—-—^
=— - cos— ^l — 2a?cos Y-^a3a;)-f--g sin-^ arc. tang;

1 — a; cos —

-

— ^cos^Z(l-i-aj),

,
•

"^'
' nt \;\t-f I '- Kt *"

rt /• xdx 1 2;r , . . „ ;r v 2 . 2;r . ^
51 /n= 2: /.- o=— — cos— m1 — 2a;cos-r—i- aja;) -h -^ sm — arc. tang-

J \-t-x* 3 3 ^ 3 ^ 3 3 "

ajsin-—
_ 3

si .._:.;. , „ : ;: :: „ ; .. ^ „ „
l — xcoa—

l 6:r , .. •' V • ' 1 UUiiiiiiiMiiij :><ii» iiliob iiVy^— COS^l{i-^X),

n

_ ^ \ 2 . 3flr _„ ^_ _ 3
Si

_ fxxdx 1 3;r,,. rt ^\ 2.3«? .

ji /n= 3 : y^^^=— Y cosY Z (1 — 2a; cosy -i- a;a;) -- ^ sin y arc. tang

1— 4f C08 —

1 9;r . .. >

ou bien a cause de: ....miin wnJi *V

cosv=— *; cos-^=— 1 et sin-5-= et cos-r-=^»

. .1 ; '\9V\ Sfi i
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7. . Dans tous ces c^s; particuliers, il est ais(^ de voir quc posant £c= oo, les integrales de-

viennent jparfaitement d*accord^yec ,la formule generale donnee ci-dessus; mais pour demontrer

son ^ccord en g^encral, il faut faire voir que toutes. les parties logarithmiques se d^truisent necessai-

rement, et que. Jes autres, qui rpnferment des arcs de cercle, se rcduiseut a • Pour cet effet,= - go»i] .»i*i^ —

-

I .vifi r.) iuii^oq .QiiOwsin 2L!^ -^^ inxwtubh li iip

11 faut ici distlnguer deux (ras, selon que w est un nombre pair bu iinpair. Soit donc premi^rement

n= 2/c, et posant £c = oo, puisque tous les logarithmes deviennent egaux, il faut montrer que la

somme de cette progression est ^gale a 0:

mn .^iiin :.5m>flr i- n- Oi,k— ^)mit (2A— 3)tn«f- Vik— i)m7(
COS^-4-COS-2^-*-COS-^...-H-COS-^^-t-COS ^^-HCOS—2^

—

,

,?.noi?:?'n2n*iq iJ^'J» zof> ob ofiirfto-; rl lovii 01? '>ij •>noh Ji-gB'a ll

m etant un nombre entier. Posons pour abreger —= ^, et il s'agit de d^montrer que

-<;',n;jj'jiq 5TJiiu'Jiq ei , .
:. i.JO iua^ "*.< :: v. *;-.'.,: iij-nq jiur. .01

cos o) -I- cos 3 a? -H cos 5 <]D -*- -^cos(2k— 1)0?= 0.

8. Posons, pour chercher la somrafc de cette progression, a- ;.:?

5"= cos y -Hcos 89? -+- cos 5^-t- . . . .
; -4- CQS (2/c-^ l)9D,,i-i/..i :. - mpBi

et multipliant par sin^, 'ii jp^psfe _de sin ^dcos «'92.=;,-^;^—.jSi^ nous

aurons: ,

l

I
'

I
^t)?o -^^^c 1

i^sin ^ = — sin 2^-i- — sin ^^-f--g sin 6^ -i-^"sin {2k— 2)9?-h ^sin 2k(p,

— "2 sin 2^)— y sin 4<jr—— ifc Gqp.i; .T. •"—•V S'" ^^ — 2)^>

et puisque tous les termes a Texception du dernier se detruisent :»u88»b-i9 avuoi) iflfi^fi t^O

*"r„;lt> — ^> v>sw9P= — sin2A:^ done 6=
2 sin cp

mn
Or, ayant (f=~i nous aurons 2k(p = mTt, et puisque w est un nombre feiitter • i .i' i

.-.'"". _^ A - "^ " -=r= ; sih 2A;«>= sin mTr= 0, • - "x^o iu«j o -h -v<^ "»<i i^ -»- V "'*>

de sorte que la sbmme de la progression proposee est effectivement = 0. . ,]Si le nombre n est impair

= 2A:-i-l, posant ^7

—

j= (pi '1 f^u* demontrer que: ^'

•....„.- ^. .j- ? -V
cos (p H- cos 3 o) ..... -H cos (2k— i)g)~t- — cos w ;r = 0.

Or, par la sommation precedente, cette somil^e est'

. _, , . „, , lonijob uoiJoubai d inob

a . -*- -5- COS IWTr= -a-^ "*-
".i CPfiA^"»- O^ » T

" •*
l-

''^ *"
.

et k cause de sin 2 /c^) = sin {2k-t-i)cp co^ ^p^— cos (2'^-?-
i )^ sin,^

cette somme sera
...yjc.ip(2t-^i),yfio»yi,9 n hiu^up ,o7iioiJ e,2 luolc/ f>ni'>ni cJ

2 sin 99

Mais^uisque (2/c-*-|)9p= iii;r, 11 est evidefft que cette somme est egale a zero.

^l .noityybni isq obnoo r,\^b ?Ji07R'f ?^on onp igiiio «- J8d 00= x Joeeoq n» »—

v

9. Ayant donc demontre, que posant 03= 00, les paMe* logarithmiques de notre intSg^ale

f'' i "

^

"''^ d6truisent, il faut chercher la valeur totale des parties qui rebfennent les ares de
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cercle. Or, cliiacun (le ces arcs ^tant compris dans cette somme arc. tang , _ ' ^
> on voit que,

posant x=0 ces arcs s'evanouissent, comme la condition de l'integration l'exige; ensuite, en augmen-

tant a;jusqu'ala valeura;=-— » cet angle devient droit, et si Ton augmente x au dela, il faut

qu'il devienne obtus. Donc, posant a;=oo, on aura arc. tang ' ^ =arc. tang——^=7r— (p;

et partant, toutes les parties qui renferment des arcs de cercle, prises ensemble, seront

t.i T»i?|» ijiiiiuiu j«M 1!
« _;j(sin—^-i-sin Hsin i-sm etc), r

"
n ^ n n n n ''

2?r , . mrt _ . Smn _ . ^mre _ . 7mJt , v—— (sin H 3 sin 1- 5 sm —- -- 7 sin etc.).
nn^ n n n n '

II s'agit donc de trouver la somme de ces deux progressions..
.;r3q ?Ai<:

iO. Soit premi^rement n un nombre pair ou n=.2k et posant ——= 90, la premi^re progres-

sion sera:

sin (p -- sin 89? -*- sin 59? -+- sin (2/c — 1) 95= ^,

laquelle, etant multipliee par sin^c?, donne:

-5-— ^cos29?— -^cosk(p— ^ COS69P. . .
—

-Q cos 2h(p

1
,

1
yCOS^^P-l-

2

111
-r- cos 29? -*-— cos 49? -I- ^ cos 69?

d'ou Ton tire

1

—

coi^ikf 1 — cosm^r

Ssiam m;r
2 8in——

2*

*=

Or, ayant trouv6 ci-dessus: noitqnnza'1 b zftmi'

cos 9P HH cos 3 95 -t- cos 59? -H -f- cos (2/c — 9^= ^~^—^*

la differentiation donne: y ji»^ j^^ oopiiiijq ^ noiu«

sin Qp H- 3 sm 3 97 -t- 5 sin 09? -i-(2«— i)sin(2/E— i)9>=

—

^. --\- ^ . o-^ '^ ^ ^ '^ ''^ ^siny 2 sin* 90

Posons maintenant 9?=^— > et a cause de 2k= n, nos deux progressions seront:

ift l--cosm;r 2;r /— ncosmnr sinmrr

I

dont la r^duction donne:

re /^ 8{nm;r \ ft

n ^ mrt nn\ „ mTf ^ , , m;r
28ta V 2 8in 2 8in*

n \ n n / ^^^.^^ ^

, mnr mnr | m»
n sin \ n sm— / n sin—

n \ n / n

— > a cause de sinin7r= 0.

La meme valeur se trouve, quand n est un nombre impair.

II. Voila donc incontestablement demontre que Tintegrale de notre formule differentielle

-7—-^ en posant «= 00 est > ainsi que nous l'avons deja conclu par induction. La

n .

,
.

meme valeur atira donc aussi lieu de quelque mani^re qu'on transforme la formale diS^rentielle

:
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posons donc x=- ou Ton remarquc que posant 2= 0, on a aussi a;= 0; mais x croit

a finfini en posant z= 1 , et nous aurons
:fr,T^6tnl siliittru

dx
4 n ^

^^= n :» ^-^^'*=T—^\ donc ;b anoi

«1« dx ^ af^—^dx iT^^dx
et

4-*-^
;^(i-.^) 1-^^ ;\i-znr

Par conscquent, posant apr6s rintegration z= I , apr^s avoir pris Tintegrale en sorte qu*elle s'^va-

nouisse au cas z = 0, on aura, pourvu que m ne surpasse pas /i,

'X^—^dz n
fiV{i-z"r nsin—

12. De la nous tirons, pour des cas particuliers, les suivantes valeurs int^grales, posant

toujours, apres Tintegration z=i.
/' dz ft

/(1-zz)
—~~dx

»

2 8m-

r ax ft ^ r xdz re

cao/ov

dz re r zzdz n

4
' -—4

dx n r «d« «^

T^d-**) 4 8in^- "ViX-x^f 4si

/d« n r
>

V^Ci-i^^) Ssin^ Vd-^^)* Ssin^
5 5

xxdx n r x^dx n anob » b 2'iljjmiol
>

/• xxdx n ^ r

Vd-**)' 5 5in^ Vd-*"^)* 5»ia'

r dz n r x*dx n

Vd-i«)~68inj' Vd-^V^Gsin^'
6 o

^
Ces integrales sont dautant plus remarquables, quil nous manque encore des m^thodes pour les

trouver assez promptement; car la sommation des progressions dont je me suis servi, parait un peu

trop ^trangere a ce sujet.

niRj 13. Puisque donc est dgal a cette integrale /^ — posant z = l, cherchons la

, . .
nsin— '^y(i-z,"r

TmJl !(j/.-» lUOij vi>Oi»Jjui n *•
'

ndeor de cette int^grale par une s^rie, qui, a cause de

(1 .-g")~= 1 >H"z"-H *"^"*^^^
z'"-fr-etc.,

mrnira pour > cette serie:

n fin \

n
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ft
, 1 m wt (m -I- n) nt (m-*- n) (m -t- 2 n) ,

' * m7t~ m ri(m-+- n) n.2n(m-t-2n) n . 2n. 3n (m-i-3n)
*

'' i

n sin
n

Ensuite la meme formule int^grale pouvant etre exprimee par le produit d"une infinite de facteurs,

nous aurons aussi

7t 1 nn 4nn 9nn
etc,

niTt n—m m(2n— wi)' (niH-n) (3n— m) '..(m-»-2n) (4»— m)
nsin—

Tune et, lautre expression etant conlinuee a l^inOni. De la,. prenant m = i et n= 2. a cause de

sin^ = l, nous tirons d'abord l'expression de Wallis pour la quadrature du cercle ^ , •i?jimoa

2.2 4.4 6.6 8.8 ,10.10 ,

1.3 3.5^,^.7 7.9 9.11

?? 1

Or, mettant /w = 1 et n=6, a cause de sin— = —

>

on aura

'
l

n \_ 6. 6 12.12 18.18 24.24 J^^ z <lti.^jta-^"'Jf?rf >'V».«r. .>-i'i(.!t'.,!!

J y * 1. 11 7.17 * 13 . 23 ' 19.29

18 6.12 12^18 i8':24r ''^i.-aG ^

5, 7.11 f3.17 19.23 25.29

Ift-. Ces produits etaiit les .mem€,s que Ceux que j'ar ,trou.ves dans mon Introduction, nous

voyons deja une autre route qui nous pouvait conduire a la decouverte de ces integrales. Or

j'avais trouve: , .. —iL^ii- J^—1\

. m7t mn^f\^ mm\f''' mm\ /^ mm\7'.- ' mm N
sm = ^(l )(l--_^ \li — — (1 _) etC,

n « \ «M/ \ AnnJ \ 9nny \ 16nn/

w»* * /^ 4»Hm\ /. 4mm\ /

.

4mm\ /. 4mm\
cos —= (

f T^ r. ) i ( i-+r -5— ) ( 1 ^ iF^ ) ( ^ -^ ^- ) etc

,

n y. nn J \ ^nn J ,\ 2onn/ \ 49nn/

formules dont la U^ donne -r
,

r 5\>js -^

\run,

etc._^^
.1^

),i, ^-; «n^(^a~-p^v'' ^'^%,>.(^. ^
^(«i--finjn

n sin
mTT rtt (n— m)(n-i-m) (2n— m)(2nH-m) (3n— m)(3n-i-m)

n
. . .

•'

.

,
,

"
'

' "
\

ou, si nous mettons n—m au lieu de M: puisque sin -^ ">
^' ^ '==r-sih — , nous aurons:
n n

edi IWOq 89[u*(U?»m Zofy '»i '
, un t;u ^;{!:'.nn- .,: :

•': v:,^4n,n. ?,! ^ '.rc-- gnw ;; ^r;; -k/nl> tllOi'. eoIiilgoJjli «»3

Odq flii Jicicq ,ivvjisid?|r;;;;;«9YTu*ol>^^fcnm^iript^ so?r<c 197001!

qui est la meme que celle que nous venons de trouver. IVous serions doric parvenus aux meines

integrations, si nous ayions dabord cherche une formule integrale dorit la valour, dans un certain

cas, serait ^gale a ce produit infihf de facteurs. Or, j'avais autrefois donri6 rine methode pour exprimer

la valeur de quelques formules integrales, en eertains' cas, par de tels produits, et il rie s'agit a' cette

heure, que de renverser cette mcthode et de passer de tels produits a des formules integrales.

15. Or, j'avais demontr^ que posant iipr6s rintegration aj=l, il y aura:

y_u :i^ino#» slK') f looq ciiniool

^ ^ ^ V a(fx-i-v) (a~t-/i)(2fi~t-v) (a-H2/u)(3/ttH-v)'
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ensuite, j avais aussi exprimc le rapport de deux formulcs int^grales par un tcl produit, et posant

apire^ rin^gfa^ion a;= 1,, on aura Ni» lU •wrirj/.-j ii!;;f(rj;| •»ill'»ill •J} })li^\ \\\} i

v-j.

fx^^—^dxil—xf^) ^ p(a-+-v) 0-i-fi) (a-*-v-*-fi) (^-t-^fi) (a-*-v-t-^n) IZOOIWP.

v^^ a(^-t-vy (a-t-fi)(B^v-*-u)' (a:;t^^^)(^-t-v-t-<i,x)

fx^UxH^xf^) /* '"^^
- . - .

"^ -

et encore plus generalement:

/a;^^da;(l-a;^) ^ ^ |3(„_hv)(.?-^/^) (;3-i-//)(<r-4-yH-/f)(/^-t-2A^) (j3-H2/^) («-4-y-f-2/x)(A-f^3/f) '

~~.
,

~ ^"~ V *
a(/3.4r iU»--!-/*)

*

(«-i-v«)(/J-f-/l-«-A)(»'-»-?^* («-*-2A^)(>-t->l-*-2/i)(vH-3M) ® *

yarr

—

^ dx(l — a;^) /* ^ '*•*'
5 J^ ____V

^'"
•^

^^

Donc un tel produit etant propose, on pourra r^ciproquemcnt trouver une formule integrale, ou le

rapport de deux, dont la valeur au cas x= \ lui soit ee-ale. '= „ d^^ .'
. ^ . . i ;; :

o
,
~ yj no .2=

^,
2HO^o4

i6. Soit donc propose ce produit infini
""

nn 2n. 2n 3n . 3n

in(2n— n») (m-*-»)(3n— «i) (mH-2n)(4n— m) '*

dout nous savons la valeur = ^"~*"^
, et que nous composerons avec celui-ci:

**''°~;i~- Innn? Jjnfmq 9H!'*)m f»^ jriornmoo ieaufi zao^ov eifil/i .81

fi(a-^-v) 'i,!i(a-i-v-\-fi) 3/M(«-+-»'-»-2/i) .

a(fi-i^)
*

(«--/*) (2/i-Hy) '(rt-t-2At)(3/«-«-r) •> '" -''»5»

V—/f

dont la valeur est ^vfx^^^^dx^i— xf^) ^* au cas £c=l; ct puisque Taccroissement des facteurs

est la = /i, et ici =/«, nous aurons d^abord /!< = /i, donc a -1- j' =: n ; et pour le denominateur

ou a=m et fx-+-p = 2n— m, ou ju-+-'V= m et «= 2/1

—

m. Dans le premier «as, nous avons;

a= m; fi= n\ v= n— iw, et dans lautre a = 2n^— /w, fi = nf v= m— n\ de sorte que nous
»\ ttm

ayons =

(9—m)ff V V rx"^— ^ dx

m
{n—m)n , . ra

ou i^-^

—

'—= (n— m) -
, mrt ^ ' J

>jip i>ho.* :

'

(;ifs( '"*"'~^i olni:«'V.Jn« (l— a;")^ :nnt6 Ti;otnf[imoii'ib sl aiBfli

ou ^^-^

—

'—= {m— /i)
/

>

formules dont la derniere ne saurait avoir lieii, tatit que ——— >• i ou fi > w, puisqu'alors lint^-

grale renferme encore une partle jnGnie. n

—

I

•^ ^-x~l, vb«—a:\ , -au— l;xb'-'x\n. .,^1^,
17. Voila donc une autre route pour montrer que la valeur de cette integrale y > au

(1 — ar")»

cas aj= 1, est = > dabord, par la r^duction des intee-rales ii de? produits iufiQisL on.aura,
^ . "»^ "^

. ° ;i3-iJJk'i5 i; Ifclii 'Jooq fioii iul>l»'Ji
nsiD

a cause de a= /n, ^=n, v— ju=^m pu ^'f^iii—7^* („^ „)~(^7iy

/•a;'"
—*da; 1 n.n 2n.2n 3n.3n

J fn n—m m(2n— m) (m-t-n)(3n—m) (m-i-2n)(4n— m)
(\—a/')ln
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Ensttite, par la resolution g^nerale en facteurs, que j^ai enseign^e dans llntroduction a ianalyse, on

voit que ce meme produit exprime la valeur de Si nous mettons n

—

m au lieu de /w, nous
mrc

n«in

auroos

:

r"—^—^dx 4 nn 4nn 9nn/ar'—"'

—

^dx 1 nn 4nn 9nn— , etc,
„ fff

n% nn—mm 4nn— mm 9nn— ntm
(l-a?")-S—

(n— m)7t
et par consequent, a cause de sm ^^ i-=sm— >

' wn J n—m
i>| rfr) /^fij-t-rtt^tnJ i\\x-^rritr!^ t^i,- {x—ccr^n (i — ic") n nsin

mrt

n

Posons -y. = z, ou as"=
^j

^ > de sorte que ac= 1 si z = oo , et nous aurons en posant
V^(l-a/»)

1-t-a

apres rintegration z = oo

:

I-HZ" i iH-z'»
— •

nsin—
n

18. Mais voyons aussi comment ce meme produit infini:

4nn 9nn . mn
etc.= — inn —mm 4nn—mm 9nn—mm mn

nsin—
n

peut etre exprime par le rapport de deux formules integrales. Pour cet eflPet, il faut poser

.
/3(a-+-v) nn j - ,u=zn et —;

r= > aonc/a = ft; a-\-y=zn\ a= n— m et a-^v= n-t-m'. dou'^
a{p-i-v) nn—mm j » » i »

Pon tire a= n— m; /3 = n', v= m et /Li = n et partant:

, /w " n
m n faP—^—^ dx{i- aP)-7r

"»^ m—n
" S«o— /0^1 daj (1 -«")—

mais le denominateur ^tant ici integrable, son integrale donne — pour le cas x=i\ de sorte que

cette int^gration se reduit a la pr^cedente. La formuie plns generale ne m^ue pas a d'autres

integrations; cependant il y a dautres moyens de rendre ces integrations plus generales.

. 19. Multiplions deux formules iutegrales en general et dans le cas x=iy la valeur de ce,

produit

n

—

n

vnfx^-^dxii^x") "
, fx'^^dx{i-'af') " sera:

etc.,
nn{a-t-v){a-*-Vi) 4nn(a-i-y-i-n) (o-*-n-»-n)

ati^y-i-n^^n-i-n) (aH-n)(a-*-n) (y-*- 2n) (tt -1-2 n)

lequel soit pose dgal a celui-ci:

nn 4nn . mn
etc. =

(n— m)(n-Hm) (2n— m)(2n-»-m) ' . mn^ '* ^ '* ' nsin—
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Soit pour cet effet a = n— m\ a = n-^m\ et posons outre cela:

a-^v= v-^n — /n= n-Hn; a-+-n= n-«-7n-iw = y-f-n;

l'il B h\
^

i fed li tfo

d'ou nous tiroDS v— n= m. Soit donc v= k-i-^fn et n= k— -^m: et nous aurons, en
2 2 '

prenant pour k un nombre quelconque:

2k-*-m—2« 2k—m—2n

(kk —jmm) fx"-"'-' dx (1 — x") ^^
. fx"-*""-' dx (i—x") ^" = tnft

, mn
nsm

n

20. Voila donc un produit de deux formules integ-rales, qui, dans le cas ou Ton met x= i

apr6s l'integration, devient = : et partant on pourra prendre k en sorte que rune de ces
mrt

n sin
n

deux formules devienne integrable, et alors Tintegration de Tautre se reduira a Texpression mn
n 8U

n

Ainsi, posant 2A:=»i-f-2/i, a cause de /"(«""^"'""Maj= > et kk— -^ mm= n {n-t-m)y on aura:

/ = '-%— i 2if02oq ' «i«o iirr

m
t '^M I 1

n fx"-''-^dx (i—cc-)" =-!^. '^^^ «^*^ 89iin»l-aol

**
*'"~n~ «*i*»"i <f^P »i> = X *• ^ == "(j

Or si Ton prend 2k= m-t-kny puisque

/:«"-»—
1 dx{i—X") = -^^ 5-^ =7 r^ r

J ^ ^ n-t-m 2n-»-nt (nH-m)(2n-i-m)

et kk--\mm= 2n{m-^2n), 6n aura:
'"^ cius xro ba«/p

-^ fx"-'"-'da;(i—x")~'' =-^!^: (mm^'kU)
n -i-m J ^ ' mit '

n sio
n

Donc, posant aussi n— m a la place de m, on aura: . -

m n—m
- = - fx"-'"-' dx (1— a;") "= -^ /'aj'""^ (i.r (1 —x") " et
irr m ./

^ ' n —m J ^ 'm;
n sin—

n

n siD
n

— =-^^Jx"-"^-'dx(i-^x")~^= . ^^ -[^"'-'dx^i^x")' » .mn m{n-^m) J ^ ' (n— m)(2n— m) J ^ '

21. Or, puisque ,. , . . ^._

[^"^'"-'dx^i-^x") ^" ^^^fx^^-^dx^i^x") ^" »

si nous substituons cette valeur, nous aurons:

2k-*-m—2« aA

—

m—2«
I

xK-f-m—xn »n.—iii—t.im

(k^-jm^fx^^^^-^dx^i— x") ^" -fx^^-^dx^i—x") ^" = jt

9mn
n sin —

n

et cette valeur demcure la meme, quoiqu'on ecrive n— w au lieu de m. Soit m=i et /i= 2,

et Ton aura:

L. Euleri Op. posthama T. I. 53
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(k^-j) fdx (1— x^)~~^'fdx (1— aj2)
"*
~ = !L

,

ou il est remarquable que cette eg^alite a lieu, quelque nombre quon mette pour k. Soit par

exemple /c=l, ou A;= 2, et l'on aura:

1 r dx n dx 7t

ct posant k— -^-\- 1/2

800 el» OffU i OUp JfJtOB 09 ItV 'Jljtjd •/2—1 "/2—2

/d«;(l-x^) ^ .fdx{l-x^) - =^^.

Cette 6galit6 est remarquable, a cause des exposants irrationnels.

22. On peut encore transformer de plusieurs manieres les formules que nous venons de trou-

ver: car, posons 1 — aj"= y*", de sorte que £c = l/(l—j^") et dcc= 2j^" '^dy{i—j*") "
,

les termes de Tintegrale, qui etaient auparavant a3=0 et x=i, sont a present renverses, savoir:

j=l et ;y= ce qui revient au meme. De la nous concluons:

—m m—H
(i/c—2m)/72^-*-'"-1dj(l—j2n) n .yy2A-m_l^^(|_^2n) n ^

quand on aura mis y=i apr^s Tintegration; ou bien

—m m
{kkk—mm)fy^^-'""-^dY{i—y^'') " 'fy^^-^^-^dy^i—y'''')"^

, mrc
n sin

n

mTt
n sin—

~

n

par la reduction de ces integrales. Donc si w=l et w=2, nous aurons

j/2*dj/ ry^^
—^dy n

r yydy r dy ^^
Jv(i-y*)' Jv(i-y')~~ 4*

23. Or, puisque Tangle — depend du seul rapport dcs nombres m et n, nous aurons

sin —- = 1 , si ^= ^71, sans quon ait besoin de determiner n. Soit donc w= — «, et pour

evitcr les fractions, 2k= m-h-X; d'ou nous tirons ce theoreme:

./ i/(l _ y2")
* y >/(l _ yiny— 2 /l n

'

/^^^"•/r^-'<Jr(i-r-)
2/l(/l-»-n)

De m6me, posant plus generalemcnt 2/f = A-i-»i, on aura)

—/71 m—

«

o=:..n i» ,1=:.. //-^2'"-idr(i-:r"') " •//-'^^(i-)^'') " =—^— » ou
2'^' n siu

n

€c
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fr^^*"'-'dr{i—f'*) " .//^-«^7(1—;^'")" =
xn(/iH-zm)siii—

n

ou le nombre A est arbitraire, de sorte quon puisse meme lui donner une valeur irrationelle. Soit

m= f4,k et n= vk, et Ton aura:

—
f- ^ , , &:

V '^_

flTt

2^. Posons de plus: 2k= a pour avoir cette eg-alit6

fr^-^-f^-^dy (t—/«)'^
.

f/-' dy (l—/«)^=

dont on aura ces cas principaux:

,yX-^a—\^y yX—\^y

V

fiJt

^vi^-i-i/ik)sia~

Avatin—

J T/(i-y2«) •.//(i-y^^)— 2X^' 1' ftlJo» «noiiJ iuoa abooo^ ti ad

l^-t-a—i ay py^idy 2;r

/~3 /3 "^XTT^* f^ 3iwb<>T 02 »Hi.or^ioiJ ftl

y^'*—
^ dy /• t/^^ dy «-

/^E=f^-/^ ^AaVi*
V{i-y^'^) V(l-j/4«)3

;~ V2'

p^^a—^ dy i^y^^dy 7r_

^ Ai-y*")' 1^(1 -y^") ^'^"^

25. Comme Texpression infinie du sinus nous a conduit a ces integrations, traitons de la

meme maniere rexpression trouvee pour le cosinus, qui se reduit a celte forme; ,,j^ ,..

niTr (n— 2m)(n-i-2m) (3n— 2m) (3n-i-2m) (5n— 2m)(5n-i- 2m) t : : *.

COS • r r • -z elC,
n n.n 3n . 3n 5n. 5n

011 puisque ni les numerateurs ni les dcnominateurs ne contiennent des facteurs selon la progression

1, 2, 3, 4-, 5 etc, nous n'en saurions exprimer la valeur par une seule formule int^grale. Ghercbons

donc deux formules dont le rapport exprime cette valeur, et Ton voit dabord qu'il faut mettre

r» o «^ j /S(a-i-v) (n— 2m)(n-»-2m) ^ ,3 * o^ ju = 2n. Soit donc -^^ -= - — -9 et nous aurons a = /i; /?=/i— v et v=2m\ de^
a(/3 -\-v) n.n

sorte que /3= n— 2m. Par consequent, en posant apres Tintegration aj=l, nous aurons: 1.,

m—n
/y—^da?(l — »2«) " mn- . (n— 2m)ff

-^ ^^ ^ = cos—= sin ^^

—

K—^' ^

m—n *» 2n f
yyi—2OT—l^^(j_^2/») n

Donc posant m=Xu et n= Xv^ nous aurons :.=—-—

A

» fX V

fx^v—^dxa—cc^'') "
iirt . (v-2yu)nr

-i£ ^^ 1 = cos — = sin ^ ^ \j ,
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26. Considerons en les cas les plus simples:

1. Sim=l,/.= 2: >^^<i=f!lli= cos^= 0.

T^ —

-

*

II. Si »1=1, /1= 3: *^ ^ — = cos-^=^.

/da;(l— «•') 3

H III. Sim=2,/i= 2: -^ ^ ^—_ = cos--= :p2*

,,r c- * o A2d«(l-a;6) 6 7t VZ
IV. Si m=-^> /1 = 3: '^ ^^ = cos -^= -j--

2 5 6 4

/da;(l— a;®) «

De la seconde nous tirons cette egalite:

f dx 3 r dx

la troisieme se r^duit a ,

*^y(l-a;a;)3 '^/(l-x*)^

et la quatri^me a

• r dx 3^3 r dx

h{i-xx)^
~~

^ V(l-a;»)5

' 27. Ces formules peuvent etre cliangees, de sorte que la condition de rintcg^ration domeure

la meme. Ainsi Ton trouve:

aolE«t,v^oia «1 nobe r^ ^3 r dx ^^ ^^^^^ ^, ^^ j.^^ de 1 — (C(c,

mUimi Jo«5 Hop bi<rff—_ « rff—^ e^ p^gant a;^ au lieu de i-^x\

et partant nous aurons ces ^galites: '^'^ -«^

da? 3 r daj 3 /• da? 3 /• da;^ da; 3 r dx 3 r dx li r

'%z~;^~'^m^)--^ ij^^^-~^ y\,_.^-^

•'l^(l-a;a;)3 ^ /^^(1^ "^ %-x<)^

r dx /» da; SVS r dx 3^3 r dx

%-xx)^ ~ Jnx^^-^irJf^^Z^,- "2-y^(,_^,),

-ifloQ
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28. Par la meme transformation nous trouvons en gcneral: ^ ^^

J
= T J

= COS— • / —= - cdS —- .
/

et partant

da;

(i-x»")"^ (i-a^)r (i-x=«)"^ (i-x«)"^

/,^P«»—" dx

V(l — x")
^^* '^ P'"* simple, comme ne renfcrmant que le signe radical

carre , nous aurons ces reductions pour le cas x= i:

. r aP—^dx 1 nx^^—^dx
^

-7(1 _ .^2«)"—«»
~" 2" y y(l - x^)

' %e> 9ft n| .fO

/» a?"»— ^ da; l^ /•ar'"— i daj

n

dont la premi^re est eTidente d'elle meme, mais les deux autres renferment la nature des cosinus.

29. J'ai aussi trouv^ dans mon Introduction ce produit iufini: ^ a^ ;>aoinHg^q^i ?.i!m *mp to

mTt
sin

2n m(2n — wt) C^n -i- m) (i n — m) (4 n -+- nt) (6 n— m)

~~Alf~ *(2n— A)
* (2n-t-*)(4n— A)^ *

(4n-i- A) (6n— *)
- »- «)

?

"" 2n

quon peut r^duire a un rapport de deux formules intcgrales. Pour cet effet, il faut poser ^= 2/i et

/3(a-*-v) m(2n— m)
a(^-t-v) T(2n-Jt)

'

^ ce qui se peut faire de quatre manieres:

1. u = k; /3= m; p = 2n— m — k; =—r
»

Hi /3 r» I
V— /U, m— A— 2n

. a = k;fS= 2n — m;v= m — k; = »
'

A* 2n

,,, n. 1 rt I v—fi A— m — 2n
III. a = 2n — k; ^= m; p= k-—m; -^= ^ »

•iflH'»-!q ho »9

'

IV. a = 2/i— k;S = 2n — m;p= m-t-k — 2n; —^=

—

—^—

,

'

/< 2n

d'ou nous aurons: U^

V « mrt
sin-

/a^^dx(i-x'') f' _ ^n

v—iu.
*^'

fxh-^dx(i—xf)~r "" 2^ ^^^"p ?M Dflob BifoV :&r

€t par la transformation:

-— " sin
/x^—^dx(i—xf^) f* 2n^

^rT££~~8in *-
/x*—Ux(l-x'^) /* 2n

\
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30. Cette derni^re formule fournit les reductions suivantes:

, krt px'-" •" "^ "^ ax . mTt fa

lj.jib«vi r

1/(1— a;*")2«—^* '^"^
"^ y(i— a;2")2"—"*

. kn r x^~-^^^dx . mrt par^^—^dx
s»n TT- ' hz = sin ^ • -^^ >

2« •'y(i_a:2«)2«—

i

2n -^
^^'(i _ ^2«)«.

. kn rx^~"'~~^dx . mrt p x^—^^—^dx

2« ^';^(l_i2«)A 2« ^^(j_^-z«)2„_^

A;r rar'"-^^—«"— 1 dic . mrt roo'"-*-^—-"^^dx
sin— . /

—

— = sin ^ • /-
•in

Or, je ne m'arrele pas a donner des exemples; il est aise de voir qu'on en peut tirer des reduc-

tions assez rcmarquables ; comme si h= n— /w, on aura:
,

r ar" ^ dx ,
mrt r ^" "^dx

fe = *^»& ^n ' k—

;

y ( 1 — «2«)"-»-'" ^" -^y (1 _ ar^
n)2«—

^

31. Considerons encore un produit infini, que j'avais trouve pour la tangente d'un anglel

i , ,
mn mrt i (2n— m) ' 3(2n-i-m) 3(4n— m)

zmmtKi Aob f}-miA tang—^r^ r.^^ ( * sW i'jk ^ «tc." 2n 2(n— m) 2(n-i-m) 2(3n— m) 4(3n-t-m)

et que nous rdpresentons en sorte

m;r 2n. 2n(n-Hm) (3n— m) 4n . 4n(3n-i-m) (5n— m)

mTt n . 3n(2n— m)(in-t-m) 3n.5n(4n — m)(4n-f-m)
2(n-m)lang-— '^

^^ '
^ '^ '

2n
i..

etc.

qu on peut reduire a un produit de deux formules integrales, qui etant en general

V—n

f4.m(a-*-v)(a-*-n) 'ifi .'im(a-t-v-t- fi) (a-t-n-t-m)

aa(fi-t-v) (m-i-n) (a -t- fi) (a -t- m) Ci f(, -t- v) C^m -t- rC)
''

ou Fon voit d'abord qu'il faut prendre ^==iw= 2/i, et ensuite il reste a rendrc:

-• ' ^ (n-4-m) (3n— m) (a -t- v) (a -t- n)

n.3n(2n— m)(2n-+-m) aa(fi-t-v) (m-t-n)

Quon prenne donc a-^-p^n-t-m et a-i-n=dn—m, on trouvera les quatre solutions suivantes:

I. v= m; n= — m; a= n; a = 3n; /u = 2n; m = 2n,

II. v= m; n = n; a = n; a= 2n— m, ft = 2n; m = 2n,

III. >/=— n; n =— m; a = 2n-^m; a= 3/i; /<= 2/i; m = 2n,

IV. v= — n; n = n; «= 2/i-+-/w; a= 2n — m; ju= 2n; m = 2n.

32. Voila donc les quatre reductions qui s'en suivent:

aj" ^ dx r sc^"
—

^ dx rt . mnr/x"— ' dx p
Zn * /2/
4.//1 _on\<>/i_/n '1 .

cot
V(i_a;2")2"—^ y^(i— a;2«)2n-t-/n 2m(m— n) 2n

r ap—^ dx ras^"—'"

—

^ dx Jt mrt

>/(! _ x^") 2"T-^ ^
*>^(i — ^*«)« 2 n (n— m) 2 n

'
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l~2n * fin ~~^ o 7 \ ^Ol "5 >
•^ V(l— «*")'" y(l —«"')*""•"'" zn^n— m; 35n

-^»/»-^—1 da; ^2«_m— 1 j^ .in;r mx
•^

V(l-a;2")3'»
'"^

y(l_a;2")«
2nn(m-n) 2n

*

ou il faut remarquer quc:

/• «'"—^ da? — n /• a?'^* dx

k '—=i;rk—r~ ®*

y(l — a;*")2"-»-^ "* *y(l— ar*")'"

33. Ges substitutions nous fournissent les formules suivantes:

r «"—* daj ^ a;"

—

^dx n rnrc

•'y(l_-r2«)2«—w •^y(l_a;2«)'"
2n(n-m) ^n^

.^ ^^,^

/» a;"— ^ da; /.j;2«-4-/n—
i ja; ;r m;r

•'y(l _x2")2"-"»
* -/"V^Ci-^) ~" 2n(n-m) ^^^J^*

Jfx"'
^ da; r a^ ^ da; ;r m ;r

>/(l-^^") *

>/^'(i _ ^zn^m^ 2n(n-m) *^^* 2^^' _

JV(i-xi")' J V{i-x^")~ 2n(n-m)^ 2^* /

qui se reduisent a ces formules plus simples:

r dx r dx nrt mrc

Jy(i-xx)^ ' %-xx)^ ^ ^(^y '"^ ^*

Jf
dx rx^" "*—

* d« 7t mjt

y(l-a;a;)2"— '•' 1^(* " ^*") ~"2(«-m)^^ 2^'

Jf»a;"'
^ da; /• da; nr mTt

^^<*^^^ '

•'yO -a;x)"»
"" 2(«-"») *^^ 2n~'

ra^—^dx rxi"—^—^dx «" mnr

JV{i-s^y J y(l-a;2«) 2n(n-m) ¥»r*

34-. Or par des substitutions ulterieures, on trouve

r dx rx^ ^ dx

J^* Z^^^ Jv(\ — xi"\
*

W(i-xx)i"—"* -^^K^ ^ )

r dx /'^^"—'"—^dx

Mi—r ""•'">'<'--"')

De sorte que toutes nos formules se reduisent a la derni^re qui est la plus simple, puisqu'elie ne

renferme que le signe radical carrc, laquelle, si nous posons m=n— /c, se change en cette forme

assez remarquable

J y(i -x^") ' J~V(i^^ ~^ "^ 2^»*

kjt k,r
dou, si k= 0, a cause de tang-^-^^^» on obtient:

-x"—^ dx r x^—* dx

Vf/

rxf'— • ax r X" "^ ax rnt

Jv(i — x^)
'

yy(l— ««") "Tnn*
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35. Considerons quelques cas particuliers:

I. si/i=l, f^= 0:Jyj^^'Jy^^_^^^^-j^

II. si /1 = -^, ^= 2

'

Mi-V) -/7(r:^=="r^^"gT=.3^

ii< . r^ 1 M r xxdx f dx n n n
III. si /1 = 2, /c = l:^^^.y:j;^^^=:^tang:-=-,

-,. . 5,1/* xxdx /• ardo; ^tt ;r

IV. si /1=2' /c= -:/p^^^.y^^^^= -5-tang-,

^ . ^ 7, '^ C
^^^^

V. Si /l— 2' «— 2 =/7(1^0;^) 'y7(l-a:*)

s'daj /» ardaj

AnaUjsis.

3 /• a;^da? f dx - 2n Sn

10

. _ .i. . /» a;»daj /• xdx
VI. si /1= 3, 7c=i:y^^^3:^.y^,^—y(i— «6) yy(i-ar«)

x^^dx r dx

tang

,r,, . ^ 7 o r ^ <*^ r dx n n
VII. s. «= 3, fc= 2 : /^,^.^ • l^^^^^= f^

taug ^

_.,,, . 7,1/* a;^daj /• aj^^da; 2??
Vlfl. Si /1 = ^, ^^^Y- Ml-aj^^ -iy^l^a^O^T-

tang^ —

»

xdx 2;r ^ 3^
14

5^

,Y • 7 , 3
, c x*dx n

lA. Sl n—-, t^— -^' jyfyzra,-')' jy^i-x-')

^ . 7 , 5 r x^dx r dx 2^, 5^

_._ . , , ^ r x*dx r x^dx n
XI. si /1 = 4, /c=l:y:^;^^^.y^^^^s)= -8tang

XII. si /i = ^i^, /c= 3 : ^/^^8)- • !yi^Z^)= -£ tang:

^,,, . 9,1/* a;*da; /• a;'da; 2?r ;r

XIII. Si /1= ^, /c=2:/y(T^-yy(i—^= -9tang-.

-^,,. . 9 , 5 r x^dx r xdx 2^, 5^
XIV. si /i= 2 »

/c= 2- : /^(^:::,»)
•

Jy(X^^)
=^ tang-

Fs

^,, . 9 1 7 /• a;'da> r dx 2;r ,
7;r

XV. sin=^. k=-:Jy^^^:^yJy^^;^^ = ^Un^-^

XVI . si /i _ 5, /c _ 2 : /^(4_^io) •
//(i_ario)

a;*daj

(l^

x'' dx

\i-x

x^ dx

(1^^

aj^da;

3^

x^dx n= ^t»n8:^
20 5'

2;r«/^T¥i . F- 7 r /• x^dx r dx n '•in

XVII. s> «=5, fe = f^:/^7(T35io)-/7(T::^)=40*^"eT

XVIII. si„= 6, fc=,:/^.^^'-

a;^Odjf

/y(l-a;i2)

da;

;r TT

tang -,
12

«7 1-^ . rt , ^ r x^^dx r dx n
,

XIX. s. ft= G, /c= 5:/^^j^./^^^^=g^tan8;

12'

5^

^y^r-\-a 1 •/—'dy
36. La formule /^yTI zff • f^T^zri^= S^ ^"® "^"^ ^™^ trouvce ci-dessus (§24) a

avec celles-ci un grand rapport, pour le developpement duquel ecrivons a; a la place de j*, et

1) QtlllfiO

faT^"— ^ dx rx^—^ dx

posons vc = n pour avoir

:

rx^"— ^ dx px^—^ dx je

y^(l_a;2«) ' Jy(i-x^) 2XJi*
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Or la formule que nous venons de trouver dtant

si nous posons A = /c, nous aurons:

/x"—*

—

^ dx rx^— ^ dx kr

V(r_ a?»") • 7^(1 - «'") ~" ^^ 2«
'

et si nous posons A= n— /:,

37. Or pour rendre ces 6quations plus g^cnerales, posons j= cc" pour avoir suivant le §24^:

^"-^-n—l ^'?_1
"

/x'^ dx rx°- dx an

Y(l_«2«)~
*

JV{\-^x'^")
~

<iAnn

Soit -=ikf et nous trouverons la meme formule que ci-dessus, et la position — = n— A: ne

produit rien de nouveau non plus. Voyons donc quelques cas particuliers

:

-b'—"^l. Soit /1=1 et k=0:H., \' Lvn
——x==-^»- i *. *jy{i—xx) JV{i — xx) 2 mmioi -eoa s9luol ; + ^ ^ rjjc<rj

:

., / .,^-
si n=2-, /c_y./^—3y./^ -tang:--:^^, H

„-> ^K ,^^,.;r^ bI aup?-.%t lautre: ^^.^^^- : /^^i^=2tan^'|-^^ sop ^«^«'9 tesr li ,.„.

VKZllc*)''

J

V{\ -x*) ^^^^^~A ^^'^'^«•^^^^b g^^ ^i fl'J^» ^*^ "»"0*^

. .cT)?tiio ao-KJmon ?9b ittfAb i\ Jo m .!r.f>il:n
/• dxva; /• ' da? n"

Ml-a^)V-/ar(l-a;*) = ^"8^ 8*
. , . ,

6£>iuiu'iol «ic^b aoiJ^ub'j>i .1

. ,, , r xxdx r xxdx . * «

etlautre: y^,^j-_j^ : ^^j—^^ = tang - = 1
,

/• xdxVx rxxdxVx _ ;r

li IU>iJOtjl)'j;i

Et cn voila encore quclquos autres:

10"

r xdm'.y-^rT--dx •
rr

Jv(i-x')'JVx{i-x^) ^"S^Tc

rxxdc^^ rj^^dxVx_ ji ^ g^^l^ noi)j>uh.,Jl Wi
Jv{\-x^)- JV(,\-x^r^^^^'^ io'

r dxVx ' r dx ft

'

.Ivir^)'' J V{i..xs)
^tang:-,

/'«a-dxV'* r x^dx 3 fr

7Tr=^ • yTa -^)— ¥ ^"^ 1

'

/7(ri^-/7^i^=^"§^T*'*'** ^^^^ «(>iJ'.ub'4i ./l

L. Euterl Op. porthuina. T. l. 5*
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x^dx r x*dx

p xxdx r dx .
• ff

Jf
x^ dx ^ n dx TT

/(l-ario)
*

//(i_a,iO) = *^"&
lo'

'
1* x^dx p x^dx . n

- .\7j/(l_a;iO)
*

.V(l_xiO)= * *an&
i^lo'

/• xdx r xax tc

/•/(l-ajio) • 7/(1 -ariO)
== *^"§^ Y'

r^S l 9l Jfl«7ii« itoVfe Tlioq 6^^ ^^ _ 3 ^
. yy(l-a;iO) • Jv{i-x^O) — 2 *^"8^

6

/» a;'*daj /• dx ' * ^
y/(l_a,i2) • .//(l_a;i2) =*^"&''I2'

- -^
yy(l_^U) • Jvn-xi^)— ^ *^"8^ 12'

38. Ces formules sont semblables, par rapport a la forme, a celics 'qul ont ete trouvees ci-

dessus § 34: toutes ces formules etant comprises dans cette expression generale: Attt—?r* ^^'^'S

ci-dessus, c'6tait le produit de deux telles formules dont javais assigne la valeur, tandis qu'ici nous

avons des quotients qui resultent de la division de Tune par lautre. Mais dans Tun et Tautre

cas, il est evident que Imtegration de Tune se reduit a celle de rautre. Piiisque la plupart de ces

reductions sont tout a fait nouvelles, il vaudra bien la peine de les considerer plus soigneusement.

Pour cet effet, je les distribuerai en classes selon Fexposant de la variable x derriere le signe

radical, m et n etant des nombres entiers.

x^—^dx
I. Reduction des formules /-^_ 3.-

p xdx /• dx 2?r it 2:r

JV{i-xi) ' JV(i -a;3)—T *^"^ '6' "~ 373

/a/"~*"* dx

V{l—X*)

/' xxdx r- dx n n n

T/(V-x*)
* JViS-x^) = 4 *^"^ 4

"=
4

*

iip «Toano jilio

CxP^— ^ dx
III. Reduction des formules JyTrzT^'

/• xxax /• xdx Ttn n

, JV{i-x^)' Jv{i-x^) T^^^w

/• x^dx r dx 2?r Zn

V{i-x^) ' Jv(l-x^)~~i5 ^^^16

dx
IV. RMuction des formules Pr-. ^'.

J V{i—x^ .
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/• x^dx r xdx n n

/• a?*dx r dx tt n

JVil-afi)' JV(\-X*)~12^^^J'

/» xdx r dx n
JvjiZ.-^) •

y/d _x«)
= *^"& 6

'

r x^dx r x*dx ^, ?r

V. Reduction des formules y / ^_^y r:

f x^ dx f x^dx 2«' ^
Jv^\-xf)' Jv^i-x^^—T^^^^^XA*

Jf
a;*d« /• xda; In Zrt

V(y^''') ' JV{i-x'^— "21 *^"^ 14

'

/• x*daf /• da? 2;r 5a?

//(1 _ x»)
*
JV(S - x^)

~"
35 "^ 14*

VI. Reduction des formules \—t- gr:

/• a^dx /• xxdx ^ ^ ^ ^

/• a;5da? /• a;da; fr n

JviS^^x^) ' JV(\-x^~)— 16 ^"8^ 4
'

/

/• aj^da? /• da; n Zn

V{\ — a;8)
*
//(1 — a;»)

^ 24 ^"^
"s"* '>Tn Jiulioiq ?>L anoniflffio!)

a;a;d« /• da; «• tnrjiqi^h • l

ciJOUj) Li:00« .91 7iKK| ^fjiiP.iUl

Jf*

xxdx r dx «

7(11:^8)
• y/(4_^s^— tan?

8

/'
a;*da; /» a^^da; «

VII. Reduction des formules fy,^_^9y

r x*dx r x^dx 2ar . n
i'j^ ^iuibiy^ .'.ii'jU ^iio-i

Jy^^ _ j^
'

Jy^^ _ ^,^
=— tang

j^
, .',viq vh ^r- 'ju ijjj,

r x^dx C x^^dx 2 TT jr

yy(i-a;9")'Mi-^^~ ST^^^e"'

' r x^dx r xdx 2?r on

JVil-x^")
' Ml-x»")~ 45 ^"^ 18'

Ml-a;») • Ml^'3 ~"
63

*^"^ Ts'

/.
/p/n— 1 (|/p

'

7(l~a;^0
)' ' ""! "'•

JV{i—x^O) JVd-xi^ 10 » 10

r afidx r x^dx ^
i n» ^

<

.^i^::^ • Mi-xiO) — 20
^^"8^

5 V.
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,
r x' dx p xdx 7t ^Tt

^t/CT^^O) * M» - «''^)
~

30 ^"^ To
*

/• x^dx r dx rr ^tt

7(1 —x»0) * JV{i -a;iO)~ 40
*^"^ T' -

/x^tdx /• da;
.

"^

V(i —»10) * /y(l -a;iO) ~ "^ 10

'

/> xxdx r xdx nr

f x^dx f x^ dx . 7t

MT-»io,- 77(1^10) ==*tang-,

p x^dx /• x^ dx 3 Tt

/y<i -^io) • jvii^io) — 2 *^"& y»

39. En combinant Ics quotients avec les produits de chaque classe, on en peut former de

nouveaux produits, ce que je ferai voir en general; car ayant ce produit:

rap-^^—^dx rx"— *

—

^ dx n krc

JV(\ - »2") ' J V^i- ar*«)
~~

2^;;*
*^"^

2t»
*

et oulre cela, ces deux quotients:

I l*x"
—^*

—

^ dx rx^— ^ dx ait

. *• j-Vii-x-'")
' i7(l^^)~~^"§^2^'

,, rx^-^-^—^dx /• «2«—/J— 1 da; n-S /Jtt

"• Jl/ii-x'") 'J y(l-a;2«r~~F ^"^2^*

Combinons le produit avec le premier quotient, en posant a= n— /c, et nous aurons en les

multipliant

/^n-H*

—

l clx f a^~^ dx ft

"7(1- «2«)^ •
77(1 - a?2«)

~ 2^'

Ensuitc, pour le second quotient, posons /9=/i— k, et en multipliant, nous aurons:

rx^"—^—^dx /•ar"—*— 1 da; ;r •. fvr»

J -/(1 — «2") y V{i—x^") 2n{n— k)

qui ne differe pas du precedcnt. Ainsi, pour chaque classe nous aurons deux prodruits gcnc^raux:

I
ra/^~*-^-

— ^ dx raP—*

—

^ dx ^ * ^^
*• yi^(T^r:^«y *y y(ni^«)" ~ iTTfc "^2^'

11
/•x""*"^

—

^ dx ra^rr^dx n

Jl/{i-i^'^ ' Jv(i^x'^") 2^
' .

dont le dernier convient avec ceux que j'avais dcja demontres autrefois.

i'i
'"

40. Devcloppons ces produits pour quelques cas, ou /i et /c sont des nombres cntiers, et nous

aurons lcs rcductions suivantcs pour le cas £c=l:

•a/"— 1 dx
I. Produits de la formc /Vtt

—
^z'-JV{i—x*)

Jf
xxdx c dx n it rt

V{,\-x*') JV^i-x^) 4 ^^ 4 4
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•a/"— 1 dx
\\. Produits de la forme f-rr. t:'

/• x*dx r xdx /t , .t nr , . »

kii^x^) • JTii^)= 6- *'"8^ y= 673» '' '• '*^ '^^

v\

'"^ "^ »''^' 77(1^ • Mi^)= 12
*^°^ T= 473

'

"'" «"«^'

/* 33 doC /* d^ Tt

JVH-x^) ' Jv{i-x^) = 6"

'

^'^^^ *»^ innhiA\

x*dx r xdx
Jf*

arax r xdx n

Vji-x*) ' JVii—x^) 12*

p.iicif. -111. Produits de la forme f4^% ^P^I ^^'"'^'^ '^^-^^^

JV(i—x^) "

'--r ft

Jf
x*dx r x^dx rr rr

Jf*
x^dx r xdx n n n

V(S-x^~)
' JV{i -x«)= 16

*^"8^
4 = 16

*

/• Jj^dj; r dx 7t 'in

JV(i^:r^)JV{y^)= ¥A™^~^'

r x*dx r dx rt

JV(i-x») ' Jv(l-x^) = 8
'

r x^dx r xdx n
JV{i — x^) ' JV{l-x») =16*

,

r afidx r x^ dx n

^/(f— ««)
* /7(1^««) = 24*

IV. Produits de la forme ff~'^Z '

^^*^*^
JV{i—x^^)

C ^^^^ r J?i*!f_ ^^tano-— ' e^nqfi Jfinwq Ofioh
Mi—a;iO)Vi/(l-a;iO)" 10 »10*

.afidx r x^dx n . n

y
r .ic^da? r x^^dx n

JV(i-x^^)' Jvji—x^ = 20 ^^

y y^i «x»o) yy(i -xio)— 30 ^^"t> lo

'

r x^dx r dx n 'in

JV{i - ario) * JV(l^x^)~ 40 "§^ T *

/• a?5<la; r daj n -. -^.

JV(i — a^io)
*
7/(1 —^ ib'

/» x^dx r xdx '

.

n
Jviy-xi^) ' /7(1 -a;»") 26

*

r x^ dx r ar'dx n

JvlT^^^x^) ' JV{i -xio) T= 35*

/' a!*(ia? /• ar'da5 . n

V(i -«10) *

/7(1^»0) 40*
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ki. Apr^s ces intcgrations des formules, qui sont toutes comprises dans cette formule g^nerale

yx"'~^dx (1—£c")^ et qu'on peut nommer algebriques, puisque dx y est multiplie par une

fonction alg^ebrique de x, je passe, comme je me suis proposc, a considerer encore quelques formules

integralcs ou le difFerentiel dx est multiplie par une fonction transcendante de a?, et dont l'inte-

grale, dans un certain cas, se peut exprimer algebriqucment, ou par la quadrature du cercle. Ces

cas sont d*autant plus rcmarquables, qu'il nous manque encore des methodes pour les traiter, et

partant les observations suivantes serviront peut etre a decouvrir de telles methodes.

k2. Je ne m'arreterai pas ici a cette formule integ-rale assez connue J dx{l
— )", dont on sait

que la valcur, au cas qu'on mct apr^s Tintcgration £c=i, devient = 1 . 2 . 3 . . /i; de sorte que

cette valeur peut etre assignee, toutes les fois que Texposant n est un nombre entier. Mais quand

n est une fraction, la valeur est beaucoup plus difficile a assigner. Ainsii, si n= g-> j'ai demontre

que la valeur de Tintegrale J dxY l—j au cas x=i, est =— V^r. De la, on -tire aisement ces

integrations qui en d^pendent:

f, ,, l ,' 1.3.5.7,,

puisquil y a en general

donc posant apres rintegration x=i, a cause de ^ — =0, on aura:

fdx(l^r= mfdx(l'-y"-'.

^3. Cette intcgration du cas w= ^ se peut exprimer de cette maniere:

dx{l^Y=^y-jy^^^ posantaj=l,

et pour les autres fraclions mises pour n, j'ai trouve les reductions suivantes:

/..(4)i=>'i/^..^ xdx

fdxiiL)l=i\^\f^.f,

3
-'y'(i_a.3)2 -^(i^ajS^z

xdx r x^ dx
-— j

l/{i-x^) •'^(i-x^)

fdx(i-y= V:^ /ir——-
• A,; "

,
•h

xxdx

v^Ci - «*)« "^

y^{i - 0!^)' " >^(i - «*)»
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/ dic (i- )' = 2y — /^ • h • h » ob uju

/da? («— )^ = 3V T h • /4 • I i

'

> ^ ob si"
•^ ^ 4^^^^_^j -^yCl-x*) V(l-ar4)

; ,'>1j1?0 Ub tHiiiliiJ)

/, /.1 \*- 5 j /. da; /• wdx r xxdx r x^dx

^ ^^ 5^i/^l_ar5)4 •'>(1_«^)4 •'|^(l-ar5)4 •^J^^l-x^)*

/» /. 1 \? ^^/'1 r a;da; /* a;'da; /• «^da; /• x'' dx

^^^ 5 •'^(l_x5)3 -^fd.^SjB >'^(1_^S)3 ^|/(1_^5)3 M-*»''

/'j /1 1 \5 ^ ^/ 2 r a;2da; r «^dx r x^dx /• aj**da;
rfaj(i— )5 =3y — /^ . /-^ ^ h— — • /^ »

^ a^y 5 ^^(4_y)* •'^(i_a;5)2 •' y^H-x^)^ •'^(l-a;*)»

/'i /. 1 \l . 5 g /« a.'<|a5 r x'' dx r x^^ dx r x^^dx
dx(l —y = ky—- ' /-7 • /t f

^ ^ -^(l-irS) -> >/(l_arS) -^ -/(l-x*) ''y^l-xS) (nJifi «fOfl. lll eb

ii'. Puisque parmi ces formules, il s'en trouve ou rexposant de x est plus g;rand dans le nura^-

rateur, que dans le denomiuateur, si nous deprimons ces exposants par le secours de cette reduction:

fx'"-' (icc (1 — x")^ = ^^Jx'"""'' dxii—x'')^

nous trouverons les formules suivantes:

iy{{—xx)

3 I /» W/» /• xdx

V(i-x*)* V^l-x')^

1.3 - ^/ i r dx r xdx

r , // 1 \4 .,/ 1 r dx r xdx
j dx{i-)^=y -h-—- •

/3

•^ ^ ^^ ^'^^(l-^^) ''^(l_,,3)

/d.(/i)^=i>l/--^./^./ xxdx

V(l_ar4)3 "y^l— 3^1)3 V(l-ar4)3

/<J.(/i)5 =2i^i,^^./-^./;

/j /f 1 \l o-.*/ 2 /• dx /• arda; r xxdx
da;(^-)^ = 3y--/ / -

/4; >

* ^ V(l-x*) V(^-ar4) V(i_a^)

/1 /1 1 \4 ^/ 1 r <^a' /• a^rfar /• ar*daj r x^dx
dx(i—)^ = y —- . / h 1—— i

* » •'^(l_ar5)4 •'^(l_ar*)* •^>/(l-a;5)4 •'y(l_arS)4

/i /? 1 \l n. '/ i r dx r xdx r x^dx r x^dx
^^(^.^r = 2y-s^ /

"
' L •/ /i »

* 5 •'>/(l-x5)3 *V(1-»S)5 •'y(l_ar5)3 V(l-ar5)3

/j /f * \l .»^^/ 2 /» dar /» ardar r x^dx r ar'dx
da?(/— )^ = 3y r^ /t -• /,- /7 Lx^ 53y^^,__^sj, •'^(l-xS)» •'^(1-ar»)* -^5/(1 -a;S

,9ldai02UD 'A\n(^

rYx(i * ^)^ J^tp'^'^ f'^'^'' r
^^^ /- a?*tfar r_^d^'^^ ^^ '^*

J ^^ x^ — 5* / s,^,
_^^

•

./^(1 _^s)
*

V(l -««)
*

•'{'(l -ar») i"b'n »« ^iwboiq
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45. Voila donc les valeurs de la formule intcgrale transccndante fdx{l )", lorsque n est

une fraction reduite k des valeurs des formules intcgrales, ou dx est mulliplie par une fonction

algcbrique de x. Or, parmi ces derni^res formules, il y en a toujours une qui renferme la qua-

drature du cercle, puisque

i
x""—^ dx

VH-af^r nsin—
Ensuite, pour pouvoir mieux composer les autres ensemble, posons dans les formules du §21:

2k=^2n-^m— 2A pour avoir:

n—m—l dx raf"—^ dxnx'" "' " dx rx

^—m ''<;n_^\^ „/_ ,x.:_»»^l/(l_a^)/l-^ •'/(i— a;")^ n(n-;i) sin
n

de la nous aurons:

xdx r dx 7t

L si n=3: /J \ 'k »

V(l-a;3) V(l-a;3)2 3 gjn -^-

xxdx r dx n
»

,_ . , r xxax n ax
II. si n= k-: j^ -•

y^
*^y(l-a;4) W(l-x*

xxdx r dx n

Y 8sin4
4

/• xxax r

'y(l-^,*)* "y(l-a;4)3 4 8in—
4

ajdaj /• xdx

>

/» ajdar /•

'^(1-«*) -r

III. si n=5: f^^^^rfi

V(i-x*)^ 4 8in^

a;'da? /* dx it

»

1^(1 -a;5) "y(i_-r5)2 iSsin-^
5

x^ dx /• da? \ nrn x' dx r

Jr7. T7'/^
y(l-a;5)2 V(l-a;5)3 lo sin—

l^»«— |)Nf /• a?3<fa? - /• dfa; ff/• a?»dar ~ T

.'•i/(l-a;5)» V(l-a;5)4 5 sin^
'^

'* "-
/• a;2daj /• a;da; Jt

s.ht.. , V(l-ra;5) •^|'(i-.a;5)3 josin^ . ^,

J^

x*ax r

V<i - a;5)* y(l - a;^)* . 5 sm — ,.
^, \5

•(

xdx r x^dx/• «da? /• a!*da; ft

V^i-a;») V(l-a;5)* gg.^^Jt

^6. De la nous voyons que multipliant toutes les formules du meme ordre ensemble, le

produit se rcduit a la quadrature du cercle; ainsi nous aurons:
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fdx(l—yfdx{l —y = .Tt = — y-^, :l;i*<..'.ri r..wr,rt/.,.
jjj, ^^, j,,f^,^ insnr'.

;

9sin —
3 . .._.„

,^

/<fo (4)V<ia. (4)
J^- (4)^=-7^= ^^"^'

p.(ii)i/dx(4)»^-(4)V<*-(4)^=—^^^I^^^T'
5* sin— »in —

-

5 5

/d.(4)i/..(4)t/..(4)i/..(4)i/44)«=-i^^=^v'?^'.
6 6

De la nous concluons qu'il y aura en general:

/•j n^\"r^ /i*\" r^ /i*\" 1.2.3....(i.-l)i/^"—»*«—

>

, Ul£ ' -:.

lequel thdor^me est tout a fait digne d*attention.

ju;»
.'IpY.' La comparaison de ces formules peut etre poussee plus loin, en consid^rant ce th^or^mc

k -^^k '* ^-^
V(l-«")^ V(l -:«:")"—«

d'ou le theor^me prec^dent tire du § 21 se change aussi en d'autres formes. Ensuite, les formules

du § 29 fouroissent les comparaisons suivantes: -'T j j "i;-:

/• ar*—*<f« > af"
—

^ dx . mrt . hrt \

h —
• hr^

—— = sin -r- :
sin — » r

n n

Jr
ar ' oaj

_
r.

V(l _ a/i)/.-^^—/n •'/(1 _ a^)n-*-«

. m;r . hit
sra— : sin —

>

n n

V(l— a?")'*-*-^—* V(l— ar")"-^'"—

*

" "

/_ . /_ = sm— : sm—
V(l— a/')*'*""*—* y (i — a/')"-'-'"—

^

** **

dont les derni^res se deduisent de la premiere, puisqu^au lieu de m ct /c on peut mettre n— /n et

n— h.

k^. Maintenant, puisque

J^

ar"—'daj n— « /»i

V^l-*")"*-^ "* •'^(1-«")'^*

on aura encore cette comparaison: •. —^

IfcEuleii Op. podtouna T. 1. 55
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/• aj*

—

^ dx /•a;'"-+-"

—

^ dx n— k . mfn . krc—

»

:
/,,
— = sm— : siQ —

Analysis.

et prenant pour m un nombre neg^atif:

Jr
x^—^dx ra^—"*—^dx n— k . ntTt , krt

L
: /-—— = sm — : sm — >

d'oii nous tirons les comparaisons particulieres suivantes:

p xdx p
jjt:.
—

~/-h
dx , n , n . /_—= sm -7 : sm -^ =5 1 : y 2,

>^(i-a!*)3 ''•j/(i_a;4)3
4 l

/• xxdx ^ r dx
sm -- : sm -^ >

\4 5

/• itda; < ^ /»

V(l-a;5)3 •'/(l_x5)3

dx . Jt . 2«'
- = sm-:sm-,

/aj*da5 ^ /•

«da? /• a;^da;

= 2 sm — : sm—

,

OrtiA .

/• a;da? /•

J sm — : sm -=-•
5 o

/ li!up «flonloc'

r

•)rn

y(i-a;5) >/(i-a,5)
.aoUiilvjJui* ;>iig; :'ii(>>£U li>Ui)i;I

.J^9. Pour faire vpir Tusage de ces reductions, considerons les formules^particuli^res qui entrent

dans les expressions des formules {Bvn-u

/dx(4)n /dcB(«i)?; /da)(4)^ /<i»(4)'

et dabord le nombre de toutes les dites formules etant t6, il y a ^ qui dcpendent de la quadra-

ture du cercle. ^ '^^iimioi ^k jg iiii

yr» daj n n

j^. T^~ ~~~^.y k
xdx

27r'
V(l-a;5) 5 8in^ V(l-a;5)2 5 gin ^

5 ,„.-.: '5

•i

aja^da; a;'da;n n /•

i^{\-x^)^ 5 8in?^ 5sin^' V(l ~a;5)4 , g rin ^
5 "

'"
5

Pour les autres 12 la reduction generale fournit:

xdx c dxf xdx /•

fti/V(l-^')* V(l-a;5)»

x^dx /• da;

'*? m— * SllJ

r x*dx /•

y(l-a;S)* V(lr-a;*)«

aj^da;/x'' dx /•

_?//. c\» *' * /

xdx

V{\-x^)^ V(l-xS)

/• a;9da: ^_^ /• a;2da?

i^(l-a:5)2 ' V(l-a;»)

Ensuite nous venons de trouvcr:

inB»&»ii'

a:;!»'.» '»)»' -iMvn
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/• xxdx »in ^ n p dx . ,

/L_f_^—= '!" ^
"

C-—^^
.^'i{>o!> «loTiuofi «9 ^-non «Blao yjii/(»

j* XXdx 5tin|«' h x*dx ~ '
•

\ _ ~ (./ \) %\)\ I
. -{ -i. xb\

•'v^(l_aj5)~" «n t ff-^f^i^^S)*

atiitpeW^S on petlt djiiifteif' fe!s'^r(t)^\iti^ de iJeti^i'' t^lei' MiiiWes rappdrtiSfes au % X^ 'pourle cas

/1= 5.
-'-

^ ^-•^

50. Si nous examinons toiites ces egalites, nous trouvons que ces 12 formules se reduisent

a deux: posons pour abreger

y= y -; «= sin--; /?= sin-^

et toutes nos formules peuvent etre reduites a la quadratiu-e du. cercle et a ces deux fyydx et

fy^dXf de cette maniere

fy^dx= ^ fyydx; fxy^dx= fy^dx; Cx^y^dx=Tyydx; fx^y^dx= ~»

fy'dx= jfy'dx; fx'y'dx= ^; fx^y^dx=^^^.

fxy^dx=-; fx^y^ dx= . . !^o

^

; ^fx^y^dx= ^^ ^' »
J "^ 5/3' ^ "^ 5/3/y'da; .' •' lOayy^da?

rdx= ~; lxydx= ^-rp—j-; lx^ydx= .. ^ o^ ; x ydx= r^—;:—r-» **^ «^ 5«' ./ "^ 5j3/Vydaj' J -^ iOa/j/' da? ./
'' I5afyydx

soit donc fyydx= A et fy^dx= B^ et les valeurs de nos formules transcendantes seront:

yda;(i-)^ = y-^^^, ^upgmq nnub

b'

xb -,

51. De la nous voyons que non seulement le produit de toutes ces quatre formules d^pend

uniquement de la quadrature du cercle, mais au^si Ip prQduit...de deux, dont les exposants footi

ensemble runite, savoir:

/d«(<i)K//»(;r)iii"w'
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/dx(ji)t./<ix(«i)^ = -^^.
5 «n—

-

5

Outre cela, nous en pourrons d^duire ces egalite^:

(/..„l,!)',/..(,l)' =U^.-&

'

5

52. Si nous joiguons ces determinations aux precedentes, nous en pourrons tirer les conclu-

sions gen^rales suivantes:

/daj(«i)^./dx(4)^ =
iwmitbbi M «^uLcnol £1

a^sin

1 X* . 2nr

ly^oiuj-

fdx{l^y.fda>{l^y^
*'"»T

14 3.1jt.*f\ XKit) 230 K
IdxU-Y * ldx{l—Y = »

4

1 v3
/dx(ti-)'./<ix(jl)^ =

4«-
1

o^ sm —

6n-

^xV>«'/\

5^ sin
2;r

et en gendral: t» % * '',

donc puisque ,

1 sr~h— »n(n— m)«;

nr—m

nn sin

1
—

/d^(4) » =ii^/<ix(4)

nous aurons:

'•'•'53. Cette derniire ^galite se peut ais^ment d^montrer imm^diatemeDt eit d^veloppant le cas

le plu8 simple, ou lexposant est un nombre entier: '^^ ^f;; ".'e. u!> iu)r>ilH.ift iuyaoiipiffu

Jdx{l~) =1 .2.3.5.,^...^.

Or, cette expression flnie se peut exprimer par un produit infini, comme:

: ji ;-: tinol ^iAimr.
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Posons maintenant X= — pour avoir:

/daj(/-^)"=(|)".-^.(|)".^-H^.(4)''-T^ etc.
y ^ af' ^ 1 ' n-t-wi ^2' 2n-#-m ^3' 3n-#-m

et faisons aussi m negatif:

; :2098')<|«io') ' 1JI4 ,'<>.•' .jUH zwy Ja

fdxil-) " =(l)"^.-^.(i)~^. ^" .(i) " .

^"
etc.

Le produit de ces deux formules donne ^videmment:

nn 4nn 9ni» . mn
etc. =

ji gln*"^ *'i v;uji)r, .i(iu..| 'm j: .v.i

n

nn

—

mm 4nn—mm 9nn— mm '

. mx

5V. Nous pourrons pousser plus loin ces recherches, car puisque

V ^ V _ p

/daj^;-)'^^^)^.-^.^-)^.^-^ etc,

^
3 ^

g ^ 2 ^' tn-^q

2n
etc.fdx(l-)" =(-?-)" (I) " -^

Le produit des deux premieres divise par la demiere, donne:

X "^ X n{n-¥-p-^q) Sn^^n-^-pn-g)

dont la valeur est

p.^j
(n-t-p) (n-i- j) (2n -4- p) (2n n- j)

/da.(4)"^ *

X

raf*-^P—*daj pq p aP—^dx pq /» afl
—

^ dx

OQ bien aussi:

formule qui conduit «i la prec6dente, quand on pose /) = to et g=— m. De meme, on trouvera

la valeur de

/da!(il)" ./dx(/— )"^ ./dx(f— )"^
„ , ,^ ,•^ ^ x' -^ ^ X* -^ ''a:' pqr r xP—^dx rap-^—^dx

/dx{l~) "
p-t-«-*-r i'-+-«-+-^V(l- a/')"—y •'^(l-a:")"-



^38 ,u,^^ ^ L. EULERI OPERA POSTHUMA. ^Mvmn^vl Analysis.

55. Enfin, pour finir cette mati^re, la sommation des serles reciproques des puissances nous

fournit encore la valeur des formules transcendantcs suivantes, quand on met apres Tintegration

x=i: 'U:rii':lU

.Oi9
m-*~ at

et / 1 V . = —
J X i — X 8

:li>r>2'Hi M viim, ?.no?in! l'.>

720'

et ces autres, plus compos^es:

/dx r dx r dx , i nr* rdx rdx r dx , ,

.

^ '

fdx rdx ^ ft^ r dx r dx i*dx » t/I -•- ® __ «"* iiJ U01<{ " ;

Or, il ne parait aucune route directe qui nous pourrait mener a ces d^terminations, ce qui merite,

par cela meme, d'autant plus dattention.
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XXI.
^i-Mq 9Ui\

De lincis ciirris, quarum rcctificatio per dataiu qua<lraturam

ci! ;:^ i
' .misianiiiqto iBfilurmril ifl^h;

mensuratur.
/inds^it: iiiLriuu nii!9ui!

.j£^ir|:
gg|.jg nQtum est problema inter Geometras olim multum agitatum, quo Hneae curvae quae-

rebantur, quarum rectificatio a datae curvae quadratura pendeat, cujus solutionem etiam Hermannus
* beatae memoriae contra exspectationem summorum Geometrarum ita feliciter expedivit, ut non solum

infiuitas curvas alg-ebraicas
,
quarum rectificatio a data quadratura penderet, exhibuerit, sed ctiam

: hanc conditionem adjunxerit, ut istae curvae unum duosve atque adeo tot, quot lubuerit, haberent

arcus absolute rectificabiles. Cum autem methodus, qua Hermannus erat usus, nimis videretur

recondita, neque ad ubcriorem usum in Analysi satis accommodata, aliam methodum planam ac

facilem investig-avi, cujus ope non solum hoc problema, sed etiam omnia, quae hujus generis occur-

rere queant, expedite resolvi possunt. Complectitur ista methodus quasi novam Analyseos speciem,

cujus elementa, quae multo latius patere videntur, dilucide exposui in Novis Commentariis Academiae

imperialis Petropolitanae.

*"'*
2. Hujus methodi beneficio, si proponatur quadratura seu formula integralis quaecunque

fTidz^ existente Z functione ipsius z quacuiique, innumerabiles curvae algebraicae dcfiniri possunt,

quarum rectificatio ab ista formula ita pendeat, ut ejus integratione concessa omnes harum curvarum

arcus indefinite definiri queant. Per variabilem scilicet z ejusmodi expressiones algobraicae pro

coordinatis x ^X y assignantur, ut inde formulae V(c/ os'* -*- dj^) integratio perducatur ad hujusmodi

formam afZdz-v-V^ ubi F sit functio algebraica ipsius z. Verum haec quantitas F non arbitrio

Dostro relinquitur, etiamsi infinitis modis variari queat: atque hinc ope methodi a me traditae pro-

blema non ita resolvi potest, ut curvarum inveniendarum arcus absolutc per formulam propositam

fZdz ejusve multiplum afldz exprimantur.
,„^nfino-..4fH> ?H,„if., .i«,h<|..^

3. Maxime igitur diversum est problcma, quo quaeruntur curvae algebraicae, quarum arcus

per propositam quampiam formulam integralcm fZdz simpliciter, sine adjunctione cujusdani func-

tionis algebraicae exprimantur. Atque adeo hoc problema saepenumero ne solutionem quidem

admittere videtur. Ita si sit Z=-» et curva algebraica sit investiganda, cujus arcus per aj-^y

seu alz exprimatur, vehementcr dubito, num quisquam unquam hujusmodi curvam sit reperturus?
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Quaestio scilicet huc redit, ut ejusmodi binae functiones algobraicae ipsius z inveniantur, quae pro

coordinatis x et y substitutae praebeant y{dx^-t-dy^) =— . Postquam equidem hoc problema

multis modis tentavi, aliisque insignibus Geometris enodandum proposui, neque eg^o, neque quisquam

alius solutionem assequi potuiraus: cum tamen in genere si quaeratur curva algebraica, cujus recti-

ficatio a logarithmis pendeat, problema sit facillimum, atque adeo parabola conica ei satisfaciat.

Unde concludendum est hoc problema vel omnino nullam solutionem admittere, vel metbodum ad-

huc plane nobis incognitam requirere. fvV
k. Evenire quoque posse videtur, ut hujusmodi problemata unicam tantum solutionem admit-

tant, neque plus una curva exhiberi queat, cujus arcus per datam formulam integralem exprimantur.

Equidem hoc sum expertus in formula J-r
———r> qua arcus circuli exprimitur: nullam enim aliam

lineam curvam algebraicam invenire potui, cujus arcus per eandem formulam exprimeretur. Sic nulla

videtur extare curva algebraica, cujus arcui cuicunque aequalis arcus circularis exhiberi queat, etiamsi

innumerabiles lineae algebraicae sint notae, quarum rectificatio a rectificatione circuli pendeat.

Statim enim atque hae curvae a circulo sunt diversae, earum arcus aequantur aggregato ex arcu

quodam circulari et linea geometrice assignabili, quae nonnisi certis casibus in nihilum abire potest.

Idem tenendum est de formulis f-77^ r et P aliisque, in quas illa formula At——~rJy(iaz— zz) Jaa-*-zz * ' ^ jy(aa— zz)

per substitutiones transformari potest.
"•!'<»?

^*'^
' 5. Dantur tamen etiam ejusmotii formulae fZdz, pro quibus innumerabiles curvae algebraicae

exhiberi possunt, ita ut infinitae curvae algebraicae assignari queant, in quarum una si capiatur arcus

quicunque, in reliquis omnibus pares arcus abscindere liceat. Huc imprimis pertinet problema olim

a Celebb. BernouIIiis tractatum, quo curva algebraica quaerebatur, cujus rectificatio cum rectifica-

tione curvae elasticae conveniret, seu per hanc formulam j, ^_ ^
exprimeretur: invenerunt euim

lineam quarti ordinis, ob figuram lemniscatam dictam, quae huic scopo satisfaceret. Ostendaro autem

praeter lemniscatam infioitas alias exhiberi posse curvas algebraicas, quarum arcus generatim per

eandcm formulam exprimantur. Cum igitur lemniscata, doceute III. Fagnano^ hanc habeat insignem

proprietatem, ut in ea perinde atque in circulo, arcus quotcunque aequales abscindi queant, eadcm

proprietas quoque in omnes curvas, quarum arcus per eandem formulam A°"_^ exprimuntur,

competet; quae ergo merentur, ut diligentius evolvantur.

6. Methodus quidem^ qua hanc investigationem suscipio, per se satis est plana, et ope calculi

ahgulonim facile expediri potest. Si enim arcus cujuspiam curvae pcr hanc formulam fZdz debeat

exprimi, vocatis coordinatis orthogonalibus aj et j, atque introducto angulo quocunque y, statuatur

doj= Zdz cos 9? et rfj= Zdzsin9P

sic enim prodibit arcus elcmentum

y(da?'-i-dj^) = Zrfr, ipseque arcus = fZdz.

Unde quacstio huc redit, ut qucmadmodum arcus (p ad variabilem z comparatus esse dcbeat, in-

estigetur, ut ambac formulae ZdzcQ^(p et Zdzsincp evadant intcgrabiles: quippe quod conditio>
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qua curvac debcnt csse algcbralcae, postulat. IJunc in Gnem illae intcgrationes pcr solos sinus et

cosinus angulorum suut absolvendae, neque ipsi anguli, qui formulas reddercnt trausccndentes, sunt

admittendi. •' *^ '""^*

]>e Gurva lemnijicata.

7. Propositum ergo sit curvas algobraicas investigare, quarum arcus indefinite per hanc for-

mulam intcgralem /\° exprimantur, et posilis coordinatis orthogonalibus x el y statuamus

aadz ^ , aadz .
-08 ^wJ *I'>q ^'T^

aadz
quas formulas absolute intcgrabilcs reddi oportet. Ut partem . 4_.4\ quoque ad calculum angulo-

rum perducam, pono zz= aasmOy ut fiat V{a^— z*) = aacos6/, et ob z^aVsin^ erit

, add coad aadz add

Hinc itaque nostrae formulae integrabiles reddendae sunt

dx
add cos 99 «. j ^^^ *'" 9

lUUi

Ponamus ergo q)= nO, ut sit

Idx decosnfl 2dj/ desinnfl

a / sin a / sin fl

et Videamus quinam valores pro n sumti has ambas formulas integrabiles reddaot.

8. Consideremus in gencrc has formulas

ddcosmd . ddsinmd—

7

et —7

y sin 9 y sin fl

et perpendamus quomodo ad simpliciores revocari possunt. Talis enim reductlo unica via esse

v!dt>tur ad casus integrabilitatis eruendos. Statuamus ergo primo

P= cos(w— i^O.ysmO,

et difFerentiando habebitur

, p —(m—l)dOsin(m—1)9 . sinfl-i- \ dflcos (m— 1)0 . cos fl

.. ;;. V sin d
*

Gum aulem sit sin a<9sin^= — cos («

—

i)0—— cos(a-i-l)^

1 1
et cosa^cos6?= — cos(a— i)0^~ cos{a-*~i)0,

. ,p — (2m— 3)dflcos(m— 2)e-H(2m— l)decosml9

^ysinfl

unde obtinetur

•dOcosmO 4co8(m— l^aysinfl 2m— 3 r dfl co8(m— 2)(/(f0cosm9 4co8(m— l)6y 8in0 ^m— 3 r

y«infi 2m—

1

*~2m— 17 TsinO

9. Si deinde simili modo statuamus

Q= sm{m'-i)oy smO,

erit difierentiando

L. Coleri Op. pottboina. T I. 56
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t» tiiMik a&Ui» 1^^ jn (m— l)ddcos(m— i)esm6 -i-l tfe sin (m— 1)0 cos

Gum vero sit

1 1

cosa^sin 0===— ^sin (w — i) -t- -^ sm (a -i- i)

et sina<5 cos<9= -»--g^sin(o{— 1)^-+-— sin (a-t- i)<9,

erit per has substitutioues

,^ — (2m— 3)desin(m — 2)0-t- (2m— l)desinme

Unde siugulis parj^ibus integratis consequemur

y

/ddsinmd 4sin (m— 1)6"/ sin 9 2m— 3 /*de sin (m— 2)9

y sin "^ ~ 2m—

i

2m— 1 y V sin

1. . . . r 1 .. ddcosnd . ddsinnd r .... i m t
bmcque ergo patet, si iormulae propositae -z/-^' et , . luerint mtegrabiies casu n= /l,

tum etiam integrabiles esse futuras casibus
'

7i= A-+-2, /i= ^-h4., /i= A -I- 6 , etc,

sicque ex uno iniinitos resultare casus integrabiles.

10. Ex his autem reductionibus statim unus se offert casus absolute intcgrabilis , scilicet

3
quaudo 2m— 3 = seu m=— ; unde obtinemus

/*/
• ^ cos — 6^= 2cos— ^y sin<9 et f\ .

sin ^r ^= ^sin ^r ^V sin 0.

Deinde integratio succedet casu m=— seu 2/w= 7, unde fit

yy^"'" 2-^=-3'»"2^^''"^-*-^--3''" 2^^'"»^-

.; laM-i»!^,

Hinc progressus patet ad casum m=— seu 2//i=ll, qui dat

'•=y\ •-] 2{.

• <'

.

et sequens casus m= — praebebit

r ^*^ «^15^ .2 13^ 2.6_ 9 ^ 2.4.6 5 ^ „2.4.6 i z^n ./ • ^/y^eCos-^= (yCOs-2-^-H5-^cos-^-H3-^cos-^-H2.3^

r <*<' c:« *5^ ,2. 13^ 2.6. 9^ 2.4.6. 5^ '2.4.6. I^a,/-^
/71]^ sm - ^ = (-sm^<9-H g-^sm -^-*--5— sm -^^
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11. Ut in cocrOcieDtibus angulorum fractioncs cvitemus, ponamus = 2c»}f ut sit

zz = aasm2(o, seu sin2a7 = —

>

U3

aa

ande erit

sin6>=|-y(i-H-)— iy(i — -) et cos«= |y(iH-^')-+-iy(i-").
2 ^ aa^ 2 ^ aa^ 2 ^ aa^ 2 ^ aa'

Atque indnitas curvas algebraicas exhibere potcrimus, quarum arcus seu valor integralis

iMjmwj ic'»

praecise Oat aequalis formnlae

iq

r aadz r do

JV(a*- z*)~Vv7ifV(a*— z*) ^Jy sin 2w

Ac curva quidcm prima caque simplicissima his continebitur coordinatis

... . , .X «= <icos6)"|/sin 2« et r= a sinwVsin 2g?,
'

,.

ex quibus fit xx-^yy=^aasv[i2(o et y(£cxH-;yj) = aV sin2w. Hiac ergo porro elicitur

X , y
cos G)= ,-77 r et sm «= -77 r >

y{xx -+ yy) y{xx+ yy)

ideogue sin26)= 2sin(»cos(»=—^^« Quo valore substituto hahebitur aequatio inter solas x^ xx-^yy *

et y pro curva

(oja; -I-^V= 2 a aa;y

,

quae est ipsa aequatio lemniscatae.

12. Secunda curva algebraica, cujus arcus per eandem formulam

raadz r dct

JV{a*— %*)
~ ^yysin2o*

exprimuntur, continebitur his coordinatis

^^^•'
03= Y (cos 56J-f-2cos a>) y sin2w,

3^= y (sin 56) -i- 2 sin w) y sin 2«.

Tertia porro curva aequc satisfaciens his:

05= — (cos967-H— cos5w-f-r-^cos6?)ysin2w,
5 ^ i 3.1 '

'. ' " *qijiu/H
n. A A 9

;. r= -=- (sin 9w H--x-sin 5wH-r--7 8in6))y sin2w.
^ 6 3.1 '

"Mfjnth JdB

6.4 6.4.2

Quarta vero his:

a;=4(cos 1367-*-— cos96)-h^ cos56)-*-^^4^cos6})y sin26),7^ 5 5.3 5.3.1 '

r=— (sin 136)-!- — sin^w-t-r^ sin56)-+- ^^^^ sin 6)) y sin 26).
" 7^ 5 0.3 0.0.

i

Quiuta hinc sponte formari potest

'.iiyiq/.a
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a , ,- 8 .^ 8.6 o 8.6.4 _ 8.6.4.2 \^/ . r>.a3=-^(cOS I7w-l-y COS 13W-I-— COS 9fOH- COS 06? -i- COSCJjK sin2<Q,

o , . ._ 8-4^ 8-6 . n 8.6.4 . _ 8.6.4.2 . s / . ^
y= — (sin !7cJ-f- ySin 136?-i- z—= sin 9cj-<- sin5cj-H sin6?) y singcj.

13. Sic igitur inOnitas nacti sumus curvas algebraicas, quarum rectificatio plane congruit cum

rectificatione lemniscatae, ita ut cuique arcui hujus curvae in omnibus illis arcus aequalcs abscindi

possint; vix tamen asseverare ausim, praeter has nullas dari alias curvas algebraicas, quae eadem

praeditae sint proprietate. Methodus enim, qua sum usus, non ita est comparata, ut pro generali

haberi possit, propterea quod in formulis § 7 angulum cp tanquam multiplum anguli 6 spectavi,

cum tamen fortasse alia relatio inter eos intercedere possit, quae ad integrationem aeque sit acco-

modata. Hoc inde suspicari licet, quod si aliae formulae integrales fZdz proponantur, eaeque

pari modo ad angulum quempiam reducantur, integratio non succedat pro angulo cp multiplum

anguli 6 assumendo, cum tamen saepenumero aliae relationes negotium conficiant. Hujusmodi casus

probe notasse juvabit, quoniam inde forte methodum latius patentem talia problemata tractandi

derivare licebit, si cunctae operationes, quas varia problemata singularia requirunt, diligenter per-

pendantur, atque inter se conferantur. Quem in finem unam atque alteram solutionem similium

quaestionum adjungam.
.jMiued oliiiii««M«

De Parabola.

H. Propositum itaque sit alias curvas algebraicas investigare, quarum rectificatio conyeniat

cum rectificatione parabolae^ seu quarum arcus indcfinite exprimatur per hanc formulam:
^'^ ^*

Necesse igitur est, ut coordinatae orthogonales ita se habeant

/dz cos f ,. V fdz sio fp ,, .

-y{aa-¥-zz) et y=J -y{aa-k-zz)^ 'Hjrmnq

ubi definiendum erit, qualem relationem angulus (p ad variabilem z tenere debeat, ut ambae istae

formulae integrabiles reddantur. Ponamus ergo — =tang^, ut fiat y(aa-f-zz) = asec<9= —^»

et cum sit —= —2— > erit arcus f—y(aa'+-zz) = f-^-^f et coordinatae:
a cos-* J a ^ ^ J cos' d

/dO cos m . pdd sin g>

s-r- €t yz=a f
—-^»,.

cos' •' .' cos^O ' _

atque hic iterum observo, certa multipla anguli pro angulo 9? exhiberi posse, quibus ambae

formulae integrabiles evadant. Statuatur ergo ^= np, ut habeamus pro coordinatis sequentes

expressioncs

:

rddcosnO ^ rdd sin nO
x= a h—-^-r— et y= a H^i-r—

j. • •

15. Jam per reductionem formularum intcgralium, quali supra sum usus, reperiemus

rdO cos nfl __ 2 sin (n— 1) 9 (n-t-1) ydO cos (n— 2) Q fdO sin nO — 2cos(n— 1)0 (n-n i)
/
«dOsin (n— 2) Q

J cos^ e (n— .3) cos* 6 n— 3 -> cos'^ * J cos' (n— 3)co8'e n — 3 J co>'
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unde patet, si integratio succedat casu quocunque n = l, eam quoque succedere casibus

/i = A-f-2, n= X-t-ky /i = Ah-6, etc,

sicque infinitas curvas algcbraicas ex unica impetrari. Patet autem si sit /i= 3, fore

/dOcose 8in2(? rdd sinO co8 20

cos^e ~2^*7 ®* J~^s^T~ 2^^* ^'^®

/de 008 sin 8 rdO sin fl 1

cos' 6 cos fl J co»'

quo casu prodit

2coi*fl'

a sin 9 a xx a sin* 6

®~T^ ®* ^~~2co82fl' ^''S:^ 9^ — 2co*2fl'
^ Am^MCOSe "^ 2C082fl O 2o 2c082fl

hincque }^— —= — , quae est aequatio pro ipsa parabola.
XX

16. Verum etiamsi hic unum casum integrabilitatis
, quo <p= seu 7i=l habeamus cogni-

tum, tamen singulari fato ex eo nulli alii casus elici possunt. Si enim statuamus /i=3, ob deno-

minatorem n— 3 evanescentem, integralia inde pro casu ^= 3<9 minime reperiuntur. Casu autem

n=— 1 formulae praecedentes redeunt, ita ut propter hoc incommodum nullus aditus ad curvas

magis compositas pateat. Videri ergo posset parabola pari conditione praedita ac circulus, ut

praeter se ipsam nullas alias agnoscat curvas algebraicas secum commensurabiles. Ex ipsa verum

angulorum compositione manifestum est, quicunque numerus integer excepta unitate pro n statuatur,

formulam
J-

^y- nunquam integrabilem evadere, sed semper per integrationem ipsum angulum

induci. Interim tamen alia methodo quaesito satisfieri potest, unde non difficulter talis curva

eruitur ^

x^ — zY^k-^zz) et j=y(4.-f-zz), seu y^= k {xx-^yy\ pro qua est y{dx^-^dy^)=dzy{{-\-zz).

De EUipsi.

i7. Progredior ergo ad curvas algebraicas indagandas, quarum arcus cum arcubus ellipseos

sint commensurabiles. Quaestio igitur huc redit, ut curvarum inveniendarum arcus exprimantur

per hanc formulam ydzl/(l-*-r-—— ), quae est formula pro arcu elliptico abscissae z respondente,

dum applicata est = /n>/(l

—

zz). Pro curvis ergo, quas quaerimus, statuamus coordinatas

a;= /dzcos9Pl/(l-»-p^) et J= /disin 5Pl/(l h-^^),

et videamus quomodo angulus g) capi debeat, ut ambae istae formulae Cant integraDifes. Ponamus

z= sin ^, et hae formulae erunt

X= fdO cos (p "/(cos' 0-t-mm sin* 0) et y= fdO sfn (p ^/(cos' -h mm sin* 0) ,

'» «>t< i

ubi manifestum est, quaecunque multipla anguli pro (p statuantur, has expressiones nullo modo

ad integrationem perduci posse. Aliis ergo artificiis erit utendum, siquidem certum est dari curvas

algebraicas quaesito satisfacientes.
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18. Quoniam irrationalitas negfotium turbat, ad ejus speciem saltem tollcndam pono

/w tang; ^= tang 6J, ut sit mm sin^ = cos^ lang^ co^

hincque V(cos^ 6 -\-mm sin^ 6) = cos 6? "]/(l -\- tang^ w) = ^-^»

Hac substitutione facta nostrae coordinatae erunt

/dOcoiOcoim . /«de cos sin ffl

'

et r= / -1
COS W ^" J cos o

ubi notandum est angulos <9 et « ita a se invicem pendere, ut sit

^ . .1 mdd dum tang 6* = tang w, ideoque -—j—=—g—
COS (/ COS CJ

Statuatur jam

g)z=n0— co, et ob cos9p= cosn^ cosGJ-i-sin/id^sin « et sin go = sin /i^ cos «— cosn^sinw

coordinatae ita exprimentur, ut sit ob tang «= /w tang ^

X= /dO cos 6 cos nd -f- /dO cos <9 sin nO tang w= fd6{cos 6 cos /i<9 -i- /w sin 6 sin /i^),

y= fdO cos 6^ sin /i^ — fdO cos ^ cosnO tang w= fdO{cos sin /i<9— /w siu cos /i<9),

quas formulas, quicunque numerus pro /i assumatur praeter unitatem, manifestum est semper esse

integrabiles.

fflWT 19. Cum igitur sit cos cosnO= -^ cos (n— i)0 h- ^ cos (/i-f- 1 )^,

sin^ sin nO= -^ cos (n— i)0— -^-cos (/n-1)^,
V

. iiii loi^
-^ ^

1 1

ivrwii ziisi nstioantit) (joncos sin nO= ^ sin (/i— 1)^ -*- ^ sin (/i-i-l)^,
2 ^ ^ 2

2

1 1 TJJ'"— sin ^ cos /i<9= -^ sin (/i

—

i)0— — sin (/i-i-l)^,

substituendis his valoribus habebimus

a?= y yd^ ((/?» -I- 1) cos {/i— 1)^— (/w— 1) cos (/i -I- 1)<9),

> ^^-^/^^((/w-f-l) sin (/i-— D^ — (/w— 1) sin (/i-Hl)^),

unde valores integrales sponte fluunt:

X= -t-(m-t-l) sin (n — 1) 5 (m— 1) sin (n -i- 1)

ai^60iblOOt> gijfllfiuti 2(n— 1)

~
2(n-*-l)

.... y= — (nt-f- 1) cos(n— 1)0 (ni— 1) cos (n -t- 1)

2(n-l)
'

2(n-t-l)

Hincque cum pro n numeros quoscunque rationales praeter unitatem accipere liceat, innumcrabiles

lineae algebraicae exhiberi possunt. , ..

20. Gum igitur unitas pro /i substitui nequeat, casus simplicissimus prodibit, si ponatur n=0,

quo ergo habebitur

(c= — (/n -H 1) sin ^— -^ (m— 1) sin ^= sin ^,

1
.

^

j= — (/WH- l)cos^-t- -x-(tn— 1) cos<9= mcosO,
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unde Gt mmxx-k-yy= mmy ideoqiie y= ;wy(l

—

xx)^ quae est aequatio pro ellipsi proposita,

cujus arcus ob £c = sin^= z utique est /c?zy(l -t-^^^-), uti requiritur, erit enim

x= z et y= my{\ — zz).

Aliae vero curvae, quarum eadem est rectiflcatio, prodibunt, si numero n praeter unitatcm alii

valores tribuantur. Sit igitur /i= 2, atque babebitur

a;= 2^ (/«-- I)sin6?— - {m— l)sin 3^, j=— y (/w-*- 1) cosT?-*- y (m— l)cos3<9,

'»B efifi ftt\. IR» aifljiiqiflj

onde fit xx-^yy= j (»»-*- 0' "" ^ (''* "~ 0*
6 {^^ — cos2^, seu

5 4 5 1
ajajr-i- rr=— mm-+- — m-\-— — -^(mm— 1) cos2<9.

'jvi :r»q ii!
*^ 9 18 6 ^

Verum praestat uti formulis iUis pro cc et >• inventis, quia ad cognoscendam et construendam

curvam sunt maxime idoneae.

21. Antequam in evolutione horum casuum ulterius progrediar, notari conveniet, quantitatem

m tam negative quam affirmative capi posse, propterea quod in expressione arcus quadratum mm
tentum inest. Verumtamen iidem casus resultant, si numerus n negative capiatur, ita ut quan-

titate m ambigua assumta, non opus sit pro n valores negativos statuere. Hinc ergo quilibet

numerus positivus pro n sumtus duas praebet lineas algebraicas, prouti m vel affirmative accipitur,

vel negative; sicque post ellipsin has duas habebimus curvas satisfacientes

03= ^-(w-f- 1) sin^— — {m— l)sin3^, x=^{m — l)sin^— — (/w-#- 1) sin 3<9,

1 1 11
4.U < 7==Y ('"-*- <^os^—— (m

—

l)cos3<9, y== — {m— 1) cos.^~ g-(/w-+- 1) cos 3<9, ,.,;]

nl)! quidem valorem ipsius y negative sumsi. Similes fere expressiones prodeunt, si ponatur /i= —

»

unde quoque hae duae curvac oriuntur

4 1 1 11 "i

. sp= {m -*- i) sin — d—Y (/if— l^sin-^^, x=: {m— i)sia-^ 6— — (//in- 1) sin y^,

^''y=(rh^ l)'feos-*- ^-H 1 (/n— 1) cos |- ^, y= {m— i) cos-^ O-i- ^ {m-t- i)cosj 0.

Atque evidens est eliminando arcu has quatuor aequationes ad eundcm ordinem esse ascensuras.

22. Ponamus /i= 3, hincque duae nascentur curvae istae

aj= j(/w-Hl)sin2^— -(/w— l)sin^^, x= ^ {m^ i) sm20 -^ ~ (m-*- i) sm k0y11 11
y = — {m-t-i)cos26— — {m— l)cos^<9, y=—{m— l)cos2<?

—

—{m-t-i)smkO,

I
At si ponamus /i= — > non multum absimiles hae curvae nascuntur

I o

fe = -:^{m-t-i)sm-^0— —{m— l)siny<9, a?= - (/w— 1) sin- <9— -|- (//i-i- l)siny^,'^^

r= y(m-f- l)cosy^.-i--g-(/n— l)cos— <9, y= ^{m— 1) cos-^^ ----(//* -4- 1) cos^^^?. v.
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Omnes enim hae quatuor curvae tantum ad ordinem lincarum quartum referuntur. Ex quibus per-

spicuum est, quomodo ex quavis hypothesi quaternae curvae ehci queant, ad eundcm ordinem

referendae, nisi quatenus forte casu ordo deprimi possit. Ilaec ergo iufinita linearum algebraicarum

multitudo, quarum arcus omnes per arcus ellipticos absolute mensurantur, omnino est notatu digna,

idque eo magis, quod pro omnibus coordinatae x et y binis tantum terminis exprimuntur; unde

earum constructio haud parum concinna adornari putest, etiamsi plerumque curvae ad altiores

linearum ordines referantur.

23. De his autem omnibus lineis imprimis est notandum, eas ad classem Epicycloidum et

Hypocycloidum pertinere ac per motum volutorium circuli super periphcria alterius circuli, sive

extus sive intus describi posse. Hoc autem hae curvae a vulgaribus epicycloidibus et hypocycloidibus

differunt, quod in circulo mobili punctum describens non in ejus peripheria, sed sive extra sive

intra eam assumi debet. Si enim in pertpheria caperetur, quo casu epicycloides et hypocycloides

vulgarcs prodirent, curvae descriptae absolute essent rectificabiles, neque idcirco ad nostrum insti-

tutum essent accommodatae: sin autem punctum describens in ipso ccntro circull*mobilis assumere-

tur, curva descripta perpetuo foret circulus. Verum sive punctum describens capiatur extra, sive

intra peripheriam circuli mobilis, hoc modo semper curvae describuntur, quarum rectificatio per

arcus ellipticos absolute confici potest. Nostrae erg;o curvae prodibunt, si distantia puncti descri-;

bentis a centro circuli mobilis sive major fuerit sive minor quara ejus semidiameter.
[ joiimn

2%. Natura autem hujusmodi linearum accuratius perpensa, curvae, quarum arcus per arcus

datae ellipsis mensurantur, ita describi posse deprehendentur. Sit in ellipsi proposita ratio amborum

axium principalium =i:»i, ac posito radio circuli mobilis =r, capiatur distantia puncti descri-

bentis ab ejus centro sive = rr, sive = -r, Tum si iste circulus super quocunque aho

circulo sive extus sive intus provolvatur, ab utroque puncto describente semper ejusmodi curva

describetur, cujus rectificatio cum rectificatione ellipsis propositae conveniet. Quo autem curvae hoc

modo descriptae fiant algebraicae, necesse est, ut radius circuli mobilis ad radium circuli immoti

rationem teneat rationalem, quae quo fuerit simplicior, eo minus curvae descriptae erunt compositae:

ac constituto quidem circulo immoto, sive mobilis extra eum, sive intra volvatur, tum verq sive

punctum describens extra sive intra circulum mobilcm accipitur, quaternae illae curvae describentur,

quas conjunctas inveneramus.

25. Opcrae pretium fore videtur harum linearum epi- et hypocycloidalium proprietates prima-

rias, quatenus huc pertinent, ac praecipue earum rectificationem attentius contemplari. Sit ig^itur

* (Fig. 50, 51 item 52,53) C centrum circuli immoti JQy ejusque radius C/^= C(2= «, super cujus

peripheria volvatur circulus OLRQFy cujus radms^ OQ^OR= r; sitque punctum describcns M
in radio OR, ac vocetur OM=^ur, ita ut sit sive u= ., sive u= j* Hoc modo a stilo

M descripta sit curva DM^ cujus initium D ei respondeat circuli mobilis situi, quo punctum R

tangebat circulum immotum in A. Hinc ergo ex natura motus volutorii erit arcus QR aequalis

arcui QA. Quare si dicamus angulum ACQ = (py ob arcum AQ = QR= acpy erit angulus

QOR= — (p, Vocemus aulem brevitatis gratia hunc angulum QOR= a<py ut sit a= —
• Tum
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vero cx punctis M et &d rectam Cj4 pro axe assumtam demittantur pcrpendicula MP et OS^

itemque ex M in rcctam MT axi /4C parallclam, sintque coordinatae ortbogonaies curvae descriptae

CP= x et PM= y.

26. Cum jam sit angulus j4CQ = cp et CO= a±ry ubi signum superius pro curvis epicy-

cloidalibus, infcrius vero pro hypocycloidaiibus valet, erit CS= {a±r) cos (f ct OS=(adt.r)^\n(p.

Deinde ob sc[i^.COS=W—(p et COR= u(p, crit an^. MOT=(u-i- i) (p— dO° pro cpicycloi-

dalibus (Figg:.50, 51), at pro hypocycloidalibus (Figg.52,53), ob COS=dO°—(p et COR=iS0°^u(p, «

erit angi>/OT=90°— (a— 1) 9), unde ex triangulo OMT ad T rcctangulo, ob latus OM= /nr,

obtincbimus pro utroque casu

curvarum hypocycloidalium Fig. 52ct53:

MT= jurcos (u— t) cp,

OT = /ursin (u — 1) ^,

ergo CP ={a—r)cosf/-*-^rcos(«

—

i)(p=x^

PM= {a—r^sin^r-f-Mr sin («

—

i)(p=y.

curvarum epicycloidaiium Fig. 50 et 51

:

MT=— fircos{a-\-i)(p^

OT= -h- /ursin {pc-t- 1) ^,

ergo CP = {a-i-r)cosq)—iurcos{u-^i)(p=x,

PM= («--/•) sin q)
—/urs\n{u-i-i)(p=y.

Consequentcr pro utroque casu conjunctim

CP= x= {a ±r) cos 9? q= ^r cos (1 zt— ) (p,

PM= y = {a±r) sin (p^ /ir sin (1 ± ) (p,

27. Ilinc crgo vidcmus totum discrimen inter has curvas epicycloidalcs et hypocycloidales

tantum in signo quantitatis r esse situm, ita ut omnes his expressionibus pro coordinatis CP= x

et PM= y possimus complecti

x= {a-^r) cos (p— //r cos (1 h— ) cp,

y= (a -H r) sin y — /^r sin (1 -*- y ) 9P,

quae proprie ad cpicycloidales pcrtinent, scd sumta quantitate r negativa simul ad hypocycloidales

extenduntur. Diffcrentiando crgo habcbimus

dx= — (a-*- r) d(p fsin (p — /li sin (1 -*- — ) (p\

dy = -\- {a -\- r) d(p icos (p — //cos(l-t- ) fp\

undc elementum arcus hujus curvae "|/((Za?^-i- dj^) = rf* rcpcritur

ds= {a-\-r) d(py{i -^ /1/1— 2/< cos (p),

et radius osculi in M ita erit cxprcssus:

a i
(a-i-r)(l-i-A«At — 2/< cos — f)^

a a
Hfi — /t(2-*- )cos--«)

r r

28. Quaccunque igitur hujusmodi curva dcscripta dabitur cllipsis, in qua arcui curvae DM
arcus aequalis assignari potcrit. Sit (Fig. 5h) adbe hacc ellipsis, cjusque axes orthogonales ab ct de; ,

vocetur semiaxis minor ca = cb = c ct scmiaxis major cd = ce = mc, sumtacjuo super illo a conJro

c abscissa cp = z, crit applicata pm= mY{cc — zz) ct arcus ellipfitus dm= /'dzV{i -\- —— )•

Statuatur z = c sin 6^, eritque hic arcus

L. Euleri Op. po$th«ma T. 1. 57
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dm = fcddy{\ -^[mm^\)sm^d) = fcdOV{~[mm-\-\)—^{mm-^\)cos2d),

quae forma ut illi pro ds inventae aequalis reddatur, fieri oportet

6= ^q)= -^Q0R et T= -^— > seu m =± r

VM
vel, quod eodem redit, capiatur m=— in Figg-. 50, 51, 52, 53, eritque arcus ellipticus

Superest ergo, ut sit^-^ — — a-t-r, unde semiaxes ellipsis fiunt

i*3lftjC- , 2(;a — l)r(a-i-r) , , 2(;U-H l)r(a-»-r)*"*^^-~ ca= cb =— — et cd= ce = — ~
a a

29. In genere ergo habebimus hanc constructionem pro' ellipsi quaesita:

semiaxis ca=——— et semiaxis cd = ce=—^—

»

CQ vfj

iqua descripta circa centrum C radio ca = ch delineetur circulus afbg, tum ducatur radius cn ita,

ut sit angulus fen = -^QOR, et per n ducta recta pnm axi majori de paraliela, erit arcus ellip-

ticus dm aequalis arcui curvae supra descriptae DM. Unde patet, si circulus mobilis jam per

semiperipheriam fuerit provolutus, quod evenit cum punctum F circulo immoto applicabitur, tum

longitudinem curvae descriptae aequalem fore quadranti elliptico dma. Gum autem circuius mobilis

integram revolutionem absolverit, tractus curvae descriptae semiperipheriae ellipticae dae erit aequalis;

sicque uti ellipsis est curva in se rediens, ita provolutione continuata longitudo curvae continuo

crescet.

30. De his curvis adhuc notari meretur ipsam quoque ellipsin inter eas comprehendi. Si enim

pro hypocycloidalibus sumatur radius circuli immoti aequalis diametro circuli mobilis seu a = 2r,

vel si in nostris formulis § 27 ponamus r=— y^j habebimus

x= -^ a cos 9? H- — jua cos 9? =— (1 -+-//) r cos gp,

— a SHi 9?— — fia sincp =— (1— /u) rsm ff.

unde prodit

yy
-t-Ti 7-., =rr,

(!-*-;« )2 ii-M)-

quae est aequatio pro ellipsi, cujus semiaxes sunt (a

—

l)r et (//-4~l)r seu MR et MF, estque ea

ipsa ellipsis, cujus arcubus nostrao curvae mensurantur: uam ob CQ= 2C0 fit utique ca = RM
et cd=VM. Potest itaque quaecunque elUpsis provolutione circuli intra peripheriam alterius

circuli, cujus radius duplo est major, describi, ubicunque enim tum stylus in circulo mobili figatur,

ab co ellipsis describetur.

31. innumerabiles autem curvae, quae sint cum arcubus parabolicis commensurabiles, quanim

supra unam exhibui, seu ut positis coordinatis cc et j, sit

Vidx' -H dj') = dzV{\ -*- zz),
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sequenti modo se habebuot. Ponatur z= — tang^? scu tang ^ = -^ /iz, ac statuatur

05= /- et V = 2^,
nn cos* f

"^ nn cos* <p

erit semper, quicunque numerus pro n assumatur, /y{dx^-¥-dy^)= /dzV{i -¥-zz). Facile autem

ang. 9p eliminatur ob y{xx-*-yy) = j"» '^"d® fit

coS9?= -,r hmcque y——= cosnq),
nV{xx-*-yy)

y{^xx-*-yy)

At si variabilem z retinere velimus, erit

n nz n(n— i)(n — 2) n'2' n(n— l)(n— 2)(n— 3)(n— 4) n»zS

12 1.2.3 8 1.2.3.4.5 32
X =

— etc.

n—2

1 - /. nnzz\ 2
_„n(^l-^_j

n(n— 1) nnzz n(n— l)(n— 2)(n— 3) n*z*
' 1~2 4" -^

-1.2. 3.

4

l6
®*^-

r =
«—^2

nn2z\ 21 /. nnxzN-nn(^lH-—

^

quae formulae, quoties n sumitur numerus integer positivus, finito terminorum numero constabunt.

Verum priores semper, etiamsi pro n statuatur numerus fractus, ad aequationem finitam deducunt.

Veluti si n = — > cum sit •

iJSI^ 8liCll7&ia lllJfii!:)'!

erit hinc cos (p =—^^^^ 1 = ^lizf^y unde obtinetur
' xx-i-yy xx-t-yy

__e4_^ {yy-xx)*
^^^ {yy^ xxY =. &k(xx -*-yy)^

xx-i-yy (xx-t-yy)* ^•' "^ ' ^ '^

pro linea ordinis octavi. -

»U ftll r-^- = \ -H ', irl/

tunj 'i.jjii.ijjiH/ luyjijii jiSiji

\ 'H>f'MRl)9b Pfjp /0

*
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XXII.

De eoiiiparatioue areiiiiiii eiirTariiiii irreetifieabiliiiiii.

Sectio prima
continens evolutionem hu^us aequationis:

I.

Si ex hac aequatione sigillatim utriusque variabilis x e.t y valor extrahatur, reperietur

—p— 8x-i-V((i^— ay-+-'i^{8—y]a;-i-i88— yy)xx)

y _ .

,

— p— 8y-V(^^— ay-i-^^[8— y)y-t-[88— yy)yy)X
y

Ponatur brevitatis gratia /9/9— ay = Jp,/3{d— y) = Bp et 88— yy= Cp^ eritque

^ ^y'y-^8x= -\-y[A-^2Bx'-*-Cxx)pj

/3-\-yx-^8y=— y{A-\-2By-\-Cyy)p.

11.

Litteris jam A, B, C pro lubitu assumtis, ex iis litterae «, ^, y, 8 eX p sequenti modo de-

finientur: Primo ex acqualitate secunda fit 8— ;/=— , qui valor in lcrtia 8-\-y=^-~ substitutus

dat 8-\- y = -^i ita ut sit

"^—25^2/3 ^* ^ — 25 2/J

Flinc autem aequalitas prima abit in hanc

8—y

^fi-^^-^^^^^P
j P • * §^(^B^-Ca) . ,

ex qua dcnmetur p = ^, __ -? mdeque porro

^
^(AC^-i-BB^ — BCa) (i^(AC— BB)

BCiA^— Ba) ^ ^ B(^A^-Ba)

Sic ergo litterae a et /? arbitrio nostro relinquuntur, quarum altera quidem unitate exprimi poterit,

altcra vero constantcm arbitrariam, a coefficientibus A^ B, C non pendentem, exhibebit.
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III.

Differentietur nunc aequatio proposita, ac prodibit

dx (/?-- ycc -H by) -i- dy (^ -*- yy -+- dx) = 0, > .

unde conficitur haec aequatio
dx —dy

p-i- yy-t-Sx ^-t-yx-i-Sy

quae substitutis valoribus in articulo I inventis, abibit in hanc aequationem differentialem

:

^ dy
^

V(A-t-^Bx-*-Cxx) -/(A-i-^iBy-^Cyy)

cujus propterea integralis est ipsa acquatio assumta.

IV.

Proposita ergo vicissim hac aequatione differentiali

dx dy

ViA-t-^Bx-i-Cxx) /(J-i-2*y-t-Cj/y) '

3Jus integrale semper algebraice exhiheri poterit, quippe quod erit

-{) — (X~t-2.6(x rVl P^(''^^-^^)('^''--yy)-^^H^C^-i-BB^-BCa)xy
^^ ^^ BCiA^— Ba)

'

et quia hic continetur constans ab arbitrio nostro pendens, erit hoc integrale quoque completum

aequationis differentialis propositae. Erit ergo retentis litteris graecis
N.

Vel y-= —^— Sx-t-ViA-t-^iBx-i-Cxx^p

7

vei x— -^-^y-'^('^^^^y-*-^yy)p

V.

Quemadmodum autem istarum formularum intcgralium. differentia

/dx r dy

V(A -t- 'iBx -t- Cxxj
""

Jv^A-i-iBy-t- Cyy)*

est constans, siquid(^m inter a? et 7 ea relatio subsistat, ut sit

. = cc-i-2j3 (x-i-y)-t- y (xx-i-yy)-i~2dxyj

ita etiam eadem manente relatione, diffcrentia hujusmodi formularum

/'
x^dx r J^dy

V(A -*- 'iBx -H Cxx) J ViA-^-^iBy-i-Cyy)

commode cxprimi potest; quos valores indagasse operae pretiura erit.

VI.

Posito crgo exponente n= 1 , statuamus

f^f ydy .rr

V^A-^^Bx-i-Cxx) V^A-t-^iBy-t-Cyy) '

eritque valoribus initio traditis pro his formuiis irrationalibus substitucndis
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xdxVp ydyV p ,y
j3 -+- yj/ H- §35 p-t-yx-*-8y '

seu- xdx{/3'^yx-*-8y)-^ydy{/3-+-yy-\-dx)= ^{i3-^yy-h-Sx){^-i-yx-^dy): at est

{^-i-yy-t-8x){^-^yx-^dy) = /3/3-^/3{y-\-d){x-^y)-i-yd{xx-\-yy)-t-{yy-^88)xy.

vn.

Quo hanc formulam facilius expediamus, ponamus x-^y= t et xy = u, erit

xx-i-yy= tt— 2u et x^-^y^=t^— 3fa,

sicque aequatio abit in hanc formam

/3{xdx-^ydy)-^y{xxdx-^yydy)-i-Sxy{dx-^dy)=y-{^/3-^/3{y-*-d)t-^ydtt-¥-{y^8)^u).

Ipsa autem aequatio assumta fit: = a-h-2/3t-i- ytt-^-^^d—y^u, et penitus introductis litteris

« et « habebimus

/3{ldt^du) -\- y {ttdt^tdu^udt) -+- dudt= ^{/3/3 — cc8-\- ^{y—8)t-i- {yy^bb)u), .

seu dt{^t -V- ytt— {y—8)u) — du{^-^yt)= ^- {/3^— ad -i- /3 {y-^d) t -^ [yy—dd^u).

VIIL

f^,i^
Ex aequatione autem assumta si differentietur, fit dt{/3-¥-yt)= {y

— 8)du, unde aequationis

ultimae prius membrum transformatur in

' ^^{-/3^-^^{y-^8)t— y8tt-{y—8)'u):

quod cum aequale esse debeat huic formulae

. '

.
^{^^-i-^{y-^8)t-^y8tt-^{y—8)^u),

commode inde oritur 5,,.; y-=^^ et r= ^^^-

IX.

Cum jam sit t = x-t-y, habebimus sequentem aequationem integratam

r ocdx r ydy^
p

(x -t- y) Vp

Jv{A-*-^Bx-t-Cxx) JV(A-H<iBy-*-Cyy)~
^ 7-S '

existente = u-i-2^ x-i-y) -^y{xx-^yy) -¥-28xy, siquidem relatioues supra exhibitae inter

litteras ^, B, C et a, /3, y, 8 ^c p locum habeant. Hinc ergo eadem manente determinatione

variabilium cc et y erit generalius:

r dx('!H-+- l8x) r dr/(^-4-25y) ^ ^(x-*-y)Vp

JV(A -+- *iBx^Cxx) JV(A-i-<iBy-¥- Cyy)
* y-S '

X.
•

Progrediamur porro, ac statuamus

xxdx yydy ^y
V^A-^^-lBx-^-Cxx) V(A-^'-lBy-^Cyy)~~

'
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erit posito brcvitatis ergo /?/^H-/?(y-»-^) <-f-y5«-f-(y—^)2a= T, si loco istanim formularum

surdarum valores ante reperti substituantur ^

TdVxxdx {/3-^yx-i- dy) -+- yydy {/S-t-yy-i- 8x) = -^ , existente ut ante t= x-*-y et u= xy.
Vp

XI.

Cum nunc sit x*-i-y*= t*— kttu-b-2uUy erit eliminatis variabilibus x ety

TdV

sive

/3{ttdt— tdu— udt) -f- 7 {t^dt—ttdu— 2tudt-\- udu) -¥- du{tdt— du) = ^>
dt {iStt— ^u -^ yt^— 2ytu -\- dtu) — du {^t -^ ytt— yu-^ bu) = ^'

Cum autem sit du = ~i erit hac facta substitutioney-8 ^

~{-/3^t-^{y-^8)tt-ydt^.-{y-d)Hu) =^= :=^.
7-8

dV —tdt ^ „ —ttVp
sicque ent yp==y^ et F=^^^y

XII.

Hinc ergo adipiscimur sequentem aequationcm integratam

xxdx r yydy

k 5) Jy
= Const.

{x-i-y)^Vp

W^A-*-'^Bx-*-Cxx) JViA-t-^iBy-t-Cyy)

atque in generc concludimus fore

rdx(^-t-f8x-t-Qxx) rdy{^-t-f8y-t-Q.yy) ^ f8(x-t- y)Vp (§,{x -t-y)^Vp

J V^A-i-^iBx-t-Cxx) J V(A-t-^By-+-Cyy) ^"^ *

y— 8 i(y — 8)
*

siquidem fuerit = a-i-2^{x-^y) -t-y{xx-i-yy) -^2dxy. Erit autem ex relationibus supra

Vp ^._ ^ _ __ .

£(2jB/3— Ca)

,„ — M . Vp -,/ '2A^— Ba
assignatis ^^= ^- sive — = —V ^.^-. . .

-

XIII.

Ponatur jam in gcnere

a/^dx y"dy

V(A-t-2Bx-*-Cxx) V^A-i-^iByH-Cyy)

eritque poncndo T= ,S/3 -*- ^ {y-^d)t-i- ydtt-t- {y— ^)^m,

dF,

TdV
x"dx (/?-*- ya; -*- dy) -i-y"dy (/i -h- yy -i- dx)= —r-

at ob x-t-y = t et xy= u habebimus x= ——-\—— et y=—-^o
"

* ideoquc

/i-H yx-*- dy
2p-*-('i-*-8)t-h-(y— S)V(tt— 4u)

a ^ 2^-t-(y-i-8)t-(y-S)V(tt-4u)
p-^yy-*-ox= -^— ~—-—^^ -'

m

XIV.

Oifferentiando autem habebimus

, dtV^tt-Au^-t-tdt-^idu ^ , dtV^tt-Au^-tdt-t-^idu

2l/(«-4^
'
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at ante vidimus esse au= _

»

• quo valore substituto prodibit

, —dt(^^-^{y-t-8)t-{y— 8)V{tt— 4u))

: n; -t u. = i -
^^

2(7—8) V(tt- 4u)

, df(2^H-(y-^g)f-4-(y — g)y(»-4M))
^ "^ ~

^{y — 8)V{tt— 4u)

Hisque valoribus substitutis

dx(/3 VCO l
^^.A_ -dt(4,3^-^4,3{y^8)t.^4y8tt -*- 4(y-8)^u)

ax{/:!-i-yx-y-oy)—
4(y-8)V{tt-4u)

XV.

Nostra ergo aequatione per T divisa habebimus

-df(a^*-y») dV y -Vp rd t(x''-y^)
^

*

(y-8)V(tt-4u)~Vp ^—
y— 8j^(tt-4u)

'

, ^ ^ t-i-V(tt— 4u) ^ t—V{tt— 4u) ^ a_t_2|3f-+-v« j
existente x= et r= x atque m=—~-—r-^, unde

2 "^ 2 *
2(7— *)

— Tdt

(y__5)l/(«-4M)

y(«-^«) = y^^i^ii^l^^^:^^

a;"-j/'
Unde valores ipsius / _ ex sequente progressione collig;i poterunt:

V(tt-4u)~~ '

•»/(ft— 4u) '

^

a?^— y'^

,

'

,

.

l/(«-4u)~^'

a;^— y^
(y— 28) ff— 2/3f— «

a;*— j/4 —^St^— ^^tt—^iat

V(tt—4u)
^

2"(y-S) ~'

«»— y^
,/. a*, —()7-+-2y5 — 488)r* — 4,3(27— 38)f^-i-(4j3/3— 4«y-*-6«8)«-H4a,3t-*-aa

-77 ;—r = t — OttU H- M U= —
---z

V(tt— 4u) 4(y_§)2

etc. etc.

XVI.

IVanriscemur ergo formulas sequentes integratas

fci;^-4r^i;'^c,-.)= co-'--o^V (I
^

quae scilicet locum habent, si variabilos x et y ita a se invicem pendent, ut sit

= u-i-'2/S{x-t-y) ~i-y (xx -\-yy) -*-2dxx,

atque hi coefficientes pariter alque p secundum praescriptas formulas ex datis J, B, C determinentur.
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(;i;'>!j n". .

— ~ •!•. t\';..'XxH. /',
'

.'•.r n".'ii y,<.uii;,'Pi .'.
I t I •

Hinc ergo infinitae formu)ae integraleS eihiberi possnnt, quacetsi Ipsfte 'fifOQ sint integfabiles,

earum tamen difrcrentia vel sit constans, vel geometrice seu algebraice assignari queat. Quae com-

paratio cum in analysi insignem habeat usum, tum imprimis in arcubus curvarum irrectificabilium

inter se comparandis summam aifcrt utilitatcm, quam in aliquot exemplis ostcndisse juvabit.

I>c comparatione arcuuin Circuli.

1. Sit radius circuli = 1 , in eoque abscissa a centro sumta = z; erit arcus ei respondens

~ [vi\—
—V *^"j"* proptcrea sinus est =z. Ut igitur nostrae formulae hujusmodi arcus circuli

exprimant, poni debet A=\, B = Oy C=— 1^ quo facto habebimus

/?/?— ay=p, /3 {d— y)=0 et dS— yy= —p; :y ..>jiu;

..n

has enim determinationes ab ipsa origine peti oportet, quia ob B=Oy valores inventi Gunt incongrui.

Jam ex formula secunda sequitur vcl 5— 7= 0, vel ^= 0, quorum ille valor 8= y formulae

tertiae adversatur. Erit ergo /?= 0, ^= =t:y(7/

—

p) et a=—?. Ambae ergo quantitates coq-

stantes y ei p arbitrio nostro relinquuntur. ^^^YX'^^'" '
~''^

o /> - V' *'i^-- »/»»•!.. — ^w—

*

^^^l^ ^" o!)fli'jfI
.*

2. ijuo formulae nostrae nant simphciores, ponamus y=i et p = cCj enlque
. Ai 11/ filiimio')

a=;^cCy /3= 0, y=i et 8=— 1/(1— cc),

ac nostra aequatio canonica, relationem variabilium x et y determinans, fiet

= — cc-^xx-i-yy— 2xyy{i — cc), '

;-! fj- , !-• :- I) t1i£=*, f-4-T.)

ex qua colligitur jr= a5l/(l— cc)=tcy(l

—

xx),
•\-A jiUnoloilib r m«'ifcl0mioi fneoO

3. Quodsi ergo iste valor ipsi y tribuatur, erit

r /^ /;,^L_ _ Const. -m 8»'^^« loJeiihnl .8
Jy{\ — XX) jy{\ — yy)

i ?niiirf oil^p96 tnlaofi

Denotemus brevitatis gratia haec integralia ita

[;,.
—-= n.x et /777-^

—

.=n.y ,xh

atque 11. x et 11. y indicabunt arcus circuli, abscissis seu sinibus x et y respondentes. Quocirca erit

'*
' /7.03— /7.((Ey(l— cc)-*-cy(i— a;aj))= Const.

^ ^

h. Ad constantem determinandam ponatur £c=0, et ob //.0=0, fiet Const.=— TI.c sicque erit

//. c -4-//. cc= //.(«y(l—cc)-Hcy(l—aj£c)); ^ ^l^
^,,r^ (>.

unde arcus assignari poterit acqualis summae duorum arcuum quorumcunque. Ac si a; capiatur

ncgativum ob //.(

—

x) =— TI.x, erit .
w

n.c— n .x= n .{cV^i—xx)— a;y(l:

—

c.c))t ftij= *^ aSnoJzixa

qua arcus, differentiae duorum arcuum aequalis, dcfioitur. .Inin9Jo([ iAnfii

L. Faleri Op. postlioma T. I. 58
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5. Si in formula priori ponatur a?= c, eril 2/7. c=77. 2cy(i

—

cc). Ac si porro ponatur

aj= 2cl/(l— cc), ut sit /7.a;= 2/7.c, erit ob Yii— a;a:) = 1 — 2cc, .ninim (v"i> ji

-<;: ;^ .;; - : : ^. - ;r 1 ; i. 377. c= /7 . (3c— ^^c^). ilayioliib nohiRj ui

i*osito antem Tiltra (i;=ii:3c~ ^ID*; '^^^ .
- .. > >.:.-.,;. iaYJenB ni rarn oiJui.^

*77. c= /7. (.a^y(i— cc)-i-cy(l— obx))

unde multiplicatio arcuum circularium est manifesta.

De comparatione arcuum Parabolae.

* ., .6. Existente (Fig". 55.) AB parabolae axe, sumentur abscissae AP in tangente verticis A, sitque

parameter parabolae =2; unde vocata abscissa quacunque AP= z, erit applicata P.p= —j ideoque

arcus Jjp =ydzl/(l-i-zz), quae expressio ut ad nostras formulas reducatur, in hanc abit f^jr--—\'

Quare fleri oportet A=\, B= et C=l, unde ut ante habebimus
.i;; !j'ffoo«i iiuiil \'it"'fiu f:'<-jo';;,' . :— V, <'

.'
. . 'vIhkU; W-mi or^ .toilAnifi/

^jt er^o y= 1 et p = cCy atque aequatip relationem inter a? et j exhibens erit j^s^vbr. oBitTjJ

=— cc-*-aja7-4-jj— 2xyy{cc-i-i), seu y = £C"|/(1 -i- cc) -f- cl/(l -i-cca?). ?'^ur,u

7. Deinde ob V/}= c et 7—^= 1 -h ^(1 -4-cc), facto 2(=1, J9= et,6— Jl, erit ex

formula XII data

'

'
/vto (l -4- aia;) ___ rdy(i-t-yy)

fonsL— <^(a?'-*^"y)^ "
'

^

./.l/(l-+-4^) J Vii-t-yy) .,.7. a-t^ayaH-cft)*

At est ajH-j-= a? (1 -i-l/(l -i-cc))-ji-. p '1/(1 -4- aja?), ergo ._ {»

{x-i-y)^=2xx (1 -Hcc -1-1/(1 -*-cc))H-cc-f-2ca?(l -f- 1/(1 -i- cc)) y(i-i-a;a?):

Quare formularum istarum integralium differentia erit

Const. — cxxy{i -\-cc) — ccaiy^"^ xx)= Const. — cx'y:'V^ \^hin\i> .£

8. Indicetur arcus parabolae abscissae cuicunque z respondens fdzy{i-¥-zz) per 77. z, et

nostra aequatio hanc induet formam:

77 . a?— 77. {xy{i-¥-cc) -h c1/(1 -\-xx)) = -~n.c— cx (xy{i -h-cc) -4- cl/(l -t-xx)),

sive n .c-t- TI .x= n . (a2l/(l-i-cc) -^ dy{i'^-()iix)) — cx{xyii-t-cc) -h- cy{i -t-xx)).

J)atis ergo duobus arcubus quibuscunque, tertius arcus assignari potest, qui a summa illorum deficiat

quantitate geometrice assignabili. Vel quo indoles hujus aequationis clarius perspiciatur , erit

n .c -i- n .x= n .y — cxy

siquidem tuerit 3^= a7y(l -f- cc) -+- cy(l -f-aja;). .

9. Cum sit j > a?, sint in figura abscissae AE= c, AF==x et AG= y, erit arcus ^e=77.c

et arcus fg= n .y — 77 . a?; hinc ergo habebimus

Arc , Ae= Arc . fg — cxy, seu Arc. fg— Arc . Ae = cxy

existente y = ajl/(l -1- cc)-hc1/(1 H-a^a?). Ex his igitur sequentia problemata circa parabolam

resolvi poteruut. Aiii\m\'A) ,&}ifiup9« ujwujui oiuiouh •»f,iifi'V!Ml*jh ,:*}•

8*.
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10. Problema !• Dalo arcu parabolae Acy in vcrtice A tcrmirtato a puocto quovis /*; laliuin

absciiuierc arcum /^, ita ut (liffercntia horum arcuum fg— Ae geometrice assignari queat. ;i ii mi;.)

Solutlo. Ponatur arcus dati Ae abscissa AE= ^y et abscissa, tcrmino dato f arcus quaesiti

fg rcspondens, AF= f; abscissa vero alteri tcrmino g arcus quacsiti rcspondens, AG=g, quae ita

accipiatur, ut sit g = fV{i -*-€€) -+-ey{i -^ff); eritque existente parabotae parametro =2, uti

constanter assumemus

:

Arc . fg— Arc . Ae == efg.

A puncto autem f quoque retrorsum arcus abscindi potest fy, qui superet arcum Ae quantitate

algebraica: ob signum radicale V{i -*- ff) cnim ambiguum, capiatur

AT==y=fy{i^ee)-^eV{i-+-ff). .,. ^ / «„«

eritquc Arc . fy— Arc . Ae= efy. Q. E. 1.

-<!r. nuiVf. i\ {>iT,U '»r.;o •i.ir.j o]")fiJ!t! v, ^\'\ 'Hjunuonui» dfirodr.iGq j,i3*ir> olr.ff .$ r.fciolrfot*! .»U
11. Coroll. 1. Inventis ergo his duobus punctis g et v, erit qnoqne arcuum fg et fy dif-

lereutia geometiice assignabilis; erit enim
'•''•

*
•

••;.
A ^ A y /iv'"»^""';, .omi!o#!
Arc. fg— Arc. jy= ef{g— y\.

At est ^-nr /^26^(1 -*-ff), unde ^= ^75-^^ Tum vero habemus y-»- y = 2/*l/(l -+-eel^

sive 1/(1 H-ee) =^^ ; unde eliminanda e fit
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'^'^? 15. Coroll. 5. Haec ultima formula ideo est notatu dig:na, quod in ea quantitatum 6^ f et g

fuuctiones sint a se invicem separatae. Quod si ergo ponatur f<i 'A «'joir. 'yvi\*v.hidR

,
iHH-ifiiip «U)ib' g_,_y(|^ge)^£;^ /'_4_-,/(l H_flP) === /7^ g ^Yi^i ^ gg) = G, •««>«^2o.-

Quare si capiatur -- = E, erit arcuum differentia^^ ~ ^*^- ^»' ro.Kaomi/He,; T.ineJafloa

Arc.fg-ATC.Je= efg = '- ^^ i,
. ..A.^,

seu Arc /*a- Arc Je- (^^- ^) ((^(^ - ^) (gg - ff)_ fg(GG-FF)
seu Arc.r^ Arc.^e—

^^^^^
—

^fg

16. Ppoblema ^, Dato arcu parabolae quocunque fg, a puncto parabolae dato p alium ab-

scindere arcum pq ita, ut differentia horum duorum arcuum fg et pq flat geometrice assignabilis.

Solutio. Pro arcu dato fg ponantur abscissae AF=f AG=g\ pro arcu autem quaesito pq

sint abscissae AP=py AQ=q. Jam a vertice parabolae concipiatur arcus Ae respondens abscissae

AE= e, cujus defectus ab utroque illorum arcuum sit geometrice assignabilis. Ad hoc autem vidi-

mus (14) requiri, ut sit j.i

fr*:V(i-*-fr). ^

/ > .
' p^y^i^^y »-

\ .'

Ponamus brevitatis gratia . = r , .v

\ oJuniq r. .\»= i)Vv i

,
•,

, ^
. .; g-+-y{i-^gg) = G q-^VH -^qq) = Q

atque ut problemati satisfiat, necesse est sit —=— • Porro autem cum sit ex (15) _
' ""

^ ':

Arc . fg — Arc . Ae= ^ ~—- similiterque Arc .pq— Arc . Ae = ^^ ~—-
»

erit arcuum determinatorum differentia

iMl,^. M;^^:m^H:^ir. .: Arc.pa-Arc./V= ^^^^^^^^^— ^^^^^^^^ •"*»-»*^

ideoque geometrice assignabilis. Q. E. I.
t^ujoy^

17. Copoll. 1.

determinatorum prodit

17. CopoII. 1. Cum autem sit —^-^, ej^it ^--—= ^^^— y unde differentia arcuum

(P?-/"J/)(GG-FF)
Arc.pq — Arc .fg = 2FG

r. . n FF—i GG — l PP — l QQ -^ { GP
Est autem f=-j^, ^ = —^, p = ——-, g = _ __, ,deoque ob Q=^* erit

GGPP — FF
^ <iFGP

18. Copoll. S. Erit ergo

P9= '^^-'y"r-""' et /•y^ ^"^-?^-'^ ideoque
4FGPP M t \

^^
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Hinc arcuum differentia prodit

'^' '^ 8FFGGPP

19. Coroll. 3. Ut igitur arcus pg arcui /^r adeo fiat aequalis, esse oportet vel GG—FF=0,
el PP— FF=0, vel GGPP— 1=0. Primo autem casu arcus fg ideoque et pg cvauescit;

altero casu punctum p io /*, ideoque et g in ^ cadit, arcusque ergo pq non prodit diversus ab

arcu fg; tertius autem casus dat/*= — , seu p-+-V{i -^pp)=—-,^ \=y{i-*-99) — 9,

unde fit p = — g et q=— /*, ita ut pq io alterum ramum parabol^^ cadat, arci^ique fg siujiUs

et aequalis prodeat. -

20. Coroll. 4. Hinc ergo sequitur, in parabola non exhiberi posse duos arcus dissimiles, qui

: sint inter se aequales. Interim proposito quocunque arcu fg, infinitis modis alius abscindi potest

pqy qui illum quantitate algebraica superet, vel ab eo deficiat. Superabit scilicet, si fuerit P > F,

seu AP>AF', deficiet autem, si P < F, seu AP<AFf'''^^^ *''^ ''"'*"'' ^^ ^^ ''^^'^^

21. Problema 3. Dato parabolae arcu quocunque fg, a dato puncto p ab'um arcum abscin-

dere /)r, qui duplum arcus fg superet quantitate geometrice assignabili.

Solntio. Positis ut ante abscissis AF= f AG=g, AP= p, AQ= q, sit AR= r deno-

tentque litterae majusculae F, G, P, Qy R istas functiones /*-+-l/(l -+- /f), g~t-V{i -*-gg) etc.

Q G liiJi^Mii» ^buu
minuscularum cog-nominum. Primum igitur si statuatur — =— » erit

^. j;ji^ujl
P F — 'i))00=^^

A A r (PQ - fg) (GG— FF)
Arc.p^— Arc./> = ^^-

'-

^FG

R C
Simili autem modo si statuatur —=—-, erit

.i-»jii uuuM^ iJ*iu|*i oii^ ^ ^
,

o»>lodi:ir i t) > ,wi o.:i. •£ «Ilo^o^ ,'d\L

oi iiilR ^ oiHio« «19
i

Arc . gr— Arc . f^f= ^L
"^^^^

* 'i.flimi9j eoDiB onb

Addantur ergo invicem hae duae aequationes, erit ^ oupos

Arc.pr-2Arc./]y =<"'-" '^-^^"X"^-'^'''.
"'

i « » *F O Jf/Z2FG

Ut jam ex calculo eliminentur litterae g et (2, erit primo ^ =—

;

tum vero est 9= ^l^IL IL,

seu g= ^^^^~^\ et ob /)= ^^^^ et r= ^'!!'~f\ erit «^c ^03^ JfniBd Jo ,ili?t>qHit> •
•* 2G/* ' 2P 'i.F^G^P

(FF-*-GG)(fiGPP FF)
p-i- r =

2FFGGP

ideoque pa-«-ar= ^^^-"^^>^^^^^- -^^>'
et o/,, ^ (^^- i)(r-g-i)

Sumto ergo —=— , arcus pr superabit duplum arcus /^ quantitate aigebraica. Q. E. I.

22. CoFoll. 1. Punctum igitur p ita assumi poterit, ut excossus arcus pr supra duplum

arcum 2fg sit datae magnitudinis; definietur enim P per aequationem algebraicam, ope exlractioois

radicis quadratae taolum. .
.i^uiq iiiy ,41*^1/1^4 jWti/
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23. Coroll. a. Fieri igitur poterit, ut arcus pr praeci^ sit duplus arcus dati fg, quod

evenit si P definiatur ex hac aequatione

{(x(rFP— tt}———-^^iTeG

—

^"^'>jA

unde eliciturV^ Iw J^Jioqd a^^o ,.ig|ff ^^if^^^^^rt^^^^
?)<g^-- ?)

,„*isi JlJ .e .Iloiro!) .ei
f!r^ FF-i-GG

GP y|(FF-f-l)(GG-f-l)H-yi(FF-i)(GG-l) Fil . .,

dB <n"T et --==-^—
V(FF-*-GG)

— ==r^n i\ ruiiJanoq ii«0'j oi »«6

'V. -*24'. Coir^u.^* Haec autem (J^erminatid arcus diipli pr maxime ni ODVia,'si arcus aafus fg

in "Vertice ^^ incipiat; tum enim ob F= 1 €it GP= Fj seu P = -— ="/(!-*- S'^)

—

g- 'Obtinetur

ergo p = — g et /?= G, ideoque r= g. Hoc scilicet casu arcus pr in parabola circa verticem A
utrinque aequaliter extendetur, sicque manifesto fit duplus arcus propositi.

25. CoroII. 4. Fieri quoque potest, ut arcus pr in ipso puncto g terminetur, sicque ambo

arcus, simplus fg et duplus pr, evadant contigui. Hoc nempe evenit si P= G, quo casu haec

habetur aequatio

quae per FF— GG divisa praebet
/. , - \ / \^ ;\ V !n otm; hi «iiigoH .oilifio«S

.n1'^ ft^n ^ rA^_,.p ,^ ,
^F*— 2FFG^-i-2^GG--G»=0

^-^i oBlumjkm 96T)WiI 9uptn'»l

unde elicitur o •

tiif) t ,,
•intfiiJln!» ia nbnfo oiAjnc ifimr?!

26. CoroII. 5. Quantitas ergo G, seu parabolae punctum g pro lubilu assumi licet, in quo

duo arcus terminabuntur, quorum alter alterius exacte erit dup^is. Cum autem sumto g affiimativo,

ideoque G> 1, prodeat F> G, punctum f a vertice magis erit rQmotuflj quam punctijim ^; tup

vero reperitur

_ RR-\_ -^(GG- i) y(G»- G^-f- 1) - GC- G4-t- GGh- 1

..,:,
^"

^R 2G3 ^

*

tcujus valor cum sit negativus, punctum r in aiterum parabolae ramum incidit. Arcus ergo ita erunt

» dispositi, ut habet figura 56, eritque

27. CoroII. 6. Sit g valde parvum, erit G=i -t-g -h-—ggy hincque G^
9.-,. . j •'•. — «11 ;k»' (vo ?-•

-^

;

'=\-^^g-^ ^gg, (j^=\-i-hq-+-Sgg et G»=i-4-8a-+-32o<7, unde

i-+-2g-t'2gg.

M .:i .0 .' F=(l-+-5r-i--[.9^)(l-4-3ir-^|^^)=14-%-4-8^(/,H^ o^iooJmua

frfr!!<|j'L FF— '4" z^T-^Tf p,tj?«»n> . «rTotoq iffip[««*»r> RJi <\ luti^i rniiJ'»fm*l .1 .llo*or> .SS

* ^^''ko r=7= ""2;^ = ^9'^ porro fl = 1 — 5^-^—gy^ • unde r=— S^r. Quare (Fig. 56) si Ag =g
valde parvum', erit proxime AF=\AG et AR=5AG, ita ut sit quoque G/?= 2GF.iJh.up zioibui
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28. Scliolion. Anteqiiam ad ulteriorem arcaum parabo\icorum multiplicatioViem prog;rediamur,

etiamsi ea cx formulis datis non difficulter erui queat, tamen expediet differentiam alg^ebraicam

arcuum parabolicorum commodius exprimcre. Cum igitur (Fig;. 55) positis abscissis /iE= e, AF=fj •

^G=^ invcuerimus(i3) Arc.y///— \rc.Jf— \YC.Ae= ef(j, exiStente e=gV {^-^ff)—fV{i-^gg)j

videndum est, num quantit^s efg non posslt transformari in terria membra, quae sint singula func-

tiones certae ipsarum c, f et g^ ita ut sit efg=hmcl.g—ianct.f— funct,^;^ sic eoim .qi^elil^^

harum functionum cum arcu cognomine cpmparari posset. Gum autem sit

efg= fgyVii -^ff)- ffgVii -^39) «* V{ir^e^^^y{^;:^M) (1-^-^3) T;f3>

erit eV{i -i-ee^^ gVH-^gg) -*-2lfgV{i-^9g) —fV{i -^ff)— 2fggV{i^ff). hincque

f99V{i-^ff)-ff9y{i-^99)=efg= yV{i-^gg)-{fV{i-^ff)'-''^eV{i-v-ee), ,^

quae est expressio talis qualis desideratur. Quare si istas abscissarum e^ f, g functiones brevitatis

gratia ponamus yel/(i ^ee) = (E, -afV{i-i-ff)= ^ et -a9V{i-t-gg)= (B, babebimus

kvc.Ag— Arc.Af— Arc.Ae= ®— §— (S = Avc.fg— Avc.Ae.

Si porro hae functiones cum illis, quibus ante usi sumus, comparemus, scilicet >io(Iob inoq

e-^V{i-^ee)= E, f-^V{i-^ff)= F> 9-^V{i-^gg)= G.

*^'"' ^ SEE " 8FF ^
8GG

f
et ex natura horum arcmim est — =E. Si jam simili modo pro arcu pq procedamus, et ex abscissis

AP=p et AQ= q has formemus functiones -^^ ;ii — ^i Uo niarjf

p-i-V{i-i-pp) = P jpV{i-t-pp)= ^

q-*-V{i-i-qq)^Q iqV{i -t-qq)=a.

erit simili modo Avc.pq— Arc.^e= — ^— (S, existente ^= E. Hinc si illa aequatio ab hac

subtrabatur, remanebit Avc. pq— Avc. fg= {Cl^^)— (®— g), si modo fuerit - =—

.

29f. Problema 4. Dato arcu parabolae quocunqoe fg, absciodere arcum alium pi, qui ad

arcum fg sit in data ralione n : i.
'

.. .1 .,-
.jv^ /*

' i.fl.-u-Ji.ii.o '^;!, -ii-j v'—* =X Jiio I unimiti
Solutlo. Positis abscissis ^F=/, AG=gj capiantur plures abscissa^ ^P::±=/), AQ=q, AR=r^

AS=s et ultima AZ= z, ex quibus formentur geminae functiones, litteris majusculis cum latinis

tum gerraanicis cognomlnibus deuotandae, scilicet
.i>. luu urj

f-^V{i-^ff)= F. g-^V{i-^gg) = Gr f>-*-y(i-+-p/>) = P etc.

lfy(l-H/f)=g, \gV{i^gg)=%^^ ^^^f^yj^^pp^^,^ etc.

«itque prinao ~-=^j erit b "^^ — "H> tmO .« .Uow^ At

Arc.p9— Arc./*^ = (0—$)-((§— g).
*•*' '*sln.»vnf :»duai
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u R G
Deinde sit —= — , seu —=-29 erit ;

«'n.!^«u> u.-M-r, i-;,!:- »»„ K.i,.F;.-:>ij/\ ,Fii*f;v:fj?!'>^ .'-'-

Q p P F '
^^ 1 ' -

v:;. ^^ ;. ^,,,,
,A^^

;..:.:.».,.:_.
qua aequatione ad priprem addita fit {U) euf«iio.mni ^=;
»'t:t1 ftlrrn^ *"i?. '>nvn ,ri Arc.pr— 2Arc ./'^r == (m— «P) — 2(®— g). nmip mafii ,la4 fnwkio

Sit porro -=-, seu -=K-> erit •>fl"1=v:\ ininf.2qi aniia» eai;.

Arc
.
r5— Arc /^r =b (S— 9fJ)— (®— S)

,

qua iterdm ad praecedentem adjeeta obtmebitur

Miii.-siau ,>a\-* .^;n V,v Arc.p5— 3Arc.f^==(© — «D)
— 3(®— g).

Simili modo si idterius panatur —=-— , seu — = —9 erit

, Axc.pt— kAxc.fg=(X— ^) — k[(^— %).

Unde perspicitur, si z sit ullimum punctum arcus pz qui quaeritur, et posita AZ=z fit

.ak.ar Z= z-+-y(l-i-zz) et 3 =|-zy(l -t-zz),

poni debere — = ^5 tumque fore »n«itr>ni;

Arc ./)z— n Arc . /^r= (3 - $)— n (® — g).

Nunc ut sit Arc ./)z = /iArc. /gr, reddi oportet 3—^= /i(®— ^). At est -; .,

Verum ob Z=--^> erit 3 = 0^2/1 /^2»»» • Quibus valoribus siibstitutis sfequens acqmrettir aequatio

resolvenda
G*npi_ pin p4_i n (GG — FF) (1 -*- FFGG)
F^riQinpp pp

-*
^^^^gg

'

sive = G^'\G^"— F^") p^-i-F^^^G^"— F=*")— nF^^-^G^''-^^^'— P) (p(j2_^_ j) pp^

•JBd dfi 0itBUp'JB Cli» I?. -4-nF2«fG2— F2)rF2G*H-l)P* F^"
^pii P^— - ~ - -^ .

• ^ <> .. •» I • /y~ JT, i^^G^^^G^^^-F^") G2« ,id«»/,««>

Quocunque ergo assumto multiplicationis indice n, sive numero integro, sive fracto, ex hac aequationc

semper definiri potest P, unde arcus quaesiti pz alter terminus p innotescit. Quo invento pro altero

Qn p
termino z erit Z=—^» sicque obtinebitur arcus joz, ut sit pz= n.fg. Q. E. I.

^^ ^ ^

F^Z
30. CoroU. 1. Si loco P quaerere velimus Z, in ultima aequatione sobstitui oportet -^

prodibitque

„4 nG2"(G2— F*)(F2 G2 -1-1) ZZ G^
.})'» \

r.- yy, l, —
jr2 G* (G*"— F*") " f^'

ubi litterae F et G pariter uti P et Z sunt inter se commutatae.

31. Copoll. a. Cum G^"— P'* dividi queat per G^— F^y pro variis valoribus ipsius /i, for-

mulae inventae ita se habebunt
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Valores ergo y et p arbitrio nostro relinquuntur, atque alterum quidera sine ulla restrictione ad

lubitum determinare licet. Ponatur ergo yy=zA et /)= cc, fietque

a= — ccl/^, r= y^, ^= y(^-t-Ccc-+-£;c*) et ^=^
et aequatio canonica hanc induet formam „ -.

=— Acc -*- A {xx -+- yj) h- 2(cyy(A -+- Ccc -+- Ec^) A— Eccxxyy.

IIL

Antequam autem his litteris majusculis utamur, differentiemus ipsam aequationem propositam

dx{yx-i- dy-+- ^xyy) -\- dy (yy -¥-dx-^ ^xxy)= 0, ^® •**<^''*

quae abit in hanc ^ = 7 ^»
yy-+-ox-\-^.rxy yx-t-8y-t-^scyy

Substituendo ergo loco horum deno^iinatorum valores surdos primo inventos, habebimus per Vp
multiplicando

dx dy

V{A -H Cxx -i- Ex*) V(A -¥-Cyy-\- Ey*)

'

>tUHUIt> itlHi

IV.

,^j^^^^,Eroposita ergo hac aequatione differentiali

... dx dy
(niiJuo^

—
V(A-^Cxx-t-Ex*) V{A-*-Cyy-i-Ey*)

ejus aequatio integralis erit

=— Acc-\-A(xx-^yy)-\-2xyy(A-i-Ccc-\-Ec^)A— Eccxxyy,

quae cum constantem novam c ab arbitrio nostro pendentem involvat, erit adeo integralis completa.

Inde autem oritur

I — X V{A -i- Ccc -t- £c^)y ±cV{A-i- Cxx -t- Ex*) A
^ A — Eccxx

ubi quidem signa radicalium pro lubitu mutare licet.

luieiTKf^ 'y

Cum igitur posita nostra aequatione canonica sit

JV{A-¥-Cxx-\-Ex^) Jy{A^Cyy-*-Ey*)

ponamus ad alias integrationes erueudas

r ii^xdx y yydy y
JV {A -H Cxx -t-,£«*) JV{A -*-Cyy-¥- Ey^)

~~ *

erit ergo loco radicalium valores praocedentes restituendo

xxdx yydy dV
yy-*-dx-t-^xxy yx-t-Sy-t-^xyy Vp

bincque porro r j:

xxdx [yx -+- dy-i- ^xyy) -t- yydy (yy -i- dx-i- ^xxy) =

y (y 8 {xx -i- yy) -*- (yy-t-dd^xy-t-^^x^y^-t-y^xy {xx-k-yy) -*-2d^xxyy),

QC
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VI.

Ponamus ad hanc aequationem concinniorem reddendam xx^yy=tt et ay= a, ut sit

et aequatio nostra difTcrentialis erit

y {x^ dx -^ y^ dy) ~\- bu (xdx -k-ydy) -^ ^uu (xdx-^ydy) =
^{yBtt-i-iyy-^dd^u-i-y^ttu-^^d^uu-t-^^u^).

At est xdx-^ydy= tdt, et ob x*-*-y^==t^ ~ 2mk, erit x^dx-i-y^dy^^dt-^udu. Porro

aequatio canonica differcntiata dat

?ii»^ • I»

yidt-^ddu-^^udu=:0, ideoque <(?g=
~^^"~^"^",

unde fit a;da5-Hjdj= da—— wdtt et aj^ da; -i- r^ dV= ttdu— —ttudu udu
7 7 7 7

VII. • " cd i^

His igitur valoribus substitutis obtinebimus onnfribTJn oarihl

7 7 y ^
dV
y^(y§tt-^{yy-^d8)u-^-^ttu-i-2d;uu-^^^u^), ^

'

quae sponte abit in^^=^j ita ut sit r=^^—?, seu r=^^^. Facto ergo p = cc\ erit

r a;j?<fa? r yydy
f ^

cxy

JV(A-i-Cxx-i-Ex*) JV(A-i-Cyy-t-Ey*)
^^"St. yj

siquidem fuerit =— Jcc -f- J (xx -+- jy) h- 2aj y(^ -h Ccc -h Ec^) A— Eccxxyy , seu

cV{A -\- Cxx-^-Ex'^) A —xV{A -^Ccc-*- Ec*) A
^ A — Eccxx

VIII.

Quo nunc rem gcneralius complectamur, ponamus
>\n

r a?"*^ n y^dy ^
JV(A -f- Cxx -t- Ex*) 'V(A -¥-Cyy-^ Ey*) *

erit x" dx(yx-^8y-i- Cxyy) h- y^^dy (yr -f- ^£C -i- Cxxy) = .....

^ (y5 tt -I- (// -f- ^^) u -H y^«M _j_ 2 5^ «tt -I- ^^u^)
,

posito ut ante xx-^yy= tt et ary= M. Erit ergo xx—yy= y{t^— 4««), undc

2
-'

' r '

3
'

^
^jj^r,

n/«-l-y(«4— 4lt«) . i/«— -/((4— 4«U)a;=K ^ et y=V ^-^ h

x=\V{tt-^2u)^^y{tt—2u) et r= 4-"/(tt-*-2«)— -iV(tt— 2m).seu

Quare differentiando habebitur

dx= tdt -t- du tdt — du duiy—S— ^u) du {y -*- 8 -t- in) <'.*>'K|x3 J
2y(«-H2i.) 2y(«-2i«) 27V(tt-»-2i») ^yV(u-<iu) jaifUOTR c(i-inoi}*iiM|

•
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IX.

Porro vero esry(E-H^~-i-^a?yr= (-5- iy-*-^) h- -ct^") "/(«-»- 2a)-+-( -5-(y— 5)—^^«)y«—2a),

unde colligitur dx^yx-i-Sy-i-^xyy)^

f^(r-»-5-H^«)(r-.5~^«)-.-^^(r-a-^u)(r-5~^«)T/;;^

<^u dx{yx-t-dy-i-^xyy)=^y^^^^^{y8tt-*-y^u-*-(yy-^dd)U'+'2d^uu-¥'^^u^),

et quia d;y {yy -i-Sx-t- ^xxy) =— dx {yx -¥-dy-i-^xyy) , erit

Vp yV(t* — 4uu) ^ y J V(t*— 4uu)

X.

Ut haec formula evadat integrabilis, oportet pro n scribi numerum parem, ut etiam usus hujus

formae plerumque exigit. Quare

si /1= 0, erit x^—y^=0 r=Const.

/1= 2 x^—y^==y{t'--kuu) . . F=^^
n= k x^^f'=tty{t''—%uu) F=^^fttdu

-Vp
7

— Vp

7

etc. etc.

/1=6 x^'^y^={t'— uu)y{t'---kuu) F=^f{t'— uu)du

/1= 8 ««—j«=(«6— 2««MM)y(«*— Jt«w) F=^ f{t^—2ttuu)du

XI.

r, .^ ., — a — 25« — tuu
Lum vero sit tt= ? er

7

iuu ^u^

y r 3y
fttdu=—

^

J y . .

p.. . , aa 2a5 (4S8 -t-^a^ - yy) 3 «5 4 55 5

/ («*— uu) du = — U-t Mtt -f- ^^ '-—- a^ -»-— tt* -I- ^ tt*.
J \ )

yf yy 3yy yy ^yy

Ex his introductis litteris majusculis A, C, E una cum constanti arbitraria c, aequatio in fine art. VII

data satisfaciel huic aequationi integrali

/dx(%-¥-^xx-i--(§:x*)
f
dy C^ -t- (Syy -*- (§y*) /-. . ^exy (Scxy , Wa -i- Ccc -t- Ec^ Ecexxyy.

V(A-*-Cxx-*-i:x*) J V(A-t-Cyy^Ey*j' — ^^^^^- ~VJ ""TT \^^ - ^ ^
^ »" —37-)-

Unde sequentes curvarum comparationes adipiscimur.

Comparatio arcuum Ellipsis*

I. Expressio simplicissima ad hoc genus pertinens esl utique curva k»mniscata, scd quia com-

pnrationem arcuum ejus jam satis prolixe sum pcrsecutus, hic statim ab cllipsi incipiam. Sit igitur
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(Fig-. 57) y4CB quadrans ellipticus, cujus altcr scmiaxis C^=iy altcr CB= k, Eritque posita

abscissa quacunque CP= Zy arcus ei rcspondens Bp= fdzV—^^——• Sit brevitatis gratia

1 — kk= nj ita ut V/i denotet distantiam foci a centro C, hincque fiet Arc . Bp= f--~y7rzijz)~'

2. Reddatur formulae hujus numerator rationalis, ut prodeat
^

. „ r dz(i — nzz) U 'V.
Arc ^Up —

] y(i _(„_^ j)^^_^„,4)'

ad quam formam ut formulae superiores reducantur, poni oportet ^=1, C=— n— 1, E= nf

51=1, 6 =— rt, (§,= 0; quo facto habebimus pro differentia duorum arcuum ellipticorum

fdx V^-^- fdyyi^= Const. -i- ncxy

siquidem abscissa y ex abscissa x ita determinetur, ut sit

c V(l — xx) (1 — nxx) — X V{i — cc) (I —ncc)
y= i 5
•^ '

1 — nccxx

sive = — cc -\- XX -\- yy -i~ 2xy "/(1 — cc) (1 — ncc)— nccxxyy.

3. Denotet 11. z arcum eUipsis abscissae z respondentem, ac nostra aequatio inventa hanc

induet formam

n.x— /7. j= Const. -H/icaT*,

posito autem a5 = 0, fit ;y= c, unde Const. = — II. c. Ergo

n .c-^n .X— n.y= ncxy.

Sin autem sumto y(l — cc) (^— ^^^) negativo, ut sit

cV (l^acx)(l—nxx)-t-xV(i — ce)(i—nec)

i — nccxx

fiet n.y — n.c — n.x=— ncxy^ sive H.c— {Il.y— II.x)= ncxy, ut ante.

k. Temae autem quantitates c, cc, ;y ita a se invicem pendent, ut habita signorum ratione inter

se permutari possint; si enim ad abbreviandum ponatur

y(l— cc)(l —ncc)= Cy -V{i—xx){i—nxx)= Xy y(l — >y) (1 -— /i>r)= 5^,

eX-*-xC yC— cY yX—xY
erit r = -. > X= :: ) ^*

—
1 — nccxx 1

—

nccyy i — nxxyy

ex quibus per combinationem eliciuntur sequentes formulae

yy —xx= c {yX-*-xY) xX-^yY={ncca!y-+-C){yX~*'xY)y

yy — cc= £c {yC -i- cY) cC — xX= {ncxyy— Y) {xC— cX),

XX — cc= y{xC— cX) cC-»-jrF= (ncasocy-HX) (jC-i-cF)

ac denique

^ocyC^xx-i-yy— cc — necxxyy

2cyX=cc -i-yy—xx~~ nccxxyy

— 2cajF=cc H-£caj

—

yy— nccxxyy.
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5. Froblema 1. Dalo arcu elllptico Be in vertice B terminato, abscindere a quovis puncto

dato /* alium arcum fg^ ut eorum differentia fg — Be geometrice assig;nari queat.

ISolutio. Sint abscissae datae CE= e, CF=f et quaesita Cg= g, erit Arc.Be = IT.e et

Arc,fg= 11.

g

— U.f; ut igitur arcuum fg et Be differentia fiat geometrica, necesse est, ut sit

n.e— (n.g — /7./*) = quantitati algebraicae. Hoc autem, ut vidimus, evenit si

eV(l-fr){l-nff)-*-fV{l-ee)(i-nee)
^

,n- '^ .t„' ,<-..- > ^ \-neefr

.

' Quodsi ergo abscissae CG=g hic tribuatur valor, erit Arc.Be— Arc.fg= nefg, posito scilicet

CA=i et CB= k, atque n=i—kk. Q. E. L

6. Coroll. 1. Poterit etiam a puncto dato f versus B accedendo ejusmodi arcus fy abscindi,

ut difFerentia Be— fy fiat algebraica. Posita enim abscissa CT=y capiatur

fV(\ — ee) (i — nee) —eV({— ff) (1 — nff)

i—neeff ,

eritque Arc . Be — Arc . fy = nefy.

T.^^^CopoW. !l. Erit ergo quoque 'k'fciaum fy et fg differentia geometrice assignabilis; habe-

bitur enim Arc. fy — Arcfg= nef{g — y). Est autem

. ^ ^eV(^{-fr)(i-nff)
^ ^ 1 neeff

'

• sive cum sit 2fgy(i — ee) (i — nee) = ff-\~gg— ee— neeffgg et

-4-2/Vy(l

—

ee){i — nee) = ff-^yy — ee— neeffyy, erit

• '' = X~^g «* 9-r= ^V{^-ff){^-'nff){ff-yg)(i-nffyg)

atque Arc.fy - Avc.fg=2nf(ff-^ yg)V(i -ff) (i --nff).

Tjifji 8. CopoH. 3. Cum sit

eV(\—fr)(i— nff) -*-fV({-ee)(i— nee)
n _ _ _

—

.
1 .— ,

«^ i — neeff

erit

'

V(i s^ V(i-ee)(i-fr)-efV{i-nee)(i-nfn ^

^ ^ "">'
1 —neeff

^ ""^
i—neefr

hincque , ^ .y(|-«)(,-„f).HMl-f)(1-««)

(,
.V{i—gg) i—ee—fr-t-neefr

-('i^- V{A— ngg)_ V(i - ee) (1 - rfee) (i - ff) {i - nff) -t- (j - n) ef

>^(i— flfl) i—ee— ff-t-neeff

gV{i—n gg) e (1 — 'inff-h- nf*) V{i — ee) (1 — nee) -4- /'(l — SJnge-nng*) -/(1 —^ (1 — n^
V{i—gg) ~ (1 - e6— ff-t- neeff) (1 — neeff)

y/| nn)(i j^
\_^f{^n^ee-i-ff)-[n-t-\){i-^neeff))-*-(i-^neeff)V{i-ee){i-nee)(i-ff)(i-nff)

1
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Hujusmodi autem fonnulac inyeDiuntur, si simpliciores in verso quoque exprimantur; sic erit Tl

1 _ fV{i-et)(\-nee)-eV{\-fr){i-nfD

9 ff—^

1 _ V{\-ee){\-fr)-^efV{\-nee){i-nir) ..^^. ^.,.
^jg

V{\—gg) \—ee-ir-^neeff
"

' ''

1 ^ V(i-nee){\-nff)-t-nefV{\-ee)(\-/n

V(i—ngg) -^ i — nee—nff-\-neeff

9. Coroll. 4« Has formulas ideo evolvere visum est, ut si fieri posset, ex iis ejusmodi re-

latio inter e, /*, g determinaretur, ut functio quaepiam ipsius g fieret aequalis producto ex functio-

nibus simiiibus ipsarura c et f. Verura hujusmodi expressio, qualis pro paraboia est reperta, hic

pro ellipsi non tam facile erui posse videtur. Simpliciores autem harum formularum combinationes dant

V{}—m)^nefy(.i—g9) = y{^ — nee){l—nff). '^

iO. CopoII. 5. Ut ig^itur sit Arc.Be— Axc.fg= nefg, relatio inter fibsd^as fe, f, g ita

debet esse comparata, ut sit

, ^_ eV(\ -ff) (1 -nff) -4- fV(i-ee) (1 -nee)
vel g- ^^-^ , 01^» bv

ygl /»_-j- g>^(l — ee) (1 — nee)— eV(\ — gg) (1 — ngg)

vel e= g^(* -fn (1 -nyf) -/V(i -gg) d -ngg)

1— n/fgg

il. CoPolI. 6. Si punctum ^r statuatur in vertice ^, erity=i et f=V ~^
> qui est

casus a Com. Fagnani datus. " Nunc igitur hoc problema de duobus arcubus ellipseos, quorum

differentia sit geometrice assignabilis, multo generalius est solutum, cum dato arcu ^c, alter ter-

minus arcus quaesiti ubi libuerit, accipi queat.

i2. Coroll. 7. Effici autem omnino nequit, ut horum arcuum differentia evanescat; ita ut

duo arcus dissimiles ellipsis inter se aequales exhiberi queant; ut enim hoc eveniret, vel 6, vel f

vel g evanescere dcberet, unde vel arcus evanescentes vel similes prodituri essent.

i3. Problema 3. Dato ellipsis arcu quocunque fg, a puncto quovis dato p alium arcum pq

abscindere., ita ut horum duorum arcuum differentia sit geometrice assignabilis.

Solutio. Positis abscissis pro arcu dato CF=f CG^g, et pro quaesito CP= pet CQ=q,

quarum quidem altera, vel p vel q, pro lubitu assumi poterit. In subsidium nunc vocetur arcus Be

abscissae CE= e respondens, qui per problema i ita sit comparatus, ut fiat

Arc.Be— Arc.fg= nefg et Arc.Be— Arc.pq= nepq.

Hoc autem ut eveniat, necesse est ut sit

^_ gV(\-fr)(\-nfr)-fV(\-gg)(i-ngg)

\—n/fgg

.. qV{i—pp)(i—npp)—pV(\—qq)(\—nqq)
pariterque c= ^—^—^-^ ^—^—^—^^ -^
* T i-nppqq



472 L. EULERI OPERA POSTHUMA. Amiym.

His igitur duobus valoribus inter se aequatis determinabitur q per /", g et /), uti problema exigit;

et quia abscissa e est cognita, erit

Arc.fg— Arc.pq^neipq-^fg).

Sicque difFerentia arcuum fg et pq est geometrica, et arcus quaesiti pq alter terminus ab arbitrio

nostro pendet. Q. E. L

H. CoroU. 1. Datis ergo punctis f, g et p, quartum |)unctum q, seu ejus abscissa CQ= q

ex hac aequatione debet definiri

gV(i - /D (1 -n/n- fVi^ - 99) (i - ngg) _ qV(l - pp) (1 - npp) -pVjl - qq) (1 - nqg)

.yf^ j,.
i—nffgg l —nppqq.

ye\, quia haec formula non parum est complicata, quantitas e ex hujusmodi aequationibus simplicio-

ribus eliminari poterit

y(l __ee)_ fgy(^\ ^nee) = V(i —ff) (1 --gg) et V{i .^ee^—pqVii—nee) = V{i —pp) (i—qq)

yu^nee^—nfgVii—ee^^Vi^—nfDii—ngg) et V(i—nee)—npqV{i-^e)=V(i—npp){i—nqq)',

unde elicitur

V{i-'ff){i-99)-pqyi^--'rilf){i-ngg) = V{i—pp){\^qq)^fgV{i--npp){i^nqq),

vel etiam

y(l-/iff) {i-ngg)--npqV{i-ff) {i-gg) =V{i-npp) {i-nqq) - nfgV{i-pp) (l-^g).

i5. CoroU. 2. Ut ambo hi arcus fg ct pq fiant inter se aequales, oportet s\t pq = fg.

Ponatur pp -*-qq= *? ^t ambae postremae acquationes dabunt

V{i -ff) (1 —gg^—fgVii -nff) ii-ngg)=Vii—t-^-ffgg)-fgV{i —nt-v-nnffgg)

V{i - nff) {i-ngg) — nfgVii - ff) (1 -gg) = V{i —ntH-nnffgg) - nfgV{i -t^ffgg),

quarum haec per fg multiplicata ad illam addatur, ut prodeat

{i-nffgg)V{i-ff){i-99) = ii-nffgg)Vii-t-^ffgg),

seu 1— ff—gg -- ff99 ==1 — t-i- ffgg, ideoque t= ff-\- gg =pp-i- qq- Unde sequitur arcum pq

similem ct aequalem futurum esse arcui fg.

16. Ppoblema 3. Dato arcu ellipsis quocunque jTi^r, abscindere a dato puncto /) alium arcum pqr,

qui dcficiat a duplo illius arcus fg quanlitate algebraica, seu ut sit 2Arc.fg— Arc./)gr=Iineae rectae.

Solutio. Sint abscissac ut antc CE=e, CF=f, CG=g, CP=p, CQ=q et CR=r; ubi Be

est arcus a vcrtlce B abscissus, ab arcu fgdato gcometrice discrepans; a quo etiam arcus pq et qr

.discrepcnt quantitatibus gfcomctricc assignabilibus. Erit ergo

,
gVjl - /y) (i - nyf) - fVjl - gg) (1 - nyg)

I. e= j

II
qV{i-pp){\—npp)—pV{l—qq){i — nqq)

II. e=
1

j

- '

1 — npp qq

III ^''^(i — ??) (i — ««?)— qV{i— rr) (i — nrr)

III. e = 1
•

1 — nqqrr

Ilinc si primuin definialur abscissa e, ex caquc porro abscissac q el r, erit



Le comparatwne arcuum curvarum irrectificahilium. 4-73

Arc.fg — Arc .pq = ne (pq - fg)

Arc. fg — Arc.qr= ne {qr — fg)^ iH»»

qnibus aequationibus additis habebitur

2Arc.fg — Arc.pqr= ne(pqH-qr— 2fg). Q. E. I.

17. Coroll. 1. Quoniam dato arcu fg etiam arcus Be datur, spectemus e tanquam quan-

titatem cognitam, critque

qVH— ee) (1 — rue) — eV(l —qq){l — nqq)

1 — neeqq ,.

//. x/. X //. x/. X
luinoqoj 0TJ7 ifluJ

5y (1 — ee) (1 — nee) -f- eV (1 —qq){\ —nqq) ^

1

—

neeqq
r =

j Px 1qV(\—ee)(\—nee)
unde tit p-\-r= .

— -•
*^ i^neeqq

18. CoroU. 2. Differentia ergo arcuum 2fg et pqr hoc modo determinatorum erit

. iKrc.fg- Arc.pgr= 2ne
("^".rl'!,"""'- fa)-

Ut ergo arcus pqr exacte aequalis fiat duplo arcus fg, oportet esse

fff= "^" -"»'-""'
, undedefmitur qq= , .„" ,„ ^

' •' l—neeqq *^ nee/^g-Hy(l — ee) (1 — nee)

hincque porro inveniuntur p et r.

19. CoroU* 3. Relatio autem abscissarum e, /*, g hac aequatione exprimitur

ff-»- 99— e^-^ neeffgg -^2fg y(l — ee) (1 — nee)
;

uude facillime duo arcus in elhpsi, quorum alter alterius sit duplus, hoc modo determinabuntur

:

Sumta pro lubitu abscissa c, capiatur quoque pro lubitu valor producti fg^ ex hinc reperietur summa

quadratorum ff-^gg, unde utraque abscissa f et g seorsim reperietur. Inde vero porro coUigitur

abscissa q, ex eaque denique abscissae p et r, ut arcus pqr fiat duplus arcus fa,

20. Coroll. 4. Nihilo tamen minus arcus fg pro arbitrio assumi potest, nec non alter ter-

minus arcus quaesiti vel p vel r, ex quo deinceps definiri poterit alter terminus, ut arcus pqr fiat

duplo major quam arcus fg. Sed haec operatio multo fit molestior, et calculum requirit prolixiorem.

21. CoroII. 5. Si priore operatione utamur, qua quantitatibus e et fg arbitrarios valores

tribuimus, cavendum est, ne inde valor ipsius q prodeat unitate major, seu CQ^^CAy sic enim

perveniretur ad imaginaria. Ut autem prodeat g < 1 , capi debet fg < K
"

; at si capiatur

fg = V ,

'~'^
> fit 9= 1, /*= y ,

~^^
et a= 1 ; hincque p-^r= 2

"K ,

~^
et p = r= V ^

^*«
••^

1 — nee •'.''
l — nee * ir l_nee'^ 1 — nee

Hoc ergo casu arcus fg in ^ terminatur, et arcus pqr utrinque circa A aequaliter protenditur, uti

est obvium. .

22. Exemplum. Ponamus n=-^ et ee=—i ut semiaxis conjugatus ellipsis prodeat CB=V-^*

altero existente CA= \. Quia nunc esse debet fg < V~iri statuatur fg= ~\/~ = —-i ac repe-

hetur f = -^f g= ——-, tum vero 9 = —-; porro autem ehcitur p -h r = -— et r — jp =—

,

unde fit /)= ^— et r= j^— • Hic casus Fig. 58 repraesentatur , ubi arcus fg terminus

L. Faleri Op. postboma T. I. 60
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g fere in verticem A cadit, punctiim vero ultra f versus B reperitur, at punctum r capi debet in

ellipsis parte inferiori; ita, ut arcus pfgAr alterum arcum fg, cujus ille est duplus, totum in se

complectatur.

23. Scholion. Si libuerit alia hujusmodi exempla expedire, in quibus radicalla non inter se

implicentur, casus prodibunt simplicissimi ponendo f=e, unde prodit

tum vero reperitur qq= -. -j» ita ut esse oporteat 2ee < i -+-/ie*, seu ee> ^^ -> alioquin
i "1*" Ttc^ Tt

loca Pi q, r fuerint imaginaria. Hiuc itaque pro terminis arcus quaesiti pqr elicitur

r^p = ^^V2{i-^ee)(i-nee)(\-i-ne')

r^p = j^^y{i —2ee-*-ne^){i —2nee-Hne^)

eritque ut desideratur Arc.pqr=2Xrc.fg. Si ponamus semiaxem conjugatum

^o , 2(1— ce) ... . ,, — 3-i-4ee
^

pleraeque irrationalitates evanescunt, fiet enim

/. 2e(l— 2ee) 2ee(l — 2ee)2 a^.ifiklt
/ ^f y i_3ee-t-4e* ^^ 1 — 4ee-f-e*-*-4eG

2 e /(2— 8ce -+- 2e*-f- 8e«)
atque r -h p 1— 3ee-t-4e

2e(l — ee)y'(l-16e*)
> imoq ow i>

r-^p— ____^

Debet ergo sumi kee<C.i, ne loca /) et r fiant imaginaria. Imprimis autem notari meretur casus,

quem in problemate sequente evolvam.

2V. Problema 4. In quadrante elliptico ACB abscindere arcum fg^ qui sit semissis totius

arcus quadrantis BfgA.

W
Solntio. Gum arcus fg duplum esse debeat ipse quadrans BA^ quantitates problematis ita

debent definiri, ut punctum p in By et punctum r in ^^ cadat. Erit ergo /)= et r= 1, unde fit

e= q et e= Y .

""^^ = V .

"'^
> seu 1 — 2ee -h ne*= 0, ideoque ee= ~

^

~"
« Cum autei* 1 — nqq 1 — nee '

.
:i ^

4 ft 1 1
posito CB= k sit /i=l

—

kk, erit ee= = -

—

-j sicque habebimus e= 7 = -/-j

—

-jr Tui

vero quia esse oportet 2fg=pq-i- qr, erit

2fg = e= >.... > atque /f -f- gg= ee-^ t"^*-+-
^
"^^(* "— ^^) (^ "- ^»^^)

^

a 5-h3'* , _« 4^(1 -t-*) p ,
sive ff-v-gg=j-^^, ergo ob 2fg = -^^^-^> fiet

*>;«
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^^-*"^) 4^7* «* i9— fY= j:;^ ^' ergo

/» 1/5 -*- 3*- y(9 H- <4*-^9**) T/5-<-3*-i-y(9-4-14*H-9W)
'
—

^

8:^^*
^^ 3=^

8-4-8» ' ^-

sicque pancta f et g determinantur, ut arcus fg sit semissis quadrantis JB. Q. E. I.
oop-

25. CoPoU. !• Quo hae formulae simpliciores evadant, ponatur semiaxis conjugatus

CB= k= -,
—

-.—> seu km=-—

-

^.oov tamhhdm

eritque f^cF=V^'*"^'^^^'^*^-*''^^ et ^— Cg—

V

*"*'"*'^^^"*"*"*'^^

26. Coroll. a. Vel in subsidium vocetur angulus quidem 9?, cujus sinus sit = "*"^^
>

seu sin 9P= ^^^^) eritque CF= f= sin ^^ 1^^^* et CG =:^= cos ^^^^—
27. Copoll. 3. Si sit k=i, quo casu ellipsis abit in circulum, erit sin^= l/i, ideoque

g) = k5\ et ob 1/1^=1; erit CF=/*=sin 22|'' et (;G=5r= cos22|«= sin 67 *», ita ut

arcus fg prodeat 4-5", qui utique est semissis quadrantis.

28. CoroU. 4. Si ellipsis semiaxis conjugatus CB= k evanescat, prae Cy^=l, flet /*=
|

et g= i; sin autem CB= k sit quasi inGnitus respectu CJ= 1 , erit f= et g= Y^ , unde

applicatae Ff=k et Gg = ^k; ita ut hi duo casus eodem recidaat, utroque enim ellipsis confun-

ditur cum linea recta.
^^' '^ """^^'^"^ ^^"^

29. CopoII. 5. Si fuerit k= ^, prodit f= yi et ^r= Vg . At si generalius ponatur

-t-2

4k
»»=-—^^, ut sit k= -

_ > liet f= y—^ et ^= y— Jam ut utraque expressio

fiat ratiooalis, sit u=i — 2/f, fietque

3/r-4f* 3 2(1-2/?')

Ergo f \ta debet determiaari, ut 3— lO/f-i-8/'* fiat quadratum; quod cum eveniat casu /*= 1,

ponatur /*=y—-? eritque

o ^n/»? . Q/*4 l-20«-»-86z*-20a'-*-«*3— 10//^-h8/ =
^;j-:;3^^^j

Cujus numerator ergo quadratum effici debet, ita tamen ut prodeat /*< 1, seu 2 aCGrmativum et

lo^

3
unitate minus. Statim quidem apparet quadratum prodire posito z=—— ; quia vero hic valor est

negativus, ponatur z=-— ? eritque numerator ille

i - 20z H- »6ZZ - 20Z»H- Z« = V--^'V^W54»^^"»8y^39t.39»,

-..,,. j. M/— 106y-»-391 «. 1446 . ^73 /. 3637 . j/y— lU6y-H391
Posita hujus rad.ce = ^ , ^'^r=m "^ ^= 3-910' ^=4^83 «* ^= 200(i-2/?-)(i-4-z)^

'

yy — 106y -t- 391 100 zz - 1000z -4-82 647
**" ^-200(6.-1-«)- 200(6*-!-«) -5986*

moiJfiUpec asd M
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Sicque casus exhiberl potest , in quo tam semiaxes ellipsis quam ambae abscissae f et g numeris ra-

tionabbus exprimuntur.

u 30. Scholion. Simili etiam modo, si detur (Fig. 57) arcus eUipsis quicunque fg, a puncto

quovis dato p alius assignari poterit arcus joz, qui datum multiplum arcus fg, puta m.fg, superet

quantitate algebraica; si enim abscissae ponantur CF=f CG= g, CP=p, CQ= q, CR=r,

CS=s, CT=t, et ab abscissa CP numerando fuerit CZ= z, ultima indici m respondens; tum in

subsidium vocando arcum Be, cujus abscissa Ce= c, ut sit

Sf y(l - /f) (1 - nff-) - fV(l - gg) (1 - ngg)
6= — —

^

—

>

1 — nffrgg

ex data abscissa p sequentes ita determinentur

t- . __ iiS ^^km pt/(1 — ee) (i - nge) -f- e V(l — pp) (1 ~ npp) ,*:; ,.iaw.* .

*
^*"

..^ -.
^- l-neepp '

qV(l — ee) (1 — nee) -4- e V(i — qq) (1 — nqq)
: r = i »

'»npof»bi ,^M =^ T^n« iii» ',&'. .T. .^fo^r.i'^
'

_ r -/(1 — ee) (1 — nee) h- e "/(1 — rr) (i - nrr)

etC. .?:?:?.-,-:?:-:'- ?:?-

donec perveniatur ad ultimam z, quae a p numerando locum tenet indice m notatum. Quo facto erit

m.kvc.fg— Atc .pz= ne {pq -\- qr -¥- rs ~\- . . .-^yz— mfg).

' Hinc igitur quoque punctum p ita definiri poterit, ut haec quantitas algebraica evanescat, seu fiat

pq -\- qr -\~ rs ~\- . . .-\-yz = mfg,

quo casu arcus pz exacte erit aequalis arcui fg toties sumto, quot numerus m continet unitates, seu

erit ATC.pz= m.Arc.fg, Dato ergo ellipsis arcu quocunque fg, alius assignari poterit pz, qui ad

illum datam teneat rationem, puta m:i. Quin etiam m poterit esse numerus fractus, seu ista ratio

ut numerus ad numerum fiiv, nam quaeratur primo arcus pz, ut sit pz= ju.fg, tum quaeratur

alius jio), ut sit no}= v.fg, eritque pz : tvo)= /u: p. Verum quo longius hic progrediamur, hae

formulae continuo magis fiunt complicatae, ut calculum in genere expedire non liceat.

31. Ppoblema 5. In dato ellipseos quadrante y4B arcum abscindere fg, qui sit tertia pars

totius quadrantis JB.

" f§iolutio. Cum in genere fuerit determinatus arcus pqrs, qui sit triplus arcus fg, dum hic

arcus tanquam cognitus est spectatus, nunc vicissim calculus ita instruatur, ut punctum p in B, et

punctum s in J incidat, seu ut sit /)= et s=i. Formulae ergo modo exhibitae abibunt in has

2 e"/(l — ee)(l — nee) . rVii — ee) (1 — nee) -h e V^l — rr) (1 -- nrr)

seu r

1 — ne* 1 — neerr

i — ee , s /(! — ee) (1 — nee) — e V(i — ss) (1 — nss), ; 1 — ce , a y (1 — ee) (1 — nee) — e y (1 — s«) (1 — nss) j p* n / j \ m l= V- j ob r= —^^ — j-^ -i unde fit 2e(l

—

nee) = i — /le*,
1 — nee 1 — neess > ^ ' '

seu 1

—

2e-\-2ne^— ne*=0, existente semiaxe CA=\, CB= k et n=i— kk. Primum ergo

ex hac aequatione biquadratica definiri debct valor ipsius e, quae resolutio commode ita succedit. .
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Sit e=— » ut habeatur a?*

—

2x^~i~2nx — /i= 0, ac ponatur ad secundum terminum tollendum

X= j --
I ,

prodibit

r* — -^yr -*-(2/i— i)r— ^= o,

cujus factores fingantur yy-^cey-^/S et yy— ccy-*-yj eritque

/?-*-y= aa— — , y_^=__ et ^y=—-
unde elicimus

(/5 -4- y)*— (y— /?)=»= a*— 3 «^H- -— '——^ = *^y=— -

,

ideoque a®— 3«*-»- 3a*= (2/j— 1)^;

subtrahatur utrinque 1, ut cubus fiat completus . r : . :i ,.

3 3 3

(aa— 1)'= 4-/1/1— 4/1, ergo aa=i-t-ykn(n— 1) = 1

—

Y^nkk et «= l/(l— y*

Invento ergo cc erit onoq •luJcD^a
^ 1 3 (2n-l) ^ 1 3 (2n-l)

1 _. ^//3 1 . (2n— l)v — aadby^Saa— a4±2(2n— 1)«) , r,..

mdeque y = -^-cc±y{j^-jaa±-^^) = ^ -'

unde obtinetur e=^ r» Porro debet esse ^fg=pq-^qr-^rs, seu

3/j= (l-4-e)T/i^. ideoque /j=± (H- e) l^if^.

ex quo obtinemus

ff-H ^r^f= ee +.y/icc ( 1 -H e) * . ^^ -i-1 ( i -^ e) ( 1 — ce).

Cognitis igitur valoribus fg et ff-^-ggt seorsim abscissae CF= f et CG= g reperientur, quae

arcum determinabunt fg praecise subtriplum totius quadrantis j4B. Q. E. I.

Conipapatio apcaum Hyperbolae.

32. (Fig. 59). Sit C centrum hyperbolae, cujus semiaxis transversus Cj4= k, et semiaxis con-

jugatus =1. Hinc sumta super axe conjugato a centro C abscissa quacunque CZ= Zy erit appli-

cata Zz= k V(i •+- zz) , unde

arrus Jz— fdz i/i-^a-^*^)« _ f
dz H -*- {i ^ kk) z^)

arcus yiz— jaz Y
^^ ^^ — y^^j _f- (2 -*- W) ««^ (1 -#- kk) x^) Uk^-io j» .u i.

33. Ponatur brevitatis gratia 1h-M= /i, ita ut /i sit numerus affirmativus unitate major,

eritque arcus hyperbolae quicunque

JV(l-*-{n-*-i)zz-+-nz*)

Poni igitur in § XI oportet ^=1, C= /i-h1, E=n, 01=1, S= /i et @=0. Unde si fucrit

cV(l -»- xx) (1 -4- nxa;) — xV{i -t- cc) (1 -h ncc)
y =:

1— nccxx

ibebimus fdxV Jl!^— fdy y
~*~**^— Const.— ncay.

J i-*-xx J "^ l-*-Ww Ki> I0p
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34". Deuotet 11. x arcum abscissae x respondentem, et 11.y arcum abscissae y respondcntem.

Quia facto £c= fit j= c, erit IT.x— Tt.y= — TI.c— ncxyy seu j,(i;.

Ti.y— TI.x— Il.c — ncxy.

35. Ob l/(l -I- cc) (1 -I- ncc) ambiguum, poni quoque poterit

{• cV(l -t- cex) (l ~i~ ruKx) -i- xV(^ -*- ce) (i -*- ncc)

;>i
'" ^

1 — nccxx

eritque 11.y— 11.

x

— n.c= ncocy, secundum ea, quae de ellipsi § 3 sunt exposita; atque binc

sequens problema solvi poterit.

36. Problema 6. Dato arcu nyperbolae Je a vertice sumto, abscindere a quovis dato puncto

f alium arcum fg, ut difFerenlia horum arcuum fg et /le sit geometrice assignabih*s.

Solutio. Ponatur arcus propositi Je abscissa CE=e, abscissa data CF=f et quaesita CG=g;

statuatur porro
(t — «S) eV(l-4-ff)(i-t-nff)-i- fV(i -H ee) (i -t- nge)

'""^ "
1

—

neeff"

eritque IT.g— Tl.f— n.e= nefg. At est

n.g— 11.f= Arc. fg et 11. e= Arc.Je, unde Arc.fg— Arc. Ae= nefg.

Puncto ergo g hoc modo definito erit arcuum fg et Ae differentia geometrice assignabih's. Q. E. I.

37. Coroll. 1. Si ergo /* ita capiatur, ut sit 1 — neeff=0, seu /"=—r^, abscissa CG= g

fit infinita, ideoque et arcus fg crit infinitus, qui etiam arcum Ae excedere reperitur quantitate

infinita nefg ob g= oo. Ut igitur casus, quemadmodum figura repraesentatur, substituere possit,

necesse est ut capiatur f<,-—7-'

38. CoroU. 3. Sin autem sit f^^—r^ fiet g negativum, et 11.g pariter fiet negativum:

unde si fuerit
' eV(\ +-ff)(i-i-nff)-t- fV(l -4- ee) (1 -t- nee)

^tm »iim\ff('i
"

neeff— 1

habebimus TI.e-\-Tl.f~¥-TT.g= nefg= Ae~\-Af-\-Ag.

Tres ergo arcus exhiberi possunt ^e, Af et Ag, quorum summa geometrice assignari queat.

39. Coroll. 3. Casus hic, quo summa Irium arcuum liyperboHcorum rectificabilis prodiit,

eo magis cst notatu dignus, quod similis casus in eUipsi locum non habet; ibi enim terni arcus

Tl.y— TI.e— TI.x=— ncay(3) nunquam ejusdem signi fieri possunt, propterea quod nccxx uni-

tate semper minus existit.

40. CoroII. 4. Horum ternorum arcuum duo inter se fieri possunt aequales; sit enim

/» .. 'ieV(i -*- ee) (\ -\- me)
f= e, erit g = ^—-—

,

unde prodit 2TI.e-^Tl.g= neeg, seu 2Arc.^e-i- Arc.^^r == quantitati geometricae. Si igitur

insuper fiat g= e, habebitur arcus hyperbolicus , cujus triplum, ideoque et ipse ille arcus erit recti-

ficabilis, qui casus cum sit maxime mcmorabilis, eum in sequenle problemate data opera evolvamus.



De comparatione arcuum curvarum irrectificabUium. 479

M. Probleina 7. In hyperbola a vertice A arcum abscindere Ae^ cujus longitudo geometrice

assis-nari queat.

Solutio. Posito hyperbolae semiaxe transverso CA= it, et conjugato = i , ita ut posita ab-

scissa CE=ej sit applicata Ee = ky(i -t-ee); brevitatis gratia autem sit n = i-^kk. Sit ergo

CE=e abscissa arcus Ae quaesiti, cujus rectificatio desideratur; quem in finem statuatur in

§ praec. ^= €, ut sit

e
(

H-«e)( -t-nee)_
eritque 3n.e= ne^. seu Arc.y^c= -r-/ie^ . c\rr.c=

ne*-l

ideoque rectificabilis. Abscissa ergo hujus arcus CE= e determinari debet ex hac aequatione

ne*— i =2Y{i -*-ce) (i -*-ncc), quae abit in hanc

nne«— 6/16*— 4 (/i-Hi)ee— 3= 0.
^ i m

Ad quam resolvendam faciamus ee= — > ut prodeat

a?*— Gnccoj— *ii(n-i-i)a;— 3nn= 0,

cujus factores fingantur (xx -*- ccx -t- ^S) (xx — ax-i-y) = 0; unde comparatione instituta orietur

y-^^= aa— 6n, y— /3= " " ^" "*" l et /?/=— 3nn.

Quare cum sit {y -*- /3)^— (y— ^y = k(Sy=— i2nn, fiet

L jtc\ c.f, 16nn(n-i-l)* mc\
a*— i2naa-4- 36nn ^^ -=— i2nn,

sive a^— i2na*-i- 48^^««= i6nn (n-i- i)*.

Subtrahatur utrinque 64- n^, ut fiat

(aa— 4.n)^= i^n'* (n— i)'', seu aa= 4nH-yi6nn (n— i)*,

ergo «^V^^n-H^V^l^nn^n— i)*).

Invento nunc valore ipsius a, erit porro

o i o 2n(n-t-l) . 1 , 2n(n-Hl)
8= --aa— 3n-i ^^ et y= —aa— 3n ^^'2 a '2 a

et quatuor radices ipsius x erunt

. 1 _.-.//« i _L_2n(n-t- 1).
£C= dt— aii=y(3n—— «azt—!^-^—^)= nee,

seu cum valor ipsius a tam affirmative quam negative accipi queat, erit

\2n ^n 4nn na '/

Hic igitur valor si tribuatur abscissae CE= e , erit arcus hyperbolae

Ae = ine^ Q. E. I.
o

42. Coroll. 1. Si ioco unitatis semiaxis conjugatus ponatur =6, ut abscissae cnicunque

CP = x respondcat applicata Pp= fcy(i -•-—)> erit

jlfiiiiiodb
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tumque sumta abscissa

,, _j ',~I*T"T7yr[ \2(66-»-ftJfc) '^ ^66-*-JWi a(bb-t-kk) ^ Aibb-t-kk)*^ J'O^T) ii8

ni ivimich mmii ai moi-
^j..^ arcus .^/p= ^^^ "*~ ^^ ^^

43. Coroll. a, Si hyperbola fuerit aequilatera , seu /c = 6= 1 ,
poni debet n= 2 , Getque

a = 2l/3 et arcus rectificabilis Je abscissa prodit

9noHfjTf>'»<^ !>rff . r^y f^iiUh hmUm^^ y. ^, -i/t/3 -h "/(3 -*- 2 "/3)

et ipsa hujus arcus longitudo reperitur

j _ -/3 -f- -/(3 -4- 2/3) i/y3 -I- VjS -4- 2-/3)
^e—

.

3
V

2

1 -f- "/(«'-H 1)
kk. Copoll. 3. Si ponatur kn{n — 1)=5^, ut sit n= ——^» signa radicalia cubica

cx c^lculo evanescent; prodit enim

a=y{2-t-ss-*-2V{s^-i-i)) = y{i --5-4-w)-i-y(i -h*),

unde fit (
"*"

2

"*^

}^^~ c . .

|y(l^_5)-H4y(l—5-»-5*)±y(l— y55H-y{l-l-53)H-(l— :|5)y(l-H5)-4-(l-H|5)y(l—

^

y(l-»-«)H-y(l — *-4-m) dbl/(4 -s» -f- 41/(1 --53) -t- 2 (2-s) /(l-t-») -»-2 (2-H») -/(i -»-hm))
sive ee= ^^ y-. =r

45. Coroll. 4. Pro hyperbola aequilatera, ubi /i= 2, si radicalia per fractiones decimales

evolvantur, reperitur CE= e= 1,4619354 et ^e= 1,4248368«, seu Arc.^e=2,0830191, semiaxe

transverso existente CA=i, quos numeros ideo adjeci, quo veritas hujus rectificationis facilius

perspici queat.

46. CoiroII. 5. Casus etiam satis simplex prodit si 5=1 et /i =

—

-— = 1 -h-kk, ita ut sit

k = V—r— > hinc enim fit

Ergo sumta abscissa CE= y(l -i-l/3), erit arcus Je= -^— —-• In fractionibus

decimalibus fit /c= 0,45509, e=^l,65289 et Arc.^e= 1,81701.

47. Copoll. 6. Si sit 5=0, quo casu fit /i=l et A:= 0, hyperbola autem abit in lineam

rectam CE, erit ee=3 et e= V3 = CE, arcusque Ae evadit =V^=CEy uti natura rei postulat.

48. Problema 8. Invenire alios arcus hyperbolicos rectificabilcs.

Solntlo. Sumta abscissa CE=e, capiantur aliae duae abscissae CP=p et CQ= q, ut sit

eVH -f- pp) (\ -*- npp) -t-p V{1 -*- ee) (1 +• nee)
q z= f

l — neepp
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crit n.q — Jl.p— Il.e—nepq. Quia ergo 11. q— U. p = Arc. pq ot f/. e= Arc . /^e , orit

Arc . pq — nepq -+- Arc . ^e.

Quodsi igitur abscissae e is tribuatin valor, qui in problcmale praeccdenlc est dcfinitus, ita ut arcus

^e sit rcctificabilis; hunc scilicet in finem posito

a= y(4.n -H >/16/m (rt — 1)2)

capiatur e=y(-^-\- V ( h -^^ '))^ \2n ^n 4nn na ^J

eritque arcus Ae= —ne^. Hinc sumta abscissa p pro lubitu, ex supcriori formula ita definietur

abscissa g, ut prodeat arcus rcctificabilis

Arc. pq= nepq-i-—ne^.

Verumtamen p ita accipi debet, ut sit neepp < 1, seu p *^ -y-5 cum igitur sit iie^ ;> 1, capienda

est abscissa p minor quam e, et quidem oportet sit

->y{-^a-^V{^n^-aa-^
« )/

Dummodo ergo punctum p non capiatur ultra hunc tcrminum, semper ab eo abscindi potest arcus

pq, cujus longitudo geometrice assignari qucat. Q. E. I.

^9. Coroll. 1. Quodsi capiatur p = —-^, ob 1

—

neepp = 0, fiet abscissae q valor infinitus,

idcoque ipse arcus rcctificabilis pq erit infinitus.

50. Copoll. 3. In hyperbola ergO aequilatera, ubi n = 2 et e = V —"*^
'

"*^——t prior

abscissa CP=p tam parva accipi debet, ut sit jo < -y-— — —^j seu p < 0,^83678V.

Sumta igitur hac abscissa tam parva, scmper alterum punctum q assignari poterit, ut arcus pq sit

rcctificabilis.

51. Sdiolion. Insigni hac hyperbolae proprietate, qua rcliquis sectionibus conicis antcceilit,

contcntus, non immoror investigationi ejusmodi arcuum, quorum differentia sit algebraica, vcl qui

inter se datam tcncant rationcm, cujusmodi quaestiones pro ellipsi cvolvi; cum enim talia problemata

pro hyperbola simili modo resolvi queant, ea ne leclori sim molestus, data opera praetermitto.

Hanc igitur dissertationem fiuiam comparatione arcuum .parabolae cubicalis primariae, cujus rcctifi-

cationem constat pariter fines analyseos transgrcdi.

Comparatio arcuum Parabolae cubicalis primariae.

52. (Fig. 60). Sit Jefg parabola cubicalis primaria, A ejus vertcx et AEFG ejus tangens in

vertice, supcr qua sumta abscissa quacunque AP=z, sit applicata Pp = -z^, unde arcus Ap reperitur
o

L. Enleri Op. postbumi. T. I. 61
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53. Quo igitur formulas nostras huc accommodemus, poni oportet^=l, C= 0, E= i

2(= 1 , 6=0 et (E= 1 , ita ut sit j = —^^ ^^ ^
;
quo facto erit

1 ^— CC OCOO "

'''""'• fdxy{i -+- x^) ^fdyV^i -i-y^) = Const.— cxy {cc -+- xyV^i -+- c'') -+- jccxxyy)

sumto tam V^ quam c negativo in formulis N^ VII et XI expositis.

5k. Quodsi ergo tres capiamus abscissas AE— e, JF= fet AG= g, ita ut sit

eV(l-t-f*)-^fV(l-i-e*)
^ i—ee/f

'

M

erit hxc.Af— Arc. Ag=— Arc.Ae— efg {ee-^fgV^i -*-e'')-\-— eeffgg)y seu

Arc.fg — Arc. Ae= efg {ee -+- fgVii -+- e^') -+ j eeffgg).

Dato ergo quovis arcu Ae, a dato puncto /* abscindi poterit alius arcus fg, ut horum arcuum dif-

ferentia sit rectificabilis.

55. Si capiantur arcus e et f negativi, ita ut sit eeff> 1 et

eV(i-t-f*)-*-fV(i-^-e*)
'

'

"
eeff—i

et arcus abscissis e, /*, g respondentes denotentur per U.e, 11.f Tl.g, erit

;'•'•, n.e -4- n.f-^ n.g = efg {ee— fg ^(1 h- e') -*- -eeffgg).

O- * .* eV(i-t-f*)-i-fV(i-^-e^)
Sm autem sit o=—^ -^^——

^

>
^'

i — eeff

V

erit n.g^n.f^n.e= efg{ee-^fgV{i-+-e')-+-\eeffgg).

56. Cum sit hoc posteriori casu ff-i-gg = ee-+-2fgy{i -t-e^') -+-eeffgg, erit quoque

n.g — n.f— n.e = -efg {ee-i- ff-i-gg - jceffgg).

Casu autem altero pro summa arcuum, quo

e V(i+-f^)-^fV(l-*-e*
)^

erit n.e-t-n.f-t-n.g=^efg(ee~^ff-+^gg—^eeffgg).

57. Probleina 9. Dato arcu ^e parabqlae cubicalis primariae, [n ejus vertice A terminato,

ab alio quocunque puncto /"abscindere in eadem parabola, arcum fg, ita ut horum arcuum differentia

fg— Ae sit rectificabilis.

Solutio. Positis abscissis AE= e, AF= f, AG=g, quarum illae duae dantur, haec vero

e V(i -H f*) -+- fV(i -*- e*) tf
ita accipiatur, ut sit ^r = —^^ _ -* eritque horum arcuum diflFerentia

Arc. fg^ Arc. Ae= ^€fg{eeri'ff~+-gg — jeeffgg)
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Verum cum data sit abscissa e, altcra abscissa /* ita accipi dcbet, ut sit eeff <i t, scu /*< — » ne
e

abscissa AG= g prodeat negativa. Sin autem detur punctum g, indcreperitur

1 — eegg

\
unde si g tam fuerit magna, ut sit eegg > 1 , seu ^ > — * erit

n tV{i-*-g^)-gV{i-^e*)
T = i

»

eegg — 1

simulque necesse esl, ut sit 5r> e, ne f fiat negativum. A dato ergo puncto /*siquidem sit /*< —

>

arcus quaesitus fg in consequentia vergit; a puncto autcm g, si sit ^r > — et simul g^ e, arcus

quaesitus fg rctro accipietur. Q. E. I.

58. Coroll. 1. Gum sit applicata Ee=— c^, seu AE^=ZEe, erit parameter bujus parabolae

= 3 , ideoque unitas nostra est triens parametri.

59. Coroll. %• Si ergo sit e = 1 , abscissa data f seu g vel debet esse minor quam i , vel

major quam i; dummodo ergo punctum datum non in e cadat, ab eo semper vel prorsum vel retror-

sum arcus quaesito satisfacicns abscindi poterit: prorsum scilicet, si abscissa data minor sit quam e,

retrorsum vejo, si major. At si abscissa data esset =i, altera vel infiDita vel =0 prodiret.

\
60. CoPoU. 3. Si sit e> i, ideoque c> — > altera abscissarum f vel g, quae datur, vel

minor esse debct quam — ? vel major quam e; alioquin arcus problemati satisfaciens abscindi nequit,

1
quod ergo usu venit, si abscissa data inter limites e et — contineatur.

\
6f. Coroll. 4. Sin autem sit e<i, ideoque — > e, alteram abscissam datam vel minorem1.1 1

esse oportet quam — j vel majorem quam — ; dum ergo non sit aequalis ipsi — ? quo casu arcus

quaesitus vel fieret infinitus, vel ipsi arcui Ae similis et aequalis, reperietur semper arcus proble-

mati satisfaciens. =

62. CoroII. 5. Hoc autem casu, quo e< i, fieri potest, ut a dato puncto /* in utramquc

partem arcus probleraati satisfaciens abscindi queat; boc scilicet evenit, si abscissa data intra limitcs

e et — contineatur: tum enim ea tam loco f quam loco g scribi poterit.

63. CoroII. 6. Si arcus fg debeat esse contiguus arcui Ae, seu si sit f= c, reperictur

2ey(l-^e«)3= l-e^ ?

hoc ergo fieri nequit nisi sit e<i. Hoc ergo casu erit arcuum differentia

^ Arc fu - Arc Ae- S^^^O-Se^-He^jydH-e^)

6^. Problema lO. Dato in parabola cubicali arcu quocunque fg, alium invenire arcum pq,

qui illum supcret quantitate geometrice assignabili.
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Solutio. Sint abscissac datae JF=f, AG=g, quaesitae jP—p et JQ= q^ et in sub-

sidium vocetur arcus Je, cujus abscissa AE^ey sitque

*" *f 1 — eelf
"

1 — eepp

erit \rc.fg— kTC.Ae = — efg[ee-^ff-\-gg— -eeffgg) = M
'

1 1
et Arc.pq— Arc.Ae=:-^epq{ee-^pp-i-qq— -^eeppqq)= N,

ergo Arc. pq— Arc.fg = N— M.

Eliminemus autem utrinque e, reperieturque

gVH-^f*)-fV{i^g^) qV(i-*-p^)-pV{i-*-q*)
g " ' " ' — — - , - - *

i — ffgg i — ppqq

unde si fgctp dentur, obtinebitur q hoc modo :

q=[9i^-ffy9-^ffpp-99PP)y{^-*-n{^-*~p')-fi^-ff9g-^99PP-My{^-^9'^^^

-+-/>(*— ffpP —99PP -*- ff99)y{^ -*- f) (* -^9') —^f9P {ff-*- 99-*-PP-*- ff99PP)~\
'

\i\ —ff99— ffpP—99PPY—^ff99PP{ff-^99-^PP)\'

qui valor quoties non flt negativus, praebebit a dato puncto p arcum pq, ab arcu proposito fg

geomctrice discrepantem. Q. E. I. .

65. Coroll. 1. Ambo abscissarum paria ita pendent ab e, ut sit

ff-^gg= ee{i-*-ffgg)-^2fgV{i-^e')

pp-*-qq = ee{\ -\-ppqq) -4- 2pq V^i -{- e*)

,

unde reperietur

pg (/r-«-gg) - fgjpp^n) . Vii \ c^^i = ^^^ ~*~^^^ ^* -^ff99)

—

(yy-^-gg) (* -^pp gg)

(pq-fg)(i-f9pq) npi-fg){i-fgpq)

et hinc penitus eiiminando e babebitur

((1 —ff99) {pp-^qq)-^i^—ppqq) [ff-^99)f= H^-fgpq)'' {(pq—fg^^^-^ilf-^gg) ipp-^qq))>

vel ((1 —ffgg)[pp-^qq)— {i—ppqq){ff-^gg)Y= Hpq—fg)'' ((i —fgpqT^-^iff-^gg^^pp-^qq)).

66. Coroll. a. Hinc ergo dato quocunque arcu fg, inOnitis modis alii determinari possunt

arcus pq, quorum differentia ab illo fg sit geometrice assignabilis. Erit autem baec differentia

Arc.pq— Arc.fg = -^e{ee{pq—fg) (1 ^jppqq—jfgpq^-ffgg) -t-pq [pp-+-qq) ^fg{ff.^gg))

e (pq— fg) {ff-*- 99 +- pp-*-qq —\pq ipq-*-^fg) (ff-t-gg)— j fgifg-*~^pq){pp-*-^q)) ^~~
^(i-fgpq) '

.

67. Copoll. 3. Casus hic duo peculiares considerandi occurrunt, B\ter quo pq = fg , alter quo

fgpq=i. Priori casu flt pp -*- qq = ff -*- gg , ideoque p = fctq=g; ita ut arcus pq in ipsum

arcum fg incidat. eorumque differentia flat = 0. Alter6 vero casu flt
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unde colligitur P=y et q= -j^ qui est casus a Celeb. Joh. Bernoullio b. m. primum in Actis

Lipsicnsibus A. 1698 expositus.

68. Coroll. 4. Hoc ergo casu Bernoulliano, quo /> = — , q = ~, ac proinde p^ = — et

pp -^qqz= ""^^
, erit arcuum differentia

Arc

.

pq- Arc ./sr=
'-^l^f^

(3 (ff-^- gg) (

(

n-ffgg) -ee[l -ffgg)');

at est e{i — ff99) = 9V{i -^f^) — fV{^ -^9'')^ unde colligimus

ce{i-ff99)'=={ff-*-99){^-^ff99)-^f9V{i-^f''){i-^g'').

quibus valoribus substitutis erit

Arc.p7-Arc./-tf=
<°^'*"-^3'-J'/''-'-^'>

((ff-^-ffff)(l-Hfa)H-^gy(l-4-r)(l-^g)'), '

quac abit in hanc formam

ATC.pq ATC.rg— ^, —^ ,

quae est ipsa horum arcuum differentia a Cel. Bernoullio exhibita.

69. SScholion. Simili modo dato quocunque arcu parabolae cubicalis fg, alii arcus inveniri

poterunt, qui a duplo vel triplo vel quovis multiplo arcus fg discrepent quantitate algebraica: quiu

etiam hi arcus ita determinari poterunt, ut differentia evanescat. Hinc ergo proposito arcu quo-

cunque fg, alius in eadem parabola assignari poterit, qui arcus istius sit duplus vel triplus, vel alius

quicunque multiplus. Ex quo vicissim pro lubitu infinitis modis ejusmodi arcus assignare licebit,

qui inter se datam teneant rationem. Ut autem duo arcus sint inter se in ratione aequalitatis, alii

assignari nequeunt, nisi qui sint inter se similes et aequales. Quod quo clarius appareat, sit

fg= fn, pq= fi, ff-^gg = n et pp-i-qq= p,

erit primo
,

/i= ce(l -t-wim) -+- 2aw")/(( -i-e^),

tum vero v= ee(i -t~ /u/Li)-i-2/uy{i -^e^).

Unde ut arcus pq et fg inter se fiant aequales, oportet esse

i 1 1
ee {fi— m) (1 — y /ufz—— m/u— mm) -\- fiv— mn=0.

At pro n ei V illis valoribus substitutis fit

fjv— mn= ee{fi— m) (1 -+-ffju -h- /w// -h /wm) -*- 2 (/^

—

m){ju-i-m)y{i -t-e^)

unde debet esse, postquam per /u— m fuerit divisum,111
2ee (1 -«-y,/v« -I- — w/i-f-yfw/w) -- 2 (// -+- m) 1/(1 -f- e*) = 0,

quae quantitates cum sint omnes affirmativae, solus prior factor // — /« = dabit solutionem,
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eritque f=p et g = q- Ad multo illustriora autem progredior ostensurus in hac curva etiam

arcus rectiflcabiles assignari posse.

70. Ppobleina 11. In parabola cubicali primaria a vertice 4 arcum exhibere Je, cujus lon-

gitudo gcometricc assignari queat.

Solutio. Assumtis tribus abscissis y4E=e, AF=f et AG = gy supra vidimus, si sit

,, - e/(l -*-/'^)-t-/^y(l-4-e*)

^ eeff—i
'

. -

fore n.e~t-n.f-t-n.g= ^efg(ee'\-if-+-gg^jeeffgg).

Statuantur nunc hi tres arcus inter se aequales, seu e = f=g, eritque

2e-/(l-^-e*) 8 /> 4 n A
'

c =—f—i

—

i seu e^— 6e*— 3 =

hincque e*= 3 -f- 2 1/3.

Sumta ergo abscissa ^£= c= V(3 -*-2y3), erit

3Arc.^e= -| e^(3—y c^) =|e«(6 — 2y3),

sive Arc . ^e =
-J-

(3 — V3) (3 -f- 2^3) 1/(3 -t- 2^3) = -i
(1 -^ VS) l>(3 -f- 2y3).
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XXIII.

Coiitiiiiiatio Fragiueiitoriiiii ex A d t e i* s a r i i s iii a t li e iii a t i c i s

deproiiitoriiiii.

(Conf. supra pagg. 157 ad 266.)

1. SuppleiueDta Dumerorum doctriDae.

91.

{LexelL)

Phoblema. Invenire numeros p, q, r, s, ut haec formula

/i {pp -+• ss) (q{-t- rr)

pqrs {pp — ss) (/</ — rr) m
Gat quadratum.

SoLUTio. I. Primo ponalur pp -h- ss = {aa -t- bb) [xx -t- yy) et

qq -^- rr= [cc -t- dd) [xx -h yy)

eritque p = ax -i- by et q = cx -t- dy

s =: bx — ay r =. dx — cy
;

quo facto, quadratum esse debet haec formula :

>i (aa -¥ bb) (cc -i- dd)

pqrslp-t-s){p — s){q-t-r){q — r)'

II. Ut numerus factorum diminuatur, statuatur r = s, sive

dx — cy = bx — ay, unde fit - = »^ ^
y b —d

fiat ergo x = a — c el y = b — d,

unde coUigitur p = aa — ac -t- bb — bd, q = ac — cc -t- bd — dd et

s =. r = ab — bc — ab -t- ad = ad — bc, bincque

p -t- s =: aa — ac -t- ad -i- bb — bc — bd, q -\- r =^ ac — bc — cc -\- bd -\- ad — dd

p — s =: aa — ac — ad -t- bb -\- bc — bd, q — r = ac -*- 6c — tc h- 6rf — ad — dd.

Formula ergo quadratum reddenda erit

/i {eux -*- bb) (cc -*- dd)

pq(p-*-s)(p~ s){q-*-r)(q — r)'

III. Fiat porro p = cc -\- dd, sive cc -\- dd = aa — ac -\- bb — bd, ad qiiam resolvendam statuatur d = a,

eritque cc = — ac -\r bb — ba, sive = — cc — ac -\- bb — ab, seu cc -\- ac - bb -\- ab = 0, quae per c -\- b

divisa dat a -\- c — 6 = 0, unde fit c =: b — a existente d =^ a. Habebimus ergo

p =: cc -h- dd, q = {3a — b) {b — a), r = s = aa -t- ab — bb,

unde fit p-i-8= a (3a— 6), p— s= {b— a) {2b— a), q-\- r= {2a— b) {2b— a), q— r = a{'ib— ka).

Consequenter formula quadratum reddenda erit

A (aa H- 66)

(3a - 6) (6 — a) a (3a — 6) (6 - a) (26 a) (2a 6) (26 — a) a (36 — 4a)

'
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auae reducitur ad hanc formam — —— r— = n , ita ut habeatur haec conditio
^ (za — 0) {60 — 4a)

X (2a — h) (36 — ha) {aa -+- bb) = d .

NoTA. Si N*^ III posuissemus d = — a, habuissemus cc — bb -^ ac — cf6==0, quae per c — b divia

praebet c -i- 6 -+- a = 0, sive c = — a — 6, unde porro fit

p =: (a H- hf- -H aa= cc -I- dd, q =. — (3a h- 6) (a -i- 6) , r = s = — {aa— ab — bb)

p H- s= (26 -*- a) (6 H- a)
, p — s= a (3a -t- 6) ,

q-v-r=— a (4a -t- 6} , q— r=— (2a h- 6) (26-i-a)

Unde quadratum o.sse. debet haec forma
X {aa -*- 66)

— (3a -H 6) (a -+- 6) (26 +- a) (6 -+- a) a (3a -i- 6) a (4a -+- 36) (2a h- 6) (26 -h o)

sicque quaestio reducitur ad hanc formam — a (aa -h 66) (2a h- 6) (4a -f- 36) = n . Hic imprimis notalu dignum

occurrit, quod per positionem tertiam, qua fecimus p = cc -^h dd, praeter expectationem, quatuor paria simpli-

cium factorum ex calciilo discesserunt.

Conditioni tertiae p = cc -i- dd sequenti modo generaliter satisfieri potest : Quum sit

cc -I- dd =: aa — ac -+- bb — bd, erit cc -h ac — aa = bb — bd — dd, sive

(2c H- a)* — 5aa = (26 — d)^ — 5dd, sive (2c -i- a)^ — (26 — rf)« = 5 {aa - dd) et

(2c H- a — 26 -*- rf) (2c -»- a -4- 26 — rf) = 5 (a -+- d) (a — d) = 5mntu
;

unde colligitur 2c -i- a -- 26 -t- rf= wtt, 2c-*-a-i-26— d=5mt et a~t-d=mu et a—d=nt. Ex his concludilur

mu -*- nt , mu — nt

,

a = -^ et d= —^,
inde vero 4-c -i- 2a = 5mt +- nu et 46 — 2d = 5mt — nu, unde fit

(5«i — n) t -t-(n — m) u , ,
(om — n)t — (n — m)u

c = —7—^^ — et b =
4 4

Hinc p = [5 (5mm — 2mn -+- nn) tt — 2 (5mm — 2mn -+- nn) tn -+- (5mm — 2mn -+- nn) uu] k 16

q = [— 5 (5m#fl — 2tnn -+ nn) tt +- & {5mm — 2mn -t- nn) tu — (5mm — 2mn -f- nn) uw] : 16

5mm — 2mn -+- «n ,„ „
sive p = j^ (»« — dtu -t- uu)

(5mm — 2»nn -H nn) (5mm — 2mn -- nn) , , ,^q= — ^ (5« — &tu -t-uu) = — ^ — -'

{t — u) {5t — u)

5mm — 2mn -t- nn , ^ ,

r = s =0= —
(— a// -I- uu).

lo

„. , .^ .. . (5mm — 2mn -I- nn) _
Sit brevitalis gratia ^^ — = C, ut sit

lo

p = C (5« — 2/M -*- uu)
, q = — C {t ^ u) {5t — u), r = s = C {— 5tt -t- uu)

eritque p -\- s = — 2Cu {t — u), p — s = 2Cl {5t — u)

7 -H r = — 2Cw (3/ — w) , q^r = 2Ct {5t — 3m)

aa -\- bb = C {5tt -\- 2tu -+• uu)
;

quare formula quadratum reddenda est

X (5« -+- 2;m -t- uu)

{t — u) {5t - m) . — 2« (< - m) 2f {5t ~ u) .
—"2m (3< — «) 2« (5^ - 3m)

'

quae reducitur ad hanc conditionem : A (5« -i-2/m -+- mm) (3/ —- w) (5/ — 3w) = n . Statuatur u = t- — t, fielque

X (4ff H- w^ (4.« — t^-) {St— 3i^) = n ; seu posHo 2<= w erit X {ww -+- i^i') {2w — u) (4-iv — 3^^) = n : quo facto

habebitur p = ivw -h (iv — ^^)*, q = {w — i^) (3w — v^) et r = s = t^p- — p-w — ww.

Quae soluMo cum praecedente prorsus congruit, ex quo patet lllam solutionem multo esse generaliorem. quam

initio videbatur.
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Hinc alius modus solvendi colligitur: Ponatur p-i-»= a/9, p — «= f?, g-*-r= ay, g— r=«;; tum vero

q= ^t' Hinc ob r= « fit —= j^; ideoque sumatur a=f} — t et f= y — /3; deinde 2/3^= ay -*- «tj, ha-

bebilur ^fi^^^rjY-y^-Pn et ^=|^. Statuatur ergo /?=?^, y= ?^, a= i? — C, f=?^,

ergo y= ^^^-f-"^ , = ^-^\ ,= ,= ^l^l|:il^

consequenter ^^^ ,,^ (5^S - 6S,^ 2,,) (es -^ ,,) ^^

qq-^rr= ^ ,

unde praecedens solutio nascitur. Imprimis hic notetur, totum negotium pendere ab his tribus rationibus:

a:£, /5:y, et f -. ij, neque ipsas quantitates absolutas in computum venire.

Siolutio generaliop» •

Maneat p-»-s= a^, p — s= e^, q-k-r=ay, q— r= er}f ut sil

aB -t- el a/3— 1^ ay-t-eti ay — t^p=-2— , « = —2— , q=—^, r=—2—

;

at sit r:s= f:g et q= h^^; erit primo

ay — £r}:fip— et= f:g; fa§^fel= gay^geri et a {f^^ gy)= e {ft— gr})-

Ponatur ergo a= f^
— gr} et e= f^— gy-, deinde habemus

2hli^= ay^e7]= fyt— 2gyr}-i-f^r}, «nde /? (2AJ~ fi?)= y (fj— 2^).

Ponatur ergo ^= f^— 2gr} et y= 2h^— ft} eritque

a= fl— gr} et e= {ff—2gh)^— fgr}.

Hinc ergo consequimur

p-i-8=iftt—3fgtr}~*-2ggr}r), p— s = {ff- 2gh) ^^— fg^n

atque q-^r^^fh^t— iff-t-^gh^^n-^-fm^ q— r= {ff^2gh)tn— fgnni

unde fit v^iff"— 9^)11— ^fg^n-^gm^ s=9{K^-'f^n-*-9nn)

q=ht{ft--2gn) r=f[h^t—ftn-^gnn)

pp H- M= (^ — 2ffgh -I- 2gghh) ^*— 2fg (2/f- gh) t'n -+- ^ffgg^^nn— Gf^^e^' -+- 2gY
qq-^ir= 2/fMC*— 2fh {ff-t- 2gh) ^»j? H- (f ^- 2ffgh -t- %M) ^Cw— 2fg^n' -+- /fjS^^

quae forma ut divisibilis fiat per p= {ff
— gh)^^— 2fg^n~*-ggVn-< **3e duae conditiones requirunlur:

Primo ff-^gh= 0, secundo — 3f* h- ffgh -t- k^gghh= ;

tum vero quotus erit

At prior conditio dat gh=— ff, vel et altera conditio, quae est

(/f-*-!/A)(^A-3/n=0,

, 60 ipso impletur. Ita ut habeamus h= -; tum vero quotus erit

': Deinde vero ob gh= —
ff,

formula pp -- m fit

L.Enleri Op. posUHuna T. I. g2

U-
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cujus factores sunt {ff^t-ir-ggTiTj) {5ff^^ — ^fg^r}-+-2ggT}r)). Quibus valoribus substitutis formula nostra quadratum

reddenda fiet

^ imt - 6/&S7 -*- ^ggn) (fftt -H ggn) (ffn •+ ^SS)

hfgrjm-fri)
'

quae ut solubilis fiat, neceise esl, ut bini superiores factores

fpX-^ggm et ffnn-^hhii

coalescant, quod fit ponendo ff:hh— gg:jfj quod sponte evenit ob ff= — gh, ita ut res huc redeat

fn^f^-m gim-*-gi)
'

quae iterum a praecedente non discrepat, nisi quod hic sit f^ et gr} quod supra erat ^ et rj.

A. m. T. I. p. 17 - 21.

92.

(J. A. Ealer.)

Theorema. Si formula aapp-t-bpqq ducatur in formulam ahrr-^a^ss^ productum erit

aaa^pprr+ axia^ppss h- abbfiqqrr -+- abp^qqss= db [aapprr -+- ^^qqss)+ a(3 {(mppss •+- bbqqrr)=
ab {apr ± ^qs)^ •+- a/? {aps zfz bqr)"^.

Hujus ergo producti forma est abxx+-apyy existente

X= apr ±: ^qs et y= aps qp bqr.

A. m. T. I. p. 130.

93.

(Lexell.)

Problema. Si fuerit x^,= a et proponatur formula fxx+rgx-t-h, quaerere multiplicatorem pxx-^qx-+-r,

ut productum fiat numerus rationalis.

SoLUTio. Cum productum sit

fpx* -+•
{fq

-+- gp) oc^ +- {fr +-hp'-+- gq) XX +• {gr +-hq)x+- hr

ob x^ = a, hoc productum reducitur ad sequentem formam

{fr +-hp+- gq) xx +- {fpa -t-gr-t- hq)x -+ fq -^ gp +~ hr=
unde r=~'^-^^ ^^-/pa-^g ^^-rg-gP

f 9 *

atque hpg-+g^q= fpa-i-fhq; p{hg -^n^q^fh- g^)-, ?-=|^;
hinc p= fh-~-gg, q— hg —

ff,
r= gf— M, atque productum quaesitum erit = dfgh — f — g^^ — A^.

Hujus ope radices cubicas numerorum licebit ad fractiones continuas revocare. Exempl. Proponatur x^= 2,

ut «it x=y2', notetur e&&Q proxime a;= l-jet xx= \-^f et nunc more consueto fractio ~ in fractionem

continuam convertatur .... '

A. m. T. 1. p. 176.
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(N. Fasfc)

Si fuerit a;= «* — 6«-i-l et y= 4«'— !«, eni xx-i-yy= {zz-^Vf. At vero

X -^ y= z^ -\- kz^— ^zz — 4-s -H 1

,

quae formula resolvitur in hos factores

[^z H- (2 -4- 2V2) 2 - 1] [-2Z -I- (2— 2V2) 2 - 1]

quod si jam x-\-y debeat esse quadratum, fiat uterque factor quadratum ponendo

zz-^{2-\- 2V2) 2 - 1 = (2 -»- j) H- 9V2)*

«2-h(2— 2V2)z— l = (z-Hi)— 9V2)«

tum enim erit x -\-y= {zz -\-2pz -^-fp — ^qqf. Jam evolvatur alterutra bamm positionum, et termini ratio-

nales inter se seorsim aequantur et irrationales -.

22 — 1 = 2jp2 H- pj) -1- 2gg

22V2= 2?2V2-H2pgV2.

Prior aequatio dat 2z— 2pz=.\ -\-fp-\-2qq, unde 2= ~^n^_ ^*^
; ex altera autem aequatione per 2V2 di-

visa fit 2= g2H-|)g, hincque z= _ ; qui duo valores inter se aequati praebent j)=
j

—-*

H3
Si hic capiatur 9= 13, fiet /)= vel 18, vel =—-— • Poni etiam posset q=— 13, fieretque

P

7

— 13 ± 239

-12

hmc vel |>= 21, vel =-^' Si sumatur 5=13 et jp=—-— > repenetur z= —r——

Haec methodus ad sequentera redire videtur, quae resolutione in factores non indiget et ita se habet. Sit

formula proposita quadratum eflicienda in genere z'^ -\-az^ -\-hzz-\-cz-\-d^ cujus radix ponatur zz-\-^z-\-ry

ita ut fieri debeat

z* -H 2pz^ -4- 2rzz -H 2prz -\- rr

-\- ppzz

— z* — az^— bzz— cz — d=
ubi cum primi termini se destruant, termini secundi et tertii ad nihilum redigantur, unde per zz dividendo fiet

l (2p— a)2-i-2r-i-|)p— 6= 0, ideoque z= — • Simili vero modo termini quarti et quinti conjunctim

TT *~ d
tollantur, unde fiet {2pr— c)z-\-rr— rf±=0, indeque z= ——3—• Hi duo valores ipsius z inter se aequati

dabunt
r= c-i-bp— p^ rtV {ce-\-a {ad— bc) h- bbjyp -\- acpp— hdpp— 2ftp*

•+-J!)*).

Nostro autem casu erat a= 4, h=— 6, c= .— 4., d= \; hinc formula radicalis evadit

V(— 64-i-l6pi)-*-12p*H-/) sive V(/)p-f-4-)(p*-4-8i)i)— 16),

quae autem formula nullo modo tractari potest , unde patet priorem methodum non reduci ad hanc posteriorem,

ideoque eo magis attentionem merere.

A. m. T. I. p. 276. 277.



492 L. EULERl OPERA POSTHUMA.

(N. Fuss.)

Methodus facilis hujusmodi quaesliones solvendi : Quaerantur numeri x el y tales, ut formula mx*-i~ny*

divisibilis fiat per datum numerum N.

Primum observandum, hoc fieri non posse, nisi fiierit vel N=maa^nbb, vel N=aa-\-mnhb. Pro casu

priore quaeratur quadratum kk= XN±ab, quod si fieri nequeat, quaestio est impossibilis. Sin autem k inven-

tum fuerit, erit

X= aN± ap , vel etiam x= aNdtz kq

y=z^N±kp y=pN±bq

ubi a, /3, p, q pro lubitu sumuntur.

Pro altero casu quaeratur quadratum kk= kmNzt:mab, tum vero erit ut ante x=aNd-ap et y=l3N±kp,

vel etiam x= aN ±kq, y= pN± bq. Sit m= 2 et »= 1 , ut formula 2x* -+- y* divisibilis fiat per N=2aa-¥~bb :

Sumatur a= 4 et 6= 1, erit N= 33. Quaeratur ergo kk= 33A rt 4, quod fit si A= 0, eritque /c= 2; erit ergo

x= 33a±l^p el y= 33^±2p.

A. m. T. II. p. 148. 149.

(N. Fuss.)

Definitio. Proposito numero quocunque integro a, denotet Tta multitudinem numerorum ipso a minorum

ad eumque priraorum; ita erit 7rl=l, n2=\, ;r3=2, 7th-= 2, 7r5= 4, 7r6= 2etc. Unde patet, si a fuerit

numerus primus, fore 7ta= a — 1. Quo magis autem numerus a fuerit compositus, eo minor erit na. Quem-

admodum autem pro quovis numero a inveniri queat valor na, regulam quidem olim dedi, ejus vero demon-

strationem multo simpliciorem hic sum traditurus.

Lemma. Proposito quocunque numero a, si formetur progressio arithmetica totidem terminorum , cujus

differentia ad eum sit prima, ejusque singuli termini per a dividantur, omnia residua inter se erunt diversa,

in iisque ergo occurrent omnes numeri ipso a minores, scil. 0, 1, 2, 3, 4 ... « — 1.

Demonstratio. Sit p primus terminus et q differentia ad a prima, erit progressio arithmetica

p, p -I- g, p ^2g, . . . i) -1- (a — 1) g.

Quod si jam singuli termini per a dividantur, facile patet omnia residua inde orta inaequalia e&se debere. Si

enim hi termini p-^fiq et p-^vq, ubi fi ei v minores sunt quam a, idem praeberent residuum, eoriim diffe-

rentia, quae est [fi — v)q, foret per a divisibilis. At quia q est numerus primus ad a, deberet fi — v, hoc est

numerus ipso a jninor, per eum esse divisibilis. Cum igitur omnia residua sint diversa , eorumque numerus

= a, in iis necessario reperientur omnes numeri 0, 1, 2, 3 etc. . . . a— 1; semper igilur unus horum nume-

rorum per a erit divisibilis.

Praepabatio ad demonstrationem. Sint \, a, ^, y omnes numeri ipso a minores ad eumque primi,

quorum ergo numerus per hypothesin =na, inter quos ergo primus eril 1, et uUimus a— 1. Hinc constitu-

antur sequentes series:
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a-i-l

2a -f-1

3a-*-l

a
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;
I II. G e m e t r i a.

,..<:' .. .- ;-" »'•

(Golovin.)

Pboblema. Invenire duas superficies, quarum alteram in alteram transformare liceat, ita ut in utraque

singula puncta homologa easdem inter «e teneant distantias.

SoLUTio. Pro priori superficie sit'(Fig. 61.) Z punctum ejus quodcunque determinatum per tres coordinatas

'^- • - '- -' ""-''^-
^V'- AT=t, TU=u, VZ=:v.

In altera vero superficie idem punctum Z determinatum sit per ternas coordinatas CX=:x, XV=y, VZ=z.

Et quia per naturam superficierum quaelibet coordinata debet esse functio binarum variabilium, sint r et « hae

duae variabiles a se invicem non pendentes, harumque functiones sint nostrae coordinatae. Nunc considerentur

in ulraque superficie duo puncla r, s, ipsi Z proxima, quorum illud r prodeat ex variatione solius r, alterum

vero s oriatur ex variatione sola ipsius s, ac per condilionem problematis terna intervalla infinite parva Zr, Zs, rs

utrinque debent esse aequalia. Pro puncto autem r in prima figura ternae coordinatae erunt

'
';-'- V '-^^'(!iy ^•^'^K^)' ^-»-^KS'

Simili iiAddd pro jf^uhcto s Iti prima figura ternae coordinatae erunt

'-^^'O' ^-^'^^(S)'
^-^^^Q-

Hinc quadrata memoratorum intervallorum coUiguntur

quod postremum quadratum reducitur ad hanc formam

Quodsi jam loco t, u, v scribentur litterae x, y, z, habebuntur eadem intervalla pro altera figura, quae cum

utrinque inter se debeant esse aequalia, habebimus has tres aequationes

«• ©^-(ST-(^T=(sr-(!y-(S)'

in quibus tribus aequationibus continetur solutio nostri problematis. Quemadmodum autem per melhodos cogni-

tas iis satisfieri oporteat, neutiquam patet, opusque maxime arduum videtur.

Huc autem superior analysis sequenti modo traduci poterit : Sint litterae J, G, H, item L, M, N functiones

prioris tantum variabilis r, et statuantur nostrae coordinatae

iores t =J^Jdr-+-Js
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unde differenlialia eliciunlur (— j= /-h '-- et f~-j= /, sicque de reliquis. Unde tres aequationes, quibu

tisfieri oportet, erunt

quae manifesto ad tres sequentes aequalitates reducuntur

I. J2_^G^-f-^*= I2-HJ»f2-f-iV2

U. JdJ-+-GdG-^Hdff=LdL-t'MdM~^NdN

m. dJ^^dG^-i-dff'= dL^~i-dM^-^dm

quarum secunda jam in prima continetur-, ita ut tantum duae conditiones adimplendae supersint.

Quo hae formulae magis evolvantur, statuamuis J^ -t- G^ -t- H'^= pp , erit quoque L^ -i- Af* -*- iV*= pp.

Quocirca ponamus
/=psinmsinn, 6r=p cosmsinn, H=pcosn

L=psin(i6\nv, M= p cos /x sin v

,

N=pcosv.

Hocque modo alteri conditioni jam erit satisfactum. Pro altera autem habebimus:

[dp sinm sin n-i-prfm cosm sinn-^pdnsinmcos n) ^-\-{dp cosm sinn—pdm sinm sinn-f-p<?n cosm cos n) *-f-(</p cosn—fdnsin n) =
(rfpsin|Usinv-*-2)rf/iC0S|Usinv-4-prfvsin^ cosr^^-f-^rfpcosiusinv— ^(//^sinjusinv-f-ijrfj^cosftcosy^^-f-lt^pcosv— pdvsin?')*

quae reducitur ad sequentem formam multo simpliciorem

dp^ -f-p^dm^ sin^n -f- p^dn^= dp^ -t- p^dfi^ sin^v •+• p^dv^

sive ad hanc rfm'* sin^^n -»- rfn*= rf/t^ sinV -h rfi/^ Sumere igitur licet quatuor angulos m, n et (i, v, utcunque

a variabili r pendentes, dummodo sit

rfm* sin^^n -i- dn^= dfi^ sin^v -t- dv^

sive tribus m, n et v pro arbitrio assumtis, quartus ii ita definiatur, ut sit du.=. --^ !—

:

"*" " ~ ^ . Vel*
sin y

etiam introducto novo angulo 9 functione ipsius r, tantum capi poterit dm= —^

—

-. et dfi=—— ~ ^ K

Quo facto temae coordinatae pro utraque superficie quaesita erunt:
'} imritnilni iU niijiJo ^ : laqu» '^JS ©jb;»

pro priori : / 1 =Jpdr sin m sin n-t-ps sin m sin n
; pro posteriori : / x =fpdr sin /« sin r -f- ps sin pL sin y

^ w =^Jpdr cos m sin n -f- ps cos m sin n

;

ly =.Jpdr cos |U sin v -f- ps cos (i sin v

1 1^ =.fpdr cos n -H ps cos n

,

l ;s =.fpdr cos v -\~ps cos v.

•d'jl) ih;;- - > jIb fjifrtgoJiu Luuip

ubi denuo pro p functionem quamcunque ipsius r capere licet.
•mjKut !

Adnotatio. Probe autem notari convenit hic alteram superficiem non pro data assumi licere, salteifi bob

patet quomodo functiones j), m et n assumi debeant, ut prior superficies datam obtineat figuram v. g. sphaeri-

cam. Cum enim in utrisque formulis binae variabiles r et s in infinitum augeri queant, facile patet utramque

superficiem necessario in infinitum pfotendi , neque hanc exten^ionem per quaepiam imaginaria toIH posse.

Quamobrem figura sphaerica neque ulla alia figura in spatio fiaito subsistens in Jiis forimilis contenta esse

potest. Quod autem ad figuras terminatas seu undique clausas attinet, judicium de iis aliter instituendum vi>

detur. Statim enim atque figura solida undique est clausa, nullam amplius mutationem patitur; quemadmodum

ex notis illis figuris corporeis, quae corpora regularia vocari solent, intelligere licet. Unde quatenus superficies

sphaerica est integra, nullam mutationem admittit. Hinc patet, eatenus hujusmodi figuras mutari posse, quate-
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nus non sunt integrae seu undique clausae. Interim patet hemisphaerii figuram certe esse mutabilem; cujusmodi

autem mutationes recipere possit, problema videtur diiHcillimum.

A. m. T. I. p. 10 — 13.

98*

(Lexell.)

Probleua. Ex datis aliquot applicatis aeque distantibus, aream interceptam curvae proxime definire.

(Fig. 62). l Areai AaBb= AB(^^^^^

II. « AaCc = Ac(^^^^±^^^^

III. « AaDd= AD(^^^^^:^^^^p^^^)

IV. . AaEe = AE H^''
-*- ^^^' "^

^H'
"^ '^^""^ -*~ ^^^)

area AaXx= AX {aAa +• (SBb -&- yCc -+- dDd h- . . . h- IXa?)

erit i, a'+-(3-+y-i-d~+' etc. =1
II. /?-i-2y-f-35-*-4£-H etc. =^ = ^

III. ^-i-^^y-f-S^^S-i-i^f-H etc. =j
IV. ^-+-2^-1- 3^5 -*-43£-i- etc. =^

2»

et ita porro. Sit

V. /3-i-2V-i-3*5-i-4''£-f- etc. =,
5

et sic porro.

A. m. T. I. p. 128.

09.

(J. A. Euler.)

In logarithmica (Fig. 63), cujus snbtangens AD= 1, ab applicata AB= 1 longitudo curvae in infinitum exten-

sae ^tf superat axem .dFetiam in infinitum productum quantitate 1/2 — 1—1 —-— • Nam sit abscissa AP= x

et PM=y, erit i/= e"~^, hinc dy= — e^^^dx, et elementum arcus =rfa;V(l -+-«"" *^), hinc

BM- AP=fdx(y{\ -i-e-2^) - 1)

quod integrale ab a;= usque ad a;= co extendi debet.

Ponatur V(l -i-e—^^) — 1= ;&, fiet e^^''= 2z-\-zz et — 2x= l {2z -+- zz) -,
ubi pro x= habemus

z= y2 — \, et pro x= (x> fit z= 0; hinc differentiando

j dz{l-t-z) ^ - , ^ _^ rdz(i-i-z)— dx= -rr 9 et formula nostra fit — / —r^

quae integrari debet ab ^=V2— 1 usque ad z= 0, vel nostra formula erit

— dz(\ — 2^) f ergo integrando — jk -- / (2 -*- «) -f- V2 — 1 — i (1 -t- V2).

Nunc fiat 2= 0, et quantitas quaesita erit

V2 - 1 -I- /2 - ; ( 1 -*- V2)= V2 - 1 -*- / ^
/2-*-l

A. m. T. I. p. 258.
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100.

(J. A. Euler.) \

Pboblbma. (Fig. 64.) Pro byperbola, cujus semiaxis ^C=a, posito .4P= a;, /*Af=y, «it f»y=V(2<Me-i-xrt), «

et ex M ad asymtotam CiV ducatur MN axi parallela, invenire excursum rectae CTVsupra curvam AM^ quando

punclum M in inGnitum proraovetur.

Posito ar=oo fit nw= x, binc tanff^CiV=— et sin ACN= -r-. = -— = — » ergo CN= vVf 1 -- nti),' " n y(l-i-nn) CiV CIV ° " ' /*

Tum vero babemus unyrj -t- aa= (a -4- a;)*, ergo

x= V (nnyy-^aa) — o, unde ib:= —,—^-^—-;
^ ^^ ' y{nnyy-t-aa)'

binc arcus AM= fdy V ( 1 -t- nn )• Hinc
•^ ^ \ nmjy-t-aa/

CN- ^j)/ =/dy ly(nn -f- l) - "/(nn -h 1 !^!!f^)\
-^ \ ^

'^ ^ nnyy-i-aa'J

Ponatur nunc ^"=V (nn -i- 1) — V (nn h- 1 ^^^^^— ) > erit
' ' \ nnyy-^aa/

— nnaa r\ /

1

< >—
- Sw-y (nn-i-l)-i-t'^', sive

nn»/j/ -- ao

'Af:m\.

,

1 ?/!/ i—7— — --

—

I- — f erjjo2fy (nn -»- 1) — w aa nn °

a -i/nn — 2vV{nn -*- i)-t-w-
" n 2vV{nn-t-l) — vv

Per logarithmos autem erit

2ly — 2la= l (nn — 2uy{nn -+-
1) -h vv) ^2ln — l (2(^y [nn -h 1) — i^v>)

dy — dvV {i -t- nn) -*- vdv dvV {nn -t- {) -\- vdv

y nn — Si'/ (nn -I- 1) -f-w 2i'V' (nn-t- 1) — vv

binc autem vix quicquam concludi poterit.

Ineamus ergo aliam viam: Cum sit

CN— AM=V {nn-^\)fdy(i--y i\ ^.^ ^ )Vij y \^ \ «.„_|_i nnyy-\-aa'J

nnaa 1 <» •» . nnao , .

sit 7« =cosV> erit nnw-i-aa=- —— , bmc
nn -1-1 nnyy-t-aa

'^ ''"'
(nn -*- 1) cos^y

aVinn %\v?-ip — 005*95)

^
cos (pV{nn H- 1)

ubi casu y= erit cos^^co= . et cos oi= -j-, r: et «Jn 9>= -7; rr » tang cp=^f binc cd= ^lCiV, et
'^ nn-t-1 ^ /(nn-i-l) ^ y(nn-*-l) °^ n ^

pro y= oo erit 9= 90°. Ergo integrari debet a cp= ACN, vel tang93= —, usque ad 9=90°,vel tang9)=oo.

_ aV{nn tang^m — 1) t. . 1
Est autem ny=—y _^ ..

—-» .Ponatur tang9)= « et lutegrandum a Z=— usque ad /= 00; at smq>=i

-77/—. Hinc CiV- ^iH= V(l-f-nn). /"" /"-^—1^^ (\ - , ^ ^ , vel
V(l -H «)

^ / „>/(„„ _Hi) yy(nnff — 1) \ /(! -H «)/

'

CN- AM= ^ VinnU - 1) - -^
f-,

^!^""*

n ^ ' n JV{tt-*-i) {nntt — 1)

E..a„tem
7(rnr,= (l -«) >'=i-i4H-l^^^-ii|.^-*- e.0.

L. Ealeri Op. pottbnma. T. I. g3
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\. t, p dt p — du . ** A 4/.-
scribatur t= -> fore Jjy^^^^^^^

= Jy——^==Arc.cos~= Arc.cos~, et facto<= oo eril hoc integrale

=— . Deinde

^-i-ty^p dt r — uudu r dt r —u*du p dt p — «^^i,,

.
;

... Jt^Y[nntt — \) J V(nn — Uu) ' J t^V{nntt — 1) J V(nn — uu)^ J t''V(nntt — 1) J V(nh — uu)

4- .^xt-i-t»

J t^V[nntt —

'^-*-Zdu , r — u^du
—r^ r = A -h- Bu^ "^ ^ y {nn — uu) , ubi terminus algebraicus jQt =0 tam si

f' (f?'/!' " t€H') V V [flJm "" ttt€)

u= n quam sx t*= 0, ergo ob A=——'-—- ent

/— u^ -*- 2dM ('^ -*- 1) nn r — w^du

V(nn — uu) /i -f- 2 •' V{nn — uu)

/_ /7«/ 4»'

-Ty ^ = TT- J erit
y (nn — wie) 2

/' — MM d« 1 7t n — u^du 1.3 ^
Jk /

— u^du 1.3.5 7t
g

V{nn -««)"" 2" * T' ^*^' y>/^nn-««)"~"2T4*T*^ ' /V(nn - ««)" ^TTe"* T * ** ®*^"

quamobrera habebimus

/-»r .i»T "^ C^ 1-3 1 1-3.5 1.3 4 1.3.5.7 1 3.5 g . \CN-AM=-^.na[^-^^^^^-^*nn^— ^~,n^--^^^,^^.n^^ etc.)

Unde excessus in problemale quaesitus CN— AM pro infinito erit

Jt /1— . wa —
2 V2

l^ 3 2 12.32 5 4 12.32.52 7 6

22 4 22.42 6 22.42.62 8

quae si n fuerit unitate minus, valde convergit.

Sequehti autem modo hoc problema elegantius solvetur. Cum sit

CiV-^M=V(t+nn)/(?yfi-y(l-/^.—

*

)\^ / ./ •' ^ \ 1 H- nn nmjij -h aa'J

nn aa ., nnyy-t-aa 1 ,. a V[l — ««)
ponatur =m et =uu, erit = — > hmcque y = — • atque

nn -H

1

nnyy -t- aa aa «« n « ^

, a dudy= —
n uuV{i — mm)

'

ubi pro y= habemus m= 1 , et pro y= 00 , u= 0. Unde fit

CN-AM= ^" r^^(i-/(*-"^"^))
,

yw j «My(l — ««)

ubi r—777^^^ -= ~— ~ ^^
Pro altero membro —7-T—^^—

- • V (1 —• muu)= V(l — muu) . d .
^

"* ""^

J UuV{i MM) « «My(l MM) ' ' ' M

habebimus /— dM t/ ,- . ^(1 — ««) (1 — wimm) rmduV{i — uu)
y—, :

• r 11 —" WIWM) —f-"
/ ,/ ., ;

—

MMy (i — «m) m •' y (1 — «imm)

,. x»»T iiT " / >^(1— mm) V{i —uu){i~muu) rmduV{i—Hu)\
hmcque CN— AM= — -7- ( 1 H / —/tj-^ ~ )•^ Vm \ u u J V(i — muu) J

At si M evanescit, fit V(l — wmu) = 1 — — • muu, et pars integrata sponte evanescit, ita ut jam sit

/-»»r ATnr 1/ rduV{i —UU)CN— AM=— aVm / -r-~
'-

,
J V (i — muu)

quod integrari debet a termino u=\ usque ad w= 0; sin autem integremus ab w= usque ad «= 1 , ha-

^«^'™"'* CN-AM=aVmK^^-^.
•' y (1 — «imm)

cujus valor per rectificationem sectionis conicae assignari potest, uti constat. Quemadmodum revera est diflb

rentia inter asymtotam et arcitm hyperbolae vide Nov. Comm. T. VIII pag. 134 cas. II.
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(N. Fu»».)

Eril enim CN— AM^aCVm ; (1 — uVm)/7, ubi JT est arcus a vertice sumtus sectionis conicae,
m — 1

'

cujus semiparametcr = 1 et semiaxis transversus =a, pro terminis integrationis supra stabililis.

(J. A. Euler.)

Ilaec formula rduVH — im)

J V {l — muu)

duplici modo in seriem evolvi potest.

JL * 43 13 5
I. MoDus. Cum sit (1 — «»uu) *= 1 -i- — wmm -1- ^r^ mV -H r-^—; mV -*- elc. et

2 2.4 2.4.b

3

/u^ -^ ^duV (1 — uu)= —^ fu^duViX — uu) - j^ t,^
-*-

1 (l - MU) ^

ubi postremum membrum ab u=:0 usque ad w= l sumtum evanescit; quare cum SiifduV[\ — «u)= -j> erit

fuudu y (1 — uu)=— • —

/u^rfuV(l-uu)= i;|.^

/uVuV(l-uu) = i-|^.
^

etc. '

. r. r-\r athi JtaVm ( . 1.1 1,1 3.3 , 1.1 3.3 5.5 , . N tt- ^ jconsequenter fit CiV

—

AM= —— ( 1 -t-— w-i-— . — m^-H— •— «g-^m^H- etc.
J.

Hic ©otandum si

fuerit m=l, fore CiV— ^ilf=aVm/</u, ut fieri debeat CN— AM=a, unde sequitur fore

, n /. 1.1 1.1 3.3 \
^ = 4(.*-*-2-:4^2:4*4r6^ ^'')

4
ideoque haec series = — • Alter casus^ quo n= et m= 0, manifesto prodit CN— AM=Q.

II. MoDus. Ponatur u= sin9, ita ut integrari oporteat a 93= usque ad 93=—» et habebimus

Sit nunc brevitatis gratia -s =ft=- et° 2 — m 2 -*- «n

CiV— AM= a V— kfd<p (1 -*- co62<p) (1 -4- ft cos^?))""^

_ 4 4 4 4 1 S
Jam vero est (1 -h /j cos 29)) ^= i — — ft cos 293 -*-~M cos^^^) — '

'

/:^cos^2y -4- etc. Porro notetur esse

ifi %tiuh ;it -4- %1» 5 = iWt^

1 1
cos*29)= .^ -H— cos 49

*
3 1

'

cos'29)= -— cos 293 -*- —- cos 69)

cos*293= 5-;^
-*-Y cos *?' -*- — cos 89)

cos*29) = — cos 293 -*-— cos 6<p -t- —cos iO<p
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6o 1-3.5
.

*

co&^2(p =
Q

+- etc.

cos''^© = 2 . ^' ,' ' cos 29 -*- etc.^ 2.4.6.8
'^

8^ 1.3.5.7
*^^'^^ = 2:4:6:8 -^ '^'-

Deinde notetur esse ^(/93 cos 2/19?= ^ sin 2A93 , quod casu 9)= 90° fit =0; unde patet in evolutione omnes ter-

minos sin 2Xcp continentes omitti posse, unde nostra formula summatoria erit

/rf9)(lH-ftcos29r"^=/#(l-i-|;|4^'^-^-lxl^-2-il'^'-^, etc.)

/17 o -,* I o ^—-f /-j /^ 1 1 7 1-3.5 1.3,„ 1.3.5.7.9 1.3.5,, \
/rf9>cos29(lH-ftcos2<p) ^=/rf<jp^-^.-/c-— .-P-^-^^^^._fcs_ etc.)

consequenter CiV

—

AM=
1 l/l ; A 1

7 .
1-3 7, 1.3.5,3

.
1.3.5.7,4 1.3.5.7.9 ,. \

-2 "^^yK^- 4 ^-^4-74^^-4X8^-*-4X0^ -
4.4.8.8.12

^-*- elc)

casu ergo, quo «= 00, fit k= \, hic vero valor fieri debet =a, unde sequitur

2^2 __/ 1 1.3 1.3.5 1.3.5.7 \

"Proposita autem vicissim hac serie, ejus valor ita investigari potest. Fiat lt= zz et ponatur

- 1.3 . 1.3 5.7 8 , ^

4.4 4.4 8.8

1 2 1.3.5 6 1.3.5.7.9 .„

'=T"-^4X8" -*-4-X8Xl2^'-*-
^^''

ita Mi s — t praebeat nostram seriem. Hinc erit

. -• ^^-u....i.k .j c
, d, 1,3 1.3.5.7 .—= — .s^ -f- e ;s^ -H etc.

dz A 4.4.8

• r d,tz 1.3 „ 1.3.5.7 B , d*——= -j- <s* -H -T-r-^ • ;s^ H- etc. =—

-

dz 4 4.4.8 zda

hinc zdt -i-tdz= — ' Porro

d.sz . 1.3.5 4 1.3.5.7.9 „— =1-1- z -I z -H etc.
dz

*^ 4.4 4.4.8.8

rf.fzz , , 1.3.5 » , z^.d.sz 1——= 1 .
^^ -I——— z' -I- etc. =—-—

di 4.4 dz

hinc ;22(?< -*- 2fzrfz= ^Vs -H s^'</-z. En ergo has duas aequationes, ex quibus eliminando efo reperilur

^_(1— 2*)d< (2 — z^) <

unde ^^ dd^l - ^) _ ^ /1 ^ 3^ \ ^ ^
/^_ 4 ^ ^ N.

= zzm-^tzdzi

zdz

*(!_«)

unde resultat haec aequatio
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= zzddl (I — 2*) -H zdzdl (1 — ^z*)— idz"^ (4 -f- 32*),

unde si inventum fuerit /, tunc erit s= ^——ii—

'

h-^—^^

—

—•
zdz zz

llla autem aequalio ad difierentialem primi gradus reducitur ponendo t = e-^*'^^ dum erit dt= e-^*'^ udz

et ddtz=e-^''^^[dv'dz-^v\>dz^), quibus subslitutis reperilur

zzdv ( 1 _- 2*) -H zzvvdz (1 — z*) -f- vzdz (l -- 5z*)— rfz (4 -f- 3«*)= 0.

Statuatur v=— -, erit dv=i
.
—-— .

~ '
; quibus substitutis nanciscimur

« (l — «*) a (1 — «*) 2Z (1 — s^f ' ^

^ « (1 — a^) z

Lkmma. Notetur haec reductio /^'^-^"-'^dz (1 — z") ^— ^=—^ fz^^^Hz (1 — 2") *~ S «» integretur

a 2= usque z=l.

Alia methodds eandem.seriem investigandi. Quaeratur separatim series

- 1.3,, 1.3.5.7,4

et f_ i
,, ,

< 3.5 1.3.5.7.9
s

Pro priore consideretur formula

hinc erit

{i^kkz^) *= l-HlM;,4H_!l|ftVH-l^fcV2-4- etc.

fdpii^kkz*) ^=fdp-+-^kkfz*dp~^^^ kyz^dp^ etc.
4 -^ '^ 4.8

Nunc fiat f*dp=^fdp, et /Wi)= l/2Vp, et fz^^dp= ^^fz^dp, eiit

yop 4.4 4.4,8.8

Ex superiore lemmate habemus / ^ = ——- /n g-, unde fit

(l-«4)"i
"*"*"

(1-24)4

11=4/ 1* ^^'"*^' / 1:=8/—i:-

(1 - Z*)4 (1 - 24)4 (1 _ «4)4 (1 —«4)4 ,

zzdz
Unde patet sumi debere dp= 3-» consequenter erit

(1 - 2*)^

/zzdz p zzdz

^I T-J 1
(1 — Z*)* (1 - khz*)* (1 — «4)4

Pro allera serie t= ~ k~^ -r-T-z *' -*- T-r-^-^rrs ** -*- etc. Consideretur
4 4.4.9 4.4.8.0.12

(l-«;z4) 4_| I 1.5,3- 1. 5.9. 5 '10

£22 4 4.8 4.8.12

Fial/2'rfp = -^fz^dp, fz^^dp=—fz^dp etc. Hinc rf|) = j-» unde sequitur

(1-«V
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1

rdz {{i — hkz'^y
*'—

1) p dz
t j j :

J
3-.

hzZ (1 — 24)-l (1 _ s4)4

Hiiic autem neutiquam patet quomodo haec series commodius exprimi possit.

A. m. T. I. p. 258 - 266.

101.

' \ ' (N. Fuss.)

: ,} Si trianguli latera fuerint

a= rs{qq~\-tl), ' b= qi {rr -i-ss), cz= {qr -+- st) {rt — qs)

erit area = qrst {qr -t- st) [rt — qs).

At si quadrilateri circulo inscripti latera fuerint -

"

-

a=f— pqr, b= f— pst, c= f
— qsu, d=f— rtu11..

exislente f= -^ p {qr -4- s/) H- y w {qs -f- rt) , hic scihcet est f semisumma laterumjs tum vero area quadrilateri erit

= pqrstu.

A. m. T. I. p. 326.

(N. Fuss.)

« Theorema geometricum. (Fig. 65.) Si quatuor puncta A, B, C, D utcunque fuerint sita, eorumque bina

jungantur sex lineis rectis AB, AC, AD, BC, BD, CD, inter has sex lineas talis est jelatio, ut sequens aequatio

locum obtineat:

AB"" . CD^ {AB'' -t- CD'') - AB"" . CD^ {BC -^BD^-t- AC -\- AD''] -h BC . BD^ . Ci)*

-H AC^ . BD'' {AC^ -\- BD^) — AC^ . BD^ {AB^ -h AD'' -h BC^ h- CD'') -h AC^ . AD^ . CD"^

.4- BC^ . AD^ {BC -f- AD'') — BC . AD^ {AB^ -\- AC"" -+- BD^ -h CD') -v- AB^ . AD^ . BD^

-^-AB"^. AC!" .BC^=
ubi in tertiae columnae quovis termino tres rectae triangulum constituentes conjunguntur, in prioribus autem

columnis ratio compositionis est manifesta.

Demon/^tratio, Sint latera AB= a, BC=b, CD= c, AD= d et diagonales AC=p et BD=q. Gon-

• 1 A -n^ • ^a H- pp — 66 . 1 j y^

siderentur anguh x et y, et ex triangulo ABC ent costj =——g— = a, et ex triangulo ACD erit

, r dd-t-pp — ce n

At vero ex triangulo ABD erit cos{x-t-y) == ^— -=Yi

hinc ergo erit

.1 i/l — « t -i/l-*-a .1 i/l— /3 1 i/l-«-/Ssm-y=K—2— » (^os
-^ y = V -r^ , sm-^x=V—^ et cos-^x=y—^
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unde flel «i„ f^^= y(i-^(i-^«)^ •/(«-')'(»-«
\ 2 / 4 4

et cofl
("^-^y^

=: l
/(* -^"> ^* -^'^)

•]/(* " «)(1 -i^)

At vero ex terlia aequatione sin (^-|-^)= K 7 ^
^^ ^'^*

(~i~^)~ ^~|~^ * ""^^ nascuntur hae duae aequa-

tiones

V(l— /?)(l-f-a)-+-V(I-a)(l-*-/5)= y2(l - y) et V(l -*-«) (1 -i-/?) - V (1 - a) (1 - /?)= V2 (1 -4-y).

Sumatur prioris quadratum et reperictur V (1 — aa) (1 —/?/?) = a/? — y, hincque denuo sumtis quadratis

:

1

—

aa — ^(3— Yy-i~2a^Y= 0. Hic igitur tantum opus est, ut pro a,(3,Y valores substituantur, scilicet

aa-*-pp — bb - dd-*- pp — cc aa-t-dd — qq"~~ ^ '
"~

2dp ' ^~ 2^d '

quo facto et per denominatorem h-aaddpp multiplicando , si termini in ordinem redigantur, erit

aacc [aa -\- cc) — aacc ihb -v- dd ~v- pp -t- qq) ^ aabbpp

-t- bbdd {bb H- dd) — bbdd [aa -l- cc -- |)p -f- qq) -f- ccddpp

+- ppqq [pp +- qq) — ppqq [aa -+- bb -t- cc -i- dd) -t- aaddqq

+• hbccqq= 0.

Multo brevius autem hoc negotium fieri potest, posito x -\- y =. z; erit cos-2=cosa; cosy— sina; sin y,

ergo sin a; sin y= cos x cos y — cos z et sumtis quadratis sin^a; sin^^y= cos^a? cos^y — 2 cos x cos y cos z -i- cos^z

at est sin^a? sin^y= 1 — cos^^o: — co&hj -+• co&^x cos^y,

ideoque 1 — cos^^ic — cos^y -H 2 cos a? cos y cos z — cos^z= , hoc est

1 — aa — /5/5 — y/ -I- 2a/?y= ;

reliqua manent, ut ante. Cum igitur sit

dd-t-pp — cc i' aa-¥-pp — 66 Y . aa-t-dd — qq Z
cosx= TTz = sx' cosy= =x— et cos2= ^r-z—~= —--i

2dp 'idp
^ 2ap lap 'toA 'iad

ITX YY ZZ XYZ
hincque fiet 1 — — -. -t

—r,-*--.—77- =0 et per h-aaddpp multiplicando
^ Addpp Aaapp Aaadd Aaaddpp

kraaddpp — aaXX~-ddYY^ppZZ-^XYZ=Q.

Sumto nunc (Fig. 66) in triangulo puncto quocunque, ex quo ad singulos trianguli angulos ducantur rectae

X, y, z, erit aaxx {aa -t- xx)— aaxx [bb -\- cc -+ yy -*- zz) -t- aabbcc

-+ hbyy [bb -4- yy) — hbyy [aa -^cc-t-xx-+- zz) -+• aayyzz

'+CCZZ [ce -i-zz) — cczz[aa-+~bh-\'XX-+-'yy)-^bhxxzz

-+- ccxxyy=
quae ita disponi potest

aax* — xxyy [aa -t-bb — cc) — aaxx [bh -+cc— aa) -+ aabhcc

hhy* — xxzz [aa -+cc— bb) — bhyy [aa+-cc ~- bh)

ccz* — yyzz [bh -¥-cc — aa)— cczz [aa-i-bb— cc)= 0.

A. m. T. I. p. 34^. 3{G.
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103.

(N. FU88.)

Pboblema. (Fig. 67.) Angulum ACB, sive arcum AB in n partes aequales proxime dividere.

fi 2 , n 2
SoLUTio. In AC producta capiatur Ca= - AC; deinde in radio CB capiatur Cb= rC"^; tum per

1
puncta a, b agatur recta arcum secans in 0, eritque BO proxime — AB. Ita si angulus debeat trisecari, ob n= 3,

eril Ca = jAC et Cb=jCB.
A. m. T. H. p. 26.

104.

(N. Fuss.)

Theorema. (Fig. 68) Si arcus circuli quincunque ab in duobus punctisjp et q utcunque secetur, semper erit

siu n . aq . sin n .bp= smn . ap . sin n .bq-t-sinn .ab .sinn .pq

ubi pro n numerum quemcunque accipere licet.

Hinc si fuerit n numerus valde parvus, erit
'

aq .bp= ap .bq-\~ab .pq.

A. m. T. II. p. 132.

III. A n a 1 y s i s.

105.

(Lexell.)

Criterium pro dignoscendis radicibus rationalibus aequationum cubicarum.

Quum aequationis cubicae lernae radices ita exprimantur:

..33 3

hae tres formae rationales esse nequeunt, nisi Vq et 'yr sequenti modo exhibere liceat : 'yq^ s-t-ty —

3

et 1/^= 8 — ty — 3; tum enim fiet

I.x=p -t-2s, JI.x= p — s — 3t, III. X=p — S-»-3/;

tum autem ipsae litterae q ei r similes formas habebunt; erit scilicet q= u-t-i^~[/ — 3 etr= w — wy— 3.

His praenotatis, consideremus aequalionem cubicam: x^= 3fx-i-2g, cujus radicem constat esse

x= y(g-i- Vigg - f')) -^y{g - y{gg- f )).

Ut ergo omnes tres radices sint rationales, ob g z±zy{gg — f^)= u±i*y — 3, evidens est esse debere

y{gg— f^) = i^y—3, ideoque 1^= 1 ~ ^^ "*"
'

et f^ — gg= 3i^u, sive
'~^^= n; unde concludimus, quoties

—-— fuerit quadratum, etiam omnes tres radices fore rationales.

ExEMPLUM. Sint radices / . a? == 3 , II.x= 7 et III . x=iO, unde aequatio resultat x^ — 79a;-»-210 = 0,

sive a;^=: 79^17 — 210, ubi f=-^ ^t g =— 105, hinc f^= —^— et gg =11025, ergo f^ — 99 = —aT~^

9

, l^ -gg 195.564 ^ ^/f^ - gg 442 , ^, 4^2 , ,^.
consequcnter —~- = ^. et V-——^=—-, unde ut ^^= -77- el w=— lOo

U 01 <S U «7
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Hoc idem aulem in genere ita ostenditur: Sint temae radices x= a, x= b^ x= — a— b, ila ut aequatio

at x^= {d^ -^ ab -^ b^) X — ab (a -i- b). Ilinc fit .. .^

o=*-t-at-»-6* , —aba-t-b) ^, a^ -t-3a^b-i-6a*b^ -t-7a^b^ -*-ea^b*H-9ab^ -t-b* JiT9,0=
f=- 3 etj= , /3=

^^

a*b^-t-^a"b^-i-a^b* f^ — g"^ 4a6-+- 12a^6 - 3a^6^ — SGo^fc^ — 3a-6-» -<- 12at» -i-46«
et ^= — ^, ergo ~^= -— -^_ ^,^

: t//" - g' _ 2a3 -H 3a^fc - 3a^' - 26^ _ {a - b){2a-*. b)ia-*-"^f
''^''^^ .n= \>i- (^1 if"

'"^
3 9.2 18 ' inWiiiqiJbW .**enmM

Observatio I. Quum p — g^ debeat esse triplum quadratum scilicet 3^i^, sive p= gg-^3i^u, certum

est hoc fieri non posse, nisi ipse numerus f jam habeat formam similem mm •+- 3nn, unde sequitur, si numerus

f in suos factores primos resolvatur, unumquemque fore formae Ga-t-i, cujusmodi numeri primi sunt 7, 13,

19, 31, 37, 43, 61, iB7, 73, 79, 97; unde statim ac numerus f factores involverit vel 5, vel 11, vel 17 etc.

certum est aequationis omnes radices non esse rationales. i. i.iiim »,nj'iivii'

Obsehvaxiq II, Sit igitur f numerus huius formae aa-f-3/3/?, et quum sit
, ^, . , ,,.• " »„. ^, t ^n

{aa -f- 3^/?) ijpp -H 3qq) = {ap ± 3(Sqf -+- 3 (ag zjl pp)\ '

, ^ HH v*\#= «m 9&mU

eri

t

(aa -4- 3/?/?)
*= (oa ± 3/?/?)=^ -+- 3 (a/? qr /?«)^= (aa — 3/3/5)* -- 3 (2a/?)*

porro (aa -i- 3/?/?)^= (a^ — 3a/5/3 =t 6a/?/?)* -t- 3 (2aa/3 =p aa/? ± 3/5^)=^

ideoque vel (aa-4- 3/3/?)3= (a^ -«- 3a/?/3)2-f-3 (aa/?-i- 3/?^)*

vel (aa -h 3/?/?)^= (a^ — 9a/?^)2 -h 3 (3aa/?— 3/?')^

Hinc quum sit f^ =gg-k- 3wv , erit g-= ± (a^ — 9a/?/3) 61^^ = =^ (3aa/? — 3/?^) ;
quare si in aequatione

x^= 3fx-i-2g fuerit f=aa-^3p^ atque insuper §-=±(^3 — 9a/?/?), tum omnes Ires radices erunt ratio-

nales, et nisi simul fuerit f= aa -1-3^(3 atque g=±{a^ — 9a/?/?), omnes tres radices rationales esse non

possunt.

Obsebvatio III. Sin autem f et jg tales habuerint formas, ut sit o;'= 3 (aa -h 3/?/?) a; -h 2a (aa — 9/?/?),

radices certe erunt rationales, quippe quae erunt-a?= 2a, x= — a-i-3/?, et x= — a — 3/?. Hinc igitur ve-

ritas nostri criterii ita est stabilita, ut non solum praesentia critgrii tres radices rationales indicet, sed etiam

rationalitas radicum ipsum hoc criterium involvat.

Observatio IV. Videamus autem quoque
, quomodo hoc crilerium ad formam generalem aequationum

cubicarum applicari debeat. Proposita igitur sit forma generalis z^ -i- Pz'^ -t- Qz-i- R= 0; primo ergo ad for-

1mam praecedentem revocetur ponendo z= x ~ P, et aequatio resultans erit
3

>1 x'-^{Q--^P^)x-i-^^P^^^PQ^R=0,

«ve x'= (^^P^-Q^x^^P'-^jPQ-R.

"11 1 1 i
unde pro criterio nostro habebimus f= — P^ O et o= — — jP^-4- -;rPQ—tt R, unde fit'9 3 27 62

'^=OS ^^00 - i 0' - i P=« -H1 i-O» -
f,
R«

ergo per 324 multiplicando , criterium nostrum postulat, ut sit quadratum sequens forma

P^Q^ — ^Q^^iP^R-^iSPQR— ^TR^^^D.

A. m. T. I. p. 109. 110.

L. Ealeri Op. posUxuna T. I. g£
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Sit cubica aequalio x^= fx~\-g omnes radices habens rationales, q«ae sint a, /?, y; quia earum summa

= 0, erit y= — cc — j5. Jam sint a, /? radices hujus aequationis zz — 'pz~\-q= {i^ ubi propterea erit 'pp— k-q

quadratum, haec ergo per 2-*-p, hoc est 2-+-a-+-/3 mulliplicata, ipsam propositam producere debet, quae ergo

fit 2^H-(</— j)p)£-t-p?= sive z^= {iif^ q) z^pq-, quocirca erit f=pp — q et g= — pq. Quum igitur

g\l pp — !^q= n, quaeritur quomodo eadem haec conditio per f &i g exprimatur, quae est quaestio peculiaris

naturae. Mulliplicetur j)j)— 4^ per quadratum p* --^-^appqHraaqq, ita ut etiam productum

'"?»!'{?'> ^MvP-f-^v^— "^^ p^-i-{2a— k)p*q-i-{aa— Sa)ppqq— \aaq^= n esse debeat;

manifestum autem est similem formam nasci ex formula f^-t-^gg-, prodit enim p^ — 3p*q-i-{^ -^^-
(3) ppqq—q^= D;

l 27
pro identitate igitur litterae a, ^ sequenti modo definiuntur: a= — , /?= ~T~' ^^^ valores etiam postrema

27
membra identica reddunt, ex quo pro rationalitate trium radicum hoc critermm requiritur, ut sit p——gg= n.

27
De hoc autem criterio duo sunt notanda: l*' f^ — -7-99 debet esse quadratum integrum; 29 hujusmodi aequa-

tiones ^»^= i/V -h Sg ad formam simpliciorem ponendo u= 2a: debent reduci x^= fx-^ g.

k. m. T. I. p. 113. 115.

saoiJflupofi, ai ia/jyifii;

«oa ^J^QBV^W.4A..,Si habeatur haec series

106.

(Krafft.)

i 1 1 1 1 ,

j^.?^(>-.»»Vt)Sh^ * ^-^" *-*-2« i-^3a 1-H^a

ejus quadratum s^ commode pev seriem exprimere. Erit autem

iaaijo t>3
2 . 1 _^ 1 1

^ ~~ (T^^^ (1 -t- 2a)2
"*"

(l-+-3a)8
"*" ®

2 2 2

1.(1 -f-a) (l-»-a)(l-H2a) (l -f- 2a) (1 h- 3a)
etc (=-2^)

2 2 2

1 .(1 -H 2a)
"*"

(1 -H a) (1 -I- 3a)
"*"

(1 -i- 2a) (1 -h Aa)^ ^^^ {^-^W)

^ ^ ^ - etc.....(=— 2ql.(l-*-3a) (l-t-a)(i-t-4a) (1 -<- 2a) (1 -h 5a)

etc. 11 1
Erit vero A = \- — — ^. -\- -—^r-— — -+- etc.

ItJ mu (1 H- a) (1 -*- 2o) (l-i-2o)(l-*-3a)

,1/11 1 1 1 1 , N
sive - A= — [~r — . 1-

,
, — -H — -+ etc. ja\l 1-+-0 1-Ha l-*-2a 1-H2a l-*-3o /

1
ergOi4= — .1. Similiter

„1/1 i 1 1 i 1 1 ^, \5 = — ( -* ... -4- i..- .4- .—— — etc. I
2a\l 1-h2o 1-t-o 1-H30 1h-2o 1-+-4o i-i-3o /

ergo ^= 1 (^l -H^). Eodem modo
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3a\l \-i-3a l-*-a 1 -^ 4a l -4- 2a i-*-5a 1 h- 3a i -f- 6a
"*"

J

eriro C= — ( -r-*- -. 1- .—^ J
et ita porro. Quocirca fiet° 3a\l 1-4-a 1-t- 2a/ '

«» = 1 etc.
(lH-a)2 (l-»-2a)2 (l-i-3a)*

a 2a\l 1-t-o/ 3a\li-i-a l-»-2a/ >}o<| 'fnlsmiM 0{i}>«n|e

cujus parlis posterioris valor ita investigetur: Ponatur jjpHa dK iidelnioq sti

^"~ a' "^ 2a VT~*~l-i-ay 3a V 1
"*"

1 -^-a
"*"

1 -t-2a J

dz 2 . 2a; /. * N 2a;2 /. 1 1 \— = 1h (1-t-i ] (1-*-, »- 1

—

jt)dx a a \ Ih-o/ a\ l-*-a 1-4- 2a/

a \ 1 -+- a/

2ara

erit

do;
-?^.l

a

etc.

etc.

etc.

— etc.

adeoque
siVJ {l-*-x)dz 2 2a?

dx a (1 -t- a) a (1 -- 2a)

Ponatur x=.y", ut habealur

(1 -4- y^) dz _

., . , '\\'x ay^—idy
~

' -"• '

(1 -4- y") dz
*®"

y^-'dy -

,, (l-4-J/«)d*

2y« 2j/2«

a a (1 -H a) a (1 -4- 2a)

2y ^j/^-^i 2)/2"-*-i

etc.

-f- etc.

..3*0£i*l3

1 1 -4- a 1 -4- 2a
t- etc.

y« 2dt/____2_|.2y°-2y2«-H2y3'='~-
etc. =- ^

dj/ y^

ifMitiJH]

io 0^9 »iiiH

ergo
(1-1-/')^

c. r ^y ^ j ^%f°—^dj/ /» dy

-^^=I^ = -^Jt::^ et dz= ^^_^^ f^. consequenter

—_ o f
y^—^^y rjy_~

J l-4-J/« /1-4-S

rtiuo obni&(i

!/"

Posito ergo y= l erit quadratum quaesitum

1
«2 __ 1 _| ,

(1 -4- a)* (1 -4- 2a)2

Hic vero occurrit casus memorabilis, quando a= 2, ideoque^

etc.

tum autem fit

unde tandem oritur

.111
,

r

, ?r2 1 1 1 7r2

' =r6=*"*"r^-*-5^-*-7^"^
etc. --

^ 1 1 1 ,
n^

I -t- — -H —=.-- 1- etc. = —

•

* 3« 52^^ 7* 8

itTl^-V..

a= 1 -_ .^ _!«_—-. -H etfi. =k)|{.2

adeoque

Sin aij,^ ,|jwat
4<[^ ^, ,j4§pque

^ .^j/ (i H- y) Ji -»-
j/ J y^i-*- y}

et ponendum erit post integrationem y^t, erftcfDe

.?.m. ^=(i„g.2)'= l+^-Hl-Hi^ elc. -2/^

#

.i',i[;

-inJidei<pd£ [nl fefl»io

y log. (1 -4- y)

y)

A. m. T. I. p. 162 — 164.
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»
'[ ^ 107.

(N. Fuss.)

(''^''
'^ y^ ^

Theobema. Proposita serie potestatiim quacunque

P=\ -^ x"-
-V- x^ -{- x^ -\- x^ -\- etc.

ejusque suraatur potestas exponenlis X, nempe 7*'^, in qua evoluta occurrat terminus \n] x", ejus coefficiens [n]

ita pendebit ab aliquibus praecedentium, ut sit
orviiivjr,

w [n]= _(„_«) [n - a] _ ^^^^^ [n - /3] _ („ _1 ^)
[n— 7] _ ^^^^

quae expressio eousque esl continuanda, quamdiu numeri n — a, n— /?, n — j/, etc. non fiunt negativi.

Demonstbatio, Ponatur P^= S, erit IS= XIP et --=:—-) hincque PdS= XSdP
, quae aequalitas ita

xdS xdP R
repraesentetur P .

~— = aS .
—

• Cum iffitur sit P= 1 -i~ x'^ -\- xP -{- x^ -i- etc. erit^ dx dx ^

^-^= ax--\-px^-\r-Yxy-\-dx'.^ etc.
"

'^"^^^*^

Jam in serie 5 occurrat terminus [n] x^, praeter quem considerentur eae potestates, quae per — multiplicatae

producere possunt potestatem a^", qui fermini ita repraesententur >'

S= [n]a;"[n— a]a;"-«[n— /5]a;''-/ etc .

c

Hinc ergo erit ~—r— .aia — "^wL. .

; , iiowoan. ^^^— ^" ^^ ~ "] ^" "*" ^^ t'' ~ ^^ ^" "*~ ^^ f ""
" ^^ ^" "^ ^^"^-

. .osio

'

Deinde cum ex iisdem terminis sit

^= n[n]a!"-f-{n-a)[n-a]a;"-«-i-(n-/?)[nrr./?]a;''~^-+- etc.

quae in P ducla, pro poteslate x" praebet sequentes termmos

n [n] x" -+- (n — a) [n — a] a;"-»- (n— /?) [n— /3] a;" -t- (n — y) [n— y] a;" -h- etd. ••* '

Hi igitur termini a;" utrinque debent poni_ aequales , unde erit

n [w] -h-{n— a) [n — a] -t- (n — /3) [n — /3] -i- (n — y) [n — y] -i- etc. =
Aa [n — a] -i-' A/? [n — /3] -t- Ay [n — y] -4- A5 [n— 5]-*- etc.

, p ., ; ::L=-i;=~- ujHu) msbni.j fibno
unde coniicitur ;,* Ot

nln] = _ ^^'L ^)
[n -. a]

_-J;
^^.^^ [n - /3] _"J f! ^^

[n - Y^l etc*. Q- .
^^- !>• mtpnsbR

CoBOLLABiuM. Cum iu serie P exponentes ipsius x sint 0, a, /?, y, d, etc, in serie S= P^ a\mk pote«(taiM

non occurrunt, nisi quarum exponentes sunt summa X terminorum hujus seriei 0, a, /3, y, 8, etc. unde si in hac

serie S omnes plane potestates ipsius x ocqurrant, id erit indicio omnes plane numeros reduci posse ad sum-

niam A terminorum istius seriei 0, a, /3, y, ^, etc. At si quaepiam potestas a;'* non occurrat, tum ejus coeffi-

ciens [n] aequabitur nihilo. Manifestum autem est, nullum coefficienfem fieri posse negativura;ii'j niijbnono-

.'^±- A. m. T. I. p. 335. 336.

.m -m A •' -T •ffli -4
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108.

(N. Fuss.)

Teorema. Summa hujus seriei 5=1 —©'v*
""

o")"*" "T v*
*" ¥"*" Ty— Tv^ 2i "*~T

""
t)"*~ ®'^"

Demonstratio. Colligantur primo ultimi termini cujusque membri, qui erunl:

111 nrr

X oJaiii sb«J
Deinde his terminis exclusis, colligantur denuo termini extremi cujusque membri: •

1 1 1 1 ^

1.2 2.3 3.4 4.5 laiJdoded lojnaupdaaoJ

His deletis colligantur denuo ultimi termini, qui sunt

1 1 i 1 _J^/, J_N

Simili modo ultimi sequentes erunt

1 1 1 1
t _ ^ f* ^ ^\

' ~ l74 - 275
""

3.6
"

477 ~ ^^^' ~ ~ 3 i^'
"*^

2
"*" T/

.1 / \ 1 i\ ,
' ..! .• 1.,. . ;.i^-.. ;

rf >r i. y ::

'

I

Eodem modo sequentium. summa erit ~^-7\^-^'a~^~^~^'T) «icque porro. Quare si statuamus

erit S= -^ t. Jam istam seriem postremam ita repraesentemus

:

6

x^ / 1 N x^ /. 1 1 \ aj4 /. 1 i 1 N ,

;----+- ,— -+- Jfisb ffiiiHu raiiiJn9«pd<5

unde sumto x= i nostra series t prodit. Nunc autem fiet

s r.
'
- f (' -" ^)

-^ "' (' - ^
"" ^)^- -'('-^4-^4-4)- ^"=-

unde termini primi' singulorum terminorum inncti dant ^ .

i T-*-f--*-Oj-t--F = ^

~, 1 — a; -t- a:a; — a?* -H etc. = -. • y ^
' 1-1-05

i

1 2
CoUigantur porro secundi ^ [x — xx ~\- x^ — x*" -v~ etc.) = — —•

i

' ' ,3 . ^4 _ <».5 - ---^ - "
Tertii dabunt -h— (a^a; — a;^ -4- a;* — a?* -»- etc.) =. -, -

T^' •+"-F^* . 'J^9 9rPp?vis» ,___--_. — H- tm/dsb itSJlRKIjm

Sequentes^ erunt —

j

» -j , etc. Quamobrem erit

dt 2 3 4

dx i-*-x

fractio, cujus numerator = — i(t -f-a?), sicque — = -75—-.• Cum igilur sft > .. ^ . == — — rr-r» P«f
' J

,
a; ^

' ^^^ da; x(l-Haj) «(!-*-«) « 1-4-«

partes erit

T.r.
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cujus posterioris menibri integrale est — ~ (^l {i -i- x)f— — ~ {12)^. \^^
2 \'v- --// 2

rdx
Pro primo merabro /— l{l-h-x), id erit

/dx C XX x"^ a;* aj^ . \

XX x'^ x^

Unde facto a7=l, erit haec pars >
Y'^*

^ 1 1 1 . n^.T1-4-^7 -16-^ <="=•=
12

)1 itid

^TT 1
Consequenter habebimus <= 7^ g ('^S) , ergo summa seriei propositae

12

*=i-^i<'2)'

etc.

Theobema. Sequentis seriei

summa erit 5= -^-Q \

Demonstratio. Colligantur hic iterum termini postremi singulorum membrorum: .

•••-•
: , iiuSrjonpaii cborff ;.111 . TCTt

*-»-T2-^p-^7-^-^ ^*^- =-8-*

His deletis reliquorum ultimi termini colligantur, qui sunt /2

J L J , _ ± 1
'• ^ ,7=-^*n'

1.3 3.5— 5.7
^^^" — ~"

2 -^y
^ ^

11 1/lN
Sequentium ultimi dant ~*~ 7~5 ~*~ 3^^ -*- etc. =-4 (^"+"3") 5 sequentes erunt

^'^W rn«)Hic oci_ ^ . .^ mua sbar
1 1 1 1 /. 1 1\-" 1.7
"3.9"' 501" — " 6"V"^3 -^ 5; V.

- := .,.4.
f

.... '
• -_ J:'

; jCjt 1 1 / 1 \ 1 / 1 1 \
et ita porro. Hinc erit S= -g t, existente «= — .1 — — M-f-_j-i-_MH-—-h—j— etc. Statuatur

,=:_..l-_ _.(^l-H-3-)+ g-^l-H-g-H^-g)- etc. fietque

^= ^-jr3(^l+i-)-i-«.^(l-H-l -h4)- etc.

cujiis seriei primi termini collecti dant x — x^ -\- x^ — x' ~\~ etc. =
^j

• Secundi termini

:

x^ x^ x^ 1 a?
nr-t—r 7^-^ etc. = — -r

3 1 -i-aMr'

1 a^ .

sequentes dabunt h- -=- •
5

> sicque erit

a; — - a?'* -f- -- a;* — — a;' -1- etc.
"* o D 7 Arc. tang x
dx 1 -H XX 1 -^ XX

/dx /* 'dx 'l

i
• 1-, » cujus integrale t = — (Arc tang x)^. Hinc sumto a-= 1, erit

^ ^ 1 fl^^ ^T-^r - ftrt jtn ZftTt'= 2 -16 = 32' ^«"«equenter 5= -^
-

-g^
=

-g^-
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CoaoLLARiDM. Inventa hac summa s\ ipsam seriem propositam ita tractemus:

etc.

1

termini prirai dant 1 — xx -^ x'^ — oc^ -h- etc. =
i -i- XX

dx1 XX 1 x^ dS 1 /*

secundi: — . 5 tertii : ^*- > ideoque —= — /-
3 l -*-xx • 5 l-*-xx dx «(1-+- JMc) J i

1 1 a;

Est vero —;
;
= -.

—'— j ergo
x{\-*-xx) X \-^xx ^

^ rdx r dx r xdx p
J X J \ — XX J l -^ XX J l

dx

Gum iffitur sit f- z=x-^~ x^ ~i- -=- x^ -t-— x'' -i- etc.* J l — XX 3 5 7

/dx c dx x"^ x^ x''

X J i — XX 32 5* ,
72

Po&ito ergo a;= 1 , erit

Aij; r dx .1 1*1
./ a; j 1 — a;a; 3^ 5* 7"*

^ _, SJTjr ., SftJT mt c xdx r dx ,

(Juare cum i= -— » erit --rr- =-^ — /; -. ; unde sequitur
32 32 8 Jl-f-xj;.'! — ao;

^

/> a;da! r da; xft

1 -i-aa; ./1 — XX 32

biiii

1 * 1 , ft:t

T

quem valorem non video quomodo directe erui posset.

Problema. Hanc seriem, secundum niimeros primos progredientem,_11111111
* — ¥~ 5 "*'y"^n""i3"i7"*"i9"*'^"" ®*^'

ubi numeri primi formae 4» — 1 habent signum -h, reliqui formae 4»-*-l signum — , in seriem convergen-

tem convertere.

SoLUTio. Hoc duplici modo Geri potest. Cum enim primo sit productum

^ 4 4^ 8 12 12 , -

ubi denominatores sunt numeri primi, numeratores vero pariter pares, unitate vel majores vel rainores, sequi-

tur fore
'

4 " . ^ Ct "\ 1 /4 nr \ 1 /. A.A n\ 1 /- 4.4.8 it\ ^
'

^=*-T-^T0-4)-*-TU-T-0-*-7(*-3-:5-T)-*-ri(*-3:5^-T)-*- «**^-

n • j .. ?r * 2 6 6 10 14 , ^. . ^Uemde ciun sit —.— . — .--._._ etc. = 1 , hmc sequitur fore

'=T-'-Kf-0-K'-4-f)-KI^-t-0-Aa4l-T-0

quae ambae series manifesto valde convci^unt.

Theorema. Potito — =5, si summae sequentium serierum ponantur:
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.11111
, .

± i- ± jl J_
32 ^ 52

~*~
72 ^ 92

~*"
1122-»-^-^i^-»-^-^ TTz -^ ®^^' — 2 ^??-

j i __L J_ L
33 "^53 73-^93 11 =

>• * 111 1 , 1/^11— o3-»-F3 -^-*-^3—I73-^ etC. =4^92

^"*"P"^5^-^7^"*"9^-^ir*-*" ^*^ =8D?*

' ,'^ _. j \ ^;rir
j

etc.

coefficieiites ita a se invicem pendent, ut sit

„ ^AB ^ '2AC-*-BB ^ <^AD-^'iBC „ ^AE-k-^BD-i-CC
^= 1,, B=\, C=——i D = —-^^ > E= , F= —

, etc.

unde colligunlur isti valores

A= t, B=l, C^l, D = {, £ = 1, f=l. C= ^^, H= ^S etc,

ubi insuper litterae seorsim per 1, 2, 4, 8, 16, 32 etc. multiplicari debent. Hinc istos numeros ulterius con-

tinuavi, quos ergo cum potestatibus ipsius q sequenti modo repraesento. Prior columna valet pro potestatibus

imparibus, posterior vero pro paribus:

Aq =i.q Bq' =i.2q'^

Cq' =|--V Dq' =T-89* -

etc. '
' etc.

Quodsi litterae posterioris columnae ordine dividantur per hos numeros 2.3, 2.15, 2.63, etc. prodeunt meae

fractiones — , ss' dT^' 57^» ^^^-

Supra habuimus haec duo producta

.,ir, ^r--*, 4' §. 12^ 12
,

, . n: 2 6 6 10 14 , ,

4^^ S 7 11 13 ^^^- —^ ^^ 2 3 5 7 11 13 ^^^" " *'

horum prius per posterius divisum dat: 1 • -rr • -x- • rr • t7 • 77; • ;^ • etc. =1. Hae fractiones invertanliir
* * 6 6 10 14 18 22

et sumantur Jogaritjjjimi^ ^^i;;i(qije
.

('-r-B-^>H-(,'p,|^,io^,u^
,,„. ^,

/T. 0[,^.:} :.

»1^ ^^

^ ^ V 1

6 -*'T 6 ~T
Cura igitur sit /— = i -., l—=l L., elc. evolutis logarithmis semissis dabit hanc aeqnatioii^rh

:
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j i_ j i^ T L -1
7 3 * 73 5 '-.^J/ .!/ 7 * 7^

,

> etc. =0.

11 3 'li«T-5 VliP.'^ 7 ' ilM — » Jiio t --^ i=^ luj.

i 11 11 11] ^
Tar -^ -3" •

i3^.?:\r5-; ; 1^1: iTl in^izji^ii:!^!^^V ^'^-
>

tt\ -+- qo

i 1 1 "1 1 - A .^iu

-5 r""!!"*'^^ ~*""i7'""
®'^

J

1 /1 1 J_ J_ 1 . \\

1/1 1 11, i (M— m; n(
. ,

- ,

5 VS-' 7-' 11* 13* 17^ /V-';-

etc. ^g— m> !iy j i:\rtt= v ^^ ^''i'*" ' ~~ 'i
^^"^ •*'

tr -;--,. -
'

Hinc porro _ , .

'
,\ . ^ r„\_v«, l { ,xc. - i)rtV) -v

I j I 1-1 1
" (*Xjt-i)V (&\x4-i-(xx -1- 1)1») V

-"i T-.Tn*:/7"~*"rr~i3"" 17"*" ^*^- =^="r
-4^_L/^_L j_ 1 i 1 , \

.Oai3 V5' ~ 73 ""il3~*"l3^"+-17^— «t^-;

i / 1 1 1 i 1 \
(..; r^--5-V'5^""7^~'lp-*-l3^-*-17^-- ^*'^-;

7 \5' T^ il' 13^^17' : j

.-'.rfUBsCii^ ... U'uhsl^t(j.; >
; . -,»i>n$5fi*iyill ^b fim"' ''V»] ,;,M);:i>Tri.;< i?P 1

_iio3C orip.Hio .o.rwfiTh-:!". .;i r)'.4"i') 'j?;!-) -v Jm •!; mn'lBniM) iL; . i i -:

Unide «equitur nostram senem 5 aliquanlillo majorem esse quam — • .

"

Observatio. Per similes raliones inveni, si omnes numeri primi in duas partes dividantur unitate diffe-

renles, ac pro numeris primis formae 8«-f-l vel 8nH-3 partes majores pro uumeratoribus, minores vero pro

denominatoribus sumantur; pro his autem numeris 8n— 1 vel 8n— 3 minores pro numeratoribus et majores

pro denominatoribus sumantur, productum omnium harum fraclionum erit =1, hoc est

2 2 3 6 6 9 10 , . ,,fj13 4 5 7 8 9
^

• ^. — -^ c^ ^iafi) ^up^alU ^s^«i*^5^\j — — cpfto*) t^ hid^^fijq

CoROLLARiuM. Transformatio seriei 5= -- — — -f- -—— _- -i- _- — _ -f. etc. eliam hoc modo referri

potest: ^ "

' ' '

.

f(» ]!^n/^ )'hJ'>I> omo i(ma :e|ic'M!'>ylft «i6)iJnRiif» .-^- miy)'» li-jo ,t> «uifi^qi Ml^nul c^ l>'n <s> ni?. mfij elviiii tTt--7«- r— rr, nn/*) )'hJ'>I> ojno i(ma :eaic'M!'>ylft «i6)iJnRiii»Vr mrJ)*» li-j-j .n «uifi^qi Mf^nul

CjNltt!»

•};i5i'!lni.>

)>W>0(| '•

elc.

ubii>=4C?', 0=16£j^ K= <^\Gq\ etc.

,;)i „ij„l. A. m. T. III. p. 104 — 107.

L. E n 1 e r i Op. postban», T. I. g C
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ly.! Calculusintegralis.

109.

.0— .')h
^T " (J. A.. Euler.)

Si ponatur y= -=-
> erit 1 — yu— ———^/t^—^ ) idocjque

'^ ^ ap-+-bq ^^ (ap-t-b^^ ^
ydaa - 66) {pp - gg)^ y _ ^^ ^^_ {aa ^ hb) {pdq - qjp)

^

ap-+-bq ^ ^^' ^
{ap-t-bqY^

xj« r» % ipdq — q(lp)V[aa - bb) . . , -.Hinc fit 7-7-^^—-= ^^-^

—

^
. ^, erffo • f ? f f

v(i — yj/) («p -^ H) yipp -^ m) - , ?- , .
- ^ - v. - ^ -

-

,
/ripiq ~ ¥pi •/(«« — vb) __ ^yp ^^^

j>p -*• aq
^

O^ •' {ap -^ 6?) ifCPl» — qq) ap-Hfcfj'

I. Sit »==1 et q= x, erit /-
: . , vT—Mr=:Arc. sin—^

,
J{" -+-M >^(i — *^) «

ii'i') o:

bx ' V

II. Sit p= 1 -I- ira; et q= xY2, erit pt/^ — qdp= (1 — oar) (/a;"]/2 et pp— qq= 1-4- a;*, unde fiet

^(a(l

dx (1 — xa;) "/2 (aa — 66) .
. 6 (1 h- xx) -*- axV^i

Arc. sin
ara?) -H 6a;l/-2) /(1 -t' a?*) ' a (1 H-a;x) -•- 6a;/2 :

;

,A. m. a. r. p. 238.

/ . i } I \ i

V Si- %i '-ii iio.

^.•)lo *— y-^^
-*-

ip-j
-i-

,Yj
—

• -^- —
, ; (I, A. Euler.)

,

f'.;, S^ecinv^n jmeljiodi facili^ Analysin infinitorum indeterminalam tractandi.

1. Sit proposilum problema de invjeniendis curvis algebraicis, quae sint rectificabiles.

Sint coordinatae bujusmodi curvarum x «t y, quae ergo quantilates algebraicae esse debent, eritque avcuB

curvae z=J^y [dx'^ -i- dy^) ,
qui etiam quantita« algebraica esse debet, quae sit = s, atque habebilur

-9l\ih o!n!r«!f ir;!-'nhi/fb ^'itiRq y [dw^*^ dy^= ds sive dx'^^ dy-= ds^. i"jii< 'i9^ .oiTif njfLnO

o'ia (& ^ottjitiir «Fgo <?*=<fecos9 et «^= t/s sin 9) , ubi sin ^ et cos 9 algebraice exprimi debent. Ponalur

X= s cos (p -i- f> et y= 8sm(p-+-q, atque ut hinc fiat tfa?= rfs cos 9) et dy= dssm(p, non obstante variabililate

quantitatum p, q et 9, necesse est tit sit ^sd<f>8inxp-+dp=^i) et irf^ cos 93^ rf^f =0^,' tinde palebit, qnomodo

hae quanlitates a se invicem pendera debeBt. Habebirauii ergo s=^-:—t— — > quae posterior aequahtas
V < .

"yui 9^ ' ^93 cos 9)

praebet rfp cos 9)= — rf^' sin 9 , hincque tang 9=— —
- • _

i'Jl9t(jtj O '. ..'! ii:; i
! ';,!;'. ' .';; •,..,-•— " ". -

'"'"
*

"^' '''•'•"' '
^ '

''
'

''
'

.'

s. Sumta ergo inter quantitates p et q Telatione quicunque algebraica, ila ut sit vel q fnnctio ipsius p,

d d ' '
^

vel p functio ipsius q, erit etiam — quantitas algebraica: capi ergo debet i^n^ cp=. , nnfie tam sin cp quam
';.:))3 --

v-j- -I- ;. - * --^ .'.)'.; (^^5- h ',;^-- -; v.\ *^ V 1?
''

::

''-'''

coscp definitUr, lum yero^accipi debet «=,—:—=r

—

—t idepque etiam s erit quantilas algebraica, uti re-
/ '

l I i
^d<pna<p d.1508 9» ,n , .T ^, .?. •

°

quiritur. \
'*

'

^j^ - ^r- / - -' -;.

4. Invento autem i habebimus !pro curva quaesita' a7= s cos 9 -Hp «t y:=ssm(p^q. Sicque ex aequa-

tione algebraica quacunqtie intet* p ei q pro lubitu assutnta semp^r curva algebraica^^reclificabilis deduci potest.

(Lexell.) n :- g

•^OS, At si curvia desideretur algebraica, cujus rectificatio a data quadratura pcndeat, sohitio ita institui

poterit:

ci) '•
.

- ' ' ^'"- •'•'•" '"'
'
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Ponatur «fcr* -f- rfy*= rf«*, ita ut jam s non debeat es«e quantitas algebraiea, ac statuatur dy=zndx, eritque

di == dxy^X -4- nn.), inlegralia vero staluantur y= nar -4-p et 8= xV^l -^nn)+ q, atque habebimus xdn -i-dpz=Q)

nxdn j /v j /.» ''P dqV{l-*-nn) /(1 -4_„n) dp ... ,.
el -777 c -f- rfa= , unde fit ar=— f-= =

;;
1 hincque porro —^ = -f- , ergo obtmebimus

V(l -*-nn) ^ dn ndn ^ ^ n dj "

n= ^.j, . 2v et V(^ -*-****)=
.,/ .^ . a\

* ^"® valore ipsius n inventp pro curva quaesita colligimus -^^

'V, «if. _ dp ndp pdn — ndp "'^ «^i dpy (l-i-««i*— —:——- = td aoo
a?= — —, y=na7Hh»= —Hi)= — el « =

:;
l->mi"!

dn ^
'^

dfi ^ dn dn .
^

. , ,

6. Hic ergo q non debet esse quantitas algebraica, sed tameu ejusraodi, ut quantitas — fiat quantitas al-

gebraica. Ad hoc praestandum sil J"Pdp quadratura illa, a qua rectificatio pendere debet, ita ut summa Pdp

non sit quantitas algebraica, ac ponatur q=JPdp, unde tamen fiet -^= P, hinc autem fit n= -7- et

'Y {l -\- nn)=-^ —
- ; et nunc curva quaesita his formulis definilur

: : mciJa wiaio^q

dp(l— PP)'*' PdpH — PP) umftofaiY
^=

-f^
—

9 y = --

—

^— -^p

quae sunt quantitates algebraicae; at vero arcus curvae prodit

dp (1 — pp}

dP
/Pdp.

7. Haec solutio adhuc generalior reddi polest; sumta enim pro T functione quacunque algebraica ipsius

p, si capialur q~T-\-fPdp, tum — ac propterea etiam n fiet quantitas algebraica, ac proinde etiam x et y,

at vero pro arcu habebitur s=— ^^^^*^""^
-h T -v-fPdp. ^i= ^^' ^-^^= r^

8. At solutio adhuc generalior reddi potest, si pro ^^ accipiatur functio quaecunque algebraica ipsius p;

tum vero Y ejusmodi functionem algebraicam ipsius v denotet, ut fVdv quadraturam praescriptam involvat;

problemati enim satisfiet ponendo q == T-\-fYdv.

9. Si insuper haec conditio adjiciatur, ut non obstante, quod curva non sit rectificabilis , tamen unum,

vel duos, vel tres, vel quotcunque volueris habeat arcus absolute reclificabiles. Hic scilicet totum negotium

huc redit, ut in postrema solutione fYds^ certis casibus evanescat, seu exhiberi debet ejusmodi curva alge-

braica, cujus area in genere &\\.fYdv, quae tamen certis casibus evanescat.

10. Quadratura proposita est area certae abscissae respondens, ac pro abscissa =z designelur area per

H: js, ita ut sit JI',z=zfZdz siquidem Z applicalam denotet. Aream autem ita definiri ponamus, ut sit il:0= 0.

Quodsi jam area desideretur, quae casibus p= a, p=/?, p=y evanescat, tantum capiatur Z={p— a) (p

—

p) [p—y),

quocirca in solutione superiori poslrema suroatur i^= {p-^a){p — /?) (p— y) etc. vel generalius

t^= (j) — «) (p — /?) (p — )/) elc. P;

tum enim sumta pro Y tali funclione ipsius v, ut proposila quadratura obtinealur, tum curva ibi descripta ab-

solute erit reclificabilis Casibus p — a,p-— ^,p "^fi 6ic.

His exposilis aggrediamur simili ralione problema nostrum principale, quo debet ^&s^ dx^sm^y -^ dy^= dr^,

ubi litterae x,y et r sunt arcus circulares, quorum sinus cosinusve demum fiunt quantitates algebraicae. Nunc

autem analysis nostra ordinem retrogradum teneat. Incipiamus igilur a positione dxsin y=dr sin a et dy=dr cos O;

quia autem non y, sed siny vel cos y debet esse quanlitas algebraica, posleriorem aequationem ita referamus:

rfy sin y= rfr cos 0) sin y , et integrale debet n&ae algebraicum. Quod ut fieri possit statuamus

cos6)siny=|)cosr-H jsinr, '-- u^u :.iiUfi'J8}Jai cj,iy uoMp
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ut sit ' ,x\uv= V!^> iijJanlfiJa as eB>ifi*uI%dj/sin j/=prff cos rH-f/rfr sin r *»«i **» «^* »*«&= *^ -i- -t^Vj itjmtin .'

cujus integraliB ponainus p iih^i^-^^cciyr^-i— cbsy, aut (^os j/== g^cosr — |)sih r, essequ6 debeat*" ^ Nf-wj %::r:

?,uuiiu9aijuij o?i*i3 t—-=. .('i •<(.:, 'n;!i;; ^
' da m t>bmi ,

jir; \A> -f- ^——r:r ^'J
" ¥^ " sm r . dp -i- cos r . «o= seu tano^ r= — • ' (««-<- 1)^^ ^ ° dp

Deinde ob cos y inventum etiam sin y irinotescit , unde ex 'fec*ta iiy potl^est cos o sin y= p cos r +-q sin r obtinemiis

p cos r -I- ff sin r ,„. . . ,, ., n • a .

cos 6) =^ r :

——• (oi naec cum superionbus comparentwi videmus esse g= cos^, j)== — smacosy;,

unde pulcnre sequitur

-U aRtilnRlfp lea ?- aftliMflup tt> , Jbinu^jji^ p ^^ ^^^^ ^^^'° r - sia fl cos r cos y ,. j,,j|yj, „<j„ '^ ^j.^^ ^jlj ,^
"*'

" ' sin y

j . - ,
, . . rlfibfjijoo'? rnhfiup q\>*\\ Jiii niubnBjadsiq ;jod f>A .Bolflid'.

aemde etiam eleganter consentit valor >

'

t) .tS-ic ' ai;! , iitliifioq 36 ^fiot&idosle *s6JiJnB«p Jia non
''•' - dq d0sinl9

' ^ '

'.:!;:i.';i'r."> Tr^^^.^iiT. <^(s>i^cosv^) — -

prorsus etiam ut supra.)

Videamus nunc etiam quomodo iii*6 altera parte dx ratiociriium' prosequi debeat: Erat autem

rfa; sin y= 6?r sin w, unde fit dx= —-. -?

at jam invenimus

siay s «9JcJi]iK;rtj> Jfi«?. or.ifp

p cos r H- g sm r
cosy^^-cosr — p&\nr et sin y = K (1 -i-^jpg^sm r cos r — jg^cos^^r

—

pp&mr) et cos o = : i

iiib.p(\ GifB-idov' aiiotlanuJ '!Il o^q mitio sis ijq 'ibbM loiffitsad^ atuibc oiJu(o

r { 1 — Tyj) ~* QQ^
'

dl* •

unde sin « = -, — atque dx= -t- : (Consulamus iterum primam solutionem , ubi erat
smy * y(l — pp — qq)

'

dx= d^~h-d<p eritque rf^)^——-^^, jam autem mvemmus . =is« #iid-jd.;;:

p . , y (1 —pp — qq) ,
,

y (1 —pp — qq)

consequenter MiidfiaailYrt i» noii 6^i ,9jijf»Jak4o, bq*. Jji ^»6 oilibnoa o'>sd loq

•imjiJo: ''dtKMJit-y'^ '_, r P<^(?
^ _^

(1 — !??)i^(i — PFrr^g?),,

quo valore substituto colligitur
,

j^ ,
^

1 / pdq dqddp \ 1 Ipdq^ -\-pdp^dq — dqddp -t- qqdq.ddpX
'jx,,, «S— ^ — 9—Y{i .- pp - qq) [l-qq'^ dq^-^dp^)

~~ V(l^pp-qq) \ . (1,
~ ?«) (^2* -- rfp^) j

,Q ,-

i

a:;'i;> ; i'!"::'''^ ';'' :';'! -':')'•'. .i.':"T'*'i ii'>.\'--:: •. [
:,. . i^lHVi v.vkv \ -.

quod novimus esse differentiale arcus | cuius cotanMns est .. . . ,...'.'/ ^udt^r^ oflwp ,i«J9i9bti*9b oic aiRj .

•/(1 -p^^— ga)

'

Quarum formularum evolutio nimis est diflicilis

)

j^ -» .." ' ;:-.<Hfii'in i . .iiic ilr.i

AnuD TENTAMEN. Quum essc debeat dx= —.—r- , ponamus dx,= d^ -\~ dcp , eritque

J«\>

—

(•iif nitntaon r.fiLafdos'? 'moilBl' jfti!
• " ,,,' - ar sm <y ,dt=zdx — afp= —: aqoj ,

•

^ '^ smy ^

ubi I et 9 sunt etiam arcus, quare dividatur per sin'^!, ut habeatur '*i>« rjjoijtri aithiiiiio 6U«<.tt ^^n^&mHl.

:«»u.ii/-*i7i *ii; iii9UoiJJiWi5»'J6 iiit»ioa5*i*oq . ^| dri\no' ' df
'^'^''^ ^ ***-^ "^^ *"^* ^** »\i

flO" msJuB fiir

quod ergo integrabile esse debet. In hunc finem statuatur
.;i^, q ^^^3
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tin y sin*! sin^r w — ^f\ — l) f

ubi u non involvat r, siinulque integrale fingatur — col §= — u col r -i- /j- on^e differentiando Gt

/ '

. • *v i
— i \ ' — '

.

di udr j i j ^^ ^9=— du cot r-\-dt=i— -~^-i n\ otxpioob ofjnti
«in^l sia^r

,

sia-r »in'|

sicque erit rfucptr— <//= --|^. Ex quo colligitur (f9E)=='(t?uc6tr — rf/)sin'|, quia cot|=
j

> hinc

)iij'>iiia Z9 \ •iJnyaiittJ nuin «nii \^ ori? nimullfi Ji^ni sid ipV» 'slfiiJnfi-i^nib mufo^s Jn .Jia97 uaji 'ifxxniinn idJ
. - . sln r c. . M cos r ~ f gfn r

Sin §= ,/,„,„,_ . ,„_„ ,:„,m ' C0Sg= ^,,^_.^^_ ^ ^^___ 777735^* OJf»

Jiu' »'>ii ')'i''fnit<.-.ii liinii . i>;'- »»'j'»<« UiMiii ,«•.»)». j):Jltvi i;),.i.: , :: .:,^,-.\L\ <; ivi'^ j- \i ^{•tJliibitn •lojni lliaiioiJelTi
sin 6 w *

/ (sin^r -+- (m cos r — f sin r)2) V (sin^r -f- (m cos r — t sin r)^)

»»'j'»<« UiMiJl ,«•.»)». j):Jltvj i;) ,.i .: , ,. :.,., ;iL! <; ivi'^ j- \i ^{•)il<

Jain yero posueravius .

°'"
. -^=—rr?' ubi loco siu| valorfhD substituendo. ~b . . .

-iijT')ri ~ *^
- sint/s/n^. . »in»r;M;>')C 2'j 'uimt ,> = - it.-j-j-ioy fo njn.. - lujim m,;]

;v, .. — V,-. — . ^ -- . yl» ^',) :, .
o^

*«t sino (uu cos^r — 2/usinrcosr -It (1-1- W)sinM;=usin u—
~--jY^

-.-
. VV -^ V ,

~ ' ' '
—- V ' ~ * - :'{ :•

. . :'^;: ;• .^ (nijclrjnfitip »4wn'.»mm

at vero praecedens operatio praebuerat sin(i)= -^^
^ r qui valor substitutus dat •. iu!'jijp«, ,.,,1

(a« cos^r— 2/m sinr cos r -i- (1 -4- it) sinV) (1 — ^jp — qq) = tt sin'i/= m (1 -f- 22?g. sin r cos r — |)p sin^r — qq cosV)

ex qua aequatione relatio inter p, g et /, « debet deOniri, ubi iniprimi& notasse juvabit, bas quantitates p, g, /, u

angulum r non involvere debere; unde sequitur aequationem illam aeque subsistere, sive ponatur r= 0, sive

r= 90**. At positio r= dat uuVfi — pp •— ^f^^^uifl — g^) et u= . _ ^-—-; altera positio r= 90°

praebet (l-*-W)^(l — |)f>— 59)=:u(l — pp),'quae in illdm ducta dat-,-.-=

\ (IH- «) (1 - jpp - qq)= (1 - pp) (1 - ??) ,,^.^^ ,„,«,^„p ^^,rt p,

V(i — pp — ??)
unde >;i '?; i-^dM (»1p' /=— y-—^^ ^^^^o"» !»> 'Ingnij Oiioq omP ?

Jho •)]ibu(-y.j ijiivjM;)-!

Sicque / ct u deGnimus per |> et 9, atque jam omnibus conditionibus problematis est satis&ctnm, praeterquam

quod adbuc valor angiili 9 debet determinari. Verum supra inVenimus :•''• '^i':!:: rr:' !ifr; j^ V

rfy= ((?M cot r — rf'/).sin''^.

At cum sit :!Ct

« cos r — / sin r (1 — qci) cos r — pg sin r
cot|=

du

, sin r sin r >/( 1 — pp — qq)

pdp (i — qq)-i-q'lq{— l-t-^ipp-t- qq)

3

(l^PP — ??)^

— ?dp (1 — ??) — pdq (i — pp)
<ft= ^

oT^il, oi, (1 —pp — j?)2

praelerea est sm r= -7-—^-^—-— et cotr= ^) erit ergd

nk
rftl cot r rf/

— P'^^'^*^ gg) — ^yipi?(l — pp — g?) -^pdg^ (1 - pp) '
* •

.
•

''•"^'' - ^ .dg(l,-.pp_gj)2 -- -.:=n'i-™,'ft — t

In superiori tentamine omnia nianent usque ad valorem ipsius /, qui cum inventus sit ex aequatione quadri-

tica, sumi debe^ /=— -7-

—

^ -, unde statim prodit
« Jo'j ^tt =: ^\\\ Vtl—PP — W) noiuy- 'STq Jnje^j suir*

du cot r^dtz=dq (P co^^'' (* — gg) — g ^0^ r (i — 2pp — gg) -t- g cot r (1 — gy) -4-p (1 ~ pp))

quae posito dp= dqcolr abit m ' .^ ^

/p col^^r (1 —- qq) -- 2pg cot r -«- p-(l — pp)\ i •'U

rfu cot r— dt :pdq (? 3

(1 —pp — qq)^
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Cum vero cot |= w col r— <= -Y _̂pp_qq)
' ent

unde denique fit

(1 — qq) (1 — pp-i- 'ipq COt r -+- (i — qq) cot^r)

rf9)=
P'^

Ubi commode usu venit, ut solum differentiale dq hic insit, alterum vero djp una cum tangente r ex calculo

excesserit; hanc ob rem non p per 5 ita deGniamus, ut haec formula ad arcum circuli reducatur, sed potius

relationem inter quantitates q et sin 9 tanquam cognitam spectemus, quam adeo pro lubitu assumere licebit;

tum iffilur — erit quantitas algebraica et vocetur —= s, atque ex aequatione s=z ~ —7-^ deter-^"" o d^
^ " dq ^ ^

(1 — qq) V (l — pp — qq)

minemus quantitatem p; quia enim VH — pp — qq)= jjrzi—) ^"* * ~"Pi'— ^^~ m(1^
—

f'
""^® reperiri

polest p et sequens solutio completa concluditur: ;;l9udofli(( oiJffiS'

'v-w^^j^' Constituta relatione quacunque algebraica inter sin 9) et q, positoque — :=s, quaeratur quantitas p

'aria (Orsb^^lHJftnou a/i« »o'i'>>iiiadir?i •jijp'!
^ ; -inUi/pna '>i)mf joiodoh oiovloyai n(

2 Inventa nac quantitate p sumatur tangr=c— > atque hinc porro
90e—

t

.

^ dp ^ ^

l — qq pq

3. Deinde quaeratur arcus y, ut sit cosy^^ycosr — p sin r.

4. Hinc porro angulus |, ut sit cot ^= «^cot r — f, quo angulo invento hahebimus xz=^-^^, sicque

problema expedite est solutum. ',
, ,/

NB. Hic autem etiamnunc desideratur criterium , ex quo pateat irt formula d(p= {du cot r— d() sin*| qttan-

titatem cotr ex calculo tolli; in hoc ipso enim vis methodi consistit, ut r ex calculo excedat, proplerea quod

tangr per dp et dq delerminatur. Ad hoc ergo criterium, ob ji^ nj!;

s\irt= —
' l-t- tt - 2fM cot r -I- uu cot^r

requiritur, ut ostendatur ex expressiofle
'-

, du cet r — dt

df

.

uu col^r — 2rM cdt r -- 1

omiiino tolli cotr, propterea quod sit tangr= --; hinc enim etiam ratio differentialium dt et du quantilalem

cotr involvet, sed quomodo? Supra invenimus mV(1 — pp — qq) = i —qq^ (^-»-'0 (t-^pp— ??)= (!

—

w) (^ —iq)i

s ny,. v ,t
,1-4-«* tt(l— PP) {i -*- tt) {i — qq) . . (!-*-«) (!—(??)

(1 -f- «) V ( 1 - 2>p - g?) = M ( 1 - pp) , -^= -YZr^ '
^

irn
=l—pp,pp= i

;^
'

i -t- tt — qq (l -i- tt -i- uu) , ,, ^ . r^ . , , . j
\ — pp— qq= ^^ ' 1 H-« — 95 (1 ^- «--««)= 1

—

2qq-t-q*, unde pro determinando q

haberetur haec aequatio ,," ti- 1

^ ' q* — qq [l -^ tt — uu) = tt

Unde patet praestare loco t et u valores per p et j Jntroducere, uti fecimus, ubi ob dp=dqcotr statim se

prodidit crilerium quiae«itum.

Notatu etiam dignum est
,
quod prodeat rf^)= -—- ——- > ubi jam neque p neque u inest , ita ut ex re^

latione ;r^=« habeatur t= — sq[\ —qq).

g (1 — qq)

A. m. T. I. p. 37 - 41.
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XXIV. "''•'"'•^'

Siippleiiieiitimi editi A. ]IID€€€XIiIII €oiiiiiiercii epistolici

(Correspondance malhera. el phys. $t.-Petersb. 18i3. 8". T. I. II), "l"** orisns^ m 'jbnii

varias ipsius 111. Euleri litteras, postea detectas, ac hucus^ue ineditas, cootiQens.

.inetuuot/ «ufl Jimul nt is ,6mmua

; ^ :: ^ biii TinJidua nifiiip .mylfnj-jq ^mBJosJob

A. Sex litterae ad Nicolauiu BeraoulIIum II, Basileensem, J. U. D.*) datae 1742 ad 1745.

Viro ConsuUisslmo atque Amplissimo Nicolao Bernoulli S. P. D. Leonhardus Euler.

Cum acutissimum ingenium Tuum semper plurimum sum veneralus , tum me Tibi , Vir Celeberrime,

maxime obligatum agnosco, quod non solum olim insigni me benevolenlia sis complexus, sed etiam mea qua-

liacunque inventa mathematica digna judicaveris, quae examini Tuo exquisitissimo subjiceres. Ne igitur graveris

gratiarum actionem debitam, etsi sero, tameR ex animo officii plenissimo profectam benevole accipere, vehe-

menter etiam atque eliam rogo. Ad hoc peropportunam occasionem mihi praebuit Vir Clarissimus Hagnauer

J. U. D. qui hinc in Patriam reversus a me litteras commendatorias petiit ad universitatis nostrae proceres,

praecipue Jureconsullos •. quem itaque Virum Tibi, Vir Consultissime, tantum commendo, quantum mea com-

mendatio valere potest. 111 ...
Profuiidissiraa Tua investigatio summae seriei 1 h- -j "*"

'q
""*"

Fe ~^ ^^^' qu^itti sestanti xjuadrati ipsms tv^

denotante X-.n rationem diametri ad peripheriara, aequalem inveneram, non solum me maximo affecit gaudio,

sed etiam universa Academia Petropolitana auctoriiatem Commentariorum plurimura araplificari est arbitrata, si

illud schediasma Tuum insereretur: id itaque Tomo IX -esse insertum aegre haud feres, cujus Classis Mathe-

matica, cum Petropoli abirem, jam typis erat expressa. ;Sine dubio jam inspexisti methoduro meam, <iua sum-.

mas hujusmodi serierum altioris cujusque potestatis paris definivi, quaraque ex divisoribus aequalionis infiniti

gradus derivavi. Interim tamcn fateri cogor, nisi conscnsum suramarum illarum cura veritate aliunde essem

expertus, me non ausum fuisse eas pro veris venditare. Cura enim aequationis illius infinitae

ar= .---4-— - etc.

inter arcum circuli s ejusque sinum x, a posteriori infinilas radices ipsius s cognoscerem, dubius tamen hae-

rebara, an i^ta a«quatio nen alias radices imaginarias
,
praeter assignatas , involveret, qupd si iisu veniret,

suraraae inventae cum veritate consistere non possent. Quaraquam autem nunc quidem demonstrare possum,

hanc expressionem ,
'

J:^ K.

*) Filiom NicotaJ, suaunorom geometrarum Jacobi et Johinnis fratris, aactorem traotatos De ArU eonjectandi in

jure, natum d. 10 Oclobr. 1687, morluum d. 29 NoTembr. 1759.
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(quoniam ad hoc binomiutn

8 —
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Si igilui* ponam ~ ==z, quicunque valor tribualur ipsi z, scmper hae summae erunt veritati consentaneae

:

i 1

sin A:tz

TC cos Am
1 — « 1 -- «

1 1
-t-

— ;; •+2-«
1

2-*- z 3 —

z

1

— etc. et

-t- ctc.

uno 9«i]i;' ; -.

sin At3 « 1 — s i -t- z 2 — 2 2-+-« 3 — z

Cum veritate ergo conscnsus manebit, si differentientur quoties libuerit. Quare cum sit

d . sin Attz= ndz cos Atvz , et d . cos vItt^=— ndz sin ^ttz
,

prodibunt, divisione per dz utrinque facta, sequentes series

Tcn cos Anz 11 1 1 1 1

(sin Anzy-

nn

zz

1

(i - S)2

1 +

{\-*-zY

1

(2-2)2

i 1 1

>>»] iinh»

^i booO

etc. et

etc,,,
,(sin^;r2)« zz ' (1 — z)^ ' {i'~\-z)^ ' (2 — z)* (2 -h «)* (3 — 2)* ,--...

Inventis hoc modo summis serierum reciprocorum quadratorum, secunda diflerentialio ad summas cuborum de-

ducel, atque reperielur

,3 ^^ri^na ^«'»\2 I I 11 1
2^-^- -.-- -+ --

«3

2 sin ^;r2

;r'(cos Anz)"^ 1

(sin Anz)^ "^

2;r' cos Anz

(1 -. 2)3

1

(i -4-2)3

1

(2-2)3

1

(2 -»-2)3

1

etc. et

3— etc
ii. iilO (Uf-.tip ,liluV,-\fU B!/ i::!! (8in^2)3 «3 (1 — z)^ (i -H 2)3 (2 — 2)3 (2-f-2)^

sfif^rie ultefius pergendo ad summas quarumvis altiorum polestatum progredi licet.

Si haec, Vir Celeberrime, examine Tuo digna judices, id Te maxime rogo, ut me responsione dignari ve-

lis, quam vel Magnificus Vir Palruus Tuus, vel Filius ejus Celeb. ad me expedire haud gravabitur. Sin autem

mihi sperare liceret, Tuo commercio directe frui, me Tibi devinctissimum agnoscerem. Unicum adhuc Te, Vir

Celeberrime, rogalum velim
,
quoniam novi Claris. Wenzium Tibi familiarem e&se , ut ex ipso scisciteris,

utrum meam professionem Petropolitanam vacantem accipere non dubitaret: equidem jam de hoc nil certi pol-

liceri audeo, quia nondum mihi constat, quantum praesentes perturbationes Academiam alTecerint. De cetero,

«i maluerit in aliqua Universitate Regia provinciam Juris vel Matheseos obire, mihi persuasum habeo, me ejus

commendatione apud nostros Academiarum Protectores magnam gratiam es&Q initurum. Me autem potissimum

Tuo favori ac patrocinio plurimum commendo. Vale, Vir Amplissime^ mihique fave. Dabam Berolini d. IG Ja-

nuarii A. 1742.

(Responsionem vide Corresp. T. II. p. 681.)

S.
'!:!<;

Viro Consullissimo atque Celeberrimo N. B S. P. D. L. E.

Nihil gratius mihi esse poterat
,
quam litteras meas per D'^^ Hagenauer ad Te datas lam benevole a Te

esse acceptas, mihique tam luculentum insignis Tui erga me favoris testiraonium comparasse. Quamvis autem

'profundissimae Tuae meditationes de summatione seriei

H-2^-*-3«-*-47i-^ etc.

pariter ac de integratione formulae diflerentialis

xf
dx

L. Ealeri Op. postbama T. I. 66
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summo me gaudio affecerint, tamen vehementer doleo Te, aliis negotiis tantopere obrutum, tam parum«temporis

ad res in mathesi abscondilissimas excolendas impendere posse, neque nisi rogatum, cum otium fueris nactus,

quicquam suscipere solere. Quod si autem rogationes tantum apud Te, Vir Amplissime, valent, equidem de

scientiae amplificatione maxime mereri videar, si Te frequenter rogarem, id quod lubentissime facerem, nisi

Tibi rogator importunus videri vererer. Ego vero Te rogare non cessabo, quoniam tanta praemia in scientiae

augmentum redundant, et ob hanc causam confido Te institutum hoc meum non aegre laturum, tantumque ro-

galioni meae tribues, quantum voles et quantum otium permiltet: ego certe quicquid a Te impetravero, lautis-

simi muneris loco habebo.

Quod igitur primum ad methodum Tuam summandi seriem

4 1 1
1 -4- — -+- — -- etc.

4 9

attinet, quam Petropoli sum nactus, atque ob summum acumen communi Academiae suffragio Commentariis in-

serendam curavi, equidem nihil omnino invenire polui, quod contra eam objici posset, neque adeo causa erat

nobis dubitandi num publicationem aegre sis laturus? Majoris autem erat momenti objectio, quae mihi facta

est contra meam methodum ex serie <

= s---+-^^- etc.

petitam, quam etsi statim praevideram, tamen aliter inilio tueri non potui, nisi monstrando, summas hac via in-

ventas cum summis, quas varii approximandi modi suppeditant, apprime convenire. Omnino autem cunctae

objectiones toUi mihi videbantur, si demonstrari posset, aequationem infinitam

,3 ,5= s — — -i-j^— etc.

alias radices in se non coinplecti, nisi quas natura circuli indicaret. Quodsi enim fuerit

- etc. ==s(l—^) (l—T^) (»-n— ) etc.

seu 1— _i- _ etc. = 1 1— T— U— 7i— ) etc.
6 120 V nnf \ AnnJ \ 9nn/

1
certe coefficiens secundi termini — aequalis e&se debet summae coefficienlium ipsius ss in singulis factori-

. 1111
.bus, seu —= 1~- \-- H etc.

6 n;n Ann 9nn

1 . .
"

atque coefficiens tertii termini -+- — aequalis erit summae factprum ex binis terminis seriei

111.
' 7 » A— > etC.

;

nn Ann ynit

hincque si hujus seriei duplum subtrahatur a quadrato seriei11,
1_ _ H etc.

nn Ann

remanebit series quadratorum singulorum terminorum

1 1 1 _1 2_1 'f*^* * i

n*~^Ahr^^¥^'^ etc. —36— 120—90' *®" 90"~ 1
"*'42~*'9'*"*" ®^^*

Sin autem expressio

$i s* .

(),<
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praeter hos factores indicatos, alios factores in se complecteretur, id quod in serie pro ellipsi mihi usu venire

videtur, tum hoc ratiocinio nullae verae summationes obtineri possent. Quamobrem nulli dubio locus super-

e6SQ mihi videbatur, si demonstraretur expressionem

esse productum ex his factoribus

'(»-.^)('-a('-s-^) •'-

Demonstrationem autem hanc tandemita sum adeplus, ut ostenderim hanc expressionem

qua cosinus arcus s exhiberi solet, ess& productum ex his factoribus

,(,_il') (,_iii\(,_4iL.) etc.

natum. Cum enim sit

atque generatim hujus binomii: a^-^b" omnes factores sint contenti in _

'2k 1
aa — 2ab cos A :rr -+- fti

n

siquidem pro k omnes numeri integri substituantur: fiat

a= lH et b= l , erit aa-*-bb= 2 • et 2ai= 2-H—

,

n n nn nn

hincque factor generalis formae

. ss s* *^
. , •* ^ »« /* **\ .2*—!

1 a-^^TTz — ^-~ etc. ent 1 In

—

lcosA tt,
2 24 720 nn \ nn/ n

seu ad formam 1 — pss, cujusmodi omnes factores tsse debent, reducto, erit

1

1 -HCOSX TV

nn\
^ i

2* — 1 /

1 — C0S4 TT /
n /

factor generalis illius expressionis
,
posito n= oo. Quia vero est n= oo, erit arcus n infinite parvus, et

idclrco

1— cos^ 7t= ^-—-—!- et l-i-cos^ -n= 2in 2nn n

unde factor ille generalis fiet 1 ——

—

—=— . Quamobrem loco k subslituendo successive omnes numeros in-
\tK — 1) nn

tegros fiet

4
*' ** *•

» /m **'\ /m 4*»\ /m 4** \

'-s-^a-Tio-^ «"=• =(»-;;i) (i-9i;i)('-§w) «'<=•

ideoque —= summae terminorum

nn 9nn l^nn
4

1 etc;

a^— summae factorum ex binis his terminis; —- = summae faclorum ei ternis, etc. unde summae potestatum

cujusvis exponentis integri eorundem terminorum, seu seriei
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i (P "*- Q^) ^M -»- qMdx
^ = dN

N~~ i±aff
'

et denominator habeat factorem 1 -h tur, qui praebeat fractionem integrantem > erit

^= dT
'

posito x=— — '> ideoque erit

diy ~ z±2qx9—^ ~~
q V a' ~~

^ a^ )'

Hoc igitur modo inventis pro singulis fractionibus integrantibus numeratoribus , integralis partes clicui, quae

cum essent imaginariae , binis colligendis ad quadraturam circuli sum deductus. Videtur autem mihi omnis

aequatio algebraica non solum radicum imaginariarum numerum parem habere, sed etiam has ipsas radices ita

comparatas, iit binae in se mulliplicatae produclum reale praebeant, quae proprietas mihi quidem verissima

videtur, etiamsi eam generaliter demonstrare non valeam. Theorema nempe ita se habet: Ut omnis expressio

algebraica a ~t~ ^x -t- yx'^ ~t~ dx^ -t- etc. quotcunque fuerit dimensionum , si non in factores simplices p-t-qx

omnes reales resolvi queat, ea sallem in factores trinomiales p -i- qx -t- rxx
,

qui omnes sint reales, semper

resolubilis existat.

Probe autem agnosco, si aliunde demonstrari posset, esse

sinA.7Vz= 7tz{l—zz)(l——zz\ (i —q ^-^^) etc.

» lum tanto apparatu integrationum non esse opus ad serierum memoratarum summas investigandas, sed eas ira-

f mediate ex hac formula deduci posse. Inveni quidem jam pridem hanc ipsam expressionem pro sin A . nz; at

\, hoc ipsum ex summis illarum serierum jam cognilis concluseram: averem igitur methodum videre, qua ista pro

t sinu expressio independenter a seriebus his possit inveniri, quam ut mecum benevole communicare velis etiam

\. atque eliam rogo. Usus autem sum his expressionibus

7 sin A . Ttz z= jTz {l — zz) (l — x '^'^) (^ 0" '^^) ®*^*

et cos >1 . ;r^= /1 zzj (i — — zzj (1—9= ^z) etc.

ad logarithmos sinuum et cosinuum commode exhibendos, ipsis sinibus etiam incognitis. Dum autem haec scribo,

video totum negotium huc reduci, ut demonstretur esse

(1 — x)"' BinA.tiTt

fii post integrationem ponatur x=i, id quod mihi demonstratu facilius videtur. Inveni enim complures non

inelegantes formularum differentialium, quae alias inter se comparari non possunt, relationes casu quo post in^

' tegrationem ponitur x=i. Sic productum harum duarum formularum

r x^f— ^dx rx^^f-^S—Xdx

JV^S-x^-e) ®' i /(1 - x-^S)

fii in utraque ponatur a:= 1 , erit =— : hinc pro curva elastica erit productum

f*
dx r Xi

/(l - X*) ' JV{\

1 Simili modo hoc theorema latius patens

/dx r xxdx rc

Va - x^)
' Jvii—x*) ~ T
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7(1 _a;^)i— ^» * y (1 _ a;^)i— « J (l_a!^)i— « * / (i _ a;&)i—

w

semper locum habet, si post integralionem ponatur a;=i, quicunque numeri loco a, i, w, n, substituantur.

Cum ante aliquot annos considerassem modum ex secantibus arcum circuli vero proxime investiwandi, incidi

forte in expressionem, quae circumferentiam circuli tv, cujus diameter =1, proxime praebeat, neque tamen,

id quod magnopere mirum videbatur, absolute erat vera. Denotet a numerum pro arbitrio assumtum integrum,

ac ponatur
2a 4a 4a Aa Aa

-4-

aa aa-+-\ aa-i-A aa -+-

9

aa-^(a — 1)*

dico fore proxime

_ _ ___j 35 1 43867 1^~~*'^"*-"" "*"'"" "^*^ - '24.5. 11. aio 2 *26.7.15.ai4-+- 43 * 2«. 9.19.0^8

76977927 1 __
210.11 23.^2*"*" 2 *2**.13.27.a26

^*^'

neque enim, etiamsi haec series in infinitum continuetur, ad veritatem pervenitur; sed tamen, quo major acci-

pilur numerus a, eo propius valor ipsius tv reperitur. Caeterum fractiones illae, quae irregulares videntur:

4 15
_i- , — , — , est. sunt alternae ex hac fractionum serie
2 6 6

* L 1 ^ L ^^ ^ ?£L^ ^'^^^^ *^22277 854513 1181820455 76977927
"2' 6' 6 ' 10' 6' 210' 2 ' 30 ' 42 ' 110 ' 6 ' 546 ' 2 '

^**^*'

cujus seriei usum mullifariam sum expertus in summalione serierum.

Ex his autem fractionibus formari possunt summae seriei

.111
* -1- 2« -*- 3^ -»- 4H -I- etc,

si n fuerit numerus par quicunque. Hae namque summae ita progrediuntur111. 1 2i;r2 .111
. 1 ^•^„4.

^-^Y^-^^^-^T^'^ "^^- =yi:¥l' ^-^^^-^zi-^A^^ ^*^- =T' i.2.3.4.5
'

111
,

1 2*7^6
^ 1 1 1

^ 3 2V«
l-H26-+-p + 46-^ etc. =:-.^-^-_y, i-^._ + _-^_^_H etc. =-.-^-_^.

Ope harum ergo fractionum summae istae ad potestalem 26 continuari possunt, atque ulterius continuari possent,

si haec fractionum series magis produceretur. Legem autem progressionis harum fractionum non nimis diflici-

lem inveni.
,

Deinde etiam hae fractiones occurrunt in expressione generali, qua summam cujusque seriei ex termino

generali assignari docui. Sit enim series quaecunque proposita

yl-»-5-HC-+-Z)-H -f-l=S

seriei scilicet, cujus terminus indici x respondens est =X, summa erit

Q—rY^ 1t ± rfx 1 d^ic 1 d^x 3 d^r ^_5 d^x
b—JAdX-^^ A-H

2 -i.s.^.da; 6 '
i-^i.S.A.^dx^ 6 l.2...7da;5 10 *

1.2. . .9rf«'
"*"

6 *

1.2. . .llete»""
®^*^'

Dum autem hic de lege progressionum sermo est, non possum quin Te, Vir Excellentissime , consulam super

serie quadam, quae in natura concinnam progressionis legem observare videtur, inlerim tamen ab aliis serie-

bus adhuc tractatis plurimum abhorret:

l-i-ln-f-2»*-4-3n3-*-5n*-+-7n'^-*-lln«-+-15n'-4-22n8-+ SOn» -1- 42n^o -t- 56n" -t- etc.

cujus quilibet coefficiens indicat, quot variis modis exponens ipsius n per additionem produci possit. Sic coef-

ficiens ipsius n' est 7, quia 5 septem diversis modis per additionem resultare potest, nempe
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5= 5= 4-+- 1 = 3 4-2= 3 -+- 1 -t- 1 =2-»- 2h- 1 =2-t- 1 4- 1 H- 1 = 1 -*-

1

-I- 1 -H 1 -- 1.

Oritur autem haec series per divisionem, si unitas dividatur per

(1 — n) (1 — n^) (1 — n') (1 — n*) (1 — n «) etc.

quod produclum, si aclu evolvatur, dut hanc expressionem

1 — n— u^ -\- n^ -^ rC — n}^— n'^ -i-n**-4-n*' — n'^— etc.

in quam quemadmodum exponentes progrediuntur ex natura seriei perspicere non potui, per inductionem autem

conclusi alios exponentes non occurrere, nisi qui in formula ^^ contineantur; hocque ita, ut potestas ipsius

n habeat signum h-, si ejus exponens ex numero pari pro x substituto nascatur.

Deinde etiam nuper ad hoc theorema sum deductus: Si fuerit

, a aa a} o* o*
«= 1 -I -H -t- -z 7 H- j -*- . -I- etc

nn-l 2n-t-l 3n-*-l 4n-i-l 5n-*-l

erit

M_j_ g /. 1 \ aa l. 'i 1 \ g^ /. 1 t 1 \

2 2"*"n-*-2\ ~*~n-i-l/ 2n-i-2\ ~*"n-4- 1 ~^2n-i- l/ "*~
3n-i- 2 \

"*~ n-t- 1 ~^2n-#- l~*~3n-*- 1/
etc.

cujus veritas quidem per probalionem, sed tamen difficulter elucet. Demonstrationem vero nonnisi per diflfe-

rentialionem et integrationem adornare possum. Posito enim a= a;", quia est

S = 1 H j- -f- X -f- 5 j H- etc.
n-f-1 2»-+-l 3n-+-l

sit
2 n-+-2 \ n-+-l/ 2n-*-2 \ n-t-1 2n-t-l/

a^-^g /, 1 \ a;^"-^-^ /. 1 1 \
"*"

n-i-2 \ n-t-1/
"*"

2n-*-2 V n-«-l ~*~2n-+-l/
~*~

XX a^-*-^ 1 1 \ aj*"-»-*
ent ajxjs= -- -t- ——^-

1 1 -h——: ) -t- ^ . ^ ( 1 -*- -——: -i- ^.'. . )
-»- etc.

\ n-+-l/ \ n-+-l 2n-+-l/ '

x-\ —, a;^'-+-i-4-r-^a;'«-^i-t- ,—^a;3"-^i-+-etc.
n-4-l 2nH-l 3n-#-l

1 —cc^ 1— ar"

At 00 8X=zX-\ r- -t- -;z 7- -t- CtC. ,
n-+-l 2n-+-l

d.sx « o 1 dx
ent -^= 1 -H a;" -t- aj^" -I- etc. =——^, seu T-;;^-^= d-^-

Ergo o . ararz= t—-jj= sxd . sx,

4 ssccoc ss
et integrando xxz= •^{sx)'^ =--^t ergo ^= -—

.

De Clar. Wenzio ab Academia Pelropolilana nihil etiamnum accepi, neque enim Imperatrix adhuc restau-

rationem Academiae confecit; et Curatores Regiarum Academiarum, qui^me rogarunt ut ipsis viros in mathesi

versatos indicarem, ex hoc tempore nihil amplius requisiverunt : dabo autem operam ut Ipsi mea commenda-

tione utilis es&t possim. Vale, Vir Amplissime, mihique favere perge. Berolini die 1 Septembr. 1742.

(V. respons. Corres]^. T. II. p. 690.)
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Varia.

Viro Celeberrimo atque Amplissimo N. B. S. P. D. L. E.

Quantopere me non solum delectent, sed etiam erudiant litterae Tuae acutissimis medilationibus refertae,

verbis Tibi, Vir Celeberrime, vix exprimere possum; quamobrem quo majores Tibi debeo gratias, eo magis

Te oro atque obsecro, ut ne graveris litteras meas frequentiores benigne accipere, meque profundissimis Tuis

responsionibus exhilarere. Qua quidem pelitione id tantum vereor, ne Tibi importunus videar, hincque roga-^

tionem meam repeto, ut plus mihi non tribuas, quam otium concesserit, Tibique persuadeas, etiam ea, quae

Tibi levissima videantur, apud me plurimum ponderis habere.

Ac prirao quidem non satis capio rationem, cur neges seriem

S S^^-6 -»-120- ''''

aequalam aestimari posse sinui arcus s, vel producto

nisi simul ejus convergentia demonstretur. Cum enim haec series

-oTJih Tor; jri.ifroa A; 6 120
*

'

per legitimam integrationem inventa sit = sin s, haec certe ejus erit summa, sive sit convergens sive divergen*:

s^
sicque altera illa series s — jr^-i- etc. mihi quidem recte videtur sinum arcus elliptici s denotare, etiamsi sit

divergens. Longe alia autem est quaestio, si quaeratur an series

s— -;r-+-r^—- etc. aeqilivaleat producto s ( 1 — — ) (1 — -— ) etc,
6 l'iO \ TTTt/ \ ATtn/

hic enim non suflicit monstrasse

M SS ^ SS ... . . »3 «^
1 ) 1 — -— ) etc. esse divisores expressioms s— -r -h tt; etc,

Ttu Ann * 6 120

sed simul doceatur necesse est, eam alios divisores seu factores praeter ho& assignatos non continere. Ita alte-

rius expressionis ex ellipsi natae '

s — 77-^ -H etc. concedo factores esse s, i ^» 1 > etc.
OC* nTt ^7t7t_

sed nego in his formulis omnes omnino illius expressionis factores contineri; scilicet meo judicio praeter hos

factores alii inerunt, ut \-\-ass, Ih-^ss, etc, ita ut sit >

s / ss \ / ss \
• s — TTT -- etc. = s 1 —— ) 1 — V— ) etc (1 -h ass) (1 +- /?ss) etc.

,

6C* \ 7t7t/ \ 47t7t/ ' / \ I '

. . . '-mIH
'

atque ob hos factores incognitos perperam inde concluderetur111.,
6C* TtTT 47t7t

cum ex natura aequationum revera sit

1 11 1

' " ^' 60* 7t7t 47t7t 97t7t
'^ '

neque hic, si a, /?, y, etc. essent cognitae, absurdum sequeretur ullum. Atque hoc modo non divergentia seriei

« — —^ -4- etc, sed ignoratio plurium, ac fortasse inGnitorum factorum in causa est, cur non «imilia consecla-
6c

ria circa summationem serierum inde deduci queant. Quod caeterum haec series
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,3 ,%

aequalis sit producto

,U—!t) (l--f^) etc.

jamdudum mihi constitit, ejusque demonstrationem habui cum innixam theorcmati Cotesiano, tum secus; sed

ita tamen, ut ipsa demonslratio mea hujus theorematis veritatem evinceret. Rogare ilaque Te volui, Vir Cele-

berrime, annon magis populareni atque ex solis calculi integralis principiis petitam habeas demonstrationem?

video autem Te simili modo hanc transformationem ex factoribus binomii

((-'-^V-C-^)>2y_.
elicere, sine subsidio theorematis Cotesiani, quo ego sum nsus idem subsidium vitans. Habeo enim metho-

dum universalem factores trinomiales, seu duarum dimensionum ex qualibet expressione proposita eliciendi, quae

simili fere negotio absolvitur, quo vulgo aequationes algebraicae tractari sulent. Sit quantitas

A-^Bx ~\~ Cx^ -*- Dx^ -H elc.

cujus quaeritur divisor trinomialis
,
quem quia potissimum ad ejusmodi divisores respicio, qui divisores simplices

imaginarios involvant, pono f—2xYfg.cos^-i-gxx, quo nihilo aequali posito, si brevitatis ergo fiat

J?= ']/~' fit a;= acos9) ± -r^— sin^), x^= a^ cos2<p± -r^.s\n2(p, a;'= a' cos 3^ ± -7

—

-sm3q>,

et generaliter

x'= a cos n(p ± -^ sm n(p.

Quodsi ergo hi valores ambigui in quantitate proposita substituantur, ea evanescere debebit: fiet ergo ob signo-

rum ambiguitatem tam = u4-t- J?a cos 9-4- Ca*^ cos 2 9 -f- etc. ,
quam = .Pasin^ -i-Ca^^sin^^)-!- etc, ex

quibus duabus aequationibus saepe satis expedile coeCTiciens a et angulus <p definiri possunt, ita ut omnes di-

visores trinomiales innotescant. Sit v. g. proposita haec quantitas a" -4- 0;", cujus factor trinomialis assumatur

f
— ^xVfg . cos (p H- gxx, seu aa — 2ax cos (p -+- xx. Habebuntur ergo hae duae aequationes = a" -i- a" cos n(p

et = a"sinn93, seu sin »190= 0, unde erit nq)= 2i7r vel nf=:{2i— 1)^, denotante rv arcum 180**. Priori

casu fit cosn<p= -i-i, posteriori cosrJ9P=— 1; ex quo prior aequatio fit = ^"— a",

ideoque xc= a et 9>= »

quamobrem formulae a"-i-a:" divisor erit

o (2«-l);r
aa — 2ax cos H xx,

n

sumendo pro i numerum integrum quemcunque. Cum Tibi ante scripsissem, Vir Celeberrime, omnem expres-

sionem algebraicam quotcunque dimensionum, .si in factores simplices reales resolvi nequeat, eam saltem sem-

per in factores trinomiales a-k- ^x -\-yxx reales resolubilem, esse, expresse addidi me perfecle demonstrationis

compotem non essQ, sed tamen de hac propositione tam certum essB, ut de ejus veritate non dubitem. Demon-

strationem tamen habeo rigorosam, si summa polestas quaternarium non excedat, quare cum excmplum quan-

titatis X* — Kx^ -\-2xx-\-J^x -\-k- huc pertineat, a priori certus eram, eam in duos factores quadraticos csse

resolubilem, quos etiam ex radicibus aequationis x* — 4a:^ -i-2a?a7H- 4ar-i-4= 0, quae sunt

/.a:=l-4-y(2-*-y— 3), //.x= 1 - V (2-t-y— 3), ///.x= l-i-V(2-V-3),

/F.a?=l- V(2 — y-3)
L. Ea leri Op. postboma T. I. gy
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elicui. Sunt enim / et ///, itemque // et IV ita comparalae, ut earum tam summa quam produclum fiat reale.

Nam est

/-^///=2-i-y(2-*-y-3)-*-V(2 —y- 3)= 2-1-y (4-1-2^7),

et /. ///=i-4-y('n-2y7)-*-y7;

sicque expressio x* — h-x^ -t-2a:x-i-k-x -^ h- hos habet factores reales

a-x— (2 -t-y (4 -f- 2y 7)) ar H- 1 -1-y7 -t-y (4 -*- 2y7)

et ira;— (2 — y (4 -H 2^7)) iCH-l-i-y 7 — 1/(4-1-2^7).

Si ergo similis resolutio perpetuo succedat, certum quoque forel, qood aiTirmavi, omnem formulam differentia-

31dx
\em ralionalem — concessa circuli et hyperbolae quadratura integrari posse. Cum igitur illud theorema, quod

circa resolutionem cnjusque expressionis algebraicae ralionalis in faclores trinomiales reales proposueram, tanti

sit momenli, magnopere Te rogo, ut nonnihil temporis in id impendere velis, vel ejus verilatem evicturus, vel

falsitatem ostensurus. A Malhemalicis Galli^ ante aliquot annos celebratum est theorema analyticum, quod ab

auctore raox Bouguerianum mox Fonlanianum appellabatur. Declarabalur autem in eo singularis proprietas for-

mularum differenlialium duas variabiles continenlium, quae quideni sint ortae per differentiationem alicujus quan-

tilatis finitae, at theorema quidem variis modis proponi polest; sic autem enunciabo: Si ex differentialione quan-

titatis finitae, seu iunctionis ipsarum x et y, prodierit Pdx-t-Qdy, erit semper differentiale ipsius Pdx, posila

sola y variabili, aequale ditrerentiali ipsius Qdy, posita sola x variabili. Cum igitur de inventione hujus theo-

rematis utilissimi inter se certarent, nieque de eo cerliorem facerent, slalim quidem respondebam, hoc theo-

rema jam pridem mihi notum fuisse, cum id jam in Tomo Comment. VII inler alia inseruissem, gloriam inven-

tionis tamen non mihi, sed Tibi, Vir Amplissime, deberi. Memineram enim, Te olim, cum de trajectoriis ortho-

gonalibus disceptaretur, verum hujus theorematis fundamenlum exhibuisse. Cum enim quaestio esset de diffe-

rentiali ipsiusJ^Pdx, si praeter a* etiam a (tanquam parameter) yariabilis ponatur, Tu demonslrasti differentiale

quaesitum fore Pdx -\- daJRdx , existente Rda differentiali ipsius P sumto ar constanti, quod jam est id ipsum

theorema, de cujus inventione Domini Bouguer et La Fontaine inler se certabant, aliis tantum verbis ex-

pressum. Posito emm JRdx=^Q, ut differentiale quaesitum sit Pdx-i-Qda, erit differentiale ipsius /*<te (posito

a variabili tantum) —Rdadx, et differentiale ipsius Qda (posito x variabili tantum) erit =Rdadx, quoque ob

Qz=JRdx. Consequuntur autem ex hoc theoremate, quod Tibi acceptum est referendum, plurima insignia sub-

sidia in calculo integrali, quae Ipse vel jam nosti vel facile prospicies.

Plurimum autem me delectarunt, quae de partitione numerorum (sic enim appellabat hoc problema Clar,

Naudaeus, qui id mihi primum jam Pelropoli proposuerat) mecum communicare voluisti. Per solutionem enim

hujus problematis deductus sum ad seriem 1 -i- In-i- 2n--*- 3n^ -i-5w*-i- etc, cujus occasione mihi tam prae-

clara et profunda perscribis. Problema autem mihi geminum proponebatur: I. Invenire quot variis modis datus

numerus iV in n partes inter se inaequales disperliri possit; vel quot variis modis datus numerus N possit esse

summa n numerorum inaequalium inter se. Sic numerus 50 dispertiri potest in 7 partes inaequales inter se 522

modis diversis. Alterum problema ila se babebat: II. Invenire quot variis modis datus numerus N dispertiri

possit in n partes, non exclusis partibus aequalibus. Sic numerus 50 in septem parles sive aequales inter «e,

sive iuaequales distribui potest 8946 modis. Ad solutionem prioris problematis formo expressionem

(1 -l-«iz) (1 -4- m*^) (l-f-»n'2)(I H-m*5) etc.

quae per multiplicationem actualem explicata dabit sequcntes series
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-4- 1 -I- mt •^m* z ~\- m' « H- m* « -+- m} z -¥• etc.

, -*-m' jr*H-m* ;»*-4-2m* ^^-i-2m' «*-+- 3m' z' -f- etc.

-Hm' jt' -«-m' jr' -i-^m* «'-f- 3m' a' -+- 4m'®«'-f- etc.

-H m»V -- m"z* -*- 2m>*z* -+- 3m»V -i- 5m'V -4- etc.

etc.

hic ex nalura genesis coefficiens numericus cujusque termini indical, quol variis modis exponens ipsius m in tot

partes inaeqnales dispertiri possit, quot exponeufi ipsius z conlineat unitates. Est vero

(1 -+- mz) (1 -+- m*je) (1 -f- m^z) (t -+- m*z) etc. —\-\-
^

1- -j — 2--I- (- —-. "
,. .. r- -- etc.

^
' ^ '

^ ^ ' 1 — m (1 — m) (1 — m*) \\ — m) (1 — m*) (1 — m»)

quod ita ostendo. Sit [\~\-mz){\ -^-m^^z) {\~\-m^z){\ -^-m^^z) etc. =\ -\-az-\- §z^ '^yz* -\-dz^ ~v- etc. Jam

loco z scribatur mz eritque {\ -\- m"^z) {\ -\- m^z) {\ -\- m*z) etc. z=. \ -\- amz -\- (im^z^ -\- ym^z^ -^ 8m*z* -\- etc.

quae ergo per \-\-mz multiplicata priorem seriem \ -\- az -\- ^z"^ -\- etc. reproducere debet, unde valores coef-

ficientium a, ^, y, d, etc. delerminantur. Cum igitur hoc pacto diversi exponentes ipsius z segregentur, pro-

blema prius pro quovis partium numero solvetur. Scilicet si evolvatur in 1 m -- 1 m* -f- 1 m' -- 1 m* -i-
1 — m

etc. quilibet coefliciens 1 ostendil exponentem ipsius m unico modo ex una parte oriri, quod manifestum est.

Simul vero indicat quemlibet numerum unico modo ex unitatibus meris produci posse. Expressio

«.3 = lm'-i-lm*-*-2m^-*-2m^-l-3m"-*-3m^-f- etc.
(1 — m) (1 — m^)

hujus quilibet coefliciens ostendit, <juot variis modis exponens ipsius m in duas partes inaequales dispertiri pos-

sit; simul vero indicat, quot variis modis idem numerus ternario multatus ex his binis nunoeris 1 et 2 formari

possit. Atque factore ipsius z', qui est

m'

(l-m)(l -m2)(l-m3)'

evolulo in lm'-i-lm' -f-2m^-i-3m®-i- 4-m'^-*- etc. coefljciens cujuslibet termini ostendit, quot variis modis

exponens ipsius m dispertiri possit in tres partes inaequales, seu quot variis modis idem ipsius m exponens

senario multalus ex numeris 1, 2, 3, componi queat. Generatim ergo problema de numero iV in n partes in-

aequales parliendo resolvetur per explicationem formae

n {n -4- 1)

m *

(1 — m)(l-m*)...(l-m")

donec ad terminum vm^ perveniatur, cujus coefliciens i^ quaesitum partitionum numerum monslrabit. Hinc plura

sequuntur compendia hos partitionum numeros expedite inveniendi, et ex jam cognitis simplicioribus componendi.

Sic si haec scriptio {N)^"^ sumatur ad numerum partitionum indicandum, quem numerus iV in n partes inae-

quales admittit, erit (iV)^"^= (iV— n)^'*^ -4- (iV— n)^" ~" ^\ unde quilibet numenis ex additione duorum jam

cognitorum oritur. Est autem (iV)^*^= 1 , et si sit

^^ n(n-i-l)
^ eril (iV)<«>= 0, sin autem A-= "^""^^\

erit (^<">=!.

Soluto hoc problemate priori solvitur et posterius, quo partitionum numerus in partes sive aequales sive

inaequales postulalur. Evolvatur expressio

1

(1 — mz) (1 — m*z) (1 — m'«) (1 — m*x) elc.

et prodibit
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m z

4 4m z

m^-z

m^z'^

m*z^

m^z*^

,3,
• m z •

•2mV-

2mV-
2mV

m^z +• m^z -\-
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.1 hvvi^ Kmniff'

si factor fuerit

etc.

ff
— 2fz cos <p~*-zz

(/f
—- 2/z cosy -f- zz)

erit integralis pars

ae *"
, ubi e est numerus , cujus logarithmus = 1

{a-^^x)e^^''

{a-i- ^x -i~ yxx) e'^'^

etc.

fx COSO) • j j. '

aer ^ smA . fx sm (p Ule cos^ . fx sm(p

(a -- /?a7) e'

/iJCOS^)
sini4 . /"af siny -+- (^ -f- ^ar) e'

p; cos f cos ^ . fx sin <

hujusmodi enim valores ex singulis factoribus orti conjiciantur in unam summam , sicque prodibit valor ipsius y

quaesitus, qui tot quantilates arbitrarias constantes complectetur
,

quoli gradus fuerit aequatio differentiaiis, uti

integrationis natura postulat. Hinc expedite integrari potest aequatio differentialis quarti gradus ydx* =. a^^d^y,

qua exprimitur natura curvae, quam lamina elastica inter oscillandum (si fuerit muro infixa et ad motum vi-

bratorium incitetur) induit. Cum enim sit

a*d*y= y-
dx*

oritur haec aequatio resolvenda = 1 — a*z*, cujus factores sunt 1 — az, 1 -+- a^, 1 -f-a*^^, ex quibus obtinetur

y= ae (ie y sin^ . H 5 cos^ .
—

a a

ob cos 9= et sin 9= 1 , unde sequitur tempora singularum vibrationum essQ in ratione duplicata longitudinis

laminarum, caeteris paribus.

His, cum spatium supersit, adjungam methodum facilem resolvendi omnis generis problemaia, quae ad

problema Isoperimetricum referri solent. Quaeratur scilicet inter oranes curvas ea, in qua expressio quaepiam

integralis yM/iV sit maxima vel minima, ubi M et iV non solum ipsas coordinatas x, y, sed etiam earum diffe-

rentialia quaecunque involvant. Ponatur dy= pdx, dp = qdx, dq= rdx, etc. atque formula integralis proposita

abibit in ejusmodi expressionem fZdx, in qua Z erit functio ipsarum x, y %\. p, q, r, etc. Differentietur Z,

atque sit dZ= Mdx^ Ndy ~i- Pdp ~i- Qdq ~i~ Rdr -h- etc. et sumto dx constante formetur hic valor

dx dx*

d^R

dx^
etc.

quem voco valorem differentialem formulae propositae integralis jZdx. Atque hic valor differentialis F nihilo

aequalis positus praebebit aequationem pro curva quaesita, in qua fZdx erit maximum minimumve. Sic cum
/ds— minimum tsset oportere, ubi d$ elemen-

tum curvae et r radium osculi significabat, statim per hanc melhodum problema resolvi. Sumtis enim x ei y

pro coordinalis curvae quaesitae, positoque dy=:pdx et dp= qdx, erit

9?

hincque differentiando

ds= dxy{i-i-pp) et r= ^*"*"^^^
> unde fit Z=

^

{i-*-PP)^

M=0, JV=0, P=
(1 .pp)2

et Q
2g

(1 pp)2

ita ut sit dZ= Pdp -\- Qdq, Erit ergo valor differentialis

dP

dx

d<lQ

dx^
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et pro curva quacsita aequalio = dPdx — ddQ^ quae integrala Hai Pda;-^ dQ= Adx. MuUiplicetur per ^, ob

dp=qdx, erit Pdp — qdQ=zAdp; at ex aequalioiie dZ-=Pdp-\~Qdq est Pdp= dZ'— Qdq, quo valore substi-

tuto habebitur dZ— Qdq — qdQ= Adp, quae denuo integrata dat

Z-Qq=Ap-\-B= -= -^.

(1-+-M»P (iH-W)^ (l-»-«>)=^

Erit ergo mutato conslantium signo

q= [Ap-^By{i-^ppf^= '^.

ergo

<te= r et dy—
(Ap-*-B)^ {l-i-pp)^ {Ap-*-B)^{l-t-pp)^

unde cognita jam aequatio pro curva elastica elicitur.

Si non absolute inter omnes curvas, sed tantum inter isoperimetras, vel eas, in quas certa quaedam ex-

pressio integralis yZt/a; aequaliter competit, quaeratur ea, in qua sM JZdx maximum minimumve, tum eadem

methodo quaerantur valores differentiales formularum y^Zcfo; et fZdx, qui sint F' et F, erit aF'-f-^F= ae-

quatio pro curva quaesita. Sic non impeditur haec mea methodus, etiamsi in formula integrali fZdx praeter

differenlialia coordinalarum x et y, quoque earum differentlalia secundi, tertii, aliusve allioris ordinis insint,

cujusmodi casus dubito an per solitas methodos resolvi possint. At vero si in Z praeter quantitates x, y, p, q, r,

etc. etiam formula quaepiam integralis, ^ula f^dx, insit, tum neque consueta methodus, neque haec, quam

modo exposui, solutioni inservit, sed sequcnti modo erit procedendum. Cum Z sil functio quantitatum x, y, p, Qt r,

elc. et insuper quantitatis Il=y^dx, sit dZ= Ldll -t- Mdx -t-' Ndy -i~ Pdp -^ Qdq -i- etc. atque

• d:^= Tidx-i-^dy-t-^dp~t-0,dq-i- etc.

Tnm BMvaaiUxrfLdx , cujus valor posito x= a fiat H, silque H—JLdx=^T, erit differentialis valor quaesitus

= iV-SBr- ''"'r^^ -t-'
"'"?-:^'''- ete.

De problematis autem huc pertinentibus notandum est, ea non instar priorum absolute resolvi posse, ut

curvae porlio quaecunque praescripla maximi minimive indole sit praedita; sed longiludo abscissae simul debet

assignari, cui haec conditio satisfaciat. Sic si iste modo inventus valor differentialis ponatur =0, aequatio pro-

dibit non pro curva, quae inter omnes alias absolute habeat fZdx maxiraum minimumve, sed quae inter alias

omnes pro dato abscissae valore x=^a (cujus ralio jam est habita in T) maximum minimumve ipsius jZdx va-

lorem exhibeat. Quare si haec abscissae magnitudo a immuletur, alia curva problemati satisfaciens reperilur;

qua cautela in problematis prioris generis non erat opus. Ullerius processi, et casus evolvi, cum etiam 3 denuo

formulam integralem 7t=.J'^dx implicet. Prbposita enim formula yZt/a; , si sit

dZ= LdH -+- Mdx -I- Ndy -f- Pdp -^Qdq-\~ etc.

existente Il^J^dx, et d'^= ^d7r-h--Sidx -t-fSldy-t-^X^dp -t-Sldq-t- etc. existente

Tt =J^dx et d^= mdx -f- ndy -i- prfp -*- qrfj -t- etc.

Sumatur integrale fLdx, quod sit =H casu quo x=:a (ubi a est magnitudo abscissae x illa determinata, cui

maximus valor illiusyZrfir respoudere debet) sitque H—jLdx=T. Tum sumatur integrale f^Tdx, quod fiat

=:<^ posito x= a, sitque «^

—

JiTdx= %. His praeparatis erit valor differentialis formae yZrfx hic

dx da^
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Ex his aatem quousque libuerit ullra progredi, atque abstrusissinia problemata resolvere licebit. Qua de me-

thodo quid sentias, Vir Amplissime, etiam atque etiam rogo ut mihi indicare velis. Vale, Vir Celebeirime,

mihique favera perge. Dabam Berolini d. \0 Novembr. 1742.

(Responsionem vide Corresp. T. II. p. 701.)

Viro Celeberrimo alque Amplissimo N. B. S. P. D. L. E.

Quoniam ex litteris Tuis maximum semper fructum percipio, eo majores Tibi me debere gratias agnosco,

quo minus Tibi suppetit otium ad litleras meas respondendi. Quamobrem Te, Vir Amplissime, etiam atque

etiam rogo, ut frequentiores meas interpellaliones benevole excusare velis.

Quod primum de seriebus divergentibus scribis, earum summas dari omnino non posse, quoniam licet in

infinitum continuentur, tamen exhauriri nequeant, non mediocriter jam pridem dubitavi, atque etiamnum am-

bigo. Interim tamen hoc dubium mihi quidem eximi posse videlur, si ad distinctionem inter numerum infinitum

determinatum, atque infinitum absolutum altendatur. Quamvis enim statui non possit

1
-:»-•?•-'*•- —-— = 1 -f- ic -t- a?' -H a?^ -H . . .

.

-I- a:°°.

quia hic numerus terminorum etsi infinilus, lamen tamquam definilus spectatur, atque adeo series revera ter-

minari censetur; tamen sine errore mihi quidem statui posse videtur

= i ~t- X -+-
x''^^ sc^ -+- etc.

i -X

in infinitum, hoc est seriei nusquam ullo termino constituto. Sic falsum foret

= 1 — 34-5 — 7-h9— ....=t(2oo-t-l),

at omni finilionis idea etiara cogitatione sublata , sine errore airirmari potest esse 0=1 — 3-f-5 — 7-t-9 —
in infinitum. In hac autem opinione eo magis confirmor, quod nullus mihi adhuc obtigerit casus, in quo ejus-

modi serierum suramatio me in errorem deduxisset.

Quod nunc assertum meum circa radicum imaginariarum proprietatem non solum probas, sed eliam de-

monstrationem mecum communicare voluisti, maximas Tibi ago gratias. Concedo enim lubentissime, quod postu-

las, omnem radicem imaginariara aequationis quotcunque dimensionum, etiamsi forma ejus penitus sit incognita,

tamen considerari posse tanquam functionem hujusmodi expressionum a zt V — b. Interim tamen si quis de hac

veritate dubitaret, fateor me nondum videre, quomodo hoc Tuum'assumtum demonstrarem. Me quidem in hoc

asserto non parum confirmavit singularis modus resolutionem aequationum altiorum graduum absolvendi, similis

fere Cartesiano. Sit proposita aequatio x'^ ~i- px^ ~t- qccx -^ rx -t- s= , quani resolvi pono in has

XX -i- ax -i- (3= et xx -i- yx -^ d= 0.

Sint autem a et y radices hujus aequationis zz-t-pz-i-u= 0, et /? cum d radices hujus zz-^iz~^s= 0, est

enim a~i-y=p et (36= s. Per has aequationes erit ay= u, I3~i-6= t. Comparata vero aequatione proposita

cum factoribus assumtis erit: p= a-i-y, q=. ^ -\-8 ~^ay, r=:ad~i-(3y et s= (3d, seu q= t-t-u; deinde ob

r= a8-t-(3y erit eliminando rr— prt ~i- ppt -t- tlu— 4sw=0. Sunt autem incognitae t et u, quarum altera u

sublata dat t^— qtt — {pp
— pr~\-i-8)t— rr -i-4s</= 0. Definitur ergo incognita / vel u per aequationera cu-

bicam, ideoque semper unus dalur valor realis pro f et pro u Praevidere autem licebat has incognitas t et «
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per aequafionem cubicam denniri debere, quia aequatio biquadrala tres tantum diversas resolutiones admittil.

Sint enim a, b, c, d radices qualuor, erunt Ires ipsius t valores hi: ah-\-cd, ac-t-bd, ad -t-bc. Simili modo si

proponatur aequatio sexti gradus cc* -t- px^ -+- qx* -t- rx^ -\- elc. =0 ejusque factores ponantur

xx-+-ax-^^, XX -¥-yx-\~8, xx-^-sx-^-^,

atque ut ante a, y, £ ponantur rad^ces aequationis z^ -\- Azz-^ Bz-^C:=Q, et patebit ex varia sex radicum

combinatione quantitalcm C quindecim diversos valores induere ^^osse, iinde resolulio pcndet ab aequatione 15'*

gradus. Generaliter vero resolulio aequationis 2n dimensionum pendebit ab aequatione 1.3.5 (2n — !;•"'

gradus, qui gradus cum sit impar, una semper dabitur resolutio realis. Neque vero hoc ratiocinium adhuc ve>

ifitatem evincit; interim tamen viam ad demonstralionem apodicticam fortasse parare potest. , ineufnMiiO

Plurimiun autem Tibi, Vir Celeberrime, me obstrictum agnosco pro demonstratione elegantissimae Tuae con-

structionis trajectoriarum orlhogonalium, quam in Actis Lips. 1719 publicaveras. Equidem jam pridem in ilUus

demonstratione eruenda desudaveram, neque tamen alium casum elicui, praeter eum, quo

;, ^ r fit functio ipsius parametri a tantura.

Quanquam enim q^uaesivi quantitatem n, per quam aequalio

^^ dy(l-i-pp)
_^ ^^

divisa integrabilis reddatur, tamen in mentem mihi non venit, in investigatione ipsius n ipsam aeqiiationem pro-

positam in subsidium vocari posse. Hac igitur methodo Tua plurimae aequationes differentiales expedite inte-

grari possunt. Sit enim proposita aequatio = Pdx -*- Qdy, in qua sint P ei Q functiones quaecunque ipsarum

X et y, ita ut sit dP= Kdx-+-Ldy et dQ= Mdx -\- Ndy. Quaeralur functio R, quae illam aequalionem multi-

plicans reddat integrabilem, ita ut = PRdx-i- QRdy integrationem admittal. Debebit ergo diff. PRdx, posito x

constante, aequari diff. QRdy, posito y constanti. Sit dR=Tdx -k-Ydy, erit

PVdxdy -f- LRdxdy= QTdxdy -+- MRdxdy=— PTdx"^ -t- MRdxdy , ob Qdy= — Pdx.

Ergo erit Pdx [Tdx -+- Vdy)= Rdxdy [M— L)= PdxdR, ideoque

dR
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Q«ae integtalio etsi jam «atis est cognita, tamett summam regtilae Tuae utililatem luculenter declarat. Vale,

Vit AmpHssilne, toiliique favere perge. Babam Berolini d. 14 Maii 1743.

(Responsionem vide Cqrresp. T. II. p. t08.)

tttinihen x4?t nmvf j:s

"
Viro Consultissimo et Excellentissimo N. B. S. *P. t). L. E.

Quanquam desiderium meum a Te, Vir Excellenlissime, proGciendi summum est, tamen tanta erga Te e»l

veneratio mea, ut nisi otium Tibi suppetat, nullas a Te lilteras exigam, quoties autem lubuerit mihi respondere,

pro boc insigni munere Tibi gratias maximas habeam. Exquisitissima sunt monita Tua, quae circa summas se-

rierum divergentium affers, Tibique nunc prorsus assentior, eo modo, quo serierum convergentium summa sil

quantitas quasi asymtota, ad quam, quo plures seriei termini actu colligantur, eo propius accedatur, ita ul

tandem discrepantia omni assignabili quantitate minor evadat. Scilicet si habeatur series convergens quaecunque

a -^- b -+- c -i- d -+- etc, concipi potest Fig. 69. linea curva abcde etc. super axe AS ita descripta, ut ejus appli->

catae ad aequalia intervalla axis constitulae sint

Aa= a

-<nq /nonoiifij/; . Bb=:a-^h

Cc :=ta^b-+-c

etc.

quo facto manifestum est hanc curvam habituram esse asymtotam TV axi AS parallelam, cujus ab axe distantia

veram seriei in infinitum continuatae summam repraesentabit. Sin autem series proposita fuerit divergens, quo-

niam hoc casa iHiUa datur asymtota axi parallela, nequidem hujusmodi serierum summas concipere licet, atque

adeo ipsi ideae summae contradiceret, qui quantitatem finitam tanquam summam assignare vellet> Cum ^vitem

omnis expressio sive fracta, sive irrationalis , sive etiam transcendens in seriem infinitam evolvi queat, etiam

vicissim concedendum est, proposita quacunque serie sive convergente sive divergente, dari expressionem quam-

piam finitam , ex cujus evolulione illa ipsa series oriatur. Quare si a naturali vucis mmmae significatione ita

recedere velimus, ut cujusvis seriei summam appellemus non aggregalum omnium terminorum, «ed valorem

illius quanlilatis finitae, ex cujus evolutione illa series resullet, non solum consuetura summandi modum« qui

alias contradictionem involveret, tueri, sed etiam, quemadmodum summatio serierum divergentium in errorem

non inducat, explicare poterimus. Quoniam igitur definitiones vocabulorum sunt arbitrariae (saltem nisi sibi

ipsae pugnent), si hac definitione ular, ut dicam seriei cujusque summam esse valorem ejus expressionis finitae,

ex cujus evolutione illa ipsa series oriatur, omnis dubitatio atque repugnantia funditus tolletur. Hocque adeo

sensu sine ulla contradictione afTirmare licebit esse 1 — 4-f-9— 16-f-25 — 36-+- etc. =0, quia baec series

1-1 ^
oritur ex evolutione expressionis 3=0; similique modo erit l-t-2-i-4-»-8-t-l6-i- etc. =— 1. Ce-

terum vero notandum est, quolies series fuerit convergens, tum novam istam summae notionem cum consueta

congruere, ex quo nulla confusio ex introductione hujus novae ideae erit metuenda. Hoc posito, quaestio non

erit absurda, si quaeram summam hujus seriei maxime divergentis 1 — 2 --6 — 24-4-120 — 720-*- etc; de-

sidero enim valorem quantitatis finitae, ex cujus evolutione ista series oriatur, et cum ista quantitas sit transcen->

dens, sufficiet ejus valorem tantum proxime assignasse. Inveni autem hunc valorem seu summam fore = 0,40478,

sicque minorem quam semissem unitatis. Contra hunc concipiendi mpdum nihil aliud mihi quidem objici posse
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videtiir, nifii quod ante demonstrari debeat, eandem sericm ex pluribus divcrsis expressionibus finctic oriri non

posse, at vero hoc mihi extra dubium positum videtur.

Si concedatur, radices imaginarias aeqiialionum considerari posse tanquam functiones binomiorum hujus-

modi a-i-V — by tuin utique necesjiario sequilur, aequationes imparium dimensionum fiemper unam ad mini-

mum habere radicem realem, ac proinde numerum radicum imaginariarum perpetuo ei>se parera. Verumtameo

nondum perspicui quomodo, &\ posterius concedatur, vicissim et prius consequatur: poslerius enim mihi der

monstrari posse videtur, nullo habito respectu ad formas radicum imaginariarum. Sit enim proposita aequatio im-

parium dimensionum quaecunque a;'""*"^ H-aar^^^-H/^x^""' -»- etc. :=0, ponoque

^2«-Hi_^„^2n_^^^2/i-i_^
etc. =z,

atque manifestum est, si slatuatur a; = oo fore ^= oo, sin autem ponatur x=.— oo, fore z= — oo. TrJ-

buendo igitur ipsi x successive omnes possibiles valores inter limites H-po et — oo contentos, Kttera z induet

pariler omnes possibiles valores inter limites -i- oo et — oo conlentos. Dabitur ergo valor loco x substituendus,

qui lilterae z valorem inducat =0, isque proplerea erit radix ipsius x pro aequalione proposita. Cum igitur

hoc summo rigore demonstrari possit, optarem, ut simili modo forma functionalis radicum imaginariarum, quam

slaluis, demonstrari vel ex hoc ipso fonte derivari posset.

Pro emendatione errorum, quos per festinationem in resolutione aequationis x* -^ fx^ -\- tix^ -\- rx -i- s= (i

commiseram, gratias ago. Ceterum, uti probe mones, realitas faclorum trinomialium multo commodlus methodo

Cartesii, tollendo secundum terminum, docetur, atque adeo meo judicio hanc demonstrationem perfectissime ab-

£oIvisti. Quanquam enim aequationes altiorum dlmensionum, ad quas pervenitur, actu resolvi nequeant, tamen

ad institutum sufTiciebat ostendisse, illas aequationes semper babituras e&&e unam ejusmodi radicem realem, ex

qua prodeant factores trinomiales reales, etiamsi hi rarissime assignari queant. Aequatio enim

-r'"-2"_4-pa;'"-''"-i-4-ga;'"- "-*-»- etc. =0
uti egregie mones, pro divisore habebil aequationem

«* -I- owe* — ^
-I- /5«' "" ' -t- etc. =0,

ad quem inveniendum coefficiens a determinabilur per aequationem tot djmensionum, quot hoc productum con-

tinet unitates

^''.m 2".»n— 1 2".»?» —

2

2"(m — 1)-h1

2« 2« _ 1 2" - 2 1

Primum autem patet hoc productum semper exhibere numerum integrum; tum vero quaelibet fractio, siquidem

m est numerus Impar, reducitur ad ejusmodi formam, ut tam numerator quam denominator fiat numerus impar>

ex quo tota expressio evadet numerus impar, atque adeo valor a, cum definiatur per aequationem imparium

dimensionum, poterit esse realis: reliqua vero, quae binc deducis, Vir Celeberrime, negotiuna, qupd agitabam,

prorsus conficiunt. Tota enim res perducitur ad resolutionem aequationis

x'^ r*-qx^ ~^-%-rx^ — '-H etc. =0
in qua secundum terminum jam deesse pono. Quodsi ergo hujus bini factores ponantur

n—

1

n—

1

n—

1

->"""*
i /v

X* -H ctx^ — * -+- etc. et x^ — ax * -- etc. = U

quia est a aggregatum 2""' radicum prioris «equationis, defioietur a per aequationen» tot dimensionum. qnot

£unt unitates in hoc numero

2"-l 2°- 2
,

• 2"—*^ * 2"—* - 2
'
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donec ultimus denominator sit =1. Patet autem hunc numerum fore impariter parem, totidemque a habebit

radices, quot unitates in isto numero continentur. Quia autem inter has radices quaelibet habet sui negalivam,

omnes potestates impares ipsius a in aequatione deerunt; ultimus vero terminus absolutus, propterea quod est

factum ex omnibus valoribus ipsius a, inter quos bini inter se sunt aequales et alter alterius negalivus, erit

quadratum negativum, cujus radix assignabilis erit per coefficientes q,r,s, elc. Definietur ergo a per hujus-

modi aequationem

quae semper unam saltem radicem habebit realem; quod sic ostendo: Ponatur a= oo, fietque illa expressio

a^'" -f- /a*'" ~ * -H . . .— uu= oo. Tum ponatur a= 0, fietque eadem expressio =

—

uu. Tribuendis ergo

ipsi a valoribus mediis inter et oo, expressio ipsa induet omnes valores possibiles medios inter oo et — uu;

dabitur ergo valor loco a substituendus, qui reddet expressionis valorem =0, isque erit radix ipsius a. Casus

tantum excipi debet, qua»n=l, sed non dubito, quin ista demonstratio ita adornari possit, ut nihil contra

excipi queat.

Non perspicio, quam ob causam dubites, an hujus differentialis PRdx-\- QRdy integrale exhiberi queat,

etiamsi sit diff. PRdx= d\ff.QRdy, illa scilicet differentiatione ponendo a?, in hac vero y constantem. Quodsi

enim hoc criterium locum habuerit, integrale non solum mihi videtur assignari posse, sed etiam revera id sal-

tem ope quadralurarum exhibere valeo. Integretur enim differentiale PRdx spectando y tanquam constantem,

ila ut integrale evanescat ponendo a;= 0, quod integrale sit = Z. Tum in differentiali QRdy ponatur a7= 0,

atque id integretur, ponaturque integrale = F; quo facto formulae differentialis PRdx^QRdy integrale erit

= Z-+- F. Demonstratio per ea, quae Tu, Vir Excellentissime, docuisti, est facilis, namque differentiando Z-i- Y
Tua methodo, ilerum prodit differentiale propositum. Jam dudum autem perspexi hanc speculationem penitus

incidere in sohitionem problematis: Data aequatione differentiali dx= pdy iricompleta, invenire ejus completam

dx= pdy -t-gda, quod a, Te primum fuisse solutum admonui D""^ Clairaut aliosque Geometras Gallos, qui

hanc inventionem sibi vindicare voluerunt. Interim tamen non dubito, quin hic adhuc insignes proprietates la-

teant, quae si essent cognitae, ingens lumen in analysi accenderent, cujus rei, ut nuUus dubitandi locus relin-

quatur, communicabo Tecum solutionem problematis cujusdam mechanici, cujus evolutio universa ad hoc genus

pertinet; neque, antequam natura hujusmodi forraularum differentialium completarum uberius examinetur, ad

finem optatum perduci potest.

Problema hoc est: Catenae uniformis ac perfecte flexilis, si super plano horizontali politissimo jacens utcunque

|»rojiciatur, assignare situm, figuram et motum ad quodvis temporis momenlum. SoluHo. Fig. 70. Sumto in plano

horizontali recta quacunque OZ pro axe, pervenerit elapso tempore 7 catena in situm AMR. Sit longiludo ca-

tenae AMR = a, posilaque ejus portione quacnnque AM=s, ducatur ad axem applicata MP, voceturque

OP= x, PM=y. Perspicuum jam est a; et y esse oportere functiones binarum variabiiium s et t, pariter ac

angulum AMP qui vocetur = rp, Sit igitur differentiando dx= ds sin f -i- Mdl et dy= ds cos (p -i- Ndt
,
quia po-

sito / constante esse dehet dx^ -h: dy^= ds^. His positis erit primo, ponendo t constans,

_
. o f'^ sjdssmm . , o r(* — s)dscosq> m ^ a /•»d.»sinm

Oa= at-^^ — 1 ^ i Aa= yt-\-8— /
^

y Ob= at -\- ^ -\-
J

n, o rsdscostp
6t Bh= yt-v-8 -\- j —^—^

,

posito post singulas has integrationes s= a. Porro, si fuerit posito s constante dM=Pdt et dN=Qdt, erit

sin f fPds
cosy jQdt
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spoctando in his inlegrationibiis tantum s tanquam variabilem. Aequationes bas suppeditaverunt praecepta dy-

riamica, iisque problema perfecle resolvilur, ita ut natura curvae AMB in acquatione

sin f - yPdt '
'

cos <p J Qdt

contineatur. Interim tam^n hanc solutionem ad usum accommodare non possum, ila ut hinc motum catenae, si

initio figuram quamcunque datam habuerit, ipsique datus motus impressus fuerit, reipsa determinare mibi lice-

fet. Pendent autem 3f et iV ac propterea quoque P el Q ab angulo <p, quia difTerentialia illa dx et dy expri-

mentia sunt complcta. Deinde si / constans sumatur atque elementum ds invariabile statuatur, ultima aequatio

evolvitur in hanc diflerentialem secundi gradus

Pddf cos (p -f- 2Pd<p^ sin 95 — Qddcp sin 95 -+- 2 Qd^'^ cos (p— dPd^ cos 9) -f- dQd^ sin 9?= 0.

Hac igitur de re ut mihi scntentiam Tuam aperire velis, etiam atque etiam rogo. Ceterum solutionem proble-

matis huic afllnis, quod mihi Celeb. Patruelis proposuit, quia spatium superest, judicio Tuo subjiciam. In lo-

cum catenae superioris problematis, substituit filum inertiae expers tribus aequalibus corpusculis ad aequalia

intervalla positis onusti, cuj^is motus requiritur. Sinl Fig. 71. intervalla corpusculorum AB= BC=a, atque

tempore elapso =f pervenerit filum j)ropositum in situm ABC, jinde ad rectam OZ pro axe assumtam demittan-

lur perpendicula Aa, Bb, Cc. Ponatur angulus ABb^=^ et angulus BCc=
7i,

sitqne r= ^-t-Ti et s= ^
— r},

quibus positis ex theoria motus elicui has aequationes

dt=dsV,
^ -'''"'

et dr=8dsV- 2 — C08 »

2a — /3-*-acos« ^ (2 -t- cos*). . . .*)

Ope quadraturarum ergo ex tempore / definiuntur quantitates r et s, ex quibus porro erit

. r-t-t
,

r — t

^ = -3- et V =^'
Denique vero toit hl

2 1
' 2 1

Oa= At-t- B ;;- a sin ^ — — a sin t^ ; ^a= Cf -i- Z) — -^^ a cos ^ — — a cos tj ;

1 1 . 11
Ob= At -^ B -\- — a sin ^— — a sin 7; ; Bb = Ct -t- D -^ -— a cos ^ a cos i]i12 12
Oc = At -i- B -t- -^ a sin ^ -t- -— a sin 71 ; Cc = Ci -i- D -t--^ a cos ^ -t- -^^ a cos i^.00 00

Hoc idem problema resolvi quoque, si plura corpora filo fuerint alligata; tum autem separatio variabilium el

construclio, uli hic, mihi nondum successit. Ceterum has qualescunque meditationes, ut benevole accipias etiam

atque etiam rogo, mihique favere pergas. Vale. Dabam Berolini d. 4 Febr. 1744.

Litterae, quibus Bernoullius ad Euleri epistolam supra datam respondit, cum in nostra coUectione

nm reperianlur , etiam in Commercio [Correspondance) a nobis editio desunt. Sed ipsarum primum auto-

graphum, idque curiose scriptum, inter hasce exstat Euleri epislolas, quas Bibliotheca Basileensis ex he-

redilate BernouUii acceptas conservat et nobiscum liberalissime communicare voluit. Ut jam nexus mutui

hujus epistolarum commercii elucescat, pro argumenli gravitaie, gratum lectoribus id fore confidimus, quod

et responsionem Bernoullianam hoc loco damus, adjecto etiam postscripto, quod a Bernoullio serius

Eulero missum est, in epistola Danielis BernouUii inclusum, Editores.

*) Yide infra responsionem CeL Bernoaliiu .-.
. .s!,;! >
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Viro Celeberrimo Leonhardo Eulero S. P. D. N. B.

Ignosce quaeso quod nondutn respondi ad ultimas Tuas litteras ante annum et quod excurrit

scriplas. Repelo excusationem jam aliquoties a me allatam, cui et hoc addere debeo, quod per lon-

gam desuetudinem ita hebes factus sim, ul vix quicquam proficiam, quando Te in profundis Tuis

meditationibus sequi volo. Ne autem diutius in mora sim, postulat donum, quod mihi nuper D,

Bousquet jussu Tuo misit, consistens in egregio tractatu Tuo de Isoperimetris, pro quo Tibi maxi-

mas ago gratias. Hunc librum avide sed obiter inspexi in plagulis adhuc solutis, attente autem

perlegam postquam ilium a compactore ligatum recepi. Tantum jam perspexi, ut non possim non

Tibi impense gratulari et applaudere de inventa elegantissima et genuina methodo hoc probiema in

latissimo sensu acceptum tractandi. Ego quoque olim ubservaveram , methodos ab aliis iisurpalas in

hoc deficere, quod restriclae sint ad eam hypolhesin, quae supponit, minimam curvae particulara

eadem qua integer arcus maximi vel minimi proprietate gaudere, quem defeclum Tu optime sup-

plevisli. Hac occasione Te rogare audeo (quod tacitum apud me servabo) quid sentias de priori so-

lutione directa Patrui mei, quae extat in Commentariis Academiae Regiae A. 1706. Sane ea mihi

videtur esse paralogistica, imo nulla. Casu incidit in solutionem veram problemalis 1"»', dum posuit

dt constantem, quemadmodum etiam casu inventurus fuisset veram solutionem problematis 2^', si ibi

non dt sed dx posuisset constantem. Analogiae, ad quas problemala 1 et 2 reduxit, non sunt verae

proprietales curvae quaesitae, sed quibusvis curvis competunt, prout alia atque alia differentialis pro

constanti adhibetur; vel polius nuUi curvae corapelunt, quia hae analogiae dant aequationem ex ter-

minis heterogeneis constantem. Deinde Taylorus recte objecit, inepte sumi angulos OF(p et O^jF pro

dimidio angulo curvedinis in punctis F et y. Praelerea ipsa hypolhesis, per quam duo elementa

FO~t~0(py et duo elementa Fa~+~a(p ponuntur isoperimetra , deducere videtur ad absurditates, ita

ut non possit consistere cum inaequalilate seu variabiHtate angulorum OFJ et oFJ; mihi enim, ex

conditione Isoperimetri sequi videtur rationem FJ ad OJ sive angulum OFJ fore constantem, contra

hypothesin, quae supponit angulum OFJ mutari posse in angulum coFJ. Altera Patrui solutio, ut et

Hermanniana, quae ambae extant in Actis Lips. A. 1718, quoad fundamentum et methodum conve-

niunt cum Fratris Jacobi solutione, nec ab ea differunt, nisi quod in illis prolixus Jacobi calculus

eleganti compendio concinnior redditus fuerit. Caeterum doleo Jacobum a Fratre nimis inique nota-

tum fuisse
,
quod plures absurditates et contradictiones in solutione sua admiserit, cum tamen omnia

quae Jacobus dixit sano sensu explicari, et apparentes contradictiones conciliari queant. Ex. gr. cum

dixit, in omnibus aequationibus Tabulae suae litteras p et q augeri minuive posse quanlitate qua-

cunque constante c, id intelligendum est de maximis vel minimis fpdy, ffdt, fqdy, etc. in quibus

p vel g significant ipsas ordinatas curvarum, quarum areae debent esse vel maximae vel minimae,

non vero de maximis vel minimis

l^^ftitu^ r
^ t JMVi\»V rdy rdt rdy

W P'

f<!l, /-ei, f^, elc.
J p J p J q

-^» -yA ^ cum enim illa transeant in haec ponendo — ? vel — pro p et q, patet in his non p vel q, sed —

aul — posse augeri vel minui quantitate constante c. Neque etiam eadem assertio ita accipi debet,

ac si aequationes, quae maximum aliquod vel minimum suppedilant, post talem mutationem semper

etiam maximum vel minimum respective praebere debeant; possunt enim per talem mutationem

maxima degenerare in minima, et vice versa; quamvis ipse Jacobus, sicut ejus frater, ex inadver-

tentia hoc non observaverit. £x. gr. quamvis aequatio
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pda;

V{aa — pp)

ptlx — edx

^ V{aa — {p c)2)

potest praebere et maximun fpdy, el minimum /prfy, prout p major esl vel mii\or quam c. Sic

niioniiR A(>nii»tin '
""•.ur.i/j» iuj^w.quoque aequatio

, etdx
«y.=

Y{Ob H- 2 6p -H pp— aa)

potest dare maximura fpdi, etiamsi crescenle x decrescat p, quicquid contrddicat Johannes, quo-

tiescunque nempe b— p est quantiias aiHrmaliva. Ita etiam, quamvis aequalio

, qdt

^ V{aa -+ qq)

satisfaciat maximoy'grfj/, tamen aequatio generalior

qdt±cdt

Viaa -t- qq± 2cq -i- cc)
"

potest dare et maxiraum et mmimum fqdy, illud nempe s\ qz*zc fuerit quantilas aflirmativa. hoc

si qd=.c fueril quantitas negativa. Ad has praedictas tres aequationes generales, quae exhibent

maxima vel minima /pdy
, Jpdl , Jqdy , Patruus raeus Jacobus potuisset reducere omnes 11 aequatio-

nes Tahulae suae. Sed satis de his. Attingara nunc paucis quaedam exTua ultima epistola. Gaudeo

Te nunc mihi assentiri circa ea, quae dixeram de seriebus divergentibus. Gralum facies, si mihi in-

dicabis ipsam formulam quantitatis transcendentis =0,40478, ex cujus evolutione oritur series

1 — 2 -+- 6— 24 -H 120 — 720 -H etc.

Ipse modus concipiendi seriem divergentem, tanquara ortara ex evolutione quantitatis alicujus finitae,

m\ quicquam habet absurdi, ut contra eum aliquid objici possit, et si vel maxirae eadem series ex

piuribus diversis expressionibus finitis oriri posset, hinc non sequeretur ejusmodi concipiendi mo-

dum esse absurdura; sed hoc sequeretur, ejusraodi expressiones non posse appellari suramam, seu

valorem seriei divergentis, et hoc magis confirmaret sententiara meara, qua statuo, seriem diver-

gentera nullum habere valoreoh .__",:
: J,,

-

Ego vicissim Tibi assentior ia -ee;- qiiod attinet ad integrationem aequationis PRdx -+- QRdy= 0.

Si paulo attentius considerassem ea, quae in penuUima epistola ipse scripsi, non amplius dubitassem,

sed facile vidissem, demonstralionem ibi a me allatam inverti posse. Verura quia aliquis haerere

posset in suratione ifilegraiis quantitatis i^^c/o; in casu ar= 0, raallem ego hunc raodum integrationis

praescribere : Sit S nota intcgrationis, quando y ponitur constans, et a nota integrationis
, quando

X ponitur constans. Distingualur PRdx in membra, in quibus y non reperitur, et in ea, in quibus

y reperitur; voCentur illa Xdx , haec pdx. Pariter distinguatur QRdy in meinbra, in qiiibus x non

TCpcritur, et in ea, in quibus x reperiturj vocentur illa Ydy, baoc qdy. Eritque

fPRdx -\-fQRdy =fXdx -h-fYdy -+- Spdx= fXdx -\-fYdy •+- aqdy= constanii.

Quod autem sit Spdx= aqdy, sic facile demonstro: Sit (Fig. 72.) AE= CF=dx, BE=pdx posita

constante; per coi\sex\\\Qns AG = Spdx. Sit AC= FE= A\fX. AG posita x constante, diff. .4C positis y

et dy constantibMS = DB ^ AC—DB —FE= DF— BE= diff. BE, seu diff. pdx posili x el dx
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ttt^ .3 nv

constantibus. Sed per hypolhesin est quantitas /? ita comparata, ut diff. pdx positis x et dx con-

stantibus, debeat esse = diff. gij/ posilis y et dy constantibus, ergo AC=qdy, per consequens

aqdy= AG= Spdx.

Ad ea, quae djxisti de radicibus imaginariis nihil habeo quod reponam, nisi quod existimem,

ideam quantitatis imaginariae sive impossibilis involvere ideam radicis quadratae quantilatis riegativae,

quia eae quanlitates sunt impossibiles, quae neque affirmalivae esse possunt neque negativae, qua-

rumque quadrala aut ipsa sunt impossibilia, aut saltem negativa. Problemata, quae in fine subjunxisti

de projecta catena vel filo tribus corpusculis onusto, nimis diflicilia mihi visa sunt. Malo fundamen-

tum solutiouis ex Te discere, quam ingeniolum meum hebetatum eorundem examine diu torquere.

-4»iif) ^K^; Quod superest Deum 0. M. rogd, ut luctum ex B. Parentis Tui obitu conceptum minuat, Teque cum

. Tuis quam optime valere jubeat. Dabam Basileae die 20 Apr. 1745.

P. S. d. 1 Maji 1745. Postquam misi nuperam epistolam, cupido me incessit examinandi so-

lutionem Tuam problematis de filo tribus corpusculis onusto. Scribis Te ex theoria motus elicuisse

has aequationes

• dt=dsy~^— et dr=8dsV— ;

2<^— p-i-acos4 ' (2h-coss). ..

.

reliqua in denominatore, quae a sigillo epistolae Tuae obtecta sunt, non possum legere. Mihi vide-

i tur has duas aequationes ita constituendas esse
i

2 — COS 4

-m i

dt=dsV^J''''^ et dr= pdsV.
2 cE— pa-t-a cos s '

i(2 -t- cos 5) (2 a • a cos 5)

itm
ut sit «=—2 (2-*-coss)-i-— (2 — coss), et p=— [2 -t- cos s).

Disquisitiones
^

quae jam sequuntur de problemaie illo mechanico Joh. BernouUii, in superiori

epistola Euleriana memorato, manu ipsius Nicolai conscriptae leguntur in margine primi autographi^

quod postscriptum illud jam ante ad Eulei^m missum exhibet, et eo magis mentione dignae sunt^ quod

nunquam ad Eulerum pervenisse videntur. Editores,

t"

(Fig. 73.) AB= BC=ab= bc= \

AD= l, BE=p
BD= m, CE= q

H^mm=i=pp-i-qq, ldl=— mdm

pdp= — qdq

angl. ABD= ^, angl. BCE= 7}

uofl s. 8»i Aa= dx, aa= dy, B^ dx-t~dl, b^= dy-t-dm, Cy= dx^dl-+-dp, cy= dy ~i- dm -i- dq

tempus per Aa,Bb, Cc= dt. Ob motuum corporum A, B,C, et centri gravitatis tempusculo dt uni-

formitatem est

Aa-^B^^Cr
j^ ^ dx-^^dl^^dp= Adt hinc x=Ai-^B^U^\p

er. —^,, J»t.<p. dt/ -I- -r- rfm -1- — rf^f = C(ft hinc y=zCt-+-D— -^m —
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velocilas «eciindum i42)= -^= -= ^- — > vis acceleratrix fiecundum ^41)= «/''"'

dt dt dt . .

' n9qo Bitib

,_ aa dy Cdt—\dm — ldq ;„AF= — = j-— 3^ 2_1» . . • AF=an^^
dt dt dt

ni

2— • vi« rftfard. «p.niinfliim r/i— /m
dt dt dt

„ Cy dx-*-dl-*-dp Adt -t- i dl -^ i dp . ^ . , _ _
Cy =— = = ^ — > vis retard. secundum CG= bn

' dt dt at *

x,rr «y dy-i-dm-^dq Cdt -t- i dm -t- i dqCH= — = = ^-r:
^

—

f • * t£=bq
dt dt dt

Posita dt constante est

... j i^ —iddl^lddp ,,
incrementum velocitatis secundum AD= —'—;

—

-— = alal
dt

I ,. ^ddl-t-ddp l —dm
hmc — —

.„ —lddm—\ddq ,( ^ddm-t-ddq
AF=— —-= amat \

«1 dl

dt

decrementum • » Cy =—-—3~^— — ^^^

hinc
ddZ-i-2(Wp p — dq

„„ —\ddm— \ddq . , t ddm-t-^iddq q dp
» • CH=—2 —3

—

t=bqf[i^

Praecedentes aequationes reductae praebent

2dlddl -+ dlddp -f- 2dmddm -t- dmddq = 0\ 2mddl +- mddp — 2lddm— Iddq= 0\

dpddl H- 2dpddp -h- dqddm -H 2 dqddq= ' qddl -j- 2 qddp — pddm— 2pddq=0'

Priores duae additae et integratae praebent dl'^ -t- dm^ -+- dp^ -t- dq^ -t- dldp -^ dmdq = Const. seu

dt,^-t-dri'^-i-{dldp ~i- dmdq)= {ob dl=md^, dm=—ld^, dp=qd^, dq=--pdi]) d^'^~i-d7j^-+(pl-i-qm) d^dr}=

dt,"^ -H drf H- (rfjrfTj cos [^— ri) ] = Const. Ponendo

r-t-s
^~t-rj= r, ^ — r}= s, seu ^= —^, 7^=__,

habetur

;: = const. h. e. dr^ (2 -f- cos s) -t- (fe* (2— cos s)= (xdt^.
M

Posteriores duae aequationes additae et integratae praebent

2mdl -+- mdp— 2ldm — ldq-t-qdl-+-2qdp—pdm— 2pdq= 2 wmrf^ -t- mqdr}-i-2Ud^-i-lpdri-+-mqd^-i-2qqdrf

-t-lpd^-h-2ppdj}=2d;-+-2dr}-+-{lp-h-mq) [d^-h-dri)={d^-h-dri) [2-\-cos{^— rf))=dr {2-i-coss)=Const.pdi.

Viro Celeberrimo atque Amplissimo N. B. S. P. D. L. E.

*

Etsi litterae Tuae, Vir Celeberrime , maximo gaudio me afYieiunt, summumque mihi fructum afTerunt, tamen

quoniam non ignoro in aliis diversissimi generis studiis Tibi plurimum esse elaborandum, ne Tibi sim molestus,

frequentiores a Te litteras exigere non ausim, sed hoc tantum a Te etiam atque etiam rogo, ut meas benevole

accipere, ad easque non nisi cum satis otii fueris nactus, respondere velis. Gratissimum mihi fuit ex Te intelligere

opusculum meum de Isoperimetris, vel potius Isodynamis Tibi non displicere; argumentnm mihi quidem ita com-

paratum videtur, ut in eo non errare sit diflicillimum. De solutionef Celeb. Joh. BernouIIii, quae extat in

Comment. Academiae Regiae Parisinae 1706, Tecum plane sentio, neque etiam dubito, quin ipse Auctor, si sen-

tentiam suam apcrte declarare voluerit, sit dissensurus. Cum autem ejus defensionem scmel tanto ardore susce-

L. Ealeri Op. postbooia T. I. QQ
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pisset, mirum non est» quod errorem proflteri nunquam voluerit. Ob eandem autem causam omnes occasiones

data opera evito, meam sententiam de ista solutione indicandi. Tibi autem, Vir Celeb. , maximas gratias habeo,

quod Tunm judicium cum tam egregiis animadversionibus mecum communicare volueris. Saepenumero certe dif-

ficillimum est dignoscere, utrum formulae cujuspiam inventae valor sit maximus au^minimus, praesertim si plu-

res quantitates indefinitae in eam ingredianlur. Tanta est enim afTinitas inter maximum et minimum, ut eadem

quantitas seu functio V, quae formulam ^ -f- F reddat maximara, eadem hanc formulam solo signo mutato A— V^ ^
- r- ntb '

! - h

»

°

exhibeat minimam. Sic cum aequatio "^ju

,
pdx

dy=
V(aa — pp)

praebeat maxiraum yprft/ , vicissim haec aequatio

quae quidem in illa ob signi radicalis arabiguitatem jam continelur, J^pdy faciet minimum, quod clarius patebil

si, uti fecisti, pro p scribatur pzizc.

Quod ad valorem seriei divergentis 1 — 1-+-2 — 6-1-24— 120-+- etc. attinet, puto equidem dari lineam

curvam, cujus abscissa si fuerit =a7, applicata esse queat

y^x—lx^-t-^x^ — Qx^^-^^h-x^-^i^Ox^-^ etc.

unde si in hac curva ponatur abscissa x= i , applicata y exhibebit valorem seriei

io— '^\^\<I--i«V Xt*^iH-^2— 6-1-24— 120-1- etc.

Potest autem natura hujus curvae per aequationem differentialem exprimi. Cum enim sit

^= 1 — 2a? -H 6a?* — 24a;» -i- 120a;* — 720a;5 -i- etc.

erit ob utriusque seriei «imilitudinem

dy X — V , ydx dx—= 9 seu dy-i = —

,

tuIou, •

dx XX XX X '

quae est aequatio dififerentialis pro curva quaesita, cujus integrale, si e denotat numerum, cujus logarithmus

== i, eril

JL

quod integrale ita sumi debet, ut evanescat posUo x= 0; erit ergo hinc

i_

-^ re '^ dx
*=' /-^—

•

faujusque proinde expressionis valor facto x= l dabit valorem seriei propositae. Erit ergo summa seriei propositae

1

dx re '^ dx... re "^ dx re
09010) ,1«ovjinii flinJ^Wii rduii j)i;j)m»n "*/ ^J ""

posito post mtegrationem x=i. Ponatur e '^ =z; erit posito x= 0, z= 0, et posito ic= 1 , z=i- ande

_ ) integrali ita sumto, ut evanescat posito js= 0, deinde vero facto «= I, Sit porro
- —<d«

•>'' i;':"-" • ^ nvMii u

-8.==1 — <, erit summa seriei = / — r> integrali ita sumto, ut evanescat posito <=1, tumque facto

tz^O, Jam ob l < t
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habebitur summa seriei '^.foqmfM otiplft ,
! {

— dtf — df

.« itt «^~»AJx o«oiJoo'jih ni fcRji-i .

* Sit
^ ^

= 1 -f- al -t- /?<* rt- yf» -t- ^^+ elc.

. 9nOl)'>'>T

erit inteirrale

Fiat jam t= 0, erit seriei divergenlis 1-^1-h2 — 6-f-24 — 120 -i- 720 —• etp. valor

=ti-+--a^-^P'*-jY-^-5^~^ etc.

Est vero senes haec valde conrergtens ob
, _ s

-

a

P — "^ ^ ~ f U. • «IBbllBOO» — "^"2

y = - /J--a—.y . . . . • V^y^^- • • • • —3

5=-y-^^-ya-- =-H_

^ 1 1 ^ 1 1 7

.fit sbniatl .(^ii. ^
— "" 5

" 2^ 3 ^""4^—5-* ••§; ^'«»^-""'7*' 36ania<l= i/ il ni

-.Vi.wj.ii03 18 t'^ iiia-<)= iv itf.r iHiillifJioois ?ti'<it>''0 *^-"o^'' V^ t lubiiifa^ iu|idyg'io YA aoqToa V i

.^Blioii» Inna ai))^ar 9aoiJfn)bi»ijio*j zo*i«it{) .^i.i 'jnnlf ii-niy*^ "•.C.--7i,- ',\ "^^'nbfioaoa ,op2oo0=.i? 9^
®*^^

'isijpofi eslnsnpsa luJaanildo obno ,}iii$d9b 9«a9 «dtsapse

ergo seriei propositae 1 — 1-1-2—-6-1-24— etc. ^ Niii,vu£

_ 1 1 1 j^ 7 'r» ^
.'.

I.:.. ^ . - , 10 i;Lj 'i — v^; iiU, Ci -— -
,. . .

"
V :—i ^> ,111 111 '

11 *
differentiae i^ -^t -z* ts» r—t rr^Lt — » =;rrr> elc.—-—— 9' 3:,..12 !^ ,

72',. 84, 5040 T. .

differentiae S^^e , , gic. lillbel iJ» ^Jfisyio» sJ
6 4 30 3dO

etc.

hujus autem seriei non difficulter summa vero proxima inveniiur, prodibitque fere 0,59521. Celerum non me-

diocriter gaudeo, Tibi meum series divergentes considerandi modum probari, sic uti^ue reclius dixerim esse

0,59521 valorem illius expressionis Gnitae, ex cujus evolutione series divergens 1 — l-f-2 — 6-*- etc. nasca-

tur. Vix autem crediderim ullum dari casum, quo eadem series divergens ex evolutione plurium formularum

diversarum oriri queat.

Fundamenta solutionis meae problematis de motu catenae, seu plurium corpusculorum filo connexorum lu-

bentissime judicio Tuo, Vir Amplissime, subjiciam. Utor ad boc lemmatibus quibusdam, quorum ratio ex dy-

namicis facillime constat:

I. Si corpus secnndum rectam AB motu quoqunque feratur, cujus massa sit A; si tempore t elapso

confecerit spatium AP= x, erit ejus CCleritas in P= — j et vis id in P secundum PB sollicitans

-j- » pOSltO dt rnruBtflrtfa- *^ * •

dl'
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II. Si (Fig. 74) corpus in linea curva JSIAf moveatur ulcunque, atque tempore t elapso versetur in M,

quod punctum delerminetur coordinatis AP= x, PM=y, corporisque motus resolulus concipiatur se-

cundum directiones Mp et Mm, ipsis a; et y parallelas, erit celeritas in directione Mp=— , et in di-

rectione Mm= — * Tum vero si massa corporis sit =A, erit vis sollicitans corpus secundum

Mp= -

2 ' ^^ secundum Mm= -t,z~'

His jam praemissis sint (Fig. 75) tria corpuscula L, M, N, filo connexa, quae super plano utcunque moveantur.

Pervenerint ea elapso tempore t in situm, quem figura exhibet. Sumta recta AB pro axe, ad eumque demissis

perpendiculis LP, MQ, NR, vocentur AP= x, PL= y, AQ= x', QM=y^ AR= x", RN=y", et sit longitudo fili

LM=a, ejus inclinatio ad axem AB= cp, longitudo fili MN=a, ejusque inclinatio ad axem =(p'; erit

x' — x= acos(py y — y= asin93, x —x=a coscp et y — y =a sin^j. Tum vero per lemma secundum

necesse est, ut corpusculum L sollicitetur

secundum Lp vi =—-^^j secundum Ll vi =—^2—K-> secundum Ll vi =—

s

dt^ dt^

corpusculum M vero
. -. . aafdda;' '

. ,, . 'iMddy\
secundum Mq vi = r,— > secundum Mm vi = —^;^

dt^ dt^

corpusculum denique N
, ,. . 2Mdx'^ - -^ . ^mdy'^

secundum Nr vi = —-5— j secundum Nn vi = ~ .

dr dr

Ponatur nunc tensio fili LM=P, fili MN=Q, atque a yi^P corpus L urgebitur secundum Lp vi =Pcos(p,

secundum Ll vi =i*sin95; corpus Msecundum M^ vi =i*cos95, secundum MQ vi =P6mf. Deinde a tensione

Q fili MN corpus M urgebitur secundum Mq vi =Qcos(p, secundum Mm \i = Qs\n<p, at corpus iV secundum

Nq \i =Q cos (p, secundum NR vi =Q sin 9'. Hae vires nunc illis, quae ex consideratione motus sunt elicitae,

aequales esse debent, unde obtinentur sequentes aequationes:

^Lddx „ <iMdda/ ^ , _ ^Nddx'' ^ ,

—^=:Pc0S(p, --^=QcOS(p ^Pc0S(p, —^=z—QcOS(p

^Lddy _ . 2Jtfdd/
r^ • ' n • ^Nddtf ^. . r—^~= Psm(p, —--^-=Q6m(p—Psm(p, —^^^-= -Qsm<p.

Quae aequationes cum superioribus conjunctae sufi^icient ad quantitates P, Q, <p et ^ eliminandas, atque pro-

blema perfecte solvent, uti facillime perspicies.

Vale, Vir Amplissime, mihique favere perge. Dabam Berolini d. 17 Julii 1745.

-9fljp
S. Dum haec de serie divergenti 1 — 1-1-2— 6-1-24— 120-+-720 — etc. scripsi, in alium modum

quantitatem finitam, ex qua nascitur, exprimendi incidi, qui ita se habet

iu.i Hiiiil^: ;<). i::il7U;(J ?Ji5";;isi'W; /m i-ifftj.

1 — a -f- 2a* — 6a' -I- 24a* — 120a* -*- etc. =

1-f-a

i -H a-u( minoxfjnnoo olft minoI«3aMq*JO'j iii

-vl) 70 o\\m (njno»|» ,ai8b»«dfirp 8f»drfr,m' , 7—5-

1-H3a
i-»-3a

i -•- 5a

i -f-Sa

etc.
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o\ qua exprcssione facile limites, inter quos ille valor continealur, assignantur, qui quantumvis prope libuerit

ad rationem aequalitatis acccdant. Sic si a= l valorque quaesitus ponatur

1 — lH-2 — 6H-24. — 120-H etc. =a, erit

'<T' '<T' '<iT '<W' '<-50r' '<405l' '<37^
etc

^ 1 ^4 .20 .124 ^920 ^ 7940 ^ 78040

K HrTj'
^^' 209' '>1546' '>13327' '>130922

Ilinc in fractionibus decimalibus coUegi valorem ipsius s contineri intra bos limites 0,5963107 et 0,596376i,

qnorum poslerior multo propior est veritati
,
quam prior, ita ut revera quasi sit s= 0,5963475922. Fallax

ergo fuit modus a me ante adbibitus, seu sallem non nimis aptus ad appropinquandum, quo inveneram

«= 0,59521. Hoc itaque valore ab 1 subtracto, erit valor (seu uti vocare volueris) seriei

1—2-1-6— 24-1-120— 720-*- etc. =0,4036525, T<>f ,

.

qui in meis praecedentibus perperam erat 0,40478. Simili autem modo inveni fore generaliter

1

—

ma-i-m{m-i-n)a^— m (m-i-n)(m-i-2n) o'h- m (m-Hn) (m-i-2n) (m-*-3n) a* — etc. =±i*^^^
^"'^'

1 '
^^^

1

1 -I- (m -H fi) o

1 -*-2na

1 •+- (nt-4-2n) a

3na

1 -»- («i-i- 3n)a

1 -*- 4 no -

1

1 -H (»n -H4n)a

1 -I- etc.

ex qua expressione arbitror, non contemnendas conclusiones derivari posse.

Habere autem seriem z — iz^-^2z^— 6^* -i-24;s^ — 1202^ -+-720^' — etc. valorem determinatum , se-

quenti modo mihi demonstrarc posse videor. Concipiatur curva, cujus abscissa existente =x, applicata sit

y =1 j-> erit hujus curvae area

r dx __x ix 1.2.a; _ 1.2. 3. a;~ / 1 - te
~

1 - te (i -te)2"*~(l_te)3 (l_te)*~*~ ^*^*

quae cum habeat determinatam quantitatem, sequitur quoque hanc seriem valorem determinatuni habere.

Quod luclum mihi ex morte Patris mei inflictum consolatione Tua lenire volueris, maximas Tibi ago gra-

tias , Deumque T. O. M. rogo , ut Te cum Tuis - incolumem et ab omnibus calamitatibus immunem servare velit

!

His absolutis .accipio schedulam Tuam b'tteris Celeb. Dan. Bernoullii inclusam, in qua lapsum formula-

rum mearum recte annotas, quem ipse ignoraveram. In scripto enim meo, unde istas formulas exscripseram,

aliis usus eram litteris constantibus , ad legem homogeneitatis nondum accommodatis, quarum loco inter descn-

bendum alias litteras substitui, sicque per errorem evenit, ut alteram formulam ponerem

^1« «iio4. dr= l3dsV-
2 — cos *

(2 -»- 008») (2 a — /3-i-a cos»)

cum scribere debuissem

Jr= rf. ]/- £i!pf?lf)
^

;

(2-»- 008«) (2« — p-*- acoas)

ita ut mihi sit ^, quod Tu per /?/9 in emendatione exprimis. Sic autem formula prior

di= dsV'-}'''"^'

2 a — |3 -- o cos *

recte se habet. '

. uig ii;i.o>.'^,>u i-t J'4.j J'> Ti^-a
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B. Duae litlerae ad Fredericumjll, Regem Borussorum, daUe annis 1749 et 1763.

_- \ , Sire,

)T.'-.
"^ ''

Ayant fait 1'examen de 1a loterie ilalienne dont V. M. a bien voulu me charger si grdcieusement
,
j'ai pre-

mierement determine combien chaqiie joueur devrait payer pour que Vavantage fAt egal tant pour le banquier

que pour le joueur, d*ou ron connaitra d'abord, combien le banquier doit gagner probablement, si le joueur

est oblige de payer ptus que regalile du jeu ne demande.

Suivant le projet, on fait 90 billets marques des nombres 1, 2, 3, 4 elc. jusqu'a 90, dont on ne tire que

5 au hasard, lorsqu'on juge quuu assez grand nombre de joueurs s'est engage. Or on peut prendre part A

ce jeu de plusieurs manieres differenles, selon que chaque joueur le trouve convenable.

La 1^"^® est: le joueur choisit k volonte un numero des 90 proposes, et il determine lui-m^me le gain qu'il

veut avoir en cas que son nombre se trouve parmi les 5 billets qu'on tirera k la loterie; et en proportion

du gain qu'il attend, il est oblige de payer une certaine somme d'argent. Supposant que le joueur fasse pre-

tention k un gain de 100 ecus; pour que le parti soit egal, il devrait payer la 18^*"^ partie de 100 ecus, c'est

a dire 5 Rthlr. 1.3 gr. 4 pf. Or selon le projet, il doil payer 8 Rthlr. Donc la banque doit s'attendre k un

profit de 44 p. cent. II en sera de meme de tous les autres prix que les joueurs demandent par cette ma-

niere de jouer. Comme si quelqu'un vouloit gagner 1000 ecus, en cas que son nombre se trouvAt parmi les

5 qui se tirent, il serait oblige de payer davance, pour obtenir cette condition, 80 ecus, et ainsi des autres

prix, plus hauts ou plus bas, que les joiwurs pourroient choisir.

La 2^^ maniere de jouer se fail pas les ambes, ensorte que le joueur choisit deux nombres k la fois, et

determine lui m^me le prix qu'il veut gagner, en cas que tous les deux nombres se trouvent parmi les cinq

numeros qu'on tirera au jour de la loterie. La probabilit^ que deux nombres, choisis k plaisir, se rencontrent

dans les 5 qu'Oh tire au hasfard des 90, n'6tant que ou —-» pour que le parti fut egal, il ne devrait

payer que — parties du prix auquel il prelend, c'est h dire, s'il demande un prix de 100 ecus, il ne paie-

81
roit que 5 gr, 11— pf. ou 6 gr. k peu pres. Or, selon le projet, !a mise, pour avoir ce gain, est 14 gr.,

5
donc la banque gagneroit 133— p. cenf. Or comme ce profit seroit trop considerable, pour mieux encourager

les joueurs, on leur accorde 20 p. cent sur chaque prix qu'ils gagneront par une ambe^ c'est a dire, au lieu

de 100 ecus, on leur promet de pajer 120 ecus en cas que leur ambe vieime k gagner,^ et partant la banque

profitera probablement 94-^ p. cent,^,^^^,^^^
^^,^g ^gl^^j^^^^j ^^,,.^ m«Infa9dr»« orqiDaB. .iJulo^dfi .ai

.nnvih^ 3^*"^ maniere de participer k cetle loterie «it jpas ternes, ou le joueur se choisii 3 aombres k la fois,

-iin»')!) 'i!j\'\\ t^ ':'•.
^ .. - •. . ., , •,.!.,.:,

. ,., ;:..

*) Responslo ad sequens rescriptum regium: «Sa IMajeste le Roi de Prusse, notre tr^s gradeux Souverain, fait enyoyer,

ci-joint au Professeur Euler le projet d'une lolerie, etablie dans la plupart des villes considerables d'Italie, el

qui a ete presenle k Sa Majeste par nn certain Roccolini, pour examiner arec exaclitude les calculs algebriqups

qui enlrent dans toutes les pi^ces de ce projet; mais sourtout de bien approfondir par Talg^bre tous iM hasards que

Tenlrepreneur d'une pareille loterie peut courir, el de mdme les profils qu'il pourroit faire par l^, et den faire,

aus8it6t que faire se pourra, son tr6s humble rapport k Sa Majesle. A Potsdam le 15 septembre 1749.

„
-' .'^ignatum: Federic.

'(tfiOI; - l
P. 8. En cas que le dit Professear Euler ait encore besoin de quelques lumi^res touchant ce projet, il pburra s^adresser

pour cet effet au Lieutenant>g^neral Comte deMottembourg.»
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fious condilion de gagncr ie prix cn cas qiie toa« ces trois nombres se troiivent dans les 5 exlraits, de sorte

qu'il perde, soit qu.aucun de ses numbrjes.n& s'.y. trouve,. soit qu'il s'y en Irouve un seulement, ou deiix.

5.4 3 1

Dans ce cas, la probabilile de gagner pour le joweur est = nn uo uu **** TITTb' ^ *^^^^ *1"^» P*^**"^ g»fner un
JO.oy.ocJ 11748

prix quelconqiie, il n'auroi4 quA en payer la 117i8^""' partie, pour que Tavantage fut egal de part et d'autre.

1

2

1
AiR«i, pour gagner par une terne un ppiK-de 100 ecus, le joueur ne devroit payer que 2- pf. Or, selon le

7
projet, le paiement ponr ces 100 6ciis est marqne de 15 pf.; donc la banque gagneroit 511— p. cent. Mais pour

iin pliis grand encouragenient, 1a baiique' s'engage de bbhifier 80 p. cent sur cbaque prix qui se gagne par

temes, el partant le proGt de h banque seroit 2V0 p. cent.

Ce sonl les trois prinCipdletf tnaniercsde joufer; hiaJs dans les papierS qui m*ont ete communiques, il est

fait raenlion encore d'autres manieres m^l^es de celles-ci. Comme p. exemple, un jouer cboisit 3 nombres avec

ces condilions qiie, si toiis '^les tidis se 'trouvent parmi les nombres qui scront tires, il pretend k un prix de

50 ecus, par exemple; mais s'il ne s'y rencontre que deux Ae ses nombres, ou une ambe, il prelend k 5 ecus.

Pour cette condition on trouve, par la r6gle des combinaisons, qiie, pour que le parti soit egal de part el

i '
' 85

d'autre, il faut payer pour la terne
^ ^ du prix, et pour Tambe du prix: Donc celui-lA etant suppose

de 50 ecus, et celui-ci de 5 ecus, le ioueur sera oblige de payer, en tout, un peu moins qu'un gros. JiB ne

Irouve pas, combien il faul payer dans ce cas selon le projel; mais il est A present tres facile de le deter-

miner ensorte, que la banque gagne aulant qu'on veut. Comme, si la banque vouloit gagner 100 p. cent, le

joueur devrait payer 2 gros, au lieu d'un.

II sera egalement aise de determiner, tanl pour ces manieres de jouer que pour toutes les autres qu'on

peut imaginer, combien le joueur doit payer pour les conditions quil exige, afin que la banque en tire un

tel profit, ou autant p. cent qu'on souhailera. Le profit auquel la banque se pourroit attendre probablement

,

selon le projet de ritalien, sera donc assez considerable, puisque sUr les simples extraits, elle gagneroit 4i

p. cent, sur les ambes 94- et sur les tcrnes 240 p. cent.

On n'est pas m4me altacbe ni au nombre de 90 billets, ni d celui de 5 qu'on en tire au jour que la lo-

terie se joue. On y peut varier, comme on jngera h propos. Pour le mieux faire voir, j'ajouterai ici un autre

projet ou le nombre des billels esl 100, marques des nombres 1, 2, 3, 4 jusqu'A 100, desquels on tire au

basard 10, et les conditions du jeu pour les joueurs seront les suivantes, pour que ravantage soil egal de part

et d'autre.
, ,

.tdon •"'
•

'

I. Le joueur ne prenant 'qti'tni nombre, pour qu'il gagne 1000 ecus, en cas que

son nombre se trouve parmi les dix extraits, il doit payer k la banque 100 ^ciis.

O Sn. 1IH| I» ,9}t(iil£4j

II. Si le joueur se choisit deux nombres, on pourra faire deux cas:

1) pour qu'il gagne 1000 ecus, en cas que tous les deux nombres se trouvent

parmi les dix extraits, il doit payer 9— ecus

. 2) pour qu'il gagne 1000 ecus, en cas qu'un seul de ses norabres se trouve

9
parmi les extraits, il doit payer ^^'iT ^*^"*

111. Si le joueur se choisit trois nombres, on poiirra considerer trois cas:

1) pour qu'il gagne 1000 ecus, lorsque tous ses trois nombres se rencontrent

dans les dix extraits, il doit payer 18 gros

2) pour qu'il gagne 1000 ecus, Iorsqu'iI ne se trouve que deux de ses nombres

dans les extraits , il doit payer 25 Rthlr. 1
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3) s*il veut gagner 1000 ecus, pourvu qu'un de ses nombres se Irouve parmi

les extraits, il doit payer , 247 Rthlr. 16 gr.

f' IV. Si le joueur choisit 4 nombres, on pourra considerer qualre cas:

•
•""'•

1) pour qu'il gagne 1000 ecus, lorsque tous ses quatre nombres se rencon-

<»;

'

trent dans les dix extrails, il doit payer 1 gr. 4 pf.

2) pour avoir le m6me gain, lorsque trois de ses nombres se rencontrent parmi

les dix extrails, il doit pajer 2 Rlhlr. 21 gr.

3) pour avoir le meme gain, s'il ne se trouve que deux deses nombres tires,

il payera \ . . . 47 Rthlr. 10 gr.

4) enfin le m^me gain lui revient si, parmi les numeros tires il ne se trouve

qu'un seul de ses nombres; mais dans ce cas il faudra qu'il ait paye .... 312 Rthlr. 17 gr.

J'ai suppose ici partout le gain de 1000 ecus, mais il est evident qu'on peut appliquer ces resultats ^

tous les gains possibles que les joueurs pourroient prescrire; car si le joueur pretend h un gain ou plus grand

ou plus petit que 1000 ecus, il paiera en proportion ou d'autant plus, ou d'autant moins.

Selon les arrangemens marques, Vavantage seroit parfailement egal du c6te de la banque et des joueurs,

mais il est facile d'augmenter les mises des joueurs afin que la banque gagne tant qu'on veut. Comme, si la

banque vouloit un profit de 50 p. cent, on n'aurait qu'a augmenter les mises marquees de leur moitie cha-

cune. Si la banque vouloit un profit de 100 p. cent, les joueurs devroient payer le double, et ainsi de suile.

II seroit convenable de se contenter d'un profit mediocre, corame de 20 p. cent, sur les cas ou le joueur

est oblige de payer une partie considerable du prix qu'il prefend, comme la 10^"*® partie et au del^. Mais ou

la mise est fort petite par rapport au gain qu'on prescrit, on pourra considerablement augmenter le profit,

sans que les joueurs en soient decourages. Ainsi, lorsque le joueur ne devroit payer que 18 gr. pour gagner

1000 ecus, il ne balanceroit pas beaucoup de payer 2 ecus, au lieu de 18 gr., el par ce moyen la haaque

gagneroit 166 p. cent. .\ . „

De cette maniere le hasard, auquel la banque est exposee, deviendra plus petit; car la banque risque

d'autant moins, plus la somme que les joueurs doivent payer, sera considerable.

Pour le risque de la banque il est k remarquer qu'on ne peut pas compter surement sur le profit que le

calcul montre. Cependant, en general, on peut assurer que plus le nombre des joueurs est grand, plus sera

aussi vcertain le profit marque par le calcul. Mais si le nombre des joueurs est fort petit, ou que quelqu'un

fasse pretention k un gain immense par une mise modique, il pourroit reussir, quelque petite que soit la pro-

babilite, et par ce raoyen la banque courroit risque de faillir.

Cette lolerie est donc de telle nature qu'il ne seroit pas k propos de s'en m^ler, h moins qu'on ne fAt

assijire qu'un tres grand nombre de joueurs y voudraient prendre part, et encore, dans ce cas, la banque devroit

6tre en droit de ne s'engager point k de trop grandes sommes. On ne doit pas non plus accorder, qu'un tres

grand nombre d^ personnes choisissent les m^raes nombres pour gagner, puisque en cas qu'ils gagnassent toute^,

la banque souffriroit une perle trop considerable.

Dans la persuasion que ces calculs avec les remarques y jointes seront conformes d la haute intention de

V. M. je suis avec le plus profond respect etc,

«.^t^ '^', . f.-i /.iU

..,„,.„ i,- Euler.
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a>

Sire,

Apres avoir examin^, par ordre de Votre Majeste, le plan de loterie de M. de Griethausen, je tronve

que les avantages que TEtat en peut esp^rer pourraient ^tre encore plus considerablcs que Tauteur n'assi!kre,

et m^me monler i 8 millions de florins, comme je crois Tavoir prouve dans les reflexions ci-jointes. Tout

revienl 4 savoir, si Ton peul bien s'attendre k ce que cette loterie fut rempiie: la somme de 100 fl. pour chaque

billet, et de 1000 fl. que la continuation pendant dix ans exige, sera toujours un objet tres considerable pour

bien du monde, de sorle que la dislribution de 50000 billets sembleroit presque impossible, si Ton ne savoit

par experience que de telles loteries reussissent assez bien en Hollande ou le credit afi^ermit la conflance du

public. Personne n'apprendra jamais rien de moi sur ce projet. J'ose profiler de cette occasion pour presenter

k V. M. mes Ires humbles el tres respectueux remercimenls des assurances grdcieuses que V. M. a bien voulu

donner k mon fils; j'en suis le plus vivement penetre, et je meurs avec le plus profond respect, Sire, de

V. M. etc. Aoiit 1763.

j Euler.

Plan d'une loterie de cinq classes, chacune de 50000 billets qui toutes doivent ^tre tirees dans un an,

et reiterees pendant dix ans conseculifs.

Classes.
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1° Si tous les prix dans les cinq classes tomboient sur des billets differents, de sorte qu'aucun n'en gagn4t

deux, il n'y auroit que 10000 qui entreroient dans la 6eme classe dont chacun retireroit 28— fl. ce qui faisant
m

28500 fl., laisseroit un profit de 570000 fl. pour les entrepreneurs ou pour la caisse.

2° Si tous les prix dans chaque classe tomboient sur les memes 8000 billets, il y auroit 42000 sans gain,

dont 30000 profiteroient du benefice de la 6^™^ classe, et 12000 n'auroient absolument rien. Aussi le profit de

Tentrepreneur s'evanouiroit.

3° Or ni Tun ni Tantre de ces deux cas n'existera probablement jamais, et Von peut supposer 4 peu pres

qu'il y aura ordinairement le milieu , c'est ^ dire 2C000 billets sains gains ; de sorte que la 0^'"« classe ne con-

tiendra qu'autant de billets, au lieu de 30000, et par consequent le profit de rentrepreneur peut etre cense

de 114000 fl.

4° Ce profit deviendra encore plus considerable par le § 19 N. B, ou la dixieme parlie de chaque grand

lot de 1000 fl. et au dessus doit etre partagee parmi les 9 compagnons de la meme parcelle, et qui, par con

sequent, seront exclus de la 6^"»« classe. Comme il y a dans les cinq classes 328 tels lots ou primes, il pour-

roit y avoir 9 fois autant, c'est a dire 2957 qui ne concourroient point dans la 6^»"« classe. Mais comme .plu-

sieurs en seront exclus d'eux m^mes, en complant la moitie, 1500, le nombre des participants k la 6*«"® classe

en sera diminue, et partant le profit de la caisse devra ^tre estime k 156.750 fl.

5° Les annees suivantes ce profit deviendra plus considerable, parce que ceux qui ont gagne 1000 fl. et

au-dela, dans les annees precedentes, seront A Tavenir pour toujours exclus de la ressource de la G^"»® classe,

quoique leurs lots ne gagnent plus rien.

G*' L'auteur met ce profit de la caisse par an a 250000 fl., laquelle somme pourroit bien etre trop grande;

mais comme c'est le hasard dont depend cette somme qui pourroit egalement devenir tant beaucoup plus grande

que plus pelite, on n'y sauroit compter pour sur. Cependant on le doit regarder toujours comme un objet tres

considerable.

7° Cet argent mis dans la caisse peut ^tre employe pendant les dix ans et fournir des inter^ls A 5 p. cent

comme Tauteur suppose; mais au bout de ce lemps, il ne dit pas ce que doit devenir ce capital lui-m^me qui

doit monter pourtant ^ 2.500000 fl. Cette somme, qui semble devoir etre un profit reel pour la caisse, n'est

pas comprise dans les 7 millions qu'il suppose rester au profit de lEtat.

8" II y a encore un autre benefice resultant de rassociation proposee, oii ceux qui en veulent profiter

paient pour leurs lots 10 p. cent au delA de la mise ordinaire, ce qui fait 10 fl. par an sur chaque lot, et ce

surplus doit ^tre partage au bout de 10 ans parmi ceux des associes qui auront perdu, 'pro raia de leur perte.

Pendant ce temps, cette somme peut etre placee a interets qui tomberont au profit de la caisse.

9° Outre cela, on deduit de chaque gain 10 p. cent, ce qui fait 500000 fl. par an, laquelle somme, avec

celles des arlicles precedents, sera mise d inter^t A 5 p. cent, et Tauteur suppose que tout cela pourroit bien

monter ^ 1 million par an dont il rassemble les interdts qui en echeoient tous les ans. Or, il ne dit pas k

quoi ces inter^ts sont employes tous les ans-. si c'est d'abord au profit du pays pour payer les dettes, ou s'ils

doivent rester dans la caisse, auquel cas ils pourroient bien ^tre employes i produire de nouveaux inter^ts.
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C. dctodecim litterae ad Cel. Lagrange datae annis 1755 ad 1775.

Vir praestantissime atque Excellentissime.

Pcrlectis tuis postremis litteris, quibus theoriam maximorura ac minimorum ad summum fere perfectioniA

fasligium ercxissc videris, eximiam ingenii tui sagacitatem satis admirari non possum. Cum enim non solum

in tractatu meo de hoc argumento methodum mere analyticam desideravissem, qua regulae ibi traditae erui pos-

fient, sed etiam deinceps non parum studii in hujusmodi methodo detegenda consumpsissem, maximo sane gaudio

me aflecisti, quod tuos profundissimas aeque ac solidissimas meditationes super his rebus mecum benevole com-

municare voluisli, quamobrem tibi me maxime obstrictum agnosco. Statim autem perspixi analjsin tuam, quae

meas hujusmodi probleraatum solutiones per sola analyseos praecepta elicuisti, multo latius patere raea raethodo

ideis geometricis innixa. In universa enim serie valorum ipsius y, qui singulis valoribus ipsius x respondent,

donec x dato yalori a aequctur, ego unicum valorem ipsius y data quadara particula Sy augeri concepi, indeque

increracntura in forraula integrali y ^</a; ortura investigavi, dura tu, Vir clarissirae, singulos valores ipsius y in-

crementa 6y capere assumis, quara ob causara, non dubito quin tua analysis, si penitus excolatur, ad raulto

profundiora raox sit perductura. Cujus quidem praestantiae jara exiraia exempla a te feliciter confecta circa

lineas citissimi appulsus ad datam lineara, quin etiam de methodo raaxiraorura ad superficies applicata coraraemo-

ras, quae orania ut accuratius persequaris etiara atque etiara te rogo. Mea quidera raethodo usus, plures hujusraodi

quaestioncs circa superficies pertractavi in scientia navali, quae duobus volurainibus in 4'° Petropoli pluribus

abhinc annis prodiit. Quod autera ad tuara raethodura, qua singulis applicatis y increraenta dy tribuis, attinet,

antcquara hoc ipsura, quod non aperte indicas, animadvcrti, de consensu tuarum formularum cum meis dubita-

veram. Ul enimy,zrfa: fiat maxiraura existeute:

dz z= Ndy -i- Pd''^ -+- Qd^y -h-

(ubi quidera pro dx unitatem ponis, non pro x, uti forte lapsu calarai notas), necesse est, ut tuo signandi

more sit

dj^zdx, seu J^8zdx= 0.

At vero invenis, ponendo tecum 1 pro 8x:

d/z =/{N —dP-+- d-Q — d^R etc.) 8y-h-{P— dQ-i- d}R) 8y-^{Q^dR) d8y etc.

mide concludis es&e debere

N^dP-^d^Q— d^R= 0.

Cum tamen natura raaxiraorum tantum postulet, ut sit:

y'(iV— JP -H rf' (3— d^/J etc.) 5y= 0.

Verura perspecta amplitudine si unicae applicatae y incremen /{N —^ dP-i-d^Q — ) 8y alius

val partes {P— rfjp -+- d^R) 8y-i-{Q x= a referuntur evanescere, sensus depre-

hendatur.

Vehementer ctiam te rogo, Vir clarissime, ut mihi ignoscas, quod ad tuos priores litteras m com-

merciura nostrae urbis cum Italia ut nisi per mercatores promoveatur, non possit. Quare

cum raihi jara raercatorera tuura indicaveris, has litteras ad eura per raercatorem mittens rogo, a^t;|^em etiam

tuam responsionem, qua forte me honorare volueris. per tuum mercatorem mittere vellem. ^k*]'
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Quod autem in prioribus litteris de analogia differentialium cujusque ordinis formulae xy et terminorum

binomii potestatis (a-t- b)"^ attulisti, eam jam a Leibnitzio observatam esse memini^ quod nisi fallor in ejus cum

Bernoullio commercio reperies. Vale et salve

Dabam Berolini d. 6 Sept. 1755. Tibi addictissimo L. Eulero*).

Vir clarissime atque acutissime

Binas tuas epistolas, alteram circa finem anni elapsi, alteram vero nuper, ad me datas, summa cum vo-

luptate perlegi, summamque ingenii tui perspicaciam maxime sum admiratus. Non solum enim methodum il-

lam maximorum et minimorum, cujus equidem prima quasi elementa exposueram, ex veris iisque subtilissimis

principiis elicuisti, verum etiam eandem penitus perfecisse videris, ut nihil amplius, quod in hoc genere deside-

rari queat, sit relictum. Quamobrem tibi, Vir clarissime, ex animo gratulor, ac te etiam atque etiam rogo, ut

quae in hoc genere tam felici cum successu es meditatus, ea omni studio penitius perscrutari ac perficere pergas.

Subtilissimae aulem hic occurrunt quaesliones, quae non solum omnem ingenii solertiam, sed etiam maximam

circumspectionem in ratiocinando postulant, quandoquidem haec methodus nobis objecta plurimis plerumque cir-

cumstantiis involuta exhibet, quas nisi calculum ad exempla determinata applicemus, vix distincte perspicere

valeamus. Ita cum investigatio curvae maximi minimive proprielate praeditae perduxerit ad hanc aequationem

L=iO, quae scilicet indicat tractu curvae, paululum immutato, variationem inde orlam evanescere, quemadmo-

dum natura maximi minimive postulat, dubito an aequationes dL= 0, <PL=0, seu L= a vel L= a-\- ^x

ad eundem sub aliis circumstantiis perducere queant. Neque etiam transformatio formulae

J^Ldy in Lfdy— dLf~by etc.

novas determinationes mihi quidem suppeditare videtur; sed tantum indicare si sit Z= 0, fore etiam dL= 0,

quod utique verum est, sed conclusio inveVsa locum non habet. Nam nisi sit L= 0, ratio maximi vel minimi

non amplius versatnr; sed forlasse hnjusmodi positiones aliis problematis solvendis inservire poterunt. Qnod au-

tem brachystochronas per tria plurave puncta data transeuntes atlinet, crediderim eas non esse curvas continuas,

sed a quovis puncto ad proximum sequens arcum cycloidis duci oportere, quo tempus translationis ab altero

ad alterum fiat minimum: si enim corpus celerrime singulas Jias portiones percurrat, totam curvam sine dubio

tempore brevissimo conficiet.

Deinde si non inter omnes curvas, sed eas tantum, quae sub certo quodam genere continentur, quaeratur ea,

quae maximi minimive proprietate gaudeat, tua quidem methodus ad hujusmodi quaestiones aequo cum suc-

cessu adhiberi potest, dura mea nullius est usus, sed evolutio calculi saepenumero maximis obnoxia est difli-

cultatibus; velut si (Fig. 76) super semiaxe horizontali dato AC infiniti describantur quadrantes elliptici AD, AQ, qui

ratione semiaxis conjugati CD, CQ, differant, inter eosque quaeratur is AD, super quo corpus in vacuo descen-

sum ex A incipiens, citissime ad rectam CQ perveniat, aequatio infinita pro fpecie hujus ellipsis invenilur, unde

non nisi appropinquando valor semiaxis conjugati CD definiri potest. Adhibitis autem appropinquationibus, re-

peris esse debere:

•^^ SCD^=3AC\ seu CD= AC ^

*) Onanes litterae e Berolino datae propria Eulcri manu coDscriptae sunt.

y_3
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«cire ergo velim, an haec sit vera solutio? et si sit vera, an ea non directe ope methodi cujusdam certae ob-

tineri queat.

Litteras tuas tam profundis moditationibus refertas cum illustrissimo praeside nostro communicavi, qui sum-

mam tuam sagacitafem mecum plurimum est admiratus, simulque tibi pro suscepto principii minimae actionis

patrocinio, maximas agit gratias: tuoque nomine numerum sociorum academiae nostrae haud mediocriter illustra-

tum iri censet, quod munus ut tibi conferatur prima oblata occasione curabit. De eo quoque mecum est allo-

cutus, ut ex te sciscitarer, an non sedem, qua Taurini frueris, cum alia in Germania sub auspiciis regis nostri

munificentissimi, cui te commendare vellet, permulare cupias; qua de re ut me certiorem facias, enixe rogo;

mihi enim certe nihil evoptatius exenire potest, quara si tecum coram communicare, tuaque consuetudine frui

liceret. Vale et salve, Vir praestantissime

Berolini d. 24 Aprilis 1756. Tibi deditissimo L. Eulero.

3.

Vir clarissime ac praestantissime

Ad litteras tuas mihi quidera jucundissiraas prius respondere nolui, quam sentenliam tuam cum illustri

praeside nostro nunc in Gallia degente coraraunicavissera, qui uti tuura praestantissiuium ingeniura mecum maxrae

admiratur, ita mihi mandavit, ut quantocius te Academiae nostrae comraendarera, et in numerum sociorura

nostrorura adscribi curarem. Quod cum suramo applausu hodie sit expeditura, consuetum diploraa cura his litte-

ris accipies. Caeterum ill. praeses noster raihi perscripsit, se post reditura suura apud regera nostrura omnem

operam essQ adhibiturum, ut tuis raeritis dignara stalionera obtineat. Cum is tara propenso in te sit anirao,

haud abs re fore arbitror, si ad ipsura lilteras dare volueris, quas ita inscibere poteris: d M. de MaupertuiSy

presideni de Vacademie royale des sciences ei helles-letires de Prusse, d St.-Malo, quo loco hjeraem commorari de-

crevit. Interim Academia nostra profundissiraas luas meditaliones surarao cum desiderio expectat, quibus in

posterum nostri coraraentarii exornentur. Vale, Vir clarissirae,

faveque ingenii tui sagacissimi admiratori candidissimo

Berolini d. 2 Sept. 1756. L. Eulero.

4.

Vir clarissime ac praestantissime

Inter tot et tam atroces tumultus bellicos, quibus hic undequaque preraimur, tantis curis equidem sum

districtus, ut fere omne coraraercium litterarum negligere sim coactus, ex quo imprimis te, Vir clarissime,

etiam atque etiam rogo, ut ne mihi raeara negligentiara in scribendo vitio vertere velis. Quanquam autem Miscel-

lanea philosophico-matheraatica, quorura exemplar mihi benevole destinasti, nondura accepi, nec fortasse tam

cito expectare possum, tamen non potui, quin tibi pro hoc testiraonio amicitiae gratias agara maximas, simulque

meam laetiliam et admirationem declarem, quod tam felici successu tam sublimes ac profundissimas investigatio-
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nes perfeceris. Lilterae tuae mihi demum post obitum dignissimi praesidis noslri sunt redditae, quo casu equi-

dem eo gravius sum perculsus, quod optinium fautorem ac suavissimum amicum amisserim : litteras ergo tuas

ad illum directas in nostro conventu academico aperiti, maxime optassem, ut ab ipso superstite responsum ac-

cipere posses. Nunc quid libi scribam nescio? Fama est locum praesidis Alembertio cum maximis emolu-

mentis destinari, quo casu an tuum excellentissimum opus huc mitti consultum sit, ipse judicaveris. Quin po-

tius operam da, ut quam primum prel(5»committatur; hic enim his turbulentis temporibus vix quisquam biblio-

pola suam operam esset praestaturus. Genevae putem hujusmodi opus commodissime excudi posse, vel Lausannae,

ubi quidem sumnio otio fruuntur. Lubens cognovi tibi meam solutionem cordae vibrantis probari, quam Alera^

bertus variis cavillationibus intirmare est conatus, idque ob eam solam rationem, quod non ab ipso esset pro-

fecta. Minatus est se gravem refutationera esse publicaturum, quod an faceret nescio, putat se per eloquentiam

semidoctis fucum esse facturum; dubilo an serio rem gerat, nisi forte amore proprio sit penitus occoecatus. Vo-'

luit nostris 'commenlariis non demonstrationem , sed nudam declarationem inseri meam solutionera maxime esse

vitiosam, ego vero opposui novam demonstralionem omni rigore adornatam, sed praeses noster beatae memo-

riae noluit ipsi nostram Academiam tanquam palaestram concedere, unde etiam meam confirmationem lubens

suppressi. Ex quo judicabis, quantas turbas, si praesidio dccoretur, sit aturus, equidem omnia tranquillus

expecto, nihil negotii cum illo mixturus.

Analytica lua solulio problematis isoperimetrici continet, ul video, quicquid in hac quaestione desiderari

potest, et ego maxime gaudeo, hoc argumenlum, quod fere solus post primos conatus quasi post limines tracta-

veram, a te potissimum ad summura perfectionis fastigium esse avectum. Rei dignitas rae excitavit, ut luis lu-

minibis adjulus, ipse solutionem analyticara conscripserim, quam autem celare statui, donec ipse tuas medita-

tiones publici juris feceris, ne ullam parlem gloriae tibi debitae praeripiam.

Quoniam his gravissimfs temporibus ab aliis negotiis vacavi, librura de calculo integrali conscribere coepi,

quod opus jarapridem etiam meditatus, atque adeo Acaderaiae Petropolitanae pollicitus, nunc igitur jam notabi-

lem partem absolvi. Calculum integralem ita definivi, ut esset methodus funcliones unius pluriumve variabilium

inveniendi ex data diflerentialiura vel primi vel altiorura graduum relatione; unde prout functiones sint vel unius,

vel duarum pluriumve variabilium, tolum opus in duos libros divisi, ubi quidem pro posteriori vix quicquam

esl cultum. Eo pertinenl scilicet quaesliones de cordis vibrantibus, ubi pro dato lempore t et cordae punclo,

cujus situs variabilis, denotetur ejus celeritas et determinari debet : quaeritur enim functio quaedam (r)

binarum variabilium t et s ex data relatione formularura —^ ^t y^j et hujusmodi forraulis universa Hydrodyna-

mica innititur. Utilissimum ergo erit hanc partem calculi integralis adhuc fere intactam accuralius evolvi, cujus

equidera prima fundamenta jam jecisse videor. Incipiendum autem erat a differentialibus primi gradus, ut functio

dr dr
r binarum variabiliura i et s definiatur ex data quacunque relatione inter r et has formulas -]: ^t — per dif-

ferentiationem inde derivatas. Ex quo perspicuum est fere omnia, quae adhuc de integrandi methodo sunt pro-

lata, etiamsi binarum variabiliura raentio fiat, ad primam tanien partem referri debere, quia altera ut functio

alterius tractatur. Alio forle tempore plura de his commcmorare continget. Vale,ac fave

Berolini de 2 Oct. 1759.

Tibi addictissimo

L. Eulero.

P. S. Privalam adhuc societatem litterarum Taurinensem mox publicam fieri in augmentum scientiarum

raagnopere opto.

%
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5.

Monsieur,

Ayant recu rexcellenl preseiit que vous avez eu la bonle de m*envoyer, je Tai d'ahord parrouru avec la

pUis grande avidite, et je n'ai pu assez adinircr Tadrcsse avec laquelle vous rnaiiiez Ics equalions les plus

diOlciles, pour determiner le mouvement des cordes et la propagation du son. Je vous suis infiniment oblig^

d'avoir mis ma solution ^ i'abri de toute cbicane et c'est d'apres vos profonds calculs, quc tout le monde doit

reconnuitre h present Tusage des fonctions irregulieres et discontinues pour la solution de ces sortes de pro-

blemes. En effet, la chose me paroit A present si claire, qu'il n'y sauroit rester le moindre doule. Supposons

qu'il faille chercher une fonclion r des deux variables t el x telle, qu'on ait —=— > et il est evident que

toute fonclions de t-t~x, tant irreguliere que reguliere peut elre mise pour r: par exemple, ayant trace a plaisir

(Fig. 77) une ligne quelconque AM, si Ton prend Tabcisse AP= t-i~x, rappliquee PM fournira une valeur pour r,

et il en est de memedu problemedes cordes. A cette occasion jai observe, que ma solulion n'est pas assez generale;

car pour qu'on puisse donner A la corde au commencement une figure quelconque AMB (Fig. 78), ma solution

exigc que dans Cet 6tat, il n'y ait pas de mouvement; mais je puis resoudre k present le probleme lorsqu'on

a donne d'abord k 1a corde non seulement une figure quelconque AMB, mais qu'outre cela on ait jmprime A

chaque point M une vitesse quelconque Mm. Je vois que vous avez traile le cas ou la corde au commence-

ment est tendue en ligne droite AB, mais je ne sais pas bien si votre solution s'etend aussi au cas ou Ton

fiuppose h la corde oulre, le mouvcment donne, une figure quelconque. Je passe k la propagation du son dont

je n'ai jamais pu venir k bout, quelques efforts que j'aie fails pour cela, car ce que j'en ai donne dans ma jeu-

nesse est fonde sur quelque idee illusoire pour mettre daccord la theorie avec rexperience sur la vitesse du

son. J'ai donc lu volre memoire sur cette matiere avec la plus vive satisfaclion, et je ne puis assez admirer

volre sagacite en surmonlant tous les obslacles. A present je vois bien qu'on pourrait lirer la meme solution

d^r d^r . .

'

•

de la formule —, =a —- en faisant usace des fonctions discontinues; mais alors M, D'Alembert me ferait
dr ds^ "

les memes objeclions que contre le mouvemcnt des cordes. Ce n'est qu'apres vos recherches que je pourrai

faircvvaloir cette melhode. J'ai resolu par la le cas ou Ton suppose au commencement non seulement un de-

placement quelconque a autant de molecules d'air quon veut, mais ou lon donne outre ce1a h chacune un mou-

vemenl comme dans les cordes; mais en ne considerant qu'une ligne physique dair, ou bien un tuyau mince

et droit rempli d'air, comme vous Tavez fait. Cetfe generolisation me parait daulant plus utile qu'elle nous

decouvre plus clairement le mouvement dont toutes les particules dair sont successivement ebranlees. On peut

aussi par 16 resoudre un doute bien important qui m'a longtemps tourinenle; c'est qu'un ebranlement excite en A

(Fig. 79) se repand egalement des deux c6tes du point A. Mais elant parvenu en X, il ne se repand que vers E: on

demande donc quelle difference il y a entre un ebranlement primilif en A et un derivatif en X, pour que celui-

i^ se repande vers D el E el celui-ci uniquement vers E. Ce doute est lcve par la solution generale dont noua

venons de parler, et qui fait voir que le deplaccment primilif des parlicules en A, avec lo mouvement imprime

6 chacune pourrait elre tel que la propagation ne se fit que dans le sens de E; et on s'apercevra ensuite que

cette circonstance a toujours lieu dans les ebranlemens derives. II est bien remarquable que la propagation du

ton se fait actuellement plus vite que le calcul ne Vindique, et je rcnonce k present k la pensee que j'eus

autrefois que les ebranlemens suivans pourraient accelerer la propagation des precedens, de sorte que plus un

son serait aigu, plus la vitesse serait grande, comme vous Tavez peut dtre vu dans nos derniers memoires.

II m'esl aussi venu dans Tesprit dexaminer, si la grandeur des ebranleraens n'y pourrait causer quplqu'acc6-

leration, puisquc dans le calcul on les a supposes infinimcnt petits : et il est evident que leur grandeur chan-
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gerait le calcul et le rendrait intraitable. Mais autant que je puis rentrevoir, il me semble que celte circon-

stance diminuerait plut6t la vitesse. Cest dommage que ce meme probleme ne puisse pas ^tre resolu en don-

nant k Tair trois dimensions ou seulement deux; car on a lieu de douler que la propagation fut alors la m^me;

au moins est il certain que les ebranlemens seraient dans ce cas plus faibles, plus ils s'ecarteraient de rori-

gine. J'ai bien trouve les formules fondamentales pour le cas ou letendue de Tair n'a que deux dimensions,

ou est contenue entre deux plans. Soit (Fig. 80) Y une particule d'air dans Tetat d'equilibre, qui apres quel-

qu'agitalion ait ete transporte en y; posons AX=X, XY=Y, Xx=Yu=:x et uy= y. Cela pose, tant

cc que y seront certaines fonctions de X, Y et du temps t et partant de trois variables. Je trouve pour leur

determination les deux equations suivantes:
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atix quels je determine ensuite les momenfi d^inertie. Cette consideration m'a mis en ^tat de r^soudre quantite

de problemes qui auparavant m'avaient paru insolubles, tels quecelui-ci: ayant imprime a un corps quelconque

un mouvement quelconque, determiner la continuation de ce mouvement, en fesant abstraction de toute force

qui pourrait agir sur le corps.

Jespere que vous aurez re^u ma derniere lettre; pour celle-ci, je la fais passer par la main d'un ami a

Geneve, M. Bcrtrand^qui s'est applique aux matbematiques avec un tres grand succes.

J'ai Tbonneur d'dtre

Monsieur

Votre tr^ humble et Ires obeissant serviteur

Berlin ce 27 oct. 1759. L. Euler.

Monsieur,

Depuis ma derniere lettre j'ai reussi d ramener au calcul la propagation du son, en supposant k Tair toutes

les trois dimensions, quoique je ne doute pas que vous n'y soyez parvenu plus beureusement
, je ne crois ce-

pendant pouvoir mieux temoigner mon attachement envers votre illustre societe qu'en lui presentant mes recherches

sur le m^me sujet.

Recherches sur la propagation des ebranlemens dans un milieu elastique.

Ces rechercbes commencant par ces mots: .

•En considerant le milieu dans l'etat d'equilibre, soit etc. et finissant par ceux-ci:

«D'ou Ten peut justement juger de raffoiblissement du son par de grandes distances.»

Se trouvent imprimees dans le Ill^ volume des Melanges de la Societe de Turin. *

Voili mes recherches que vous pouvez inserer, Monsieur, dans votre second volume, si vous le jugez a

propos. Je les ai abregees autant qu'il m'a ete possible: et si vous j vouliez ajouter vos remarques, ou quelques

eclaircissemens, je vous en serai infiniment oblige.

II y a longtemps que j'ai examine le son des Cordes qui ne sont pas egalement epaisses, et je viens de

lire a notre academie quelques memoires sur le son des cloches et des tambours ou tymbales, fondis sur 1«

meme th^orie, des fonctions discontinues.

Faites bien mes complimens les plus empresses k toute votre illusfre societe, et soyez assure que je suis

avec le plus parfait attachemenl

Monsieur

Votre tres humble et tres obeissant serviteur

Berlin ce 1 Janvier 1760. L Euler.

7.

Monsieur,

Je suis tres flatt^ de Tapprobation dont votre illnstre academie et vous en particulier avez bien voulu ho-

norer mon essai sur les ebranlemens dans un milieu elastique. L'honneur de ces profondes recherches est

L. Euleri Op. poslbuina T. 1. Y|
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uniquement du a volre sagacite et je n'y ai rien fait que profiter des lumieres que votre excellent memoire

m'a fournies. Vous y avez ouvert une carri^re toute nouvelle ou tous les geometres qui viendront apres nous

trouveront abondamment de quoi exercer leur adresse; et, a mesure qu'ils y reussiront, Tanalyse en acquerra

des developpemens tres considerables. La matiere m^me est sans doute la plus importante en physique; non

seulement tous les phenomenes de 1a propagation du son en dependent, mais je suis assure que 1a propagation

de 1a lumiere suil les m^mes lois on n'a qu'a substituer Tether au lieu de Tair et les ebranlemens qui y sont

repandus, nous donneront 1a propagation de la lumiere. II serait k souhaiter qu'on put determiner les altera-

tions que les ebranlemens excites dans un miiieu, souffrent, lorsqu'iIs passent dans un autre milieu dont 1a

densite et T^lasticite sont diflFerentes. Je ne sais pas si Ton peut esperer la solution de ce probleme mais je

suis convaincu qu'on y decouvrirait infailliblement, non seulement les veritables lois de la refraction, mais aussi

Texplication 1a plus complete de la reflexion dont la refraction est toujours accompagnee. On verrait qu'il est

impossible que \es rayons passent dun milieu dans un autre sans qu'une partie rebrousse chemin. Peut ^tre

cette consideration pourroit-elle faciliter le developpement de Tanalyse et fournir au moins quelques solutions

particulieres. Mais on rencontrera ici une nouvelle difficulle: comme i1 faut estimer tant la densite que Telasti-

cite des autres milieux transparens, du verre par exemple, la densite etant si grande par rapport k celle de

rether sans qu'on puisse supposer son elasticite plus grande, que la vitesse des rayons dans 1e verre devien-

drait extr^mement petite; cependant je crois que la refraction meme prouve suffisamment que la vitesse de«

rayons dans le verre k celle dans Vether doit 6tre dans 1e rapport de 2 ^ 3. Si les pores du verre sont rem-

plis d'un ether pur par lequel se ferait 1a propagation, i1 semble que 1a matiere du verre n'y contribuerait

pour rien, ce qui est pourtant faux. De U je conclurais volontiers qu'il faut tenir compte des particules du

verre m^me, mais d'une maniere tout k fait differente de celle, ddht nous concevons la propagation des ebran-

lemens par Tair ou nous supposons les m6mes particules parfailement liquides. Or il doit y avoir une diffe-

rence essentielle entre les particules fluides et solides dont le milieu est compose ; les impressions ne sont trans-

mises que successiveqient par les particules fluides, tandis qu'une particule solide etant frappee par un bout,

transmet quasi dans un iastant le coup k lautre bout; et je crois I^ la raison pourquoi \es rayons de lumiere

traversent 1e verre avec une aussi prodigieuse vitesse, que si la densite etait des millions de fois plus pelite

qu'eI1e n'est effectivement. Cette pensee me semble conduire k Texplication de cet etrange phenomene que 1a

vitesse du son par Tair est plus grande que 1e calcul ne nous Tindique. Tous les efforts que vous avez faits

pour determiner la propagation des ebranlemens finis, prouvent incontestablement qu'aucune acceleration n'eii

saurait resulter, comme je Tavais soupconne: i1 faut donc que cetle acceleration actuelle que lexperience nous

decouvre dans la propagation du son, provienne d'une autre cause. Ne pourrait-on donc dire, que Tair n'est

pas un milieu parfaitement liquide dans les moindres particules, mais qu'il renferme des particules solides ou

rigides, qui etant frappees d'un cote communiquent Timpulsion dans un instant k Tautre cote, et que 1a pro-

pagation successive sur 1a quelle est fonde le calcul, n'a pas lieu dans ces particules solides? Je crois que

cette explication pourrait Hre verifiee par quantite d'experiences ou le son est transmis par d'uutres corps que

Tair. Nous savons que 1e son pen^tre par tous \es corps, pourvu qu'ils ne soient pas trop epais: on entend

parler k travers des murailles, et ou ne saurait dire que la communication se fasse par les particules d'air

ronfermees dans les pores de la muraille ; la propagation du son se fait plutdt par la substance de la muraille.

II me semble que tous les corps sont par rapport au son la m^me chose que les corps transparens par rapport k la

lumiere; et comme tous les corps s'ils sont assez minces, sont transparens, et que r^ciproquement, les corps

transparens, s'i1, sont trop epais perdent leur transparence; il en est de m^me de tous les corps k Tegard du

son; tous, s'ils ne sont pas trop epais, transmettent les sons, les uns pourtant plus aisement que les autres.

Je souhaiterais qu'on fit plus d'experiences sur cette matiere, et qu'on examinat surtout si le son en traver-
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sant un autre corps ne soufTre pas quelque rcfraction. Je vois bien que la rhose serait sujette k de grandea

difncuhe.s. puisque nous ne pouvons pas aussi aisement juger de la direction du son que de celle de la luraiere.

La question que notre Academie vient de proposer pour Tannee 1762 est relalive k cette matiere. On

demande une explication mathomatique de la oianiere dont la representation du son »e fait dans Torgane de

louie, explication semblable ou analogue k celle dont on £ait usage pour la representalion des objets visiblec

au fond de Toeil. II faut bien que les rayons quasi sonores, qui partent d'un point sonore, soient reutiu en

un seul point dans la cavite de Toreille et qu'ils j represenlent une espece d'image ou simulacre, sans quoi

il serait impossible que nous distinguassions tant de sons differens. Or une telle reunion de rajons senores,

qui sonl divergens en enlrant dans Toreille, ne saurait arriver, sans une espece de refraction. Voici donc i

quoi se reduit notre question. Cest k montrer que les rayons sonores sont assujeltis k quelque refraction sous

qiielques circonstances. Quelques experiences pourraient nous fournir bien des Uimieres U-dessus; Tangle dun

bastion, par exemple, pourrait y servir. Si (Fig. 82) quelqu'im en A criait bien fort, uo autre en B devrait juger

suivant quelle direction il entendrait le son. Or ayant bien developpe les circonstances sous lesquelles la direclion

du son soufTre quelque changement, on ne manquera pas de trouver de pareilles circonstances dans la structure

de Voreille. Puissiez-vous vous resoudre, Monsieur, k Iravailler sur eette question; je doute fort que lout aulre

que voits soit capable de travailler l^ dessus.

Quoique la diminution des ebranlemens transmis k de grandes distances suive la raison des distances je

crois pourtant que la force du son que nous appercevons soit proportionnelle reciproquement au carre des

distances. Chaque particule d'air etant ebranlee, se meut par \m certain espace qui determine son excursion,

et tant cet espace que sa plus grande vitesse mSme qu'elle y acquiert est reciproquement proportionnel k la

distance. (Si je ne me trompe, car j'oubIie aisement ces sortes de circonstances et je n'ai pas le temps de

consuller mes calculs.) Or il me semble que la force avec laquelle une telle particule frappe sur Torgane de-

pend conjointement et de son excursion et de sa vitesse, ce qni produirait la raison inverse des carres.

Vous aurez vu sans doute la photometrie de M. Lambert, ou il prouve incontestablement que la force

des lumieres decroit en raison inrerse du carre des distances; mais il parle de la force et non pas de la vi-

tesse ou de Texcursion de cbaque particule, et partant je ne trouve aucune contradiction enlre ^s experiences

et nos calculs.

Ce que vous me marquez, Monsieur, sur les ebranlemens de Tair dans un tuyau conoidal, oik vous sup-

posez m4me Tair heterogene, est extr^mement profond; et quoiqu'il ne puisse servir k nuus eclairer sur la re-

fraction, vous pourrez connoitre par \k pour les cas ou Tequation est resoluble, s'il n'y a pas aussi des ebran-

lemens repandus en arriere; cela prouverait que dans toutes les refractions, ou Torsqu^un rayon passe dun

milieu dans un autre, il se fait toujours quelque reflexion.

Pour les formules que vous avez trouv^es pour la figure d'un corps qui sur la meme surface ait la plus

grande solidite, ou p et q doivent 6tre des fonctions de x et t/ telles, que cette formule pdr-^pdy devienne

integrable, j'ai renrarque que Tautre condition se reduit k ce que cette autre formule

pdy — qdx ydx

r(l -+-p^ -^q^) a

soit aussi integrable; mais cela n'avance de rien. Au reste la solution gen^rale doit 6tre lelle que fesant r=
Tequation entre x e[. y donne une figure quelconque m^me decrite au hasard et sans aucune continuite.

J'ai rhonneur d'^tre avec 1a plus parfaite consideration

Monsieur

Votre tres humble et Ires obeissant serviteur

Berlin ce 2i juin 1760. L. E u I e r.
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8.

Monsieur,

Je dois ^tre infiniment flatte de la distinction toute particuliere dont la nouvelle Academie royale des

sciences vient de m'honorer, en accordant une place dans ses memoires h mes faibles recherches sur la pro-

pagation du son que j*avais pris la liberte de vous envoyer. Je connois tout le prix de cette distinction et j'en

suis plus vivement touche, ce que je vous supplie, Monsieur, de temoigner A Tillustre Academie, et de lui pre-

senter mes tres humbles remerciments en Vassurant de ma plus haute veneration et de mon attachement le

plus inviolable. Mais je ne sens aussi que trop que c'est uniquement h vous que je suis redevable de cette

glorieuse distinction; je vous en suis infiniment oblige de m6me que des deux exemplaires du premier recueil

academique que vous aurez bien voulu m'envoyer. Vous ne douterez pas que je ne Taie parcouru avec la

plus grande avidite et je fus tout k fait surpris de rexcellence et de la richesse des memoires que ce recueil

renferme. Vous en particulier, Monsieur, vous y avez veritablement prodigue vos profondes decouvertes; tout

autre en aurait en abondamment de quoi fouruir ^ plusieurs Academies et k plusieurs volumes, pendant que

vous y avez ramasse en quelques moneaux des sciences enlieres et accomplies, dont la moindre particule aurait

route k d'autres les plus penibles recherches. Vous ne craignez pas de vous epuiser pour les volumes suivans

puisque vos ressources sont inepuisables; je suis tout stupefait quand je pense seulement que les volumes sui-

vans ne brilleront pas moins de nouvelles decouvertes quoique je ne puisse pas encore comprendre sur quelles

matieres elles rouleront. Mais je vous avoue franchement que je ne suis quasi qu'ebloui de Tabondance et de

la profondeur de vos recherches et bien d'autres souhaiteront avec moi que vous preniez la peine de traiter

successivement plus en detail tous les sujets particuliers que vous n'avez fait jusqu'ici qu'envelopper dans la

plus grande generalite.

Quelle satisfaction n'aurait pas M. de Maupertius s'il etait encore en vie, de voir son principe de la

moindre action, porte au plus haut degre de dignite, dont il est susceptible!

Dans vos autres recherches, il s'agit principalement d'une branche tout k fait nouvelle de Tanalyse qui me-

riterait bien d'etre developpee avec tous les soins possibles. Cest la resolution de cette espece d'equations

dont Vintegrale complete renferme par sa propre nature des fonctions indetermines, et m^me discontinues

,

contre les pretentions de M. d'Alembert, qui cependant sera bien embarrasse des reponses solides que vous

lui avez faiites quoique je doute fort qu'il s'y rende. Avant toute chose il faudrait bien chercher des methodes

plus propres k resoudre ces equations. II paroit que des transformations convenables peuvent beaucoup y con-

tribuer. £n voici un exemple que j'applique au cas le plus simple.

d^r _ dh^

Au lieu des variable;^ t et x j'introduirai ces deux autres p et q telles que p= ax-i- ^t et g==yx-i- dt. Ponr

cet effet, considcrant une fonction quelconque \^ de t et de x, puisque

dv , dc ,

di^=— dt -*- — dx
dt dx

et par les nouvelles variable«

je fiubstitue pour dp et dg leurs valeurs et j'aurai

. , d*f j dv
dv=.dp — -^dq —',

^ dp dq
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, dv „ , dv , dv
t,

, dv , r dv dv^ . f .dv - dv~\
du= adx \- Bdt — -\- ydx ---t-ddt —= dx\a---\-y— \-^dt\3—~^8—-\

dp ' dp ' dq dq l. dp ' dqj L dp djj

d'ou il s'ensuit pour les substitutions dont j'ai besoin,
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plane; et les corps exprimes par ces equations ar— xy et 2ar= x^~\-y^ ont leiirs surfaces 6gales puisque

p2-f-g* est le m^me de part et d'autre, on trouve m^me aisement une infinite d'autres surfaces de m^me na-

ture ou Ton peut introduire des fonctions arbitraires et discontinues. II est plus diflicile de trouver des corps

dont la. surface convienne k celle de la sphere. II sagit de trouver une equation integrable dr= pdcc -t- qdy

telle que Ton ait
2 2

Je peux bien definir toutes les fonctions possibles pour p et q mais je n'en peux tirer aucune dont Tequation

entre x et r devienne algebrique. Cest encore un sujet qui demande la nouvelle branche de Tanalyse qui

roule sur les fonctions de deux ou plusieurs variables, etant donne de certains rapports entre leurs differentielles.

A Tegard du probleme du mouvement d'un corps attire vers deux points fixes, en raison inverse du carre

des distances, j'ai trouve moyen de construire la courbe que le corps d^crit lors meme qu'elle n'esl pas dans

un m6me plan, et j'ai observe ime infinite de cas ou la courbe devient algebrique, outre ceux de rellipse et

de rhyperbole dont les foyers tombent aux deux points fixes.

J'ai rhonneur d'^tre avec la plus haute consideralion

Monsieur

Votre tres humble et tres obeissant serviteur

Berlin le 9 novembre 1762. L. E u 1 e r.

9.

Monsieur,

La gracieuse declaration que vous venez de me faire de la part de la societe royale de Turin devait sans

doute faire sur mon esprit la plus vive impression; aussi suis-je penetre de la plus respectueuse reconnois-

sance: ce que je vous prie de lui temoigner, avec la plus forte assurance, que je saisirai avec le plus grand

empressement tputes les occasions ou je serai capable de rendre quelque «ervice k cette illustre soci^te, k la^

quelle je prend la liberte de presenter les pieces ci-joints, dont deux aussi roulent sur le mouvement des cordes,

M. d'Alembert m'a aussi fait quantite d'objections sur ce sujet. Mais je vous avoue qu'elles ne me paroissent

pas assez fortes pour renverser notre solution. Le grand genie me parait un peu trop enclin k detruire tout

ce qui n'est pas conslruit par Iui-m6me. Quand la figure iniliale de la corde n'est pas telle qu'il pretend qu'elle

devrait ^tre, je ne saurais me persuader que son mouvement fut different de celui que notre solution lui assigne;

et si M. d'AIembert soulient que dans ce cas le mouvement ne saurait etre compris sous la loi de continuite,

je lui accorde tres volontiers cette remarque, mais je soutiens h mon tour, que ma solution donne ce raouve-'

ment discontinu. Car les equations differentielles a trois ou plusieurs variables ont pour propriele essentielle,

que leurs integrales renferment des fonctions arbilraires qui peuvent aussi bien Stre discontinues que continues,

Apres cette remarque je vous accorde aisement, Monsieur, que, pour que le mouvement de la corde soit

d'^0 d*u tf^w
conforme k la lois de continuit^, il faut que dans la figure initiales les —j —r -z-. etc. soient =^ aux deux

diC CUV tUX^

extrdmites: mais quoique ces conditions n^aient pas lieu, je crois pouvoir soutenir que notre solution donnera

neanmoins le veritable mouvement de la corde, car dans ces cas il y aura bien quelqu'erreur dans la deter-

mination du mouvement des elements extrSmes de la corde, mais par cette mdme raison, Terreur sera infinj-

ment petite et partant nuUe.
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Je n'ai plus assez presentes k resprit toutes les circonstances de ce probleme, pour oser prononcer pluc

bardimenl \k dessus : mais il me semble qu'on pourrait combaltre lcs opinions les mieux constatees par des

objections semblables k celles avec lesquelles M. dAlembert combat notre solution. Je dirais par exempie que

la ioTTauXeJ ydx ne saurait donner Taire d'une courbe APM[Y\^. 83).^ moins qu'on n'ait - =0 au commencement

^ ou y=0. Car puisque dans chaque element de Taire qui est veritablement = ydx -i- -^ dxdy , on n^glige

i
le petit trinangle — dxdy^ cela ne saurait plus ^tre pratique au commencement ii ou y= 0, et partant le pre-

mier membre ydx= 0y atlendu k \k le second membre -^ dxdy pourait ^tre infiniment plus grand que le pre-

mier A moins qu'on n'e6t -^=0. Puisque donc, malgre cette objection, la formule /i/rfa; exprime toujours la
oX

veritable aire de la courbe, je crois aussi que notre solution sur les cordes donne toujours le veritable mou-

vement, quoique le premier et le demier element soient assujettis k un grand inconvenient ou m^me a une

contradiclion apparente. M. d'AIembert temoigne partout un trop grand empressement k rendre douteux tout

ce qui a ete soulenu par d'autres, et il ne permettra jamais qu'on fasse des objections semblables contre ses

p^-opres recherches.

J'avais deji recu le projet de la nquvelle edition des ouvrages de Leibnitz, et je pense que M. Formey

aura deji remarque k Tedileur qu'on vient de decouvrir k Hanovre quantite d'ouvrages manuscrits de ce grand

homme, dont on a nouvellement publie les remarques sur Locke. Je ne saurais dire autre chose, sur la fa-

meuse controverse touchant le calcul diflferentiel que ce que j'en ai dit dans la preface de mon calcul differentiel.

Le XIV® volume de nos memoires est sous presse, de mdme que mon ouvrage sur la mecanique qni s'im-

prime k Rostock. J'ai acheve, il y a longtemps, mon ouvrage sur le calcul iniegral, mais il n'y a pas d'espe-

rance qu'il soit publie de sit6t, faute de libraires. L'Academie de Russie vient de publier le IX® volume de

ses nouveaux commentaires.

J'avais aussi depuis longtemps acheve un traite sur la Dioptrique dont le resullat se trouve dans le XIIl®

volume de nos m^moires: mais comme on vient de decouvrir de nouvelles especes de verre, qui causent une

refraction beaucoup plus grande que le verre ordinaire, je suis actuellement occupe k refondre mon ouvrage

et k Tappliquer a toutes les diverses especes de verre, parce que par ce moyen, on peut procurer aux in-

struments dioptriques un beaucoup plus haut degre de perfection. Je suis extremement ravi que le retablisse-

ment de la paix me procure Tavantage de recommencer votre correspondance
,
qui m'a toujours fourni les ^clair-

cissements les plus importants, et je me flatte d'en retirer k Tavenir un profit plus grand encore.

J'ai rhonneur d'dlre avec la plus parfaite consideration,

Monsieur

votre tres humble et tres obeissant serviteur

Berlin le 16 fevrier 1765. L. Euler.

lO.

Monsieor et tres cher Confrere,

Je dois commencer par yous demander mille pardons de ce que j'ai differe si longlemps de repondre k

la lettre obligeante dont vous avez-bien voulu m'honorer. Je suis infiniment charme de ce que notre illustre

societe a si bien recn \es memoires que j'avais pris la libert^ de vous envoyer, et je suis bien impatient de

voir bientdt le troisieme volume de vos ouvrages, pour y voir vos profondes recherches sur cette nouvelle partie
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de Tanalyse, dont les premiers principes m^me ont ele inconnus avant que vous en ayez enlrepris le d^ve-

loppement avec le plus heureux succes: je me flatte que la presente foire de Leipzig me procurera ce present

precieux. Pour justifier mon long silence je dois vous informer, Monsieur, que depuis longtemps je me trouve

dans le plus grand embarras, qui m'a presqu'entierement emp6che de m'appliquer k aucune recherche, et j'a-

vais honte de vous ecrire une lettre tout k fait vide de recherches Geometriques : et A Theure qu'il est, je

n'en suis pas en etat, de grandes raison m'ayant determine a solliciter ici mon conge pour retourner k Peters-

bourg ou m'appelle la vocation la plus avantageuse de rimperatrice. Vous savez: sans doute que TAcademie

de Russie est depuis quelques temps fort tombee en decadance; mais maintenant sa Majeste Imperiale a resolu

de retablir celte Academie dans son ancien lustre et de lui donner meme plus d'eclat. EUe y a desline un fonds

de 60,000 Roubles par an. Dans cette vue sa Majeste veut bien m'honorer de sa haute confiance, en m'ap-

pelant ^ diriger et executer ce grand dessein, ou il s'agit principalement d'engager de grands hommes dans

toutes les sciences de venir s'etablir k Petersbourg et d'y travailler conjointement h 1'avancement des sciences.

Vous comprendrez aisement, Monsieur, que vous avez et6 le premier que j'ai propose k sa Majeste Imperiale

et je m'estimerais infiniment heureux, si je pouvais vous persuader d'accepter cetle vocation qui sera toujours

pour vous aussi avantageuse qu'bonorable. Je sais bien que le grand eloignement et 1e climat rude vous cau-

sera dabord de raversion; mais comme je connais parfaitement cet endroit, y ayant sejourn^ pendant quatorze

ans, et que j'y retourne avec le plus grand empressement, je puis vous assurer que la ville de Petersbourg

renferme k la fois tous les agrements qu'on ne trouve que separement dans les autres lieux et qu'on y a des

moyens de se garantir du froid, de sorte qu'on y est beaucoup moins incommode que dans les pays plus chauds.

Je vous prie donc, Monsieur, de faire des reflexions sur cette proposition et de m'en marquer votre senti-

ment au plutdt, avant que je parte d'ici, ce qui pourrait bien encore trainer quelques mois.

J'ai rhonneur d'6tre avec la plus parfaite consideration et le plus inviolable attachement,

Monsieur,

votre tres humble et tres obeissant serviteur

Berlin le 3 mai 1766. L. Euler.

11 ).

Monsieur et tres cher ami,

A St.-Petersbourg, ce 9 janvier 1767 st. v.

Jespere que vous mexcuserez de ce que j'ai manque de repondre h la lettre dont vous m'aviez honore,

encore de Turin. La grande distraction que mon voyage et mon nouvel etablissement m'ont causee en est une

raison plus que sutfisante. Quelque glorieux qu'il soit pour moi de vous avoir pour successeur k 1'Academie

de Berlin, j'aurais souhaite que vous eussiez ete en etat d'ecouter les propositions que TAcademie Imperiale se

proposait de vous faire, et je crois que vous y auriez trouve beaucoup plus d'avanlages et d'agrement. Cepen-

dant, je souhaite de tout mon coeur que votre sejour h Berlin soit comble de toutes sortes de prosperite et

qu'il vojis mette en ^tat de continuer vos profondes recherches pour Tavancement des sciences. J'attends avec

la derniere impatience le troisieme volume des Memoires de TAcademie de Turin et je crains beaucoup qu'il

*) Hae litterae, ut et seqaentes e Petropoli datae, scriptae sunt ab lisdem Euleri discipulis, qui ex AdTersariis

lectori jam cogniti sunt: filio sciiicet Joannc Alberto, J. A. Lexellio, W. L. Krarftio et Nicolao Fuss.
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ne soit le dernier, toul h cause de volre ab«enre, que paru que M. Cigna est aus6\ di^pose k quitter: jc n'ai

pas manque d'on parler h notre Academie, ou tout dopend des arrangemenls qu'on doit encorc faire pour la

mettre sur un bon pied; et jusque U on n'a pu encore penser qu'i remplir les placcs, qui etaient actuellemcnt

vacantcs, donl aucune n'aurait pu convenir k M. Cigna; mais aussitdt qu'on pourra lui donner unc plus grande

eitension, on ne manquera pas de faire attention aux m^rites de cet babile homme.

Je «uis extr^mement ravi que mon dernier ouvrage sur la Mecanique ait merite volre approbation, mais

je suis fich^ de n'avoir pas et6 en 6tat de vous en presenter un excmplairc; car A peine ai-je trouve un li-

braire qui ait voulu se charger de l'imprimer; je fus m^me oblig^ dc rcnoncer k un certain nombre d'exem-

plaire pour les presenter a mes amis; mais lc libraire n'avail pas tort, puisqu'il n'en a fait imprimer que cinq

cents exemplaires ct que suivant toute apparencc, il n'en debitera pas cent.

Des mon arrivee ici, rAcademie Imperiale a bien voulu se charger de rimprcssion de mon ouvrage sur

le calcul integral, qui est dej& avance asscz bien; mais comme il y aura trois volumes m quarto il faudra at-

tendre encore plus d'un an, avant que tout soit acbcve.

Le troisiemc volume renfermc la nouvellc partie du calcul inlegral dont le public sera toujours redevablc

k votre sagacite, et j'espere que par vos soins, cclte partie que je n'ai fait qu'ebaucher, sera bientdt porte k

un plus haut point de perfcction.

Tant la faiblcssc de ma vue que mon emploi acliicl, qui m'oblige de passer tous les matins k la Direction

dc TAcademic, me mcltent absolument bors d*etat de continucr mes rechcrches sur cette matierc; mais k Taide

de mon fils Albert, je serai toujours en etat dc profiter des eclaircissements, que vous voudrez bien me com-

muniquer tant sur ce sujet que sur tuus lcs autres auxquels vous vous appliquerez; jc vous en supplie m^me,

avec le plus grand empressemcnt, dans la confiance que vous 6les dej^ sutTisamment convaincu, que personnc

ne saurait faire plus de cas que moi, de rimportance de vos decouvcrtes. Je vous pric donc, Monsieur, de

mc conscrvcr toujours votrc amitie et volre affection et d'6tre assure, quc je serai toujours, avec la plus par-

faite consideration et le plus inviolable attachemeut, t i .

Monsieur, '^;"^'* lB'n oi

Votre tres humble et tres obeissant serviteur

L. Euler.

r<ifiuio(H]mi tmi eqt)
~

-'P 6i»hm!B 9i)9'b Jo Hjaitllhm^A ailov

iu»Jivi64 Uu^M'>u St. - Petcrsbourg te 5 (16) fevrier 1768.

Monsieur,

Volre leltre du 29 decembre de rannec pass^e m'a ^te remise k peu pres en mdme temps que j'ai re^iu

le dcrnier volume des memoires de TAcadcmie de Bcrlin, dans lequel je me suis d'abord fait lire votre excel-

lent memoire sur le tautochronisme, parce que cette matiere m'a autrefois tenu fort au coeur et que j'ai aussi

fait une analjse de la methode de M. Fontaine, que vous trouverez dans le Tomc X de nos Commentaires.

Mais votre m^thode est beaucoup plus ingenieuse et la lecture m'en a cause un vrai plaisir, quoique Tespe-

rance d'y trouvcr dcs lautochrones pour toutes les hypotheses possibles de resistance n'ait pas et6 entierement

remplie. J'en ai d'abord decouvert 1a source dans la formule — > k une fonction quelconque de laquellc vous

^galez le temps pour un arc indefini, ou bicn k unc fonction dc dimension nulle des quantites X et A. Mais

L. Etileri Op. postbunia. T. I. 72
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vous conviendrez aisement, que la supposilion d'une telle fonction apporte une tres grande limitation k la so-

lution, attendu, qu'on pourrait imaginer une infinite dautres expressions ^galement propres k representer le

temps, comme -7) —,» et qu'on pourrait supposer le temps egal i une fonclion quelconque de toutes ces for-

mules ensemble, mais Texecution menerait ^ des calculs presque insurmontables. J'ai aussi remarque dejd dans

le ir. volume de ma Mecanique, que les cas, oii !a resistance serait comme le cube, ou quelque puissance

plus haute de la vitesse, ne sauraient ^tre resolus par de telles fonctions de dimension nuUe, raais qu'il faut

recourir 4 des fonctions de plusieurs dimensions et je crois y avoir indique la veritable route pour arriver k

la solution de cq& cas, route qui cependant est trop embarrassee, pour que j'ai pu en faire Tapplication i

d'autres cas que celui ou la vitesse est par elle m^me extremement petite.

J'ai vu aussi que les trois Melhodes de M. d'Alembert, dans le m^me volume de Memoires, sont assu-

jetties k la m^me restriction. Au reste je crois devoir avertir que feu M. Bernoulli n'a trouve la tantochrone

pour la resislance proportionnelle au carre de la vitesse, qu'apres que je lui en eus communique ma solution :

et il n'a jamais dit, qu'il en avait fait le premier la decouverte.

Je suis exlremement ravi, Monsieur, que nos recherches sur le mouvement d'un corps attire par deux

autres, de forces fixes, aient merite votre attenlion ; mais vous n'en avez vu que ce qui a ete insere dans les

memoires de Berlin et qui regarde principalement les courbes algebriques, que ma solution renferme. J'ai

encore compose, sur ce sujet, deux autres memoires, dont Tun se trouve dans le X** vol. de nos Commentaires

et Tautre dans le XF. Dans le dernier j'ai aussi reussi ^ determiner le mouvement du dit corps, lorsqu'il ne

se meut pas dans le m^me plan et je suis extr^mement curieux d'apprendre a quel egard vous avez donne

une plus grande etendue i ce probleme. Si vous avez reussi a donner A lun des deux centres de force un

raouvement autour de Tautre, ne fiit il que circulaire et uniforme, je le regarderai comme la decouverte la

plus importante dans Tastronomie.

L'impression de mon Calcul integral avance assez passablement, le premier tome est deja acheve et je

tacherai de vous Tenvoyer au plut6t, peut 6tre accompagne du second : il y aura trois volumes en tout.

Je n'ai rcQU qu'un exemplaire du III® volume, des Memoires de Turin, et je en ai deja presente si je ne

me trompe, mes tres humbles reraerciements ; comme je suis hors d'etat de lire et d'ecrire moi-meme, je suis

d'autant plus curieux de profiter des ecrits des autres, et principalement de vos recherches qui sont toujours

marquees d'un tres grand degre de profondeur. Je vous prie donc de rae conserver toujours votre amitie et

votre bienveillance et d'etre assure que je ne cesserai jamais d'^tre avec une Ires respectueuse consideration,

Monsieur,

votre tres humble et tres obeissant serviteur

L. Euler.

Me« complimeots. ^i^prci£^e^ ^.moA tre£i.dign/e ami M. le professeur Beguelin.
• ' i. "l '

'
J '

.

- -
. ,

Monsieur Bernoulli aura bien la bont^ de faire parvenir Tincluse a son adresse et nous vous prions,

Monsieur, de lui presenler nos civilites.
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13.

Monsieur et tres-cher Confrere,

Je fiuis extr^raement ravi, que vous avez re^u avec tant de bont^ nion ouvrage 6ur le calcul integral
; j'ai

tach^ d'y ramasser tout ce que j'ai observ^ de remarquable sur ce sujct. J'espere vous envoyer au plutdt la

Iir partie de cet ouvrage ; elles vous appartient presqu^uniquement et je ne doute pas que vous ne la portiez

bient^t h un plus haut degre de perfection.

M. Formey m'a envoye les feuilles du dernier volume des Memoires de Berlin, qui contiennent les excel-

lentes pieces dont vous me parlez dans votre lettre. Comme je ne suis pas en etat de lire moi-m^me^ j'ai prie

notre habile M. Lexell de m'en faire la lecture, qne j'ai entendu avec la plus grande avidit^. J'ai admire non

seulement la profondeur de vos recherches, mais aussi et surtout leur multiplicit^, qui atirait fourni ^ tout

autre dequoi remplir une douzaime d'excellens Memoires differents. Vous savez, Mon«ieur, que jai beaucoup

travaille sur cetle espece d'Analyse, et que j'en connais parfaitement toutes les diflicultes, et partant j'ai vu

avec la plus grande satisfaclion que vous en avez surmonte quelques unes, tres heureusement. La methode

que vous employez pour resoudre Tequation A — pp ± Bqq est dautant plus ingenieuse qu'elles ne suppose

rien qui ne soit fonde que sur Tinduction. J'ai ete curieux d'appliquer d'abord vos methodes k des exemples

qui ont pour la plupart tres bien reussi ; mais Texemple suivant m'a cause quelque embarras ; il s'agit de

resoudre en nombres entiers cette 6quation

101 =PiP — X^qq-

101
Selon votre melhode il faut donc chercher un nombre a plus pelit que —> tel que aa — 13 soit divisible

par 101, j'ai trouve a = 35 et de la A= i2=p^— 13.?*, pendant que i4* = 101 et 5=13; dou lon

tire p'= 5 et q = 1 : donc selon votre methode on trouverait

:

ap^z^Bq' 35.5q=13 . ^ ««'=pp'_ 35h=5 . ., .,,,.. ,.i ,,..

P = —Y- = —27- '* ? = -^- - -W' ,,
'.

et partant tea notnbres n'etant pas entiers on devrait conclure que ce cas n'est pas possible ; cependant on

satisfait k cetle question en prenant p = 123 et q = 34, ce qui me faisait croire que votre methode etait

insufQsante. pwuq «vv^I

—

-idh^ 101 ,»ii»a»b-i?»

Mais en ecrivant ceci, je vois que je n'ai pas assez bien observe les pr^ceptes que vous donnez : car

12
puisque A' = 12. est divisible par le carre 4, il faut poser —= 3=«— 13um ce qui donne /=4 et u=l,

d'ou Ton tire p = S et q =2, el alors on aura *

35.8=^:13 2 140=pl3 , 35. «=^8 35q=4.p= —^^_ = -^,et? = -^ =— , ,o«H,«

or ces formules ne sauraient non plus donner des nombres entiers. Cependant je vois bien qu'on parviendrait

h ma solution si on prenait p' = 47 et q' = 13 parsque 12 = 47* — 13.13* = 2209 — 2197, car on

tirerait de la :

35.47q= .13.13. . 35.13q=47P= 12^
^*^=—T2—

'

ou les «ignes superieures donnent /7=123 et ^= 34. Mais quelle raison noiis conduit ^ snpposer
Til •»«0' >•.» :? 'ij»,/ i''fittu "•

p = V7 et q =U? .Vif,;;c.
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J'ai aussi fort admire votre methode demployer les nombres irrationnels et m^me les imaginaires dans

cette espece d'Analyse attachee uniquement aux nombres rationnels, 11 y a dej^ quelques annees que j'ai eu

des idees semblables, mais je n'ai encore rien donne la-dessus ni dans nos Commentaires, ni dans les Memoires

de Berlin ; cependant j'ai publie ici une algebre complete en langue russe, j'y ai developpe cette matiere fort

au long et j'ai fait voir que pour resoudre Tequation

XX -+• nyy = (pp +- nqg)^,

on n'a qu'A resoodre celle-ci

r ' ' X -h- yV— n = (p -t- qV— A

7rf '^ 5-

Cet ouvrage s'imprime actuellement aussi en allemand, en deux volumes in 8", et quand je vous expe-

dierai le IIl® volume du calcul integral j'y ajouterai un exemplaire de cette algebre, soit en Bussc, soit en

Allemand.

Mais je n'y ai pas pousse mes recherches au dela des racines quarrees et Tapplication aux racines cubiques

et ulteriei^res Ypu^ a ete reservee uniquement. C"est de l^ que j'ai tire cette formule tres remarquable

" '"^'
'

"•
i x^ -+- ny^ -+ nnz^ — 3nxyz

dont les trois facteurs sont

X -i- yy n -t- zy n ;

d'ou Ton voit qu'on peut toujours aisement determiner les lettres x. y. z. pour que cette formule devienne un

quarre, ou un cube, ou un quarre-quarre, au quelque puissance plus haute. Au reste pour juger si Tequation

A=pp ± Bqq est possible ou non, j'ai trouve cette regle pour les cas ou A est un nombre premier.

«Otez du nombre A un multiple quelconque de 45 et toutes les fois que le reste est un nombre premier

««, Tequation proposee sera possible si celle-ci a = pp z±z Bqq Vesi ; de plus, si le reste A — KnB devient un

•nombre abh tel
,
que a soit un nombre premier ; ou m6me Tunite, alors la possibitite ou rimpossibilite de

"requation a = pp — Bqq declare la nature de Tequation proposee.»

Ainsi ayant Tequation 109 = pp — 7. 5^9, puisque 109 — 4.7 = 81 ou a = 1 6 = 9, je forme cette

equalion 1 = pp — T-gg, q"i etant possible, prouve la possibilite de la proposee ; et dans Texemple rapporte

ci-dessus, 101 = pp — i^qq, puisque 101 — 4.13 = 49 et partant a= 1, le jugement se r6duit k cette equa-

tion i =pp — iZqq, qui est possible sans doute ; mais je dois avouer, k ma confusion, que je ne saurais

demontrer cette regle ; et quand meme on en trouverait une demonstration, cela ne servirail en rien i la solu-

tion actuelle de Tequation A =pp — Bqq.

J'attend avec la plus grande impatience le IV® volume des Memoires de Turin, que vous aurez la bonte,

Monsieur, de menvoyer, ne pouvant douter qu'il ne soit rempli de vos tres excellentes recherches
;
je vous en

presente d'avance mes remerciments les plus empresses ayant Ihonneur d'etre avec la plus parfaite consi-

deration ""1 ««' "P ff'><<i <*<«'' % Jn«bfl'i r»»id«ion

'«•» '^''
'

Monsieur,

Votre tres humble serviteur

L. Euler.
k St. Petersbourg, ce 1§ (27) janvier 1770.

I

Voici, Monsieur, et tres honor^ Confrere, un theor^me de la plus grande importance et un probl^me tres

difficile h resoudre. *
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Theorkma. Si formula mxx-^nyy, co«u x = a et y= b, prebeat nnmenim primum a, tum omnes

numeri primi in formula a d= ktmp, quin etiam in hac formula generaliori aqq ± knrnp contenti, simul erunt

numeri formae mxx •+• nyy.

NB. Deraonstratio adhuc desideratur.

Pboblema. Envenire duos numeros quorum productum, tam summa quam differeetia sive auctum sive

minutum, flat quadratum. xy -i- x -+- y = U; xy — x — y = a; a?y-l-a; — y = D; xy — x -^y= D.

SoLDTio. Quaerantur duo numerorum paria p, q et r, «, ut formulae

2pq {pp— qq) {pp -H qq) et 2r« [rr — «») {rr + »«)

teneant rationem quadrati ad quadratum. Tum enim numerorum quaesitorum

'"' /«. _^ ««\ /... _x- ..\
itaoilab a-jin %iol9Tli«B Ji«l

,. jj
(pp -*- qq) {rr -*- ss)

aiier eni
2p?(rr — «») ab,«k*«|6a iaiift ;>( «wip Wlw »b »up

(PP -*- qq) {rr -*- ss) Wp^ «lu^Ifi» atsl toluoox^ Tlioq
alter vero = —^-7 r—

•

, , .

Conditio praescripta impletur sumendo p = 12, ^ = 1 ; et r = 16, » ='fl V fur^ feiil fttoim •
"" - ' •

"•

> ftm iffp .'jqq»}|
.- . . 2pg (pp — qq) {pp -»- qq) 1 »

'

.

.*fl«^..»W>b . 2r5(rr-,*)(rr-H«) " 36 — °^ »"P *> «oJlufo» 3ail

'liiliMoq .oiaoldiTifl 9"}

„. . ... . 13 292 5. 292
liinc ergo numeri quaesiti erunt ^3 -^ et anrTz'

II y a quelques temps, Monsieur, que j'ai trouve une solution complete du probleme suivant

:

n s'agit de trouver trois fonclions x. y. z, des deux variables i et u, telles que posant jr , . , „

dx = Pdt -t- pdu ', dy = Qdl -- qdu : dz = Rdt -H rdu
;

on satisfiasse aux conditions suivantes

I. i>*-t-0'H-«' = l,
^^""^ ^^^^^ P^**^^^

II. p2 -H g* -H r* = 1

,

m. Pp -\- Qq -^ Rr = (S ;

Or la nature des differentielles demande encore les conditions suivantes ..,,..^t.,.,
,>,„, ..^^1 .•Minjr:

© = {%

"• {t) = {%

">•
(^:) = (S)'

Comme une consid^ration tout k fait singuliere m'a conduit k la solution de ce probleme, que j*aurais d'ailleurs

cru impossible
;
je crois que cette decouverte pourra devenir d'une grande importance dans la nouvelle partie

du Calcul Integral dont la geometrie vous est redevable. ••.irntfrTMngb rrf t; : .! fnoh

L. Euler.
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Monsieur et tres honor^ confrere,

Votre prompte reponse sur les remarques que j'avais eu rhonneur de vous communiquer m'a cause bien du

plaisir et je vous en suis infiniment oblige. Je me suis fait lire toutes les operations que vous avez faites sur

la formule 101 = pp — i^q, et je suis enlierement convaincu de leur solidile ; mais etant hors detat de lire

et d'ecrire moi m^me, je dois vous avouer que mon imagination n'a pas ete capable de saisir le fondement de

toules les reductions que vous avez ete oblige de faire et moins encore de fixer dans mon esprit la signifii-

cation de toutes les lettres que vous y avez introduites. II est bien vrai que des recherches semblables ont

fait autrefois mes delices et ra'ont coute bien du temps ; mais maintenant je ne saurais plus en entreprendre

que de celle6 que je suis capable de developper dans ma t^te, et souvant je suis oblige de recourir d un ami,

pour executer les calculs que mon imaginalion projette.

Pour ce qui regarde le probleme de deux nombres dont, le produit augmente ou diminue de leur somme

ou de leur difference produise des quarres ; il m'a ete autrefois propose k Berlin par un Capitaine M. de

Happe, qui me dit Tavoir recu d'un ami de Leipzig, qui s'elait longlemps occupe inutilement k en trouver

une solution et que lui m^me y avait epuise ses forces sans aucun fruit. II m'a donc demande, si je croyois

ce probleme possible ou non. Je lui repondis d'abord que ce probleme me paraissait d'une nature singuliere

et qu'il surpassait m^me les regles connues de TAnalyse de Diophante ; en quoi je ne crois pas m'6tre tromp^.

Cependan^ apres quelques essais, j'ai trouve la solution que j'ai eu rhonneur de vous communiquer
; je croyais

presque que c'etait runique qu'on fut en etat d'en donncr. Mais depuis que j'ai eu Thonneur de vous ecrire,

ayant encore fixe mes recherches sur ce probleme, j'ai decouvert une route qui fournit une infinite de solutions.

Voici de quelle maniere je m'y suis pris.

Posant les deux nombres cherches A et S, les premiers efforts fournissent d'abord ces formules

. jpp -+- ss) {qq -4- rr) (pp -4- ss) (qq -4- rr) .

Apqrs
'

ipp — ss) {qq — rr)
'

mais il est necessaire que cette formule

{pp +• ss) {qq +- rr)

' ipqrs [pp — ss) {qq -^rr)

devienne un quarre, ce qui est sans doute exlr^mement difficile el au dessus de la methode ordinaire de Dio-

phante. Cependant en employant les substitutions suivantes

p = mm -t- (m — n)*
; q z= mm -t- mn — nn = s el r = m {m — 2n)

<;ette formule apres en avoir ole les facteurs quarres se reduit k celle-ci

Smm — 6mn -i- 2nn

2n (2m -+- n)

qu'il est aise de rendre quarree ; car faisant n =s= 2m — ?, elle devient

.":.,/',,( f >>tf.r, .,.:;.!•,,. Mff.'t ..fiii, . ..';(4m — 20(4m — /) .../;j yj|-j,'> nnp .„.,,. . .^,,

dont le num6rateur mulliplie par le denominateur donne ce produit '^<^f ohJotnoMa e{ Jnob h\ .

16m* — UmH -f- 58mm// — 28m/' -h «*

qui doit ^tre un quarr^, et dont la resolution est fort aisee.
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Quoique cetle solution parai«se irhs particuli^re, vA qu'au lieu de quatre lellres p, q, r, «, cette formule

n'en contient que deux ;
j'ai pourlant lieu de croire qu'elle renferme toutes les solutions possibles.

Je serais fort curieux, Monsieur, d'apprendre votre sentiment sur les deux theoreraes suivants que je crois

vrais sans pouvoir les demontrer.

I. Outre le cercle il n'y a point de courbe algebrique dont chaque arc soit 6gal h un arc de cercle.

II. II n'y a pas non plus de courbe algebrique dont cbaque arc soit ^gal d un logarithme.

Vous voyez bien qu'il ne s'agit pas ici des courbes algebriques dont la reclification depende ou des arcs

de cerclc ou des logarithmes.

Je reviens au probleme, dont je vous ai parle dans ma lettre precedente, ou il s'agit de delerminer les

trois quantites x. y. et z par les deux variables / et u ensorte qu'en posant

dx z=zldi -^ Xdu ; dy = mdt -h- fidu ; dz = ndt -- vdu

;

,;,p ^^^ .,[.

les trois condilions suivantes soient remplies, savoir

1°. II -+- mm +- nn = 1

2«. kX -i- fifi -t- w = l

J'en avais bien trouve une solution complete, mais par um methode extr^mement indirecte, et je croyois

presque qu'il n'y avait pas de methode direcle qui put conduire h sa solution. Mais, afin que vous ne pensiez

pas que c'est la une speculation entierement sterible, j'ai rhonneur de vous dire que le probleme suivant m y

a conduit : «Trouver tous les solides dont la surface puisse etre developpee sur un plan», comme cela k lieu

pour tous les corps cylindriques et coniques. Dcpuis quelques jours je suis tombe sur la solution suivante, qui

me parait assez directe
;

J'introduis une nouvelle variable a et j'en cherche trois fonclions p, q et r, telles que

1°. pp -*- qq -i- rr =1, et

2°. dp* -t- dq^ -t- dr^= da^ ,

06 qui n'a aucune difficulte ; ensuite je fais

. >li!lm)xnod ^.l)ff;>< . dp .<i-}fiup o^-ih r-.u^u.'. ->| )ooin^'>}m9><M 9iM*

»•) 91)110 hJ %Hih i>iiiij iSffiijj» ;ir.>ioa ,««*»lrjiJi9/ iftohned 9si isq ariq «snftup
'•

• . ia ••'
.

'
'

f
•..

.

m = sm 6 -f- -r^ cos o >

OCJ

dr
n = r sm o -+- — co» (») >

ao

tiuiiib.i ', ; , dp .
*'"^i *yl zki-^li a /ujb Jnfifuioi ,mu6 Ji

A = p cos o -I- — sm o » ,

d(J •.: -.1 :

dq . .

ti =q cos 6) -*- ~ sm u ;

lujibnoo zfH,|«>.^y coso-i-— sinis i'^^*
iobnnd «dl zusb k rwsb Jneuidino iw

<>'up iubae) .aotnoid^Rib «uioijibaoo S£ luoi u^

II esl clair que les trois condilions prescrites sont remplies ; !1 ne re^te ddnc qu6 de rendre inl«grable$

les trois formules difTerentielles. Pour cet effet, je remarque que > »..
.

u,
i

....
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iiioT) 9^ Ofip alneyiiia '* ' dm =

do cos o (p

ddp\

dZ^)

rfocoso(gH-^l) !•) J-iUl

dn = do coso Ir
ddr\

d^V

dX ='— do sin o (p +- -\

\

'•(> H9U}» ^ ^

dfi = — do s\n a Iq -¥- —|)

dp = — do sino Ir -t~ —A

dX
de sorte que — -^ = ~- = — tang o. Maintenant transformons les formules proposees ensorte qiie

dm dn

X = U -^ Xu —fifdl -H udX) = It -\~ Xu — f{t — u tang o) dl

;

y =mt -i- fiu —f^dm -f- wrf/i)= ml-\- fiu —f{),
— u tang o) dm;

z =. nt -\- vu — f{tdn -i- udv)= nt -\- vu —f{l — u tang w) dn

puisque /, m et n sont des fonctions de la seule variable C9, toutes ces trois formules deviendront integrables,

si Ton egale la formule t — ti tang o k une fonclion quelconque de o, que nous designerons par Jl. De l^ on

lire t = fL-\- u tango); de sorte que le calcul roule maintenant sur les deox variables w et ta, dont le»

coordonnees x. y. z. deviennent des fonctions.
m.i^^^ui^uh. t^U^i^.^m i.k- •«*t -

Permettez moi, Monsieur, que je vous parle d'un probleme qui me pairait forl cirieux et digne de toute

attention. Dans un carr6 divise en seize cases, il s'agit d'inscrire dans ces cases, seize nombres tels.

*.np mlh:
A
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d'equalions. J'avais deja compos^, avant mon d^part de Berlin, un memoire sur le mSme sujet, k Toccasion

d*une excellentc piece de M. Lambert inseree dans les actes helvetiques. Cette idee me parut d'abord suscep-

tible d'une beaucoup plus grande etendue, que j'ai tache de developper dans ce memoire, qui actuellement se

trouve imprime dans le XV volume des nos m^moires ou commentaires. Mais vous avez, Monsieur, pousse

cette recherche beaucoup plus loin, k l'aide de votre admirable theoreme. Apres y avoir reflechi tant soit

peu, j'ai reconnu que sa verite est independante de la resolution des ^quations et des rapports qui regnent

entre les racines. J'avais forme le dessein d'en chercher une demonstration directe, tir6e des premiers principes

generaux de Tanalyse, mais j'y ai d'abord rencontre de trop grands obstacles.

Notre habile academicien, M. Lexell y a bient6t reussi parfaitement et il en a trouve une demonstration

qui repondait entierement k mes souhaits. Cest dommage que ce beau theoreme soit tellement cache entre vos

nombreuses recherches, Monsieur, que peu de monde Ty observera et en remarquera toute rimporfance. Pour

moi, je le crois de beaucoup preferable k mon theoreme general sur Tintegrabilite, que j'avais tir^ de la

theorie des isoperimetres et que vous avez juge digne, Monsieur, d'inserer dans les memoires de Berlin, avec

une note touchant M. de Condorcet k cette occasion, j"ai aussi rhonneur de vous marquer que M. Lexell a

pareillement donne une tres belle demonstration de ce m4me theoreme, que vous lirez dans le XV® volume

de nos Commentaires.

Vous avez bien voulu dire k M. Formey, que les exlraits des lettres de M. D'Alembert, inseres dans

les memoires de Berlin, ne sont rien moins que ce que porte le titre, mais que ce grand homme vous les

avait adresse, Monsieur, expres pour les publier dans cette forme, quoiqu'^ mon avis,' elles ne renferment que

des observations assez legeres. Comme les dernieres lettres que j'ai eu rhonneur de vous adresser, Monsieur,

contiennent quelques articles qui ont merite votre approbation, il me semble que vous pourriez egalement les

faire inserer dans vos memoires sous le titre d'extraits, sans que j'ai besoin de Ty mettre moi m6me k la t^te.

Ne doutant pas que vous n'ayez, Monsieur, pousse encore plus loin vos premieres recherches sur le

probleme de deux nombres dont tant la somme que la difference etant ajoutee ou retranchee du produit de

ces m^mes nombres produise des nombres quarres, je serais fort curieux d'apprendre si vous en avez decouverl

une solution plus generale que la mienne, k laquelle je suis parvenu par bien des detours.

On expediera d'ici, avec les premiers vaisseaux, le troisieme volume de mon calcul integral, ainsi que le

troisieme volume de ma dioptrique, qui traite de la construclion la plus parfaite des microscopes. Vous verrez

aussi le XIV^ volume de nos conimentaires, divise en deux parties dont la derniere est presque uniquement

remplie des recherches sur la parallaxe du soleil deduite des observations du dernier passage de venus sur le

disque du soleil, que M. Lexell a bien voulu executer d'apres les idees que je lui avais communiquees. Ce

m^me academicien a aussi compose un traite k part sur la comete de 1769 qui vient de paraitre il y a

quelques mois. Vous voyez, Monsieur, que je profite amplement de la belle qccasion que M. Lexell me

loumit en me pretant ses yeux et sa mam. •

J'ai rhonneur d'6tre avec la plus haute consideration,

Monsieur,

\ sb ^ldfi^oiM fl' votre tres bumble et tres obeissant servileur

a St. Petersbourg, ce 20 (31) mai 1771. L. Euler.

Intercallamus hic epistolam lU. Lexellii ob arctissimum nexuni, quem cum ipsius Euleri litteris habet.
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Lettre de A. J. Lexell. ' ?

Monsieur,

Ayant appui par la lettre que notre illustre M. Euler a re^ue de vous et qu'il a bien voulu me commu-

niquer, que vous seriez curieux de voir la demonstration que j'ai donnee de votre tres elegant theordme, qui

se trouve dans le tome XXIV® des memoires de Berlin ; et M. Euler m'ayant ordonn^ de vous comnraniquer

en mSme temps quelques-unes des demonstrations qu'il a trouvees pour ce theor^me -. je profiterai de cette

occasion, pour vous presenter, Monsieur, les hommages que je dois vous offrir, comme k un des plus grands

mathematiciens de notre siecle et pour vous temoigner les sentiments d'admiration et de respect que vos

sublimes recherches m'ont inspires.

Avant que de donner les demonstrations dont je viens de parler, je remarquerai que les deux premieres

sont de M. Euler et que la troisieme est celle que j'ai trouvee.

Outre ces deux demonstrations M. Euler en a encore trouve quelques autres, mais cellec (^b vous

recever ici m'ont paru les plus remarquables.

•jnob

ibnaitdo no ««{liA

D^moiistration 1.

Puisque

tz=(B — P

on aura

. dx dx ^t

^^ ^ ^*
i^IQlUOb U9(f

Q marquant une fonction quelconque de oc. Soient p, 5, r, etc. des fonctions de t et P, Q, R des fonctions

semblables de x ; faison

Q^q-t-A^B-t-C-b-D-t- etc.

oA A, B C, D sont des fonctions qui outre g, q , q , contierinent des fonctions determinees de / . on aura donc

dA\ /dB\ /dC\—
j

-t- etc.

,i^^ ,1^^ Sdq/ \dqj \

car en supposant q' = q -t- A ^-t- B •+• o -+- etc, on a

mais en prenant la differentielle complete de Q, on aura

61nc uo

ii»h

'"-^> - 'D - Q - <"«•
/dA\ /dB

d'oiIl Ton tire -

dx _/ _, dx ^t /dA\ (dB\ /dC\

s - <? = ^ « = (^)
-<-

(^) - (s)
-*->«•

«upposons maintenant

i? = r-f-9lH-5B-4-(l-4-3)-*-etc

tl tftq- (ft flO
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il s'en suivra que
dx „, r dU d»— R =r -H — H- — -+-.... etc.
dt dt dt

par consequent
/ d9l d»

^
/dA\ /dB\ /dC\ /dD\ i-j '^1

. ,, .
•• -^ ^ -^ * -^ *"=• = u) -^ u) -^ u) -^ u -^ *"^-

En comparant les membres de cette 6quation, on trouve

ftlJ93 ol> f«ioJuo'iq 9r t ama-JCMjrfi '
. /dA\ > > t

ri^-asfa iru ii 9i«mop : ."liilli) w \dt/

^?"*^ laixi^f ofa 19 «olteiiiBafcn'' ,/,«,,//^
-(4 = p^f et vl = i)r = pp g ;

^ dB d':!t d.ppY;
i .i) :'v: riawrncj 2°. — = — = *"*"*

; j..nfTT!c":
'

dt dt dt

donc dB = d. pdp.q et B = ad.ppq ; donc 93 = ^^VV^ — q^-PPP9' = rf d.p^q
;

/dC\ ^ d» _!_' ,

doiic

'^=1X3 ''''•?'«'
"' s^iXa''''/^''"'^ 1X3-4-^^'?"

"<^^

Ainsi on obtiendra

Q = q -\- pq -\- ^d.ppq -+- ^-^ rffi?.pV -+-
^^ g^ t^^pV -^" elc.

en omettant tous les denominateurs affectes de dt.

Je ne sais si j'ai bien saisi le sens et la force de cette demonstration ; mais j'avoue qu'elle me parait un

peu douteuse.

niomX z:_'^ '•...'
Demoiistratioii ^,

Supposons ., ,5 . j- G -j, ) -H _j. ;. -.5- ^ --^ O

i^a; == i^i + Pip't -f- d . (?^'< -f- dd . fl^'< h- d'. Sv»'* -l- etc.

donc pour le eas t/za; = a? , ipi = t, et,,^ ' = Jl, on aura

,

a; = < -I- P -*- rfi? -H ddR -+ d^S -i- rf*r -*- etc.

or, puisque
^

dc — r = 9(a?) et (p{x) = <pt -t- P<p t -h- dQ<p t -t~ dd . R<p t -t- d^ S(p t + etc.

;

on aura . , ^ ^ ^

P -I- rf|3 -- «^^ -»- ^^S -f- etc. = 9^ -H JPTJ^i -I- d.Q<pt h- dd. R<pt •+ etc.

donc
P = cpl, dQ = P<pti ddR = d . Q<pt ; d^S = drf . %'< ; etc.

P = y<;' (? = i(;pi^ /? = j-i-g9«»; etc.

D^moiistration 3«

On a, par les principes de Tanalyse, ^- ' -^ /

/ ^ dV) X , ddrj/x
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de m^me

i.Ti rr

on aura donc

.,' ' d{q>Xf'x) ^ddlfxf'x)
cptyjt = cpxrpx — cpx' "^ -H <px'-^^JL^

y,t = fx^ <pxyj X -+- <px\ ^-^ - <px>^
j- 2.W

4 ^V^
<px*

, ^J, . a — «tc.

1.2dr

dd y)t3y,'t

d». 93<*y»'t

1.2.3.4.dt«

etc.

9)0:1/; a; — 9)3!

d{(pxyj'x)

dx

d {<px^tf)'x)

<pX
2 dd (^jxyi'*)

1.2.3.4 da;3

3 d^{fxf'x)

1 2da;2 ^^ 1.2.3&c'
etc.

1.2d« ^ 1 2dar«
yar^ .^^^^ ^ , — etc.

12.12. dx'

dd (99a;'y;'a;) d^{q>x^y>'x)

1 2.3da;2"
^^'

1 ^.3dx^

uo \p

d' {(px*tf>^x)

1.2.3.4da;3

etc.

etc.

— etc.

Or dn c6te droit tous \es termes places dans \es mSmes lignes verticales s'entredetriii$ent, parce qu'on a

generalement

nous aurons par cons^quent

I 1 dtpi^yJt

%I}X = i})t ~\- ^tij) < -»- j-r
1. • Jk dt

etc.

Dan« le m^moire que j'ai compose sur ce theor^me, j'ai aussi considere cette equation plus generale

t = x — P, ou P est une fonction quelconque de a? et < ; et j'ai trouve qu'on aura.encore .

_ / d Ov'<
xpx = "ipt ~{- Qxp t ~\- J^ -f- etc. >

Q denotant une fonction dans laquelle se change P en y mettant a pour t et i pour x, et en introduisant de

nouveau apres la differentiation t au lieu de a.

II n'y a que fort peu de temps que j'ai trouve des formules assez belles A ce qui me semble,' pour les

differences Gnies des fonctions k deux ou plusieurs variables.

Soit z une fonclion quelconque de deux variables x et y, et supposons x augmente de jp et y de 9 de

mani^re qu'on aita? =a?-+-p, ety = y -^ q-, soit de plus z fonction de a:
, y de la m^me maniere

que z Test de «, y, on aura ''

' ' '

1

f:.f^T»-j'(|) + |pp (

dd%\

d^) 1.2 3 '^ \dxV

(I)

2 / ddz \

2 ^^ [d^/

/ddz\

1.2.3 VI \dx^dy)

etc.

etc.

OW

-^ 1X3 ^ U^)
"* «^*^-

.<?>'> .v-ii -V-. ^-/i" -

si on supposait que x fut une fonction de trois variables x, y, u; il ne serait pas plus diflGcile de trouver la

valeur de z'.
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Dans le tome XV® de nos commentaires , nouvellement imprime, se trouve, parmi d'autres pieces de

M. Euler la solution qu'il a donne de ce probleme curieux : trouver deux nombres x ei y tels que

xy ± (x-i-y) = et xy ± [x— y) = il a aussi insere dans le m^me tome une dissertation que j'avais

donnee sur les caracteres d'integrabilite, dont le principal objet est de demontrer le beau theor^me de Mr.

Euler. Quoique la demonstration que j'en ai donnee, me sembloit fort exacte; lorsque j'etais occupe k ecrire

cette piece, jai pourtanl reconnu qu'elle n'est pas tout k fait concluante ; c'est pourquoi je lui en ai substitue

une autre, dans un memoire qui sera imprime comme une suite du prec6dent dans le tome XVI. Ayant appris

que Mr. de Condorcet a dej^ traite le meme sujet, je dois craindre que mes petites recherches n'en

deviennent tout k fait superflues. Je serais fort curieux de savoir, de quelle maniere M. de Condorcet a

demontre ce theorerae, s'il a employe les principes du calcul des variations, comme Tavait fait M. Euler, ou

s'il a deduit les demonslrations des principes du calcul differentiel.

Je souhaiterais aussi d'apprendre s'il a considere les caracteres d'int6grabilite pour les formules integrales

doubles ou triples telles quejji^dxdy on JJJvdxdy dz. Si vous vouliez bien, Monsieur, me faire la grace de

m'en instruire, comme aussi de me faire connaitre votre sentiment sur les petites productions dont je viens

de parler, je la regarderai comme un honneur des plus singuliers qui me soient arrives de ma vie.

Quoique la sante de Mr. Euler se retablisse de jour en jour, il n'a pas encore pu avoir Thonneur de

vous ecrire ; il m'a recommande seulement de vous teraoigner qu'il est extr^mement sensible aux sentimens

d'amitie et d'affection que vous venez, Monsieur, de lui tepioigner dansvotre derniere lettre.

Je finis en yous assurant des sentimens de respect et d'attachement, avec lesquels ]'ai Thonneur d'6tre

Monsienr

Votre tres humble et tres obeissant serviteur

St. Petersbourg, ce 5 mars 1772. A. J. Lexell.

P. S. .

Voici encore un probleme analytique, fort curieux, de M. Euler, qu'il a trouve en traitant des corps

solides dont les surfaces peuvent 4tre deployes sur des plans :

«Trouver six quantites /, m, n, A, /w, v telles que les formules

Idx -\- Xdy , mdx -+- ^dy , ndx •+ vdy

«soient integrahles et qu'on ait

II -+• mm -i- nn = 1 , AA -4- /u/i -!- w = 1 , IX -\- m^ -^ nv = d.* > • •' -

Jen ai trouv6 cette solution sur une surface spherique, soit decrite (Fig. 84-) une ligne courbe quelconque

MO, soit POQ un grand cercle qui touche MO en 0, faisons PO = MO et PO ± QO= 90*^. Soient de plus

trois points A, B, C, tellement situes que les arc AB, AC, BC soient ^gaux chacun k 90°; joignons

AP, BP, CP ; AQ, BQ, CQ. A present nommant o Tare MO, eoit « une quantit^ variable independante de a,

il faudra faire

X =^o -^ s sino et y = fpa -t- « coso

^o) et yjo sont des fonctions quelconques de o ; et les quantites X, fi, v seront egales aux cosinus des arcs

AP, BP, CP. de m^rae que l, m, n le seront aux cosinus des arcs AQ, BQ, CQ.
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16.

St. P^tersbourg, ce 24 7bre (5 8bre) 1773.

Monsleur et tres honore confrere,

Ayant enfin recu la traduction fran^oise de mon alg^bre, j'ai Vhonneur de vous temoigner ma tres parfaite

reconnaissance de la peine que vous vous ^les donnee d'y ajouter vos tres profondes recherches sur Tanalyse

indeterminee ; et je vous prie de vouloir bien presenter tant ^ M. BernouUi quaux libraires mais tres

humbles remercimens.

J'ai lu avec la plus grande satisfaction les excellens memoires dont vous venez d'enrichir le recueil de

Tacademie royale de Berlin. Les belles demonstrations que vous y donner du tbeor^me de M. Waring m'ont

cause un tr^s grand plaisir ; j'en ai aussi trouve une demonstration fondee sur des principes tout a fait

differens.

Soit 2p H- 1 le nombre premier dont il s'agit, il est certain qu'il y a toujours une infinite de nombres a,

tels que les puissances 1, a, «*, a' jusqu'A a^P~^ , etant divisees par 2p— 1, produisent des restes tous

differens enlre eux, de sorte que a^P soit la premiere puissance apres Tunite qui reproduise le reste 1 ; d'oTi

il s'ensuit que la puissance aP donne — 1 pour reste
;
puisque tous les restes mentionnes sont inegaux entre

eux leur nombre etant 2p, tous les nombres 1, 2, 3, 4 . . . . 2p y seront compris. Soit maintenant M le

produit de tous ces nombres 1, 2, 3, 4 . . . 2p, il est clair que ce produit M etant divise par 2p+ l laissera

le m^me reste que le produit de toutes les puissances ci-dessus ; or ce produit est evidemment aF^^P~^^, que

je represente par cet autre a^P^P^^^aP^ dont le premier facteur a^P^P^^^ etant une puissance de a^P laissera

runite pour reste ; mais Tadlre facteur aP donnera le reste — 1 ; d'ou il est clair que le reste qui provient

de cette puissance entiere sera = — 1 ; de sorte que le produit M doit aussi donner le m^me reste. De I^

il s'ensuit que la formule M -^ i sera divisible par le norabre propose 2p-i~i.

Or pour ce qui regarde le nombre a; il faut qu'il soit tel, que la formule a*aj — a ne puisse jamais

devenir divisible par le nombre premier 2p-*-l ; ainsi, par rapport h chaque nombre premier, tous les nombres

se partagent en deux classes, la premiere renferme ceux, que je nommerai b, d'oii la formule scx — b peut

devenir divisible par 2p -f- 1 ; Tautre classe comprend les nombres a dont je viens de parler. Pour trouver

dans chaque cas ces deux classes de nombres indiquees par les leltres a et b, j'ai trouve par hazard une

regle tres facile, qui merite d'autant plus d'attention, que je ne suis pas en etat d'en donner une demonstration

rigoureuse.

Pour cel efl^et, il faut diviser les nombres premiers en deux classes, Tune de la forme 4w — 1, Tautre de

la forme 4n -t- 1. Soit donc premiereraent le nombre premier propose de la forme 4n — f, j'en forme une

progression contenue dans ce terme general, laquelle sera par consequent.

^"'^'n, n-f-2, n-+-6, n-»-12, n-f-20, n-i-30, n-t-42, n-+-56, n-+-72, etc.

et je puis demontrer que tous les termes de cette s^rie sont compris dans la classe des nombres marques par

b, de sorte qu'une formule a^x — b puisse devenir divisible par 4n — 1 ; ou bien tous ces nombres sont tels

que la formule 6*""^ — 1 soit toujours divisible par 4n — 1 ou un de ses multiples. Mais pour ce que je ne

puis pas encore demontrer, c'est que non seulement tous les termes de cette progression, mais encore tous

les diviseurs de chacun, appartiennent k la classe des nombres b ; et en etfet on observera toujours, que si d

est diviseur de, quelqu'un de ces lerraes, on rencontrera dans la m(ime progression un terme de la forme dkk

qui est equivalent <lu nombre d.
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Soit, par exemple, le nombre premier propose 4n— 1=71; partant n= 18= 2.3' et la progression sera

18, 20, 24, 30, 38, 48, 60, 74, 90, 108, etc.

Ton voit d'abord que les nombres de la classe b sont

2, 3, 5, 19, 37, 87.

Pour le nombre 2, la chose est claire, puisqu'il se trouve deji dans le premier terme, mulliplie par le

carre 9, et le nombre 3 se trouve multiplie par le carre 16 dans le terme 48 ; ensuite le second terme 20

renferme le nombre 5 multiplie par le quarre 4.

Pour les nombres premiers de la forme 4n -+- 1 ,
je forme d'abord la progression au moyen de cette

formule n — x — xx ; cette progression sera

: ' n, n — 2, n-6, n— 12, n — 20 , n — 30 , n - 42 , n — 56, n — 72, etc.

tinl ^ It-

et lorsque ces termes deviennent negatifs, on n'a qu'^ les trailer comme positifs, puisque si b est un tel

nombre, non seulement la formule xx — b mais aussi celle xx ~+- b, pourra devenir divisible par 4n -+- 1. Ici

la m^me propriele a lieu, non seuleraent tous les termes de cetle progression mais encore tout leurs diviseurs

fournissent des nombres de la classe b, et tous les nombres qui ne s'y trouvent pas sont ceux qui conslituent

la, clas^e a. Ainsi prenant, par exemple, 4n -t- 1 = 89, ou bien n = 22, la progression sera

''f ^^^ 5"!' 22, 20, 16, 10, 2,. 8, 20, 34, 50, 68, 88, 110, 134, 160, etc.

d*ou i on yoit'3'abord que 1a ctasse des ndmbres b contient

';i'»aaiBf 'V» eb yaumii/q sflu liwJft -, 11, 17, 67, etc.

Le nombre 2 se trouve lui mdme dans la serie. Pour le nombre 11 en prenant x = 33, le terme de la

progression sera 1100 = 11. 10*. Mais il est tres Femarquable que cette belle propriele n'a lieu que lorsque

le nombre 4n— 1 ou 4n -h 1 est premier ; car prenant, par exemple, 4n — 1 = 35, ou n = 9, la progression

sers

..,,,, 9, 11, 15, 21, 29, 39, 51, 65, 81, 99, 119, 141, 165, etc;

ici quoique 3 divise plusieurs de ces termes, il ne s'en trouvera cependant aucun qui ait la forme 3KR, il en

est de m^me des nombres 5, 7 et dautres qui sont muUiplies par 3. Je suis persuade que la consideration

de ces circonstances pourra conduire 5 des decouvertes tres importantes.

Vous aurez vA, Monsieur, dans mon algebre, que le probleme de trouver 4 nombres dont les produits

2 k 2, en y ajoutant Tunite, deviennent des nombres quarres, m'a fort embarrasse, je nai m^me pu assigner

en general des nombres satisfaisans, quoique je me sois presque souvenu que ce probleme a ete resolu par

Ozanam ; mais Toccasion de faire des recherches lA-dessus m'a manque. Depuis, j'ai trouve cette solution

assez generale.

Prenant k volonte deux nombres m et n, tels que mn -f- 1 = U, \es quatres nombres cherches seront

/. m , /7. n , III. m-+-n-+-2l, JV, ^,{1 -+- m) (/ -f- n)

,

o\!l le nombre / peut 6tre pris negatif ou pOsitif. Peut ^lre cette solution se trouve-t-elle dans Talgebre

d'Ozanam. i«rtq «fsM .a^Iqii 'tl filo l -

Mais je n'aurais jamais cru qufe Tanalyse fut suffisante pour etendre cette question ^ 5 nombres, et je fus

tres agreablement surpris ces jours-ci, lorsque je renconlrai les cinq nombres suivans

A= 1, 5 = 3, C=8, Z)= 120 et E = '^^^
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qui fiatisfont aux dix conditions prescrites, de la maniere suivante :

1. AB -^ \ = 2', II. AC -i- \ = 3^ 111. AD -^ 1 = \\\ IV. B( -+-1 = 5*,

V. BD -t~ l = 19*, VI. CD -t- \ = 31*, VII. AE -t- \ = (^^t) '

nn. BE-.,^ Q% ;x c. -. . = (^, x i>eZ = (^f.
et de l^ je suis parvenu k donner une solution assez generale, mais par une methode tres indirecte que je

ne saurais expliquer clairement. Car, ayant elabli par les formules donnees les quatre premiers nombres

A, B, C, Z), je fais

A-^B-^C-^D=Tp, AH -i- AC -^ AD -*- BC -^ BD -i- CD = q

,

ABC -f- ABD -+- ACD -*- BCD = r
, ABCD = s

,

el alors le cinquieme nombre sera

_, 4r-4-2p(*-t-l)

Voici une propriet^ forl remarquable de ces nombres ; on aura toujours \ -t- q -^- s = - pp. Cette maliere
4

parait bien digne d'^tre mise dans tout son jour, mais je m'y sens incapable.

La resolution de la formule axcc -i- \ = yy ma cause autrefois bien de la peine par rapport au nombre

a qui demande de Ires grands nombres pour x et t/, comme 61 et 109 ; mais je viens de trouver un tbeoreme

qui conduit d'abord i la solution dc ces cas et d'autres semblables.

Connaissant pour le nombre a, les valeurs de r et de s telles que arr — h- = ss, que lon prenne p = rs

et q = ss -t- 2, ensuite x = p- [q'^— ^) et y = ^ q [q"^ — 3) et Ton aura certainement axx -t- \ = yy ; ou

il faut remarquer, que puisque r est par sa nature un nombre impair, les deux expressions de x et y donne-

ront des nombres entiers. Ainsi pour le cas de a = 61 on aura d'abord r = 5, s = 39, et de l^ on tire les

grauds nombres x et y rapporles dans ma table. M. Lexell el moi venons de remeltre k M, le cbevalier Triquet

quelques memoires pour les actes de racademie rojale de Tnrin ; il m'a assure avanl son depart que vous y

serez incessamment rappelle et que le roi regiiant veut remettre son Academie dans son premier elat florissant

Dans ce cas Tacademie de Berlin serait bien k plaindre.

Vous voyez, Monsieur, que je vous ai decouvert mon coeur tout enlier ; et je vous prie de me continuer

Thonneur de votre amitie, en vous assurant que je serai toujours avec le plus inviolabie attachement,

Monsieur,

votre tres humble et tres obeissant servileur

Leonard Euler.

17.

Domino celeberrimo de la Grange,

S. P. D.

Leonardus Euler.

Sequcns theorema attentione Geometrarum haud indignum, et Analjsin prorsus singularem postulare \idetur

Theorenia denioiisitrandum.

Si formula diiTerentialis ^^

—

-.
—-— ita integretur, ut facto j: = integrale evanescat. tum vero statuaiiir
log X

X = 1, ejus valor aequalis est logaritbmo binarii, ubi quidem logaritbmi hyperbolici sunt intelli{>endi.

(Ke^u le 26 janvier 1775 ; repondu le 10 fevrier.)

L. Euleri Op. posihuma. T. I. T !^



586 EULERI OPERA POSTHUMA. varia.

A St. Petersbourg, ce 23 mars 1775.

Monsieur et ires houore confrere,

II est bien glorieux pour moi davoir pour successeur k Berlin le plus sublime georoetre de ce siecle, el

il est certain que je naurais pu rendre k lacademie un plus grand service qu'en prenant mon conge; et i cet

egard je puis me vanter d'avoir une grande superiorite sur vons, vu que vous ne lui sauriez jamais rendre

un tel service.

Jai parcouru avec la plus grande avidite les excellens memoires dont vous avez enrichi les derniers

volumes de Berlin et de Turin
; je n'ai pu assez admirer Tadresse et la facilile avec laquelle vous y traitez

tant dobjets epineux qui m'onl coute bien de la peine. Tel est le mouvement d'un corps attire vers deux

points flxes ; et surtout lintegration de cette equation differentielle

mlx ndy

V {A-*- Bx-t- Cxx -+- Dx^ -+- Ex'^) V {A -+- By -*- Cyy -*- Dy^ -i- Ey*)'

toutes les fois, que les deux nombres m e\. n sont rationnels.

Cette recherche renferme encore une autre branche, lorsqu'on y ajoute des numerateurs semblables, ou il

sagit de trouver un rapport entre les variables or, &\ y tel, que la somme ou la diflerence de deux formules

pareilles devienne algebrique.

J'en ai tir6 autrefois la solulion de cette question : Le quart d'une ellipse ABC (Fig. 85) etanl donne, y

trouver deux points P ai Q tels, que Tarc PQ soit precisemenl la moitie de Varc AR. Cette maliere me parait

avoir beaucoup encore m recessu.

Ce que vous me marquez, Monsieur, k Toccasion du petit theoreme I — = log2 en prenant

j- = 1, ni'a beaucoup rejoui, et j'ai vu avec la plus grande satisfaclion, que vous avez d'abord penetre tout

le mystere, et que vous avez pousse toutes ces recherches beaucoup plus loin que je ne Tavais fait dans

quelques memoires composes sur ce sujet. J'ai ete frappe surtout de cet excellent theoreme

Hx" — x'")dx

en prenant lintegrale depuis x = jusqu'^ j = oo ; de la verite du quel je me suis dabord convaincu par

/ x'*dx
'-. ?—

;

depuis a? = iusqu'^ a? = oc,
(1 -H x'^) log a; ^ j -1

est toujours egale a log. tang— , apres avoir trouve que j-- --j depuis .2 = jusqu^ ^ = c» est

/* x^^— dx
toujours egale a 0. Comme vous aurez tire saiis doute, ce beau Iheoreme de celui-ci que / ? depuis

if = 0, jusqu'^ X =. <x> est egal a je suis curieux dapprendre oii s'en trouve la demonstration ; car

r sin —
r

quoi quil me soit connu depuis plus de quarante ans, je n'en ai pu neanmoins trouver une demonstration

formelle que depuis peu de temps, et je ne Tai pas encore publiee j'attends avec beaucoup d'impatience, de voir

les profondes recherches qiie vous aurez commnniquees sur ce sujet i Tacademie royale de Berlin.

Le paradoxe dont vous me parlez, merite sans doute toute rattention des geometres il consiste en ce

que la difTerence enlre ces deux formules integrales /-— et /—— , comprises entre les m^mes limites et 1" J\ogy Jlogz

tang
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soit egale a log r » le d^noucmenl de ce paradoxe se trouve sans doule, en ce que Tune et Tautre integrale

devient inBniment grande, oii leur ^galit^ n'empdche pas que ieur diff^rence soil indeterminee ; comme cela

arrive dans ces formules plus simples j ^ ^^ j " P^i^^^ depuis jiisqn'^ rinfini, ou la diflerence peut devenir

egale k une quanlito quelconque ; aussi en prenant y = az on aura sans doute / / — = log a.

Je suis tombe ces jours ci sur un probleme de mecanique, qui m'a beaucoup tourmente, quoiquii paraisse

fort simpie au premier coup d'oeil. 11 s'agit de trouver le mouvement avec lequei une barre descend en giissant

sur un axe cylindrique, comme (Fig. 85) le represenle. L'analyse m'a d'abord conduit h deux equations diffe-

rentio-differentielles, assez semblables a ceiies qui expriment le mouvement dun corps attire vers deux points

6xes ; mais jusqu'ici je n'en ai pu tirer qu'une seule equation integrale, en negligeant m6me le frottement : et

si l'on en voulait tenir compte, je ne vois d'aulre ressource que de suivre le mouvement de la barre quasi

pas i pas ; et c'est sur ce pied que j'ai developpe un cas determine.

En parcourant le dernier volume des memoires de Berlin, je ne fus pas peu surpris, qu'il puisse encore

^tre question dun satellite de Venus, et meme dun tel, qui renverserait tous les principes de Tastronomie;

je n^aurais pas cril non plus que le principe de la raison sufGsante os4t encore paraitre sur le theStre.'

Je suis entierement convaincu, qu'^ moins que vous reussissiez k retrouver les demonstrations perdues de

Fermat, elles resteront perdues k jamais. Tous mes soins k cet egard ont ete inutiles jusqu'ici, sans en

exclure ceux que jai pris pour prouver, que cette egalite a;" ± y" = ^' est toujours impossibie, A moins que

iexposanl n ne suil au-dessous de 2. Nous avions cru aulrefois que cette impossibilite s'etendait pius ioin k

ces formules :

a^ ± b^ = z^
;

m
a zt: -+- C = Z

;

a* dr 6' ± c* zt rf* = z*

;

etc.

Mais ii n'y a pas long-temps qne j'ai ete convaincu que la seconde n'est pas impossibie ; car j'ai trouve

quatre nombres a, 6, c, d, tels, que a* -i- 6* = c* -h d*.

Vous recevrez en peu de temps le XViIIe™« volume de nos commentaires ; la premiere partie du tome

XlXeme g^^ jgj^ imprimce. J'y ai donne une idee pour etendre la table des nombres premiers jusqu'au deli

dun million, et j'ai m4me donne tous ies nombres premiers entre 1000000 et 1002000; un lel ouvrage deman-

derait un volume in 4-°, de la mdme epaisseur que nos commentaires.

Je 6nis, Monsieur, ayant i'honneur d'dtre avec les sentiments du pius parfait devouement,

Monsieur et tres-honore confrere,

Votre tres humble et tres obeissant serviteur

L. Euler.

P. S.

Permeltez-moi, Monsieur, d'ajouter encore deux theoremes qni me paraissent vrais, quoique je n'en ai pu

trouver encore la demonstration
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Tlieor^me 1*

II n'y a point de courbe algebrique dont un arc quelconqne soit egal au logaritbmique dune fonction

queiconque.

Tlieopdme 3.

Hormis le cercle, il n'j a poinl de courbe algebrique donl un arc quelconque soit egal k un arc de

cercle.
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