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MÉMOIRE

SI R LES

VAHIATIOISS DES HAUTEURS CAPILLAIRES

ET

DES TENSIONS SUPERFICIELLES DE L’EAU

DK L’ALCOOL ET DES SOLUTIONS D’EAU ET D’ALCOOL

AVEC LA TEMPÉRATURE.

Ce travail peut se diviser en trois parties :

I. — Étude des variations des hauteurs capillaires avec la

température, le ménisque étant en contact avec Pair ambiant. La

pression supportée par le liquide est donc la pression atmo-

sphérique.

II. — Etude des variations des hauteurs capillaires avec la

température, le ménisque étant en contact avec sa vapeur. La

pression supportée par le liquide est donc celle de sa vapeur.

III. — Etude des variations de la tension superficielle avec

la température.
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I.

Voici, exprimées en grammes, les différentes quantités d’eau

et d'alcool contenues dans les solutions sur lesquelles nous

avons opéré ;

NL'MÉKO

de la solution.

P<tIDS

de l’eau.

P 0 Ml S •

total.

POIDS

de l’alcool.
TITRE.

j

i Eau distillée). ” 0,000
;

2 4.0,187 47,431 2,244 4,731

3 4.0,160 49,750 4.590 9,226
i

4 29,729 34,36s 4,639 13,498
!

5 29,836 36,006 6,170 17,136

6 29,648 37,470 7,822 20,873

7 29,810 39.244 9.4'14 24.039

8 30.132 41.360 11.208 27,098

9 29,447 42,184 12,7.37 30,193

to 29,448 43,730 14,282 32,659

U 29.347 45,083 15,738 34,907

12 29,.o62 46,339 16,977 36,479

13 29,546 47,653 18,107 37,997

14 14,919 30043 15,124 50,341

15 9,165 26,661 17,496 63,623

16 (Alcool absolu). n " 160,000

Ces solutions ont été préparées avec grand soin, les pesées

poussées jusqu’au milligramme. Elles ont été enfermées dans

des flacons bouchés à l’émeri pour empêcher autant que pos-

sible l’évaporation. Ces derniers avaient été préalablement lavés

à l’alcool et rincés à l’eau distillée.

Pour plus de facilité, nous avons ramené ces diverses qùan-



tités à un même poids 100 grammes. Nous aurons pour le litre

de nos solutions (Si a est la quantité d’eau contenue dans la solu-

tion, P le poids de l’alcool, nous appellerons litre de la solu-

tion 100 -

a -t- /O''

Précautions à prendre.

L’appareil employé étant celui de M. De Heen (‘).

Ln point très important est de placer le tube capillaire bien

vertical; car, puisqu’on lit la graduation sur le tube même, le

moindre écart dans la verticalité de ce dernier peut conduire à

des erreurs considérables. Le meilleur moyen pour cela est de

fixer parfaitement les tubes en verre dans le couvercle en cuivre,

ce que nous avions fait d’abord en employant du ciment. Mais

la température s’élevant, il ne tardait pas à se désagréger, ce

qui compromettait la rigidité de l'appareil, et en tombant dans

l’eau contenue dans le vase de Berlin la troublait, ce qui rendait

les observations difficiles. Le procédé qui nous a le mieux réussi

est de caler les tubes au moyen d’éclats de bois, de laisser ensuite

couler du collodion, ce qui formait une espèce de mastic très

résistant qui s’est convenablement comporté jusqu’aux tempéra-

tures auxquelles nous avons opéré.

Les deux tubes sont alors serrés dans une pince qui peut

glisser le long d’un support de façon à obtenir des hauteurs

convenables. Le pied du support est placé sur un plateau muni

de trois vis calantes.

Cette disposition adoptée, voici comment on place le tube

capillaire bien vertical. A gauche de l’appareil se trouve un fil

à plomb. Le couvercle est serré dans la pince de manière que le

fil à plomb et le réticule vertical de la lunette cachent approxima-

tivement la colonne capillaire. Puis, grâce aux vis calantes, on

fait en sorte que le fil à plomb, le réticule et la colonne coïnci-

cident parfaitement.
*

»

(*) P. De Heen, La Chaleur

,

p. 125, Nierstrasz, éditeur. Liège, 189i.



( )

Pour que l’expérience réussisse, il faut que le tube capillaire

soit parfaitement propre. Celui dont nous nous somme servi est

resté plongé environ soixante heures dans l’acide sulfurique,

puis il a été rincé à l’alcool et séché à l’éther.

A environ 1“,50 de l’appareil se trouve une lunette qui

permet de lire la graduation à laquelle affleure le ménisque. Elle

est placée sur un pied dont le plateau supérieur est muni d'une

crémaillère, en sorte qu’on peut la mettre à la hauteur voulue.

La lunette est munie d’un niveau fixe, et au moyen de trois vis

calantes on peut la placer dans un plan vertical. Le réticule

sera par conséquent bien vertical, ce qui assure la verticalité

du tube capillaire.

Marche d'une expérience.

On s’assure d’abord que le tube capillaire est bien vertical. On
l’enlève et on verse une petite quantité de liquide (pour éviter

la dilatation) dans l’ampoule. Le tube capillaire est alors intro-

duit. Quand il est assez près du liquide, on y voit parfaitement

son image. Au moyen de l’ajustage en caoutchouc graissé de

vaseline, on lui donne un mouvement de rotation et de descente

très lent. Lorsque le tube et son image se touchent, il est en

contact avec le liquide. Du reste, on en est averti par le liquide

qui s’y élève rapidement. Il faut avoir soin de disposer du tube

capillaire de façon que, le contact étant établi, la graduation

soit bien placée pour faire une lecture; c’est-à-dire dirigée vers

la lunette.

Un long tuyau en caoutchouc s’emboîte sur le tube libre et

arrive au pied de la lunette. Pour que le liquide puisse monter

dans le tube capillaire, il faut qu’il le mouille parfaitement.

Pour cela il suffît de presser entre les doigts le tube de caout-

chouc
;
on exerce ainsi une légère pression et le liquide s’élève

sensiblement dans le tube capillaire. Il est bon d’exercer très
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souvent celte pression dans le cours d’une expérience, de l’exercer

au moins avant chaque observation. L’appareil plonge dans un

vase de Berlin contenant de l’eau. Celui-ci est supporté par un

trépied sous lequel se trouve un brûleur Bunsen. Un thermo-

mètre, au dixième de degré, est plongé dans le bain d’eau. Un

autre thermomètre donne la température de l’air ambiant. Il est

serré contre le premier au moyen de deux bagues en caoutchouc.

On règle la flamme du brûleur de façon à obtenir une tempé-

rature constante. On lit alors au moyen de la lunette le point

d’affleurement du ménisque. Le tube étant gradué au '/s

limètre, on a la hauteur capillaire très exactement. (Un bec à

gaz se trouve derrière le vase de Berlin, et éclaire la colonne

capillaire et la graduation.)

Pour plus de facilité et pour pouvoir comparer entre elles nos

diverses observations, nous rapporterons toutes les hauteurs

capillaires à un tube de millimètre de diamètre, le calcul

étant effectué d’après la loi de Jurin.

Le tube sur lequel nous avons opéré avait *®V400 de milli-

mètre de diamètre. Par conséquent, si h est la hauteur observée,

la hauteur h' rapportée à un tube de ‘/j millimètre de diamètre

sera donnée par la formule

h'
* 200

‘

Voici les résultats obtenus avec nos différentes solutions.
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Si nous portons les températures en abscisse, les hauteurs

capillaires en ordonnée, nous obtenons les diagrammes A

(V. tableau). Ces courbes sont suffisamment continues, d’autatii

plus que l’échelle choisie pour les tracer est très grande.

Elles montrent que les hauteurs capillaires diminuent avec

la quantité d'alcool contenue dans la solution, la hauteur

maximum étant évidemment celle de l’eau, la hauteur minimum

celle de l’alcool.

Il faut remarquer la chute rapide de la colonne capillaire

pour de faibles dosages d’alcool.

II.

On sait qu’à la température critique, la hauteur capillaire est

nulle. Or, si nous prolongeons nos diagrammes jusqu’à l’axe des

abscisses, nous obtiendrons des températures beaucoup trop

élevées. Il est donc évident que les courbes doivent présenter

sur leur prolongement un point d’inflexion. Par conséquent, il

est intéressant d’observer les variations de la hauteur capillaire

à des températures plus élevées. Pour y arriver, le liquide doit

être soumis à des pressions assez considérables pour éviter

l’ébullition. Ces recherches nous occuperont à présent.

Les solutions sur lesquelles nous avons opéré dans la première

partie ayant été épuisées, nous en avons fait de nouvelles dont

les titres sont à peu prés les mêmes que ceux des solutions

2
,
6

,
8

,
10

,
12

,
13 .

V^oici, exprimées en grammes, les différentes quantités d’eau

et d’alcool contenues dans ces solutions :

Numéro de la solution. Poids de l'eau. Poids de l’alcool. Titre.

1 Eau distillée. U „ 0 “/o alcool.

II “29.650 7,820 20,870 »/o.

lit 30,149 11,207 27,098 o/o.

IV 29,443 14,280 32,653 »/o.

V 29,558 16,988 36,497 o/o.

VI 14,922 15,120 50,329 »/o.

VII Alcool absolu. M )) 100,000 »/o.
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Description de l'appareil.

L’appareil dont nous nous sommes servi se compose essen-

liellemcni d’un gros lube en verre très résistant A, scellé aux deux

bouts. A l’intérieur de A se trouvent un tube capillaire B et le

liquide L sur lequel on veut opérer. Le tout est placé dans une

chambre à air qui permet de réaliser des températures constantes

données par un thermomètre plongeant dans la cage centrale.

La hauteur capillaire est observée au cathétomètre.
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Précautions à prendre.

Comme dans la première expérience, les tubes doivent être

excessivement propres. Ils ont subi le même traitement que dans

la première partie, c’est-à-dire qu’ils sont restés plongés long-

temps dans l’acide sulfurique, puis qu’ils ont été rincés à l’eau

et séchés.

Les tubes capillaires seront mouillés intérieurement, ce qui

s’obtient en inclinant le tube A.

Ce dernier est introduit dans une chambre à air à triple

enveloppe. La température est alors suffisamment constante

dans la cage centrale. Le bain d’air est muni de fenêtres qui

permettent de voir le tube. Il est placé sur une table bien fixe,

à une hauteur convenable. En dessous est un brûleur Bunsen

|)lacé sur un pied à crémaillère qui permet d’approcher ou

d’éloigner le bec à gaz de la chambre à air.

Le tube capillaire doit être bien vertical, ce qui n’a cependant

pas ici la même importance que dans le premier cas, où la

hauteur était lue sur le tube même, qui était gradué; ici, elle est

prise au catbétométre. Or, la hauteur capillaire dépend de la

(orme du ménisque; par conséquent, si B est légèrement incliné,

il reste sensiblement le même et la hauteur varie très peu de

ce chef.

Le gros tube est serré dans une bague en cuivre par une vis

de serrage V. En G se trouve un genou. Le tube étant fixé en b.

on le place dans la chambre centrale. Par trois trous t, t', l",

ménagés à dessein dans les enveloppes, on fait passer une tige

en cuivre T que l’on peut visser dans un écrou E qui se trouve
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sur l’anneau. Au moyen d’un rayon visuel, on le place à peu

près verliealement, puis on s’assure qu’il est parallèle au bord de

la colonne du cathétomètre qui, elle, est verticale. Cette position

est obtenue par de petits mouvements communiqués au genou,

qui est à frottement dur, ou à la vis V,. Enfin, on fixe la tige T

au moyen d’un disque mobile d, lequel présente tine excavation

(|ui vient butter contre un rivet r placé sur la paroi extérieure

du bain d’air. On serre la vis de pression v^, qui rend le disque

immobile aitisi que la tige T.

L’appareil étant disposé comme il a été dit, on vise la partie

inférieure de la colonne capillaire et on fait la lecture sur

l’échelle du cathétomètre; on vise le ménisque et on lit de

nouveau. La différence des deux observations donne la hauteur

du liquide.

Le cathétomètre que nous avons employé était gradué au

millimètre et un vernicr donnait le '/»o millimètre, ce qui

permettait d’évaluer les hauteurs capillaires avec une approxi-

mation très suffisante.

Voici les résultats que cette expérience nous a donnés pour

nos différentes solutions.

Pour plus de facilité et pour pouvoir comparer entre elles

nos diverses observations, nous les rapporterons toutes à un

tube de */2 millimètre de diamètre. Il suffira d’appliquer la

loi de Juin, ce qui exige la connaissance du diamètre du tube.

Les voici, prises à la machine à diviser :
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Numéro Diamètre
de la

Diamètre
de la

Diamètre

(ie la solulion.
partie supérieure

du tube.

partie inférieure

du tube.
moyen du tube.

' a millimétré.

0,913

Vi iiiilüiiiètre.

0,990

’/i millimètre.

Eau distillée 1. 0,98! 1

1.093 0,920

1,075 0,993
II. 0.980

10,9311 0,890

l.ütiO 1,100
III. 1.020

1

0.9G3 0,933

1,000 1,050
1 IV. 0,9ti5

j

0,910 0,910

1,1110 1,030
' \ l,0ti5

1,030 1,050

1,030 1,050

VI. 1,050

1.030 1,030

0.890 0.930

.Alcool absolu VII.

1,000 0.860
0,920

1
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Si nous portons les températures en abscisse et les hauteurs

capillaires en ordonnée, nous obtiendrons les diagrammes B

(v. tableau).

Les courbes qui correspondent à cette expérience ont été

tracées en traits pleins.

Nous en avons rapproché et réduit à la meme échelle, celles

que nous avons trouvées par le premier procédé (1'® partie).

Elles sont figurées en pointillé.

Ce qui frappe immédiatement quand on examine les dia-

grammes B, c’est le changement de courbure donné par les

deux procédés diiïércnls d’expérimentation. Celui-ci ne peut

guère provenir d’une erreur d’observation, car il se reproduit

dans toutes nos expériences avec une constance remarquable.

Ce phénomène pourrait peut-être s’expliquer en admettant

que la tension superficielle d’un liquide en contact avec l’air

ambiant est diiïérente de la tension superficielle d’un liquide en

contact avec sa vapeur.

Si nous prolongeons les différentes courbes jusqu’à l’axe des

abscisses, nous obtenons pour nos difiérentes solutions les

températures critiques suivantes ;

Numéro de la solulion.

1 Eau dislillée.

n

lit

IV

V

VI

VII Alcool absolu.

Température critique.

330“

3-24“

319»

313“

312“

302“

227“

Ces résultats corroborent ceux déjà connus et se rapprochent

sensiblement de ceux trouvés par M. le D' F.-V. Dwelshauvers-

Dery (*).

(’) A'oie relative à la température critique des mélanges, 1895, p.
".

(Extrait des Bl'Ll. de l’Acad. rov. de Belgique, o* série, t. XXIX, n“ 2,

1895.)
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III.

Étudions maintenant les variations de la tension superficielle

avec la température.

I^a tension superficielle peut être calculée par la formule :

1

E

D

où T est la tension superficielle, h la hauteur capil-

laire, 5 la densité.

Recherchons d’abord la densité des différentes

solutions employées dans la deuxième partie (*) à

différentes températures.

Prenons un tube de petit diamètre, d’une hauteur

d’environ 20 centimètres. On scelle la partie infé-

rieure, puis, au moyen d’un long entonnoir très

mince, on introduit du mercure B. Au-dessus de B,

on place le liquide sur lequel on veut opérer. On
verse de nouveau du mercure qui se maintient

au-dessus de C grâce au faible diamètre du tube.

Enfin, on verse encore du liquide qui se superpose

au mercure, et l’on ferme à la lampe la partie supé-

rieure du tube. Nous le plaçons ensuite bien vertical

dans la chambre à air dont nous nous sommes déjà

servi dans l’expérience précédente. En dessous de la

chambre à air se trouve un brûleur Bunsen qui

permet de réaliser les températures désirées. Un bec

à gaz, placé derrière le bain d’air, éclaire la colonne

liquide. Lorsque l’on a atteint la température à

laquelle on veut opérer, on règle la flamme de façon

à la maintenir constante et l’on mesure la hauteur

h au catbétomètre. Celui dont nous disposions donnait

le '/so millimètre.

La principale difficulté à vaincre est la formation

de bulles d’air qui se dégagent même souvent au-

(*) P. Db Heen, La Chaleur, 1894, p. 121.

(’) Ideu, ibidem, p. 269.
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dessous de 100 degrés, brisent la colonne et la rendent d'une

mobilité telle que toute observation devient impossible.

Pour les éviter, le moyen qui nous a le mieux réussi est de

prendre une colonne liquide h relativement très grande (6 à

7 centimètres) et de la porter jusqu’à la température limite à

laquelle on veut opérer. Il est bien entendu que l’on ne fait

aucune observation et qu’on laisse les bulles d’air se former

sans s’en préoccuper. On retire alors le tube qui se refroidit

et on le frappe légèrement. On parvient assez souvent à faire

disparaitre les bulles d’air qui se rendent dans la partie supé-

rieure du tube. Mais il est évident que ces chocs successifs ont

pour effet de réduire la colonne liquide G; c’est pourquoi il faut

la choisir d’abord assez grande. Ce procédé ne réussit d’ailleurs

pas toujours. Voici les résultats obtenus :
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Si nous portons les températures en abscisse et les volumes

en ordonnée, nous obtiendrons les diagrammes C, Ces courbes

sont très continues.

Si nous prenons comme valeur initiale du volume celui du

liquide à environ 15°, les volumes aux différentes températures

seront (nous en rapprochons les hauteurs capillaires prises

sur les diagrammes B qui vont servir à l’inslant) ;

I. EAU DISTILLÉE.

Températures.
Volumes

correspondants.

Hauteurs capillaires

correspondantes.

IG 1,0000 59

38,"S 1,0085 37,26

7-2,o0 1,02811 54,04

ni 1,0523 49,90

13^'» 1,0746 40,94

130,50 1,0883 44,30

Solution II.

17 1,000 31,56

63 1,0-25 30,10

S6 1,0421 -29,30

103,30 1,00179 -28.76

1-20,75 1,077-2 28,14

146,.30 1,1053 -27

Solution III.

18 1,0000 29,10

45 1,0156 28,46

7-2 1,0330 ^27 ,74

1-20,.'» 1,078 -26,10

140 1,1113 -25,18
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Solution IV.

Températures.
Volumes

correspondants.

Hauteurs capillaires

correspondantes.

16 1,0000 26,16

6b 1,0380 24,90

89 1,0542 24,6

H0,b0 1,0763 23,38

13b 1,1062 22,60

i4b,7o 1,1218 22,22

Solution V.

17,

b

1,0000 24,82

37,

b

1,0159 24,46

96 1,0744 22,80

HO,

b

1,0904 22,40

136 1,1250 21,62

IbO 1,1489 21,04

• Solution VI.

18,

b

1,0000 23,24

40 1,0085 22,82

73 1,0510 21,94

10b,

b

1,0808 20,90

116 1,1021 20,52

142,

b

1,1446 19,14

VII. ALCOOL ABSOLU .

20 1,000 21,76

44,0 1,016 21,16

74 1,055 19,94

101 1,093 18,32

133,

b

1,151 15,50
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Au moyen du calcul suivant, les tables de Laiidoll et Bôni-

slein (') nous donneront les densités à 15” des solutions

employées.

En effet, considérons notre solution II dont le titre est

20,870 ”/o. Les tables nous disent que lorsque le titre est 20

la densité est 0,97164; lorsqu’il est 21 %, elle est 0,97040. Par

conséquent, quand le titre varie de 1 ”/o, la densité varie de

0,00124. Or, il est évident que, pour une variation moindre

que 1 ”/o, on peut considérer la densité comme variant propor-

tionnellement au titre. Donc :

1,0 litre variant de 1 ‘/o la densité varie de 0,001 24.

— 0,870 »/o — 0,00124 X 0,870

= 0,00107880.

La densité de la solution II est donc :

0,97164 — 0,00107880 = 0,07056120,

En appliquant le même raisonnement aux solutions dont

nous nous sommes servi, leur densité à environ 15” sera

I. — Eau rtistillée.

Solutiou 11.

- lit.

- IV.

_ V,

- VI.

\ II. — Alcool absolu.

Or, les densités sont en

Densité ; l.OOOOCtXio.

— 0,97Ü.Wl!2<i

— 0,96“2t3V9«.

— 0,9o3;M090.

— 0.9464o358.

— 0,91o70ti3:i.

— n,794'2iW'i.

raison inverse des volumes;

(') riiysikalisch-Cliemischc TabeUen von LandoH nmi Pônistàn, p. 224.
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par coMsc(|ucni, les densités aux différentes lempcralurcs

seront ;

I. EAU DISTILLÉE.

iciniiéralurcs.

Volumes

|o^espondallts.

Densités

correspondanies

16 1,0000 1,0(X»

W,7o 1,0085 0,991

72, .“)0 i.02h:: 0,972

III 1,052:! 0,9,50

164 1,0716 0,930

lolljSO 1,0883 0,919

Solution II.

17 1,0000 0,971

(vî 1,0250 0.947

8(1 1,0421 0,931

io:!,;io 1,06179 0.914

120,7o 1.0772 0,902

146,60 1,105.3 0.879

Solution III.

18 1,0000 0.962

1,0156 0,946

72 1,0330 0,931

120.50 1.0780 0,892

146 1,1113 0,865

Solution IV.

16 1,0000 0,9,53

*'i) 1.0380 0,919

80 1,0512 0,904

1 10,50 1,0765 0,885

135 1,1062 0,862

j

145,75 1,1218

1

0,849
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Solution V.

Températures.
Volumes

correspondants.

Densités

correspondantes.

IT,.50 1.0000 0,1>47

37,50 1,01.59 0,933

06 1,0741 0,882

1 10,50 1,0901 0,869

136 1,1230 0,811

m 1,1189 0,824

Solution VI.

18,50 1,0090 0,916

40 I,U0S5 0,908

75 1,0510 0,872

103,30 1.0808 0,8 17

116 1,1021 0,831

142,.50 1,1416 0,800

VII. ALCOOL ABSOLU.

20 1,0900 0,791

41,50 1,016 0,781

7* 1,035 0,752

101 1,093 0,726

133,50 1,151 0,689

Nous connaissons donc mainicnanl les diamètres des lobes

capillaires sur lesquels nous avons opéré, les hauteurs capillaires

et les densités pour certaines températures déterminées. Il sullii

de remplacer ces diverses quaniilés par leur valeur dans la

formule

rliST= —
2



(
S5 )

pour avoir la lension superliciclle correspondanic. Tout calcul

fait, nous trouverons pour les valeurs des tensions superficielles

les résultats suivants :

' TEMPÉRATURES.

1

TENSIONS

superficielles.
TEMPÉRATURES.

TENSIONS

superficielles.

I. EAU DISTILLÉE. Solution V.

-16 , 7,375 17,30 2.938

38,7.1 7,093 37,30 2,832

72,oO 6,363 96 2,.313

1 111 3,923 110.30 2,433

134 3,436 136 2,272

Ib0,i)0 .3,111 1.32 "l, t)7

Solution II. Solution VI.

17 3,830 18,30 2,660

63 3,363 40 2,390

86 3,409 7.3 2,391

103,SO 3,283 10.3,30 2,212

120,7» 3,172 116 2,131

146,30 2,966 1 42,30 1.914

Solution III. VII. ALCOOL ABSOLU.
18 3,306 20 2,139

4o 3,363 44,30 2,063

72 3.228 74 1,874

120,30 2,910 101 1,662

146 2,722 133,30 1.334

Solution IV.

16 3,116

63 2,860

89 2,718

110.30 2,386

133 2,433

143,73 2,338
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Portons les températures en abseisse, les tensions superli-

eielles en ordonnée, nous obtiendrons les diagrammes D
(v. tableau). Ces courbes sont très continues, d’autant plus que

réelielle à laquelle elles sont construites est relativement grande

et que la tension est la résultante de trois expériences bien

distinctes : le calibrage des tubes, l’observation de la liauteur

capillaire et, enfin, celle de la dilatation. Par conséquent, les

erreurs d’observation se multiplient et pourraient devenir

sensibles.

Remarquons qu’à la température critique, la tension superfi-

cielle est nulle. (Il suffît de faire h = 0 dans la formule.) Si

nous prolongeons les cotirbes obtenues jusqu’à l’axe des

abscisses, nous trouvons des températures critiques qui coïn-

cident parfaitement avec celles obtenues dans la deuxième

partie.
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SUR

UNE DÉMONSTRATION SIMPLE

DE LA FORMULE DE FRESNEL

Celle formule se démonlre habiluellemenl par l’emploi de la

surface des viicsses normales (*), ou bien esl obtenue par la

recberehe d’un maximum. Il y a longtemps que, cherchant à

obtenir une démonsiralion simple d’un énoncé si simple, j’ai

publié une démonstration de ce théorème dans le BuUelin de la

Société minéralogique de France, démonsiralion qui ne me satis-

faisait pas encore; celle que je communique aujourd’hui à la

société esl, pour ainsi dire, immédiate.

La formule de Fresnel peut se résumer dans l’énoncé suivant :

Théorème. — Si un plan, passant par le centre d’un ellipsoïde,

fait des angles 9 et 9' avec ses plans cycliques, si, en outre, -L, -

7,

sont les demi-axes de l’ellipse déterminée dans l’ellipsoïde par le

plan dont il s’agit, on a

j.'ï

= consl.
sin B sm 6

(') Lieu des points obtenus en portant sur la normale, menée au plan

d’une seetion diamétrale quelconque par le centre de l’ellipsoïde, et en

partant de ee point, des longueurs égales aux inverses des demi-axes de

celte seetion.
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Soioni
^ les demi-axes de l’ellipsoïde et supposons

I

a

i 1

<7<-
6 c

Déterminons un point quelconque M de la surface par son

rayon vecteur y et par les angles «, ^ que ce rayon fait avec les

droites ON, ON' normales aux sections cycliques (fig. i).

Z

En fonction de ces coordonnées, l’équation de rellipsoide

est (*)

r’= 6* — (a* — c*) cos a cos p (t
)

Soit (fig. 2) PP' le plan considéré et I le point où la normale

à ce plan perce la sphère décrite du centre O avec un rayon

égal à l'unité; soient ON et ON' les normales aux sections

cycliques; IN et IN' mesurent les angles que le plan P fait avec

ces sections.

(*) Voir la note placée à la fin.



Pour avoir les directions des axes de lellipse découpée par le

plan P dans rdlipsoïde, on sait qu’il suflit de projeter ON et

ON' sur P, puis de tracer les bissectrices des angles formés par

les projections obtenues. Comme ION, ION' sont les plans qui

projettent ON et ON' sur P, en traçant l’arc IS bissecteur de

l’angle N'IN, on aura en OS la direction de l’un des axes, par

exemple.

Si nous appliquons à l’extrémité de cet axe l’ét|uation (1), en

observant que les triangles SNI, SN'I, nous donnent, pour ce

point :

cos a = sin e cos e

cos P = sin 9 ' cos t,

nous obtenons :

r"’= 6* — (a* — c’) sin 9 sin e' cos*f .... (2)

En faisant SIT= 90®, on aura en OT la direction du second



( 6 )

axe Pour lexlrémiié de cet axe, les triangles TIN, TIN'

donnent :

cos a = sin 6 cos(90° + e) = — sin 6 sin e

cos j5 = sin fl' cos(9ü" — f) = sin e' sin e;

par conséquent

r'* = b^ + (a’ — c’) sin 9 sin fl' sin*e . . • (5)

En soustrayant (2) de (3), on obtient la relation demandée

r'* — r"* = (a’— c’) sin 6 sin fl' (4)

Corollaire. — Le grand axe de l’ellipse, découpée par un

plan diamétral P dans l’ellipsoïde, se trouve dans celui des angles

dièdres, formés par les plans gui projettent sur P les normales

aux sections cycliques, qui contient le grand axe ~ de la surface.

En effet, les angles a et [3 ont été comptés à partir du grand

axe
J
de la surface, et l’axe de l’ellipse découpée qui se trouve

dans les conditions énoncées ci-dessus est ^ (fig. 2). Or, des

formules (2) et (3), comme sin 0 et sin 0' sont essentiellement

positifs, on déduit
I I— >-•
r r

Observation. — La même marche peut servir à résoudre

rapidement la question suivante :

Problème. — Etant donné les angles 0 et 0' que fait un plan

diamétral P avec les plans cycliques d’un ellipsoïde, calculer les

axes y,, -^1 de l’ellipse découpée.

Si l’on désigne par
p

le rayon normal à P, on a

= 6*— («* — f’) cos fl cos 9'.

Les directions 7 . étant perpendiculaires deux à deux,

on a

>•* r"’ -+- r"*= «* -4- fe* c*



et, par conséquent,

(
7 )

,.'j ^ _ a* ^ (a* — c») cos 8 cos 6'
. . . (S)

Les équations (4) et (b) donnent

-+- c* a*— c’

r'* 1 cos(9 — 0')

2 'I

^ '

-.i Ia -+- C" a‘ — c
r ' = cos(ô -H 9’).

.Note. — Équation polaire de l’ellipsoïde rapporté aux nor-

males à ses sections cycliques prises comme axes coordonnés.

a) L'équation (1) peut s’obtenir simplement, par Iransforma-

linn de coordonnées, en dirigeant les calculs comme il suit :

Désignons par 2a l’angle NON' (fi/. 1), par x, y, z les coor-

données du point M. Les cosinus directeurs de OM sont : rx,

ry, rz; ceux de ON : sin a, 0, cos a; ceux de ON' : — sin a, 0,

cos a; de sorte que

Or :

et

cos a = rx sin y + rz cos f
|

cos P
= — rx sin ? -e rz cos s

\

^
1 a^x* + b^y'^ -+- c*z^

X* + lÉ -t- 2* y^ -i-

r* — h‘‘= r’
j
(a' — — (6* — c*)z^

j

. . (fi)

. . (7)

En appliquant cette équation au point S de la section cyclique,

on obtient

0 = (a’ — 6’j cos*
5
> — (6’— c’) sin*f,

sin’

y

6’ — c’

cos' O =
puis
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L’éqnalion (7) peut donc s’écrire

r* — 6’
— = r’x* sin’» — r’x* eos*»

,

a - c

ou, à cause de (6),

r’ — 6’ = — (a* — c’) ro< a. cos p.

h) Voici une seconde méthode :

Dans le système polaire adopté, les équations

r* — = 0
' V

cos a =0
COS P =0,

représentent respectivement une sphère de rayon ayant pour

centre l’origine, et les plans cycliques; de sorte que l’équation

r’ — b* k COS a cos P = 0

représente une surface passant par l’intersection de la sphère de

rayon ^ et des plans cycliques.

On verra facilement que cette surface est du second degré et

qu’elle a pour axes les bissectrices des axes coordonnés OIV, ON'

et la perpendiculaire à leur plan.

Pour l’approprier à l’ellipsoïde, il suffit d’écrire, par exemple,

que les extrémités des axes ^ et ^ vérifient l’équation; on

obtient

c*— 6* -4- A: cos*}î = 0

a*— 6* — k sin’f = 0 ;

d’où :

A- = a* — c*.

Donc, etc.
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INTRODUCTIOÎJ

La ihéorie des équations aux dérivées partielles du premier

ordre est actuellement arrivée à un grand degré de perfection.

Klle a déjà été exposée bien des fois, et M. Goursat, dans un

livre (*) devenu classique, a traité la question d’une façon à peu

près complète.

Mais, telle qu’elle a été présentée jusqu’ici, cette théorie

manque d’unité. Les différentes parties qui la eonstiluent restent

presque indépendantes les unes des autres et résultent chacune

de propriétés particulières.

Ainsi, l'intégration des systèmes linéaires repose sur une

extension partielle du théorème de Cauchy, puis, quand on arrive

aux systèmes non linéaires, il faut distinguer deux cas, suivant

que l’inconnue figure ou non dans les équations, car, dans ces

deux cas, les systèmes en involution n’ont pas la même forme.

La méthode de Jacobi et Mayer exige cette distinction, car elle

subit des modifications considérables quand on passe de l’un à

l’autre cas, et repose sur les propriétés algébriques des expres-

sions
[,]

et (,). Quant à la méthode de Lie, elle n’est démontrée

que pour les systèmes où l’inconnue ne figure pas, et est la con-

séquence d'un théorème qui résulte de la théorie des caracté-

ristiques ou d’une méthode d’intégration de Jacobi.

() Goursat, Leçons sur l’intégral ion des équalions aux dérivées partiellrs

du premier ordre. Hermann, Paris, 1891.



Au fond, cela lient à l’absence, au début, d’une forme cano-

nique absolument générale et d’un théorème d’existence. Il en

existe bien un dans le cas des systèmes ne contenant pas

l’inconnue, c’est celui sur lequel repose la méthode de Lie et

pour lequel M. Goursat a esquissé une démonstration direete;

mais, dans le cas général, ce théorème d’existence n’a pu être

démontré que par Lie, en pariant de la méthode d’intégration

par les caractéristiques.

Il y a là un fait assez peu naturel : ce sont les méthodes

d’intégration qui donnent le théorème général d’existence, tandis

qu'en réalité on devrait être conduit à ces méthodes d’intégra-

tion par ce théorème qui devrait être établi tout au début. C’est

celte marche que je vais suivre dans ce méntoire.

Dans un mémoire (*), je me suis occupé des systèmes diffé-

rentiels les plus généraux, et je suis arrivé à trouver une forme

canonique absolument générale, sur laquelle j’ai pu établir un

théorème d’existence généralisant complètement celui de Cauchy

et déterminant d’une façon précise le nombre et la nature des

constantes et fonctions arbitraires, en nombre fini, dont dépen-

dent les intégrales. Dans un autre mémoire (**), j’ai indiqué

comment cette théorie générale permettrait de simplifier celle

des systèmes du premier ordre, et c’est le développement complet

de cette application qui constitue le mémoire actuel.

Les théorèmes fondamentaux que j’avais jusqu’à présent

(') E. Delassus, Extension du théorème de Cauchy aux systèmes les plus

généraux d’équalions aux dérivées partielles. (Annales de l'Ecole nor-

male, 1896.)

(**) E. Delassus, Sur les systèmes d’équalions aux dérivées partielles du

premier ordre à une seule fonction inconnue. (Annales de l'Ecole nor-

male, 1897.)

Ib., Sur les transformations des systèmes différentiels. (G. U. de l'Acao.

DES sciences de Paris, 28 décembre 1896.)



considérés comme cas particuliers de théorèmes relatifs aux

systèmes différentiels les plus généraux, sont ici démontrés

directement de façon que la théorie des systèmes du premier

ordre se développe d’une façon indépendante.

Le point de départ est la réduction des systèmes à la forme

canonique. Cette forme est absolument générale; dans le cas des

systèmes où l’inconnue ne figure pas, elle coïncide avec la forme

en involution, mais il n’en est plus de même quand l’inconnue

figure explicitement.

C’est sur cette forme canonique que j’établis le théorème

fondamental d’existence que, pour abréger, j’appelle théorème

de Cauchy généralisé, et la démonstration que j’en donne fournit

immédiatement le théorème suivant, qui joue un rôle capital

dans toute la théorie :

L’intégration d’un système d’équations aux dérivées partielles

du premier ordre et à une seule inconnue peut toujours se

ramener à celle d’une seule équation du premier ordre.

Théorème qui était déjà connu dans le cas des systèmes où

l’inconnue ne figure pas; il avait été démontré par Lie au moyen

de la théorie générale des caractéristiques, puis, par Mayer, en

se servant d’une méthode d’intégration de Jacobi.

Au moyen du théorème de Cauchy généralisé, on arrive à

définir le « problème de Cauchy » relatif à un système quel-

conque du premier ordre, ce qui donne à l’intégration un sens

très précis. On peut dire que l’on a effectué complètement cette

intégration quand on sait traiter effectivement ce problème de

Cauchy.

On en déduit aussi l’étude des intégrales singulières et l’on est

amené à ranger de telles intégrales en plusieurs catégories, sui-

vant qu’elles sont simplement, doublement,... singulières.

Enfin, il me permet d ‘étudier d’une façon précise la transfor-



nialion qui change un système où l’inconnue figure en un autre

où l’inconnue ne hgure pas, transformation que l’on applique

souvent aux systèmes d’équations simultanées sans savoir, au

juste, ce qu’elle donne dans ce cas.

Le théorème sur la réduction à une seule équation fournit

immédiatement une méthode d’intégration des systèmes linéaires,

et cette méthode est précisément la plus simple que l’on

connaisse : c’est celle de Mayer.

Pour l’intégration des systèmes non linéaires, je suis obligé

d’exposer la théorie de l’intégrale complète à la façon ordinaire.

J’y ajoute la solution du problème de Cauchy au moyen d’une

telle intégrale et sans passer par les considérations géométriques

relatives aux caractéristiques.

Je puis alors exposer la méthode de Jacobi et Mayer, sans

utiliser aucune propriété algébrique des expressions
[,]

et sans

faire la moindre distinction entre le cas où l’inconnue figure et

celui où elle ne figure pas. Il y a simplement à remarquer que

dans le dernier de ces deux cas, il y a forcément des simplifica-

tions qui se produisent. En outre, je montre que la méthode

conduit toujours à une véritable intégrale complète.

Enfin, en dernier lieu, j’expose la méthode de Lie, toujours

sans faire de distinction entre les deux cas. Cette méthode est

une conséquence immédiate de la réduction d’un système à une

seule équation.

Je me suis borné à ces deux méthodes, parce qu’elles sont les

plus parfaites et que ce sont les seules auxquelles la marche que

j’ai suivie apporte des modifications sensibles.



MÉMOIRE

SUR

AUX DÉRIVÉES PARTIELLES DU 1" ORDRE

CHAPITRE PREMIER.

ÉQÜATIO.NS LliN'ÉAlRES.

Équations linéaires et homogènes.

1. Intégration. — On sait que l’intcgralion de l’équation

(1) PiPi -+- IV*— P„,p„ = O

est équivalente à celle du système d’équations dilïérentiellos

ordinaires

dx, dx, dx„,

1^
^ ~ ’

Si

‘‘'.(•Tl-- -
=

<J>,(x, ... x,„) = c“',

>l>„._,(x, ... x,„) = e‘'

est l’intégrale générale de (2),
fp,, <1>2 , ..., sont m — 1 inté-



grales particulières et distinctes de (1), et toute intégrale de (1)

est de la forme

Et réciproquement, en égalant à des constantes arbitraires

w — i intégrales distinctes de l’équation (1), on obtient l’inté-

grale générale du système (2).

2. Réduction de l’intégration quand on connaît des intégrales

particulières. — Supposons qu’on connaisse fx intégrales particu-

lières de (1). Soient <J>,, <ï>
2 , ces intégrales supposées

distinctes. Nous pouvons toujours leur associer m — p autres

fonctions ..., f„, telles que

‘t’u ‘t’s 5
• • • 1 ‘t’/i

» //t+1 > • ' • 5 /i» >

forment un système de m fonctions distinctes. On pourra faire le

changement de variables

't’i • • • } ‘t’yut J ///.+! ) • • • î /t/1 ®t/l •

On obtiendra une nouvelle équation linéaire qui devra

admettre comme solutions particulières

Elle sera donc de la forme

K,p'm = 0;

comme elle ne contient pas les dérivés de l’inconnue z par

rapport aux variables x\, x[, ..., on pourra y considérer ces

variables comme des constantes, et l’on sera ramené à intégrer

le système
dx.n

P' P' P'
'

qui ne contient plus que m — g. — 1 équations.

Cette réduction de l’équation (1) peut être considérée aussi

comme une réduction du système équivalent (2).
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Si l’on connaît p intégrales du système (2), la recherclie des

m — P— 1 autres intégrales se ramène à l’intégration d’un

nouveau système qui n’a plus que m — p— 1 équations.

3. Recherche de l'intégrale ayant une fonction initiale donnée.

— Supposons qu’en Mq (xJ, ac®, x“) les coefïîcients P soient

analytiques et que P, ne soit pas nul. Le théorème de Cauchy

démontre l’existence d’une intégrale analytique en et se rédui-

sant, pour X, = xJ, à une fonction

e(x,,

analytique en x$, ..., x“,, et donnée à l’avance. Soit H cette inté-

grale que nous nous proposons de chercher.

Supposons qu’on ait trouvé l’intégrale générale

<1*. = c'% 4-,= c“, = e“

du système
(
2 ), et désignons par

'fj, «fai • • ••« 'f»-i les valeurs

initiales (en x'I) des fonctions <i>.

Les fonctions « sont distinctes; en effet, s’il existait entre elles

une relation

fl
=

'''(fn fî, f.,-i),

la fonction
'
1

(
4-,, 4-,,..,)

serait une intégrale de
( 1 ) qui, en x°, se réduirait à 9,; ce serait

donc 4>i, de sorte que l’on aurait

4..= T(<t-,

ce qui ne peut exister puisque les fonctions <I> sont supposées

distinctes.

On aura

e = F(4>,,4<„, ...,4<„.,),

F étant une fonction inconnue qu'il faut déterminer de façon

que l’on ait identiquement

w F(fii fî. •••• f...-ij.



(
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Les fondions
'f

élant dislinctes, nous pouvons faire le change'

menl de variables

= ?l > -^5 == ?1) • •• > 3t', =
5>„_, ,

d’où nous tirerons

~ ?1 >
ï'î = ?î) • I

~
'r'm-l •

Au moyen de ces nouvelles variables, l’identité
(4 ) devient

®(fl) ?J» •••
> ?m-l) I" (^J) ^3 > • • > ^m)

et F se trouve ainsi parfaitement déterminée.

En particulier, cherchons les intégrales 0.2, 63 0„, qui

correspondent au.\ fonctions initiales X2, Xj, x,„; ce qui pré-

cède montre que l’on aura

®i = ?l(^U •••)

®5 f 1 ‘J’iî • • • ) -
1 ) J

®m ?m— 1 »
'^*4

1 • • ) ‘t’o,_l) ,

c’est-à-dire que les fonctions 0 s’obtiendront en résolvant le

système d’équations

I 't’i > ®4> ®S ) • • • » ®ni)j

'»>* =1-4(XÎ, 0,,05.-.-,®J.

I ®4.®3, •••, 0„,)-

Les fonctions 02, 0s, 0„ étant ainsi trouvées, l’intégrale 0

sera visiblement

0 = 9 (0,, ©5, ...,0„).

4 . Cas particulier. — Nous rencontrerons très souvent des

équations de la forme

{(i) .... Pt Pm/Jm = 0.



On les intègre en considérant x.t, comme des constantes,

ce qui donne le système

{!)...
dxi dx,„

Soient C>|, $2 > •••> les intégrales distinctes de (7); l’équa-

tion ((3) admet les m — 1 intégrales distinctes

Xo, Xj
,

. . . , X/x , ‘J’i ,
't’j;

, . . . ,
‘I’,,, .

Les fonctions seront ici Xj.Xj, x^, et les

autres seront obtenues en résolvant les équations

't’t(Xi , X« ,
. . . , X^ , . .

. ,

‘l’a 'I’ii(X| , Xa ,
• . • , Xfx , Q/x-t-i > • • • , 0„,)>

,
Xj , . , X/x 1 » • •

. , 0,„)

l’intégrale 0 ayant pour fonction initiale 0 sera ici

® ® (Xj, . . . , Xfx } ®/x+i t • • • , ®m) J

et, en particulier,

sera l’expression générale des intégrales de
(6 ) qui corres-

pondent à des fonctions initiales indépendantes de Xj, X3 , ..., x^.

Équations linéaires quelconques.

5. Intégration. — Pour intégrer l’équation linéaire

(9) .... H- P„,p,„ = Po,

on considère l’équation linéaire et homogène à )/< -t- i variables



( <2 )

qui s’intégre par le système

(H). .

dx^ dx.

P. P,

Si l’on met de côté une intégrale singulière fournie par les

équations simultanées

et qui n’existe que si ces équations en z ont une solution com-

mune, toute intégrale de (9) s’obtiendra en égalant à 0 une

intégrale de (10) et résolvant cette équation par rapport à z.

6. Recherche de l'intégrale ayant une fonction initiale donnée.

— Proposons-nous de chercher l’intégrale T(x,, Xj, x„.)

qui, pour x, = xJ, se réduit à la fonction donnée à l’avance

En opérant comme dans le § 3, nous chercherons les intégrales

de (10) (|ui se réduisent respectivement à

pour X, =xî. Soient 0o, 64 , 0s, ces intégrales.

On obtiendra évidemment T en résolvant l’équation

7. Cas particulier. — Nous rencontrerons constamment des

équations de la forme

(13) Pi P/x+«P/*+* P^Pm^ P«-

L’équation linéaire et homogène correspondante est ici

t(x^, ...,x„).

, Xj, Xj, • . • ,
x^,

(12) ®o(^u X., X,„, 1 )
— l [©j^Xi ,

Xj
,

X„, T),

>

Xi, ..., x„, T)].

Car en faisant x, =x®, cette équation se réduit à

1 = t (Xj , . .
. , x„J.
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Elle est de la forme de celles qui ont été considérées dans le

^ 4. Elle s’intégrera par le système

qui n’a plus que m — a -h 1 équations.

Les intégrales particulières 0j, sont ici

On déduira les 0o> — /x -t- 1 intégrales

de (1.^) comme il a été indiqué au § 4, et l’intégrale T ayant

pour fonction initiale t, sera donnée par l’équation

g, l ®o(^l > ^2 5 •••> •^m> 1 )

I
= •••5 •••» ^m» 'L),

, X2 , > 1 )]•

En particulier, l’équation

où F est arbitraire, fournira l’expression générale des intégrales

qui correspondent à des fonctions initiales indépendantes de

8. Ordres d’opérations — Nous verrons plus tard que l’inté-

gration des équations quelconques du premier ordre se ramène

toujours à l’intégration de systèmes d’équations différentielles

ordinaires et à la résolution d’équations finies.

Bien qu’on ne sache pas toujours effectuer ces résolutions, on

les considère comme des opérations dont l’ordre de difficulté

est négligeable quand on le compare à celui d’une intégration

quelconque. C’est pour cela que l’on considère une intégration

comme terminée quand elle est ramenée à la résolution d’équa-

tions finies.

Dans ces conditions, on peut dire que toute la difficulté de

l’intégration d’un système d’équations aux dérivées partielles du

premier ordre réside dans la recherche des intégrales des

systèmes d’équations différentielles ordinaires auxquels il con-

duit. En outre, la recherche d’une intégrale d’un tel système

(15)

dx
^

dx

1 P/*+*

) • ••? ®t»)

X2
,

• . .

,



( )

(réquations différentielles ordinaires du premier ordre est

d’autant plus difficile qu’il est composé d’un plus grand nombre

d’équations, et chaque intégrale trouvée diminue d’une unité le

nombre des équations analogues qui détermineront les autres

intégrales.

On est ainsi conduit, pour avoir une idée de l’ordre de diffi-

culté d’une intégration, à prendre pour base Vopéralion d’ordre n

définie comme étant la recherche d'une intégrale d’un sijslème

de n équations différentielles ordinaires de premier ordre.

La recherche de p intégrales du système de n équations diffé-

rentielles exigera par conséquent des opérations successives

d’ordres

n, Il — —

P

1 .

L’intégration complète exigerait les opérations d’ordres

/<, n — I, .... 5, 2, 1.

Ainsi, les opérations successives que nécessite l’intégration des

équations (1), (6), (9), (15) sont d’ordres :

Pour l’équation (1) :

in — 1, m — 2, 5, 2, I.

Pour l’équation (6) :

m — fi, m — fi— 1 ,
. .

. , û, 2, 1

.

Pour l’équation (9) :

m, m — I, 5, 2, 1,

et enfin pour l’équation (13) :

ni — fi \, m — fi, i, 1

.
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CHAPITRE 11.

FORME CANONIQUE DES SYSTÈMES D’ÉQUATIONS AUX DÉRIVÉES

PARTIELLES DU PREMIER ORDRE A UNE INCONNUE.

9. Définition des expressions [P, ^]. — Soient

F(x, ,
J-2 , . .

. ,
T,„ p,„) ,

T.,, ..., a,„, r, Pi,p^,...,p„)

deux fonctions des variables x de l’inconnue z et de ses dérivées

partielles. Nous poserons

dF JF JF— =— Pi
—

dxi Jx, Jz

et

</<t> J-1* J4>

dx.
= — Pi

—
Jx, Jz

iiF (/4> J'P dF'\

rfXj Jp, dx,'

(t== I, ... »i)

Ces expressions [F, ‘P] possèdent des {)ropriétés remarquables,

mais, comme nous ne les utiliserons pas, nous nous bornerons à

considérer le symbole [F, <1»] comme une notation commode et

simple pour représenter et se rappeler certaines quantités qui

interviendront constamment dans ce qui va suivre.

Quand F et <ï* ne contiennent pas z, les ^ se réduisent

aux l’expression [F’, <î)] se réduit alors à

J F J-t>

,Jpi Jx,

J<t> JF\

J/?, JXj/

et on la représente par (F, <1>).

10 . Forme canonique. — Soit

(
1

)
• •

I F,(x,,Xi,...,x„.,z,p,,p,, ..,p,„) = 0
,

j
Fj(X|,Xa,...j x,„

, 2 , Pi , P25 . .
. ,

/J,„) = 0,

F/t(a:i, JC,, ...,ar„.,z,p,,ps,...,p„.) = 0

un système d’équations simultanées du premier ordre à l’incon-

nue z.
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Cherchons à le résoudre par rapport au plus grand nombre

possible de dérivées et examinons les différents cas qui peuvent

se présenter.

Il peut arriver que l’on soit ainsi conduit à un résidu d’é(|ua-

(ions ne contenant plus les dérivées et ne se réduisant pas à des

identités.

Si parmi ces équations il y en a qui ne contiennent pas z, le

système (1) est évidemment incompatible.

Supposons qu'elles contiennent toutes z. Considérons- les

comme des équations en z; elles devront être vérifiées par toute

intégrale de(I), de sorte que si elles n’ont pas de solution com-

mune, le système (1) sera encore incompatible. Si elles ont une

solution commune, ce sera la seule ititégrale possible du sys-

tème (1), on la portera dans les équations (I); si elle ne les

vérifie pas toutes identiquement, il y aura encore incompatibilité,

et enfin, si elle les vérifie toutes identiquement, ce sera la seule

intégrale du système (1) qui se trouvera ainsi intégré par des

résolutions d’équations finies.

En dernier lieu, il y a le cas où le résidu d’équations ne con-

tenant pas les/} n’existe pas, c’est-à-dire où le système (l)est

résoluble par rapport à un certain nombre de dérivées. Donc :

Théorème. — Étant donné un système d’équations du premier

ordre, on peut toujours, par des résolutions d’équations finies,

constater son incompatibilité, ou l'intégrer ou le mettre sous la

forme

I Pi fl * J Pm) ù,

! pi /a I J S'i ,
. .

. ,
3T,,,

,
Z

, Pjji+i , . .
, p,n) = 0,

' P/A
~~ f I , Xi, • . . ,

X,„, Z,
Pf/.+ ll • • • 5 Pm) 0.

Le problème de l’intégration ne subsistant que pour les sys-

tèmes de la forme (2), nous ne nous occuperons plus maintenant

que de tels systèmes.

Mous ferons remarquer, en outre, que la résolution du sys-

tème (1) peut fournir quelquefois des équations qui .se décom-
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posent en facteurs analytiquement distincts; le système proposé

se décomposera alors en plusieurs systèmes partiels, certains

pouvant être incompatibles, certains pouvant s’intégrer algébri-

quement et les autres se mettant sous la forme (2).

11. Partons donc du système (2).

Parmi les dérivées de tous les ordres de z, établissons une

distinction en en faisant deux groupes D et A, le premier étant

formé par toutes les dérivées de z qui sont en même temps des

dérivées de l’une des dérivées du premier ordre Pi,Pi,

Pour (|u’une dérivée

- «4 . as . a

soit une dérivée D, il faut et il sullit que l’un au moins des

nombres a^, ct^, ne soit pas nul ou, puisque tous ces

nombres sont positifs, que l’on ait

Otj cto +“ . • *+" -J— 0*

Quant aux dérivées A, ce seront les dérivées de la forme

/J.+1

Considérons les équations du second ordre obtenues en déri-

vant toutes les équations (2) par rapport à toutes les variables.

En dérivant d’abord par rapport aux variables ..., x„, on

aura immédiatement en fonction des x, des z, des p et des déri-

vées A du second ordre, les dérivées D du second ordre de la

forme ^ (* ^ p)> chacune d’elles ne sera obtenue

qu’une seule fois.

(d) . . H >
UXjj^k (=ii ^P/J.+l UL+l^^/j.+i

Si maintenant nous dérivons les équations (2) par rapport

2
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aux variables x, ,
. , x^, nous obtenons des équations résolues

par rapport aux dérivées D de la forme (* ^ P

D-r (ir D/-.= H- >
;

.''Xi HXj (b
J dp^+t dXj dXy,^i

les dérivées du second ordre qui figurent dans le second

membre sont précisément celles que nous avions déjà calculées.

En les remplaçant au moyen de la relation (3), nous arrivons

à l’expression

DXj Da-y dxj

‘=y^ a/; df^ J/y 3';^

dont le second membre ne contient plus que des dérivées A.

Des équations du second ordre, nous pouvons donc tirer

toutes les dérivées D en fonction des dérivées A. Mais les déri-

vées D de la forme

(i ^ y ^ < ±y)
ÙXi DXy

peuvent être obtenues chacune deux fois. En égalant ces deux

valeurs de chacune d’elles, on aura des équations ne contenant

plus que les dérivées A. On remarque que la somme double qui

figure dans l’expression de est symétrique relativement

à fi et f, de sorte qu’en égalant les deux expressions de cette

dérivée, il reste l’équation

^ -^1=0,
dXj dxi dXfj.^1 ^P/t+t dX/j,^J

ou, plus simplement,

(4) [Pi— f'i^Pj — fi]
= o,

et cette équation ne contient même plus les dérivées A; elle est

du premier ordre et, étant une conséquence des équations (2) et
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de leurs dérivées, doit être vérifiée par toute solution du

système (2).

Supposons que toutes les équations (4) que l’on peut ainsi

obtenir ne soient pas toutes des conséquences algébriques des

équations du système proposé (2). En les ajoutant à ce système,

on aura un nouveau système composé d’un plus grand nombre

d’équations distinctes étayant les mêmes intégrales.

Si, en cherchant à le résoudre par rapport à des dérivées, on

constate qu’il est incompatible ou qu’il s’intégre algébriquement,

le problème est terminé.

Sinon, il se mettra sous la forme (2), g. ayant augmenté au

moins d’une unité, et alors on pourra recommencer sur lui la

même série de calculs.

Comme g. ne peut pas dépasser m, forcément, après avoir

répété un nombre limité de fois cette série d’opérations, on

arrivera à constater l’incompatibilité, ou à intégrer par des cal-

culs algébriques, ou à un système de la forme (2), mais pour

lequel toutes les équations (S) seront des conséquences algé-

briques des équations qui le composent. Nous dirons alors que

le système est mis sous forme canonique. Ainsi, un système

canonique sera un système de la forme

Pi — fl (ari.ar., ..., a„>, z, ..., pj= 0.

Pi —fAXi.OCi,..., x„, Z, = 0,

P/i / • •• î ^in > Z’J Pfl^i-î > •• • J Pm) 0?

et tel que toutes les équations

[p.

—

/il pj — /;] =

0

soient des conséquences algébriques des éc{uations qui le composent,

c’est-à-dire se réduisent à des identités quand, après les avoir

développées, on y remplace p^, p,, ..., p^. respectivement par

f), fi, ..., ijj,.
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El nous pouvons énoncer !a propriété suivante :

Théorème. — Étant donné un système quelconque du premier

ordre, par une suite limitée de calculs algébriques consistant en

résolutions d’équations finies, on peut toujours constater qu'il est

incompatible, ou trouver toutes ses intégrales, ou ramener son

intégration à celle d'un système canonique.

Dans la suite, nous ne considérerons plus que des systèmes

canoniqîies, puisque c’est pour eux seuls que le problème de

l’intégration existe véritablement.

12. Propriété fondamentale de la forme canonique. — Étant

donné un système canonique S, en passant au second ordre,

nous obtenons deux sortes d’équations.

Les premières expriment les dérivées D au moyen des déri-

vées A. Nous les appellerons les équations du second ordre

de S.

Les autres sont les équations

[Pi — Pj — fj] = 0,

qui sont au plus du premier ordre. Nous les appellerons équa-

tions d’intégrabilité

;

ces équations sont d’ailleurs des consé-

quences algébriques des équations S.

Supposons qu’on passe au troisième ordre, c’est-à-dire qu’on

dérive, par rapport à toutes les variables, les équations du second

ordre de S. Nous aurons, comme pour le second ordre, des

équations résolues par rapport à toutes les dérivées D du troi-

sième ordre.

.Mais certaines d’entre elles sont sûrement obtenues plusieurs

fois; en égalant deux à deux ces valeurs d’une même dérivée D,

on aura de nouvelles équations d’intégrabilité ne contenant,

comme dérivées du troisième ordre, que des dérivées A et qui

semblent, a priori, devoir permettre d’exprimer certaines d’entre

elles au moyen des autres.

Nous allons montrer qu’il n’en est rien, c’est-à-dire que ces
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équations d’iniégrabilité se réduisent à des identités comme

conséquence algébrique des équations du premier et du second

ordre, et qu’il sc passera un fait analogue pour tous les ordres.

Ainsi, nous nous proposons de démontrer ce théorème dont

l’importance capitale apparaîtra dans le chapitre suivant.

Théorème. — Étant donné un système canonique S, les équa-

tions d'intégrabilité relatives à un ordre quelconque n se réduisent

à des identités en vertu des équations d’ordre inférieur à n de S.

Par hypothèse, cette propriété est vraie pour n = 2 (c’est la

définition du système canonique). Pour démontrer qu’elle est

générale, supposons-la vraie pour les ordres 2, 3, ...,n, n-t- \

et démontrons qu’elle est vraie pour l’ordre n -t- 2.

Soit

Pn+Ï '

dx, '3xj- ...ax/

J:, zt 0

«O -+- ••• -t- = « -H

-H ••• d= 0

une dérivée D d’ordre n -i- 2 pouvant être obtenue plusieurs

fois. On aura toutes les équations d’intégrabilité qu’elle fournit

en égalant toutes ses valeurs à l’une d’entre elles.

Considérons la dérivée d’ordre n -i- 1

. «I- S'i

ÙI, DX-2

C’est certainement une dérivée D, car si p > p, ses p. pre-

miers indices a sont les mêmes que pour de sorte que

leur somme n’est pas nulle et, si p p, ses p premiers indices

sont

«i, i

,

0 ... 0,

de sorte que leur somme

cfj
«P
— 1 = n -H 2 — 1 == n -f* 1

ne peut pas encore être nulle.
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Nous pouvons donc poser

et nous aurons

“1 ^ , “n ‘

3x, hXi

3

î l^n+l •

3x„

Supposons (|ue puisse être obtenue d’une autre façon,

c’esl-à-dire soit la dérivée d'une autre dérivée D d’ordre 7i -t- 1

3 3"-^'z = — Dl.

Posons
3“

ü. .ai J «,-< ,
3x, ...dXi' ...3Xj/

C’est bien une dérivée D en vertu du raisonnement qui nous

burni D„.

On aura

a fourni au moyen de D„.j.2 .

D,„=— D„,
3x

Soit

l’équation d’ordre n donnant la valeur de D„, les équations

d’ordre n -h 1 donnant D„^., et D)..,., seront

Pn+l =—?,.!
3x.

Pii+ i - Ÿn1
3X,,

ou, du moins, pourront se tneitre sous cette forme parce que les

conditions d’inté^rabilité relatives à l’ordre n -i- 1 sont des iden-
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lilés. Les deux manières d’obtenir D„+j seront fournies par les

deux équations

l’équation d’intégrabilité correspondante peut donc se mettre,

en vertu des équations d’ordre inférieur à n -t- 2, sous la forme

et c’est bien une identité, ce qui démontre le théorème annoncé.

13. Changement de variables dans un système canonique. —
Pour qu’un système S, composé de g. équations, donne, par sa

résolution, un système canonique, il faut et il suffit que, des

p. équations qui le composent, on puisse tirer p dérivées du

premier ordre et que, des équations du second ordre, on puisse

tirer toutes les dérivées D et rien qu’elles. Comme on est sùr de

pouvoir les tirer toutes, il suffit qu’on ne puisse tirer qu’elles.

On peut done dire que la condition nécessaire et suffisante

est que S soit résoluble par rapport à p dérivées et que les

équations du premier et du second ordre se réduisent à un

nombre d’équations distinctes égal à p augmenté du nombre des

dérivées D, nombre qui ne dépend évidemment que de p.

Supposons qu’on fasse un changement de variables; les

p équations S seront encore résolubles par rapport à p des

nouvelles dérivées du premier ordre et le nombre des équations

du premier et du second ordre qui sont distinctes, sera évidem-

c’est-à-dire par
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ment le même qu’avant le changement de variables; il sera donc

encore égal à fx augmenté du nombre des dérivées D.

On en conclut que le système transformé fournira certaine-

ment un système canonique lorsqu’on l’aura résolu par rapport

à U des nouvelles dérivées du premier ordre.

C’est ce que nous exprimerons d’une façon abrégée comme il

suit :

Théorème. — L'n si/slème canonique reste canonique par un

changement quelconque de variables.

14. Méthode pratique pour réduire un système à sa forme

canonique. — Au point de vue pratique, la réduction, telle

qu’elle a été indiquée au § 11, n’est pas commode à employer.

Cela tient à ce que les équations d’intégrabilité se forment au

moyen des fonctions f et qu’un système de la forme (1) et dont

les équations sont très simples, peut conduire, par sa résolution,

à des fonctions f beaucoup plus compliquées et, par suite, à des

calculs très pénibles.

.\ous allons montrer qu'on parvient au même résultat en

formant des équations d’intégrabilité de même forme sur les

équations non résolues.

Théorème. — Toute intégrale commune aux deux équations

F(xj
,
Xj, . .

' ,
x„.

, ^ , . .
.

,

p,„) = 0

,

Z, Pi,..., PJ = 0,

vérifie Véquation du premier ordre

[F, <».] = 0.

Z vériliant les deux équations F =0, 4> = 0, on a, par déri-

vation,

</<r .''t-— y U.
dx, 1^, (Ix.dxj
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Multiplions par ^ et faisons la somnne des équations ana

logues pour f= I, 2, m. Nous obtiendrons

i=i ipi dxi

^ ^ ^
î^i ^Pi ^Pj fXj

En partant de l’autre équation, on aurait obtenu de même

34> (/F
="• JF 2>^Z

y — --— -+- \ y — — 0
^

dx. .''p, .^p; .''X.

la somme double est la môme dans les deux équations; en

retrancbani, il reste donc

c'xi' dP\

il W. dXf i>p. dxj

ou, plus simplement,
[F,<t.] = 0.

Étant donné un système

Fj==0, F.. = 0, F^ = 0

que nous supposerons non résolu, mais résoluble par rapport à

des dérivées (sans quoi le problème de l’intégration n’existerait

pas), nous obtiendrons un système équivalent en lui ajoutant

toutes les équations

[F.,F;] = 0.

Supposons qu’elles ne soient pas toutes des conséquences

algébriques des équations F. Nous aurons un nouveau système

et nous devrons nous assurer qu’il est résoluble par rapport à

des dérivées, car, dans le cas contraire, le problème serait ter-

miné. Sur ce nouveau système, nous pourrons recommencer et,

finalement, nous arriverons à un système

(5) . . . . F, = 0, F, = 0, F^ = 0



résoluble par rapport à [j. dérivées et tel que toutes les équutious

[F..F,] = 0

soient des conséquences algébriques des équations F= 0,

Supposons alors qu’on résolve le système (5) par rapport

à P dérivées, par exemple, P\,p^, •••,P/j.’, nous allons obtenir le

théorème suivant :

Théorème. — Si en résolvant le système (o), on en tire les

valeio's

(G) ... . Pi = fi, p. = /o, /V=A,«/>

qui n’annulent pas identiquement le déterminant fonctionnel

^
D(F,,F,,...,F^)

D(Po Pi, •••. P/i)

le système (6) est certainement canonique.

Dire que les équations

[F.-,F.] = 0

sont des conséquences algébriques des équations (5), c’est dire

qu’elles sont vérifiées par tout système de valeurs des æ, des z et

des P vérifiant (5); donc elles doivent se réduire à des iden-

tités quand on y remplacera pi, pa, Pu, respectivement par

Al, /à» • ••, A“"

Considérons les f comme des fonctions implicites définies par

les équations (3). Nous en tirerons
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d’où, en nuillipliant la seconde par et ajoutant

H. dn
—, ^ Z = 0 .

«•r. fe. ipi dxi

Mais on a

^ _ d(pi — f,)

(ldi dx.

de sorte que l’égalité précédente peut s’écrire

De même on a

^ ^ ^ d{p^ — /k)

dx, dXi
(
1 = 1

,
2

,

éi ^p.

[i = fj- !• ..., m)

et celte relation est évidente pour j = I, 2, u. parce que

les /* ne contiennent aucune des dérivées Pi,Pi,

En écrivant les relations analogues pour F^, formant

3F„ dFjj (/F^

dXi Dp, dxj

et sommant par rapport à i, on parvient à la relation

DF, DF3
[F.. F,1 = 2 [F. - /. . î'. - /.]

.

*=l /1= 1 “P* •jPh

formule dans laquelle, après le développement des [,], il faut

supposer p^, remplacés par /', Mais alors le

premier membre est nul par hypothèse, de sorte que nous avons

k=fj. h=/j. jp 3p

lèt 3p* ipn
— fk,Pk — fk] = 0,

et nous aurons autant d’identités analogues qu’il y aura de com-

binaisons deux à deux des équations F.
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Prenons les p équations correspondant à une même valeur

de P ;
on pourra les écrire

*=l ^Pk h=l ^Ph

et prenons comme nouvelles inconnues les quantités

2 — /a»/»* — /*];
/i=i ^Pn

elles prendront la forme

k=/k .n

>Pk

U* = 0.

Ce sont U équations linéaires et homogènes dont le déter-

minant est précisément d dans lequel on aurait remplacé

Pi, P2, P^ par A, A, il n’est pas nul, de sorte que nous

avons les équations nouvelles

U, = (), (A- = f,2,. /i)

^ /A- = f,2,.
r

i * iPfl /A ? Pk J,

iti iPh \p = l,2,. IJ./

Considérons toutes celles qui correspondent à la même
valeur de k. Comme précédemment, on aura p. équations

linéaires et homogènes, où les inconnues seront

[Ph ~~ fhi Pk ~~~
fk\ C 2, •••, p)

et dont le déterminant sera encore où l’on aurait remplacé

Pi, Pi, Pu par leurs valeurs. Il en résulte que les crochets qui

correspondent à une même valeur de k sont tous nuis, et c’est

vrai quel que soit k.

Si l’on se reporte à ce qui a été dit plus haut, les crochets qui

figurent dans notre calcul sont les crochets dans lesquels, après

développement, on aurait remplacé P|, P2>--*,P^ par leurs
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valeurs f^, (<i, /ju. et nous venons de démontrer que, dans

ces conditions, ils sont identiquement nuis, ce qui revient à dire

que les équations

sont des conséquences algébriques des équations (6) ou que le

système (6) est canonique.

15. Systèmes canoniques particuliers. — Nous verrons plus

tard que les systèmes canoniques où z ne figure pas offrent un

intérêt particulier, car ils correspondent à une réduction des

ordres d’opérations nécessaires pour l’intégration.

On voit immédiatement que si z ne figure pas dans des équa-

tions, Z ne figure pas dans les équations d’intégrabilité corres-

pondantes. Il en résulte que le cas où l’on arrive à l’intégration

algébrique ne peut jamais se présenter. On arrivera à l’incom-

patibilité ou à un système canonique dans lequel z ne figurera

pas; donc :

En cherchant à mettre sous forme canonique un système où z

ne figure pas, on constate l’incompatibilité ou on arrive à un

système canonique où z ne figure pas.

Considérons deux équations linéaires quelconques

F = A,/i, -H AjP-, -« A,„p,„ — B = 0,

4. = ^\p^ -H A^p. -4- • a;„p,„ — B'= 0;

l’équation d’iniégrabilité correspondante peut s’écrire

2

ou, en vertu de la forme linéaire des deux équations

/ JF Jt* J-t» JF\ J<l> JF
N -+-B B' — =0,^ \Jpj JX, Jpi JX./ J2 Jz

elle est linéaire, de sorte que :

Tout système linéaire est incompatible, s’intégre algébrique-

ment ou donne un système canonique linéaire.

pF J4- J-l> jF\ J<i> JF JF J4>i

\Jp, JX( Jpi JXf/
***

Jz Jp, Jz jpi
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En particulier, considérons des équations linéaires, homo-

gènes et ne contenant pas r. Les équations d’intégrabilité sont

encore de même forme et il ne peut pas y avoir incompatibilité,

puisque les équations sont certainement vérifiées parz= c".

Appelons système jacobien tout système canonique formé de

telles équations. Nous pourrons dire :

Tout système linéaire, homoyène et ne contenant pas z, conduit

à un systèine jacobien.

Pour les systèmes particuliers que nous venons déconsidérer,

les équations d’intégrabilité peuvent prendre des formes plus

simples.

Pour les systèmes ne contenant pas z, ces équations se rédui-

ront évidemment à la forme

(Fi, F,.)c=0.

Plus particuliérement, considérons les systèmes linéaires et

homogènes ne contenant pas z.

Soient

F, = U,Pi H- H- a„p„. = 0,

F. = l),p, -H bip, = 0

deux de ces équations. On aura

A=h* *=m -vP

(F„ F,)= I a*—̂ - 2 6*^ = F,(F,1 - F,(F,)

en convenant qu’en appliquant à Fj l’opération F, on consi-

dérera les P qui figurent dans F^ comme des constantes et de

même en appliquant à F, l’opération F.j.

Les équations d’intégrabilité prennent donc ici la forme

F,(F,)-F,(Fi) = 0.

Voyons enfin les réductions dans les conditions pour qu’un

système

= Fi — = •••, Py. — lf>.^0

soit canonique.
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Si Z ne ligure pas clans ces équations, les é(|uaiions cl’iiué-

grabiliié

— ïi . Pi — fi)^^

ne contiendront aucune des dérivées p^, àe, sorte

qu’elles ne peuvent être des conséquences algébriques du sys-

tème proposé que si elles se réduisent à des identités; donc :

Pour que le syslètne

Pi /l = d
, p.^ /‘i

= Il
! • • • , P IJ. tH-

~ ^ ’

ne contenant pas %, soit canonique, il faut et il suffit que toutes

tes équations

{pi
—

/. . Pi — f'j)
= 0

soient des identités.

Considérons enün un système

pi -*- •••* v\p,„ = 0,

pi -+- ('«p,,, = 0,

^ Pfi-*- a^.+ipM.+i -t- • •• -c- a'^p,,,= 0

et cherchons à quelles conditions il sera jacobien. 11 faudra (jue

les équations

F,(F,)-IA(F,) = ü

soient des identités. Or, on peut les écrire en les ordonnant par

rapport aux p

*=!

Donc, pour que le système (7) soit jacobien, il faut et il suffit

que l’on ait identiquement
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CHAPITRE III.

THÉORÈMKS GÉNÉRAUX SUR LES SYSTÈMES CANONIQUES.

16. Théorème fonclamenlal sur l’existence des intégrales d’itn

sgstème canonique.

Soit un sjistéme canonique

Pi =
Pi fii^li • • • 5 î Pfi-t-t î • • • 5 Pm)>

P//. fu.{Xf 5
• . J

X,„
, Z , Pju.+i, . .

.

, p„)

et un système de valeurs initiales x?, x“, des variables Soit,

en outre,

1 )
• • • ) ^m)

une fonction de x«+,, x^, analytique en x^^,, x“
,

et

désignons par Zq ...» |)“, les valetirs en x" ,,, x®
,
de

û 59

Si les fonctions f,
,

f^.
,
où l’on considère X|, x„,,

Z, comme des variables indépendantes, sont analy-

tiques en xî, x^, z“, p“.+i, Pm, il existe une fonction

et une seule vérifiant le système 8, analytique

en X?, X?, x“, et se réduisant à 0 pour X| = x?, x^ = x^.

Désignons, pour abréger, par E|
,
Ej, les p équations

du système S.

On obtiendra toutes les équations du système 8 prolongé

indéfiniment en prenant les dérivées des équations E de façon à

obtenir une fois, au moins, chaque dérivée D,

Or, il est évident que toute dérivée D
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dans laquelle a, n’est pas nul, est une dérivée de /),,etque toute

dérivée D pour laquelle a, = 0, est une dérivée de

prise uniquement par rapport aux variables 0=

2 ,

Il en résulte qu’on obtiendra certainement toutes les équa-

tions du système 8 prolongé indéfiniment en prenant les dérivées

de E| par rapport à toutes les variables et les dérivées de

Ej, E^, par rapport aux seules variables x^,

Toute équation appartenant au système et formée d’une autre

façon sera une conséquence algébrique de celles que nous

venons de former par ce procédé.

Convenons de désigner par l’ensemble de l’équation E| et

de toutes ses dérivées
;
par 8Î, l’ensemble des équations Ea, E^;

par 8'/ l’ensemble des équations 8’, et de toutes leurs dérivées

par rapport aux variables ïj,..., x„, et enfin par E l’ensemble

des équations 8 et de toutes leurs dérivées.

Ceci posé, et pour plus de netteté, nous allons décomposer la

démonstration en quatre parties.

1“ D’après le théorème de Cauchy, l’équation E, définit sans

ambiguïté une intégrale analytique 0 quand on se donne la

fonction analytique ©[(xg, ...,x„) à laquelle elle doit se réduire

pour x^ = x“.

Nous allons nous proposer de déterminer 0| de façon que

l’intégrale correspondante de E, vérifie, non seulement E,,

mais aussi toutes les autres équations de 8 et se réduise à

® J
• • • 1 ^m) • • • 1 ^/J.’

Pour que cette dernière condition soit réalisée, il faut et il

suffît que ©I se réduise à 0 pour xl a^. Supposons qu’il en

soit ainsi. La fonction f, ne contient que les dérivées ...,p

et les valeurs en xî,Xj, ...,x“ de z et de ces dérivées peuvent

être calculées sur 0| en faisant, au préalable, Xj = xl, ...,

x^= x^,, c’est-à-dire peuvent être calculées sur 0. Ces valeurs

initiales sont donc z‘^,p°^^„ ...,p“; d’après les hypothèses faites,

f, sera analytique en x°, ..., x“
, ...,p’„, de sorte que l’on

sera rigoureusement dans les conditions d’application du théo-

rème de Cauchy et qu’on obtiendra une intégrale ©, analytique

et unique.

O
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2® ©doit vérifier les équations Si- Rcmplaçons-y z par 0;
elles deviennent des identités qui continueront à être des iden-

tités quand on y fera æ, = x". Comme ces équations ne con-

tiennent [)as pi, cela revient à faire x, = a® dans les équations Si,

ce qui donne un système S|, puis à y remplacer z par 0 dans

laquelle on aurait également fait x, = x°, c’est-à dire par 0, ;

donc 0, doit vérifier le stjslème Si obtenu en faisant x, = x®

dans Si-

Réciproquement, sui)posons (pie 0i vérifie Si- 0i vérifie toutes

les équations dérivées de Si, équations qui ne sont que les

équations S/ dans lesquelles on aurait fait Xj = x®. Autrement

dit, en remplaçant z par 0 dans les équations S'/, on olitient des

équations qui se réduisent à des identités si l’on y fait Xi = xJ.

D’autre part, 0 étant solution de E,, vérifie identiquement les

équations if lesquelles restent encore des identités en y faisant

Xi = xî.

Comme toutes les équations il sont des équations S',' ou<f |,

ou des conséquences algébriques de ces équations, on peut dire :

Si, dans toutes les équations il, on remplace z par 0, on obtient

des éyalités qui deviennent des identités si l’on ij fait\y = x®.

Pienons une équation E,(< = 2, 5, p.) et considérons ses

dérivées successives par rapport à x,

p.-f = é), ^(p._/;.) = o, = ...

Ju
J ôX I

Ce sont des équations il, de sorte que si, dans p^— f, on

remplace z par 0, on obtient une fonction de x, , Xa, ..., x,„,

analytique en x®, ...,x;;, et qui s’annule identiquement ainsi que

toutes ses dérivées par rapport à x, quand on y faitx, =xj.
Cette fonction est donc identiquement nulle, ce qui démontre

que 0 vérifie toutes les équations Si- Donc :

La condition nécessaire et suffisante pour qu’une intégrale 0
de l’écpiation Ei soit une intégrale du système 8, est que su

fonction initiale 0^ soit une intégrale de 8|.

5“ Démontrons maintenant que 8| est canonique. Les équa-



( 33 )

lions (I iniégrabilité de 8| ne sont que les équations d’intégrahi-
lité fournies par les équations S[ prises deux à deux et dans
lesquelles on aurait faiia;, —x1.

Ces équations d’intégrabiliié étaient relatives à 8; elles se
réduisaient à des identités en y remplaçant /),, p,, par

comme elles ne contenaient pas /j,, elles devenaient
des identités en y remplaçant Pi,...,p^ par A2 , . .

.
,
4,. Supposons

qu on y fasse x, = a®, on aura les équations d’intégrabilité de S,
et elles se réduiront à des identités en y remplaçant p,, p^
par 4, 4^ dans lesquelles on aurait fait x, = aj, autrement
dit, elles deviendront des identités en vertu des équations 8|, ce
qui démontre bien que 8| est canonique.

4 Ce qui précède nous montre (|uo la c|uesiion est ramenée
à démontl er I existence de 0

,
vériliant 8| et se réduisant à 0 pour~ ••• J

=

x” . D après les hypothèses faites sur 0 el 8 ,

les seconds membres des équations 8, sont analytiques en
**> ••1 2

,
/>“, de sorte que c’est exactement le même

problème, mais pour un système ayant une équation et une
variable de moins.

Stu 0j et 8|, nous pourrons recommencer les raisonnements
précédemment faits pour 0 et 8. Nous déterminerons 0|, au
moyen de la première équation de 8,, par sa fonction initiale

pour X2 = X®, soit 02(x3, ..., x„), qui devra se réduire elle-

même à 0 pour X3 = x“, ... , x^ = x^ et vérifier un système 8j
qu’on obtiendra en faisant x, = x^, Xj= x“ dans les p

— der-

nières équations de 8.

On aura, en continuant ainsi, des fonctions intermédiaires

Ê)|(X4, ..., a,„), x„.), ..., ..., x„)

vérifiant les sjslènies successifs

81 > Ssî • • • > 8//.- 1 •

Le dernier, 8/t_,, est composé d’une seule équation

P/i = >
• • •» I , J~fi , , a',„, Z

, P/jL+i 5
• ••

, ]>,„)
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qui, d’après le théorème de Cauchy, admettra une et une seule

intégrale se réduisant à 9 pour = x^.

La démonstration est donc terminée. Ce théorème est une

extension du théorème de Cauchy relatif à une seule équation.

Pour abréger, nous l’appellerons théorème de Cauchy généralisé.

17 . Problème de Cauchy. — Considérons, dans l’espace

à wx -t- 1 dimensions, une multiplicité ponctuelle M„.

à

m — fx dimensions, supposons que ses équations soient mises

sous la forme

?l 5 • • • 5 -Tin) ,

râ +1 5
• • • ) ) »

+ « » • • • 5 ^m)l

Z = f x„,)

et cherchons à voir s’il existe une intégrale de 8 passant par

c'est-à-dire se réduisant à tp si l’on y fait x^=<pi, ...,

~
Faisons le changement de variables

X( Xyn P/i X^^j = , ••., x,„= x,„.

On aura un nouveau système 8'

— = p^ — /•;=^o, p'^ — f'^
= 0

que devra vérifier z exprimée au moyen de nouvelles variables,

et Z devra maintenant se réduire à ŸC^/i+i» •••>O pou>’ = 0, ...,

x'^= 0. Comme 8' est canonique (§ 13), en général, d’après le

théorème de Cauchy généralisé, cette intégrale existera et sera

unique, de sorte que :

Etant donné un système canonique 8 à m variables et g équa-

tions, et, dans l'espace à m -t- 1 dimensions, une multiplicité

ponctuelle il y a, en général, une et une seule surface

intégrale passant par



( 37 )

C'est la recherche de cette surface intégrale qui constitue ce

qu’on appelle le problème de Cauchy. C’est le problème le plus

général que l’on puisse se poser sur la détermination d’une

intégrale et qui soit sûrement résoluble.

D’après le calcul précédent, on peut généralement ramener,

par un changement de variables, au cas où les équations de

sont

X, = x^ = x^, Z = 9(x^+,,...,x„),

c’est-à-dire à chercher une intégrale qui est définie comme il a

été indiqué dans l’énoncé du théorème de Cauchy généralisé,

A partir de ce moment, chaque fois que nous chercherons à

traiter le problème de Cauchy, ce qui sera d’ailleurs le but prin-

cipal que nous proposerons d’atteindre, nous le prendrons sous

cette forme réduite. C’est ce que nous avons déjà fait dans le

cas des équations linéaires (§§ 3, 4, 6, 7).

18. Réduction à des équations successives. — La démonstra-

tion du théorème de Cauchy généralisé nous fournit en même
temps une propriété d’une grande importance.

Reprenons les systèmes successifs 8, 8i» et soient

. . . Pi

e> . . • Pt x„,, Zf ..
f p,„)^

Cfi . . ' P/M > • • • 5 ^/i+1 > • • •! •Tm) Py.+1 5 • • • >Pin)

les équations obtenues en prenant seulement la première de

chaque système.

D’après ce qui a été dit, pour avoir l’intégrale 0 qui vérifie 8

et se réduit à 9(x^^,, ..., x„) en x“, ..., x^, on devra considérer

une suite de fonctions

® • 1 X,„) , ®/x-l{x fl, ,
• . • ,

X,„)
, . •

. , 0i(Xj ,
. .

. , X ,„) ,
€>[X| , . .

. ,
X ,„)
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dont la première est donnée à l’avance et dont les autres

s’obtiennent de proche en proche par le procédé suivant : Chaque

fonction 0, est une intégrale de e,^, déterminée par la condition

de se réduire à 0,^, pour x,.,.,=
La dernière fonction obtenue par ce procédé est l’intégrale

cherchée 0.

Pour avoir la solution du problème de Cauchy pour le sys-

tème 8, on est ainsi ramené à résoudre le même [troblème

successivement pour les équations e^, e^_^,...,e^, c’est-à-dire à

intégrer ces équations successives.

Considérons l’une quelconque de ces équations

Ct • • • Pi = /i(^l ) ,
Xj, . .

. ,
Z

, ^1 , . .
. , p„,);

il y figure les m — f -t- I variables x,., mais il n’y entre

que les dérivées Pi,Pjj,+tj •••,Pm^ ‘le sorte que, au point de vue

de l’intégration, on pourra considérer ... ,
comme des

constantes, et alors il ne restera plus (|ue m — p. -t- 1, véritables

variables qui seront x^, x,„.

Nous obtenons ainsi ce résultat intéressant ;

Théorème. — L’intégration d’un système canonique de p équa-

tions simultanées à m variables peut toujours se ramener à

l'intégration successive de p équations du premier ordre à

m — P -H 1 variables.

19. Réduction à mie seule équation. — De la démonstration

qui a été donnée pour le théorème de Cauchy généralisé, on

peut déduire une réduction encore pins complète du problème

de l’intégration.

Supposons que, dans 8 on fasse le changement de variables

X, = j”, +-
(/,, X, = Xo yiijii ••.) — U'IIh-'

Xa-f-i ' • • • ' ^u,=g.n,
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et ficsignons pnr </i, 9-2> •••> 7m les dérivées de z par rapport

aux nouvelles variables. On aura

7i = Pi îyaPsj
4- • • . -t- = y, P, ,

. .
.

, 7/^
= jy,p^ ,

7;.+, =/V+ 7". =Pm-

Le système transformé sera, eu désignant par/î, f'^ les

fonelions f où l’on aurait remplaeé les x au moyen des /y cl

P;«+i> • • • > P'« P^’’ 7/^+»' • • • > 7"> >

/ 7i = fî .7/4 .7^//^ = •’O/i) ,7î> > 7m, Z, 7/^+1! -, 7m^>

I

Ce système est résolu par rapport à u dérivées et, étant trans-

formé d’un système canonique, est aussi eanonique.

Pour intégrer 8, il suflit d’intégrer a. Supposons (ju’on saebe

intégrer la première é(|uation de s

H 7- = '*.

équation que nous appellerons la réduite ilu système 8, et eher-

ebons à quelles eonditions une intégrale de cette é(|uation est

une intégrale du système s.

Nous eommencerons par remarquer que si les fonelions /"sont

analytiques pour Xj = x^, x„ = x^, et pour eertaines valeurs

initiales de x^,^,, x,„, z, />/,.+!, les fonelions f et

aussi F seront analytiques pour y, = 0 , cl pour certaines valeurs

initiales de 72, •••, 7»., 7/, + m sorte que nous pou-

vons définir des intégrales analytiques de I\ au moyen de leurs

fonctions initiales pour 7, = 0.

Soit donc d> une intégrale de R ayant pour fonction initiale

'P(7-2, •••,7m)' Pour que <I> soit une intégrale de s, il faut et il

suffit, comme nous l’avons montré, que sa fonction initiale o
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vérifie le système obtenu en prenant toutes les équations de s,

sauf la première, et y faisant = 0, c’est-à-dire que l’on ait

= 0 .

Pour qu’une intégrale de R soit une intégrale de s, il faut et il

suffit que sa fonction initiale ne dépende que de }'/,+!, ...» y'm*

Si on sait intégrer R, « intégrer » signifiant qu'on sait traiter

le problème de Cauchy, on saura certainement trouver toutes les

intégrales de s, et, en revenant aux variables primitives, toutes

celles de 8.

Supposons qu’on veuille traiter le problème de Cauchy pour

le systèmes» c’est-à-dire trouver l’intégrale 0 ,
analytique en

x", et qui, en x“, ..., x“
,
se réduit à x„,).

0 exprimée au moyen des y, sera une fonction analytique

pour y,= 0,?/^+, = x^+., ..., quelles que soient les

valeurs de y^, ..., y^, et qui, pour y^
= 0, se réduira à

6 (!/,«+•»•••» y-)-

En outre, les valeurs de q^.+i, “-,q„, pour y^ = Q seront

égales aux valeurs de p^^,,...,p„ en xJ, ...,x^, c’est-à-dire

seront Il en résulte que les fonctions f et, par

suite, la fonction F, seront analytiques pour y, = 0,

>
• •

> y<n ^ y/J+i P/J+i >
• • • > Qm Pm qUCllOS

que soient les valeurs de ya» •••> 2//**

Pour déterminer 0 comme solution de R au moyen de sa

fonction initiale 0(y^^.,, ..., y„), on sera donc rigoureusement

dans les conditions d’application du théorème de Cauchy et

R possédera une seule intégrale analytique se réduisant à

•••>!/.«)• cette intégrale bien déterminée qu’il

faudra faire le changement inverse de variables pour avoir l’inté-

grale cherchée du système 8.

L’équation R ne contient que les dérivées q^, • ••> 7™;

pour l’intégrer, ot) peut considérer y^, ..., y^ comme des

constantes, de façon que R soit une équation à m — p 1

variables.
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En conlinuant à aitribiicr au mol intégrer le sens précis déjà

indiqué, nous pouvons en toute rigueur énoncer le iliéorcme

suivant, qui est fondamental pour la suite :

Théorème. — L’intégration d'un système canonique de a équa-

tions à m variables peut toujours se ramener à l’intégration d’une

seule équation à m — p -t- I variables.

Pour la suite, nous conviendrons de désigner toujours par la

lettre 0 les intégrales de 11 qui correspondent à des fonctions

initiales indépef)danles de et nous dirons :

L’intégration d’un système canonique de g. équations à

m variables se ramène à ta recherche des intégrales 0 de sa

réduite, il.

20. Intégration d’un système canonique dans le cas de g = m.

— Cette intégration est immédiate d’après ee qui précède, car

l’équation R est ici à 7n — m -+- t variables, c’est une équation

différentielle ordinaire

dy,
= F(y,, y„ ..., y,„,z}.

Une intégrale de 8 est déterminée quand on se donne la

constante G à laquelle elle se réduit quand on y fait æ, =x% ...,

x„= x*. Il faudra donc chercher l’intégrale de l’équation diffé-

rentielle R, qui, pour y,
== 0, se réduit à la constante absolue G,

et y faire ensuite le changement inverse de variables.

Si

•••, y.,.,«) = C'

est l’intégrale générale de R, la constante du second membre

doit être considérée comme une fonction de y^, ...,y„ et, pour

avoir la fonction 0 exprimée au moyen des variables y, il suffît

évidemment de résoudre l’équation

••,yu., 0) = <i>(O, î/2, ..., j/„, 6).
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Le calcul sc simplifie quand z ne figure pas dans 8; alors z ne

figure pas dans R et l'inlégralion de eeite équation se fait par

une simple quadrature partielle. On aura

et, par suite,

= b J F(y,
, Vs, . .

. ,
dy^

.

O

21. Intégration de l’équation aux différentielles totales.

dz — fidxf -* fAxi H- • • -f- f„,dx,„.

Ce problème se ramène immédiatement nu précéilcni, car il

consiste à trouver une fonction z de Xj
,
x^, x,„ telle que

l’on ait :

Pi==ft, Pt = fi, , P.n=f,n,

Si ce système n’est pas canonique, en formant les équations

d’intégrabiliié, on constatera qu’il est incompatible ou on l’inté-

grera algébriquement, et dans ce dernier cas, dans l'expression

de ses intégrales ne figurera aucune quantité arbitraire.

Si le système est canoniciue, son intégration se ramène à celle

d’une équation différentielle ordinaire R et l’expression générale

des intégrales 0 de cette équation contiendra une constante

arbitraire.

Dans le cas où les f ne coniiennetit pas z, la recberebe de z

se ramène à une (|uadrature partielle et la constante arbitraire

qui figure dans l’exprcssiou générale de z est une constante

additive.

22. Intégrales singulières. Intégrales infiniment voisines. —
Dans la théorie des équations aux dérivées partielles, on ne

considère que les intégrales analytiques, car ce sont les seules

qu’on sait utiliser et les seules dont ou sait démontrer l’existence.
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Le (héorème de Cauchy généralisé fournit de telles intégrales,

mais rien ne prouve a priori qu’il les fournisse toutes.

S’il existe des intégrales analytiques et ne pouvant pas être

obtenues par l’application du théorème de Cauchy, nous les

appellerons intégrales singulières.

Considérons un système 8 non résolu, mais auquel on aurait

appliqué la méthode du | 14 de façon à le compléter. Il est alors

formé de g. équations

F. = 0, F, = 0, ..., F/,= 0

résolubles par rapport à g dérivées, et cette résolution fournit un

système canonique.

Convenons de désigner par (îj, ^
2 , ..., <5,,, tous les détermi-

nants fontionnels de la forme

D(F,,F„...,F^)

obtenus en prenant toutes les combinaisons jx à p de P\,P2,--, Pm-

Soit 'F une intégrale analytique de 8, c’est à -dire analytique

dans certaines régions de l’espace à to -i- 1 dimensions. Dans une

de ces régions, prenons un point arbitraire Mq et désignons par

élément de l’intégrale en Mq l’ensemble des valeurs æj, ..., ar®,

Z®, ...,pl, que prennent les x, z et les p pour W en ce point,

et supposons que ne soit pas telle que l’une des fonctions F

cesse d’être analytique en chacun de ses éléments (*).

Supposons que les 5 ne soient pas tous identiquement nuis

pour tous les éléments de W. On pourra alors trouver un

point Mo tel que, pour l’élément correspondant de 'F, tous les F

soient analytiques et que l’on ait

D(F,,F„...,F^)

) Pas • • • • , Pa^j )

D’après le théorème général sur les fonctions implicites, les

(*) Il peut exister de telles intégrales, mais nous ne les étudierons pas.
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équations F pourront être résolues par rapport

en donnant

(8 )
• • • Pot f«ti Poi fcr.it •

t PcCp. fctjj^ t

les /"étant analytiques pour les valeurs initiales x®„

z^t pX> • •• 3c de 2 et des autres p et se réduisant respective-

ment à p^,, ...,p“^ pour ces valeurs initiales.

Si 8 est indécomposable, le système résolu auquel nous arri-

vons est certainement canonique, car s’il ne l’était pas, il donne-

rait des équations complémentaires et les autres déterminations

qu’on en pourrait tirer pour p_^, , ....p^^^, n’étant pas analytique-

ment distinctes de celles que nous considérons, conduiraient

aussi à des équations complémentaires qui, analytiquement, ne

seraient pas distinctes des premières, de sorte qu’il y aurait des

équations complémentaires distinctes des équations F et qui

seraient vérifiées par toutes les intégrales de 8. ce qui est con-

traire aux hypothèses faites sur ce système.

Considérons la fonction 'F; elle doit vérifier l’un des systèmes

que l’on obtient en résolvant 8 par rapport à p„^ . .
. , p^ ,

et

comme il n’y a que 8' pour lequel sc réduisent à

rè.» •••» rè/, pouraj, ...,xl,s«, p^,, ..., cette intégrale véri-

fie 8.

Si nous désignons par ,...) la fonction à laquelle elle

se réduit en x“^, ...,x^ , on peut dire que est une intégrale

de 8', analytique en x?, ..., et se réduisant, en x“, , .... à

la fonction •••) elle-même analytique en x^,, ...

Inversement, cherchons à définir une intégrale de 8', analy-

tique en X®, ..., a®„, et se réduisant en x®,, ...,x*^ à la fonction

...). Les valeurs en x°, ..., x®. de z et de ses dérivées p^, ...,

calculées au moyen de tj;, sont précisément 2°, p^, ..., et, d’après

ce que nous avons vu, les fonctions /„,, sont analytiques

en xJ, ..., x®„,z®, p^,, ...; de sorte que, par l’application rigoureuse

du théorème de Cauchy généralisé, on peut affirmer que 8'

possède une intégrale analytique et une seule ayant la fonction

initiale L’intégrale ainsi calculée est donc identique à
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L’iniégrale étant une intégrale donnée par le théorème de

Cauchy, n’est pas singulière. Nous en tirons cette conclusion :

Pour qu'une intégrale soit singulière, il faut et il suffit qu’elle

annule identiquement tous les déterminants B, en faisant toutefois

la restriction que les équations du premier ordre

= 0 , (îj — 0 , . .
. ,

= 0

ne soient pas toutes des conséquences algébriques des équations

du système 8 ,
de façon que celui-ci possède des intégrales non

singulières. D’ailleurs, ce fait ne peut, en général, se présenter

que pour des équations dont les premiers membres sont des

puissances de certaines fonctions. En simplifiant les équations,

on le fera disparaître. Nous arrivons ainsi à ce théorème :

Les solutions singulières du système

(8) . . • . Fi = 0, Fi = 0, ..., F/, = 0

supposé tel que les équations [F,, F^] en soient des conséquences

algébriques, sont les intégrales du système du premier ordre

F, = 0, F,= 0, ..., F^ = 0,

= 0 ,
==: 0 , . . . , (îy = 0.

Supposons qu’on cherche à mettre ce système sous forme

canonique. Il pourra se présenter trois eas.

S’il est incompatible, c’est que 8 n’a pas de solutions singu-

lières.

S’il s’intégre algébriquement, c’est que 8 a une ou un nombre

limité d’intégrales singulières.

Enfin, s’il se ramène à un système canonique 8 i,
c’est que 8

aura une infinité d’intégrales singulières qu’on obtiendra en

cherchant toutes les intégrales analytiques de 8 i>

Mais 8
i

peut avoir à son tour des intégrales analytiques

singulières fournies par un système 82 obtenu en ajoutant à 8 |
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des équations analogues aux équations d. Ensuite 82 pourra, à

son tour, avoir aussi des intégrales singulières, de sorte que 8
pourra avoir :

Des intégrales simplement, singulières, qui seront des intégrales

non singulières de 8 |;

Des intégrales doublement singulières, qui seront simplement
singulières pour 8

]
et non singulières pour 8 ^; et ainsi de suite.

On trouve ainsi, au plus, m — u + 1 eatégories il’intégrales

singulières, car on passe de 8 à 81 en lui ajoutant des équations 5

qui ne sont pas toutes des conséquences algébriques des équa-

tions de 8 ; on a ainsi au moins g. -i- I équations distinctes; en

mettant sous forme canonique, on ne pourra qu’ajouter de nou-

velles équations, de sorte que 8
|
aura au moins g -i- i équations

distinctes.

11 en sera de même chaque fois qu’on passera d’un système

au suivant, de sorte qu’au bout de m — -+- 1 telles opérations,

au plus, on aura un système qui sera composé d’au moins

m -1- I é(iuations distinctes, c’est-à-dire sera incompatible ou

s’intégrera algébriqueme/it et, pour lui, il n’y a plus de distinc-

tion possible de ses intégrales en singulières et non singulières.

Pour donner un exemple d’intégrales singulières des diverses

catégories, considérons l’équation à trois variables

(8) — (Pi— pîr= 0;

les équations d sont ici

p-o = o, ijA — i4)rî^^< (l'I—Pôf Pi = o.

En les ajoutant à l’équation donnée, on a un système qui se

décompose en deux autres

Pi= 0, Pi = 0
, p, = O

et

(8 .) P3 = o, jA— p]= o.
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Comme les soluiions du premier sont solutions du second,

nous pouvons nous borner à eelui-ei. Il y a des intégrales qui

dépendent d’une fonction arbitraire d’une variable et qui sont

des intégrales simplement sit)gulières de l’équation donnée. Mais

il a aussi des intégrales singulières, car les équations d corres-

pondantes sont

(82) /'3 == O
, ]H = 0, = 0.

Comme les c(|uations 8
|
en sont des conséquences algébrique.«,

on a ainsi 82 qui admet l’intégrale générale z= c'®. Ces inté-

grales sont doublement singulières pour 8 .

Revenons aux intégrales non singulières d’un système cano-

nique. Si est une telle intégrale, on pourra trouver un élément

^ii 3',„, Z®, y;,, ..., y;’ tel (jue 8 soit résoluble par rapport

à p. dérivées, y)j, y;.j, par exemple, et donne des fonctions

fl, fi, •,f^ analytiques en x% ...,3r?„, z”,
,

• • •
, /4

Soit ..., x„,) la fonction initiale de et soit

y.(^A*+i» •••’ ^'0 une fonction dear^,,, et de

V constantes arbitraires assujettie à la seule condition d’étre ana-

lyti(|ue en . . ., j"., a®, et de s’annuler identi(|uement

pour (/., = .

Dans 8, considérons, comme des variables, non plus seule-

ment les X mais aussi les a et appliquons le théorème de Caueby
généralisé; il existera une intégrale

(^l 5 • • • } ^m ,
e,

,
. . . ,

analytique en a°, et se réduisant en xJ,

à la fonction tj; -t- .

Si on donne aux a leurs valeurs initiales, vient se con-

fondre avec et, de ce que est non seulement une fonction

analytique des x mais aussi des a, résulte, qu’étant donné à

l’avance un nombre a, on pourra trouver des nombres r, r^, ...,
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r„, a,, pj, p.^, tels que pour toutes les valeurs des x et des a

satisfaisant aux inégalités

I

a:, — xî
1 < r,,

1

x,„ — j».
| < r,„

!
«1 — oï

I < Pi .
• • •

. I
«V — «î

I < Pv

on ait toujours

I

'»' — 'I'
I < «•

C’est ce que nous exprimerons en disant que l’intégrale 'Jj''

est inliniment voisine de l’intégrale Ainsi, toute intégrale non

singulière possède des intégrales infiniment voisines.

Si une intégrale n’en possède pas, elle est foreément singulière.

Cette condition est suffisante mais non nécessaire.

Par exemple, si le système 8 possède des intégrales double-

ment singulières, le système 8| qui admet des intégrales dépen-

dant d’arbitraires a pour intégrales non singulières les inté-

grales simplement singulières de 8, celles-ci possèdent done des

intégrales infiniment voisines.

23. Transformation d’un système où figure la fonction incon-

nue en un autre où elle ne figure pas. — On emploie pour cela

l’artifice suivant : On considère l’inconnue z comme déterminée

par une équation

et alors le problème revient à déterminer la fonction K des m -t- 1

variables x,,...,x„., z de façon que l’équation obtenue en

l’égalant à zéro donne une fonction z qui soit une intégrale du

système proposé.

Convenons de désigner par P, , . .
. ,

P„, Po les dérivées de ^ par

rapport à x,, ..., x„, z. Les dérivées de la fonction z, déduite de

l’équation ^= 0, seront

Pi Pi P».

en supposant que dans P^,...,P,„, Po on ait remplaeé z par

sa valeur.
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Soit

une équation que doit vérifier z, on devra avoir

-F/-' -^)
= o

et cette équation devra être vérifiée en vertu de = 0.

Pour l’instant, en ne tenant plus compte de la signification

de considérons cette équation comme une équation aux dérivées

partielles du premier ordre à ni -+- 1 variables indépendantes

æ,, x„, Z et à l’inconnue et remarquons tout de suite que

cette inconnue n’y figure pas.

Pour abréger, désignons-la par F' et appelons-la : transformée

de F.

Soient deux équations F = 0, ^ = 0, et leurs transformées

F' et <ï>'.

On a

et

r5F/'54- 54>\ 54- /5F
-11

bpi
*

i5x,-

1
1" Pi

5pi \5Xi 5z/J

i=n

_ \7 5F 54- i 54> 5F i ]

1— 2
i=l7

“
5p, 5JC, Po 3p, 5x, Po)

1

54>
i=m 5F P,. 5F ‘^* 54- P,.

-+- —
5^ 2

1=1

"
5Z î“, 5p( Pj’

dans la seconde formule, on convient qu’a près avoir pris les

derivees — et ^ ,
on y remplacera pj par — p-*

En adoptant complètement cette convention, on voit qu’on

pourra écrire

P.(F',<t') = 5F 54- 54- 5F'

5pi 5x, 5p, 5x,.

5F 54- 54- 5F

5z 2, P‘Dp( 5zâ^'5p,’

5F

OU, plus simplement,

Po(F', 4-') = — [F, 4-],



( 30
)

ce qui montre que l’équation d’intégrabilité fournie par les trans-

formées F' et «!>' de deux équations F ef <î> est ta transformée

de l’équation d’intégrabilité fournie par ces deux équations.

Si, en outre, on remarque que des équations distinctes donnent

des transformées distinctes, puisque, au point de vue algébrique,

on ne fait que changer le nom de certaines quantités appelées

primitivement et maintenant — on voit nettement qu’étant

donné un système quelconque s et son transformé s', la réduc-

tion de ces deux systèmes à leurs formes canoniques se fera

parallèlement; à chaque instant, les équations obtenues pour le

second seront les transformées des équations obtenues pour le

premier; au moment où, pour l’un d’eux, les conditions d’inté-

grabiliié seront vérifiées, il en sera de même pour l’autre.

Si 8 et 8' sont les deux formes canoniques, on pourra, pour

trouver 8', partir de s, commencer à former les équations d’inté-

grabilité qu’on doit lui ajouter, puis, à un moment quelconque,'

faire la transformation et continuer, à partir de ce moment, à

former les équations d’intégrabilité sur le système transformé, on

arrivera toujours au même système 8'.

En particulier, 8' sera le système transformé du système cano-

nique 8.

Considérons un système canonique 8

= f i {Xi , . • > ^ > P/J-+i >
• iPj,

(cS) . . .

P--
--

/s (a-i , . • > î ^ 5 Pf^^+i ’ • ,PJ,

Ph HII
• • > , Z

, Pu+i ,
• >Pr.)-

Le système transformé sera
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if est résolu par rapport à (j. dérivées cl, comme nous venons de

le monirer, il est certaincmcnl canonique.

On peut aller encore plus loin. Considérons les réduites R et

H' de 8 et de 8' 19). Dans les deux cas, il faudra prendre les

nouvelles variables j/j , ?/j, ..., définies par

ari = aî-4-^,, = + ..., =r -f- y.ÿ/,

et conserver les autres variables, c’est-à-dire pour

8 et ..., x„,z pour 8'.

L’équation R sera

9i = A(yi. ,!/m. 2> (in,)

Vtfïiyil • • • • 1 2/m > ^5 (ilJ-^il ’ •
1 7m)

t/„,, 2, 7/,+,, ..., 7„.)

cl l’équalioii R' sera

On constate que R' est la transformée de R, d’où cette con-

clusion :

Quel que soit le degré de réduction auquel on veut ramener un

système, le changement qui fait disparaître la fonction inconnue

peut être fait à un moment quelconque, le résultat est toujours le

même.

Arrivons maintenant aux relations entre les intégrales d’un

système 8 cl celles de son transformé 8'.

Pour que
Ç(x,, ..., x„., z)= 0
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donne une intégrale de S, il faut et il suffît que les équations 8'

deviennent des identités en vertu de ^ = 0. Il en sera certaine-

ment ainsi, si ^ vérifie 8' quelles que soient x,, Xa, z,

c’est-à-dire si ^ est une intégrale de 8'.

Cherchons si, de cette façon, on peut retrouver toutes les

intégrales de 8.

Soit 'F une intégrale de 8 possédant des intégrales infiniment

voisines; comme il a été montré dans le paragraphe précédent,

il sera possible de trouver une famille d’intégrales, dépendant

d’une constante arbitraire a et donnant pour une valeur par-

ticulière de cette constante, par exemple pour a = 0.

Soit

Z = Z (X)
,

. .
. ,

x,„
,
a)

l’expression générale de ces intégrales et

Ç(x,, x„, z) — a = 0

la même équation résolue par rapport à a.

L’équation — a= 0 donnant par sa résolution une inté-

grale de 8, en portant Ç — a dans 8' on devra avoir des

équations qui devront se réduire à des identités quand on y

remplacera z par Z.

Mais 'C, — a et i; ont les mêmes dérivées, de sorte qu’en por-

tant (J
— a dans 8' on a le même résultat qu’en portant ^ et que

ce résultat ne contient pas a. Les équations obtenues sont de la

forme

U(x,, ..., x,„, z)= 0.

Je dis qu’elles sont des identités. Il suffît, pour le montrer, de

faire voir qu’étant donné à l’avance un système quelconque de

valeurs x®, ..., x^, z®, ce système vérifie U = 0.

Par hypothèse on a, quelles que soient x,, ...,x„, a,

U[x,, x,„, Z(x,,..., x„., a)]= 0;
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donnons à ac„ les valeurs xJ, et à n la valeur

a“= Ç(x?, .... xl, z\

Z prendra la valeur z® et l’on aura bien

u(x;,...,x?„,z“) = o.

Nous obtenons alors ce résultat :

Toute intégrale non singulière de 8 i^eut s'obtenir en égalant

à 0 une intégrale convenable du système transformé 8'.

D’après ce qui a été dit dans le paragraphe précédent, s’il

existe plusieurs catégories d’intégrales singulières, on obtiendra,

au moyen de 8', toutes les catégories, sauf peut-être la dernière.

En dernier lieu, supposons qu’on veuille traiter le problème

de Cauchy pour 8, c’est-à-dire chercher l’intégrale 0 ayant pour

fonction initiale 0(x^^,, ..., x,„). Il nous faudra chercher une

intégrale (ï> du système transformé 8', telle que

*l’
l^x,

,
. .

. ,
x^

, x^^i ,
• . • ,

x„,
, 4(x^^i , . .

. , x„,)J = 0.

Soit ç(x^^|, ..., x^, z) une fonction s’annulant identiquement

pour Z = 0; on pourra prendre pour l’intégrale de 8’ qui

aura pour fonction initiale <p. On a ainsi une infinité d’intégrales

de 8' fournissant l’intégrale 0 de 8. Ce fait s’explique aisément,

en remarquant que les intégrales de 8' dépendent d’une fonc-

tion arbitraire de m — g. -+- \ variables, tandis que celles

de 8 dépendent seulement d’une fonction arbitraire de m — g.

variables.

La manière la plus simple d’obtenir l’intégrale 0 sera évidem-

ment de chercher l’intégrale <t> qui a pour fonction initiale z— 0.

C’est ce que nous avons fait dans le cas d’une équation linéaire

(S 6).

Nous avons vu que la transformation qui fait disparaître
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l’inconnue peut se faire à un moment quelconque de la réduc-

tion à la forme canonique. Dans la pratique, il vaut mieux ne la

faire qu’au moment où l’on est arrivé à cette forme canonique;

cela vient de ce qu’un système ne contenant pas l’inconnue est

incompatible ou canonique. Si 8' est canonique, il en est de

même de 8, mais si 8' est incompatible, c’est que 8 est incompa-

tible ou s’intégre algébriquement. Sur 8' celte distinction dispa-

raît. Comme les calculs de réduction sont exactement les mêmes

avant ou après la disparition de l’inconnue, il vaut mieux les

faire avant, de façon à obtenir l’intégration algébrique si elle se

présente.
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CHAPITRE IV.

inté(;ration des systèmes canoniques linéaires.

24. Réduction à une seule équation linéaire.

Je ne ferai que signaler la proposition suivante :

L'intégration d’un système canonique linéaire de u équations

à m variables peut se ramener à l’intégration successive de

P équations linéaires du premier ordre, dm — fx -l- 1 variables,

qui n’est qu’un cas particulier de la proposition générale du § 18.

Comme on sait intégrer une équation linéaire au moyen d’équa-

tions différentielles ordinaires, on a ainsi une méthode d’intégra-

tion des systèmes canoniques linéaires par des équations diffé-

rentielles ordinaires. Cette méthode exigera des opérations

successives d’ordres

m — i, ..., 2, I, m — fl -t- I, ..., 2, 1, ..., w — /t 1, ..., 2, 1.

Si Z ne figure pas dans 8, les équations linéaires à intégrer

seront homogènes et ne contiendront pas z, de sorte que les

opérations successives seront d’ordres

ni fic

,

..., 2, I, ni fi

,

••*9 •••> •••9 ^9 C

On obtient un procédé beaucoup plus simple et qui est dû à

Mayer en appliquant la propriété générale du § 19.

Le système 8 étant linéaire, sa réduite R sera également

linéaire, ce qui donne, en se rappelant les définitions des inté-

grales 0 d’une réduite R :

Théorème. — L’intégration d'un système canonique linéaire se

ramène à la recherche des intégrales 0 d’une équation linéaire.
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25. Cas des systèmes jacobiens. — R est alors une équation

linéaire et homogène ne contenant pas z, soit

R 7* ~ ^/“+*7h-+i

On aura (§4) à intégrer le système

^
dy„

1 ^/«+l -^m

Soient <ï>j
,

ses m — y. intégrales distinctes.

Les intégrales particulières 0^+,, ©„ qui se réduisent res-

pectivement à 1/m pour î/i
= 0 seront obtenues en

résolvant le système

‘t’i ‘t’i(0 5 y<i, , y/A t >
• • • ) ’^in) 5

J>î =‘*>2(0, y* ,yfA, ©/.+,, ©,„),

— ’t>„.-ju(,0
, y<i, , yfA, ,

• • • > ©„.)•

En refaisant le changement inverse de variables, 0^+,, •••, 0„

deviendront les intégrales de 8 qui se réduisent respectivement

à en arj,
,
ar^ et l’intégrale 0 qui a pour fonction

initiale 0(a:^^,, sera alors

® = 0(©/*+i, ®J-

En résumé, nous obtenons le résultat suivant :

L’intégration d’un système jacobien de u équations à m varia-

bles se ramène à celle d’un système de m — p équations différen-

tielles ordinaires du premier ordre.

Et cette intégration exige des opérations successives d’ordres

m — /J., m — IX. — I ,
. .

. , 3, 2, 1 .

Soient ..., m — u. fonctions distinctes de ..., x„-,

soient , . .
. ,

,

les m — y intégrales de 8 qui ont t{^,, ...,

comme fonctions initiales. Ces m — y intégrales sont
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forcément distinctes, car s’il existait entre elles une relation,

qu’on pourrait mettre sous la forme

'f'i == U('«'

il en résulterait, en y faisant Xj = æj, =

•fl = . 'ftn p.)

et les fonctions ne seraient pas distinctes. Donc :

Un système jacobien admet toujours m — p. intégrales dis-

tinctes.

Réciproquement, soient intégrales

distinctes, leurs fonctions initiales en xJ, sont forcément

distinctes, car si elles ne l’étaient pas, il y aurait entre elles une

relation de la forme

'Pi
= U('/'Sl ••• 5 Pm-p),

la fonction

serait une intégrale de 8, à cause de la forme linéaire et homo-

gène de toutes ses équations, et elle se réduirait en x'î,

à (pi, ce serait donc de sorte que les intégrales ne seraient

pas distinctes.

Soit alors V une autre intégrale de 8. Puisque

sont distinctes, sa fonction initiale <{> pourra s’exprimer au

moyen de

P — y(Pi, •••> Pm-p)f

la fonction

VCt,, ...,

sera une intégrale de 8, se réduisant, en xJ, ..., x^, à 4'. c’est

donc 'F, de sorte que :

Un système jacobien ne peut avoir plus de m — p intégrales

distinctes.
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*F,, étant m — intégrales distinctes quelconques,

on pourra donc dire que l’intégrale générale du système 8 est

\ ('t
(

, . .
. ,

'I ^ ,

V étant une fonction arbitraire.

26. Réduction quand on connaît déjà des intégrales.

Supposons qu’on connaisse d’avance v intégrales particulières

et distinctes du système jacobien 8. Soient 'l'y. On
pourra trouver m — v autres fonctions formant

avec les v premières un système de m fonctions distinctes.

En faisant le changement de variables

'I
I V *

** y+) = ^y+l )
•• • J ,n

= 3'm *

le système 8 se transformera en un autre système qui, résolu,

sera encore jacobien (§ 13) et qui admettra les intégrales

a-,', Xj, il n’y figurera pas les dérivées de l’inconnue par

rapport à ces variables, de sorte que, pour l’intégrer, on pourra

considérer x'i, ...» comme des constantes. Le système trans-

formé sera un système jacobien de pi équations à m— v — u

variables, son intégration se fera au moyen d’un système de

m — V— pi. équations différentielles ordinaires, c’est-à-dire par

des opérations successives d’ordres

in — y — /X, m — y— fx — I
,

.... 5, 2, 1

.

On peut d’ailleurs considérer la réduction d’une autre façon,

car 'F|, 4^
2 » •••> donnent, après y avoir fait le changement de

variables de Mayer, v intégrales distinctes du système r que l’on

a à intégrer. Connaissant déjà v intégrales de r, son intégration

s'achève, comme on sait, par des opérations successives d’ordres

m — V — fx, m — y — fx — 1 ,
. . . , 3, 2, t

.
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27. Cas (les sjistèmes linéaires quelconques.

Ce cas se ramène immédiatement au cas des systèmes jaco-

biens, car si

(8 )
.

Pi = ^'ix+lPix^-i
-<-••• -H C'„P„, -+- 0,,

P± = -< -V- QnVm r>«,

P//.
== c,C/>„. -+- i)y.

est un système linéaire et canonique, le système

(8 ')

)

P. = -H . .
. Ci.P„, - D, P„,

)

P. = C^+.P;.+. H- + Cf,P„ - D, P„,

P// — C^'+lP/A + i C^i^P,,, — DyPn,

obtenu en faisant disparaitre l’inconnue, est certainement jaco-

bien d’après ce qui a été dit au § 23.

Jl faudra former la réduite R' de 8', soit

(^ )
• • Oi = ^,w.+iQy.+i — BQo,

et intégrer le système

.J
*Jjh_ ^ dz

Au moyen de m — fx -t- 1 intégrales distinctes, on formera

les m — [x+ I intégrales remarquables 0^^,, ...,0„, ©o ayant

pour fonctions initiales z, on y fera le changement

inverse de variables et l’intégrale ayant pour fonction initiale

••• > -O s’obtiendra en résolvant l’équation

(«>0=
, 0^).

On arrive au même résultat en traitant le problème directe-
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meni. En effet, formons directement la réduite R de 8; ce sera

line équation linéaire qui, par la transformation qui fait dispa-

raître l’inconnue, devra donner R' (| 25); ce sera donc

(R) . . . . </,
= -4- A„.7„. -+- B.

Pour l’intégrer, il faudra prendre, comme on sait, le système

différentiel

qui est r.

En appliquant à la recherche des intégrales 0 de R ce qui a

été dit au § 7, on retrouve les résultats précédents. On peut

donc se dispenser de passer par l’intermédiaire du système

jacobien 8'.

Cependant, dans des cas particuliers, il peut quelquefois y

avoir avantage à former 8'. Cela provient de ce que la connais-

sance d’une intégrale de 8 ne permet pas de simplifler son inté-

gration, car celte intégrale ne fournit pas une intégrale de 8' et il

peut arriver que l’on aperçoive immédiatement des intégrales

de 8', ce qui permet de réduire le nombre des opérations néces-

saires pour arriver à l’intégration complète de ce système.

28. — Théorème de Maiier sur la recherche d’une seule inté-

grale d’un système jacobien.

Soit 8 un système jacobien, 8i le système obtenu en faisant le

changement de variables de IMayer (§ 17) et r le système d’équa-

tions différentielles ordinaire auquel se ramène l’intégration

de Si-

Trouver une intégrale de 8, c’est trouver une intégrale de 8i;

soient 0^+i, ©„ les m — g. intégrales remarquables de 8j et

ff)= c'*'’ une intégrale quelconque de r. est une intégrale de

la réduite R; comme elle a pour fonction initiale <ï> (o, •••> !/»)>

on a (§ 4) :
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contient, au moins, une des variables donc de

l’équation précédente on pourra tirer un des 0, par exemple

^ y-1^ • • • » */m » ®//4-l » • • • J ®m—t)-

Si V„ ne contient aucun 0, on a ainsi 0„.

Supposons que V„, contienne des 0. Portons dans Si- Si,

pour abréger, on désigne par Y,(z) Y^(z) les premiers

membres des équations de ce système, on obtiendra des équa-

tions qui, par suite de la forme linéaire et homogène des Y,

pourront s’écrire

Uyi
3V,„

^ym
Y.(yJ

3V„
Y<(0M+i/

M+l

3V„,
Y,(0j = O

et les 0 étant solutions de 8|, elles se réduiront à

3V„.
-^Y.(y.)
3</i

^Y,(y„) = 0,

c’est-à-dire à la forme

^{yi,yi, •••> y,n, = o.

Chacune d’elles contient des 0 ou se réduit à une identité,

sans quoi ce serait une relation entre les variables indépendantes

y 19 2/2» •• • >2/m’

Si elles ne se réduisent pas toutes à des identités, il y aura

certainement l’une d’elles d’où l’on pourra tirer un 0, soit

0»1- 1 ^ m—iiyi 9yi>'”iy inl 0/t+l >
• • • > ®m-ï)

et, sur V,„_„ on recommencera les mêmes raisonnements que

sur V^; et ainsi de suite.

Il ne peut alors se présenter que deux hypothèses.

Supposons qu’on n’arrive jamais à une fonction V qui, substi-
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luée dans 8i, ne donne jamais que des identités. En poussant les

opérations précédentes suffisamment loin, on arrivera forcément

à une fonction V„_j ne contenant aucun 0, puisque la dernière

que l’on pourrait ainsi obtenir, et qui serait ne peut

évidemment pas en contenir.

On aura immédiatement l’expression de et, en remon-

tant, celles de ..., 0„_,, 0„.

En particulier, si l’on arrive jusqu’à
,
on a les m — p inté-

grales 0 et l’intégration du système est terminée.

Enfin, supposons qu’on arrive à une fonction

^ » Vîi • • • » y<n ) )
• • • 5 i-l) J

qui, substituée dans 8|, ne donne que des identités. Comme ces

équations sont obtenues en se servant uniquement de l’hypothèse

que les 0 sont des solutions de 8j, il en résulte que V„_, est

une intégrale de 8i quand on y remplace les 0 qui y figurent

par des intégrales quelconques de 8j. Comme toute constante

est une intégrale de 8j, on pourra dire que

V,„_i(î/| , , ÿm ) > •• • J

est une intégrale de 8i ,
quelles que soient les constantes a. Dans

ce cas, on voit qu’on a une intégrale dépendant de constantes

arbitraires.

Nous arrivons ainsi à ce théorème important :

La connaissance d’une settle intégrale du système r permet de

trouver toujours une intégrale, au moins, du système S.

Dans la pratique, si la substitution d’une fonction V fournil

plusieurs équations distinctes, on en tirera plusieurs 0, ce qui

donnera d’un seul coup plusieurs nouvelles fonctions qu’on

substituera à leur tour; celles qui donneront des identités four-

niront des intégrales dépendant de constantes arbitraires et les

résultats de substitution des autres donneront des équations

permettant de tirer de nouveaux 0, et ainsi de suite.
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Si l’on connaît plusieurs intégrales du système r, on aura, au

début, plusieurs équations distinctes entre les 0, de sorte que le

calcul pourra exiger moins d’opérations si l’on part simultané-

ment de ces différentes intégrales.

29. Application du théorème de Mayer aux systèmes linéaires

non jacobiens.

Soit 8' le système jacobien auquel on ramène 8 (§ 27).

Chercbons d’abord si 8' peut admettre des solutions indépen-

dantes de Z.

Si ces solutions existent, elles devront vérifier les équations

simultanées

P. = eu, P/,+. et. P„, (1 = 1,2,..., f4)

obtenues en faisant Pq= 0 dans 8'.

Supposons qu’il existe une telle solution autre qu’une con-

stante, en la substituant dans les équations précédentes, on aura,

entre ..., Ct,, une relation linéaire fi coelficients indépen-

dants de Z.

Il est donc nécessaire qu’il existe entre les coefficients C de

chaque équation, au moins une relation linéaire à coefficients

indépendants de z.

Supposons qu’il en existe plusieurs, elles permettront d’expri-

mer certains C, en fonctions linéaires des autres et chacune des

équations prendra la forme

-4- -t- • • • = 0. (i = 1 , 2, . . . , fi)

Comme entre les C qui y figurent il ne peut exister aucune

relation à coefficients indépendants de z, toute intégrale indé-

pendante de z devra vérifier les équations simultanées

%!>= 0, xi = 0, ... (f= 1,2,

OÙ ne figure plus la variable z. Le système 8' admettra des solu-

tions indépendantes de z ou n’en admettra pas suivant, que ce



( 64 )

nouveau système linéaire et homogène aura ou n’aura pas de

solutions autres qu’une constante.

Ce qui précède montre que si 8 est un système linéaire quel-

conque, le système 8' n’admettra pas de solutions indépendantes

de Z, de sorte que toute solution de 8' fera connaître une solu-

tion de 8. Or, d’après le théorème de Mayer, toute intégrale de r

fait connaître une intégrale, au moins, de 8', de sorte que :

Sauf pour certains systè^nes linéaires satisfaisant à des condi-

tions particulières, la connaissance d’une seule intégrale, absolu-

ment quelconque, de i’, permet sûrement de calculer une intégrale,

au moins, du système 8.

Supposons maintenant que 8' ait des intégrales indépendantes

de z; une intégrale de r, prise au hasard, fournira en général

une ou plusieurs intégrales de 8' qui contiendront z, mais il

pourra arriver qu’il existe certaines intégrales de r qui, par

l’application du théorème de Mayer, ne fournissent, pour 8', que

des intégrales indépendantes de z et, par conséquent, ne

donnent pas d’intégrales de 8. Alors il faudra nécessairement

chercher une autre intégrale de r.

Par exemple, considérons le système canonique

Pi = Pz-*- z,

P-i= /?3 Z -4- Xi]

la réduite R est ici, en prenant 0 et 0 comme valeurs initiales

de ac| et x^,

!/i) y») y^y-o

et le système r est

dy^ dyi dz

J

~ — (1 -4- 1/0
~

y*'^ y^y^

On en aperçoit immédiatement une intégrale

ytH -4- yf) -t- 4/5= 0“.
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Mais la fonction ^^(1 h- i/j) -+- 7/3, se réduit pour ?/, = 0
, à t/3;

c’est donc l’intégrale particulière 63. En lui appliquant le théo-

rème de Mayer, elle ne fournira jamais que 83 et cette fonc-

tion ne contient pas z, de sorte qu’en prenant l’intégrale

f/i(l -+ y^) -t- î/3 du système r, la méthode de Mayer ne four-

nira aucune intégrale du système 8. Il faut alors chercher une

autre intégrale de a. On trouve facilement

qui donne

en remplaçant 83 par sa valeur connue, on obtient

-H [{y,
-

1) - 1) - y,(i -h t/*)].

1 î/j
J

En revenant aux variables primitives, on aura donc

0j = X, -H Xj Xj,

©O= ze**'^** H — f(xj — 1) —
1 )
— (x, x.)l

r. J- or,.
^

et l’intégrale générale sera donnée par

_ I= Xj X,(Xs— 1) -+- 9(x, -t- Xj Xj),

ô étant une fonction arbitraire.
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CHAPITRE V.

INTÉGRATION DES SYSTÈMES NON LINÉAIRES.

Intégrales complètes.

30. Définition. — Soit 8 un système canonique de g. équa-

tions à m variables. En se donnant une fonction initiale dépen-

dant de m— fA-(- I constantes arbitraires, on aura une intégrale

dépendant de ces m — pt -4- 1 constantes.

Supposons la déterminée par l’équation finie

(I
) . . . V(Xj

, • ,
Z

, (1, 0

,

la fonction z tirée de cette équation doit vérifier 8, quelles que

soient les valeurs des a. Les dérivées sont données par

(
2 ) . .

3V 3V— P' ^=Dx, Jz

av DV
»- p,„

— = 0.
3x,„ 3z

Les équations (1) et (2) donnent les z et les p en fonction

des X et des a et, par hypothèse, ces fonctions z et p vérifient

les P équations distinctes 8, quelles que soient les valeurs des a.

Supposons que, parmi les w -+- I équations (I) et (2), il y en

ait m — P -h i qui soient résolubles par rapport aux o.

En portant les valeurs ainsi obtenues dans les p équations

restantes, on aura p équations distinctes, vérifiées identiquement

par z et les p, et il ne pourra pas y en avoir d’autres. Soit 8| ce

système; les équations 8 seront donc, forcément, des consé-

quences algébriques des équations 8|. Si la réciproque n’était

pas vraie, le système 8 serait certainement décomposable en plu-

sieurs systèmes parmi lesquels on trouverait 8j, de sorte que si,

comme nous l’avons toujours fait, nous supposons que 8 est
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indécomposable, les systèmes 8 et 8< seront algébriquement équi-

valents. Donc :

8 étant un système canonique de y. équations à m variables, on

appelle intégrale complète de 8 une équation

V = 0

contenant les x, Vinconnue i et m — |^ -+- 1 constantes arbi-

traires a, telle que la valeur de z que l’on en tire soit solution

de 8, quelles que soient les valeurs des a et que, parmi les

m -4- 1 équations

V = 0,
DV DV

HD, — =0,
3X,

DV DV—= 0
Dx„ dz

il y en ait m — fji -h 1 qui soient résolubles par rapport aux a.

Les équations 8 sont le résultat de l’élimination algébrique

des a entre cc5 m -t- 1 équations.

31. Recherche de toutes les intégrales au moyen d'une inté-

grale complète.

8 étant le résultat de l’élimination des a entre les équations

(I) et (2), on peut dire que la condition nécessaire et suffisante

pour que Z soit une intégrale de 8 est que les équations (1)

et (2), où l’on considère les a comme des inconnues, aient, au

moins, un système de solutions, de sorte que le problème de

l’intégration de 8 peut être transformé comme il suit ;

Trouver des fonctions z, aj, ..., a„_^^, des variables x satisfai-

sant aux équations

DV DV ^
(3). V = 0, — + —= 0,

D^ ,
uZ

DV DV
^ Pm = 6 .

Dx„ Dz

On peut éliminer les dérivées p de la fonction z en les tirant
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de l’équation V = 0, car celle-ci, dérivée successivement par

rapport à toutes les variables, donne

3V

JjTj

DV ^ DV ia

Pi
— 2 =6,
3z ^ ?a DXj

DV DV VI 3V Do

Pr,— ZT r~Da Dx„

Si dans les ?« dernières équations (3) on remplace les p par

leurs valeurs ainsi obtenues, on arrive au système

(
4

) 0
,

V, DV Do2- — = 0,
Do Dx,

VI DV Do

2t-.—=0,Da Dx„

équivalent au système (3).

Les m dernières équations (4) sont m équations linéaires et

homogènes par rapport aux m — (/ -+- 1 quantités

DV DV

Doj Do„_^^i

Elles seront certainement vérifiées en annulant toutes ces

dérivées de V, c’est-à-dire en prenant z et les a satisfaisant à

V=0,
DV DV

/*+!

0 .

On aura l’inconnue z, qui seule nous intéresse, en éliminant

Oi ,
Oj, ..., entre ces m — p -h 2 équations. La solution

ainsi obtenue est appelée intégrale singulière de Lagrange.

Si Ton veut maintenant trouver d’autres solutions, il faut

supposer que ces m équations linéaires et homogènes admettent

des solutions où les inconnues ne sont pas toutes nulles. On

pourra faire différentes hypothèses sur l’ordre du déterminant

principal de ces équations, ce qui conduira à différentes classes

d’intégrales.
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Il est plus commode de procéder comme il suit : le sys-

tème (4) peut s’écrire sous la forme(5)

V = 0,

w
Si l’on suppose que les ^ ne sont pas tous nuis, la seconde

équation montre que les a ne sont pas des fonctions indépen-

dantes, puisqu’il existe une relation entre leurs différentielles

totales. Si, en effet, les a étaient des fonctions indépendantes, on

pourrait faire un changement de variables dans lequel les a

deviendraient des variables indépendantes, et les da, étant alors

complètement arbitraires, ne pourraient vérifier aucune relation.

11 y a donc des relations entre les a. Pour prendre tout de

suite le cas général, supposons qu’il y en ait k qui soient dis-

tinctes :

(6) .
'f'i (0| 5 • • • » Oin-/U+l) = 0 , ..., 5 . . ,

= 9.

On aura, entre les da, les k relations linéaires et homogènes

Sji, Sipi

~da, -1 = 0

,

— do,
do,

da„_i,,^t= 0 ,

et il ne devra pas y en avoir d’autres, puisque, parmi les da, il

doit en rester m — fx -h i — k complètement arbitraires.

L’équation da= 0 devra donc en être une combinaison

linéaire, ce qui donne

II X, —
Do,

' • +“ At— 9

c>a,

DV S^i

1 30»l_yut+|

• A*

les ^ étant dé nouvelles inconnues auxiliaires.



Nous aurons ainsi m — u -t- 2 ^ inconnues, z, a,, ...

salisfaisanl aux m— p -+- 2 -4- /: équations (6),

(7) et V= 0.

En éliminant les a et les X, on aura l'équation donnant z et

cette intégrale dépendra des fonctions <}> que l’on peut se donner

arbitrairement.

En outre, on peut faire successivement

A’ 1 2 , . . • ,
wi — pt -t- i

,

ce qui donnera m — fx 1 séries d’intégrales. La dernière série

s’obtenant en établissant entre les a, m — u + 1 relations,

redonne les intégrales complètes d’où l’on est parti, puisque

les a sont alors des constantes.

32. Solution du problème de Cauchy au moyen d’une inté-

grale complète.

Une solution du système 8 est, comme nous venons de le voir,

parfaitement déterminée quand on connaît les relations

'f'i
= 0, ..., it = 0

qui lui correspondent.

Nous devons alors nous proposer de chercher quelles fonc-

tions il faut prendre pour obtenir l’intégrale, dont l’existence

est démontrée par le théorème de Cauchy généralisé, et qui,

en oc?,..., se réduit à 6(x^^,, ...,x„).

Si z et les fonctions a sont déterminées par le procédé précé-

demment indiqué, les a, z et ses dérivées ,..., vérifient

les équations (3) équivalentes aux équations (4).

Dans ces équations (3), faisons x^ =xj, ..., x^ = x^ et

remarquons que z,/)^^,, ...,p« se réduisent à
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la première et les m — [j. dernières deviendront des relations

entre x„, et les valeurs initiales «j, des a.

Si, entre ces m— fx-i- 1 relations, on élimine les m— fx variables

on obtiendra, au moins, une relation entre les a.

Supposons qu’on en obtienne k :

'f'I J
• • • > /i+l) 0 , • •• , , ••• , '*m—/It+ l) 0-

Réciproquement, si, entre les valeurs initiales des a, existent

ces A- relations, l’intégrale z qui correspond à ces fonctions a se

réduit bien à 6 en xJ, ..., .

On vérifie immédiatement ces relations entre les a en assujet-

tissant les fonctions a à vérifier les équations

» •• • » /»+»)
— Oj •••) •••» ®™-u+i) — 0*

d’où cette règle :

Pour trouver Vintégrale qui a pour fonction initiale

0(x^+,, x«), on remplace x„ ...

,

x^, z, p^^.„ ..., p„ respecti-

vement par x“, ..., X®
, ô, dans les équations

DV DV DV DV

on élimine x^^i^.,, ..., x^ et on obtient des relations

Enfin, on élimine a|, ..., a„_^^,, ..., ^* entre les équations

V==0, i/z, = 0, ..., ^*= 0,

DV _ 3^,

3a, 3a, 3a,

3V

fA+l

A, 4- ••• -t- X*
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et on obtient une équation de la forme

ü(x,, x„, z) = 0

qui, résolue, donne l’intégrale cherchée.

Nous pouvons maintenant énoncer celle proposition, qui esl

fondamentale :

L'intégration d’un système canonique peut être considérée

comme terminée dès que l’on en connaît une intégrale complète,

en entendant par là qu’à partir de ce moment il n’y aura plus

à effectuer aucune intégration pour achever le problème.

33. Remarque sur la transformation qui fait disparaître ta

fonction inconnue, — Nous avons vu (§ 23) que la solution du

problème de Cauchy pour le système 8 résultait immédiate-

ment de la solution du même problème pour le système 8'.

Supposons qu’on connaisse une intégrale complète de 8';

d’après le paragraphe précédent, on saura traiter le problème de

Cauchy pour 8' et, par suite, pour 8, de sorte que :

L’intégration du système 8 où figure l’inconnue z peut être

considérée comme terminée dès que l’on connaît une intégrale

complète du système transformé 8'.

Méthode de Jacobi et Mayer,

34. Théorèmes préliminaires.

L’intégration d’un système non linéaire étant terminée dés

qu’on en connaît une intégrale complète, la recherche d’une

telle intégrale doit être le problème que nous devons nécessai-

rement nous poser.

Keprenons le système canonique 8 :

fl (^1 5 • • • > l ^ ) Pfl+l 5
• • l Pm) 1

fi(Xi, .. ., ,
Z, P/JL^I f ... , Pm) y

/)t(X( , .. . , ,
Z, Pn+i , • Pm) î
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ajoii(ons-lui une équation complémentaire

E^+l • • • P/Jt+ I = /]u+ l(^! > ••• J ^ J
• •• > Pm)

et écrivons que le système 8| ainsi obtenu est canonique.

Il nous faut, pour cela, écrire que les équations du second

ordre permettent de calculer toutes les dérivées

et ne permettent de calculer aucune autre dérivée.

Les équations du second ordre fournies par les équations 8

permettent déjà de calculer toutes les dérivées

et ne permettent de calculer rien de plus.

Enfin, les dérivées de l’équation complémentaire pat-

rapport aux variables donneront les dérivées

et, à ce moment, nous aurons toutes les dérivées secondes que

nous devons obtenir. Les seules équations pouvant donner

d’autres dérivées ne peuvent donc être que

••• >

DE
Or l’équation = 0 est résolue par rapport à une déri-

vée déjà obtenue au moyen de l’équation

(p,-/;) = o.
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Il faudra égaler ces deux dérivées pour obtenir l’équation

d’intégrabililé correspondante. Le calcul est analogue à celui qui

a été fait au § H ; la seule différence provient de la présence

de dans les équations 8, mais l’équation d’inlégrabilité se

met toujours sous la forme

[p.— /’/x+i]=o.

On aura ainsi les p équations

[Pi AuP/*+l //*+«] •••> [P/* /)i > P/at+t //*+•] 0,

qui doivent se réduire à des identités en vertu des équations

de

En y remplaçant alors, après les avoir développées, pj,

Pu» P/i+i> respectivement par

A (^<1 •••> ^ » ffl+tt P,«+2> •••« Pm) >

f/JL (^l> •••
5 A“+>’ P,'^+*’ '«Pm)»

* • • • > 1 • • • • » Pm) »

elles constitueront un système linéaire et du premier ordre

à l’inconnue A*+i. et aux variables indépendantes x„, z,

P/ji+it “’i P»>f système qui constitue la condition nécessaire et

suffisante pour que 8t soit canonique et qu'on aurait pu obtenir

immédiatement au moyen du théorème général du § 14.

Nous allons maintenant montrer que tel qu’il est obtenu,

est canonique.

Nous remarquerons que, d’après la forme même de zj , ses

équations sont résolues par rapport aux dérivées

> — t • • • » f

3X, DXj 3X^

de sorte qu’on aura démontré qu’il est canonique si l’on arrive
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à prouver qu’il admet une intégrale se réduisant, en x’,

à une fonction

une fonction de dépendant en outre de m — ;»

constantes arbitraires, de telle façon que

soient des fonctions distinctes de a^,

,

a„_^.

Soit 1 l'intégrale de S correspondant à cette fonction initiale.

On aura, pour cette intégrale,

D1> 54»

Z= 4>(X| I • ..> (i|
, ..

. , p^ = -— I • • • > = -

Dx, Dx„

et l’on sait d’avance qu’elle vérifie les équations S quelles que

soient les valeurs des a.

Remarquons que O, i considérées comme fonc-

tions des a, sont distinctes, car leur déterminant fonctionnel se

réduit, en x®, ..., x^, à celui des fonctions

qui, par hypothèse, n’est pas nul.

Des équations

U(x^^l, ..., X„,, Z, Pfx+tt •••> Pm)

3x„,

Pm

on pourra donc tirer les a, et en portant dans



on obtiendra une équation

1(^1» • • • 1 2 > P/it+i ) •••) Pm)

qui sera encore identiquement vérifiée par I, quelles que soient

les valeurs des a.

Ainsi celte intégrale I vérifie le système

Pi— fa •••> Pu — fia Pfi'+i
—

'l'f

et ce système, qui est compatible, est certainement canonique,

car s’il ne l’était pas, il conduirait à des relations de la forme

F{x,, x,„, z,Pij.+i, ...,pj = 0,

qui seraient encore vérifiées par I, ce qui voudrait dire que

considérées comme fonctions des n,ne seraient

pas distinctes.

La fonction ^ est donc une intégrale de 2^

.

On obtient en éliminant a,, a„_^ entre

Z —
, Pii+,

3<l>

Jx/*+'

D4>

On aura donc la valeur de A» en x^, ..., en éliminant les a

entre

Z ?>

et cette élimination conduira à

Pll+i U [X/jLa J • • • »
Z, Pfi.^t J

•• • » Pm)

SI I on a

Dx
= b lXjm^. 1 ,

x„, f,
—

/*+•
3X

3y\
» • •• » I ,

'ixj

équation du premier ordre en ç>, qui, d’après le théorème de

Cauchy, admet des intégrales dépendant d’autant de constantes
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arbitraires que l’on veut. Par exemple, en prenant pour <p l’in-

tégrale qui en se réduit à

a, •+• H — xi),

on aura sûrement une intégrale cp satisfaisant aux conditions qui

ont été imposées au début.

Le système S, possédant une intégrale ayant la fonction

initiale U, est donc canonique.

35. Méthode de Jacobi et Mayer.

Au système S, ajoutons l’équation complémentaire

Py +i — fy-\-i •

Nous aurons, pour déterminer un système qui est

linéaire, canonique et formé de y. équations à 2m— y. variables.

On sera donc ramené à un système de 2m — 2fx -t- 1 équa-

tions différentielles ordinaires.

D’après le théorème de Mayer (§§ 28 et 29), la connaissance

d’une intégrale <I),
— C| de ce système fournira, en général, une

intégrale fy+t de 51, et cette intégrale contiendra la constante a,.

Au système 8,, ainsi obtenu, on appliquera le même procédé

et on arrivera à un nouveau système d’équations différentielles

ordinaires «Jj dont il suffira, en général, de chercher une seule

intégrale.

En passant de 8 à S, le nombre y. a augmenté d’une unité,

de sorte que le nombre des équations du système <x, qui était

2m — 2pt -h 1, a diminué de deux unités et cela se présentera

chaque fois qu’on passera d’un système au suivant. Cela tient,

en réalité, à ce que chaque fois qu’on passe d’un système 2 au

suivant on a une équation de plus et une variable indépendante

de moins.

Après avoir appliqué m — u fois ce procédé, on arrive à un

système 8„_^ de la forme

Pï"^^ fit •••> Pm = /w>
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dont les seconds membres contiennent m — p. constantes arbi-

traires et dont toute intégrale vérifie 8 quelles que soient ces

constantes.

L’intégration de 8„_*i se ramène à celle d’une équation diffé-

rentielle ordinaire, ce qui introduira encore une nouvelle con-

stante arbitraire, et finalement nous obtiendrons l’équation

V(X,
, . .

. , ,
Z, O) , . . Ooi-yti+l) 0

,

donnant, pour S, une intégrale dépendant de >« — p f con-

stantes arbitraires.

Pour montrer qu’on obtient ainsi une véritable intégrale com-

plète, il faut montrer que, par l’élimination de ces constantes, on

retrouve les équations S et rien qu’elles, c’est-à-dire que cette

intégrale ne peut vérifier, quelles que soient les constantes a,

aucune équation distincte des équations 8.

Une telle équation se ramènerait, en effet, à la forme

F(i|
, . . = 0

,

de sorte qu’on ne pourrait pas se donner arbitrairement les

valeurs de x, , z

,

p^,, ..., Ceci est manifestement

faux, car en se donnant à l’avance des valeurs de ces quantités,

les équations

Pft+i — t/M-l > ••'•> fm, V = 0

déterminent forcément les valeurs correspondantes des a, puis-

que la première ne contient que Oj, que la seconde ne contient

que «1 et Oj, .. ., l’avant-dernière ne contient que a^,a^, a„_^

et la dernière contient a^,a^, a„_^,

Ainsi la méthode de Jacobi et Mayer fournit sûrement une

intégrale complète en effectuant des opérations successives qui,

en général, sont d’ordres

2m — 2^a H- 1 ,
2m — 2/4 — I

,
. • . , 5,3,1.

Dans la pratique, on prend toujours les équations complé-
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meniaires sous forme non résolue. Par exemple, pour la pre-

mière on prendra

X.,, 2, pj = a,,

a, étant une constante arbitraire. On considérera les équations

— A» fl] = 9, [p/i — =

et, après les avoir développées, on y remplacera p, , ..., p^ res-

pectivement par fl, ce qui donnera, pour déterminer tp,,

un système linéaire et homogène où 4*1 n’entrera que par ses

dérivées. Ce système n’étant autre que i], dans lequel on aurait

effectué la transformation qui fait disparaître l’inconnue, sera

forcément jacobien. 11 suffira d’en connaître une intégrale con-

tenant, au moins, l’une des dérivées ..., on résoudra

alors l’équation 4", — «( = 0 par rapport à cette dérivée et l’on

continuera à appliquer la méthode de la même façon.

36. Cas où l’inconnue ne figure pas dans le système.

Le premier système jacobien à intégrer est

[Pi A>fi] = 9, ..., [p/i i/i,] = 0;

Z ne figure pas dans ses coefficients, de sorte que si l’on ajoute

l’équation

on aura de nouvelles équations d’intégrabilité qui seront linéaires

et homogènes par rapport à des dérivées secondes prises toutes

une fois, au moins, par rapport à z, c’est-à-dire se réduiront

à des identités en vertu de l’équation

^2

Ce nouveau système admet des intégrales pour lesquelles on
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peut se donner arbilrairenieni les fonctions de
, . .

. , ,

P/z+M •••> Pm auxquelles elles se réduisent en xJ, .... et ces

intégrales ne dépendent pas de z. Comme elles vérifient le sys-

tème qu'on obtient en supprimant ^ dans c’est-à-dire le

système

(p« Au'f'i) = o, =

on peut affirmer que ce dernier est jacobien.

En en prenant une intégrale dépendant d’une constante arbi-

traire absolue, e’est-à-dire ne dépendant pas de z, on aura une

équation d’ordre 2»j — 2p.

8i étant encore composé d’équations où z ne figure pas, on

pourra lui appliquer le même raisonnement. Les ordres des

opérations successives seront tous diminués d’une unité, car

dans chaque système dont il s’agira de chercher une intégrale,

il y aura une variable en moins z.

Finalement on arrivera au système 8„_a dont l’intégration se

ramènera à celle d’une équation différentielle ordinaire où z ne

figurera pas, c’esl-à dire à une quadrature. En résumé :

Dans le cas des systèmes où z ne figure pas, la méthode de

Jacobi et Mayer conduit sûrement à une intégrale complète en

effectuant des opérations successives gui, en général, sont d’ordres

-Im — 2/t, 2m — 2p — 2, ..., 4,2,1.

On pourrait ramener le cas général à ce cas particulier en sc

servant de ce qui a été dit aux §§ 23 et 33.

Le système canonique 8 de p équations à m variables et où

l’inconnue z figure, se ramène à un système 8' de p équations

à m H- i variables où l’ineonnue ne figure pas.

La reeherche d’une intégrale complète de 8' exigera donc des

opérations d’ordres

2m — 2p -+- 2, 2m — 2/4, ..., 4,2,1,

et alors on saura intégrer 8. On voit que ces opérations sont

d’ordres plus élevés que celles exigées par la méthode directe

(§ 33). Cela tient à ce que, pour intégrer 8, il n’est pas néces-
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saire de savoir inlégrer complètement 8' (§ 23), de sorte qu’en

passant par 8, et l’intégrant complètement, nous devons, à priori,

faire un certain nombre d’opérations inutiles pour l’intégration

de 8, ce qui nous conduit à cette conclusion :

8' étant le système 8 dans lequel on a fait disparaître la fonc-

tion inconnue, l’intégration de 8 et celle de par la méthode

de Jacobi et Mayer, ne sont pas deux problèmes équivalents : les

opérations exigées par le second sont d’ordres plus élevés que celles

exigées par le premier.

Méthode de Lie.

37. Comme la précédente, cette méthode a pour but la

recherche d’une intégrale complète. Elle repose essentiellement

sur le théorème fondamental du § 19.

Soit R la réduite du système 8. C’est une équation à w — p.

-+- 1 variables. Si l’on en connaît une intégrale complète, c’est-à-

dire dépendant de m — 1 constantes arbitraires, on saura

l’intégrer par des calculs algébriques et il en résultera l’intégra-

tion de 8 par des calculs algébriques, puisque cette intégration

n’est qu’un cas particulier du problème de Cauchy relatif à R,

En prenant au hasard une fonction initiale contenant m — p
-H 1 constantes arbitraires, on aura, d’une infinité de façons,

une intégrale complète de 8.

Partons de R et adjoignons-lui une équation auxiliaire = a^

comme on l’a fait dans la méthode de Jacobi et Mayer; la fonc-

tion
«J','

devra vérifier l’équation linéaire et homogène

et la recherche d’une (elle fonction sera une opération d’ordre

2»i — 2p -I- 1

.

R et 4'i
= 0| constituent un nouveau système 8', de deux équa-

tions à m — P -I- 1 variables et qui, en outre, contient la con-

stante arbitraire Oj. Si l'on connaît une intégrale complète de 81,

c’est-à dire une intégrale contenant (ni — p -i- 1) — 2 1 ou

m — P constantes arbitraires, ce sera une intégrale complète

6
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de R, puisqu’elle vérifie celte équation et contient, en outre des

précédentes, la constante a,

.

Un raisonnement analogue à celui qui a été fait dans des cir-

constances semblables à propos de la méthode de Jacobi et

IMayer montrera encore que l’on obtiendra une véritable inté-

grale complète de R.

On est donc ramené à chercher une intégrale complète de 8i.

On lui appliquera les mêmes raisonnements qu’à 8 et on sera

ramené à effectuer une opération d’ordre 2m — 2u — i, puis

à chercher une intégrale complète d’un système 8Î de deux

équations à m — « variables.

En continuant ainsi, on sera ramené, par des opérations suc-

cessives d’ordres

2»j — 1 , 2w — '2/u. — 1, 5,3,

à chercher une intégrale complète de 8'„_^x composée de deux

équations à deux variables. On en prendra la réduite R„_^ qui

est une équation différentielle ordinaire dont l’intégrale générale

qui dépend d’une constante arbitraire jouera le rôle d’intégrale

complète et fournira par des calculs algébriques et d’une infi-

nité de façons une intégrale complète de 8l,_/t.

En résumé, la méthode de Lie exige des opérations succes-

sives d’ordres

'2m — 2/tc 1 , 2m — 2^— 1 ,
. .

. , 5, 3, d

.

Dans le cas où le système 8 ne contient pas z
,
en s’assujet-

tissant à prendre toujours des équations complémentaires où z

ne figure pas, on a la même réduction que dans la méthode de

Jacobi et Mayer; les opérations successives sont alors d’ordres

2m — 2^, 2m — 2/tt— 2, 4. 2, 1,

la dernière étant une quadrature.

Ainsi, comme ordres d’opérations, la méthode de Lie est iden-

tique à celle de Jacobi et Mayer.
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INTRODUCTION

Le genre Thalictrum a fait l’objet d’un certain nombre de

travaux, tant au point de vue de l’anatomie qu’à celui de la sys-

tématique.

En 1861, M. C.-V. Gernet (') a étudié la structure de la tige

et de la racine du Thalictrum flavum. Il a cru reconnaitre dans

le groupement et dans la composition des faisceaux de la tige

une certaine analogie avec les monocotylées. Dans la racine, au

contraire, il a retrouvé le type général de l’organisation des dico-

tylées. L’auteur n’a étudié que des individus d’âge et de taille

moyens, principalement des rhizomes.

La structure si spéciale des racines de Thalictrum a été élu-

cidée par M. C.-Eg. Bertrand dans sa Théorie du Faisceau (2).

M. L. Olivier (") est revenu sur ce point et a indiqué quelques

(') Xylologische Studivn : Ueber die StructiirverhàUnisse des Slengels von

Thalictrum flavum. (Bulletin ne la Société des naturalistes de Moscou,

l. XXIV', 1'^' partie, pp. 452-452, 1861.)

(’) Bulletin scientifique du département du \ord, 2' série, 5' année (1880),

n”» 2, 3 et 4.

(’) Recherches sur l'appareil tégunienlaire des racines. (Ann. sc. nat.,

6' série, t. XI, 1881.)



particularités que présente la racine chez les Renonculacées.

M. J. Costaniin (') a comparé la structure de la tige souter-

raine du T. minus à celle de la tige aérienne de la même plante.

En 1884, M. Albert Meyer (^) a fait des observations histolo-

giques dans la racine et la lige adultes du Thaliclrxim minus.

En 1885, M. Paul Marié (®) a analysé les sections du genre

Thalicirum en examinant le plus grand nombre d’espèces qu’il

lui a été possible d’obtenir. Dans chaque plante, il a décrit la

structure des organes suivants : racine, rhizome, tige aérienne,

pédicelle floral, pétiole, limbe. Toutefois, dans ce travail, comme

dans les deux précédents, les descriptions ont été faites d'après

quelques coupes seulement : l’ensemble de l’organisation a été

négligé.

La même année, M. J.-L. Lecoyer (^),dans une monograpbie

du genre Thalictrum, s’est occupé principalement des poils et

des akènes au point de vue de la détermination spécifique. On

trouve cependant dans ce mémoire quelques renseignements

organographiques.

M. G. Bonnier (*) a exposé quelques considérations sur le

(*) Étude comparée des liges aériennes et souterraines des hicotytédones.

(Ans. SC. nat., 6' série, t. XVI, 1885.)

(’) Beitràge zur vergleicitendcn Anatomie dcr Hanunculaceen. (Inaugural-

Dissertation zur Erlangung der Üoclorwürde, voii A. Mever.) Marburg, Uni-

versilals-Buchdruckerci (R. h’riedricb;, 1884.

(^) Recherches sur la structure des Renonculacées. (Ax.v. sc. nat., 6' série.

Botanique, t. XX, I885.y

(*J
.Monographie du genre Thaliclruni- (Bulletin de la Société roiale

DE botanique de Belgique, l. XXI\ , pp. 78-5i(i, 188b.)

(') Observations sur les Renonculacées de la flore de France, dans la Revue

GÉNÉRALE DE BOTANIQUE, t. 1, Il”‘ 0 Cl SUiV., 1889.
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développement sympodique du rhizome chez les Thulictrum de

France, sur la germination de leurs graines, ainsi que sur cer-

taines particularités de la structure de leurs racines et de leurs

tiges.

Le présent travail consiste en une étude du genre Thalictrum

au point de vue de l’anatomie générale, de façon à compléter les

données déjà acquises, il est destiné à faire suite aux recherches

de M. Nihoul sur le Ranunculus arvensis (') et à celles de

M. Lenfant sur les Delphinium (*).

Le genre Thalictrum, très homogène, semble réaliser, dans

ses représentants, le maximum de complication anatomique de

la famille des Kenoneulacées. Le Thalictrum flavum L.
,
plante

indigène, a été choisi comme type.

L’étude de l’embryon et des organes végétatifs a été faite aussi

complètement et aussi consciencieusement que possible, en appli-

quant les méthodes les plus modernes et les plus précises.

Les variations étendues que présente la structure du type qui

fait l’objet de ce mémoire ont nécessité la description de nom-

breuses régions anatomiques. L’exposé analytique s’est ainsi

trouvé fort étendu. Aussi j’ai cru devoir apporter un soin tout

spécial au résumé final. Le lecteur y trouvera une synthèse aussi

complète et aussi concise que possible.

.Mes recherches ont été faites au laboratoire de l’Institut bota-

(’) Contribution à Vétude anatomique des Henonculacées : Ranunculus

arvensis. (Mémoires in-4“ publiés par IWcadéniie royale des sciences de

Belgique, t. LU, 1891.)

(’) Contribution à l’anatomie des Renonculacées ; le genre Delphinium,

dans les Mémoires de la Société royale des scie.nces de Liège, série,

l. XIX, 1897.
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CONTRIBUTION

L’ANATOMll^ DES RENONCE LACÉES

THALICTRUM FLÂVIJM L.

CHAPITRE PREMIER.

EMBRYON DANS LA GRAINE.

C.\RACTKKES EXTÉRIELRS.

Le fruit du Thalictrum flatum est un akène légèrement

comprimé latéralement et marqué de côtes sur ses deux faces,

il est terminé par un bec stylaire bien visible. Dans l'angle

supérieur pointu de l’akène, au milieu d’un albumen abondant

et dur, se trouve un embryon droit, extrêmement petit (0‘”“,4 de

longueur sur 0“'",2 de largeur).

Coupes trausversales.

.A. Milieu de l’axe liypocolylé (fig. 1).

On y trouve de l’extérieur vers l’intérieur :

1. L’épiderme (Ep.), formé de cellules assez allongées dans le

sens radial, limité extérieurement par une cuticule très mince.

2. Le parenchyme cortical, constitué par o-7 assises de cellules



méaliques, à l’exception des deux couches profondes. L’assise

extérieure est formée de cellules un peu plus petites, presque

isodiamétriques. Les suivantes diminuent de largeur à mesure

qu’on se rapproche du centre.

L’assise la plus profonde (End.) est un endoderme dont les

éléments sont dans une alternance parfaite avec ceux qui leur

sont immédiatement sous-jacents. Cet endoderme ne présente

pas encore de plissements sur les parois radiales.

5. Le cylindre central, délimité par un péricycle assez net;

celui-ci est une assise de cellules un peu plus grandes que les

autres, alternant avec les éléments voisins. Le reste du massif

est constitué par des éléments procambiaux.

Le diamètre du cylindre, qui comprend une dizaine de cellules,

équivaut à peu prés au tiers du diamètre total de la section.

B. Région d’insertion des cotylédons.

Une coupe pratiquée à la base du nœud cotylédonaire (Hg. 2)

montre la même structure avec les différences suivantes :

1® Le parenchyme cortical est moins épais et constitué par

4-0 assises de cellules;

2® Le cylindre central s’est élargi; deux cordons proeambiaux

s’en détachent, l’un en avant, l’autre en arrière. Ce sont les

faisceaux cotylédonaires, situés dans le plan principal de symé-

trie, à égale distance du centre et des bords de la coupe.

Au niveau de leur sortie dans les cotylédons (fig. 3), les deux

faisceaux procambiaux ne sont plus séparés de l’épiderme que

par 1-2 assises de cellules. Entre les deux cotylédons, on aperçoit

des cellules polygonales, sans méats, qui appartiennent au méris-

tème primitif générateur de la tige principale.

Plus haut encore, la section transversale, pratiquée vers le

milieu des cotylédons (fig. 4), montre à peine les faisceaux coty-

lédonaires faiblement indiqués.



Coupe long^itudinale.

La coupe longiludinale de l’embryon, suivant son plan de

symétrie principal, résume et complète ce qu’on vient d’observer

sur les coupes transversales. On y retrouve (fig. S) ;

A. Milieu de l'axe hijpocolijlé.

I® L'épiderme;

2" Le parenchijme cortical dont les couches sont formées de

cellules de plus en plus étroites à mesure qu’elles sont plus

profondes;

3® Le cplindre central, formé d’éléments très étroits, allongés

dans le sens de l’axe.

B. liéçjion d'insertion des cotylédons.

Dans celte région, on voit insérés obliquement, sur le cylindre

central de l’axe hypocotylé, les deux faisceaux qui sortent dans

les cotylédons où ils sont peu manpiés et ne s’y prolongent que

jusque vers le milieu.

Le méristème primitif avec ses cellules polyédriques, isodia-

métriques, occupe le sommet de Taxe hypocotylé. Il est recou-

vert par le dermatogène qui est en continuité directe avec

l'épiderme des cotylédons.

C. Réyion inférieure de l’axe hypocotylé.

1® La coi/fe est formée par des cloisonnements tangenliels de

l’épiderme. A l’extrémité se trouvent des traces du suspenseur.

2" Le parenchyme cortical est engendré par deux cellules

initiales qui se comportent différemment. L’extérieure donne

naissance à une seule assise de cellules située sous l’épiderme.

L’intérieure donne tiaissance, par des cloisonnements tangen-

liels, à 4 ou 5 assises cellulaires.

5® Le cylindre central est terminé inférieurement par quel(|iies

cellules initiales, destinées à engendrer plus lard le faisceau de

la racine principale.
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CHAPITHE 11.

DÉVELOPPE.MENT DE L APPAREIL VÉGÉT.ATIF.

Ce développement a été étudié à cinq stades depuis le début

de la germination jusqu’à la lin de la deuxième année.

STADE I.

CARACTÈHES EXTÉRIEURS.

Début de la germination; la portion de la radicule sortie de

la graine mesure 2 millimètres de longueur.

STRLCTLRE.

C'oupes trausYersale».

A. Milieu de l’axe hupocotylé (lig. 6).

DifTèrc peu du niveau correspondant dans rembryon.

Le cylindre central s’est agrandi et ses cellules se sont sub-

divisées de façon à devenir prés de trois fois plus nombreuses.

De plus, aux extrémités du diamètre perpendiculaire au plan de

symétrie, on observe quelques éléments dilTérenciés marquant

les deux pôles libériens (L*).

li. Région d’insertion des cotylédons.

La coupe pratiquée à la base du nœud cotylédonaire (fig. 7)

montre, outre les deux pôles libériens comme ci-dessus, deux

pôles ligneux, l’un antérieur, l’autre postérieur, marqués l’un

et l’autre par une trachée séparée de l’endoderme par deux rangs

de cellules péricyeliques. La dillérenciation de ces trachées se
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!'aisaii( de liaut en bas, elles ne sont pas encore visibles sur la

coupe pratiquée au milieu de Taxe bypocotylé. Dans la figure 7,

les deux pôles ligneux de l’axe bypocotylé sont désignés par t. R.,

parce qu’ils sont aussi les deux pôles de la racine principale qui

se développera par la suite.

A un niveau un peu plus élevé (fig. 8), les trachées t. R. sont

en contact avec les trachées t. C., qui sont les trachées polaires

des faisceaux cotylédonaires.

Un peu plus Itaut encore (fig. 9), les trachées t. U. existent

séides. Elles se prolongent dans la nervure médiane de chaque

cotylédon, comme on le voit dans la figure 10.

Coupe longitudinale.

La coupe longitudinale représentée par la figure i I est pra-

tiquée dans une plantulc arrivée à un stade intermédiaire au

stade 1 et au stade 11, au moment où chaque pôle ligneux de

Taxe bypocotylé possède trois trachées dilférenciées en direction

centripète (i.2.3. et 5.2.1.). ün voit nettement le contact entre

CCS trachées et les trachées polaires centrifuges des faisceaux

cotylédonaires (5.2. 1. et 1.2.5.). On lemarqiiera en outre que

les trachées effectuant le contact sont courtes et à spires serrées.
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STAÜK 11.

( AKACTÉHES EXTÉIIIEIUS.

Les cotylédons dégagés du péricarpe sont épigés et étalés,

mais aucune trace de feuille n’est visible à l’œil nu. Il existe

cependant déjà quelques petites feuilles qui, avec le sommet végé-

tatif, sont cachées par les pétioles cotylédonaires très allongés

(1 centimètre environ) (lig. 12).

L’axe hypocotylé (A. h.), reconnaissable à sa surface lisse

(formée par l’épiderme), a une longueur de 2 à 3 centimètres

et une épaisseur de environ en son milieu.

La racine principale ( R. p.), dont la surface est terne (consti-

tuée par l’assise pilifère), est environ de moitié plus courte que

l'axe hy pocoty lé. Il n'y a pas encore de radicelles. Nous désigne-

rons, avec iM. Nihoul ('), sous le nom de « collet superficiel »

le niveau où la surface change d’aspect (voir col. sup. dans la

figure 12).

STIU’CTl RE.

Coupes transversales.

A. Milieu de l’axe hypocotule.

1° L’épiderme porte des poils glanduleux peu abondants

(lig. 13).

2“ Le parenchyme cortical méatique comprend 6-7 assises

circulaires de cellules arrondies. L’endoderme est reconnaissable

à de légers plissements sur les cloisons radiales. V^u de face, cet

endoderme montre ses cellules allongées, étroites et nettement

plissées (lig. 14),

3° Le cylindre central (fig. 1 3) est un faisceau bipolaire arrivé

au stade primaire dont les pôles ligneux se trouvent dans le plan

principal de symétrie de la plantule. Les pôles ligneux cunéi-

formes se composent de dix à douze trachées. La partie centrale

du faisceau non différenciée est formée d'une dizaine de cellules

à parois minces, sans méats. A droite et à gauche, on trouve.

('j Loc. cit., p. 15 des tirés à part.
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nliernant avec les pôles ligneux, deux massifs libériens déjà bien

développés. Pas de zones cambiales.

B. Région d'insertion des cotylédons et de la tige principale.

Dans la région supérieure de l’axe hypocolylé, à la base du

nœud coiylédonaire, on remarque que le cylindre central est

beaucoup plus important. Son diamètre s’allonge perpendiculai-

rement au plan principal de symétrie, les deux massifs libériens

étant ici beaucoup plus développés. Le bois centripète forme

une lame médiane continue (/'/'), constituée par une dizaine de

trachées séparées par des cellules non différenciées, à parois

minces. A droite et à gauche de cette lame bipolaire de bois

centripète, existe un large faisceau à bois centrifuge, vaguement

divisé en trois lobes (fig. 16).

A un niveau un peu supérieur, les deux pôles ligneux centri-

pètes écrasés se retrouvent difficilement, mais les faisceaux

à bois centrifuge sont parfaitement distincts et circonscrivent

une moelle véritable (fig. 17). Les faisceaux à bois centrifuge

sont les quatre faisceaux cotylédonaires (qui doivent s’unir plus

haut deux à deux), le faisceau médian de la feuille ' (M*) et le

faisceau médian de la feuille ^ Voyez ligures 16 et 17.

A un niveau un peu supérieur encore, on assiste à la sortie

des faisceaux cotylédonaires qui entraînent avec eux les pôles

ligneux centripètes (lig. 18). Une moelle assez large existe au

centre de l’organe, et autour de cette moelle se distinguent

six faisceaux libéro-ligneux dont deux (iM' et M*) avec trachées

différenciées. Ce sont les faisceaux médians de la feuille * et de

la feuille 2. En outre, il y a quatre faisceaux réparateurs A,B, G, D,

au stade du procambium, moins accentué (|ue dans le Raiiun-

ciiius arvensis.

Une coupe pratiquée dans le bourgeon terminal (fig. 19)

montre :

i“ Une gaine constituée par la concrescence des pétioles coty-

lédonaires. On y remarque les deux faisceaux qui se rendent l’un

dans le cotylédon antérieur, l’autre dans le cotylédon postérieur;

'2“ La feuille ' et la feuille l’une à droite et l’autre à gauche,

sensiblement opposées, possédant chacune trois faisceaux dont
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un médian el deux latéraux. Mais, tandis (]uc les trois faisceaux

de la feuille ' possèdent déjà des tracliécs différenciées, le médian

seul dans la feuille ^ est arrivé au stailc de différenciation libéro-

ligneuse, les deux latéraux étant encore au stade procambial;

5” La section de la tige montrant l’ébauche de la feuille ^ et

de la feuille L

C. Racine principale.

Une coupe transversale pratiquée dans la racine principale, un

peu au-dessous du collet superficiel, montre :

l® L’assise pilifére dont il ne subsiste que des traces;

2® Le parenchyme cortical à cellules disposées en files radiales

se terminant vers l’intérieur par l’endoderme. L’assise externe

du parenchyme cortical (sous-pilifére) est constituée par de

grandes cellules à parois plus épaissies et beaucoup plus résis-

tantes que celles des autres assises qui se chiffonnent avec la

plus grande facilité;

5® Le faisceau limité par nn péricycle très net formé par une

seule assise de grand» s cellules. Les deux massifs ligneux cunéi-

formes se développent en direction centripète. Ils présentent de

petits éléments vers l’extérieur et des cellules centrales de grand

diamètre non différenciées. Deux massifs libériens alternent avec

les pôles ligneux; on y reconnaît facilemettt les cellules grilla-

gées. Aucune zone cambiale n’est encore visible (fig. 20).

Les coupes successives prouvent que le faisceau bipolaire

qui parcourt la racine principale dans toute son étendue n’csl

que le prolongement de celui que l’on observe dans l’axe hypo-

coiylé.

Coapc longitudinale.

N'ers le milieu de l’axe hypocotylé, une coupe longitudinale

pratiquée suivant le plan de symétrie (fig. 21) montre que

chaque pôle ligneux est occupé par une trachée spiro-annelée

très étroite et très étirée. En dedans, de chaque côté, se trouvent

deux trachées spiralées plus larges et très longues. Les trachées

suivantes sont encore plus larges, plus courtes et à spiriculcs

très serrées.
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STADE III.

CARACTÈRES EXTÉRIEURS.

Trois petites feuilles sont visibles et deux autres sont encore

cachées. Ces feuilles présentent (|uelques particularités de forme

et de structure que nous ferons connaître plus loin.

Les cotylédons ont atteint leur maximum de développement

et nous saisirons cette occasion pour faire connaître leur struc-

ture.

L’axe liy[)ocot)lé s’est notablement épaissi (2 millimètres envi-

ron de diamètre) ; sa surface, lisse au stade précédent, est main-

tenant fortement ridée transversalement (lig. 22 et 23).

La racine principale, également fort épaissie, présente une

surface terne, brunâtre, marquée dans sa portion voisine du

collet superficiel, de quelques plis à peine indiqués. Elle porte

de nombreuses radicelles disposées alternativement à droite et

à gauebe, sur toute sa longueur.

.STRUCTURE DE l’aXE IIYPOCOTYLÉ.

A. Milieu de l’axe Injpocohjlé (fig. 24).

On rencontre une structure assez différente de celle qu’on y

a observée au stade précédent :

1“ L’épiderme.

2® Le parenchyme cortical, dont la majeure partie est détruite,

présente trois assises seulement de cellules ayant conservé leur

vitalité; ce sont ; les assises sous-épidermique, sus-endodermique

et endodermique. Les 4-o assises intermédiaires sont mortes et

ont été déchirées irrégulièrement. Une coupe longitudinale

radiale (figure 25, à comparer à la figure 24) montre bien la

surface ridée ainsi que les déchirures entre l’assise sous-épider-

mique et l’assise sus-endodermique. La figure suivante (fig. 2G)

donne le détail à un grossissement plus fort.
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Sachs (') a dénionlré l’cxisience d’une tension longitudinale

dans le parenchyme cortical de l’axe hypocotylé du Sinapis arven-

sis. Qu’une déchirure longitudinale et annulaire se produise

dans ce parenchyme cortical, les couches extérieures ainsi déta-

ehéés auront tonte liberté de s’allonger, c’est-à-dire de se rider,

leur nutrition restant assurée par les deux extrémités supérieure

et inférieure demeurées en contact avec les autres tissus. Les

couches intérieures, au contraire (endoderme, péricycle, etc.),

qui sont encore fixées au cylindre central, ne peuvent s’allonger

de la meme manière.

5® L'endoderme, dont les éléments considérablement accrus

se sont recloisonnés radialement jusqu’à une dizaine de fois. Les

parois des cellules primitives sont fortement épaissies, tandis que

les cloisons nouvelles sont restées minces (fig. 24 et 26) (-).

Cet endoderme ne contient pas d’amidon, mais ses tiombreux

éléments renferinent chacun un gros noyau granuleux et du pro-

toplasme fortement coloré en jaune. La coupe longitudinale tan-

gentiellc montre dans chaque cellule endodermique que les

recloisonncments dans le sens radial ont été accompagnés de

lecloisonnements dans le sens transversal (figure 27 à comparer

à la figure 26).

4° Le péricycle a recloisonné tangcntiellement ses éléments

un grand nombre de fois.

O® Le bois (fig. 28) : Le bois primaire (B‘) se retrouve au

centre de la cou|)e; le bois secondaire (B^) est disposé en deux

massifs constitués chacun par des vaisseaux rayés, comme on

peut s’en assurer sur la coupe longitudinale.

6" Le liber : Les deux massifs de liber primaire (L‘), reloulés

contre le péricycle recloisonné, sont plus ou moins écrasés; le

liber secondaire (L^), très développé, contient de grandes cellules

(') Physioloyie vêyètalc. Traduction française, 18ü8, ]>.

(-) MM. Olivier (foc. ci!., p. H8', Marié (loc. ci(., |)ji. 52, 55 et 57),

L’o.vmer [toc. cit.,
J). 542j ont signale le rccloisonnenient radial cl jiarfois

tangenlicl des cellules endodermiques des racines de divcis Tlialicti-um.
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grillagées disséminées par petits groupes dans un parenchyme

libérien très abondant.

7° La zone génératrice, circulaire et continue, est constituée

de deux arcs cambiaux (C6) réunis par deux ponts de cambi-

forme iUf) (•). Voyez figure 24.

8° Le tissu fondamental secondaire. En même temps que les

deux arcs cambiaux produisaient du bois secondaire et du liber

secondaire, les deux ponts de eambiforme ont engendré en

dedans un peu de tissu fondamental secondaire interne (T/"*'),

et en dehors du tissu fondamental secondaire externe très

abondant (fig. 24).

B. Région d’insertion des cotylédons et de la tige principale.

Sur une section transversale pratiquée à la base du nœud

cotylédonaire, on retrouve la structure de la coupe précédem-

ment décrite au milieu de l’axe hypocotylé, mais on y remarque,

en outre, le contact des trachées eentrifuges des faisceaux

foliaires (t. Fe ‘ et t. Fe *) avec les trachées centripètes du

faisceau bipolaire de Taxe hypocotylé et de la racine (t. R.)

(fig. 29).

A un niveau un peu supérieur, on voit la sortie des faisceaux

cotylédonaires entraînant avec eux les trachées centripètes du

faisceau bipolaire (fig. 30). A ce niveau de la figure 50, les

faisceaux foliaires M' et sont parfaitement isolés, comme
aussi les faisceaux réparateurs A, B, C, D.

(') Le terme eambiforme sera employé, dans ce travail, en lui donnant

le sens que M. C.-Eg. Bertrand lui a attribué dans sa Théorie du Faisceau,

p. 45 (Bull, scientif. du dép. du Nord, 2' série, 5' année, 1880, n«s 2, 5

et 4). Il désignera donc un tissu générateur à cloisonnement tangentiel et

à fonctionnement ordinairement double, comme celui du cambium, mais qui

n’engendre ni bois secondaire, ni liber secondaire. Le savant professeur de

Lille nomme u liège » et » tissu fondamental secondaire » les produits du

eambiforme. Nous avons cru, à l’exemple de M. A. Gravis, pouvoir substi-

tuer à ces expressions celles de et de T/*' pour éviter toute confusion

avec le tissu subéreux.



( 18 )

STniCTUnE DE LA TIGE PDINCIPALE.

Une coupe faite au milieu du premier entrenœud de la tige

principale présente six faisceaux disposés en deux groupes de

trois, l’un à droite, l’autre à gauche du plan principal de symé-

trie, Ces deux groupes existaient déjà au stade II.

Le groupe de droite est formé d’un foliaire iVI ' et de deux

réparateurs B et C; le groupe de gauche comprend aussi un

foliaire et deux réparateurs A et D.

Outre le faisceau médian M‘, la feuille ' reçoit deux faisceaux

latéraux L* fournis par les réparateurs B et C. De même, la

feuille ^ reçoit, outre le médian .VU, deux latéraux L® issus des

réparateurs A et D. 11 en résulte que les faisceaux latéraux

destinés à la feuille ' croisent en sortant les faisceaux latéraux

destinés à la feuille De même les faisceaux latéraux destinés à

la feuille ^ s’entrecroisent en sortant avec les faisceaux destinés

à la feuille

La feuille ‘ et la feuille reçoivent chacune trois faisceaux;

chacune des feuilles 3, 4 et o en reçoit cinq, dont un médian M,

deux latéraux L, L et deux marginaux m, m. Ces faisceaux

marginaux sont fournis respectivement par les réparateurs B et C.

L’examen des coupes successives permet de reconnaître le

parcours des faisceaux dans la tige principale et leur sortie dans

les premières feuilles. Ce parcours est reproduit par la figure 32.

PHYLLOTAXIE.

Il résulte de l’observation attentive de plusieurs individus

arrivés au stade que nous décrivons, que les faisceaux cotylé-

donaires sortent très sensiblement au même niveau et que les

foliaires latéraux de la feuille ' se détachent des réparateurs en

même temps. La plantule en général n’est donc pas plus déve-

loppée à la face antérieure qu’à la face postérieure. Dans certains

cas cependant, la feuille ^ reçoit quatre faisceaux au lieu de

trois, le supplémentaire étant un marginal antérieur. Dans le

Ranunculus arvensis, au contraire, M, Nihoul a montré que la

face antérieure de l’axe hypocoiylé est plus large que l’autre.

Dans le Thalictnim flavum, la position du cotylédon antérieur
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ne peut être déterminée que par l’observation de la spire phyllo-

taxique elle-métne. C’est ce que l’on voit dans la figure 31, qui

représente la section pratiquée dans le bourgeon terminal.

Dans cette figure 31, il est facile de supposer une spirale

partant du cotylédon antérieur, se dirigeant vers la gauche de

Tobservateur supposé au centre de la tige, passant successive-

ment par le cotylédon postérieur, les feuilles 1, 2, 3, 4 et 5. Du

cotylédon antérieur au cotylédon postérieur, il y a un peu moins

d’une demi-circonférence; du cotylédon postérieur à la feuille

il y a un quart de circonférence environ; de la feuille' à la

feuille de la feuille ^ à la feuille ^ de la feuille ^ à la feuille 's

de la feuille la feuille'*, l’angle de divergence devient assez

constant et est compris entre 160" et 170".

Cette divergence moyenne de 160" à 170’ dans les feuilles

inférieures passe, pour les feuilles suivantes, à la divergence de

143" environ (soit 7s)» qui est la divergence moyenne des feuilles

sur les tiges adultes du Thalictrum flaviim L.

La plantule qui nous a servi d’exemple jusqu’ici était sénesire,

c’est-à-dire que sa spire phyllotaxique tournait en sens inverse

des aiguilles d’une montre; sa feuille ' était à droite. D’autres

plantulcs, au contraire, sont dextres, c’est-à-dire que leur s|)ire

phyllotaxique tourne comme les aiguilles d’une montre; leur

feuille ' est à gauche. Dans ces plantules dextres, le faisceau .M‘

est donc situé entre les réparateurs A et D; le faisceau se

trouve entre les réparateurs B et C.

STRUCTURE DE LA RACINE PRINCIPALE.

Les coupes transversales dans la racine principale montrent

une structure analogue à celle de la coupe pratiquée au milieu

de l’axe hypocotylé, avec les différences suivantes :

L’assise pilifère flétrie est rejetée par place en même temps

que l’assise sous-pilifêre et les débris des assises sous-jaeentes.

De nombreuses radieelles sont insérées en face des pôles

ligneux. La région de contact entre ces racines latérales et la

racine principale est marquée par un diaphragme constitué par

de nombreuses trachées courtes et de grand diamètre.
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STnUCTURE DES COTYLÉDONS.

Au Stade III, les cotylédons sont arrivés à leur complet déve-

loppement. Les pétioles, concrescents à leur base, mesurent

1 centimètre de longueur environ, sur 0“”,5 à 1 millimètre de

largeur. Le limbe, de forme ovale plus ou moins allongée,

présente un sinus terminal et mesure 10 à 12 millimètres de

longueur et 6 à 8 millimètres de largeur. Sa nervation consiste

en une nervure médiane et deux paires de nervures latérales.

Ces cinq nervures principales portent des ramifications qui se

terminent généralement sans s’anastomoser (fig. 35).

A une petite distance de son sinus terminal, le limbe contient

une glande à eau à laquelle aboutissent la nervure médiane ainsi

que les deux nervures latérales supérieures. Les deux nervures

latérales inférieures, au contraire, se terminent en pointe libre

(schéma fig. 54). Parfois l’une de ces deux latérales inférieures

fait défaut (fig. 3S)
;

quelquefois même elles manquent toutes

les deux (fig. 50). Ces faits semblent indiquer que les cotylédons

se développent en direction basipète.

Nous savons déjà que chaque cotylédon reçoit deux faisceaux

qui se fusionnent peu après leur sortie et qu’un pôle ligneux

centripète de l’axe bypocotylé accompagne les faisceaux cotylé-

donaires. A la base du pétiole, chaque faisceau montre donc,

outre le bois primaire centrifuge, quelques trachées du bois cen-

tripète actuellement écrasées (fig. 57).

Au milieu du pétiole cotylédonaire, la même structure se

retrouve avec une seule différence : le bois centripète fait défaut

(fig. 58).

Au sommet du pétiole, la section indique trois faisceaux rap-

prochés.

La coupe au milieu du limbe montre (fig. 59) :

I® L'épiderme interne (supérieur), avec poils glanduleux, mais

sans stomates ;

2® L’épiderme ex/erne (inférieur), garni de nombreux et grands

stomates, excepté le long des nervures, et de quelques poils

glanduleux ;

5® Le mésophylle : Parenchyme en palissade formé par un ou
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deux rangs de cellules; parenchyme spongieux constitué par

cinq ou six rangs de cellules laissant entre elles d’assez grands

méats;

4“ Les faisceaux libéro-Hgneux, au nombre de huit à dix et de

diverses grosseurs.

Vers le sommet du cotylédon, au niveau de la glande à eau,

la section indique que la face interne du cotylédon se creuse

légèrement en gouttière à l’endroit de la glande. La partie ligneuse

de la nervure médiane est représentée à ce niveau par dix à quinze

trachées délicates. En avant de ces trachées existe un massif

assez important de petites cellules incolores (« épilhème » des

auteurs allemands), recouvert directement par l’épiderme interne

à éléments fort amincis en cet endroit; on y voit l’orifice d’un

stomate aquifère (fig. 40).

Les coupes successives au-dessus de ce niveau nous font assis-

ter à la disparition progressive des trachées et à l’augmentation

simultanée du nombre des éléments incolores de la glande à eau.

L’épiderme interne, vu de face à l’endroit où il recouvre la

glande à eau, est formé de cellules plus petites que celles qui le

constituent partout ailleurs et y présente une douzaine de sto-

mates aquifères qui font défaut sur tout le reste de la surface

(fig. 41).

L’épiderme externe, au contraire, est garni de nombreux et

grands stomates aérifères (fig. 42); il porte aussi des poils glan-

duleux unicellulaires assez fréquents. Au-dessus de la glande à

eau, comme tout le long de la nervure médiane, les stomates

font défaut.

Les stomates aérifères affectent la forme renonculacée de

Vesque. Les poils glanduleux unicellulaires renferment un gros

noyau granuleux et du protoplasme vivement coloré en jaune,

comme ceux décrits au stade précédent.

Les stomates aquifères sont béants et leurs cellules de bordure

renferment de très gros grains de chlorophylle. Quand on

observe le matin des plantules en germination de Thaliclrum

flavu/n en plein air, on constate l’existence d’une petite goutte-

lette d’eau logée dans la gouttière de la face interne des cotylé-

dons; ce fait prouve bien que ces organes sont destinés à
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remédier à l’excès de lension dans l’appareil aquifère eomme
dans les cotylédons d’un certain nombre de plantes, notamment

de VUrlica dioïca.

STniCTUUE DE LA FEUILLE

La feuille ' mesure emiron 2 centimètres de longueur. La

gaine, assez courte (b millimètres environ), présente deux

expansions latérales, très peu proéminentes (fig. 43). Le pétiole,

cylindrique et plein, est long de 1 centimètre environ. Les

folioles, au nombre de trois, sont brièvement péliolulées,

arrondies à la base et trilobées au sommet. L’examen par trans-

parence montre dans cbac-un de ces lobes une glande à eau à

laquelle aboutissent plusieurs nervures (fig. 44).

La section transversale de la gaine (fig. 45) présente les trois

faisceaux L, M, L, qui parcourent sans se diviser toute l’étendue

du pétiole (fig. 46), mais qui se trifurquenl et s’anastomosent au

sommet du pétiole (fig. 47). Chaque pétiolule reçoit trois faisceaux.

Dans certaines feuilles *, l’un des faisceaux L se bifurque de

telle sorte que, vers le milieu du pétiole, la section présente

quatre faisceaux (fig. 48), dont un opposé au médian et que nous

nommerons O.

Au sommet du pétiole, ce faisceau O se bifurque (fig. 49) et

ses branches, se fusionnant à droite et à gauche, se perdent dans

l’anastomose de cette région.

La section vers le milieu d’une foliole montre (fig. 50) :

1® L’épiderme externe, à cellules tabulaires dépourvues de

chlorophylle, à cuticule assez mince et lisse, à stomates nom-

breux, de même forme que ceux des cotylédons. Les poils glan-

duleux sont très peu abondants;

2® L’épiderme interne, sans stomates, est formé de cellules à

cuticule mince;

5® Le mésophylle, légèrement bifacial; un seul rang de cellules

en palissade, deux ou trois rangs de cellules arrondies dans le

parenchyme spongieux. La chlorophylle est uniformément répar-

tie dans tout le mésophylle. Il n’y a pas de cristaux.

Entre chaque nervure et l’épiderme externe, il y a un petit

ntassif eollenchymateux;
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4" Les nervures sont formées chacune par un seul faisceau

eniouré d’une assise cellulaire légèrement différenciée.

Quant à la struciure des glandes à eau, elle est identique à

celle décrite dans les cotylédons.

OBSERVATIO^S PHYSIOLOGIQUES : ENFONCEMENT DES PLANTULES.

Dans nos germinations, nous avons toujours constaté des

cotylédons épigés; d’après M. G. Bonnier (*), le T. minus germe

|)arfois avec des cotylédons presque hypogés, l’axe hypocotylé

restant très court.

Nous avons toujours vu l’axe hypocotylé en majeure partie

aérien, lisse d’abord, ridé ensuite. Vers la fin de la première

saison, la plantule s'enfonce graduellement en terre; l’axe hypo-

coiylé, le nœud cotylédonaire et les premiers nœuds de la tige

principale deviennent ainsi souterrains. Des radicelles d’ailleurs

prennent naissance tout le long de l’axe hypocotylé dont le paren-

chyme cortical est décortiqué. De sorte que, à ce moment, il

n’est plus possible de distinguer l’axe hypocotylé de la racine

principale. On peut se demander si l’enfoncement des plantules

résulte d’une contraction longitudinale de l’axe hypocotylé, de la

racine principale ou des racines adventives.

A l’effet de répondre à cette question, la plantule représentée

par la figure 51 et dont l’axe hypocotylé était déjà enfoncé dans

le sol, a servi à l’expérience suivante.

L’axe hypocotylé a été isolé, la racine principale a été parta-

gée en trois portions, les deux racines adventives ont été isolées.

Ces six fragments, numérotés dans la figure 51, ont été

mesurés au sortir du sol, puis après un séjour dans l’eau, puis

encore après avoir été maintenus dans des solutions de salpêtre

plus ou moins concentrées (^). Les résultats sont consignés dans

le premier tableau suivant.

(*) Loc. cU., p. 540.

(*) Pour mesurer très cxacleinenl les fragments, je me suis servi avec

avantage du procédé suivant, qui m’a été indiqué par M. le professeur

A. Gravis : L’objet est dessine à la chambre claire, à un grossissement de

dix diamètres; les dessins sont ensuite mesurés au moyen d’une sorte de

curvimèlre qui permet de suivre toutes les courbures; les longueurs trou-

vées ont été divisées par 10.
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Les mêmes expériences ont été faites sur l’axe hypocotylé

d’une très jeune plantule au stade II, ainsi que sur deux jeunes

pétioles d’une plantule plus âgée. (Voir le second tableau de la

page précédente.)

Il résulte de ces expériences :

1" Que les portions jeunes de la racine principale et des

racines adveniives (n“* 4 et 5) s’allongent dans l’eau et se

raccourcissent dans les solutions salines. Elles se comportent

exactement comme de jeunes pétioles et comme l’axe hypocotylé

jeune (n®’ 7, 8 et 9) ;

2® Que les portions plus vieilles de la racine principale

(n®‘ 2 et 3) ne subissent pas de changements appréciables dans

l’eau (leur croissance étant terminée), mais qu’elles s’allongent

dans les solutions salines;

3“ Que l’axe hypocotylé âgé (n“ 1) conserve une longueur

invariable dans l’eau et dans les solutions salines.

Quant à la racine adventive (n® 6) qui, après s’être allongée

dans l’eau, s’est raccourcie dans la solution saline à 10 ®/o et

allongée de nouveau dans la solution saline saturée, l’anomalie

provient probablement de ce ([ue cette racine, étant déjà assez

longue, comprenait une région jeune et une région plus âgée,

fonetionnant autrement que la première.

Laissant de côté ce n® 6, les autres fragments nous permettent

de conclure que certaines portions de racine suflisamment âgées

se comportent d’une façon tout opposée à celle des autres

organes, c’est-à-dire qu’elles sont capables de s’allonger par

plasmolyse et de se raccourcir par turgescence. C’est cette der-

nière propriété qui peut, chaque fois que le sol est humecté par

la pluie, provoquer un raccourcissement, c’est-à-dire un enfon-

cement de la plantule.

Plus tard, lorsque les racines adveniives seront suffisamment

âgées, elles ajouteront leur effort à celui de la racine principale :

l’axe hypocotylé et les premiers nœuds de la lige principale se

trouveront ainsi amenés sous la surface du sol.

L’enfoncement progressif des planiules par le mécanisme qui



( 20 )

vienl d’être décrit semble avoir été complètement méconnu par

M. G. Bonnier, qui s’est exprimé ainsi (loc. ciL, p. 340) :

« Dans tous les cas, la racine principale disparait pendant la

première année, et une branche latérale s’enfonce en terre,

accumule une provision de nourriture et produit des racines

adventives. Ce sera le début du rhizome qui se développe et

s’accroît pendant les années suivantes. »

On verra, dans les stades suivants, que la tige principale du

T. flavum ne produit pas de « branche latérale » s’enfonçant en

terre; les bourgeons axillaires situés sur la partie de la lige

principale qui a été enterrée par le raccourcissement des racines,

passent l’biver dans le sol; ils se développent plus lard en liges

aériennes florifères qui possèdent nécessairement une portion

souterraine, laquelle constitue le premier article du rhizome

sympodique.

/
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STADE IV.

Plante vers la fin de la première année.

CAnACTÈRES EXTÉRIElIlS.

La lige principale mesure 5 6 ceniinièlres de hauteur; elle a

développé de iO à 14 feuilles (fig. 52).

Les quatre premières feuilles, qui restent toujours assez long-

temps petites, sont rapprochées deux à deux, simulant deux

paires d’appendices. Les feuilles ' et en effet, ne sont sépa-

rées que par un très court entre-nœud; elles sont presque

opposées l’une à l’autre. Il en est de même des feuilles ® et

Les feuilles suivantes, qui prennent un développement beau-

coup plus grand, sont séparées par des entre-nœuds notablement

plus longs.

Le bourgeon terminal est enveloppé par une feuille transfor-

mée en pérule. Cette feuille est réduite à une gaine fusiforme

terminée par un pétiole et un limbe rudimentaires. Elle assure

la protection du bourgeon terminal pendant l’hiver.

STRUCTURE DE l’aXE IIYI'OCOTYLÉ.

Il suffira de signaler que le parenchyme cortical et l’épiderme

mortifiés sont tombés et que l’endoderme forme actuellement la

surface. Les cellules de l’endoderme, qui reste longtemps vivant,

se sont recloisonnées; leurs parois extérieures sont jaunes et

comme cutinisées. Dans la ligure 53, on voit nettement la coupe

transversale de trois cellules endodermiques recloisonnées radia-

lement en petites cellules ayant l’apparence de cellules épider-

miques.

Le péricyclc a subi des recloisonnements en diverses direc-

tions : ses éléments possèdent maintenant des parois épaisses et

collenchymaieuses.
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STRUCTURE DE LA TIGE PRINCIPALE.

Nous ferons connaître le parcours des faisceaux et l’histologie.

A. PARCOVRS DES FAISCEAUX.

Quelques remarques au sujet de la figure 54 sulïiront.

Le premier segment de la tige, au-dessus des cotylédons, con-

tient dix faisceaux, savoir : les foliaires du noeud '

(LML)‘,

quatre réparateurs A, B, C, D et les foliaires du nœud ^

(LML)‘^

Les segments 2, 3 et 4 présentent la même organisation.

Le segment 5 contient quinze faisceaux, savoir : les foliaires

du nœud *

(mLMLm)®,

cinq réparateurs A', A”, B, C, D et la trace foliaire du nœud ®

(wLMLot)®.

Les segments 6 et 7 ont la même composition.

Le segments présente dix-sept faisceaux, savoir: les foliaires

du nœud *

(wLc'iMîLmf,

six réparateurs. A', A”, B', B", C, D, et une partie des foliaires

de nœud

Le segment 9 est peu différent.

Le segment 10 montre vingt et un faisceaux, savoir :

(mLiMiLm/H')*”,

huit réparateurs A', A”, A'", B', B”, C, D', D" et une partie

des foliaires du nœud

Les segments suivants sont semblables ou diffèrent en ce que

les foliaires sont au nombre de neuf

(/«'wLiMiLm/w') (*).

(') Dans toutes les traces foliaires, M désigne le faisceau médian,

L désigne les faisceaux latéraux, i les faisceaux intermédiaires, m les

faisceaux marginaux. Les intermédiaires et les marginaux peuvent être de

divers ordres, ce qui est indiqué par les signes ", etc.
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Il n’y a pas d’anastomoses aux nœuds.

Quant aux bourgeons axillaires, ceux des quatre premiers

nœuds sont très peu développés. Les autres reçoivent des

faisceaux gemmaires en nombre double des faisceaux foliaires.

Ils sont insérés dans la partie inférieure de chaque nœud; il y en

a un à droite et un à gauche de chaque foliaire sortant.

En résumé : La plante, pendant la première année, développe

successivement des segments caulinaires et des feuilles de plus

en plus amples. La tige principale comprend quatre portions:

La première comprenant quatre segments caractérisés par une

douzaine de faisceaux dont une trace foliaire de trois faisceaux;

Une deuxième portion comprenant trois segments caractérisés

par une quinzaine de faisceaux avec trace foliaire de cinq fais-

ceaux;

Une troisième portion comprenant deux segments caractérisés

par une vingtaine de faisceaux avec trace foliaire de sept fais-

ceaux;

Enfin, une quatrième portion comprenant cinq segments carac-

térisés par vingt à trente faisceaux avec trace foliaire de huit ou

neuf faisceaux.

D’autres individus du même âge ont été étudiés d’une façon

aussi complète; de légères différences ont été constatées, mais

les faits généraux énoncés ci-dessus sont partout les mêmes.

B. HISTOL.OQ1B.

Nous nous bornerons à signaler ici quelques particularités

intéressantes.

Les premières feuilles étant de petite taille et disparaissant de

bonne heure, les faisceaux foliaires qui vont à ces feuilles

contiennent peu de bois secondaire; par contre, il se développe,

à la place de ce tissu, un massif volumineux de tissu fonda-

mental secondaire sclérifié (T/^^‘). Dans les faisceaux répara-

teurs (A'A''bCD), le bois secondaire est, au contraire, norma-

lement développé (BQ. Le sclérenchyme comprend, outre le T/'‘

des faisceaux foliaires, des arcs fibreux au dos de tous les fais-

ceaux et une gaine circulaire sous l’endoderme (fig. 55).
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Les feuilles suivantes étant beaucoup plus grandes, les fais-

ceaux foliaires qui leur correspondent contiennent du bois secon-

daire (fig. o6) Dans celte portion de tige, le sclérencbyme est

formé par quelques éléments de la moelle, par des arcs fibreux

en avant des faisceaux, par des massifs fibreux au dos des fais-

ceaux foliaires et enfin par un certain nombre de cellules appar-

tenant au parenchyme cortical (fig. 56).

Comparée à la figure 55,1a coupe représentée par la figure 56

diffère donc notablement au point de vue de l’origine des tissus

de soutien.

STiaCTURE DE LA DERNIÈRE KELILLE AVANT LA PÉRULE.

Cette feuille mesure 26 centimètres de longueur. La gaine,

notablement plus longue que celle de la feuille présente deux

expansions latérales que nous considérons comme des rudiments

de stipules. Le pétiole (Pét.), prismatique et creux, se continue

par un rachis primaire (Racb. *) portant deux rachis secondaires

(Racb. 2); il y a neuf folioles pétiolulées (fig. 57).

La section transversale, à la base de la gaine, rencontre onze

faisceaux (fig. 58) :

m'mm'LiMiLm'Dun .

Dans l’étendue de la gaine, ces faisceaux s’unissent entre eux

de distance en distance par des anastomoses obliques. Le fais-

ceau m', le plus voisin du bord droit, se perd dans l’une des

expansions latérales de la gaine (stipule rudimentaire), tandis que

le faisceau m' correspondant du côté gauche disparait par anas-

tomose avec le faisceau vi voisin. De sorte que, au sommet du

pétiole, il n’y a que neuf faisceaux. Mais un dixième faisceau

prend bientôt naissance, le faisceau ü, aux dépens du faisceau m'

du côté droit (fig. 59). Celle structure se maintient dans toute

l'étendue du pétiole.

Dans le rachis primaire, on ne retrouve que cinq faisceaux

mLMLm

qui se prolongent jusque dans le pétiolule de la foliole terminale.
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Chacun des rachis secondaires contienl cinq faisceaux, savoir:

un médian qui n’est autre que l’un des faisceaux m' du pétiole

et quatre autres faisceaux insérés deux à deux sur les faisceaux

L et 711 du pétiole (lig. 60).

Chacun des pétiolules des folioles voisines de la foliole termi-

nale eontient quatre faisceaux seulement, qui sont insérés deux

à deux sur les faisceaux L et rn du rachis primaire (fig. 61).

La figure 62 reproduit, d’après les coupes précédentes, le

parcours des faisceaux dans la gaine, le pétiole et le rachis pri-

maire, ainsi que l’insertion des rachis secondaires et des pétio-

lules. On y remarquera le faisceau m' du bord droit de la gaine

qui se termine en pointe libre dans la stipule rudimentaire de

droite; le faisceau O est indiqué par un trait pointillé; à l’endroit

marqué « niveau de la fig. 60 » se trouve l’insertion des raehis

secondaires, et à l’endroit marqué « niveau de la fig. 61 », l’in-

sertion des pétiolules.

Quant à la structure des folioles, elle présente les mêmes par-

ticularités anatomiques que celle de la feuille ', sauf qu’il n’y a

pas de glande à eau.

PHYLLOTAXIE.

Le tableau suivant indique, d’une façon approximative, les

divergences foliaires dans la tige principale étudiée ci dessus:

Cot. a

Cot. P

Feuille

Feuille

Feuille

Feuille

Feuille ‘

> 18Ü«

I

'V. 90»

> 180»

Z''
l“i0»

i X 170®

140®

t>
> 155®

7
> 170®

H > 150®

•i
> 115®

Kl
170®

1 1
> 165®

12 > 165®
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STADE V.

Plante vers la fin de la deuxième année.

CAnACTÈRES EXTÉRIEURS.

Nous avons décrit précédemment les caractères extérieurs

des plantes à la fin de la première année (stade IV). Pendant

l’hiver, ces plantes perdent leurs feuilles et leur bourgeon ter-

minal hiverne à l’abri de la pérule.

Au printemps suivant, la tige principale continue son déve-

loppement. Vers la fin de la deuxième année, en juillet, on peut

constater que les jeunes plantes sont assez inégalement déve-

loppées : les unes, vigoureuses, ont fleuri; les autres, moins

fortes, ne portent que des feuilles.

Dans les premières, la tige principale s’esi allongée au point

de mesurer près de 1 mètre de hauteur. Cette tige comprend

deux régions.

La première région, qui s’est formée pendant le premier été

(quelques centimètres de longueur), a perdu ses feuilles; elle est

devenue presque entièrement souterraine. Cette région souter-

raine est garnie de très nombreuses racines et porte quatre ou

cinq gros bourgeons axillaires destinés à passer l’hiver suivant :

ce sont des bourgeons de remplacement.

La seconde région, qui s’est développée pendant la deuxième

saison, comprend elle-même trois portions. La première, longue

de 4 centimètres environ, est formée de cinq ou six segments

dont l’entre-nœud est court et dont la feuille porte dans son

aisselle un rameau grêle, non florifère. La deuxième portion,

longue de 35 centimètres, comprend quatre ou cinq segments

dont i’entre-nœud est très long et la feuille très ample; les bour-

geons axillaires sont restés latents. Enfin, la troisième portion.
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longue de 55 centimètres, porte des feuilles bractéiformes ('),

des bractées et des axes florifères.

Les racines, très nombreuses, sont presque toutes de même
longueur (30 à 35 centimètres) et de même grosseur (1 à 2 milli-

mètres); elles sont peu ramifiées, les radicelles étant très grêles.

Les bourgeons souterrains destinés à passer l’hiver sont épais,

longs déjà de 20 à 25 millimètres; ils portent des feuilles écail-

leuses, jaunes, imbriquées, sans pétiole ni limbe; la dernière de

ces feuilles forme pérule avec limbe rudimentaire.

Les feuilles les plus développées de la tige aérienne mesurent

de 20 à 28 centimètres de longueur
;
elles possèdent une gaine

courte, deux stipules vascularisées, six paires de rachis secon-

daires, dont les deux inférieurs sont eux-mêmes quatre fois

divisés. La feuille la plus complète comptait 137 folioles.

Les feuilles bractéiformes, de plus en plus courtes et de plus

en plus simples, passent insensiblement aux bractées réduites,

elles, à cinq, à trois et même à une seule foliole.

Les plantes qui n’ont pu fleurir pendant la deuxième année,

ont une tige principale plus ou moins longue, deux ou trois

bourgeons destinés à passer l’hiver, de longues racines sur la

portion souterraine de cette tige et enfin des feuilles plus ou

moins développées sur la portion aérienne. D'autres encore,

victimes de la lutte pour l’existence, sont réduites à une tige

excessivement grêle portant un seul petit bourgeon hivernant,

quelques minces racines et deux ou trois feuilles délicates et

grêles.

Selon les conditions climatériques, la fertilité du sol et les

circonstances de la lutte des plantules entre elles, le Thalictrum

fîavum arrive à l’état adulte, c’est-à-dire à fleurir, après deux ou

trois années; il pourrait peut-être y arriver après une .seule

année, dans des conditions exceptionnellement favorables. La

(') Nous désignerons sous le nom de feuilles bractéiformes des feuilles

intermédiaires, par leur taille, leur forme et leur situation, entre les

grandes feuilles végétatives situées à la base de la région aérienne des tiges

et les bractées de l’inflorescence.
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végétation de cetie esjjèce se rapprocherait donc tantôt de celle

des plantes annuelles, tantôt de celle des plantes vivaces fleuris-

sant chaque saison ou ne fleurissant qu’après plusieurs années.

Notre étude anatomique des plantes à la fin de la deuxième

année portera uniquement sur des individus florifères.

STRUCTURE DE LA TIGE PRINCIPALE.

La première région de la tige principale, correspondant à la

pousse de la première année, est identique à ce qui a été dit

ci-dessus au stade IV.

La deuxième région, correspondant à la pousse de la deuxième

année, comprend, avons-nous dit, trois portions.

La première est formée d’un petit nombre de segments sem-

blables à ceux qui se sont formés à la fin de la première année,

c’est-à-dire qu’ils contiennent une trentaine de faisceaux avec

une trace foliaire de neuf ou dix faisceaux. Le sclérenchyme

forme des massifs voisins du bois primaire et d’autres contre le

liber primaire (fig. 63).

La deuxième portion ne comprend également qu’un petit

nombre de segments, mais ceux-ci sont très vigoureux; on peut y

compter, en effet, cinquante-six faisceaux avec une trace foliaire

de douze faisceaux (fig. 64) :

m'mw'LtiMi'Lm'/Hm'm".

Nous rencontrons ici, pour la première fois, une disposition

qui devient la règle dans la plante adulte: les faisceaux foliaires

situés sous les côtes de la tige ont une section pointue et

s’avancent notablement vers le centre, tandis que les autres

faisceaux ont une section arrondie et sont plus ou moins reportés

vers l’extérieur.

Remarquons également qu’il n’y a plus de sclérenchyme dans

le voisinage du bois primaire; le parenchyme médullaire est

ordinairement creusé d’une vaste lacune centrale.

La troisième et dernière portion (inflorescence) comprend un
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grand nombre de segments dont l’organisation va successivement

en décroissant. Le nombre des faisceaux, qui peut être encore

de trente-huit au bas de l’inflorescence (fig. 63), se réduit à

vingt (fig. 66), puis à dix (fig. 67) et enfin à cinq tout à l’extré-

mité de l’inflorescence (fig. 68).

Les premières bractées, en effet, reçoivent cinq faisceaux

(lig. 63), les suivantes trois (fig. 66), les dernières enfin un

seul (fig. 67 et 68).

En résumé : Durant la deuxième année, la tige principale

produit d’abord des segments très vigoureux, puis des segments

de plus en plus simplifiés, ces derniers correspondant à l’inflo-

rescence. La succession des feuilles reflète cette évolution. Le

nombre des faisceaux, qui est de douze à la base des feuilles

les plus amples, se réduit à cinq dans les premières bractées

et à un seul dans les dernières.

STBL'CTLRE DES FEUILLES.

Les feuilles au stade V sont semblables à celles de la plante

adulte dont les caractères seront décrits dans le chapitre suivant.

STRUCTURE DES R.XCINES.

A la fin de la seconde année de végétation, les racines sont

toutes adventives et insérées' sur la portion souterraine de la tige.

Longues de 50 à 33 centimètres sur 1 ou 2 millimètres de dia-

mètre, elles portent quelques radicelles très grêles et sont recou-

vertes de nombreuses papilles absorbantes.

Une section transversale pratiquée vers le milieu de l’une de

ces racines montre (fig. 69) :

Un faisceau à trois pôles ligneux primaires ne se joignant pas,

alternant avec autant de pôles libériens primaires. Le centre est

occupé par des fibres primitives à parois minces, laissant entre

elles des méats. Trois arcs cambiaux (Cb), apparus entre le

bois primaire (B‘) et le liber primaire (L'), commencent à pro-

duire du bois secondaire (B^) et une grande quantité de paren-

chyme libérien secondaire avec cellules grillagées (L*). Trois
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ponts de cambiforme (CbQ, réunissant les trois arcs cambiaux,

ont produit du tissu fondamental secondaire externe (Tf^e), très

abondant et parenchymateux (fig. 70).

Le péricycle (Péric.) recloisonné a produit une zone plus ou

moins collencbymateuse contre laquelle s’appuient les massifs

libériens primaires très reconnaissables.

Le parenchyme cortical persiste et comprend une dizaine

d’assises de cellules. L’assise profonde est un endoderme (End.)

très bien caractérisé, avec plissements sur les cloisons radiales

et épaississements des cloisons externes. Les cellules endoder-

miques se sont recloisonnées plusieurs fois, comme le montre

aussi très bien la coupe longitudinale radiale (fig. 71).

L’assise pililère porte des papilles absorbantes très nom-

breuses.

L’assise sous-pilifère est formée de cellules à parois épaissies,

légèrement plissées radialement et marquées de ponctuations

extrêmement nombreuses et petites qui leur donnent un aspect

finement chagriné caractéristique.

Les autres couches cellulaires du parenchyme cortical sont

pour la plupart écrasées. On distingue par-ci par-là quelques

cellules fortement sclérifiées (Sclér.) (fig. 70).

Il existe également des racines adventives à quatre pôles.

Les coupes transversales successives pratiquées dans le sommet

végétatif de la racine nous ont fait assister, par le processus

habituel, à l’origine des différents tissus précités. Notons cepen-

dant que la différenciation libérienne précède de beaucoup la

différenciation ligneuse et que l’endoderme ne se caractérise que

très tard, alors que les différenciations libérienne et ligneuse

sont déjà bien avancées.

A l’état adulte, les racines des plantes arrivées au stade V"

contiennent toujours très peu de tissus secondaires et conservent

leur parenchyme cortical.

Quant aux radicelles, elles ont deux, trois ou quatre pôles et

ne développent jamais de productions secondaires.
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CHAPITRE III.

PLANTE ADULTE.

§ 1. LES TIGES.

CARACTÈRES EXTÉRIEIRS.

Après avoir fleuri, la partie aérienne de la tige principale se

détruit à la fin de la deuxième saison; la partie souterraine

hiverne et les bourgeons qu’elle porte se développent au prin-

temps suivant. Les mêmes phénomènes se continuant chaque

année nous conduisent à la plante adulte telle qu’on la rencontre

ordinairement dans la nature.

Le Thalictrum flavum habite les prairies inondées en hiver; il

forme de larges touffes ou colonies occupant chacune une super-

ficie de 3 à 4 mètres carrés. Il est difficile de dire si chacune

de ces colonies provient d’un seul individu de semis.

En fouillant le sol avec soin, on trouve des tiges souterraines

ou drageons (Drg.) courant horizontalement à une profondeur

de 10 à 15 centimètres. Elles peuvent mesurer 50 ou 70 centi-

mètres de longueur et présenter un grand nombre de segments

à long entre-nœud (3 à 8 centimètres), à feuille rudimentaire et

à bourgeon axillaire latent. De nombreuses racines sont égale-

ment insérées aux nœuds (fig. 72).

A l’arrière-saison, ces tiges souterraines se relèvent légère-

ment à leur extrémité, qui est terminée par un bourgeon protégé

par plusieurs feuilles pérulaires.

Au printemps suivant, ce bourgeon terminal reprenant son

développement produit une tige primaire (Tg.') aérienne, verti-

cale et florifère, qui peut atteindre prés de 2 mètres de hauteur.
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Celle-ci comprend elle-même trois portions : la première, sou-

terraine encore, présente un petit nombre de segments à entre-

nœud court et à feuille se développant dans l’air; la deuxième

portion, déjà aérienne, montre quelques segments à entre-nœud

long, puis très long et à feuille très ample
;

enfin, la troisième

portion renferme tous les autres segments à entre-nœud de plus

en plus court, portant des feuilles bracléiformes passant aux

bractées de plus en plus petites.

Sur la partie de la lige souterraine qui se relève pour sortir

du sol, les bourgeons axillaires se comportent de diverses ma-

nières : les uns se développent en tiges secondaires dressées et

aériennes dès la première année aér., fig. 72 et 73). D’au-

tres se développent en tiges secondaires courtes et terminées par

un bourgeon pérulé; ces axes sont destinés à hiverner dans le

sol pour en sortir seulement au printemps suivant (Tg.^ hiv
,

fig. 73). D’autres enfin se développent en longues tiges souter-

raines qui s’étendent horizontalement et qui sont des drageons

identiques à ceux qui nous ont servi de point de départ (Drg. nou-

veau, fig. 74). Comme eux, ils sortiront de terre et produiront

de nouvelles ramifications, les unes aériennes, les autres sou-

terraines, dressées ou rampantes.

STRCCTIRE.

A. PARCOVRS OES FAISCEAUX.

Nous allons considérer successivement : la portion souterraine

drageonnante, la portion souterraine qui se relève pour sortir

du sol, la portion inférieure de la tige aérienne, et enfin la por-

tion supérieure florifère.

I. Portion souterraine drageonnante.

Une section transversale pratiquée dans l’entre-nœud ® (fig. 78,

pl. VIII) montre vingt faisceaux sensiblement de même gros-

seur et disposés sur un seul cercle Parmi ces faisceaux, on peut
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en distinguer dix qui constituent la trace foliaire complète de la

feuille savoir :

{m'mm'hiUilmm'f (*).

Ces dix faisceaux peuvent se reconnaître à leur situation sous

les côtes de la lige (lesquelles sont en réalité peu marquées)
;

ils sont aussi situés un peu plus vers l’extérieur que les autres.

Les dix autres faisceaux sont réparateurs.

La figure 94, planche XII, permet de se faire une idée du

trajet des vingt faisceaux de la coupe précédente :

Les dix faisceaux de la trace foliaire, après un trajet recti-

ligne, sortent dans la feuille, tandis que les autres faisceaux se

bifurquent ou se trifurquent de façon que, dans l’entre-nœud sui-

vant, vingt faisceaux existent encore dont dix constituant la trace

foliaire complète du nœud L C’est dans le nœud également que

les faisceaux gemmaires apparaissent de chaque côté des fais-

ceaux sortants. Il y a peu d'anastomoses dans la moitié supé-

rieure du nœud.

La divergence entre la feuille “ et la feuille ^ est de près

de 180°.

Des racines nombreuses sont insérées dans la première moitié

du nœud : il y en a une ou deux dans l'intervalle entre tous les

faisceaux.

II. Portion souterraine qui se relève pour sortir du sol.

Celte portion diffère peu de la précédente. La section trans-

versale (fig. 79, pl. VIII) pratiquée dans l’entre-nœud ** con-

tient cinquante-neuf faisceaux dont treize formant la trace foliaire.

Ces faisceaux foliaires se dislingneni aisément des autres fais-

(*) Dans un travail qu’il se propose de publier prochainement, M. le

professeur â. Gravis exposera des considérations générales sur la nomen-

clature des faisceaux foliaires. J’ai cru utile d'adopter dès maintenant cette

nomenclature, comme l’a fait également M. C. Lenfant dans son mémoire

sur le genre Delphinium, loc. cit.
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ceaux par leur forme et leur position. Alternant avec les faisceaux

de la trace foliaire, il y a ici des groupes réparateurs et non pas

de simples faisceaux réparateurs comme dans la portion précé-

dente. Chaque groupe réparateur comprend de un à cinq fais-

ceaux inégaux et inégalement rapprochés du centre de la tige.

Parmi eux se trouvent déjà indiqués un certain nombre de fais-

ceaux foliaires du nœud et du nœud

Quant au parcours (voir fig. 85, pl. IX), il ressemble davan

tage à celui qui va être étudié dans la portion aérienne.

La divergence entre la feuille et la feuille est de 157®.

III. Portion aérienne inférieure.

Une section transversale pratiquée dans rentre-nœud**(Qg. 80,

pl. VIII) montre septante-neuf faisceaux de grosseur très diverse

et disposés sur plusieurs rangs, les plus petits étant les plus exté-

rieurs. Parmi ces faisceaux, on peut distinguer :

1* Quinze faisceaux constituant la trace foliaire complète de

la feuille

Ces quinze faisceaux présentent des caractères spéciaux qui

permettent de les reconnaître aisément. Ils sont adossés au

sclérenchyme périphérique et ehacun d’eux correspond exacte-

ment à une côte saillante de la tige. Ces faisceaux se composent

d’une longue pointe de bois primaire, d’un massif de bois secon-

daire qui embrasse partiellement le liber par sa zone cambiale;

2* Alternant avec ces quinze faisceaux de la trace foliaire, il y

a quinze groupes réparateurs formés de faisceaux très inégaux et

disposés sur plusieurs rangs. Parmi ceux-ci, treize faisceaux

constituent la trace foliaire, complète également, de la feuille

(m'm ni' Li ’mm'm ")**.

Ces faisceaux ont une section de forme ovale à pointe arrondie,

ils sont isolés, sauf les plus petits qui sont adossés au sléren-

chyme.
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Treize autres faiseeaux encore constituent la trace foliaire de

la feuille

(m"m'nim'LiMzLm'mrn'tn")^

Tous les autres faisceaux de la coupe transversale de l’entre-

nœud appartiennent aux traces foliaires des feuilles 27, 28,

29, 30, etc.; mais ces traces foliaires successives sont, à ce

niveau, de plus en plus incomplètes.

La figure 81 représente la coupe faite un peu au-dessus du

nœud un peu au-dessus de l’insertion de la feuille et du

bourgeon. On peut aisément la comparer à la coupe précédente

pratiquée dans l’entre-nœud au-dessous.

C’est l’examen des coupes successives dans une série de seg-

ments consécutifs qui a permis de faire les déterminations

indiquées dans les figures 80 et 81, ainsi que dans le parcours

correspondant reproduit à la figure 86, planche X.

Dans cette dernière figure, on remarquera d'abord les fais-

ceaux de la trace foliaire du segment qui, après un trajet

rectiligne sans aucune ramification, sortent au niveau de la

feuille Les autres faisceaux ont également un trajet rectiligne
;

ils se ramifient de temps en temps pour donner naissance à de

nouveaux foliaires destinés à des feuilles situées beaucoup plus

haut. Les faiseeaux gemmaires sont ici très nombreux et insérés

plus bas le long des foliaires ou des réparateurs.

Quant à la divergence foliaire, elle est, dans la région étudiée,

de 130* environ.

IV. Portion aérienne supérieure (inflorescence).

La portion de la tige qui forme l’axe général de l’inflorescence

comprend un grand nombre de segments dont l’organisation va

successivement en décroissant. On retrouve ici toutes les parti-

cularités signalées dans l’inflorescence de la tige principale au

stade IV.

One coupe transversale dans l’enire-nœud du segment situé
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à la base de rinflorescence (fig. 92, pl. VIII) montre soixante

faisceaux dont une trace foliaire

{mm m'LtMt Lm' ’m ’mm'f*.

Aliernant avec ces douze faisceaux, douze groupes réparateurs

composés (le trois à six faisceaux, parmi lesquels la trace foliaire

du nœud et celle du nœud

La première bractée reçoit donc douze faisceaux, la deuxième

onze, la troisième neuf et ainsi de suite. Plus haut, dans l’inflo-

rescence (fig. 83), la tige ne contient plus que dix faisceaux et

la bractée n’en reçoit qu’un seul faisceau M.

B. IIVSERTIO.% DES TIQES AXIELAIRES.

On peut distinguer deux sortes de bourgeons axillaires : ceux

qui donnent naissance à des tiges fouillées et ceux qui forment

les rameaux de l’inflorescence.

A. — Les premiers naissent sur les tiges souterraines, ainsi

que sur le bas des tiges aériennes.

Dans les nœuds souterrains, le nombre des faisceaux gem-

maires est double de celui des faisceaux foliaires; les gemmaires

y sont en effet insérés, un à droite et un à gauche de chaque

foliaire, un peu au-dessous du niveau de la sortie (fig. 94,

pl. XII).

Dans les nœuds aeriens, le nombre des faisceaux gemmaires

est environ le triple de celui des faisceaux foliaires; ils sont insé-

rés notablement plus bas, non sur les foliaires, mais sur d’autres

faisceaux voisins (pl. X).

Pour sortir de la tige mère, les faisceaux gemmaires ne tra-

versent pas le parenchyme médullaire, comme ils le font dans le

Ranunculus arvensis, mais ils courent horizontalement dans le

parenchyme externe et forment une ceinture très visible dans la

moitié supérieure du nœud. Lorsque les coupes transversales

successives sont minces, on n’observe qu’une partie des faisceaux
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gemmaires sorianis (fig. 95, pl. XM); lorsque, au contraire, la

coupe transversale est suffisamment épaisse, on voit la ceinture

gemmaire complète (fig. 96).

On peut aussi fendre un nœud longitudinalement, l’étaler et

le rendre transparent par l’eau de Javelle : on obtient ainsi une

préparation dont la figure 98 donne une idée. Pour ne pas com-

pliquer celte figure, les faisceaux foliaires et les faisceaux gem-

maires ont seuls été représentés.

B. — l.es bourgeons axillaires qui donnent naissance aux

rameaux de l’inflorescence apparaissent à l’aisselle des bractées,

vers le haut des tiges aériennes. L’insertion de ces bourgeons

est beaucoup plus difficile à débrouiller que celle des autres

bourgeons. On ne constate pas de ceinture gemmaire, la sortie

des faisceaux destinés au bourgeon se faisant néanmoins par

l’extérieur.

Avant de se détacher complètement de la tige mère, le rameau

produit lui-méme un autre rameau, de telle sorte que, dans

l’aisselle d’une bradée, on observe généralement deux ou trois

axes courts, très ramifiés et florifères. L’insertion de l’axe de

troisième ordre sur celui de deuxième ordre se faisant lorsque

ce dernier n’est pas encore séparé de la tige primaire, on ne

constate pas l’existence d’appendice au nœud de cette insertion.

C. HISTOLOGIE.

Nous ferons connaître l'histologie de chacune des quatre

portions distinguées dans la tige adulte, ainsi que celle de la

ceinture gemmaire.

I. Portion souterraine drageonnante.

La figure 78, planche VIII, donne une vue d’ensemble de la

section à ce niveau; la figure 87, planche XI, indique tous les

détails histologiques grossis davantage.

En avatit de chaque faisceau, les fibres primitives sclériliées
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forment un arc scléreux interne (Sdér. int.). Le bois primaire

(B') est constitué de trachées peu nombreuses. Les vaisseaux du

bois secondaire (B^) sont entremêlés d’éléments à parois minces.

La zone cambiale (Cb) a produit aussi du liber secondaire (L^)

renfermant de grandes cellules grillagées ('). Le liber primaire

(L') bien conservé possède des cellules grillagées assez petites,

accompagnées de cellules annexes. En arrière de chaque fais-

ceau, un massif de sclérenchyme forme un arc scléreux externe

(Scier, exl.).

La gaine, parfaitement continue, large de deux à quatre assises

cellulaires sans méats, est constituée d’éléments prismatiques

à parois épaisses et ponctuées, mais non sclérifiées
;

leur aspect

est plutôt collenchymateux (voyez Game co//. dans la fig, 87).

Le chlorure de zinc iodé colore assez difficilement cette gaine :

sur les coupes convenablement hydratées, ce réactif donne cepen-

dant une coloration franchement bleue alors que les arcs sclé-

reux internes et externes se colorent nettement en jaune.

Au delà de la gaine, il n’existe plus qu’une couche subéreuse

assez mince (5u6.).

La moelle (T/‘‘), en grande partie résorbée, est creusée d’une

vaste lacune centrale. Il y a également des lacunes externes entre

les faisceaux dans le voisinage du liber (Lac. ext. dans fig. 78,

pl. VIII, et fig. 87, pl. XI)
;
ces lacunes s’étendent parfois dans

tout le tissu interfasciculaire, de telle façon que les faisceaux

semblent suspendus dans une cavité centrale étoilée.

D’autres fois, au contraire, dans les grosses tiges drageon-

nantes, tous les arcs scléreux internes sont réunis en une zone

sinueuse continue entourant ce qui reste de la moelle (voyez

Scléi'. int., fig. 84, pl. VIII).

Les coupes longitudinales montrent que les cellules des arcs

scléreux externes sont prismatiques (fig. 91
,

pl. XI), tandis que

les cellules sont fibreuses dans les arcs scléreux internes (fig. 93)

;

(*) M. C.-V. Gernet {loc. cit.) déclare n'avoir jamais rencontré de cellules

grillagées dans le liber du Thalictrum ftavum.
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tomes les cellules du sclérenchyme sont d’ailleurs marquées de

ponctuations obliques. Les premiers vaisseaux sont rayés, les

autres sont aréolés (fig. 92) : les cellules vasculaires, assez

longues, laissent voir, après leur fusion, un reste de la cloison

transversale sous la forme d’un anneau saillant à l’intérieur du

vaisseau.

II. Portion souterraine qui se relève pour sortir de terre.

Celte portion diffère de la précédente par les particularités

histologiques suivantes (fig. 79, pl. VIII, et lig. 88, pl. XI) :

Il n’y a pas d’arcs scléreux internes; par contre, les fibres

ligneuses entremêlées aux vaisseaux du bois secondaire ont des

parois fortement épaissies. La gaine est formée d’éléntents très

nettement sclérifiés. Le parenchyme cortical est en grande partie

mortifié et écrasé : on y retrouve l’assise sous épidermique et

l’assise profonde contre la gaine. Cette assise profonde ne pos-

sède pas les plissements caractéristiques de l’endoderme. L’épi-

derme a subsisté et il n’y a pas de suber.

üans les diaphragmes nodaux, comme dans ceux de la tige

au stade IV, certaines cellules de la moelle possé<lent des parois

épaisses, sclérifiées et canaliculées (fig. 90).

III. Portion aérienne inférieure.

Les caractères histologiques propres à cette portion sont les

suivants (fig. 80, pl. VIII, et fig. 89, pl. XI) :

La zone cambiale des faisceaux est arquée autour du liber. Le

sclérenchyme de la gaine est très développé, comme aussi celui

des arcs scléreux externes adossés à la gaine.

Le parenchyme cortical est bien conservé : son assise pro-

fonde est sans plissements
;
les suivantes contiennent de la chlo-

rophylle; l’assise sous-épidermique est collenchymateuse. L’épi-

derme, fortement cutinisé, est garni de stomates.
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IV. Portion aérienne supérieure (inflorescence).

Au point de vue histologique, cette portion diffère à peine de

la précédente (fig. 82, pl. VIII). On peut cependant noter que

l’épiderme ne présente plus de stomates et que le parenchyme

cortical ne renferme plus de chlorophylle.

Structure des portions aériennes de la tige comparée
à celle des portions souterraines.

iM. J. Coslanlin (') a étudié d’une façon spéciale ce qu’il a

nommé le « passage de la tige aérienne au rhizome » dans le

2\ minus à l’effet de mettre en évideni’e l’influence du milieu

sur la structure de la tige. Parmi les conclusions que l’auteur a

cru pouvoir tirer de ses observations, il y en a deux au sujet

desquelles certaines restrictions sont à faire :

1“ D’après M. J. Costantin, « l’anneau de fibres existant à la

périphérie du cylindre central » de la tige aérienne (= la gaine)

disparait dans la tige souterraine pour faire place à une couche

subéreuse. Notre figure 87, planche XI montre clairement que la

gaine est encore présente dans la portion souterraine, mais que

ses éléments ne sont pas sclérifiés; le suber s’est formé en dehors

de la gaine, dans la partie la plus profonde du parenchyme

cortical;

2” M. J. Costantin indique aussi que • les faisceaux sont sur

plusieurs cercles dans la tige aérienne et sur un seul cercle dans

le rhizome »

.

Nous pensons que la disposition des faisceaux ne dépend du

milieu que d’une façon très indirecte.

Les régions qui portent des feuilles très amples contiennent

un grand nombre de faisceaux qui, en raison même de leur

nombre, se disposent sur plusieurs rangs, tandis que les régions

qui ne produisent que des feuilles petites ou rudimentaires

(*) Loc. cil., p. 95.
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renferment peu de faisceaux rangés en un seul cercle. Aussi

voyons-nous les premiers segments de la tige principale, quoique

aériens, posséder des faisceaux sur un seul cercle parce que la

trace foliaire des premières feuilles, toujours très petites, ne

comprend que trois ou eitiq faisceaux. C’est seulement pendant

la seconde année que les faisceaux plus nombreux commencent

à se disposer sur plusieurs cercles, dans la portion de la tige

principale qui porte des feuilles à trace foliaire composée d’une

douzaine de faisceaux (voir fig 64, pl. VI).

Inversement, certains segnænts, quoique souterrains, peuvent

contenir des faisceaux nombreux rangés sur plusieurs cercles.

Tel est le cas de la portion souterraine qui se relève pour sortir

de terre dans la plante adulte (fig. 79, pl. VIII), portion qui

porte de grandes feuilles, aériennes grâce à leur long pétiole.

On comprendra, d’ailleurs, que l’arrangement des faisceaux

dépend non seulement de leur nombre, mais encore du dia-

mètre de la tige avant l’apparition des tissus secondaires.

Il est à remarquer aussi que M. J. Costanlin en comparant des

coupes pratiquées depuis la partie aérienne vers la partie souter-

raine, a décrit les modifications anatomiques comme si la tige

croissait de l’air dans la terre! Notre marche de la base vers le

sommet de chaque tige est plus logique puisqu’elle suit l’axe

dans la direction de sa croissance : elle permet de reconnaître,

en même temps que l’influence très réelle du milieu, les varia-

tions plus considérables encore que les divers segments d’une

tige peuvent présenter dans un milieu constant. M. A. Gravis a

mis en lumière ces variations, qui dépendent de l’accroisse-

ment continu de la vigueur d’une plante en végétation ('). Si

M. J. Costanlin avait suivi la marche ascendante, depuis la partie

souterraine de la lige jusqu’à la partie aérienne, il aurait constaté

que les faisceaux deviennent plus nombreux et se rangent sur

plusieurs cercles lorque la tige n’a pas encore quitté le sol et

(*) lieclierches anatomiques sur les organes végétatifs de l’Urtica dioïca,

dans les Mémoires in-t* de l’Académie royale de Belgique, tome XLVII

(1884), pp. 75, 9“2, tü6 et 218.
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que par suite cette modification ne peut être attribuée à

l’influence du milieu aérien.

M. G. Bonnier (') s’est occupé également de l'anatomie du

T. minus : il a insisté sur « les différences frappantes » que pré-

sente la structure duc rhizome » comparée à celle de c la base

souterraine de la tige florifère ». A la planche XIV de son

travail, il a représenté, par des « photographies directes sur

cuivre », une coupe de chacun de ces deux niveaux, en faisant

remarquer que ces niveaux ne sont distants l’un de l’autre que

de quelques millimètres seulement et qu’ils sont situés tous

deux sous la surface du sol. Dans le rhizome (notre première

portion de la tige primaire), l’auteur reconnaît « la couche

génératrice donnant du bois vers l’intérieur, sur un seul cercle,

et du liber vers l’extérieur ». A la base de la tige florifère sous

terre (notre deuxième portion), il trouve au contraire de « nom-

breux faisceaux sur plusieurs cercles sans formations secon-

daires. »

« On ne saurait, dit iM. G. Bonnier, donner d’exemple plus

net pour faire voir le peu d’importance que présentent les

caractères de la structure de la tige, lorsqu’on veut distinguer les

Monocotylédones des Dicotylédones ». Cette affirmation parait

bien surprenante sous la plume de l’un des représentants de

l’École française à laquelle on doit les premières recherches sur

les caractères anatomiques qui distinguent les Monocoiylées des

Dicotylées.

D’après W. G. Bonnier, la tige florifère se distinguerait donc

par deux particularités : la disposition des faisceaux sur plusieurs

cercles et l’absence de tissus secondaires Quelle valeur faut-il

attribuer à ces deux caractères?

Le premier est réel : il résulte de ce que la base de la lige flo-

rifère porte de grandes feuilles rapprochées les unes des autres,

tandis que le rhizome ne produit que des feuilles rudimentaires

espacées. D’ailleurs, on connaît aujourd’hui nombre de Dyco-

tylées possédant des faisceaux rangés sur plusieurs cercles.

(') Loc. cit., p. 390.
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Le deuxième caractère, au contraire, est contestable. Dans le

T. flaviim, nous avons constaté un arc de cambium dans tous

les faisceaux et à tous les niveaux. Nos figures 87 et 89,

planche XI, prouvent l’existence du cambium aussi bien dans la

portion aérienne que dans la portion souterraine. Il en est de

même dans le T. minus. Le cambium ne forme pas, il est vrai,

une zone génératrice circulaire et continue; il est seulement

intrafasciculaire. Tous les auteurs ont admis son existence dans

les Renonculacées, Quant aux tissus secondaires issus de l’acti-

vité génératrice du cambium, ils sont ici toujours intrafascicu-

laires et parfois si peu abondants qu’ils ne sont représentés que

par quelques vaisseaux aréolés.

En regardant à la loupe la figure 1 ,
planche XIV, de

M. G. Bonnier, on peut reconnaître des traces non équivoques

de l’arc cambial dans chaque faisceau, notamment dans la partie

gauche de la photographie, bien que le grossissement soit mani-

festement insuffisant. Si dans la figure 2 de cette même planche,

le cambium et les tissus secondaires sont plus apparents, cela

provient de ce que cette figure représente le rhizome, c’est-à-

dire la partie vivace, tandis que la première représente la partie

fugace, la tige florifère, qui disparaîtra après la fructification.

M. J. Costantin(‘) a admis l’existence du bois secondaire dans

les faisceaux intérieurs de la tige aérienne du T. minus, mais

sa figure 70 de la planche VI ne rend pas avec assez de netteté

l’aspect des arcs cambiaux.

M. P. Marié (*) a reconnu un « cambium net » dans les fais-

ceaux de la tige aérienne du T. aquilegifoHum et l’a représenté

pour celle du T. angustifolium (fig. 20).

M. E. Strasburger (5) a figuré avec toute la précision désirable

le cambium d’un faisceau de la tige du Ranunculus repens, mais

il a, croyons-nous, trop limité l’activité cambiale en ne considé-

(') /-oc. cit.f p. 174.

(*) Loc. cil., p. 34.

{') Manuel technique d'anatomie végétale, Irad. française (1886), p. Hl.
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rant comme secondaires que les assises de cellules à parois

minces situées contre l’arc générateur.

Malgré certaines ressemblances, plus apparentes que réelles,

existant entre l’organisation des Thalictrum et celle des Mono-

cotylées (ressemblances qui seront énumérées dans les «Conclu-

sions » à la fin de ce mémoire), nous ne croyons pas qu’il soit

permis de confondre la structure d’aucune partie d’un Thalic-

trum avec « la structure ordinaire des Monocotylédones ». Bien

comprise, l’anatomie de la tige des Thalictrum appartient fran-

chement au type des Dicotylées.

Ceinture gemmaire.

Nous savons déjà que les faisceaux destinés au bourgeon axil-

laire contournent le nœud en parcourant presque horizontale-

ment le parenchyme cortical et qu’il en résulte une véritable

ceinture gemmaire (voir ci-dessus, p. 42). Lorsqu’on examine

extérieurement l’insertion d’une forte tige axillaire, on y voit une

sorte de eroissant qui embrasse la lige mère. Ce croissant se

détache de la tige mère lorsqu’on exerce une traction violente

sur la tige axillaire (fig. 7S, pl. VII).

Une coupe longitudinale pratiquée dans un nœud souterrain,

perpendiculairement au plan de symétrie de la feuille, rencontre

les faisceaux gemmaires sectionnés transversalement. Dans la

figure 76, planche VII, on remarquera trois de ces faisceaux

à gauche et six à droite. L’un d’eux, reproduit par la figure 97,

planche XII, à un grossissement plus fort, montre du bols et du

liber, séparés par une zone cambiale, un massif scléreux en

avant du bois et un autre en arriére du liber.

Lorsque la tige axillaire est vigoureuse, les faisceaux de la

ceinture gemmaire contiennent une forte quantité de tissus seeon*

daires libéro-ligneux, comme on peut en juger par la figure 77,

planche VII, qui est un dessin d’ensemble d’une coupe longi-

tudinale faite dans la région où la tige se relève pour sortir du

sol : le nœud y présente une ceinture gemmaire fort épaisse

dans laquelle les faisceaux sont disposés en rayonnant autour

d’un centre.
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§ 2. LES FEUILLES.

CARACTÈRES EXTÉRIEURS.

La forme des feuilles varie suivant leur position sur la tige.

Aux nœuds de la portion souterraine drageonnante des plantes

adultes, les feuilles sont rudimentaires, réduites à leur gaine;

ies stipules font défaut (pl. XIII, fig. lOl).

Le long de la portion souterraine qui se relève pour sortir de

terre, les feuilles passent insensiblement de la forme précédente

à la feuille pérulaire avec pétiole et limbe rudimentaires au som-

met de la gaine. Les stipules manquent encore (fig. 102).

Sur la portion aérienne inférieure, les feuilles atteignent leur

maximum de complication et de développement. Elles se com-

posent d’une gaine assez développée avec deux stipules adnées

(fig. 103), d’un pétiole et d’un rachis primaire portant six paires

de rachis secondaires, les deux inférieurs eux-mêmes quatre fois

subdivisés. Il y a des stipelles aux premiers nœuds du rachis

primaire, des stipellules aux premiers nœuds des raehis secon-

daires. Ces feuilles, les plus complètes, eomptent jusqu’à cent

trente-sept folioles.

Ce type foliaire se réduit graduellement à mesure qu’on s’élève

le long de la tige dans sa portion aérienne supérieure. On ren-

contre ainsi des feuilles bractéiformes ('), pourvues de stipules,

d’un rachis primaire avec stipelles, de rachis secondaires avec

stipellules et de quarante à cinquante folioles; le pétiole n’existe

pas, la première paire de rachis secondaires se détachant immé-

diatement au-dessus des stipules (fig. 108). On passe ensuite

insensiblement aux bractées réduites à cinq, trois et même une

seule foliole (fig. 109 et 110) ;
ces bractées n’ont pas de pétiole,

mais possèdent deux stipules.

Dans les tiges primaires de la plante adulte, le métamorphisme

foliaire est donc progressif depuis l’insertion de ces tiges jusqu’à

leur portion aérienne inférieure
;

il est régressif dans toute

l’étendue de la portion aérienne supérieure.

(*) Voir note au bas de la page 55.
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STRUCTIRE.

A. PARCOURS DES FAISCEAUX..

iNous nous bornerons à décrire les principaux niveaux d’une

feuille complète de la portion aérienne inférieure.

La section transversale à la base de la gaine (pl. XIV, fig. 115)

présente quinze faisceaux :

m''m'm m'Lû'Mi'îLm'm mm".

Un peu plus baui, deux faisceaux m'" se détachent des fais-

ceaux m" les plus voisins des bords
;
ces faisceaux m'" se rami-

fient plusieurs fois et se perdent dans les deux stipules.

En s’élevant dans la gaine, tous les faisceaux subissent une

sorte de dédoublement qui a pour effet de produire des faisceaux

internes en face des faisceaux externes. Toutefois le nombre des

premiers est toujours moindre que celui des seconds, à cause des

anastomoses nombreuses qui s’opèrent à la face interne du pétiole

beaucoup moins large que la face externe. En même temps, une

lacune centrale apparait entre les deux séries de faisceaux. La

coupe représentée par la figure H 4 a été faite au niveau où

commencent ces dédoublements et ces anastomoses ; des traits

y indiquent la provenance des faisceaux internes. Les mêmes

faits se répètent progressivement à travers les faisceaux margi-

naux («i, wi', m"). A la base du pétiole (fig. H5), il y a déjà

quarante-deux faisceaux de diverses grosseurs rangés autour

d’une cavité centrale. On remarque en outre à ce niveau les

deux stipules adnées et vascularisées aux dépens des deux fais-

ceaux m’". Plus haut, le faisceau M subit à son tour un dédou-

blement; d’autres ramifications et des anastomoses nombreuses

donnent au pétiole sa structure caractéristique (fig. 116). On y

reconnaît une cinquantaine de faisceaux dont un faisceau O issu

d’anastomose.

Dans le premier entre-nœud du rachis primaire qui fait suite

au pétiole, on retrouve vingt-quatre faisceaux circulairement
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disposés autour d’une cavité centrale, lïi'os et petits alternant

(fig. i17):

Dans les entre-nœuds suivants du même rachis, le nombre des

faisceaux diminue de plus en plus.

Insertion des rachis secondaires et des stipules (fig. H 8). —
Au premier nœud du rachis primaire, chacun des rachis secon-

daires débute par une vingtaine de faisceaux insérés sur les

faisceaux Lm'mm' du pétiole. Les stipelles externes reçoivent

quelques faisceaux intermédiaires du pétiole {i'ii'). Les stipelles

internes reçoivent de même quelques faisceaux issus des fais-

ceaux marginaux du pétiole (rn"m"'). Ce premier nœud du

rachis est extrêmement compliqué : la figure 1 18 est un schéma.

Les deux figures 119 et 120 reproduisant, au contraire, très

exactement l’aspect de deux des coupes, donneront une idée des

difficultés que présente l’étude de cette région.

Aux deuxième, troisième, quatrième, etc., nœuds du rachis

primaire, les rachis secondaires contiennent de moins en moins

de faisceaux. L’insertion de ces rachis secondaires et de ces sti-

pelles se fait d’une façon analogue à ce qui vient d’être décrit.

Insertion des rachis tertiaires et des stipellules. — Cette inser-

tion se fait encore de la même manière, mais simplifiée en ce

que le nombre des faisceaux est encore plus réduit. Les pétio-

lules contiennent cinq faisceaux :

/«LML//J,

les deux marginaux pouvant parfois s’anastomoser en un seul

(fig. 121).

B. HllSTOliOeiE.

Une coupe transversale au milieu du limbe de la feuille adulte

montre :

1® L’épiderme interne, sans stomates, formé de cellules tabu-

laires sans chlorophylle, à cuticule épaisse et lisse. V'ues de face.
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ces cellules ont des contours sinueux. De distance en distance,

on retrouve l’insertion d’un poil glanduleux (fig. 122).

2“ L’épiderme externe à cuticule beaucoup plus mince, avec

nombreux stomates formés de deux cellules de bordure au niveau

de la surface et surmontés de deux replis saillants de la cuticule.

Vu de face, il présente des cellules à contours sinueux, si ce n’est

au-dessus des nervures où les parois sont rectilignes, épaisses et

ponctuées. Les stomates arrondis n’ont pas de cellules annexes

(lig. 125).

3® Le mésophylle, constitué par une dizaine d’assises de cel-

lules chlorophylliennes. Les deux assises supérieures, formées de

cellules à section carrée plus petites que celles des autres assises,

méritent à peine le nom de palissade. Les huit autres assises,

formées de cellules irrégulières à grands méats, constituent un

mésophylle spongieux. La chlorophylle est régulièrement répar-

tie dans tout le mésophylle. Il n’y a dans la feuille adulte ni

glandes ni cristaux.

4® Les nervures ne présentent rien de particulier. Un massif

de sclérenchyme se trouve entre chaque faisceau et l’épiderme

externe dont les cellules ont des parois épaisses et ponctuées.

C. \^AE<E1IR MORPHOLOGIQUE STIPULES,

DES STIPELLES ET DES STIPELLULES.

M. Trecul (') a soutenu l’homologie de la gaine des monocoty-

lées et des stipules des dicotylées. « Il y a, dit-il, la plus grande

analogie entre la formation des stipules foliaires et celle d’une

gaine; cette analogie est telle qu’il est impossible de les distin-

guer dans le principe. »

M. Van Tieghem (^), au contraire, fait de la gaine et des sti-

pules deux choses bien distinctes. Pour ce botaniste, « la gaine

(‘) Mémoire sur la formation des feuilles, dans les A^.^ALKs dbs scB^CBS

^ATl]BELLES, Botanique, 5' série, t. XX, 1853, p. 288.

(®j Traité de Botanique (1884), p. 308.
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est la base dilatée par où la feuille s’attache au pourtour du

nœud en embrassant plus ou moins la tige, à la façon d’un étui ».

Quant aux stipules, il les considère « comme le résultat d’une

ramification très précoce du pétiole ou du limbe à sa base et

dans son plan. C’est à proprement parler, dit-il, une première

paire de folioles, différenciées le plus souvent par rapport au

limbe primaire et par rapport aux autres folioles, s’il s’en pro-

duit, et adaptées à une fonction spéciale. Toute feuille pourvue

de stipules est donc en réalité une feuille composée. Il suffit

pour s’en convaincre de remarquer que les nervures des stipules

vont toujours s’atiacfier à peu de distance au-dessus de la sur-

face de la tige, aux nervures du pétiole ou du limbe primaire

dont elles ne sont que des ramifications ».

M. Lecoyer, dans sa Monographie des Tlialictrum ('), consi-

dère les expansions latérales du pétiole engainant de la feuille

des Pigamons, comme des oreillettes et il adopte l’expression de

gaine auriculée, considérant, avec Lamarck et de Candolle, le

pétiole des Thalictrum, comme exstipulé dans le genre entier.

Dans nos recherches sur le Thaliclrum flavum, nous avons

recueilli un certain nombre d’observations qui jettent un peu de

jour sur celte question si controversée de l’origine de la gaine,

des stipules et des stipelles.

I. Gaine et stipules.

1. Feuilles de la tige principale. — Les premières feuilles de

la tige principale, celles à trois folioles, présentent une gaine

assez courte (o millimètres environ) surmontée de deux petites

expansions non vascularisées (pl. IV, fig. 43). Cette gaine est

parcourue dans toute son étendue par trois faisceaux LML qui

ne s’y divisent pas (fig. 43).

Les feuilles qui précédent la pérule, celles à neuf folioles,

ont une gaine notablement plus longue (1 centimètre environ)

^*) Loc. cil.
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présentant encore deux expansions latérales non vascularisées

(pl. V, fig. 57). Celte gaine reçoit de la lige onze faisceaux :

in'm m'LiMi’Lm'm m'

qui s’unissent entre eux de distance en distance par des anasto-

moses obliques. Un des faisceaux, le faisceau m' le plus voisin

du bord droit, se perd dans l’une des expansions latérales ( fig. 62).

2. Feuilles de la tige primaire. — Les feuilles des liges sou-

terraines drageonnanies sont petites (2 centimètres environ),

écailleuses, réduites à la portion engainante des feuilles com-

plètes (pl. XIII, fig. loi). Il n’y a pas d’expansions latérales.

Celte feuille rudimentaire reçoit de la tige onze faisceaux :

m'm m’LiMi’Li/j'm m'

qui, dans l’étendue de la gaine, s’unissent par quelques anasto-

moses obliques et vont se fusionner à son sommet.

Les feuilles pérulaires de la portion souterraine qui se relève

pour sortir de terre ne différent des précédentes que par la pré-

sence d’un pétiole et d’un limbe rudimentaires au sommet de la

gaine. Pour le reste, même forme, mêmes dimensions et même
nervation. Les stipules manquent encore (fig. 102).

Les feuilles de la portion aérienne inférieure de la tige sont

complètes : elles possèdent une gaine assez développée et deux

stipules adnées au pétiole. Une 'des premières feuilles de cette

portion reçoit quatorze faisceaux (fig. 103) :

7u’m m'Li'ii'yU'iLm'ni m'.

Les deux faisceaux tn' les plus voisins des bords se rendent

directement dans les sii[)ules. Une autre feuille (fig. 104) reçoit

quinze faisceaux :

in'nim m'm".

La nervation de ses stipules consiste en deux faisceaux ni'" qui
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se détachent des faisceaux pétioluires les plus rapprochés des bords.

Enfin la feuille la plus complète (fig. lOo) reçoit vingt faisceaux ;

La nervation des stipules consiste en deux faisceaux w"'' qui se

détachent, ici aussi, des faisceaux pétiolaires.

Les feuilles de la portion aérienne supérieure (fig. 106) mon-

trent une gaine plus courte surmontée de deux stipules légère-

ment laciniées, scarieuses à leur extrémité et vascularisées. La

nervation de ces stipules est identique à celle de la feuille repré-

sentée par la figure 104.

Les feuilles bractéiformes ont une gaine presque nulle, mais,

par contre, les stipules sont larges, scarieuses dans leur moitié

supérieure, fortement laciniées et vascularisées. On compte à la

base neuf faisceaux ;

m niLiyULm'm

dont les m fournissent bientôt en dehors deux m' qui se rami-

fient plusieurs fois et se perdent dans les stipules (fig. 107).

Les bractées à trois folioles n’ont plus de gaine visible; les

stipules grandes, laciniées et scarieuses ne sont pas vasculari-

sées. Ces bractées prennent à la lige trois faisceaux LML qui ne

se divisent qu’à l'insertion des folioles (fig. 109),

Les bractées à une foliole n’ont pas de gaine, mais possèdent

des stipules très grandes et en tout semblables à celles des

bractées précédentes. Elles sont parcourues par un seul faisceau IVI

indivis (fig. 1 10).

En résumé, la gaine et les stipules présentent les modifications

suivantes :

1° Dans les feuilles les plus petites des planiules, la gaine,

relativement importante, est surmontée de deux petites saillies

purement cellulaires, une de chaque côté du pétiole.

2® Dans les feuilles les plus amples de la plante adulte, il y

a une gaine courte ou plutôt un pétiole simplement élargi à sa

base et deux stipules relativement grandes. Celles-ci reçoivent

des faisceaux fournis par les faisceaux marginaux du pétiole.
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3" Entre ces deux dispositions, une série d’intermédiaires

montrent I atrophie graduelle de la gaine et le développement
de plus en plus marqué des stipules.

Dans les bractées, la gaine est nulle
;

les stipules très

grandes ne sont plus vascularisées, mais l’absence de faisceaux

est une conséquence de la nature scarieuse de ces stipules.

Si nous négligeons les bractées à stipules scarieuses et les

premières feuilles relativement peu développées, comme celles

de la figure 103, nous pouvons dire que « les nervures des sti-

pules vont toujours s’attacher à peu de distance au-dessus de la

surface de la tige, aux nervures du pétiole » (voyez lig. 104, 105,

100 et 107). 11 nous semble donc impossible de douter encore

de l’existence de vraies stipules dans les Thaliclrum. De plus,

il est non moins évident que les stipules des Thaliclrum pro-

cèdent de la gaine. D’où cette conclusion que nous croyons

pouvoir tirer, contrairement à l’opinion de .\I. Van Tieghem,

que les stipules des Dicotylées sont homologues à la gaine des

Monocotylées.

II. Stipelles.

On les observe principalement sur les feuilles des régions

aériennes inférieure et moyenne (feuilles les plus amples);

encore ne prennent-elles tout leur développement qu’à la base

des trois premières paires de rachis secondaires, c’est-à-dire aux

trois premiers nœuds du rachis primaire. A chacun de ces nœuds

elles se trouvent au nombre de quatre, dont deux à la face interne

(supérieure), assez souvent concrescentes et deux à la face externe

(inférieure), toujours libres. Les internes, toujours plus déve-

loppées que les externes, se présentent ordinairement sous l’as-

pect d’une lame unique à bords laciniés, recevant à droite et à

gauche des faisceaux des marginaux. Les externes, au contraire,

étroites et lancéolées, reçoivetit des faisceaux des intermédiaires

(lig. 111).

Lorsqu’elles sont peu développées, les stipelles se montrent

comme de petites saillies non vascularisées; c’est le cas pour
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celles insérées aux nœuds supérieurs du rachis primaire des

grandes feuilles.

Les feuilles de la tige principale sont même complètement

dépourvues de stipelles, comme M. Massart l’a constaté (•).

III. Stipellnles.

Les stipellules sont plus rares encore que les stipelles; on ne

les trouve guère qu’aux deux premiers nœuds des rachis secon-

daires des feuilles les plus développées de la plante adulte. Les

stipellules internes semblent exister seules. Elles sont pour le

reste semblables aux stipelles (fig. 112).

D. PRÉFEVILliE.

La préfeuille, dans le T. flavurn, est toujours une gaine

dépourvue de pétiole et de limbe. Le nombre de ses faisceaux

est variable : trois, cinq, sept, neuf ou quinze. Le nombre est

d’autant plus grand que la tige mère à l’endroit considéré com-

prend elle-même un plus grand nombre de faisceaux. Les fais-

ceaux d’une préfeuille sont toujours symétriquement disposés des

deux côtés du médian. La position de la préfeuille est tantôt

à droite, tantôt à gauche du plan médian de la feuille à l’aisselle

de laquelle le bourgeon a pris naissance (fig. 124 et 125).

(•) La récapitulation et l'innovation en embryologie végétale. (Bulletin de

LA Société royale de botanique de Belgique, t. XXIII, 1894, p. 178.)
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§ 3. LES RACINES.

CARACTÈRES EXTÉRIEURS.

La plante adulte, comme la plante à la fin de la seconde année

de végétation, ne porte que des racines adventives insérées en

grand nombre aux nœuds de la portion souterraine des tiges.

Ces racines, longues de 40 centimètres environ, larges de 2

à 3 millimètres, sont cylindriques, jaunâtres, garnies de radicelles

et de papilles abondantes, courtes et serrées.

STRUCTURE.

Le bois primaire se compose de quelques trachées disposées

en quatre pôles centripètes (B'). Le liber primaire, reporté vers

l’extérieur, se présente sous l’aspect de quatre massifs assez nette-

ment délimités (L‘). Les fibres primitives qui forment la partie

centrale du faisceau multipolaire primaire sont totalement ou

partiellement sclérifiées (voyez Fib.prim. sclér. dans la fig. 100,

pl. XII).

La zone génératrice est en partie cambiale et en partie cambi-

forme. Les quatre arcs cambiaux (C6.) alternant avec les pôles

ligneux primaires ont produit du bois secondaire (B^) et du liber

secondaire (L^). Les quatre ponts cambiformes (Cbf.) situés en

face des pôles ligneux primaires ont engendré, en même temps,

du tissu fondamental secondaire interne fortement sclérifié et du

tissu fondamental secondaire externe très abondant et parenchy-

mateux (voyez T/"’' et Tp' dans les figures 100 et lOO*"'’). Dans

certaines racines, le T/'*' fait défaut (').

(') Les tissus que nous désignons ici par les termes T/*' et T/^‘ ont été

diversement compris.

En 1881, M. L. Olivier, dans ses Hecherches sur l’appareil tégumenlaire

des racines (Ann. sc. nat., VI, 11, p. IID), a soutenu l’existence, dans les

racines de Thalictrurn et d’autres plantes, d’un « parenchyme tégumentaire
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L’endoderme, qui consliiue actuellement la surface de la

racine, montre ses cellules étirées tangenliellement et recloison-

nées radialement une dizaine de fois. Tout le parenchyme cor-

tical a été décortiqué et il n’y a pas de suber.

Les racines adventives de la plante adulte, comme celles de la

plante au stade V sont insérées, dans la première moitié du

noeud, à droite et à gauche de chaque faisceau foliaire; elles sont

unies par leurs tissus libéro-ligneux en même temps au faisceau

foliaire et au faisceau réparateur le plus voisin (fig. 88, pl. IX,

94 et 98, pl. XII).

Certaines racines ne présentent que trois pôles.

secondaire centri/uÿe » . Parmi les figures qui accompagnent son travail,

aucune n’est destinée à la démonstration de cette affirmation.

En 1885, M. P. Marié, dans ses Recherches sur la structure des Renoncu-

lacées (p. 32), a décrit, dans les racines du T. /iquilegifolium, un » péri-

cycle devenu générateur et détachant des segments en dedans seulement,

pour donner un parenchyme cortical secondaire à l’aspect légèrement

collenchymateux ». D’après l’explication de la figure 11 donnée à la

page 172, ce parenchyme cortical secondaire a pris naissance par le

« cloisonnement centrifuge du péricycle ••

.

Le parenchyme tegumentaire secondaire de M. Olivier et le parenchyme

cortical secondaire de M. Marié ne sont autre chose que notre T/"*' et nos

figures 100 et lOO*’’’ montrent que ce T/** est issu du cambiforme Cbf. de

la même manière que le liber secondaire (L'j est issu du cambium (C6.),

c’est-à-dire en direction centripète.

D’autre part, M. Marié (p. 57) a signalé des * amas scléreux en dehors

des lignes vasculaires primaires », comme si ces amas étaient primaires. En

réalité, il s’agit d’un tissu secondaire à développement centrifuge, comme

le bois secondaire : c’est notre T/'** (fig. 100“’).

En 1889, M. O. Bonnier {loc. cit., p. 541) a décrit encore du « scléren-

chyme péricyclique » dans les racines grêles du T. tuberosum.

M. C.-Eg. Bertrand avait cependant indiqué, dès 1880, dans sa Théorie

du Faisceau, la véritable nature des deux tissus dont il est ici question; il

avait démontre (pp. 57, 58 et fig. 50, 51) leur origine commune au dépens

d’un arc de cambiforme à fonctionnement double comme un arc de cam-

bium. (Concernant la nomenclature histologique, voyez la note au bas de la

page 17 du présent mémoire.)
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Les radicelles ont un faisceau à deux, trois ou quatre pôles et

sont toujours réduites à leurs tissus primaires.

Les racines adventives et leurs radicelles présentent parfois,

de distance en distance, des renflements de diverses grosseurs

qui pourraient faire croire à un phénomène de tubérisation. Il

n’en est rien cependant, car ce sont là des hypertrophies ayant

pour cause la présence d’un acarien qui vit en parasite dans les

racines (*),

(i) M. Lecoyer {loc. cil., p. t09) indique chez les Thalictrum foetidum et

minus une hypertrophie accidentelle des racines adventives qui pourrait

bien avoir la même origine.
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RÉSUMÉ ET CONCLUSIONS.

EMBRYON (p. 7.)

Situé dans l’angle supérieur de l’akène, l’embryon du Thalk-

trum flavum est fort petit (longueur, largeur, 0““,2).

Celui du Rannnculus arvensis est logé dans l’angle inférieur de

l’akéne et est sensiblement plus gros (longueur, largeur,

Le parenchyme cortical constitué par onze assises de cellules

dans l’embryon de la Renoncule des champs, n’en compte que

sept dans le Pigamon jaune (fig. 1 à o).

PLANTULES.

Stade 1 (p. 10). — Au début de la germination, l’axe hypo-

cotylé présente, dans toute son étendue, deux trachées marquant

les pôles d’un faisceau bipolaire à développement centripète. Un

peu plus tard, une trachée se diflérencie dans chaque faisceau

cotylédonaire dont le bois se différenciera ultérieurement en

direction centrifuge. Quelques millimètres au-dessous de l’inser-

tion des cotylédons, on voit nettement le contact entre les tra-

chées centripètes et les trachées centrifuges (fig. 6 à 11).

Stade II (p. 12). — La structure est la même dans les deux

espèces comparées. Le diamètre total de la section au milieu de

l’axe hypocotylé est un peu plus faible dans le Thaliclrum, les

faisceaux libéro-ligneux y sont un peu moins gros. Les cellules

du Thaliclrum sont notablement plus grandes, mais elles sont

beaucoup moins nombreuses que celles du Rammculus.

Le contact entre les faisceaux foliaires et les faisceaux répa-

rateurs A, B, G, D d’une part, et le faisceau bipolaire de l’axe

hypocotylé d’autre part, s’effectue dans les deux espèces par des

trachées courtes sur une région assez étendue dans le nœud

cotylédonaire (fig. 12 à 21).
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Le faisceau bipolaire de la racine n’est que la continuation de

celui de l’axe hypocotylé.

Stade III (p. 15). — L’axe hypocotylé, plus épais, est forte

ment ridé transversalement. Ces rides sont le résultat d’une

déchirure longitudinale et annulaire dans le parenchyme corti-

cal, déchirure qui a permis aux couches extérieures détachées

sur toute la longueur de l’axe hypocotylé, mais fixées encore

aux autres tissus par leurs deux extrémités, de s’allonger par le

fait de la tension longitudinale (lig. 22 à 26).

Les cellules de l’endoderme, dont le protoplasme est vivement

coloré en jaune, se sont fortement accrues puis recloisonnées

radialement et transversalement un certain nombre de fois

(fig. 27).

Comme dans le Hanunciilus, les faisceaux de la tige princi-

|iale débutent à ce stade, dans le noeud cotylédonaire, par six

faisceaux (déjà indiqués au stade II) dont deux médians desti-

nés aux feuilles 1 et 2 et quatre réparateurs A, B, C, D. Mais,

dans l’espèce qui nous a occupé, ni le A ni le B ne se bifurque

pour donner naissance à un cinquième réparateur (fig. 50 et 32).

Dans le Thalictrum, il a été constaté, tant parmi les plan-

tules que parmi les plantes adultes, un nombre sensiblement

égal d’individus dextres et d’individus senestres.

Ordinairement, les plantules ne sont ni plus larges, ni plus

développées à la face antérieure qu’à la face postérieure, et il

n’est guère possible de déterminer le cotylédon antérieur sans

avoir recours à l’observation de la spire phyllotaxique.

Tandis que les cotylédons du Ranunculus ne présentent pas de

glandes, ceux du Thalictrum, comme ceux de VUrtica dioïca (•),

montrent à leur sommet une glande à eau destinée à remédier

à l’excès de tension dans l’appareil aquifère (fig. 33 et 40). Les

stomates aérifères ne garnissent que la face externe (inférieure)

du cotylédon. Au-dessus de la glande à eau, une douzaine de

stomates aquifères béants existent sur la face interne de l’organe

(fig. 41 et 42).

f) M. A. Gravis, loc. cil.
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Lt‘ pétiole col) lédonaire et les deux faces du limbe portent des

poils glanduleux peu abondants f). Il n’y a pas de cristaux

(fig. 39).

Les deux cotylédons reçoivent chacun deux faisceaux qui se

fusionnent dés la base du cotylédon, comme c’est le cas dans le

Hanunculus ; les pôles ligneux centripètes accompagnent les

faisceaux cotylédonaires dans la partie inférieure des pétioles de

chaque cotylédon (fig. 37 et 38).

Les premières feuilles des plantules sont trifoliolées et pré-

sentent une gaine surmontée de deux petites proéminences laté-

rales non vascularisées ;
il \ a des glandes à eau, des poils glan-

duleux peu abondants, des stomates dépourvus de cellules

annexes et un mésophylle bifacial
;
pas de cristaux (fig. 43 à 50).

Vers la fin de la première saison, la plantule s’enfonce gra-

duellement en terre. Cet enfoncement, qui a pour effet de plon-

ger dans le sol, afin de les abriter, les premiers nœuds de la

tige principale, est le résultat d’un raccourcissement des portions

suffisamment âgées de la racine principale, des racines adven-

tives et des radicelles; ce raccourcissement est provoqué par

une augmentation de la turgescence de ces organes (fig. 51).

Stade IV (p. 27). — Pendant la première année, la plante

développe successivement des segments caulinaires et des feuilles

de plus en plus amples. I.a tige principale comprend quatre

portions caractérisées chacune par le nombre des faisceaux com-

posant les traces foliaires : ce nombre varie de 3 à 9 (fig. 52 à 56).

Les feuilles qui précédent la pérule, comptent neuf folioles

et leur gaine est surmontée de deux petites proéminences laté-

rales. Ces proéminences, qui peuvent recevoir l’extrémité d’un

petit faisceau marginal, sont des stipules rudimentaires, il n’y

a plus de glandes à eau, ni de poils glanduleux (fig. 57 à 62).

Le sclérenchyme de la tige principale est remarquable par

ses origines diverses (fig. 55 et 56).

Le parenchyme cortical de l’axe hypocotylé est tombé et la

P) M. Lecoter (toc. cit,, p. 96 j
indique les cotylédons comme étant gla-

bres dans tout le genre Thalictrun.
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^u^face est constituée par l’endotlerme à cellules recloisonnées

((ig. 53).

Stade V (p. 32). — Pendant Thiver, les plantules perdent

leurs feuilles, et leur bourgeon terminal hiverne à l’abri d’une

pérule; au printemps suivant, la tige principale continue son

développement.

Dans une tige principale, à la fin de la deuxième année, deux

régions sont à considérer : l’une correspondant à la pousse de

la première année, l’autre à la pousse de la deuxième saison

terminée par une inflorescence. Celle seeonde pousse comprend

trois portions. Le nombre des faisceaux composant chaque trace

foliaire augmente d’abord de 9 à 12, puis il va en diminuant de

façon que les dernières bradées ne reçoivent qu’un seul faisceau

(fig. 63 à 68).

Dans la portion qui correspond aux feuilles les plus amples,

les faisceaux devenus plus nombreux commencent à se disposer

sur plusieurs cercles : les foliaires, reconnaissables à leur section

pointue, se rapprochent plus du centre que les autres (fig. 64).

L’origine des tissus sclérifiés est encore variable.

Les racines contiennent, outre du bois et du liber secondaires

issus des arcs cambiaux, du T/*' engendré par des ponts de cam-

biforme (fig. 69 et 70).

PLANTE ADULTE.

LES TIGES.

A la fin de la seeonde saison, après avoir fleuri, la partie

aérienne de la lige principale s’est détruite
;

la partie souterraine

a hiverné et les bourgeons qu’elle portait se sont développés, au

printemps suivant, les uns en tiges aériennes, les autres en liges

souterraines destinées à hiverner à leur tour.

Parcours des faisceaux (p. 38). — La tige primaire adulte

comprend quatre portions caractérisées par une structure parti-

culière. Dans chacune de ees portions, le nombre des faisceaux

de la traee foliaire est toujours égal à celui des réparateurs ou

groupe de réparateurs.
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Ainsi, dans la portion souterraine drageonnante, sur les

20 faisceaux libéro-Iigneux de la section transversale, 10 foliaires

alternent avec iO réparateurs qui fourniront les foliaires du

nœud suivant (fig. 78 et 94).

Dans la portion souterraine qui se relève pour sortir de terre,

sur les 59 faisceaux, 13 foliaires alternent avec 13 groupes

réparateurs contenant chacun de 1 à 5 faisceaux (fig. 79 et 85).

Dans la portion aérienne inférieure, sur les 79 faisceaux,

15 foliaires alternent avec 15 groupes réparateurs de 1 à 7 fais-

ceaux chacun (fig. 80 et 86).

Dans la portion aérienne supérieure, rinflorescence peut con-

tenir 60 faisceaux dont 12 foliaires alternant avec 12 groupes

réparateurs de 3 à 6 faisceaux (fig. 82). Tout au sommet de rin-

florescence, il n’y a que 5 faisceaux dont un seul est foliaire
;

les quatre autres réparateurs représentent les faisceaux A, B, C,

D des planiules (fig. 83).

L’existence de ces quatre réparateurs semble liée à la symé-

trie tétramère des fleurs du Thalictrum, comme l’existence de

cinq réparateurs AA'BCD dans la Renoncule semble en rapport

avec la symétrie pentamère des fleurs de cette plante.

Divers auteurs ont insisté sur bs ressemblances qu’ils ont

trouvées entre Yaspect d’une coupe faite dans la tige des Thalic-

trum adultes et celui d’une coupe ordinaire de Monocotylée.

Ces ressemblances existent tant au point de vue du parcours des

faisceaux qu’au point de vue de l’hisiologie. Le second point sera

examiné plus loin
;
quant au premier, il faut tout d’abord faire

remarquer que les ressemblances signalées se limitent à la por-

tion souterraine qui se relève (fig. 79) et aux portions aériennes

(fig. 80 et 82) de l’adulte. Elles proviennent :

1" Du grand nombre des faisceaux destinés à une même
feuille

;

2° De la disposition des faisceaux à des distances variables du

centre de la tige
;

3* Du long trajet des foliaires dans la tige, d’où ré.«ulte l’ab-

sence de véritables sympodes réparateurs.

Dans le nœud, les faisceaux foliaires pénétrant de la feuille
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dans la lige s'avancent notablement vers le centre et descendent

toute l’étendue d’un enlre noeud ; ils sont alors situés sous les

côtes et leur bois primaire forme une pointe effilée. Arrivés au

nœud en dessous, ils se rapprochent de la périphérie, ne corres-

pondent plus aux côtes et leur massif ligneux primaire s’arrondit.

Après avoir descendu un deuxième entre-nœud, ils se rap-

prochent encore de la périphérie, descendent un troisième entre-

nœud, et ainsi de suite. Leur section est alors celle d’un petit

faisceau adossé à la zone externe de sclérenchyme. Il est à obser-

ver que le faisceau médian descend le plus bas et que la lon-

gueur des autres (latéraux, intermédiaires et marginaux de divers

ordres) est de plus en plus réduite. Tous ces faisceaux se ter-

minent vers le bas en se jetant sur l’un des faisceaux voisins qui

est généralement un faisceau foliaire à massif ligneux arrondi.

üans le Thaliclrurn flavuin adulte, on ne retrouve donc pas

les faisceaux réparateurs si nettement caractérisés du Ranuncii-

lus arvensis. Si, au contraire, on part de l’embryon, on constate

très nettement, au bas de la lige principale du Thaliclrurn, les

4 réparateurs A, B, C, D de la Renoncule. Mais tandis que dans

cette dernière plante le faisceau A ou le faisceau B se bifurque

seul, dans le Thalictriim, les 4 faisceaux se ramifient successi-

vement de telle façon que dans l’enire-nœud “ de la tige prin-

cipale, il y a déjà 8 réparateurs, savoir : A', A", A'”, B', B", C,

D', D” (fig. 54). Plus haut, ils deviennent plus nombreux

encore, mais perdent leurs caractères de réparateurs : ils se sont

ramifiés et leurs branches constituent des faisceaux foliaires tels

que ceux de l’adulte.

Dans les plantules du Thaliclrurn, le parcours est donc iden-

tique à celui du Ranunculus arvensis; il se modifie graduelle-

ment au point d’en différer complètement. Dans les deux genres

que nous comparons, les plantules semblent donc fournir plus

de caractères communs que les plantes adultes.

L’étude des liges, dans toute leur étendue et à tous les âges,

est particulièrement intéressante, en ce sens qu’elle permet de

rétablir l’évolution ontologique de la plante tout entière. Par-

tant de l’embryon, nous avons constaté que les segments suc-
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cessifs présentent une organisation qui va d’abord en se com-

pliquant et ensuite en se simplilianl. Deux faits principaux

résument l’évolution progressive :

1° Augmentation du nombre des faisceaux constituant la trace

foliaire (3, o, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 15, ...) et, coneurremment,

augmentation du nombre des réparateurs (4, o, 6, 7, 8, 9, 10, ...) ;

2* Remplacement de chaque réparateur ramifié par un nombre

de plus en plus grand de faisceaux, parmi lesquels on peut déter-

miner les foliaires d’un certain nombre de segments suivants.

L’évolution régressive se manifeste dans l’axe et les rameaux

de l’inflorescence par une diminution du nombre des faisceaux

tant foliaires que réparateurs, de telle sorte que, tout au sommet

de la tige, la trace foliaire n’est plus composée que d’un seul

faisceau, les réparateurs étant au nombre de quatre.

Insertion des tiges axillaires (pp. 42 et 43). — Celte inser-

tion, dans les Thalictrum

,

présente des particularités qui,

croyons-nous, n’ont encore été signalées dans aucune plante.

Les faisceaux gemrnaires qui se rendent dans une tige axillaire

feuillée sont en nombre double ou même triple du nombre des

foliaires destinés à la feuille aiselliére. Il sont insérés soit sur les

foliaires soit sur les faisceaux voisins (fig. 94, 8o, 8d, 98, 95).

Pour sortir, ils contournent le nœud en parcourant le paren-

cbyme cortical presque horizontalement : ils forment ainsi une

ceinture gemmaire complète (fig. 96) dont l’existence se trahit

au dehors par un renflement en forme de croissant (fig. 75). Dans

ce croissant, les faisceaux de la ceinture gemmaire, disposés

en rayonnant autour d’un centre, développent d’abondants tissus

libéro ligneux secondaires (fig. 76, 77, 97).

Dans le Ranunculus, au contraire, les faisceaux gemrnaires

s’inclinent vers l’intérieur et traversent la moelle sans former de

ceinture.

Histologie (p. 43). — Les liges primaires comprennent une

partie vivace souterraine et une partie fugace presque entière-

ment aérienne. Dans la première, le cambium intrafasciculaire

est toujours bien apparent et les tissus secondaires sont assez

développés; le parenchyme cortical est décortiqué par une
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formation subéreuse. Dans la seconde partie, au contraire, le

cambium est beaucoup moins actif et le parenchyme cortical

persiste (fig. 87 et 89). Le sclérenchyme est partout abondant,

mais d’origine fort variable.

On remarque d’ailleurs, dans tous les Thalictrum, une grande

tendance à la sclérification des tissus les plus divers : la gaine

sous-endodermique, les arcs externes adossés au liber, les arcs

internes en avant du bois primaire, une zone ondulée périmé-

dullaire, les éléments fibreux du bois secondaire, le Tf^‘ rem-

plaçant le bois secondaire de certains faisceaux, les sclérites des

diaphragmes nodaux et du parenchyme cortical. Ces tissus sclé-

rifiés sont répartis de la façon la plus inattendue dans la tige

principale (fig. 5S, 56, 63, 64) et dans la tige primaire (fig. 78,

79, 84, 87, 89, 90). Les racines contiennent également des Ilots

scléreux appartenant au faisceau primaire et au T/"*' (fig. 100).

La sclérification est évidemment très utile au point de vue du

soutien des organes aériens; mais dans les organes souterrains

(rhizomes et racines), une sclérification si intense ne peut,

semble-t-il, s’expliquer par la fonction mécanique. Ne pour-

rait-on supposer que la substance sclérogène soit un produit de

sécrétion s’accumulant dans certaines cellules sacrifiées par l’or-

ganisme, comme les cellules cristalligénes. Ce produit de sécré-

tion trouverait généralement, dans les parties aériennes, son

utilisation comme tissu de soutien. Mais dans le genre Tfialic-

trum, il y aurait une sorte de dégénérescence scléreuse qui serait

tout l’inverse de la dégénérescence charnue des Cactées (').

Quant aux ressemblances histologiques qu’on a signalées entre

les parties aériennes des Thalictrum et celles des Monocotylées,

ell es résultent : 1“ de l’existence d’un sclérenchyme dans la zone

circulaire sous le parenchyme cortical; 2“ de l’extinction assez

rapide du cambium et par suite du faible développement des

(*) A.- P. DE Candolle, dans sa Théorie élémentaire de la botanique, a

considéré comme des « dégénérescences » les modifications de forme et de

texture de certains organes qui deviennent épineux, filamenteux, mem-

braneux, scarieux ou charnus.
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tissus secondaires. Le premier de ces caractères s’explique par

la nécessité d’un appareil de soutien efficace, le second par la

prompte destruction des parties aériennes après la fructification.

Les faisceaux prennent en une fois tout le développement dont

ils ont besoin. Bien d’autres Dicotylées herbacées présentent des

dispositions identiques dans leurs tiges annuelles florifères.

LES FEUILLES.

La forme des feuilles varie suivant leur position sur la tige

(p. 51). Le métamorphisme foliaire est progressif depuis l’inser-

tion d’une tige primaire jusqu’à la portion aérienne inférieure :

feuilles réduites à la gaine; feuilles possédant, outre la gaine, un

pétiole et un limbe rudimentaires; feuilles complètes compre-

nant un pétiole engainant, des stipules, des rachis et des folioles.

Le métamorphisme devient régressif dans toute l’étendue de la

[)ortion aérienne supérieure : feuilles bractéiformes sans gaine

ni pétiole, mais possédant des stipules, des rachis et des folioles ;

bractées à 5, 3 ou une seule foliole.

Le parcours des faisceaux étudié dans une des feuilles les plus

complètes (p. 52) nous a renseigné sur le mode de nervation

des stipules, sur le dédoublement des faisceaux vers la face in-

terne, sur l’insertion des rachis secondaires et tertiaires (fig. 115

à 121).

Au point de vue histologique (p 55), la feuille adulte ne pos-

sède pas de glandes à eau, mais elle porte les traces de l’inser-

tion des poils glanduleux tombés. Les stomates sont identiques

à ceux de la feuille principale; le mésophylle est à peine bifacial;

il n’y a pas de cristaux.

La recherche de la valeur morphologique des stipules, des

stipelles et des stipellules chez les Thaliclrum présente un réel

intérêt (p. 54). A l’exception des premières feuilles de la plan-

tule (fig. 43), des feuilles écailleuses du rhizome (fig. 101) et

des feuilles pérulaires (fig. 102) chez l’adulte, la gaine des

feuilles possède deux expansions vascularisées dont le dévelop-
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pement est en raison inverse de celui de la gaine elle-mèfue

(lig. 103 à 107). Il résulte de nos observations :

1® Que ces expansions sont de véritables stipules : dans le cas

de différenciation complète, leur nervation consiste, en effet, en

faisceaux qui se détachent des faisceaux pétiolaires à une cer-

taine distance au-dessus de la tige (fig. 104);
'

2° Que ces stipules sont des dépendances de la gaine à

laquelle elles se substituent peu à peu. Il existe tous les inter-

médiaires entre la gaine seule, la gaine surmontée de deux proé-

minences purement cellulaires, la gaine munie d’expansions laté-

rales vascularisées par des faisceaux venant directement de la

tige et enfin la feuille à gaine remplacée par deux stipules rece-

vant des faisceaux du pétiole élargi à sa base.

Les stipelles n’existent qu’aux trois premiers nœuds du rachis

primaire des feuilles les plus an>ples. Elles ne sont vascularisées

que quand elles sont suflisamment développées (fig. 108, 111

et 118). Quant aux stipellules, on ne les trouve guère qu’aux

deux premiers nœuds des rachis secondaires des plus grandes

feuilles. Elles sont peu développées et les externes semblent

même manquer complètement (fig. 108 et 1 12).

La préfeuille (p. 39) est toujours une gaine dépourvue de

pétiole et de limbe ; les faisceaux sont au nombre de 3 à 13. La

position de la préfeuille est tantôt à droite, tantôt à gauche du

plan médian de la feuille à l'aiselle de laquelle le bourgeon a

pris naissance (fig 124 et 123).

LES RACINES

La structure des racines (p. 60) est principalement caractéri-

sée par la sclérose des fibres primitives au centre du faisceau ;

par la production des ilôts de tissu fondamental secondaire

interne ordinairement sclérifié en face des pôles ligneux pri-

maires (fig. 100 et lOO*”*'); par le grand développement des

parenchymes secondaires externes en dehors des zones cam-

biales et cambiforines; par le recloisonnement du péricycle ;
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par la persistance de l’endoderme recloisonné radialcment et

occupant la surface après décortication du parenchyme cortical;

par l’absence de suber. Les radicelles sont caractérisées par le

développement restreint, parfois nul, des tissus secondaires,

ainsi que par la persistance du parenchyme cortical.

La racine principale a un faisceau toujours bipolaire
;

les

racines adventives un faisceau à trois ou quatre pôles
;
les radi-

celles un faisceau à deux, trois ou quatre pôles.

Les renflements des racines adventives et de leurs radicelles

sont dus à un acarien parasite.

ERRATUM.

Page 4i2, première ligne, au lieu de : tig. 9“i, lisez : fig. 83.



ABREVIATIONS

A. h. Axe hypocotylé. n. Nœud.

/4ss. pii. Assise pilifère. Par. cort. Parenchyme cortical.

Bois primaire. Péric. Péricycle.

BK Bois secondaire. Pét. Pétiole.

Bg. Bourgeon. Prèfe. Préfeuille.

Cb. Cambium. Bach*. Rachis primaire.

Cbf. Cambiforme. BachC Rachis secondaire.

Ceint, gemm. Ceinture gemmaire. Rc. Racine.

Ce II. scier. Cellule scléreuse. B. p. Racine principale.

Col. Slip. Collet superficiel. Sel Sclérenchyme.

Cot. Cotylédon. sous Pii. Assise sous-pilifère.

End. Endoderme. Sub. Suber.

Ép. Epiderme. sus End. Assise sus - endoder -

exl. externe. mique.

fuisc. col. Faisceau cotylédonaire te Première trachée.

faisc. gemm. Faisceau gemmaire. t. C. Trachée du faisceau

Fe. Feuille. cotylédonaire.

fib. prim. Fibres primitives. Tf-C Tissu fondamental se-

Gaine coll. Gaine de collenchyme. condaire externe.

Gaine sclér. Gaine de sclérenchyme 7/*'. Tissu fondamental se-

i. Faisceau intermédiaire condaire interne.

inl. interne. Bg- Tige.

L. Faisceau latéral. t. B. Trachée du faisceau

LC Liber primaire. de la racine.

Li. Liber secondaire. St. Stipule.

Lac. Lacune. Sp"c Stipelle.

M. Faisceau médian. Sl‘“‘C Stipellule.

m. Faisceau marginal.



PLANCHES.

PLANCHE I.



EXPLICATION DE LA PLANCHE I.

Embryon dans (a graine.

Fig. 1. — Milieu de l'axe liypocolylé (p. 7).

Fio. 2. — Région supérieure du même (p. 8).

Fig. 3. — Base des cotylédons et mérislème de la tige (p. 8).

Fig. 4. — Milieu des cotylédons (p. 8).

Fig. 5. — Coupe longitudinale de l’embryon suivant le plan principal de

symétrie (p.

Stade / de la germination.

Fig, C. — Milieu de l’axe hypocotylé : différenciation des pôles libé-

riens L* (p. 10).

Fig. 7, 8 et 9. — Région d’insertion des cotylédons du même : contact des

trachées des faisceaux cotylédonaires l. C. avec les trachées

du faisceau de la racine t. /?. (pp. 10 et 11).

Fig, 10. — Coupe à la base de l’un des cotylédons : faisceau unipolaire à

bois centrifuge (p. 11).

Fig. 11. — Coupe longitudinale suivant le plan principal de symétrie dans

une plantule un peu plus âgée : contact du bois centrifuge

des cotylédons avec le bois centripète de la racine (p. H).



THALICTRUM Fig.l à 5 •• Embryon dans la graine.

Eig.6 à 11 Stade I de la germination.

A. Mansion ad.nat. del.
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PLANCHK II.



EXPLICATION DE LA PLANCHE IL

Stade II.

Eig. 12. — Plantule au deuxième stade de la germination (p. 12).

Fig. 13. — Milieu de l’axe hypocotylé
; parenchyme cortical, épiderme et

poil glanduleux (p. 12),

Fio. 14. — Endoderme vu de face (p, 12).

Fig. 15. — Milieu de l’axe hypocotylé : cylindre central (p. 12).

Fig. 16, — Coupe à la hase du nœud cotylédonaire (p. 13).

Fig. 17. — Coupe au milieu du nœud cotylédonaire (p. 13).

Fig. 18. — Ensemble au niveau de la sortie des faisceaux cotylédonaires

(p. 13).

Fig. 19. — Ensemble à la base des pétioles cotylédonaires (p. 13).

Fig. 20. — Racine principale un peu au-dessous du collet superficiel (p. 14).

Fig. 21. — Coupe longitudinale vers le milieu de l’axe hypocotylé suivant

le plan principal de symétrie (p. 14).
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PLANCHE III.



EXPLICATION DE LA PLANCHE Ifl.

Fig.

Fig.

Fig.

Fio.

Fig.

Fig.

Fig.

Fig.

Fig.

Fig.

Fig.

Slade ///.

22. — Plantule au troisième stade de la germination (p. 18).

25.

— Axe hypocotylé ridé transversalement (p. 15).

24. — Coupe transversale au milieu du même (p. 15).

25. — Coupe longitudinale correspondante (p. 15).

26. — Portion grossie de la coupe précédente (p. 15).

27. — Endoderme vu de face : cellules recloisonnées (p. 16).

28. — Coupe au milieu de l’axe hypocotylé (p. 16).

29. — Coupe à la base du nœud colylédonaire (p. 17).

30. — Ensemble au niveau de la sortie des faisceaux cotylédonaires

(p. 17).

31. — Ensemble au niveau des pétioles cotylédonaires (p. 19).

32. — Parcours des faisceaux dans la plantule de la bgure 22 (p. 18).
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PLANCHE IV.



EXPLICATION DE LA PLANCHE IV.

Stade III (suite).

Fig. 53. — Cotylédon de la plantule de la figure 22 (p. 20).
‘

Fig. 34, 35 et 56. — Schéma de la nervation des cotylédons (p. 20).

Fig. 37. — Faisceau dans la région inférieure d’un pétiole cotylédonaire :

bois centripète écrasé contre le bois centrifuge (p. 20).

Fig. 58. — Faisceau vers le milieu d'un pétiole cotylédonaire ; il n’y a

plus de bois centripète (p. 20).

Fig. 59. — Coupe vers le milieu du limbe cotylédonaire (p. 20).

Fig. 40. — Coupe de la glande à eau (p. 21).

Fig. 41. — Stomates aquifères de l’épiderme interne (supérieur) au-dessus

de la glande à eau (p. 21).

Fig. 42. — Stomates aérifères de l’épiderme externe (inférieur) du limbe

cotylédonaire (p. 21).

Fig. 43. — Gaine et base du pétiole de la feuille * (p. 22).

Fig. 44. — Nervation de la feuille * (p. 22).

F'ig. 45, 46 et 47. — Coupes dans la gaine, au milieu du pétiole et au sommet

du pétiole de la feuille * (p. 22).

Fig. 48 et 49. — Coupes au milieu et au sommet du pétiole de la feuille ‘

d’une autre plantule (p. 22).

Fig. 50. — Coupe au milieu d’une foliole (p. 22).

Fig. 51. — Plantule ayant servi aux expériences de plasmolyse (p. 23).
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PLANCHE V.



EXPLICATION DE LA PLANCHE V.

Stade / V.

Fie. 52. — Plaiitule au quatrième stade (fin de la première année] (p. 27).

Fig. 53. — Portion d’une coupe transversale de l’axe hypocolylé après

décortication ; endoderme recloisonné radialement (p. 27).

Fig. 54. — Parcours de faisceaux dans la tige de la plantiile de la figure 52

(p. 28).

Fig. 55. — Coupe de rentre-nœud ' de la lige principale (p. 29).

Fig. 56. — Coupe de l’entre-nœud de la même (p. 30).

Fio. 57. - Feuille « (p. 30).

Fig. 58 et 59. — Coupes dans la gaine et dans le pétiole de la feuille pré-

cédente (p. 30).

Fig. 60. — Coupe au niveau de l’insertion de la première paire de rachis

secondaires (p. 51).

ITg. 61. — Idem au niveau de la deuxième paire (p. 31).

Fig. 62. — Parcours des faisceaux dans la gaine, le pétiole et le rachis

primaire de la feuille ® (p. 31).
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PLANCHE VI.



EXPLICATIO.N DE LA PLANCHE VI.

Stade V. (Plante vers la fin de la deuxième année.)

Fig. 65. — Ensemble de la coupe dans la première portion de la deuxième

région de la tige principale (p. 54).

Fig. 64. — Idem dans la deuxième portion de la même (p. 34).

Fig. 65, 66, 67 et 68. — Idem dans la troisième portion, vers le bas, vers

le milieu, vers le sommet et tout à l’extrémité de l’inflo-

rescence (p. 55).

Fig. 69. — Racine adventive à trois pôles (p. 35).

Fig. 70. — Une portion de la coupe précédente grossie davantage (p. 36).

Fig. 71. — Coupe longitudinale radiale de l’endoderme recloisonné d’une

racine (p. 56).
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PLANCHE VIL



EXPLICATION DE LA PLANCHE VIL

Plante adulte.

Fig. 72. — Tige primaire au printemps : elle comprend une portion sou-

terraine drageonnante, une portion souterraine qui se relève

et une portion aérienne florifère dont on n’a figuré que la

base (p. 57).

Fig. 73. — Une tige secondaire aérienne et une tige secondaire hivernante

insérées sur la portion souterraine qui se relève d’une tige

primaire (p. 58).

Fig. 74. — Tige primaire en automne : elle porte un gros bourgeon hiver-

nant et un drageon nouveau insérés sur la portion souter-

raine qui se relève (p. 58).

Fig. 78. — Base d'une forte tige secondaire arrachée et montrant la ceinture

gemmaire (p. 50).

Fig. 7G. — Coupe longitudinale d'un nœud souterrain montrant l'insertion

d’une feuille et les faisceaux de la ceinture gemmaire (p. 50).

Fig. 77. — Coupe longitudinale de quatre segments souterrains : au

nœud les faisceaux de la ceinture gemmaire très déve-

loppée contiennent beaucoup de bois secondaire (p. 50).
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Caractères extérieurs et ceinture gemmaire.
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PLANCHE VIII.



EXPLICAÏIOiN DE LA PLANCHE VIH.

Tige primaire de la plante adidte.

Fig. 78. — Portion souterraine drageonnante (entre-nœud *) ; 20 faisceaux

(p. 38),

Fig. 79, — Portion souterraine qui se relève (entre-nœud '*) : 59 faisceaux

(p. 39).

Fig. 80. — Portion aérienne inférieure (entre-nœud -*) ; 79 faisceaux

(p. 40).

Fig. 81. — Uu peu au-dessus du nœud : tige, bourgeon axillaire et gaine

de la feuille (p. 41),

Fig. 82. — Portion aérienne supérieure (entre-nœud ’*) : 60 faisceaux

(p. 42 : le texte renseigne par erreur la Ogure 92 au lieu

de la figure 82).

Fig. 83. — Vers le haut de l'inflorescence (entre-nœud *") : 10 faisceaux

(p. 42).

Fig. 84. — Grosse tige souterraine drageonnante à comparer à la figure 78

(p. 44).

N. B. — Partout le sclérenchynie est indiqué par des hachures.
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PLANCHE IX



EXPLICATION DE LA PLANCHE IX.

Tige primaire de la plante adulte.

Fig. 85. — Parcours des faisceaux dans deux segments de la portion sou-

terrain qui se relève : le segment inférieur (n® 18) correspond

à la coupe représentée par la figure 79 de la planche précé-

dente. On remarquera l’insertion des raeincs adventives (flc.)

et les faisceaux transversaux de la ecinture gemmaire (p. 40;.
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Parcours des faisceaux dans la tige primaire.
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PLANCHE X.



EXPLICATION DE LA PLANCHE X.

Tige primaire de la plante adulte,

Fio. 86. — Parcours des faisceaux dans deux segments de la portion

aérienne inférieure : le segment inférieur (n® 24) correspond

à la coupe représentée par la figure 80 de la planche VIII.

Les faisceaux transversaux appartiennent à la ceinture

gemmaire (p. 41).
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l’LANCHE XI.



EXPLICATION DE LA PLANCHE XL

Tige primaire de. la plante adulte.

Fig. 87. — Coupc dans la portion souterraine drageonnante (pp. 43 et 44;.

Fig. 88. — Coupe dans la portion souterraine qui se relève : les tissus

jiériphcriqiies sont seuls représentés (p. 4S).

Fig. 89. — Coupe dans la portion aérienne inférieure : le parenchyme

médullaire n’a pas été représenté (p. 43).

Fig. 90. — Une cellule scléreuse du diaphragme nodal dans la portion

souterraine qui se relève (p. 45).

Fig. 91, 92 et 93. — Coupes longitudinales dans la portion souterraine

drageonnante : la première représente le sclérenchyme

externe; la deuxième, le bois secondaire; la troisième, le

sclérenchyme interne (pp. 44 et 45).
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EXPl.lCATIO.N ÜE LA PLANCHE XII.

Plante adulte.

Fig. 94. — Parcours des faisceaux dans deux segments de la portion sou-

terraine drageonnante ; le segment inférieur (n® 5) corres-

pond à la coupe représentée par la figure 7S, planche VIII

Insertion des racines adventives f/îc.'i et ceinture geni-

maire (pp. 59 et 42).

Fig. 95. — Coupe mince dans un nœud souterrain : les faisceaux gcm-

maires se détachent des faisceaux foliaires sortants (p. 45).

Fig. 96. — Coupe très épai.sse dans un nœud souterrain : la ceintui’c

gcmmaire est complète (p. 45).

Fig. 97. — Coupe transversale d’un faisceau gcmmaire provenant de la

coupe représentée par la figure 76, planche VII fp. 50).

Fig. 98. — Fai.sceaux foliaires et faisceaux gemmaires d’un nœud fendu

et étalé (p. 45).

Fig. 99. — Fragment d’une coupe dans la portion souterraine drageon-

nantc : insertion des racines adventives Rc. fp. 59).

Fig. 100. — Ensemble d’une racine adventivc à quatre pôles (p. 60).

Fig. 100“"’. — Une partie de la coupe précédente grossie davantage (p. 6Üi.
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Parcours des faisceaux, ceinture gemmaire
et racines adventives.
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PLANCHE XIII.



EXPLICATION DE LA PLANCHE XIII.

Feuilles de la plante adulte.

Fig. IOI. — Feuille écailleuse de la portion souterraine drageonnante ; elle

est réduite à la gaine (pp. 51, 5(i).

Fin. 102. — Feuille pérulairè : outre la gaine, elle possède un pétiole et un

limbe rudimentaires fpp. 51, 56).

Fig. 103, 104 et 105. — Bases de trois feuilles complètes de la portion

aérienne inférieure : dans la première, les stipules sont

vascularisées par deux faisceaux venant directement de la

tige; dans les deux autres, les faisceaux des stipules se

détachent des faisceaux pétiolaires (pp. 51, 56, 57).

Fig. 106. — Base d’une feuille de la portion aérienne supérieure (p. 57i.

Fig. 107. — Base d’une feuille bracléiforme p. 57).

Fig. 108. — Feuille bractéiforme montrant la position des stipeilcs cl des

stipellules (p. 51).

Fig. lOt). — Bractée à trois folioles (pp. 51, 57).

Fig. 110. — Bractée à une foliole (pp. 51, 57),

Fig. 111. — Schéma de la position des stipelles (p. 58).

Fig. 112. — Schéma de la position des stipellules (p. 59).
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PLANCHE XfV.



EXPLICATION DE LA PLANCHE XIV.

Feuilles de la plante adulte.

Fig. Hô .i lül. — Coupes pratiquées à divers niveaux dans une fouille do

la portion aérienne inférieure oommo colle de la figure 104.

Fig. 113. — A la base de la gaine (p. 52).

Fig. 1 14. — Vers le milieu de la gaine (p. 32).

Fig. 115. — Au sommet de la gaine (p. 52).

Fig. 146. — .A la base du pétiole (p. 52).

Fig. 117. — Oans le premier entre-nœud du rachis primaire (p. 5.3).

Fig. 14 8. — .Schéma de l’insertion des rachis secondaires (p. 33).

Fig. 119 et 120. — Deux des coupes au niveau de l’insertion des rachis

secondaires (p, 55).

Fig. 121. — Coupe dans un pétiolule (p. 55).

Fig. 122. — Épiderme interne (supérieur) d’une foliole (p. 54).

Fig. 125. — Épiderme externe (inférieur) de la même (p. 34).

Fig. 124. — Fragment d’une coupe pratiquée au premier nœud d’une

plantule au stade 111 : à l’aisselle de lu feuille ’ une pré-

feuille droite à trois faisceaux (p. 59).

Fig. 125. — Idem à l’un des nœuds de la portion aérienne inférieure de la

plante adulte : préfouille gauche à quinze faisceaux (p. 59).
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INTRODUCTION

Ce travail a pour objet l’élude anatomique de la tribu des

Clémaiidées. J’ai choisi comme type le Clemalis vilalba L.

Dans les monographies anatomiques des Kenonculacées

publiées en 1884 par M. Albert Meyer et en 1885 par M. Paul

Marié, il n’est question que de la structure des organes végéta-

tifs à l’étal adulte. Mon étude du Clemalis vilalba est plus éten-

due ; elle porte sur l’enibryon, le développement de l’appareil

végétatif considéré à cinq stades et la plante adulte dans son

ensemble. C’est en étudiant l’anatomie des plantes aux diverses

périodes de leur évolution qu’on acquerra des notions justes

et précises, pouvant servir à leur classification.

Après avoir fait un exposé analytique de la structure du Cle-

malis vilalba, j’ai, dans une seconde partie, résumé succincte-

ment les principales particularités offertes par diverses espèces

de Clématites ainsi que par VAlragene alpina.

Ce travail a été exécuté au laboratoire de l’Institut botanique

de l’Université de Liège. Je prie M. le professeur A. Gravis

d’agréer mes humbles remercîments, en même temps que l’hom-

mage de mon profond respect.
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CONTRIBUTION

A

L’AISATOMIE UES RENONCU LACÉES

TRIBU DES CLÉMATiDÉES

PREMIÈRE PARTIE
CLEMAÏIS VITALBA L.

CHAPITRE PREMIER.

L’EMBRYON DANS LA GRAINE.

CARACTÈRES EXTÉRIEL'RS.

Le fruit du Clemalis vitalba L. est un akène un peu com-

primé latéralement. Il est terminé par un style persistant, très

long et poilu. Dans l’angle supérieur de l'akène, au milieu d'un

albumen abondant et dur, se trouve un embryon très petit (0”“,7

de longueur sur 0”“,5 de largeur), droit
;
les cotylédons ont leur

surface parallèle aux faces latérales de l’akène.

STRUCTURE.

Coupes trans%'crsalcs.

A. Milieu de l’axe hypocotylé (pl. XV, fig. 1) :

I* L'épiderme;

2* Le parenchyme cortical, constitué par six ou sept assises

cellulaires dont les plus intérieures forment des séries radiales

se terminant à l’endoderme;



3* Le cylindre central, limité par un péricycle dont les élé-

ments alternent nettement avec ceux de l’endoderme. Le reste

est constitué par du procambium. Le diamètre du cylindre, qui

comprend onze cellules environ, est le tiers du diamètre total

de la coupe.

B. Région d’insertion des cotylédons. — A la base du nœud

cotylédonaire, on retrouve la même structure, sauf que le paren-

chyme cortical est moins épais et le cylindre central plus large.

Un peu plus haut, le procambium se localise en deux cor-

dons, l’un antérieur et l’auire postérieur : ce sont les faisceaux

colylédonaires séparés par des cellules plus grandes appartenant

au méristème primitif, générateur de la tige principale (fig. 2).

Une coupe à la base du cotylédon montre le faisceau cotylé-

donaire procambial, le parenchyme et l’épiderme. Plus haut, le

faisceau cotylédonaire se trifurque.

C. Région inférieure de l’axe hypocotylé, — Dans sa région

inférieure, l’axe hypocotylé montre une structure analogue à celle

de la région A. On remarque cependant que :

1® L'épiderme est remplacé par deux couches de cellules dis-

posées radialemeni. Ces cellules, moins régulières que celles de

l’épiderme, n’ont pas de cuticule
;
elles appartiennent à la coiffe ;

2® Le parenchyme cortical est formé d’un plus petit nombre

d’éléments
;

3® Le cylindre central est moins large.

Coupc long;itudinale.

La figure 3 représente la section longitudinale de l’embryon

suivant son plan principal de symétrie, c’est-à-dire perpendicu-

lairement à la surface des cotylédons. On y retrouve la même
structure que dans le Raniinculus arvensis, le Delphinium Aja-

cis et le Thalictrum pavum (’)•

(*) Voyez Coniribution à l’nnniomie des ftcnonculacées : Le lianunculus

arvensis L., par M. Éd. Niuoul. (Mëmoihes in-4» de l’Académie royale des

SCIENCES, ETC., DE BELGIQUE, l. Lit, 1891.) — Lc genre Delphinium

,

par

M. C. l.ENFANT. (Mémoires de la Société royale des sciences de Liège,

2* série, t. XIX, 1896.) — Le Thalictrum flavum L., par M. A. Mansion.

(Ibidem, t. XX, 1897.)



CHAPITRE II.

DÉVELOPPEMENT DE L’APPAREIL VÉGÉTATIF.

STADE 1.

CAnACTÉRES EXTÉRIEURS.

Début de la germination
;

la moitié inférieure de Taxe hypo-

cotylé se montre au dehors.

STRUCTURE.

A. Milieu de l’axe hypocotylé. — Diffère à peine du niveau

correspondant dans l’embryon. Les cellules du parenchyme cor-

tical se sont agrandies; dans le cylindre central, des éléments

différenciés indiquent les pôles libériens aux deux extrémités du

diamètre perpendiculaire au plan de symétrie.

B. Région d’insertion des cotylédons. — A la base du nœud

cotylédonaire, il y a, outre les deux pôles libériens comme ci-

dessus, deux pôles ligneux, l’un antérieur, l’aulre postérieur

(fig. 4). Chacun de ces pôles est occupé par une trachée. Si l’on

examine ensuite les coupes successives en se rapprochant du

sommet, on voit sur une de ces coupes (fig. 5), au pôle anté-

rieur, que la trachée initiale du faisceau cotylédonaire (L C.) est

en contact avec la trachée initiale du faisceau de l’axe hypocotylé

t. R. ;
un peu plus haut, cette dernière disparait. Au pôle posté-

rieur, il y a un contact semblable.

A un niveau un peu inférieur à celui où sc détachent les deux

cotylédons (fig. 6), on trouve deux faisceaux cotylédonaires uni-

polaires séparés par le mérislème primitif de la lige principale.

Plus haut, ces faisceaux se trifurquant, on trouve vers le milieu

des cotylédons trois faisceaux, dont deux au stade procambial,

tandis que le médian est en voie de différenciation (pl.XVI, fig. 7).



STADE U.

CARACTÈRES EXTÉRIEURS.

Les cotylédons, dégagés du péricarpe, sont étalés et verdis

(fig. 8). Bien qu’il n’y ait aucune trace de feuille visible à l’œil

nu, il existe cependant déjà deux petites feuilles cachées par les

pétioles cotylédonaires.

L’axe hypocotylé, reconnaissable à sa surface lisse (formée par

l’épiderme), est long de H à 12 millimètres cl épais de 0""',5

en son milieu. Son sommet présente une courbure résultant de

la nutation dans un plan.

La racine principale, — dont la surface, constituée par l’assise

pilifère, est terne, — est deux fois moins longue que l’axe hypo-

cotylé. Il n’existe pas encore de radicelles.

STRDCTURE.

A. Milieu de l’axe hypocotylé (fig. 9) :

1“ Épiderme avec cuticule assez épaisse ;

2“ Parenchyme cortical méatique
; endoderme peu diffé-

rencié ;

3® Cylindre central. Péricycle formé d’une seule couche de

cellules derrière les massifs libériens, mais constitué par deux

assises aux environs des pôles ligneux.

Faisceau bipolaire bien différencié, arrivé au stade primaire.

Les pôles ligneux se trouvent dans le plan principal de symétrie

de la plantule et se composent de cinq ou six trachées apparues

successivement en direction centripète. La partie centrale n’est

pas différenciée. A droite et à gauche, un massif libérien.

B. Région d’insertion des cotylédons et de la tige principale. —
Dans la région supérieure de l’axe, à la base du nœud cotylédo-

naire (fig. 10), le cylindre central est relativement plus impor-

tant; son rayon mesure, en effet, les deux cinquièmes du rayon



de l’axe hypocotylé. Quant au parenchyme cortical, il ne ren-

ferme que quatre ou cinq assises de cellules.

A un niveau un peu supérieur, les deux pôles ligneux sont

très écartés l’un de l’autre (fig. H). On trouve en outre six cor-

dons procambiaux, savoir : deux antérieurs qui se rendent dans

le cotylédon antérieur (col.); deux postérieurs qui se rendent

dans le eotylédon postérieur (COT.); deux latéraux qui sont les

faisceaux médians de la première paire de feuilles (/e ' à gauche,

fe
'

à droite). Les faiseeaux réparateurs (A, B, C, D), dont il sera

question plus loin, ne sont pas encore distinets.

Une coupe pratiquée dans le bourgeon terminal montre

(fig. 12):

1° Les deux pétioles cotylédonaires ayant chacun un faisceau

libéro-ligneux constitué par l'anastomose des deux ntassifs qui

dans la figure 11 avoisinent ehaque pôle ligneux centripète de

l’axe hypocotylé. Cette origine anastomotique se reeonnait encore,

au niveau de la figure 12, par l’existence de deux pôles libériens

dans chaque faisceau cotylédonaire (fig. 13);

2° La fe ‘ et la fe ', l’une à droite, l’autre à gauche, opposées;

3® La tige au stade du méristème primitif (M.p.).

C. Racine principale.— Une coupe transversale vers le milieu

de la racine principale montre (fig. 14) :

1“ A la surfaee, l’assise pilifére;

2® Le parenchyme eortieal, comprenant six ou sept assises

cellulaires. L’assise la plus interne est l’endoderme;

3® Le faisceau limité par un péricycle très net, formé par une

seule assise de grandes cellules. Les deux massifs ligneux à déve-

loppement centripète sont séparés par des cellules non différen-

ciées. Deux massifs libériens alternent avec les pôles ligneux.

Les arcs cambiaux n’existent pas encore.

Ce faisceau bipolaire à bois centripète n’est que la continua-

tion de celui qu’on observe au milieu de l’axe hypocotylé.
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STADE III.

CARACTÈRES EXTÉRIEURS.

Les feuilles de la première paire apparaissent successivement

(pl. XVII, fig. 15) : /<? ‘ désigne la première de ces feuilles,

adulte déjà
; /è jeune encore, prendra, par la suite, un déve-

loppement plus grand que fe '.

L’axe hypocotjlé a 16 millimètres de longueur et 0“”,5

d’épaisseur en son milieu. Un peu en dessous du niveau qui

sépare la racine principale de l’axe hypocoiylé (collet superfi-

ciel), on voit une radicelle. Il en existe une autre plus bas.

STRUCTURE.

A. Milieu de l’axe hypocotylé (fig. 16) :

1® .É’pic/crnie avec stomates ;

2® Parenchyme cortical : Q.omme précédemment, sauf que

eertaines cellules des couehes profondes et celles de l’endo-

derme se sont rccloisonnées radialement;

5® Cylindre central. Les cellules du péricycle en face des

pôles libériens sont disposées en une seule assise, tandis qu’en

face des pôles ligneux, elles se sont recloisonnées de manière à

former quatre ou cinq assises qui seront l’origine de deux arcs

générateurs cambiformes. Le faisceau bipolaire contient du bois

secondaire contre le bois primaire.

B. Région d’insertion des cotylédons et de la tige principale

(fig. 17). — Dans la région supérieure de l’axe apparaissent, à

droite et à gauche de la ligne qui joint les deux pôles ligneux

centripètes, les pôles ligneux centrifuges qui vont se continuer

respectivement dans la fe ' et la fe '. A ce niveau, il y a donc

quatre massifs ligneux en contact : deux centripètes appartenant

à l’axe hypocotylé et deux centrifuges appartenant à la tige.

A un niveau un peu supérieur (fig. 18), les deux pôles cen-

tripètes s'écartent l’un de l’autre et les deux faisceaux centri-

fuges se trifurquent. Les deux faisceaux latéraux de chaque

trifurcation sont des faisceaux cotylédonaires
;

les faisceaux du

milieu vont former les faisceaux sortants médians des fe ^ el fe'
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et les faisceoiix réparateurs. Ici apparait donc nettement le con-

tact entre le faisceau bipolaire de la racine d’une pari et les

faisceaux cotylédonaires, les faisceaux foliaires et les faisceaux

réparateurs d’autre part. Dans la figure 18, les flèches indiquent

dans quel sens se fait la différenciation ligneuse des faisceaux.

Quelques coupes plus haut (fig. 19), les pôles centripètes

antérieur et postérieur fuient dans les cotylédons en même

temps que les faisceaux cotylédonaires. Au centre de l’organe

existe une moelle assez large, entourée de six faisceaux libéro-

ligneux, savoir : les deux faisceaux sortants médians, destinés

à la /e * et à la fe \ quatre faisceaux réparateurs A, B, C, D.

La région de contact entre le bois centripète et le bois centri-

fuge mesure de 2 à 5 millimètres de longueur.

Sur une coupe pratiquée dans le bourgeon terminal (fig. 20),

on distingue :

1° Les deux pétioles cotylédonaires avec leur faisceau
;

2® La /e * et la fe \ l’une à droite avec un faisceau, l’autre à

gauche avec trois faisceaux
;

5® La fe ^ et la fe" avec leurs faisceaux non encore diffé-

renciés
;

4° La lige au stade mérisiématitiue.

On remarquera que les deux premières paires de feuilles ne

.sont pas décussées.

En suivant la spire phylloiaxique (') passant par col, fe ', /e

on trouve (fig 21 ) :

De col à fe' : 88°.

De /e ' à /e ^
: 37».

Quant aux appendices d’une même [)aire, ils font entre eux les

angles suivants :

De col a COT 187»

De fe ' k fe' COOO

De fe- à fe" 192»

(1) L’cxistcncc d’une spire ptiylIotixi(|ue dexlrc ou senestre dans les pre-

miers segments <tu C. vilulha est rendue évidente |)ar ce fait que les feuilles

d’une meme paire sont inégales et (|uc les paires succe.ssives ne sont pas

régulièrement décussées. Ces particularités sont surtout apparentes dans les

plantules plus âgées : nous aurons l’occasion d’y revenir aux stades suivants.
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C. Racine principale. — Une coupe dans la racine principale,

un peu au-dessous du collet superficiel, montre :

1° L’assise pilifère;

2® Le parenchyme cortical comprenant six ou sept assises

cellulaires, y compris l’endoderme;

3" Le faisceau, limité par un péricycle formé d’une seule

assise de cellules en face des pôles libériens, mais de trois

assises en face des pôles ligneux. Les deux massifs ligneux pri-

maires se sont rejoints au centre de la coupe; les deux arcs cam-

biaux ont produit du bois secondaire. La constitution du fais-

ceau de la racine principale ne diiïèrc donc pas sensiblement de

celle du faisceau au milieu de l’axe hypocotylé.

COTYLÉDONS.

Caractères extérieurs. — Les pétioles colylédonaires mesurent

4 à 5 millimètres de longueur et 1 millimètre de largeur. Le

limbe, de forme ovale, mesure 10 à il millimètres de longueur,

4 à 6 millimètres de largeur. La nervation est représentée par

la figure 22.

Structure. — Rappelons d’abord que deux faisceaux se rendent

dans chaque cotylédon en se fusionnant peu après leur sortie et

en entraînant l’un des pôles du faisceau bipolaire de l’axe hypo-

cotylé (fig. 25). A la base du pétiole, en effet, chaque faisceau

colylédonaire montre, outre le bois primaire centrifuge, quelques

trachées à développement centripète venant de l’axe hypocotylé.

Il y a deux pôles libériens non fusionnés.

La coupe au milieu du limbe montre (fig. 24) ;

1® L'épiderme interne (supérieur), sans stomates, et l’épiderme

externe (inférieur), muni de stomates au nombre de 40 par mil-

limètre carré. Les figures 2d cl 26 représentent ces deux épi-

dermes vus de face
;

2® Le mésophylle à peu près homogène. Pas de cristaux, ni

de poils, ni de glandes;

3® Les faisceaux des nervures se terminant soit par une anas-

tomose avec une autre nervure, soit en pointe libre dans le

parenchyme.
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STADE IV.

CARACTÈRES EXTÉRIEURS.

L’axe hypocotylé mesure environ 2 cenlirnèires de longueur;

la racine principale porte des radicelles grêles (pl. XVIII, fig. 27).

Au-dessus des cotylédons s’élève la tige principale, longue d’un

peu plus de 3 centimètres et présentant trois nœuds visibles

extérieurement. Outre les six feuilles insérées à ces nœuds, il y

en a quatre autres plus ou moins cachées entre la base des

pétioles des feuilles 3 et III. Les feuilles de chaque paire sont

d’inégale grandeur : la plus petite est la plus ancienne ('). Les

fe ', fe' et /è^ sont simples, dentées; les autres sont trifoliolées,

à folioles dentées.

STRUCTURE.

§ 1. Axe hypocotylé (fig. 28 et 33)

I" Épiderme;

2“ Parenclijime cortical : Comme' au stade précédent
;
endo-

derme à peine reconnaissable (pl. XIX, fig. 55);

3® Cylindre central : Massif ligneux primaire à deux pôles,

entouré de toutes parts de bois secondaire. Celui-ci, composé de

vaisseaux cl de trachéides (fig. 36), a été engendré par une zone

cambiale continue. Les vaisseaux sont plus nombreux à droite

et à gauche du massif primaire. Le liber secondaire est peu

abondant. Le péricycle s’est recloisonné et forme plusieurs

couches. Contre le liber, un certain nombre des éléments péri-

cycliques épaississent leurs parois et forment des fibres (fig 55).

P) Les feuilles seront désignées par le numéro du nœud où elles sont

insérées. Dans une paire quelconque, la feuille la plus ancienne, qui reste

plus petite, sera désignée par un chiiïre arabe, tandis que l'autre, plus

récente et plus grande à l'état adulte, sera indiquée par un chiffre romain

(fig. 27, 30, 51, etc.).
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A la base du nœud coiylédonaire (üg. 29), les deux pôles

ligneux ceniripétes se sont écartés Pun de l’autre, il existe une

moelle assez large et l’on distingue de chaque côté du plan de

symétrie trois faisceaux à développement centrifuge : de ces six

faisceaux, quatre forment, en se réunissant deux à deux, les fais-

ceaux cotylédonaires antérieur et postérieur (cot. et CÜT.); les

deux autres faisceaux vont se irifurquer et produire les faisceaux

médians de la fe ' et de la fe ', ainsi que les réparateurs A, B, C, D.

§ 2. Tige principale.

Parcolus des faisceaux. — Dans le premier entre-nœud, on

retrouve les six faisceaux qui existent dans le nœud cotylédo-

naire : deux foliaires et quatre réparateurs. La fe ', formée la

première, ne reçoit qu’un faisceau (M'), qui se trifurque en sor-

tant. La fe' reçoit les trois faisceaux (LML)'; les deux foliaires

latéraux sont fournis par A et ü. La ligure 50 représente la

projection du premier nœud.

Chacune des feuilles suivantes reçoit trois faisceaux. Dans

chaque paire, une feuille est insérée un peu plus bas que l’autre.

Le médian de la /e *, la plus ancienne du nœud est fourni

par C et les deux latéraux par D et B. Le médian de la fe
"

est fourni par A et les deux latéraux par D et B. La ligure 31

représente la projection du deuxième nœud.

Après la sortie dans la fe ", on trouve six faisceaux libéro-

ligneux, quatre gros et deux petits; ces derniers proviennent

respectivement de A et de C. Ces six faisceaux sont désignés

A, A', B, C, C', D dans l’entre-nœud ^ (fig. 52).

Après la sortie dans la fe on ne trouve plus que cinq fais-

ceaux ; A, A', B, C et D; le faisceau C' s’est fusionné à B.

Le parcours des faisceaux dans la tige principale et leur sortie

dans les feuilles sont indiqués dans la ligure 53.

PevLLOTAXiE. — Les deux individus étudiés étaient senestres,

c’est-à-dire que la spire phyllotaxique passant par les fe *, *, 2,...,

tournait en sens inverse des aiguilles d’une montre. Les ligures 34
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ei 58 montrent respectivement la spire phyllotaxique (') et la

projection des appendices (*) d’un de ces individus.

En suivant la spire, on trouve les angles suivants : i

De cot à /è ' : 82®.

De fe* ^ fe- : 45®.

De /eî à /«* : 72®.

De fe^ k fe* : 60».

De /é * à /c “ : 105».

*

Quant aux appendices d’une même paire, ils font entre eux

les angles suivants mesurés dans le sens de l’enroulement de la

spire :

De cot à COT : 180».

De fe* k fe' : 188®.

De fe- à fe" : 196».

De /e= à fe'": 200».

De fe^ à fe"'

:

222®.

De /e® à fe'' : 180».

Histologie. — Une coupe transversale faite au milieu du troi-

sième entre-nœud (fig. 52 et 57) montre :

i® Épiderme;

(*) Dans les figures 54 et 38, la spire phyllotaxique passant par les

fe *,*, ... semble dextre, mais les coupes ayant etc pratiquées en tenant

l’objet renverse (sommet de la tige en bas), les images sont symétriques do

la disposition réelle.

(*) Pour obtenir la projeetion des appendices, lorsque les entre-nœuds de

la tige sont déjà fortement allongés, je me suis servi de matériaux inclus à

la cclloïdinc. J'ai d'abord copie à la chambre claire la coupe pratiquée dans

le bourgeon terminal. Sur ce premier dessin, qui représente exactement la

disposition des feuilles jeunes, j'ai ajoute la section des pétioles des feuilles

plus âgées. La position de celles-ci peut cire relevée à chacun des nœuds

grâce à un trait de repère marque au scalpel tout le long de la tige. Pour

les feuilles âgées, le degré d'exactitude dépend donc de la rectitude du trait

de repère et de l'absence de torsion des entre-nœuds. J’ai cherche à réaliser

ces deux conditions aussi parfaitement que possible.
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2* Tissu fondamental. Trois régions distinctes :

) Région externe : parenchyme vert, lacuneux, avec collen-

ehyme sous les côtes de la surface
;

) Région centrale ou moelle : grandes cellules à méats trian-

gulaires;

c) Région interfasciculaire ; parenchyme à cellules plus petites,

sans méats.

3® Faisceaux. Bois primaire ; trachées initiales précédées de

quelques éléments procambiaux non différenciés (fibres primi-

tives de M. Bertrand). Bois secondaire ; vaisseaux et trachéides.

Cambium : sept rangées radiales de eellules. Liber : liber secon-

daire peu distinct du liber primaire.

Entre le liber et le collenchyme se trouvent de nombreuses

couches de cellules à parois minces, sans méats, destinées à

devenir plus tard du sclérenchyme.
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— STADE V.

CARACTÈRES EXTÉRIEL’RS.

A 1 âge de 6 mois, la racine principale porte des radicelles

nombreuses; Taxe hypocotylé, relativement fort court, n’a que

15 millimètres de longueur; la tige principale, haute de 60 een-

timètres environ, porte 13 à 1 5 paires de feuilles; les cotylédons

sont tombés.

STRUCTURE.

§ 1. Axe hsrpocotylé.

1® h'épiderme.

2® Le parenchxjme cortical est en partie écrasé et, en certains

endroits, décortiqué (fig. 59).

3® Le cylindre central. Des rayons médullaires secondaires,

pénétrant à des profondeurs variables, découpent le bois secon-

daire qui est très développé (Og. 40). Le liber présente des îlots

d’éléments sclérifiés disposés à diverses profondeurs.

§ 2. Tige principale.

La tige principale peut se diviser en deux régions :

Première région. — Elle comprend les sept ou huit premiers

segments ('). Ils portent chacun une paire de feuilles inégales

et Insérées l’une un peu au-dessus de l’autre ; c’est la plus petite

feuille de chaque paire qui est insérée plus bas et qui a apparu

la première. Au premier nœud, la fe * (la plus petite à l’état

adulte) ne reçoit le plus souvent qu’un seul faisceau. La fe
‘

reçoit trois faisceaux, un médian et deux latéraux. Les feuilles

des paires suivantes reçoivent toutes trois faisceaux.

La spire pliyllotaxique passant par les fe ‘,2, ^ ... est tantôt

dextre, tantôt senestre. Les angles de divergence mesurés d’une

(*) Par segment caulinairc, il faut entendre un nœud de la lige avec

l’entre-nœud qui précède.
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petite feuille à la suivante sont renseignés dans le tableau suivant :

En résumé, dans celte première région, les deux feuilles d’une

paire sont inégales; elles ne sont pas insérées rigoureusement

au même niveau et, de plus, ne sont pas rigoureusement oppo-

sées l’une à l’autre. On peut voir dans cet arrangement un état

intermédiaire entre la disposition spiralée des autres Renoncu-

lacées et la disposition franchement opposée-décussée qui carac-

térise les Clématidées adultes.

Si, à partir de la /è*, on envisage la série des feuilles succès-

sives, on constate que le faisceau médian de ces feuilles provient

régulièrement des faisceaux A, B, C, D de la tige dans l’ordre

suivant :

a) Pour un individu dextre :

PREMIER INDIVIDU. DEUXIEME INDIVIDU.

(voyez fig. 41,

pl. XX).

cot

13, XI, 9, VII, .5. m ^ II, 4, VI, 8, X, 12

A B

D
I

C

XII, 10, Mil, 6, IV, “2
/

COT
3, V, 7, IX, 11, XIII
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6) Pour un individu senestre dont le parcours est représenté

par la ligure 46 :

col

12, X, 8, VI, 4, II N / III, 5, VII, 9, XI, 13

B

XIII, 11, IX, 7, V, 3
X

COT
2, IV. 6, VIII, 10, XII

Les faisceaux latéraux des feuilles d’une même paire se croisent

quelquefois à leur sortie, d’un côté, comme on le voit à tous les

nœuds du Ranunculus arvensis (*).

Dans celte première région, les entre-nœuds ont moins de

douze faisceaux, ordinairement six gros et deux, quatre ou cinq

petits; dans ce cas, il y a six côtes à la surface et la coupe a un

aspect hexagonal (fig. 42). 11 arrive parfois que l’un des six fais-

ceaux principaux est plus petit que les autres; alors il y a cinq

côtes seulement et la coupe a un aspect pentagonal (fig. 43), ce

qui existe dans toute l’étendue d’autres Renonculacées. On peut

aussi ne rencontrer que cinq gros faisceaux accompagnés de cinq

petits; dans ce cas, deux gros faisceaux latéraux sont fusionnés

en un seul; il y a aussi cinq côtes et la coupe a une forme pen-

tagonale (fig. 44). Enfin, on observe quelquefois sept faisceaux,

quatre gros et trois petits; quatre gros faisceaux latéraux sont

soudés en deux et la coupe est circulaire (fig. 43).

Ces trois aspects singuliers si différents des entre-nœuds de

la Clématite adulte s’observent dans toute l’étendue d’un entre-

nœud au moins.

Quant aux nœuds, ils montrent des ramifications et des anas-

tomoses de faisceaux peu régulières (fig. 46).

Seconde région. — A partir du septième ou du huitième seg-

ment, les feuilles sont franchement opposées-décussées, égales

(*) Contribution à Vetude anatomique des Renonculacées. Le Ranunculus

arvensis L., par .M. Édouard Niboul, loc. cit.
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et insérées au même niveau. La tige a acquis ses caractères défi-

nitifs. Les entre-nœuds présentent douze faisceaux, six gros et

six petits (fig. 47), et les nœuds montrent des ramifications et

des anastomoses presque régulières se rapprochant de plus en

plus de ce qui existe dans la tige adulte. Chaque feuille reçoit

trois faisceaux. Les faisceaux latéraux ne se croisent plus à la

sortie, comme cela a lieu à certains nœuds de la région précé-

dente. La trifurcation des six gros faisceaux se fait dans la pre-

mière moitié du nœud
;
par suite, les faisceaux foliaires ont un

trajet libre fort court.

Histologie. — Une coupe transversale dans un entre-nœud

de la seconde région de la tige principale montre (fig. 47 et 48) :

1® L’épiderme;

2® Le tissu fondamental externe : parenchyme vert, méatique,

avec collenchyme sous les côtes de la surface;

O® Une gaine de sclércnchyme, primitivement continue, plus

tard interrompue çà et là. Elle est formée de fibres plus ou

moins longues
;

celles des côtes ne diffèrent pas de celles des

sillons (fig. 47, 48, 49);

4° Un suber exfoliaieur (*);

S® Des arceaux plus ou moins complets de fibres sclérifiées

à l’extérieur du liber mou (fig. 47 et 48) (^) ;

6® Douze faisceaux, six gros et six petits, disposés sur un seul

cercle, les petits plus écartés du centre de la tige. Ces faisceaux

sont séparés les uns des autres par des cellules sclérifiées (rayons

médullaires primaires);

7“ La moelle, avec une lacune centrale. Ses cellules sont

grandes et présentent des parois épaissies avec méats triangu-

laires.

(1) Ce suber n’existe pas ciieore dans la figure 50 représentant une tige

plus jeune que celle de la figure 48.

(*) Ces fibres épaississent et sclérificnt leurs parois assez tardivement.

Elles ne sont pas encore caractérisées dans la figure 50, qui représente l’un

des faisceaux pris dans une tige principale âgée de trois mois seulement.

La figuré '48, qui montre les fil)rcs sclérifiées contre le liber, provient d’une

tige principale âgée de six mois.
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PLANTULES ANOMALES.

Sur vingi-cinq piamules possédant quatre feuilles visibles exté-

rieurement, nous avons observé dix individus senestres, onze

dextres et quatre anomaux. Dans ceux-ei, la fe - est isolée par

un long entre-nœud de la paire suivante. La figure 51 repré-

sente les caractères extérieurs d’un de ces individus; la figure 52

montre sa vernation reconstituée et la figure 55 sa spire phyllo-

laxique.

On peut faire trois hypothèses pour expliquer la disposition

des appendices dans les cas d’anomalie que nous signalons : il

peut y avoir eu déplacement longitudinal de certaines feuilles,

ou bien intercalation d’une feuille nouvelle, ou enfin suppres-

sion d’une feuille normale. Le tableau suivant indique ces trois

explications hypothétiques en regard de la disposition normale.

Dans ce tableau, les flèches vont de la feuille la plus âgée à la

feuille la plus jeune de chaque paire.

DISPOSITION
NORMALE.

I" HYPOTHÈSE. 2mo hypothèse. jme hypothèse.

col. COT. col. COT. cot. COT. cot. COT.

i 9^ I 1 9-* 1 I I »-* I

2 11 2 fe. intercalée 2

3 »-» III 3 II 2 — II 3 9-*- III

4 IV 4 III 3 III 4 IV

5 9-*- V 5 IV 4 B- IV 5 V

L’étude du parcours des faisceaux ne permet d’admettre, pour

l’interprétation des anomalies, que la première des trois hypo-

thèses. En effet, dans la figure 54, on voit que les faisceaux de la

/e“, au lieu de se détacher au niveau habituel marqué d’une ,
se détachent seulement au troisième nœud qui porte, en même
temps, la fc “ normale. De plus, on constate qu’au nœud * la

fe “ est plus âgée que la /e 3; qu’au nœud *, la fe est en avance
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sur la fe * et ainsi de suite. Il y a donc bien eu déplacement de

toutes les fe ", les fe *, * restant en place.

D’ailleurs, le même fait de déplacement longitudinal a été

remarqué au nœud ’ d’une autre plantule plus âgée.

Ces anomalies rendent plus évidente encore la disposition spi-

ralée des appendices dans la région inférieure de la tige princi-

pale du C. vilalba et relient ainsi le type oppositifolié au type

spiralé des autres Renonculacées.

§ 3. Feuilles.

Caractères extérieurs. — Les feuilles des premières paires

ont une forme plus simple et une taille plus petite que les feuilles

situées plus haut. Les figures 67 et 68 (pl. XXIV) représentent

la fe * et la fe

La fe ' est simple, dentée et mesure 13 millimètres de lon-

gueur, pétiole compris. Le faisceau qu elle reçoit de la tige se

trifurque à sa sortie. La branche médiane et l’une des branches

latérales se bifurquent dans la partie supérieure du pétiole; deux

des rameaux ainsi formés s’anastomosent, de sorte que le limbe

possède dés sa base quatre fortes nervures qui se ramifient pour

former un réseau assez compliqué de nervilles. Celles-ci se ter-

minent en pointe libre ou par une anastomose.

La est trifoliolée et mesure, pétiole compris, 5 ‘/a centi-

mètres de longueur. Chaque pétiole possède dès sa base trois

fortes nervures.

La fe ® est déjà semblable à la feuille de la plante adulte.

Parcours et histologie. — Ils ont été étudiés dans la fe ® et

trouvés semblables à ceux de la feuille adulte, qui sera décrite

complètement au chapitre III.

§ 4. Racine principale.

La racine principale a une structure sentbiable à celle de l’axe

hypocotylé, sauf que son parenchyme cortical est presque entiè-

rement détruit et que, dans le cylindre central, les ilôts libériens

et les rayons médullaires secondaires sont beaucoup moins nom-

breux.
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CHAPITRE III.

LA PLANTE ADULTE.

§ 1. LES TIGES.

CARACTÈRES EXTÉRIEURS.

Durant le premier hiver, la partie supérieure de la tige prin-

cipale se détruit; au printemps suivant, les bourgeons axillaires

de la partie inférieure qui a subsisté se développent en longues

tiges. Celles-ci ont le même sort que la tige principale l’hiver

suivant. Lorsque, après un nombre d’années variable selon les

circonstances, la plante est devenue adulte, elle n’a donc gardé

que les portions persistantes de la tige principale et de plusieurs

tiges axillaires successives. Quant à l’axe hypocotylé, il se con-

fond alors avec la racine principale.

A chaque printemps, les bourgeons axillaires de l’année pré-

cédente donnent naissance à de longues tiges sarmenteuses,

toutes équivalentes et à croissance indéterminée. Il n'est pas

rare d’en trouver qui mesurent 4 à 3 mètres de longueur. Cha-

cune d’elles comprend deux régions :

I® La région à structure variable, longue de quelques milli-

mètres seulement, comprenant les deux, trois ou quatre premiers

segments : les nœuds, très rapprochés, portent des feuilles de

plus en plus grandes et de forme de plus en plus compliquée

(fig. 70 et 73, pl. XXIV). Les bourgeons axillaires ne se déve-

loppent généralement pas. La tige, dans cette région, est plus ou

moins renflée.

2® La région à structure constante, comprenant un nombre

indéterminé de segments à longs entre-nœuds et à feuilles toutes

à peu près semblables. Dans cette seconde région, les bourgeons
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axillaires se comportent de diverses manières : les premiers

(ordinairement 8 à 10 paires) restent latents; ils sont destinés

à passer Thiver et à produire de nouvelles tiges feuillées; les

bourgeons suivants (ordinairement 5 ou 6 paires) se dévelop-

pent immédiatement en inflorescence; les derniers (ordinaire-

ment 2 ou 3 paires) cessent de pousser comme le bourgeon ter-

minal lui-mémc (*).

Parfois le bourgeon terminal reprend sa croissance et pro-

duit des segments à bourgeons latents, puis une nouvelle série

de segments florifères.

Normalement, les tiges ne portent pas de rameaux durant la

première année, si ce n’est des inflorescences axillaires. Celles-ci

manquent même lorsque la tige est grêle, tous les bourgeons

restant latents.

Lorsqu’une tige a été brisée accidentellement, un ou plusieurs

des bourgeons destinés à n’entrer en végétation que l’année sui-

vante peuvent se développer immédiatement. Si l’accident s’est

produit au milieu des segments florifères, un bourgeon-inflores-

cence se transforme en une tige feuillée. Celle-ci se reconnaît

cependant à ce qu’elle porte des fleurs dès ses premiers nœuds,

tandis qu’elle n’en porte pas plus haut.

De tout cela il faut conclure que, hormis les axes d’inflores-

cence, les tiges du C. vitalba sont toutes équivalentes : la dis-

tinction en tige primaire et tiges secondaires ou rameaux plus ou

moins différenciés n’existe pas. L’examen anatomique ayant con-

firmé cette affirmation, nous ne nous occuperons par la suite

que d’une tige quelconque de la plante adulte, sans rechercher

l’ordre auquel elle appartient.

(*) La plus longue tige que nous ayons trouvée mesurait plus de

5 mètres; sa deuxième région comprenait 50 segments portant 6 paires de

bourgeons latents, 21 ])aires d’inflorescences et 5 paires de bourgeons non

développés.
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I. Région à structure variable :

Une tige quelconque reçoit de la tige-mère deux faisceaux

{faisceaux d'insertion) détachés des deux faisceaux réparateurs

qui, dans la tige-mère, sont voisins du sortant médian. Ces deux

faisceaux se trifurquent bientôt et constituent les six gros fais-

ceaux du premier segment de la tige que nous considérons. De

petits faisceaux apparaissent plus tard et en nombre variable ;

généralement il y a six petits faisceaux, mais il peut s’en trouver

jusqu’à dix ou douze. Ce grand nombre de petits faisceaux

intercalés entre les gros est évidemment en rapport avec le dia-

mètre exagéré de la tige qui, dans cette première région, est

toujours plus ou moins renflée. C’est par l’intermédiaire de ces

faisceaux intercalaires et en quelque sorte surnuméraires que

s’établit une communication facile entre les tissus secondaires

de la lige nouvelle et ceux de la tige-mère.

Quant au parcours des faisceaux (fig. 64, pl. XXIII), il offre

dans celle région quelques irrégularités, tout en se rapprochant

beaucoup du parcours normal.

II. Région à structure constante ;

Le nombre des faisceaux est toujours de douze : six gros et

six petits dont le parcours est parfaitement régulier. Dans cette

seconde région, nous étudierons l’histogenèse, l'histologie et le

parcours détaillé.

Histogenèse et p.vrcours. — En étudiant des coupes succes-

sives dans le sommet végétatif, on trouve de haut en bas :

1“ Stade méristématique. Un massif de cellules se cloison-

nant en tous sens et entouré par le dermatogène (fig. 35,

pl. XXII);

2® Stade procambial (dans l’étendue de deux segments). Six

cordons de procanibium, nettement reconnaissables au sein du

tissu fondamental (fig. 56).
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Plus bas encore, deux des cordons procambiaux présentent

une trachée et deux éléments libériens (fig. 57 et 58) : ce sont

les deux faisceaux sortants médians
;
les autres faisceaux ne se

différencient que plus bas. Les cellules procambiales comprises

entre le pôle libérien et le tissu fondamental externe (actuelle-

ment trois ou quatre couches) doivent se recloisonner un grand

nombre de fois pour se différencier ensuite en un îlot de sclé-

renchyme. Les quatre ou cinq couches de tissu fondamental

externe se recloisonneront aussi pour devenir du collenchyme;

3® Stade primaire (deux segments). L’entre-nœud a six fais-

ceaux différenciés (fig. 59 et 60) montrant chacun cinq ou six

trachées. Dans le nœud, chaque faisceau se trifurque en une

branche foliaire et deux branches réparatrices. Les six foliaires

sortent et les branches réparatrices s’anastomosent deux à deux

pour reconstituer les six faisceaux réparateurs destinés à l’entre-

nœud suivant. Ce parcours simple, régulier, s’observe également

dans VAlragene alpina.

A ce stade, les cellules procambiales avoisinant le liber et

destinées à devenir du sclérenchyme sont plus nombreuses

(fig. 60) (*). Le tissu fondamental externe montre aussi un plus

grand nombre d’assises; ses éléments sont assez larges;

4“ Stade secondaire. Dans les Clématites à grandes feuilles,

comme le C. vitalba, six autres faisceaux apparaissent dans l’in-

tervalle entre les six précédents. Ils se montrent d’abord à l’état

de procambium, à l’époque où les faisceaux principaux sont

complètement différenciés et viennent d’entrer dans la période

secondaire (fig. 61, pl. XXIII). Ils restent à cet état proeambial

(') M. Dasgearo (Le Botanisle, vol. I, p. H 7) n’admet pas l’existence

d’un péricycle dans les tiges, mais distingue dans le liber deux parties : le

périphragrne et la région des ilôts grillagés. Le périphragme « est produit

par un cloisonnement actif des cellules procambiales qui entourent les îlots

grillagés ». Cette production est relativement tardive et aboutit à un tissu

entièrement cellulaire ou accompagné de fibres qui, d’après l’auteur,

peuvent s’appeler indifféremment fibres libériennes ou périphragmatiques.

J’ai cru convenable de noter ici cette observation à l’appui de celles que j’ai

faites dans le C. vitalba.
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dans l’étendue de quatre ou cinq segments, puis se différencient

à leur tour.

Ces petits faisceaux sont non seulement caractérisés par leur

apparition tardive, mais encore par leur plus grand éloignement

du centre, leur développement moins grand, leur histologie et

leur parcours. Les auteurs leur ont donné le nom de faisceaux

intercalaires.

Au point de vue histologique, ils se distinguent par l’absence

de trachées ou par un nombre plus petit de ces éléments. Au
point de vue du parcours, ils commencent dans la moitié infé-

rieure d’un nœud par deux branches qui s’anastomosent en un

faisceau; celui-ci traverse tout l’enlre-nœud et se bifurque dans

la moitié inférieure du nœud suivant. En d’autres termes, ils

commencent et finissent aux faisceaux réparateurs (fig. 6o). Ces

petits faisceaux rappellent par leur position, leur parcours et

l’époque de leur apparition, les massifs secondaires qui s’inter-

calent entre les faisceaux chez beaucoup de Dicotylédones, notam-

ment les faisceaux désignés par y dans VUrtica (').

Quant aux autres faisceaux, que nous appellerons les gros

faisceaux, ils marchent parallèlement dans l’entre-nœud comme

les petits. Au nœud, ils se trifurquent, puis s'anastomosent deux

à deux très régulièrement (fig. 65).

Histologie. — Une tige âgée d’un an, prise sur la plante

adulte, montre la même organisation que la tige principale au

stade V.

Dans une tige de 4 ans, on distingue de l’extérieur vers l’in-

térieur (fig. 62 et 63) :

1® Le suber exfoliateur de l’épiderme, du tissu fondamental

externe et de la gaine de sclérenchyme
;

2® Un premier cercle ondulé formé d’arceaux scléreux exté-

rieurs à chaque massif libérien
;

(^) Recherches anatomiques sur les organes végétatifs de t'ürlica dioïca L.,

par M. A. Gaivis. (Mémoires in-4° de l'Académie royale des sciences, etc.

DE Belgique, t. XLVII, 1884.)
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3® Une bande de liber, dont beaueoup d’éléments sont à l’état

corné
;

4“ Un deuxième suber exfoliateur qui rejettera au dehors la

première assise exfoliatrice, les premiers arceaux scléreux et la

portion de liber qui leur est sous-jacente;

0° Un parenchyme libérien méalique comprenant trois ou

quatre couches de cellules contenant de l’amidon
;

6® Un deuxième cercle formé d’arceaux scléreux
;

7® Une bande de liber
;

8® Le cambium;

9® Le bois, comprenant quatre régions concentriques très

visibles, correspondant chacune à une année. Les vaisseaux ont

un grand diamètre;

iO“ Douze pôles ligneux primaires;

11® La moelle, dont les éléments offrent des parois épaissies

et des méats triangulaires.

Les douze faisceaux, serrés les uns contre les autres, sont

séparés par des rayons médullaires primaires, présentant une

partie externe molle et une partie interne sclérifiée. Chaque fais-

ceau est divisé par des rayons secondaires qui pénètrent plus

ou moins profondément.

Tissus amylifères. Le méristéme primitif ne renferme pas

d'amidon. Au niveau où se forment les six massifs procambiaux,

à quelques millimètres du sommet, on trouve de l’amidon dans

la moelle et le tissu fondamental primaire externe. Il en est de

même plus bas, où les massifs procambiaux se différencient. A
partir du niveau où apparaissent, à l’état procambial, les six

petits faisceaux (à environ 2 centimètres du sommet), la sub-

stance amylacée manque dans la moelle, mais on en trouve

dans le tissu fondamental primaire externe, y compris le collen-

chyme en formation, et dans deux ou trois couches de cellules

sur les côtés des gros faisceaux. Au niveau où les douze faisceaux

sont différenciés, ainsi que le collenchyme et le sclérenchyme,

on trouve en outre de l’amidon dans le liber jeune.

Une tige âgée d’un an, dans laquelle une couche subéreuse

s’est déjà formée, contient de l’amidon dans la moelle, les rayons



(
29 )

médullaires, le liber jeune, le tissu fondamental secondaire

externe, et dans une ou deux couches extérieures au liber, en

dessous du suber. L’amidon manque dans le tissu fondamental

primaire externe.

Dans une tige âgée de quatre ans, l’amidon se rencontre dans

la moelle, les rayons médullaires, le liber jeune et dans le

parenchyme libérien sous-jacent au deuxième suber.

Il n’existe nulle part, dans la tige, une couche distincte à

laquelle on puisse donner le nom à'endoderme amylifère.

Il n’existe pas non plus d’endoderme caractérisé par des plis-

sements sur les cloisons radiales.
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§ 2. LES FEUILLES.

CARACTÈRES EXTÉRIEURS.

Les feuilles d’une tige quelconque ont une forme et une taille

variables suivant la hauteur à laquelle elles sont insérées. Les

variations sont surtout rapides dans la première région de la

tige où les feuilles, très rapprochées les unes des autres, sont

insérées par paire au même niveau et décussées, contrairement

à ce que l’on observe à la base des liges principales. La pre-

mière paire de feuilles se trouve dans le plan perpendiculaire au

plan médian du segment qui porte le bourgeon. Deux tiges ont

été principalement étudiées.

Dans la première, qui est senestre (Gg. 70), la fe ‘ rudimen-

taire comprend un pétiole élargi, un limbe long de 4 milli-

mètres, large de 1 millimètre, et trois nervures qui ne se

ramiOent pas (Gg. 1\). La /e* possède un limbe denté, long de

8 millimètres (Gg. 72), large de 2; trois faisceaux, le médian se

ramiGant abondamment. La fe
^ est trilobée, à lobes dentés;

la /e " est irifoliolée, à folioles dentées. Les feuilles de la troi-

sième paire ont trois folioles dentées. Les feuilles de la qua-

trième paire possèdent cinq folioles.

Dans la seconde lige, qui est dexire (Gg. 75), les feuilles de

la première paire sont simples et dentées (Gg. 74 et 75); la /e*

a trois folioles et la fe " cinq
;

les feuilles de la troisième paire

sont irifoliolées
;

les feuilles suivantes possèdent cinq folioles.

La deuxième région des liges porte des feuilles qui varient

peu de forme et de dimensions. Elles ont cinq folioles et plus

rarement sept (Gg. 76). Elles sont toujours dépourvues de

stipules; leur pétiole se continue en un rachis présentant deux

ou trois nœuds donnant insertion aux folioles.
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STRUCTURE.

Toutes les feuilles reçoivent trois faisceaux
;

celles de la pre-

mière paire cependant n’en reçoivent parfois qu’un seul. Nous

prendrons comme exemple une feuille ordinaire soit à cinq, soit

à sept folioles. (Il a été constaté que la structure était sensible-

ment la même dans ces deux sortes de feuilles.)

Parcours.— Les trois faisceaux sortants de la lige (un médian,

deux latéraux, soient L, M, L) se trifurquent dès la base du

pétiole, puis s’anastomosent (fig. 66), de façon à constituer

six faisceaux : un médian, deux latéraux, deux marginaux et un

faisceau diamétralement opposé au médian, soient wLiVILmO.

Telle est la structure au milieu du pétiole (fig. 77).

Cette structure se retrouve au milieu du premier entre-nœud

ou racbis, ainsi qu’au milieu du deuxième entre-nœud.

Au premier nœud du rachis, c’est-à-dire à l’insertion de la

première paire de folioles, on constate (fig. 78) que chaque

pétiolule reçoit deux faisceaux détachés des faisceaux L et m.

Ces faisceaux se divisent bientôt et s’anastomosent de façon à

constituer les six faisceaux du pétiolule (fig. 79). La même
chose s’observe au deuxième nœud du rachis.

La figure 66 reproduit le parcours des faisceaux dans le

pétiole et le rachis. On y remarquera l'analogie existant entre

l’insertion du pétiolule et celle du bourgeon, comme dans

VVrlica (').

On trouve parfois des feuilles très vigoureuses qui contiennent

dans leur pétiole et leur rachis un ou deux petits faisceaux inter-

médiaires entre le faisceau M et les L et deux m' entre le fais-

ceau O et les m (fig. 80). Ces petits faisceaux ne jouent aucun

rôle dans l’insertion des péliolules.

Quant au faisceau O, il se divise à la base de la foliole termi-

nale, s’anastomose avec les faisceaux voisins et donne finalement

de chaque côté deux petites branches qui se dirigent vers les

bords inférieurs du limbe.

(*) M. A. Gravis, toc. cit., p. 180.
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Histologie du limbe. — La coupe transversale d'une foliole

(fig. 81) montre :

1® L’épiderme. Cellules sans chlorophylle, à cuticule lisse,

plus grandes à la face interne qu'à la face externe. Stomates à la

face externe seulement, au nombre de soixante-deux par milli-

mètre carré, formés chacun de deux cellules de bordure au

niveau de la surface avec deux replis saillants de la cuticule.

Chambre stomatique formée par un grand méat. Vu de face,

l’épiderme présente des cellules à contour sinueux, des stomates

arrondis, sans cellules annexes (fig. 82 et 83). Sur les nervures,

les cellules épidermiques, presque rectangulaires, sont allongées

dans le sens de la longueur des nervures. Deux sortes de poils :

les uns longs, droits, effilés, à membrane plus épaisse d’un côté

que de l’autre; les autres courts, en forme de massue (fig. 84).

Ces deux sortes de poils sont très abondants sur la tige et les

feuilles dans le sommet végétatif. Les poils claviformes tombent

assez tôt, de sorte que sur les feuilles vieilles on ne rencontre

plus guère que des poils longs et effilés; encore ceux-ci sont-ils

peu abondants;

2° Le mésophplle. Il est hétérogène (fig. 81) : une assise de

cellules en palissade; trois ou quatre assises de cellules irrégu-

lières à grands méats constituant le parenchyme spongieux.

Collenchyme aux deux faces, de chaque côté des nervures.

Chlorophylle dans tout le mésophylle. Ni cristaux ni glandes;

3® Les nervures. Elles sont constituées par un seul faisceau;

pas de cellules sclérifiées.

Histogenèse. — Sur la troisième coupe, dans le sommet végé-

tatif d’une tige adulte, on peut étudier la formation des nervures

dans l’épaisseur de l’assise moyenne du mésophylle primitif

(fig. 83). Les deux autres assises sont destinées à donner

naissance, l’une au parenchyme palissadique, l'autre au paren-

cfiyme spongieux. Il est surprenant de constater qu’une disposi-

tion si nette à l’état jeune s’efface complètement à l’état adulte.

(Comparez les figures 83 et 81, dessinées au même grossis-

sement.)
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§ 3. LES RACINES.

I. Sommet végétatif d’nne jeune racine.

Coupes transversales.

La quatorzième coupe à partir du sommet montre de l’exté-

rieur vers l’intérieur (fig. 86, pl. XXV):
1® La coiffe, formée à ce niveau de cinq ou six couches de

cellules, et l’assfse pilifère, composée de cellules allongées dans

le sens radial, à parois minces;

2® Le parenchyme cortical, constitué par dix assises cellulaires

méatiques. Les éléments des assises extérieures sont plus petits

que les autres. L’assise la plus profonde est l’endoderme :

celui-ci ne se distingue guère que par l’alternance de ses élé-

ments avec ceux de l’assise sous-jacente;

3® Le cylindre central, limité par un péricycle assez net, à

cellules plus grandes que les autres, presque isodiamétrales. Le

reste du massif est formé par de petits éléments procambiaux.

La vingt-cinquième coupe à partir du sommet montre de

l’extérieur vers l'intérieur (fig. 87) :

1® Les débris de la coiffe et Vassise pilifère dont les cellules

sont épaissies extérieurement;

2“ Le parenchyme cortical, comme au niveau précédent;

3® Le cylindre central au stade de la différenciation primaire.

Il présente deux ou trois pôles libériens et autant de pôles

ligneux.

Plus tard apparait la zone cambiale comme on le voit dans la

figure 88 où le faisceau est bipolaire.

Coupe longitudinale.

La figure 89 montre le méristème primitif comprenant :

1* Un groupe de petites cellules isodiamétrales se cloisonnant

3
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en tous sens et donnant naissance à des éléments procambiaux ;

ce sont les initiales du faisceau ;

2® Deux cellules exactement superposées, initiales du paren-

chpme cortical;

5® Une couche de cellules, initiales de l’assise pilifère et de la

coiffe.

II. Racine d'un an.

De l'extérieur vers l’intérieur (fig. 90, 91 et 92) :

1® Les débris du parenchyme cortical primaire et l’endo-

derme
;

2* Le péricycle recloisonné formant un « parenchyme péricy-

clique » ;

3® Le cylindre central dont les productions secondaires sont

fort développées. Deux longs rayons primaires, légèrement sclé-

rifiés, s’étendent jusqu’aux pôles primaires. Des rayons secon-

daires pénétrant à des profondeurs variables découpent le bois

secondaire formé de larges vaisseaux et d’une grande quantité

de trachéides. Le liber a ses éléments disposés en séries radiales.

11 renferme des bandes tangentielles irrégulières de fibres sclé-

reuses.

III. Racine de deux ans.

Les rayons secondaires sont plus nombreux; les bandes tan-

genticlles de fibres sclérifiées plus abondantes et plus dévelop-

pées que dans la racine précédente (fig. 93). La séparation entre

le bois de chaque année est indiquée par des vaisseaux de large

diamètre. A la périphérie, un premier suber a décortiqué le

parenchyme péricyclique. Au-dessous des bandes scléreuses les

plus externes, on voit un deuxième suber constitué par deux ou

trois assises de cellules brunes (fig. 94).
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RÉSUMÉ DE LA PREMIÈRE PARTIE.

EMBRYON.

L’embryon du Clematis vitalba diffère peu de celui du Ranun-

culus arvensis : ses dimensions sont à peu près les mêmes, mais

les couches cellulaires de son parenchyme eortical sont moins

nombreuses (six au lieu de onze).

PLANTULES.

L’étude de l’axe hypocotylé a montré que le contact entre les

faisceaux cotylédonaires, les faisceaux foliaires et les faisceaux

réparateurs, d’une part, et le faisceau bipolaire de la racine,

d’autre part, se fait comme dans le Ranunculus arvensis.

Les cotylédons possèdent un mésophylle à peu près homo-

gène et des stomates à la face externe seulement
;

ils ne pré-

sentent ni cristaux, ni poils, ni glandes; ils sont opposés et

reçoivent chacun deux faisceaux qui se fusionnent dès la base

du pétiole.

Les feuilles des premières paires de la tige principale ont une

forme plus simple et une taille plus petite que les feuilles situées

plus haut. On trouve d’abord des feuilles dentées, puis trilobées,

trifoliolées et enfin des feuilles à cinq folioles. Celles de la pre-

mière paire sont d’inégale grandeur et insérées à des niveaux

légèrement différents; au nœud 1, la feuille qui apparaît la pre-

mière (Je •) est située plus bas et prend un moins grand déve-

loppement que l’autre (/e '). De plus, la fe ' ne reçoit générale-

ment qu'un seul faisceau, tandis que la fe' en reçoit trois. Ces
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trois caractères (apparition successive, inégalité de taille à l’état

adulte et différence de niveau d’insertion) se retrouvent aux six

ou sept nœuds suivants; les feuilles de ces nœuds reçoivent cha-

cune trois faisceaux, provenant toujours des réparateurs A, B,

C, D. On peut faire passer une spirale régulière, tantôt dextre,

tantôt senestre, par les feuilles les plus jeunes ou par les feuilles

les plus âgées de chaque paire. Ces appendices sont cependant

placés en croix, mais non rigoureusement opposés l’un à l’autre.

A partir du huitième ou neuvième nœud, les feuilles de chaque
paire sont franchement opposées-décussées, égales, insérées au

même niveau et apparaissent simultanément; elles reçoivent

toutes trois faisceaux.

La tige principale comprend deux régions qui correspondent

aux deux manières d’ètre des feuilles :

1® La région à structure variable, formée des sept ou huit

premiers segments. Les entre-nœuds contiennent moins de douze

faisceaux; ordinairement six gros (parfois cinq seulement) et

deux, quatre ou cinq petits. Dans les nœuds, le parcours de ces

faisceaux est très irrégulier et fort variable;

2® La région à structure constante, à partir du huitième ou

neuvième segment. Les entre-nœuds renferment toujours douze

faisceaux (six gros et six petits) qui se ramifient et s’anasto-

mosent d’une façon très régulière dans les nœuds. Cette struc-

ture se retrouve dans la plante adulte.

Il arrive que certains nœuds ne portent qu’une feuille, l’autre

ayant été reportée au nœud suivant. Cette anomalie rend plus

évidente la spire qui existe dans la région inférieure des indivi-

dus normaux. On peut dire que la disposition opposée-décussée

de la Clématite n’est pas primordiale, mais que le type décussé

provient d’ancétres à feuilles spiralées.

D’un autre côté, l’existence assez fréquente de cinq gros fais-

ceaux et de cinq côtes aux premiers entre-nœuds des tiges prin-

cipales rappelle d’une façon étonnante la disposition par cinq

qu’on observe fréquemment chez d’autres Renonculacées, notam-

ment le Ranunculus arvensis. Si nous comparons cette dernière

plante au Clematis vitalba au point de vue du nombre des fais-
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ceaiix de la tige et de la disposition des feuilles, nous obtien-

drons le tableau suivant :

RANL'NCL'LUS ARVENSIS. CLEMATIS VITALBA.

Faisceaux
dans

la tige.

Disposition

des
appendices.

Faisceaux
dans

la tige.

Disposition

des
appendices.

Cotylédons el

paire de
feuilles . . 4 Opposition. 4 Opposition.

Nœuds 2 à 7 . 5 Alternance. Souvent

5 gros.

Disposition spi-

ralée plus ou
moins évidente.

Nœuds suivants 0 Alternance. Toujours

6 gros.

Opposition
acquise.

La croissance de la tige principale est indéterminée; le pre-

mier hiver détruit toute la partie supérieure de eette tige.

La racine principale contient un faisceau bipolaire et prend

un grand développement. Le parenchyme cortical se décortique.

Une assise subéreuse à la surface.

PLANTE ADULTE.

1. Tiges. — Toutes les liges de la plante adulte sont équi-

valentes. Leur croissance est indéterminée : aucune simplifica-

tion ne se manifeste dans leur structure vers l’extrémité en

automne. Elles reçoivent deux faisceaux de la tige-mère. On

doit distinguer deux régions. Dans la première, longue de quel-

ques millimètres et comprenant deux, trois ou quatre segments,

on trouve six gros faisceaux provenant de la trifurcation des

faisceaux d’insertion et un nombre variable de petits faisceaux

apparaissant plus tard; le parcours est irrégulier, mais se rap-

proche néanmoins du parcours normal. La deuxième région,

comprenant un nombre indéterminé de segments à longs entre-
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nœuds, renferme dans toute son étendue douze faisceaux dont

six gros réparateurs et six intercalaires plus petits. Tous marchent

parallèlement dans les entre-nœuds. Les premiers se trifurquenl

un peu en dessous du nœud; par suite, les faisceaux foliaires

ont dans la tige un trajet libre fort court. Après la sortie des

foliaires, des anastomoses très régulières reconstituent les six

réparateurs. Quant aux intercalaires différenciés plus ou moins

tardivement, ils n’ont aucun rapport avec les feuilles; ils com-

mencent aux réparateurs d’un nœud pour finir aux réparateurs

du nœud suivant.

De l’ensemble des études d’histologie et d’histogenèse, on peut

conclure que, dans la tige, l’écorce n’est pas nettement limitée

vers l’intérieur, si ce n’est derrière les faisceaux. Il y a lieu de

distinguer dans le tissu fondamental trois régions : une interne,

des interfasciculaires et une externe. On ne remarque ni endo-

derme continu ni assise plissée ou amylifère. La gaine continue

de sclérenchyme est formée de portions intrafasciculaires et de

portions interfasciculaires. Les premières se différencient avant

les secondes, mais, à l’état adulte, il n’est pas possible de les dis-

tinguer histologiquement l’une de l’autre. Dans les deux por-

tions, il y a des fibres longues et des fibres courtes, toutes sans

méats, de même diamètre et à parois également épaissies.

La partie inférieure des tiges est seule persistante
;

le reste

est détruit pendant l’Iiiver.

2. Feuilles. — Les feuilles des tiges axillaires sont poly-

morphes comme celles de la tige principale, mais celles d’une

même paire apparaissent en même temps, sont insérées au même
niveau et se développent également. D’ordinaire les feuilles de

la première paire sont plus ou moins rudimentaires et simple-

ment dentées; celles de la deuxième paire, trilobées ou trifolio-

lées; les suivantes ont cinq ou sept folioles. Les deux premières

feuilles reçoivent tantôt un, tantôt trois faisceaux; les autres, tou-

jours trois. Les folioles s’attachent sur le pétiole commun à peu

prés comme le bourgeon sur la tige-mère.

Quant à l’histologie des feuilles, elle varie peu. L’épiderme
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externe seul est percé de stomates; ceux-ci sont au niveau de la

surface et surmontés de deux replis saillants de la cuticule
; il

n'y a ni glandes ni cristaux, mais des poils unicellulaires sim-

ples, droits, effilés, à membrane plus épaisse d’un côté que de

l’autre. Sur le sommet de la lige et les feuilles jeunes, on ren-

contre en outre des poils claviformes; ceux-ci tombent assez tôt,

de sorte qu’on n’en trouve plus sur les feuilles situées plus bas.

Au point de vue de l’Iiistogenèse, trois assises cellulaires con-

stituent le mésophylle de la feuille jeune : l’assise interne pro-

duit le parenchyme en palissade; l’assise externe engendre le

parenchyme spongieux
;

l’assise moyenne donne naissance aux

nervures, puis se confond avec le parenchyme spongieux.

3. Racines. — Elles contiennent un faisceau bi- ou tripolaire.

Tissus secondaires abondants; décortication du parenchyme cor-

tical et production d’une couehe subéreuse.
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SECONDE PARTIE

CHAPITRE PREMIER

Clematis intc^rifolia L.

§ 1. LES PLANTLLES.

1 . Axe hypocotylé. — Long d’environ 1 centimètre (fig. 95).

Le T/’*’ en face des deux pôles ligneux est formé d’éléments sclé-

rifiés (fig. 96). Le contact entre les faisceaux cotylédonaires, les

faisceaux foliaires et les faisceaux réparateurs, d’une part, et le

faisceau bipolaire de la racine, d’autre part, se fait comme dans

le C. vitalba.

2. Cotylédons. — Ils sont épigés. Le pétiole et le limbe mesu-

rent chacun plus d’un centimètre (fig. 95). Chaque cotylédon

reçoit trois faisceaux; le médian est formé, comme dans le

C. vitalba, de deux faisceaux sortis de l’axe hypocotylé avec les

pôles centripètes; les latéraux se détachent des faisceaux M* et M'

(fig. 97 et 99). Le limbe cotylédonaire est parcouru par sept

nervures. Histologie comme dans le C. vitalba.

3. Tige principale. — Quatre faisceaux; section carrée. Au

point de vue histologique, rien de particulier.

La figure 99 montre le parcours dans la tige et leur sortie

dans les feuilles.
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4. Feuilles.— Les feuilles delà première paire sont écailleuses

(fig. 9b); elles ne reçoivent qu’un faisceau. L’entre-nœud 1 est

presque nul. Les feuilles de la deuxième paire sont peu déve-

loppées et d’inégale grandeur; la plus petite, qui est la plus

ancienne, ne reçoit qu’un faisceau ; la plus grande en reçoit trois.

Les feuilles suivantes sont entières, ovales-lancéolées, sessiles,

toutes à peu près égales; elles reçoivent trois faisceaux (flg. 99).

Histologie comme dans le C. vitalba. L’histogenèse permet de

déceler l’existence d’une assise moyenne dans le mésophylle des

feuilles jeunes. C’est dans l’épaisseur de cette assise moyenne

qui s’arrête à quelque distance des bords du limbe, que les ner-

vures prennent naissance par le recloisonnement d’une cellule.

Cette genèse est bien évidente, notamment pour les faisceaux

latéraux dans la figure 98 qui représente la section transversale

du limbe de la fe " provenant d’une plantule au début de la ger-

mination.

O. RAcmE PRINCIPALE.— Faisceau bipolaire; endoderme mieux

caractérisé que dans le C. vitalba.
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§ 2. TIGE DE LA PLANTE ADULTE.

Structure. — Six gros faisceaux et six petits; leur parcours

dans la tige et leur sortie dans les feuilles sont absolument les

mêmes que dans le C. vitalba (fig. 100).

Histologie. — Le tissu fondamental externe est collenchyma-

teux sur toute la circonférence de la tige
;

il l’est toutefois beau-

coup plus sous les côtes que dans les sillons.

La gaine de sclérenchyme est formée de massifs de fibrés

extérieures au liber reliés entre eux par des cellules sclérifiées

interfasciculaires que l’on reconnaît à leur diamètre plus grand

et aux méats qu’elles laissent entre elles (fig. 101). Les rayons

médullaires sont sclérifiés.
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CHAPITRE H.

Oematis viticella L.

§ i. LES PLANTULES.

Des graines d’une même provenance ont été semées dans un

pot en mars 1893. Quelques-unes ont germé après quelques

mois; les autres seulement après un an. Deux planiules ont été

étudiées : l’une, A (fig. 102), choisie parmi les germinations

tardives, l’autre. B, parmi les germinations hâtives.

L’individu A semble avoir pris, au sein de l’albumen, un

grand développement avant de sortir de la graine : il montre, en

effet, six faisceaux dans l’enire-nœud ' et trois faisceaux à chaque

feuille de la première paire. L’individu B semble avoir pris, au

contraire, un développement moins grand avant de sortir : il

contient seulement quatre faisceaux dans l’eriire-nceud ' et un

faisceau pour chaque feuille de la première paire. Il est â remar-

quer que dans le C. viticella les cotylédons sont hypogés. L’uti-

lisation de l’albumen a pu se faire presque entièrement avant la

sortie et la différenciation de l’embryon pour l’individu A, tandis

qu’elle a pu se faire, en majeure partie, après la sortie de l’em-

bryon et sa différenciation pour l’individu B. En d’autres termes,

A aurait utilisé presque toutes les réserves de l’albumen avant

de se différencier, comme dans le cas d’une graine exalbuminée,

et B se serait différencié avant d’avoir absorbé tout l’albumen.

1. Axe hypocotïlé. — Il ne mesure qu’un millimètre de lon-

gueur (fig. 102).

Histologie comme dans le C. integrifolia. Rien de particulier

dans la région du contact.

2. Cotylédons hypogés. — Chaque cotylédon reçoit trois fais-

ceaux (L, M, L) comme dans le C. integrifolia (voy. la figure 106,

qui est le schéma du nœud cotylédonaire de la plantule B).
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5. Tige principale. — Quatre, cinq ou six faisceaux. Une
couche subéreuse à l’extérieur du liber mou. Rayons médullaires

sclérifiés.

4. Feuilles. — Celles des deux premières paires sont très

petites, plus ou moins cachées sous le sol. Les autres sont ovales-

lancéolées, entières.

Histologie comme dans le C. vilalba.

Les figures 105 et 105 montrent respectivement le parcours

dans la tige principale des plantules A et B.

0 . Racine principale. — Comme dans le C. integrifolia.

PLANTULE anomale.

Dans une autre plantule, les cotylédons et les feuilles étaient

verticillés par ® (fig. 107).

1. Axe hypocotylé. — Faisceau tripolaire.

2. Cotylédons. — Chacun des trois cotylédons reçoit un fais-

ceau médian formé par la réunion de deux branches, et deux

faisceaux latéraux comme dans les plantules normales (fig. 108

à comparer à la fig. 106 ;
voyez aussi fig. 109). Les pôles ligneux

centripètes de la racine sont entraînés avec le faisceau médian

dans le pétiole du cotylédon.

3. Tige principale. — La figure 109 représente le parcours

des faisceaux dans la tige et leur sortie dans les feuilles.

4. Feuilles. — Elles sont courtes à tous les nœuds; celles du

deuxième nœud sont inégales. Comme les cotylédons, les feuilles

reçoivent trois faisceaux. Dans chaque feuille, trois nervures

seulement. Mésophylle homogène; quelques cellules collenchy-

mateuses autour des faisceaux.

5. Racine principale. — Faisceau tripolaire.
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§ 2. TIGE DE LA PLANTE ADULTE.

La tige du C. viticella est identique à celle du C. inlegrifolia

au point de vue du nombre et du parcours des faisceaux, ainsi

qu’au point de vue de l’histologie. On remarque seulement que

le collenchyme est très peu abondant dans les sillons.
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CHAPITRE III.

Clematls flammiila L.

§ 1. LES PLANTÜLES.

1 . Axe hypocotylé. — Il mesure 4 à 5 millimèlres de longueur

(lig. 110). Histologie comme dans le C. inlegrifolîa. La région

du contact ne présente rien de particulier; nous représentons

toutefois (fig. 114) une coupe très démonstrative faite à la base

du nœud cotylédonaire : elle peut facilement être comparée

à celle pratiquée au même endroit dans le C. vitalba (lig. 18).

2. Cotylédons. — Ordinairement épigés, les cotylédons restent

parfois emprisonnés dans le sperraoderme et sont alors hypogés.

Le pétiole cotylédonaire est long de prés de 1 centimètre; le

limbe, de 5 millimètres. Chaque cotylédon ne reçoit qu’un seul

faisceau formé par la réunion de deux branches qui entraînent

avec elles les trachées du bois centripète de l’axe hypocotylé.

Cette organisation est identique à celle du C. vitalba.

Le limbe est parcouru par trois nervures. Histologie comme

dans le C. vitalba.

5. Tige principale. — Les entre-nœuds sont longs, grêles et

rigides. Quatre faisceaux. Histologie comme dans les espèces

précédentes.

La ligure 111 montre le parcours des faisceaux dans la tige

principale et leur sortie dans les feuilles.

4. Feuilles. — Les feuilles de la première paire sont écail-

leuses; elles ne reçoivent qu’un faisceau. Les feuilles suivantes,

ovales, entières, sont également développées et insérées au même

niveau; elles reçoivent trois faisceaux. Histologie comme dans le

C. vitalba.

O. Racine principale. — Faisceau bipolaire.

. J
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S 2. TIGE DE LA PLANTE ADULTE.

Stbucture.— Six gros faisceaux, six moyens et de trois à douze

petits (fig. 112). Les six gros seuls sont en rapport avec les feuilles.

Les autres, comme les six petits faisceaux des espèces précé-

dentes, apparaissent plus ou moins tardivement et se rattachent

aux faisceaux réparateurs (fig. 113). Histologie comme dans le

C. integrifolia et le C. vUicelta.

Remarque. La tige du C. heraclœefolia que je n’ai pu étudier

qu’à l’état adulte est identique à celle du C. flammula.
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CHAPITRE IV.

Oematls recta L.

LES PLANTULES.

Extérieurement, les planiules du C. recta sont à peu près

identiques à celles du C. flammula.

1. Axe uypocotylé. — Long d’environ 2 millimètres, il ne pré-

sente rien de particulier au point de vue de l’histologie, ni dans

la région du contact.

2. Cotylédons. — Les cotylédons des deux plantules étudiées

étaient emprisonnés dans le spermoderme et hypogés (*). Ils

reçoivent un seul faisceau formé de deux branches et présentent

la même structure que ceux du C. vitalba.

3. Tige principale. — Parcours et histologie comme dans le

C. flammuta.

4. Feuilles. — Comme dans le C. flammula.

5. Racine principale. — Faisceau bipolaire.

(1) M. Lubbock, dans son ouvrage sur la vie des plantes, décrit les coty-

lédons du C. recta comme hypogés. Irhiscq {Zur Naturgcschichtevon Melitis

Melissophylum [Bot. Zeitung, 6. August 1858]) a observé que les cotylé-

dons épais et ordinairement épigés du C. recta et du C. corymbosa restent

parfois sous terre.
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§ 2. TIGE DE LA PLANTE ADULTE.

Structure. — Ressemble beaucoup à celle du C. flammula.

Vingt-deux faisceaux : six gros, quatre moyens et douze petits.

Les six gros seuls sont en rapport avec les feuilles. Les faisceaux

moyens se trouvent à droite et à gauche du faisceau médian de

chaque feuille (fig. 415).
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CHAPITRE V.

Atrajcenc alpina L.

S 1. LES PLANTÜLES.

1. Axe hypocotvlé. — Des coupes successives dans sa partie

supérieure confirment ce qui a été constaté dans les espèces

précédentes. Histologie comme dans la racine principale (voir

plus loin).

2. Cotylédons épicés. — Leur pétiole mesure 10 millimètres

et leur limbe 15 millimètres. Chaque cotylédon ne reçoit qu’un

seul faisceau qui, dans le pétiole, se divise en trois, puis en

cinq faisceaux par suite de deux trifurcations successives. Histo-

logie comme dans le C. vitalba.

5. Tige principale. — Elle reste très courte durant la pre-

mière année et se termine, à la lin de l’été, par un bourgeon

protégé par des feuilles pérulaires (fig. 118). Le parcours des

faisceaux est représenté par la figure 120. ün remarquera qu’il

y a quatre faisceaux réparateurs (A, B, C, D) très apparents, et

que les faisceaux foliaires (médians et latéraux) se détachent

à droite et à gauche de ces réparateurs.

4. Feuilles. — Les feuilles des deux premières paires sont

inégalement développées. Au premier nœud, la feuille la plus

ancienne (fe *) est un peu plus petite et simplement crénelée;

l’autre (fe') est trilobée (fig. 118j. Les feuilles du deuxième

nœud sont trilobées (fig. 116). A partir du troisième nœud, les

feuilles de chaque paire sont égales et trifoliolées. Les feuilles

pérulaires du bourgeon terminal ont un limbe rudimentaire,

poilu; la portion inférieure est longue et élargie (fig. 119).
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L’étude du parcours et de la vernation, dans des planlules

suffisamment jeunes, démontre que les feuilles de chaque paire

naissent à des niveaux différents et qu’à chaque nœud les feuilles

les plus anciennes (/ê sont toutes rejetées d’un côté et

les feuilles les plus jeunes {fe \ ", ‘*), de l’autre. Il en résulte

que les premiers appendices de la tige principale sont disposés

dans un ordre distique presque régulier (fig. 1 17). Ce n’est qu’à

partir du cinquième ou sixième nœud que les feuilles s’attachent

au même niveau et sont distinctement opposées-déoussées. Comme
le C. vitalba, VAtragene alpina dérive d’ancêtres à feuilles

alternes.

Rien de particulier au point de vue histologique.

5. Racine principale. — Faisceau bipolaire; endoderme

recloisonné radialemerit; parenchyme cortical mortilié (lig. 121).

Des deux couches de cellules que le péricycle présente en face

des pôles ligneux, l’interne est destinée à compléter la zone

génératrice circulaire en formant deux arcs interlibériens; ceux-

ci fonctionnent, non comme un cambium, ainsi que cela a lieu

chez le C. vitalba (fig. 28 et 59, pl. XVIII et XIX), mais comme
du cambiforme, c’est à-dire qu’ils donnent naissance à du tissu

fondamental secondaire interne et à du tissu fondamental secon-

daire externe, tous deux formés de cellules à parois minces

(fig. 121).

Dans les racines âgées, il se forme un suber exfoliateur à l’ex-

térieur du liber.
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S 2 . TIGE DE LA PLANTE ADULTE.

La tige étudiée mesurait 53 centimètres de long et présentait

neuf nœuds visibles extérieurement. A sa base (fig. 122), on

distinguait trois paires de feuilles pérulaires petites, ovales. Une

coupe transversale dans un bourgeon non encore développé

montre ces trois paires de pérules en même temps que trois

paires de jeunes feuilles et la tige au stade méristématique

(fig. 123). Sur une coupe transversale dans une feuille péru-

laire (fig. 124), on voit, outre le faisceau, un parenchyme com-

posé de cellules à parois très épaisses et un épiderme à cellules

aplaties à parois également épaissies (exemple remarquable

d’adaptation de la feuille à la fonction purement protectrice des

pérules).

Parcours. — Les deux faisceaux que la tige reçoit de la tige-

mère se trifurquent bientôt comme dans le C. vitalba (fig. 123).

Entre les six faisceaux ainsi formés, en apparaissent d’autres

plus petits, en nombre variable, que l’on ne retrouve plus au-

dessus du quatrième nœud.

Des six faisceaux principaux se détachent latéralemeiit les

foliaires médians et latéraux destinés aux trois premières paires

de feuilles, c’est-à-dire aux feuilles pérulaires. A partir du qua-

iriénte segment, au contraire, les entre-nœuds contiennent six

gros faisceaux qui, en se ramifiant dans les nœuds, donnent

naissance aux foliaires : le parcours est dès lors identique à celui

du C. vitalba.

Histologie. — Sur une coupe transversale dans une tige d’un

an, on voit (fig. 126 et 127) autour d’une grande lacune cen-

trale :

1® Les restes du tissu fondamental primaire interne;

2® Le bois primaire et le bois secondaire;
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3® Le tissu fondamental inlerfasciculaire non sclérifié; en

d’autres termes, les rayons médullaires sont parenchymateux;

4® Une zone génératrice continue fonctionnant en certains

points comme cambium, en d’autres comme cambiforme;

5® Contre le liber, un suber exfoliateur;

6® Une gaine de sclérenchyme constituée par des fibres sans

méats en face des faisceaux et par des fibres un peu plus larges

avec méats dans l’intervalle entre les faisceaux;

7° Le tissu fondamental primaire externe avec collenchyme

sous les côtes.

Dans une tige plus âgée, le liber primaire est écrasé; le suber

exfolie la gaine de sclérenchyme en même temps que le tissu

fondamental externe mortifié.



(
54 )

RÉSUMÉ DE LA SECONDE PARTIE.

I. Clematls intcgrifolla L.

Plantules. — Dans la racine, rendoderme, mieux caractérisé

que dans le C. vilalba, montre les plissements des membranes

radiales. Les cotylédons reçoivent chacun trois faisceaux (LML).

Les feuilles de la première paire sont écailleuses et l’entre-

nœud 1 presque nul. Le parcours des faisceaux est beaucoup

plus simple, plus régulier, que dans les plantules du C. vilalba.

Tige de la plante adulte. — Gaine de sclérenchyme formée

de portions intrafasciculaires sans méats et de portions interfas-

ciculaires méatiques. Rayons médullaires sclérifiés. Même par-

cours que dans le C. vilalba.

11.

Clematis Titleella L.

Plantules. — Comme dans le C. integrifolia, sauf que les

cotylédons sont hypogés.

Dans une des plantules étudiées, les cotylédons et les feuilles

sont verticillés par trois. Le faisceau libéro-ligneux de la racine

est iripolaire. Tous les appendices reçoivent trois faisceaux et

le parcours est régulier.

Tige de la plante adulte. — Comme dans le C. miegrifolia.

111.

Clematis flammala L.

Plantules. — Comme dans les deux espèces précédentes, sauf

que l’endoderme de la racine est sans plissements et que les

cotylédons ne reçoivent qu’un faisceau.
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Tige de la plante adulte. — Comme dans les espèces précé-

dentes, sauf que les faisceaux intercalaires sont plus nombreux ;

il y en a dix-huit, dont six plus gros que les autres.

IV. Clematis recta L.

Plantules. — Comme dans le C, flammula.

Tige de la plante adulte. — Vingt-deux faisceaux : six gros,

quatre moyens et douze petits.

V. Atragene alplna L.

Plantules. — Les cotylédons ne reçoivent qu’un faisceau. La

tige principale est très courte. Comme dans le C. vitalba, les

feuilles des premières paires sont de grandeur différente et ne

s’insèrent pas au même niveau. Les /ê L *> ••• sont rejetées

d’un cèté; les fe\ ", ... de l’autre, disposition qui se rapproche

de la disposition distique et démontre que ï'Atragene alpina,

comme le C. vitalba, dérive d’ancètres à feuilles alternes.

Dans la racine principale et l’axe hypocotylé, il existe un cambi-

forme qui se différencie en tissu fondamental secondaire interne

et en tissu fondamental secondaire externe.

Tige de la plante adulte. — Six faisceaux ayant le même
parcours que les six gros faisceaux du C. vitalba. Gaine de sclé-

renchyme; rayons médullaires parenchymateux.

L’adaptation à la vie alpine se manifeste par la transformation

de certaines feuilles en écailles pérulaires qui protègent, pendant

l’hiver, le bourgeon terminal de la tige principale et tous les

bourgeons de la plante adulte.



ABRÉVIATIONS

A. h. Axe liypocotylé.

Ass. pii. Assise pilifère.

fil. Bois primaire.

fi«. Bois secondaire.

Bg. Bourgeon.

Cb. Cambium.

Cbf Cambiforme.

Coll. Collenchyme.

col. Cotylédon antérieur.

COT. Cotylédon postérieur.

Cf. Coiffe.

End. Endoderme.

Ép. Épiderme.

exl. externe.

faisc. col. Faisceau cotylédonaire.

Fe. Feuille.

int. interne.

L. Faisceau latéral.

fil. Liber primaire.

fi*. Liber secondaire.

M. Faisceau médian.

m. Faisceau marginal.

M.p. Méristème primitif.

n. Nœud.

0. Faisceau opposé.

Par. amyl. Parenchyme amy lifère

Par. cort. Parenchyme cortical.

Pér. Pécule.

Péric. Péricycle.

fie. Racine.

fi. p. Racine principale.

Sel Sclércnchyme.

Suh. Suber.

r. Trachée initiale.

t. c. Trachée du faisceau

cotylédonaire.

Tfie Tissu fondamental se-

condaire externe.

Tf*'. Tissu fondamental se-

condaire interne.

Tg. Tige.

t. fi. Trachée du faisceau

de la racine.



PLANCHES.

PLANCHE XV.



EXPLICATION DE LA PLANCHE XV.

CLEMATIS VITALBA L.

Embryon dans la graine.

Fig. 1. — Milieu de l’axe hypocolylé (p. S).

Fig. 2. — Base des eolylédons et méristème de la tige (p. 6).

Fig. 3. — Coupe longitudinale de l’embryon suivant le plan principal de

symétrie (p. 6).

Stade / de la germination.

Fig. 4. — Milieu de l’axe hypocotylé ; différenciation des pôles libériens et

des pôles ligneux (p. 7).

Fio. 5. — Région d’insertion des cotylédons du même : au pôle antérieur,

contact de la trachée initiale du faisceau cotylédonaire (L C.)

avec la trachée initiale du faisceau de l’axe hypocotylé t. R.

(p. 7).

Fig. 6. — Coupe du même à la base des cotylédons : différenciation libéro-

ligneuse des faisceaux cotylédonaires à bois centrifuge (p. 7).



P'iy- 1 <3 5 . Embryon dans la graine.

Fig. 4- à 6: Stade I de la germination.

R Sterckx ad. nat. del.





PLANCflE XVI.



EXPLICATION DE LA PLANCHE XVI.

CLEMATIS VITALBA L.

Stade I (suite).

Fig. 7. — Coupe vers le milieu d’un cotylédon (p. 7).

Stade //.

Fig. 8. — Plantule au deuxième stade de la germination (p. 8)

Fig. 9. — Milieu de l’axe hypocotylé (p. 8).

Fig. 10. — Région supérieure du même (p. 8).

Fig. 11. — Nœud cotylédonaire du même (p. 9).

Fig. 12. — Bourgeon terminal du même (p. 9).

Fig. 15. — Faisceau de l’un des cotylédons de la coupe précédente grossi

davantage (p. 9).

Fig. 14. — Racine principale (p. 9).



Pl.XVI

C. VITALBA. Fig 7: Stade I isuitei

Fig. 8 à 14; Stade II

R Stepckx ad. nat. del.





PLANCHE XVII.



EXPLICATION DE LA PLANCHE XVII.

CLEMATIS VITALBA L.

Stade III,

Fi6. 15. — Plantulc au troisième stade de la germination (p. 10).

Fig. 16. — Milieu de l’axe hypocotylé (p. 10).

Fig. 17. — Contact des faisceaux médians (à bois centrifuge) de la fe ' et

de la fe ' avec le faisceau (à bois centripète) de Taxe hypo-

cotylé (p. 10).

Fig. 18. — Contact des faisceaux cotylédonaires avec les pôles ligneux de

l’axe hypocotylé (p. 10).

Fig. 19. — Ensemble au niveau de la sortie des faisceaux cotylédonaires

(p. 11).

Fig. 20. — Ensemble au niveau du bourgeon terminal (p. 11).

Fig. 21. — Spire phyllotaxique passant par co/., fe *, fe~ (p. 11).

Fig. 22. — Cotylédon de la plantule de la figure 15 (p. 12).

Fig. 23. — Faisceau dans la région inférieure d’un pétiole cotylédonaire ;

bois centripète écrasé contre le bois centrifuge. Ce faisceau

provient de la fusion de deux faisceaux dont les pôles libé-

riens sont encore bien apparents (p. 12).

Fig. 24. — Milieu du limbe cotylédonaire (p. 12).

Fig. 25. — Épiderme interne (supérieur) du limbe cotylédonaire (p. 12).

Fig. 26. — Épiderme externe (inférieur) du même (p. 12).
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C. VITALBA. Stade Iir
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PLANCHE XVIII.



EXPLICATION DE LA PLANCHE XVIII.

CLEMATIS VITALBA L.

Stade IV.

Fig. 27. — Plantule au quatrième stade de la germination (p. 13).

Fig. 28. — Milieu de l’axe hypocotylé (p. 13).

Fio. 29. — Base du nœud cotylédonaire du même (p. 14).

Fig. 30. — Projection du premier nœud (fe* et /e*) (p. 14).

Fig. 31. — Projection du deuxième nœud (/e* et fe “) (p. 14).

Fig. 32. — Milieu de l’entre-nœud * (p. 14).

Fig. 33. — Parcours des faisceaux dans la tige de la plantule de la

figure 27 (p. 14).

Fig. 34. — Spire phyllotaxique passant par cot., fe *, fe~, fe*, fe*. fe ‘

(p. 14).
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PLANCHE XIX.



EXPLICATION DE LA PLANCHE XIX.

CLEMATIS VITALBA L.

Stade IV (suite).

Fig. 35. — Portion de la coupe au milieu de l’axe hypocotylé (p. 13).

Fig. 36. — Une trachéide au même niveau (p. 13).

Fig. 37. — Faisceau A au milieu du troisième entre-nœud de la lige prin-

cipale (p. 1 5).

Fig. 38. — Projection des appendices (p. 15).

Stade V.

Fig. 39. — Milieu de l’axe hypocotylé (p. 17).

Fig. 40. — Portion grossie de la coupe précédente (p. 17).



Pl.XIX

c VI TA LBA. Fig. 35 à 38: Stade IV 'Suite)

Fig 39 et 4-0: Stade V

R Stepckx ad nat. del





PLANCHE XX.



EXPLICATION DE LA PLANCHE XX.

CLEMATIS VITALBA L.

Stade V (suite).

Fig. 41. — Spire phyllot<ixique (p. 18).

Fig. 42 à 45. — Divers aspects de coupes pratiquées dans la première

région de la tige principale, c’est-à-dire dans les six ou

sept premiers segments (p. 19).

Fig. 46. — Parcours des faisceaux dans les treize segments de la tige prin-

cipale étudiée au stade V (p. 19).
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C. VITALBA. Stade V i suite).
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PLANCHE XXL



EXPLICATION DE LA PLANCHE XXL

CLEMATIS VITALBA L.

Stade V (suilc).

Fie. 47. — Asjicct de la coupe pratiquée dans la deuxième région de la lige

principale, c’est-à-dire au delà du septième ou du huitième

segment (p. 20).

Fig. 48. — Portion grossie de la coupe précédente (p. 20).

Fig. 49. — Fibres de l’anneau de sclércnchyme de la figure précédente

(p. 20).

Fig. fiO. — Un faisceau de la deuxième région de la tige principale dans

une planlule âgée de trois mois seulement (p. 20).

Ptantule anomale (p. 21).

Fig. si. — Aspect de la plantule.

Fie. 52. — Projection des appendices.

Fig. 55. — Spire phyllotaxique.

Fig. 54. — Parcours des faisceaux dans la tige principale.



C. VITALBA. Fig. 4-7 â 50: Stade V (suiLei.

Fig. 51 à 54; Plantule anomale.
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l'LANCME XXII.



EXPLICATION DE LA PLANCHE XXII.

CLEMATIS VITALEA L.

Plante adulte.

Fig. .')5 à GO. — Développement des tissus dans le bourgeon terminal de la

région à structure constante de la tige (p. 25).

Fig. 5b. — Stade méristématique.

Fig. 56. — Stade procambial.

Fig. 57. — Différenciation des pôles ligneux cl libériens.

Fig. 58. — L’un des faisceaux M de la coupe précédente.

E’ig. 59. — Stade primaire.

Fig. 60. — L’un des faisceaux M de la coupe précédente.



C. VITALBA. . Plante adulte.

Structure des tiges.
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PLANCHE XXIII.



EXPLICATION DE LA PLANCHE XXIII.

CLEMATIS VIÏALBA L.

Plante adulte,

Fig. ül à ü3. — Suite du dévcloppemciil des (issus dans la région de la

lige à slructure conslantc.

Fig. 61. — Stade secondaire (p. 26).

Fig. 62. — Tige Agée de quatre ans fp. 27).

Fig. 65. — Portion périphérique de la coupe précédente (p. 27).

Fig 6i. — Parcours des faisceaux dans la région de la tige à structure

variable (segments inférieurs) (p. 25).

Fig. 65. — Parcours des faisceaux dans la région à structure coiistaiitc

(p. 27).

Fig. 66. — Parcours des faisceaux dans le pétiole et le rachis primaire

d’une feuille (p. 51).
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PLANCHK XXIV.



EXPLICATION DE LA PLANCHE XXIV.

CLEMATIS VITALBA L.

Feuilles des plantules.

Fig. 67. — Feuille * de la tige principale au stade V (p. 22).

Fig. 68. — Feuille ® de la meme (p. 22).

Fig. 69. — Poils de répidcrmc interne (supérieur) de la fe L

Feuilles de la plante adulte,

Fig. 70. — Région inférieure d’une tige montrant les premières paires de

feuilles rapprochées et peu développées; la spire phyllo-

taxique est seneslre (pp. 23 et 30).

Fig. 71 et 72. — Fe » et /e ' de la tige précédente (p. 30).

Fig. 73. — Région inférieure d’une tige analogue à celle de la 6gurc 70,

mais à spire phyllotaxique dextre (pp. 25 et 30).

Fig. 74 et 75. — Fe i et /e ' de la tige précédente (p. 30).

Fig. 76. — Feuille de la région à structure constante de la tige adulte

(p. 30).

Fig. 77. — Milieu de son pétiole (p. 31).

Fig. 78. — Premier nœud du rachis (p. 31).

Fig. 79. — Milieu d’un pétiolule (p. 31).

Fig. 80. — Milieu du pétiole d’une feuille exceptionnellement vigoureuse

(p. 31).

Fig. 81. — Coupe transversale du limbe de la feuille figure 76 (p. 32).

Fig. 82 à 84. — Épiderme interne (supérieur), épiderme externe (inférieur)

et poils du même (p. 52).

Fig. 85. — Coupe transversale du limbe d’une feuille encore jeune : les

nervures se forment au sein de l’assise moyenne du méso-

phylle primitivement formé de trois assises (p. 32) ;
à com-

parer à la figure 81.
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Fig. 67 à 69: des PlanLules.

Fig. 70 à 85; de la plante adulte.
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PLANCHE XXV.



EXPLICATION DE LA PLANCHE XXV.

CLEMATIS VITALBA L.

Racines de la plante adulte.

Eig. 86 à 89. — Développement des tissus au sommet d’une racine (p. 33).

Fig. 86. — Stade procambiai.

Fig. 87. — Stade de la dififérenciation des trois pôles libériens et des trois

pôles ligneux.

Fig. 88. — Apparition des zones cambiales dans un faisceau bipolaire.

Fig. 89. — Section longitudinale dans le sommet végétatif d’une racine

(p. 55).

Fig. 90 à 92. — Racine d’un an (p. 34).

Fig. 90. — Ensemble de la coupe.

Fig. 91. — Portion périphérique.

Fig. 92. — Portion centrale.

Fio. 93 et 94. — Racine de deux ans (p. 54).

Fig. 93. — Ensemble de la coupe.

Fig. 94. — Portion périphérique.
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PLANCHE XXVI.



EXPLICATION DE LA PLANCHE XXVI.

CLEMÂTIS INTEGRIFOLIA L.

Fig. 95. — Plantule (p. 40).

Fig. 96. — Milieu de l’axe hypocotylé de la plantule précédente (p. 40).

Fig. 97. — Nœud cotylédonaire de la même (p. 40).

Fig. 98. — Section transversale du limbe de la fe 2, jeune encore, prove-

nant d’une plantule beaucoup moins âgée que celle de la

figure 95 (p. 41).

Fig. 99. - Parcours des faisceaux dans l’axe hypocotylé et la tige princi-

pale (pp. 40 et 41).

Fig. 100. — Entre-nœud d’une tige de la plante adulte (p. 42).

Fig. 101. — Portion grossie davantage de la coupe précédente (p. 42).
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PLANCHE XXVII



EXPLICATION DE LA PLANCHE XXVII.

CLEMATIS VITICELLA L.

Fic. 102. — Plantule A (germination tardive) (p. 45).

Fig. 103. — Parcours des faisceaux dans la tige principale de cette plan-

tule A (p. 44).

Fig. 104. — Schéma du nœud cotylédonaire de la même.

Fig. 103. — Parcours des faisceaux dans la tige principale de la plan-

tule B (germination hâtive) (p. 44).

Fig. 106. — Schéma du nœud cotylédonaire de cette plantule B (p. 43).

Fig. 107. — Plante anomale à trois cotylédons et à feuilles verticillées par

trois (p. 44).

Fig. 108. — Schéma du nœud cotylédonaire de la plantule anomale (p. 44).

Fig. 109. — Parcours des faisceaux dans la même (p. 44).

CLEMATIS FLAMMULA L.

Fig. 110. — Plantule (p. 46).

Fig. 111. — Parcours des faisceaux dans la tige principale (p. 46).

Fig. 112. — Entre-nœud de la tige d’une plante adulte (p. 47).

Fig. 115. — Parcours des faisceaux dans deux segments de la tige d’une

plante adulte (p. 47).
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PLANCHE XXVIII.



EXPLICATION DE LA PLANCHE XXVIII.

CLEMATIS FLAMMULA L.

Fig. 114. — Coupe à la base du nœud colylédonairc de la planlule

figure HO (p. 46;.

CLEMATIS RECTA L.

Fig. 115. — Entre-nœud de la tige d’une plante adulte (p. 49).

ATRAGENE ALPINA L.

Plantules.

Fig. 116. — Plantule jeune (p. 50j.

Fig. 117. — Projection des appendices de la plantule précédente (p. 51).

Fig. 118. — Plantule plus âgée (p. 50).

Fig. 119. — Une feuille pérulairc du bourgeon qui termine la tige princi-

pale à la fin de la première année (p. 50).

Fig. 120. — Parcours des faisceaux dans la tige principale de la plantule

figure 118 (p. 50).

Fig. 121. — Racine principale (p. 51).
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PLANCHE XXIX.



EXPLICATION DE LA PLANCHE XXIX.

ATRÂGENE ALPINA L.

Plante adulte.

Fig. 122. — Portion d’une plante adulte (p. 52).

Fig. 123. — Section transversale d’un bourgeon non encore développé

(p. 82).

Fig. 124. — Section transversale d’une feuille pérulaire (p. 82).

Fig. 125. — Parcours des faisceaux dans la portion inférieure d’une tige

(p. 52).

Fig. 126. — Ensemble de l’cntre-nœud 6 de la tige d’un an (p. 52).

Fig. 127. — Portion de la coupe précédente grossie davantage (p. 52).
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ÉTUDE

DSS

SINGULARITÉS D’UNE SURFACE

DU TROISIÈME ORDRE

ENGENDRÉE PAR UN SYSTÈME DE FAISCEAUX HOMOGRAPHIQDES H,*

CHAPITRE PREMIER.

§ 1. Considérons dans l’espace trois droites, supports de trois

ponctuelles x,, y^, et trois autres droites x, y, z, axes de trois

faisceaux de plans.

Les trois plans /j,-, Ç, des trois faisceaux (x), {y), (z), qui

passent par un point P,, coupent respectivement les droites

Vif trois points X,, Y,, Z,-, qui, en général, déterminent

un plan Inversement, un plan quelconque de l’espace tt,-

marque sur les droites x,, ?/, etz, trois points X,, Y^, Z,, qui, par

leur jonction aux droites x, y et z, déterminent trois plans

I,, >î,, 'C, se coupant, en général, en un point P,.

Nous dirons que le point P.- et le plan n, se correspondent. De

cette manière, on obtient une correspondance entre les plans et

les points de l’espace.

§ 2. Nous dirons qu’un plan ou qu’un point est singulier,

lorsqu’il lui correspond respectivement ou une infinité de points,

ou une infinité de plans.



Un point P,- sera singulier : 1“ si les points X,, Y,., Z,, corres-

pondants des ponctuelles x, y, z, sont en ligne droite; ces trois

points se trouvent alors sur une génératrice n,. de l'hyperboloïde

déterminé par les droites x,, y,, z,. Cet hyperboloïde sera dési-

gné par H 2(X|, ÿ|, Z,). Dans ces cas, au point P,, il correspond

tous les plans qui passent par la droite La droite a^, en

décrivant la surface H,(xi, y^, z,), détermine sur les droites

X|, y,, zj trois poneluelles projectives, les trois faisceaux de

plans (x), (y), (z), qui unissent les points correspondants de ces

trois ponctuelles aux trois droites x, y, z sont aussi projectifs.

Le lieu des interseetions des plans homologues de ces trois

faisceaux est une cubique gaucbe, c-(x, y, z), qui a les droites

X, y, z pour bisécantes. De ee qui précède, il résulte que le lieu

des points singuliers, tels que leurs plans correspondants con-

tiennent une droite a de l’hyperboloïde H2 (x, , ?/,, zj), est une

cubique gauche, qui a les droites x, y, z pour bisécantes. Les

plans correspondants aux points de la cubique Cj(x, ?/, z) sont

les plans tangents de la surface HjCx^, y^, z,).

2® Le plan correspondant à un point P,., peut être indéter-

miné si un des trois points X,-, Y,-,Z,. est indéterminé. X,, par

exemple, sera indéterminé si le plan (PjX) contient la droite x,,

mais alors les droites x et x, doivent se rencontrer; les éléments

X et Xi ne sont pas arbitraires; il faut donc exclure ce cas.

5° Enfin le point P, peut être un point singulier lorsque le

plan (PjX), par exemple, est indéterminé
;
pour qu’il en soit

ainsi, il faut que le point P, soit sur la droite x. Si le point Pj se

meut sur la droite x, les plans (P^y), (PjZ) décrivent deux fais-

ceaux projectifs; les points correspondants, Y(, Zj, forment deux

ponctuelles projectives; donc les droites YjZj décrivent un hyper-

boloïde H 2 (v,, Zi). Les plans -iZi correspondant aux points P, de

la droite x, sont les plans tangents d’un hyperboloïde ]^^{y^,z^).

De même, les droites y q\. z sont des lieux de points singuliers.

§ 5. Inversement, aux points P d’une droite b qui rencontre

les droites x, y et z, il correspond un seul plan tt. Le lieu de ces

plans singuliers tt, à chacun desquels il correspond tous les



points d’une droite 6
,
est une cotirbe de la troisième classe, qui

aura les droites Xj, y^, z, comme droites situées dans deux plans

osculateurs. Indiquons cette cubique par la notation d^{x^, y^, z^).

A un plan tt passant par une des droites x,, î/j, Z|, corres-

pondent tous les points d’une droite qui rencontre un des trois

couples de droites, ?/ et z, z et x ou x et y. Si le plan tt décrit

le faisceau (x,), les points correspondants sont sur un hyperbo-

loïde H 2(y, z). Ces théorèmes sont une conséquence directe de

ceux du § 2 , car, par une transformation par polaires réciproques,

la correspondance se transforme en une autre analogue. Évi-

demment la cubique dg(x,, y^ z,) est circonscrite aux trois

hyperboloïdes H2(x„ y^), H^(y^, Zj), HaC^i.Xi).

§ 4. Si le point P, décrit une droite l quelconque, les trois

ponctuelles X,, Y,, Z. correspondantes sont projectives; par con-

séquent, les plans tt, qui unissent les points homologues enve-

loppent une courbe gauche de la troisième classe. Nous pour-

rons en conclure que le lieu des points P, tels que le plan

correspondant tz passe par ce point P, est une surface du

quatrième degré. En effet, pour chercher le degré de la surface

en question, il faut chercher le nombre des points P situés sur

une droite l et tels que le plan correspondant tc coupe la droite /

en un point Q coïncidant avec P. A un point P de la droite /,

il correspond un seul point Q, et à un point Q de la droite /, il

correspond trois points P; ces trois points P sont les points

homologues des trois plans osculateurs de la courbe corres-

pondant à la droite l, qui passent par le point Q. Les coïnci-

dences de la correspondance (3, 1), que nous venons d’établir

sur la droite /, étant au nombre de quatre, le lieu cherché est

bien du quatrième degré, O4 . Celte surface contient les droites

X,, yn et z,. En effet, si, par exemple, P; est sur la droite x^, le

plan correspondant ti, = (X,, Y,-, Z,) passe par le point P,

puisque P, coïncide avec X^. Remarquons que la cubique gauche

CgCac, y, z) et les droites x, y, z sont également situées sur la

surface O 4 ,
car parmi les plans correspondant à un point sin-

gulier, il y en a toujours un qui passe par le point singulier.



§ b. On démontre de même les théorèmes réciproques

suivants :

1 ° Les points P, correspondant aux plans d’un faisceau, sont

situés sur une cubique gauche;

2® L’enveloppe des plans qui passent par leur point corres-

pondant est une surface de la quatrième classe, passant par les

droites x, y, z, x,, y^, z,
;
cette surface est de plus inscrite dans

la développable, dont la courbe d3(X|, ?/,, z,) est l’aréte de

rebroussement.

§ 6. Théorème. — Les plans correspondant aux points d’un

plan a enveloppent une surface de la troisième classe.

Remarquons, en effet, que par une droite quelconque /, il ne

passe que trois plans du lieu; ces plans sont les plans corres-

pondants des trois points où la cubique gauche correspondante

de la droite l (§ 5
, 1°) rencontre le plan a.

On démontre de même que les plans correspondant aux

points d’une surface d’ordre n,S„, enveloppent une surface

de classe 3n. Si la surface S„ passe par quelques-uns des

lieux de points singuliers x, y, z, C3(x, y, z), il faut dimi-

nuer la classe de la surface correspondante de deux unités pour

chaque lieu.

A une surface S2 il correspond, en général, une surface de

classe 6, Si Sj passe par les droites x et y, par exemple,

Eg se décompose en trois surfaces Sj, dont deux sont les byper-

boloïdes H2(z^,x,).

Comme la surface 83 rencontre chaque droite 6^ deux fois, la

cubique d-^{x/^,y^,z{) est un lieu de plans bitangents à Sgî de

même les droites Xi,t/j,zi sont des lieux de plans bitangents

de Sg-Ceci étant encore vrai quand Sg est décomposable, on voit

que dans l’exemple de décomposition cité ci-dessus, la troi-

sième ^2 doit passer par les droites x^ et ?/,.

A une 82 passant par la cubique c^(x,y,z) et la droite x, il

correspond les surfaces H2(x,
, y ^ ,

z^), HjCyi ,
Z() et une Sj, qui

passe par la droite x< et est inscrite dans la cubique y^, z^).

A une 82, qui passe par les droites x, y, z, il correspond les



trois quadriques Hj (//^ ,
z{), X|), H2(x^, î/i), qui sont

toutes inscrites dans la cubique z,).

A une surface S3, il correspond une surface Sg, dont la cubique

dz(xj^, t/i, Z\) et les droites Xj, y^, sont des lieux de plans

tritangents. Si la surface S3 passe par les droites x, y, z, il cor-

respond à S5 trois surfaces Sj et une surface Ï3 qui passe par les

droites Xj, y,, z^.

Si la surface S3 est une surface réglée, dont x est la droite

double et y le lieu des plans bitangents, ^9 est décomposable en

trois ^2 et une S3, qui sera de nouveau réglée et qui a la droite z,

pour lieu des plans bitangents et la droite yi pour droite

double.

En général, à une surface réglée dont toutes les génératrices

rencontrent deux fois un lieu de points singuliers, il correspond

une surface réglée. Si S3 passe par les lignes x, y, z, c^{x, y, z),

la surface 2g est décomposable en quatre 2 , et une gerbe de plans.

Une surface correspondant à une surface S„ admet les lignes

®i> !/i> et d3(x,, yi, z,) comme lieux de plans n fois tangents.

§ 7 . Réciproquement : 1 ® le lieu des points correspondant

aux plans d’une gerbe est une surface du troisième ordre;

2® Le lieu des points correspondant aux plans tangents d’une

surface de classe m est une surface d’ordre 5m, laquelle a

la cubique C5(x, y, z) et les droites x, y, z comme lieux de

points m"'"". .

§ 8. Nous venons de voir que les points correspondants des

plans d’une gerbe de centre U décrivent une surface cubique S3.

Aux plans de la gerbe qui sont tangents à l’hyperboloïde

Hjixi,?/,, z,), il correspond les points de S3 situés sur la courbe

que nous avons désignée précédemment par C3(x, y, z) : il est de

plus visible que les droites x,y et z sont situées sur la surface S3.

Considérons une seconde gerbe de centre U' et la surface cor-

respondante S5. Les surfaces S3 et S5 ont en commun, outre la

courbe C3(x, y, z) et les droites x, y, z, une cubique gauche.

Celte courbe est la courbe correspondante de l’axe /=



On peut conclure de là que la correspondance que nous avons

établie entre les points et les plans de l’espace n’admet pas

d’autres points singuliers que ceux que nous avons indiqués.

Supposons, en effet, qu’il y ait un nouveau point singulier P,

qui ne soit ni sur la cubique c^{x, y, z), ni sur aucune des droites

X, y ei Z. k ce point, il correspondra un faisceau de plans : au

moins un des plans de ce faisceau passera par le point U et de

même un autre par le point U'. Donc les deux surfaces S 3

et S5 correspondant à U et U' auraient, outre l’intersection du

(jegré, que nous avons indiquée plus haut, un point P en

commun, situé en dehors de celte intersection, le point P étant,

par supposition, en dehors des courbes c-^x, y, z), x, y, z, et ne

sera pas, en général, sur la cubique correspondant à l’axe /,

puisque le faisceau (J) et le faisceau correspondant au point P

n’auront pas de plan commun.

§ 9. Les plans correspondant aux points d’une courbe de

degré n enveloppent une courbe de classe 3n. En effet, le

nombre de plans du lieu cherché qui passent par un point P,

est égal au nombre de points de la courbe c„ situés sur la sur-

face cubiqtie correspondant à P; le nombre de ces points est

3n; donc la classe est 3n.

Si la courbe c„, de degré n, rencontre une ou plusieurs fois

une des lignes c^(x, y, z), x, y, z, la courbe correspondante, de

classe 3n, se décompose, puisqu’à chaque point de rencontre il

correspond un faisceau de plans.

Exemples :

A une droite /, il correspond, en général, une cubique

gauche C3 . Si / est une sécante de la cubique Cs(x, y, z),

la courbe C3 se décompose en une droite a et un cône du second

degré, qui auront un plan en commun. Si la droite l est une

bisécanle de la cubique c^(x, y^ z), la courbe correspondante

se décompose en deux droites a et une droite qui les rencontre

toutes les deux.

Si / est une droite 6
,

la courbe Cj se décompose en trois

droites, qui sont dans un plan; ce plan est le plan osculaleurde



la cubique y^, jz,), auquel correspondent tous les points

de la droite b.

Aux points d’une conique Cg, il correspond les plans d’une

courbe de la sixième classe Cg, circonscrite à la surface de classe

trois correspondant au plan de la conique Cg. Si Cj contient

quatre points singuliers, la courbe Cg se décompose en quatre

faisceaux et un cône du second degré.

Un plan quelconque rencontre les lignes x, y, z et Cj(x, y, z)

en six points; par cinq de ces points on pourra toujours faire

passer une conique; aux points de cette conique il correspond

six faisceaux de plans, dont cinq correspondent aux cinq points

singuliers qui sont situés sur et l’autre à tous les autres points.

Cette dernière droite rencontre les cinq premières. Les six

points singuliers, qui sont dans un plan, peuvent être situés sur

une conique, mais alors les six éléments x, y, z, x^, y,, z, ne

sont plus arbitraires. Nous reviendrons sur ee cas.

Aux points d’une cubique plane Cj il correspond des plans

d’une courbe de classe neuf, qui est circonscrite à la surface de

classe trois eorrespondant au plan de la cubique Cj. Cette courbe

de la neuvième classe peut se décomposer en six faisceaux et

une cubique en faisant passer Cg par les six points singuliers de

son plan. Si la cubique Cg a un point double, on peut faire

coïncider ce point double avec un point singulier du plan et

faire passer Cg par les cinq autres; alors la courbe de la neu-

vième classe est décomposable en un cône et six faisceaux de

plans dont un doit être considéré comme double.

A une cubique gauche Cg il correspondra encore une courbe

de la neuvième classe kg. Nous avons vu qu'à un faisceau de

plans (/) il correspond une cubique cj; comme à une courbe Cg

il correspond, en général, une courbe kg, il faut que c, ne soit

pas une cubique gauche arbitraire, mais satisfasse à certaines

conditions; comme le faisceau (/) contient deux plans tangents

de ehaeun des hyperboloïdes H2(xi, y^, z^), H2(x,, î/,),

^2(2/1. ^i), H2 (^i,X))> avoir deux points communs avec

les lignes Cg (x, y, z), x, y, z. La cubique c, contient donc huit

points singuliers, donc aussi sa courbe correspondante est bien
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décomposable en neuf faisceaux, dont huit correspondent aux

points singuliers de la cubique ci et l’autre faisceau- aux points

restants de la courbe c^.

En général, à chaque courbe plane il correspond une courbe

(développable) circonscrite à la surface de la troisième classe

correspondant au plan de la courbe.

§ 10. Réciproquement, le lieu des points correspondant

aux plans osculateurs d’une courbe K„ de classe n est une

courbe c^„ de degré ôn.

Si la courbe K„ contient des plans singuliers, c'est-à-dire des

plans des faisceaux (x^), (y,), (z^) ou de la cubique y,, z^),

la courbe correspondante c^„ se décompose, puisqu’à chaque

plan singulier il correspond déjà une droite.

Par exemple, à un faisceau (/), dont le support l rencontre

deux des droites Xj, ?/,, z,, il correspond une cubique Cj, qui est

décomposable en trois droites, dont deux sont les droites cor-

respondantes des plans {lx^) et (/y,) et l’autre correspond aux

plans restants du faisceau (/).

A un faisceau (/) dont l’axe est dans deux plans osculateurs

de la cubique dz(xi, r/,, z^), il correspond une cubique Cj qui

est décomposable en trois droites dont deux sont des droites 6 .

En général, à un faisceau dont l’axe est la droite d’intersection

de deux plans singuliers, il correspond trois droites, dont deux

correspondent aux deux plans singuliers, et les points de la

troisième droite sont les points correspondant à tous les autres

plans du faisceau.

A un cône du second degré, considéré comme lieu de ses

plans tangents, il correspond, en général, une courbe Cg, qui est

située sur la surface S 3 du troisième degré, correspondant à la

gerbe qui a pour centre le sommet du cône. Si le cône est

tangent à cinq plans singuliers, pris parmi les six plans singu-

liers qui passent par le sommet du cône, la courbe correspon-

dante se compose de six droites, dont cinq correspondent aux

cinq plans singuliers et l’autre à tous les autres plans tangents
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du cône. Celte dernière droite rencontre évidemment les cinq

premières.

Aux plans tangents d’un cône de la troisième classe il corres-

pond, en général, une courbe Cg, située sur la surface S5, lieu

des points correspondant aux plans passant par le sommet. Cette

courbe Cg peut se décomposer en six droites et une cubique, ou

en sept droites, dont deux coïncident, et une conique. Ceci sera

le cas lorsque le cône est tangent aux six plans singuliers qui

passent par son sommet, ou lorsque l’un de ces plans est un plan

bitangent et les cinq autres plans sont tangents ordinaires.

En général, à tout cône de classe n il correspond une courbe

de degré 3n, qui se trouve sur la surface S5, qui est le lieu des

points correspondant aux plans passant par le sommet du cône.

A une cubique gauche k^, considérée comme lieu de ses

plans osculateurs, il correspond une courbe Cg. Cette courbe Cg

se décompose en neuf droites si la courbe a deux plans oscu-

lateurs communs avec la cubique d^(Xi,y^, Zj) et si les droites

®i> 2/i>
sont des droites situées dans deux plans osculateurs

de la courbe k^.

§ 11. Théorème. — Si nous considérons comme la classe de la

courbe correspondant à une courbe plane c„ de degré n, la classe

de la courbe qui reste quand on fait abstraction des faisceaux

provenant de points singuliers situés sur la courbe c„, cette

classe sera, pour n > 2, toujours supérieure à l’unité.

En effet, supposons que la eourbe c„ ait pour sa plus grande

singularité un point (n — Les autres singularités sont au

plus des points A”'"". Supposons que ait encore cinq de ces

points; k est au plus si donc n est impair, k est au plus — Si

ces six singularités de c, coïncident avec les six points singuliers

du plan de la courbe c„, la classe de la courbe k„, correspon-

dant à c„ sera

m = 3/t — (?t — k) — ÿk = '2n — ik = '2n — 4
n— 1

2
2 .

Supposons maintenant n pair; la singularité la plus grande
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étant un point (n — la classe de la courbe est au plus

2n — la plus grande valeur de k est donc pour k = 7
'

la classe sera un minimun. Pour une valeur de k plus petite,

[•ar exemple ^— p, la classe de la courbe k„ sera au plus

^ —
p)
= ‘ •

Pour A = |, la classe de la courbe A*„ est zéro. .Mais ceci est

impossible, comme le nombre de points doubles équivalant à six

points
1
^

1

"’“"
est

5n® — 6n

ce nombre est plus grand que le nombre maximum de points

doubles de la courbe c„, pour n > 2
,
ce nombre étant

(n — 1 )
(/i — 2) 2/r — 6« 4

2 4
'

Si la courbe c„ avait cinq points et un point

la classe de la courbe A‘„ serait un. Mais ceci est encore impos-

sible. Le nombre de points doubles équivalents à ces singula-

rités est

n n

.
2 \2 y \2 y \2 y 5n* — Sn-^4

b -

—

— 1

2 2 4

2n’ — 6n -J- 4
ce qui > SI « > 2.

S’il y a moins que cinq points ou bien s’il y a cinq

points [ip" et un point de multiplicité plus petite que
(^
—

la classe de la courbe k^ est > 1. La classe de la courbe k„

est donc toujours plus grande que l’unité si n > 2 .

J
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Par conséquent, la droite et la conique sont les seules cour-

bes planes dont les courbes correspondantes peuvent se décom-

poser en des faisceaux de plans seulement.

§ 12. Réciproquement, si l’on considère comme le degré de la

courbe, qui correspond à une courbe k„ de classe n, le degré de

la courbe restant quand on fait abstraction des droites provenant

de plans singuliers de la courbe k„, ce degré, pour n plus grand

que 2
,
est toujours plus grand que l’unité.

§ 15. A chacun des six plans singuliers passant par le point U
il correspond une droite de la surface S3 . A chacune des quinze

droites d’intersection / de deux de ces plans, il correspond en-

core une droite de la surface S3. A chacun des six cônes du

second degré qui ont leur sommet en U et qui sont tangents à

cinq des plans singuliers, il correspond une droite de la sur-

face S3. Il y a donc 6 -+- 15 -h 6= 27 droites sur la surface S5.

Comme il a été démontré qu’il n’y a pas plus que six plans sin-

guliers qui passent par U et que les seuls cônes qui peuvent

donner des droites sont le faisceau de plans qui a pour axe l’in-

tersection de deux plans singuliers et le cône du second degré

qui est tangent à cinq plans singuliers, il s’ensuit qu’il n’y a pas

plus que ces vingt-sept droites situées sur la surface S3.

Les six plans singuliers qui passent par le point U seront

désignés dans la suite par les notations suivantes :

(Cx.) = I ,
(üi/,) = >> ,

(Uz<) = Ç ;

les trois plans osculateurs de la cubique c?3 (Xj, y^, z^) seront

Pi> Ps- droites d’intersection de deux plans singuliers

seront :

îpl — Cl 1 fP*= » PsPs= 3 » etc.

Les cônes tangents à cinq plans singuliers auront pour indice

le plan manquant

k,\ A',; A,; k^\ A,; A3 .
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Les droites de la surface S 3 ,
données par les plans singuliers,

seront les droites b^, by, b^, b^, 6, et 6g.

La droite donnée par un faisceau (/) sera une droite g avec le

même indice que /. Les trois premiers cônes donnent les droites

x,y,z; les trois derniers cônes des droites f-.

Réciproquement, la surface de la troisième classe 2^ corres-

pondant à un plan g. possède vingt-sept droites.

§ 14. On retrouve maintenant avec une grande facilité les

propriétés des droites d’une surface du troisième degré.

Une droite est rencontrée par dix autres droites.

Considérons successivement une des droites des trois groupes

de six, quinze et six droites.

by, par exemple, ne rencontre aucune des autres droites du

premier groupe, puisque les plans singuliers n’ont pas un élé-

ment en commun qui puisse correspondre à un point de

rencontre de ces droites; by rencontre les cinq droites gr, qui

portent l'indice y, puisque parmi les plans du faisceau (/), corres-

pondant à une telle droite g, il se trouve toujours le plan ïi;

by rencontre encore les cinq droites du dernier groupe qui ne

portent pas ce même indice y, puisque parmi les plans tangents

de ces cinq cônes se trouve le plan t).

La droite gyt, par exemple, rencontre les droites by et 6
, ;

ensuite les six droites g, qui n’ont aucun indice en commun avec

elle, et les droites y et qui correspondent à des cônes qui ne

sont pas tangents aux deux plans et [3, à la fois.

La droite y rencontre les six droites du premier groupe,

sauf by, et les droites g dont la correspondante l n’est pas l’in-

tersection de deux plans tangents de ky; ce sont les droites g qui

portent l’indice y. La droite y ne rencontre aucune des droites

du dernier groupe.

Deux droites qui ne se rencontrent pas sont rencontrées par

cinq droites.

Par exemple, les droites 6^ et 6g sont rencontrées par la

droite g^ et les quatre droites y,z, ti, qui correspondent aux

cônes tangents aux plans ^ et j3g.
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Les droites 6y et \j rencontrent les cinq droites g, qui portent

l’indice y.

Les droites g^^ et g^-^ rencontrent les droites 6^ et y et les trois

droites g, qui n’ont aucun indice commun avec elles.

Les droites by et g,^ rencontrent les droites g^, g^^, g^^, z,

Les droites g^t et rencontrent les droites b^, b^, g^^, g^^, g, y

Les droites y et x rencontrent les droites 6,, 6,, 6j, b^,g^y.

Trois droites qui ne se rencontrent pas sont rencontrées par

trois droites.

Par exemple : les droites x, y, z sont rencontrées par les

droites b^, ôj» ^3-

Les droites b^, x, g^, sont rencontrées par les droites

ÿi3*

Les droites 6^, gr,, sont rencontrées par les droites g^,

9*i> ^1*

Quatre droites qui ne se rencontrent pas ont deux sécantes

communes.

Par exemple : les droites x, y, z, g^2 rencontrent les droites bf

et 63.

Cinq droites qui ne se rencontrent pas ont une ou deux

sécantes communes.

Par exemple : les droites x, y, z, g^2^ 9zz rencontrent la

droite 6j. Les droites x, y, z, gr, 2, <3 rencontrent les droites

et 63.

Un quintuple qui admet une bisécante admet une droite qui

ne rencontre aucune de ces cinq droites, pour former un sex-

tuple.

Par exemple : les droites x, y, z, ÿ,2> 9
^

2 5 > 9zi forment un

sextuple.

Un quintuple qui a deux sécantes communes ne fait partie

d’aucun sextuple.

§ 15 . Aussi longtemps que les six éléments x, y, z, x^,y^, Zi

sont réels, quatre, au moins, des plans singuliers qui passent par

le point U sont réels. Dans ce cas, quatre droites du premier

groupe, sept droites du second groupe et quatre droites du der-
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nier groupe sont réelles. La partie de l’espace où les trois plans

osculateurs de la courbe menés de U, sont réels

et celle où seulement un d’eux est réel, sont séparées l’une de

l’autre par la surface telle que de l’un de ses points on peut

mener trois plans osculateurs dont deux coïncident; cette surface

est la surface développable dont la courbe ?/,, z,) est

l’aréie de rebroussement.

Les plans qui passent par le point U donnent une représen-

tation des points de la surface S3. A chaque courbe située sur

la surface S3, il correspond un cône qui a le point U pour

sommet.

Prenons un cône A-j, dont le sommet est U, et qui est langent

à deux plans singuliers, par exemple aux plans ^ et 7). Il lui

correspond une courbe C4, sur la surface S3.

Recherchons combien de fois celle C4 rencontre les droites de

la surface S3.

C4 rencontre

0 fois : 1 fois : 2 fois : 3 fois ;

bi , 6j, 63 ; 6,, 6y ;

ÿiy ’ 9^^^ 9^1 ^ 9*^' 9^^^ ÿ»!» fl'i* ? 5^1»

»

,9yl» S'y*» S'yî»

y •

On pourrait considérer cette C4 comme l’intersection de la sur-

face S3 avec la surface correspondante d’une surface Sj qui passe

par X| et 9,. En effet, à cette surface S2 correspondent trois hyper-

boloïdes, à savoir, les surfaces Hj(9, z), H2(z, x) et une autre Hj.

112(9,2) et H2 (z, x) rencontrent la surface S3 suivant la cubique

Cj(x, y, z). Le troisième hyperboloïde rencontre donc la sur-

face S3 suivant les droites x, y et une courbe du quatrième degré,

qui est la courbe correspondant au cône k^, circonscrit à la sur-

face S2 et qui a le point U pour sommet. La courbe C4 est donc

l’intersection des deux surfaces S3 et Hj, qui ont en commun

deux droites qui ne se rencontrent pas.
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Cherchons la représentation dans la gerbe (U) d’une courbe

du quatrième degré c\, donnée par l’intersection des surfaces S3

et S2, qui ont déjà en commun deux droites situées dans un plan.

Prenons comme exemple une surface Sj, passant par les droites

X et La surface correspondant à S2 se décompose en une sur-

face de la quatrième classe ^4 et l’byperboloïde H2(j/i, z,).

La surface’ ^4 passe par les droites /„, y^,zy \ æ, est un lieu de

plans bitangents et la surface ^4 est encore inscrite dans la déve-

loppable formée par les tangentes à la courbe ^3(0;,, y,, z^). Le

cône circonscrit à la surface ^4, et qui a pour sommet le point U,

se décompose en la droite et en un cône qui est tangent

aux plans >j, /
3 , , P21 Ps- Ce cône est donc le cône corres-

pondant à la courbe c*.

Inversement, à un cône k^, qui est tangent aux plans >7,

Pj» Ps» il correspond une courbe cl, de Sg, qui n’admet pas de

droites trisécantes; en effet, la courbe cl rencontre

0 fois : 1 fois : 2 fois :

ôj. , , 6y , 6j , 6g 5 63

,

les iO g sans indice z
;

les 5 gf avec indice z

;

z;

Comme le cône k^ peut avoir un plan biiangent, un plan inflexion-

nel ou pas de singularités, il y a trois espèces de courbes cl; 1“ avec

un point double; 2® avec un point de rebroussement; 3 " sans sin-

gularités. On vérifie facilement que des courbes C4 sont données

par un cône ^4, qui touche trois plans singuliers du point U, deux

fois et deux autres une fois; par un cône A3, qui touche trois plans

singuliers une fois et un quatrième deux fois; par un cône A4, qui

a un des plans singuliers pour plan tritangent et les cinq autres

pour plans tangents ordinaires; par un cône Ag, qui a un plan

singulier pour plan tritangent, trois plans singuliers pour plans

bitangents et les deux restants pour plans tangents, etc.

Des courbes cl sont données par un cône A4 qui touche deux

plans singuliers deux fois et les quatre autres une fois chacun,

b
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par un cône A's qui a un plan singulier pour plan tangent et les

cinq autres pour plans bitangents.

§ 16 . On peut considérer la surface S5 comme engendrée par

deux faisceaux projectifs, l’un de plans et l’autre de surfaces du

second degré ayant quatre droites communes.

En effet, prenons un plan quelconque passant par la droite z

et qui coupe la droite Z) au point Z,. Les points de la surface S3

situés dans le plan (Z^z) seront les points P,, correspondant

aux plans TZi qui passent par les points U et Z,.

Si le plan tt,- tourne autour de la droite UZ,, les points d’in-

tersection de -j avec les droites et forment deux ponctuelles

projectives X, et Y,
;
donc, le lieu des intersections de deux plans

homologues (xX.) et (t/Y.) des deux faisceaux projectifs (x) et (y)

sera un hyperboloïde

Les points de la surface S3 situés dans le plan (zZ,) devant

être sur cet hyperboloïde, seront l’intersection du plan (zZ,)

avec la surface

Si le point Zj parcourt la droite z^, la conique d’intersection

décrira toute la surface S3; le plan (zZ() décrira un faisceau au-

tour de la droite z, et les hyperboloïdes (Hj auront en commun

les droites x, y, et 6^. Ces deux dernières droites sont sur

chaque .Hj, car on remarque que pour chaque droite UZ,- on

peut faire passer un plan t:,-, qui contient encore la droite /,,, et

un plan qui contient la droite Zj. Les hyperboloïdes .Hj forment

donc un faisceau, et comme à chaque plan (zZ.) il correspond un

hyperboloïde ,H2 et vice versa, les deux faisceaux sont bien

projectifs.

§ 17 . Cette génération de la surface S3 permet d’en trouver la

classe. Prenons un point quelconque P de la surface S3; par le

point P il passe un seul plan du faisceau (z) et un seul hyperbo-

loïde

Les deux droites, issues de P, qui rencontrent respective-

ment les couples de droites x, y et b,, sont les génératrices

de l’hyperboloïde (Hj qui passent par le point P. Ces deux
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droites déterminent complètement le plan tangent en P à l’hyper-

boloïde La droite d’intersection de ce plan langent avec le

plan (Pz) est une tangente en P à la surface S3, puisque cette

droite est tangente à une conique de la surface S3, passant parle

point P. Cette tangente de la surface S3 rencontre la droite z en

un point Q. Cherchons le lieu des points tels que les plans

tangents en ces points à la surface Sg passent par le point Q.

D’ahord, la droite z fait partie de ce lieu, puisque le plan tan-

gent en un quelconque de ses points doit contenir la droite z, et

passe donc par le point Q. Pour avoir les autres points, il faut

chercher le lieu des points P, tels que P est sur la surface Sg et

que le plan tangent en P à la surface (Hj, passant par P, passe

par le point Q. Faisons parcourir à P une droite /; les droites g,

issues de P, qui rencontrent les droites x et y, décrivent un

hyperholoïde; il en est de même des droites g^, issues de P, qui

rencontrent les droites
g^^,

et 6^. Ces deux hyperholoïdes ont en

commun le faisceau (/); donc les autres plans tangents com-

muns décrivent une courhe de la troisième classe. Ces plans

tangents communs seront les plans qui contiennent deux droites g

et gt, passant par un même point P de la droite /; ce sont donc les

plans tangents en P à l’hyperholoide passant par le point P.

Si donc le point P parcourt une droite l, les plans tangents

enveloppent une courhe de la troisième classe. Par le point Q, il

passe donc trois plans, dont les points de contact avec un hyper-

holoïde jHg sont sur la droite quelconque l; par conséquent, le

lieu des points de contact P des plans qui passent par le point Q
est une surface du troisième degré Sj. Si le point P se trouve

sur une des quatre droites x, y, g^^ ou 6,, l’hyperholoïde JI,

est indéterminé; il en est de même du plan tangent. Donc,

par chaque point d’une de ces quatre droites il passe un plan

tangent qui contient le point Q. Ces quatre droites sont donc sur

la surface S3. Le lieu cherché est donc l’intersection des deux

surfaces Sg et S3. Les quatre droites x, y, b^, qui ne font

évidemment pas partie du lieu cherché, sont comprises dans

celte intersection
;

si nous décomptons ces droites, nous voyons

que le lieu des points P, dont le plan tangent à la surface Sg
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passe par le point Q, est une eourbe du cinquième degré Cj, avec

la droite s; la droite z rencontre la courbe Cj en trois points.

§ 1

8

, La droite z et la courbe Cj sont sur une surface du second

degré. En effet, cherchons le lieu des droites p qui rencontrent

la droite z et sont des bisécanles de la courbe Cg. Dans chaque

plan passant par la droite z il se trouve une seule droite du lieu;

comme ce plan coupe la courbe en deux autres points qui ne

sont pas sur la droite z, ces deux points déterminent unique-

ment une droite p du lieu, située dans le plan sécant.

Un plan passant par la droite z coupe donc le lieu cherché

suivant deux droites dont Tune, p, est droite simple, et l’autre, z,

peut être une droite multiple. Si par chaque point de la droite z

il passe en dehors de la droite z, m droites p, ce point sera un

point nj"'''' et z sera une droite w”’’''. Si l’on projette la courbe Cj,

d’un point de la droite z sur un plan quelconque, celte projec-

tion sera une courbe du cinquième degré, possédant un point

triple; elle aura donc au plus encore trois points doubles. Ainsi,

par chaque plan de la droite z il passe au plus trois bisécantes p

de la courbe
;

la droite z est donc au plus une droite triple du

lieu cherché. Chaque droite p rencontre la surface S3 seulement

sur la courbe Cg et sur la droite z
;
l’intersection du lieu cherché

avec la surface Sg consiste donc en tout dans la courbe Cg, qui est

courbe simple, et la droite z, qui peut être droite multiple.

Supposons que la droite z soit une droite triple du lieu

cherché; ce lieu serait alors du quatrième degré et devrait

couper la surface Sg en une courbe du douzième degré; l’inter-

section consiste en la courbe Cg et la droite z qui compte trois

fois, ce qui fait une courbe du huitième degré; ainsi la suppo-

sition que z soit une droite triple mène à une contradiction
;
par

conséquent, z n’est pas droite triple. De même, on voit que la

droite z ne peut pas être une droite double du lieu cherché;

par conséquent, z est droite simple et le lieu cherché est une

quadrique.

On obtient donc le théorème suivant : Le lieu des points de la

surface S5, dont les plans tangents passent par un point Q de la
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droite z, est l'intersection de cette surface avec une surface du

second degré.

Les deux surfaces S3 et Sj déterminent un faisceau de sur-

faces du troisième degré. La courbe commune à toutes les sur-

faces de ce faisceau est formée par la courbe Cj et un quadrila-

tère gauche (æ, y, bf). Sur chaque surface du faisceau il se

trouve une droite qui ne rencontre aucune des droites du qua-

drilatère et qui, par conséquent, rencontre trois fois la courbe c^;

celte droite est donc une génératrice de la quadrique détermi-

née par la droite z et la courbe c^.

§ 19. Prenons encore un point quelconque R sur la droite y
et cherchons le nombre de plans tangents à la surface S5, qui

passent par la droite QR. Les points P', tels que les plans tan-

gents en ces points aux hyperboloïdes contenant les quatre

droites x, z, g^., b^, passent par le point R, sont situés sur une

surface S,’; celle surface Sj' rencontre la courbe Cg en quinze

points. Parmi ces quinze points se trouvent les trois points où la

droite z rencontre la courbe C5 , et les deux fois deux points où

les droites b^ et g^^^ rencontrent la courbe Cg. Ces sept points ne

donnent pas des plans tangents à la surface Sg, qui passent par

R; donc il faut faire abstraction de ces sept points et il reste

encore huit points de contact sur la courbe Cg. Comme les deux

plans (zR) et (/yQ) sont des plans bitangents, il y a en tout

8 -+-4=12 points de contact dé plans tangents à Sg passant

par la droite QR.

Prenons maintenant une droite quelconque / et cherchons

le nombre des plans tangents à Sg, passant par la droite l. Pour

cela, cherchons le nombre de systèmes de trois points Q, R, S,

situés respectivement sur les droites z, y et x et tels que ces

points Q, R, S soient, avec la droite l, dans un plan tangent à la

surface Sg. Un plan quelconque tc,, passant par /, détermine sur

les droites x, y et z les trois points Sj, R,-, Q,. Par les points

Q,, Rj passent huit plans tangents, dont les points de contact ne

sont pas sur une droite de la surface Sg. Chacun de ces huit

plans tangents coupe la droite x en un point Si. Par un point S,
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on peut faire passer un seul plan (/S,), qui détermine les

points Q,, R,; il s’ensuit qu’à un point S,, il correspond huit

points SI. Pour déterminer le nombre des points S, correspon-

dant à un point SI, il faut chercher combien il existe de couples

Qi, R, situés dans un plan avec la droite l et situés dans un

plan tangent à la surface S3 avec le point S|. Faisons parcourir

au point R< la droite \j. Comme doit être dans un plan avec

la droite l et le point R,, à un point R, il correspondra un seul

point Q,.; soit Q| un des huit points où la droite z rencontre un

des huit plans tangents contenant R, et S|. Le point R< sera un

point d’un couple cherché si le point Q, coïncide avec un des

huit points Q|. A un point Q( correspondent huit points Q|. A

un point Q| correspondent huit points Q,, puisque par Q| et S| il

passe huit plans tangents. Il y a donc seize couples de points

Q„ R., donc seize points Sj correspondant à un point S|; par

conséquent, il y a vingt-quatre coïncidences de S; avec S|.

Parmi les vingt-quatre solutions, il y en a douze étrangères.

En effet, considérons les deux droites 6, bi et bu qui rencontrent

la droite L Les deux systèmes Qi, Ri, Si, et Qn, R», Su, situés sur

les droites 61 et bu, sont dans un plan avec la droite l et par cha-

cun d’eux il passe six plans tangents à la surface S5, dont les

points de contact ne sont pas sur une droite de la surface S3.

Évidemment, ces plans tangents ne passent pas, en général, par

la droite l; il faut donc diminuer de douze le nombre de couples

Q.,R i. S, trouvé. Il y aura donc douze couples de points Q,,

R(, S, qui satisfont aux conditions; par conséquent, il y a douze

plans tangents qui passent par la droite quelconque l.
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CHAPITRE II.

Pour ce qui va suivre, désignons ; 1° par les chiffres 1, 2, 3, 4,

5, 6 les six plans singuliers qui passent par le point U; 2® par i

j

(i et j étant un des nombres de I jusqu’à 6) les droites d’inter-

section de ces six plans singuliers, et enfin, 5® par 1', 2', 3'.., 6
'

les six cônes du second degré qui sont respectivement tangents

à cinq des plans singuliers : I', par exemple, représente le cône

tangent aux cinq plans 2, 3, 4, o, 6 .

Nous conviendrons, en outre, que les droites de la surface S3

seront indiquées par des lettres g, munies d’indices identiques

aux chiffres que portent le plan, le faisceau ou le cône corres-

pondant à la droite g.

§ 1. Supf)Osons que le point U soit tel que les plans I et 2

coïncident : dans ce cas, on peut aisément remarquer que les

couples de droites dont le tableau suit coïncident et, de plus,

qu’elles sont les seules jouissant de cette propriété :

> Sts 3 5 fifî « ) jtî s . ÿî 6 1 î

S'isj 9*'

Ces douze droites formaient sur la surface générale un double

six, chaque droite rencontrant les cinq droites de l’autre ligne

horizontale, qui ne sont pas avec elle sur la même ligne verticale;

il s’ensuit que les six droites formées chacune par la réunion

de deux droites primitives, se rencontrent toutes. Comme la

droite qui est dans un plan avec les deux droites g, et gj est la

droite gi^, il faut que les droites g^^, g.^^, ^251 ÿae» doivent

maintenant rencontrer les deux droites g, et g',, passent par le

point de rencontre Q de ces deux dernières; donc, les six droites

passent par un point Q. Les six droites ne sont pas toutes dans un

plan
;

la surface étant du troisième degré, chaque plan passant
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par deux de ces droites contient deux tangentes à la surface S5;

il est donc plan tangent; ainsi, au point Q, il y a plusieurs plans

tangents; le point Q est, par conséquent, un plan singulier.

Les six droites de la surface S5 passant par le point Q sont sur

un cône du second degré. En effet, tout cône du second degré,

passant par cinq de ces droites, rencontre nécessairement la sur-

face S5 suivant une sixième droite; puisque cette droite est située

sur le cône, elle doit passer par son sommet Q. Or, par le

point Q il ne passe que les six droites indiquées; donc, la sixième

droite, qui passe par Q, doit être sur le cône du second degré

déterminé par cinq de ces droites.

Ce cône est un cône non décomposé en deux plans, car il est

impossible que trois des droites passant par le point Q soient

dans un plan.

Prenons un exemple ; supposons que les trois droites

(5t.5=5'2s)> (ÿl5=î/î»)

soient dans un plan. Dans le plan des deux premières se trouve

déjà la droite par conséquent, il se trouverait dans ce plan

quatre droites de la surface, ce qui est impossible. Le point Q est

donc un point conique de la surface S5.

Il est possible, de deux manières, que deux des plans singu-

liers qui passent par le point ü coïncident :

\° Deux des plans [3 peuvent coïncider. Le point U doit être

alors sur la surface réglée R4, dont la cubique z^) est

l’arète de rebroussement;

2 “ Un des plans (3 coïncide avec un des trois plans Le

point U doit se trouver alors dans un des six plans oscillateurs

de la cubique ^3(^:1, z^) qui passent par une des droites Xi,

î/i, Zy. Il est impossible que le plan i coïncide, par exemple, avec

le plan ‘f\, puisque dans ce cas les droites Xi et seraient dans

un plan; donc les six éléments de la correspondance ne seraient

plus arbitraires. Dans ce cas, la surface S3 se décomposerait en

un plan et en une quadrique.

Dans le premier cas, tous les plans singuliers sont réels; donc

les six droites passant par le point Q sont réelles.
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Dans le second cas, il est possible que deux des plans [3 soient

imaginaires conjugués
;

parmi les droites qui passent par le

point Q, il y en a alors deux imaginaires conjuguées, les quatre

autres étant réelles.

Si les plans [3| et coïncident, il peut encore arriver qu’en

même temps le plan fij coïncide avec un des plans i, vi ou i;;

pour qu’il en soit ainsi, il suffit que le point U se trouve sur une

des six coniques qui font partie des intersections de la surface R 4

avec les six plans osculateurs de la cubique d^{xi, iji, Zi), menés

par les droites Xi, iji ou z^. Dans ce cas, la surface S5 aura deux

points coniques distincts, puisque ces points sont respectivement

sur les deux droites b, correspondant aux plans (3^ = P2 et

qui, par hypothèse, sont distincts. Par chacun des deux points

singuliers passent cinq droites, qui sont toutes réelles.

Si U est sur la droite d’intersection de deux plans osculateurs

de la cubique d^{xi, yi,Zi) passant chacun par une des trois

droites Xi, j/i ou Zj, il y aura de nouveau deux couples de

plans singuliers coïncidents, et la surface S 5 aura deux points

eoniques.

Si le point U est un des huit points d’intersection de trois

plans osculateurs de la cubique d^(xi,tji, z^), (|ui passent cha-

cun par une droite diiïérente parmi les trois droites x^, et z^,

il y aura trois couples de plans qui coïncideni et la surface S3

aura trois plans coniques.

§ 2. Supposons que trois des plans singuliers qui passent par

le point U coïncident, par exemple les plans i, 2 et 5. Dans

ce cas, les six triples suivants seront réunis chacun en une seule

droite :

9i =</* =</5 ,

g'i =y'i = 5( 3 ,

î/î 3= ÿs 1= 5(i «

,

9tt— yn= 93*y

</! 5 =^23= ^33 ,

.5(16— 9^2 3^ î/36*
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Les autres droites de la surface S3 sont encore des droites

simples. Les trois cônes 1', 2', 3' sont tous tangents au plan

(1 = 2 = 3) suivant la même droite; cette droite est la limite

vers laquelle tendent simultanément les trois droites d’inter-

section de ces trois plans. Les trois cônes 4', 5', 6' seront tan-

gents, suivant cette même droite, et auront, de plus, le long

de cette droite, même rayon de courbure. Avec les dix-huit

droites, qui se sont réunies en six, on pourrait former trois

double-six, qui auront deux à deux en commun six droites,

trois de chaque sextuple. De tels double-six sont nommés

voisins.

Par un raisonnement analogue à celui du paragraphe précé-

dent, on voit que les six droites passent par un même point Q
de la surface S3. Ici, les six droites sont trois à trois dans deux

plans. En effet, la droite qui est dans le plan des deux droites

9 il et ^2 5 6St la droite qui coïncide avec la droite donc,

les droites gn,gi^ 9i& sont dans un plan. De même, la

droite qui est dans le plan des droites g, et g\ = gj est la

droite cette dernière coïncide avec la droite g2ô>

droites g^, g\ et g^j sont dans un plan. Le cône sur lequel se

trouvent les six droites qui passent par le point Q est donc

formé de deux plans; par suite, le point Q est un point bipla-

naire, B3.

Pour que trois plans singuliers, passant par le point U, coïn-

cident, il faut que le point U soit ou sur la cubique g^, z^),

ou bien sur une des six droites tangentes à la courbe d^{x^,yi, z{)

et qui rencontrent une des droites ou zy. Dans les deux

cas, les six droites qui passent par le point U sont réelles,

puisque tous les plans singuliers qui passent par le point U
sont réels.

§ 3. Si le point U est un des six points de contact des plans

osculateurs à la courbe d^(xi, g^, zj), passant par une des

droites x^, g^ ou z^, quatre plans singuliers passant par

le point U coïncident, à savoir les trois plans (3 avec un des

plans Ç, T|, Z.



( 27 )

Dans ce cas, les droites du tableau suivant, qui sont dans une

même ligne horizontale, coïncident :

9i =9i,

9i = fl'*
— fl's

= ’

fl'i s= fl'*»— S'a» — ÿ*»»

fl'i 6— fl
'26= fl'se— fl'«6>

g, 2= fl
'2 3 ÿ3 4

==
flf* ,
=

fl'* ,s ,

Vingt-deux droites de la surface S5 se réunissent en cinq

droites. Ces cinq droites passent par un point Q. En effet, la

droite rencontre les droites ÿ, et g\, et comme la droite qui

est dans le plan de ces deux droites est la droite (712, il faut que

la droite passe par le point de rencontre des droites gi et

gi'==gf'; de même, la droite g^g doit passer par ce point. La

droite 712 rencontre les droites 7, et 7I — g'^, la droite 754 ren-

contre les deux droites 71 g et 71g, donc la droite 712 = .73 4

rencontre les quatre premières droites passant par le point Q.

Elle doit donc passer par le point de rencontre Q de ces quatre

droites. La dernière droite étant dans le plan des deux pre-

mières 7, et g\
et dans le plan des deux suivantes 71g et 7^5,

doit être la droite d’intersection des deux plans passant par ces

deux couples. Les cinq droites passant par le point Q sont donc

dans deux plans qui se coupent suivant une droite de la sur-

face Sg; Q est donc un point biplanaire B4.

§ 4. a) Supposons que trois des plans singuliers passant par

le point U se coupent en une droite l. Aux plans du faisceau (/),

sauf les trois plans singuliers, il correspond toujours un même
point Q, par lequel passent les trois droites correspondant aux

trois plans singuliers. Par ce point, il passe encore trois autres

droites, à savoir (si 4
, 5 et 6 sont les trois plans passant par la

droite l) les droites 712» 723. 731* En effet, chacun des faisceaux

( 1
,
2), (2 , 3), (3 ,

1 ) contient un plan passant par la droite /;

donc, la droite correspondante passe par le point Q. Les cônes \ ',
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2', 3' sont décomposables chacun en deux faisceaux; le cône i',

par exemple, en les faisceaux (l) et (2, 3); par conséquent, la

droite 5^33 coïncide avec la droite g[. Les droites g^^, g^^
ont disparu. Il y a donc de nouveau un double-six, dont il ne

reste que six droites passant par un point Q. Le double-six est

le suivant :

fl'iîî .92 3 5 fl'ôl» 9«’ 96 5

935 9« 5 9*5 9s65 96*5 9*8‘

Les autres droites de la surface S5 ne passent pas par le

point Q. Par un raisonnement analogue à celui employé dans

le § 1, on voit que les six droites qui passent par le point Q sont

sur un cône non décomposable, du second degré; Q est donc

un point conique de la surface S5.

Pour démontrer directement que Q est un point double de la

surface S3, considérons une droite p passant par le point Q.

Comme au point Q de la droite p il correspond déjà un fais-

ceau (/), aux autres points de la droite p il correspond un cône Co,

qui aura un plan commun avec le faisceau (/), autrement dit la

droite l est tangente au cône €3. Par le point U de la droite /,

on ne peut donc mener qu’un seul plan langent au cône qui ne

contient pas la droite /; donc la droite p rencontre la surface S5

en un seul point, différent du point Q; par conséquent, Q doit

être un point double de la surface S3. La droite p sera tangente

en Q à la surface S5, si le point U se trouve sur le cône €3.

Pour que trois des plans singuliers du point U passent par

une droite l, il faut que la droite / se trouve sur un des quatre

hyperboloïdes qui sont le lieu des supports de faisceaux aux-

quels ne correspondent que des points.

Ce sont les hyperboloïdes H3(3Ci,9i,Zi), H3(xi,9i),

H3(zj, auxquels correspondent la cubique C5(x, y, z) et les

droites z, x et y. Si le point U est sur l’hyperboloïde )A<^{x^,y^, Zi),

les trois plans qui passent par une droite sont les plans r; et ij;

leur intersection commune est une droite a et le point conique Q
de la surface S3 est un point A de la cubique c^(x,y,z). Si le

point U est, par exemple, sur l’hyperboloïde H3(xj, pi), ce sera
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un des plans (3 qui passe par rinterseclion des plans i et t,; le

point conique est sur la droite z.

Il est impossible que deux des plans (3 passent par une droite

avec le plan par exemple. En effet, dans ce dernier plan, il se

trouverait alors la droite arj et l’intersection des deux plans
[
3

;

donc deux droites dans deux plans osculatenrs de la cubique

dsCxi, y Y, z{) seraient dans un plan, ce qui est impossible. Trois

plans (3 distincts ne peuvent pas passer par une droite, puisque

les plans (3 sont des plans osculateurs d’une cubique gauche.

Dans les quatre positions que le point ü peut occuper, les

deux plans [3 ne passant pas par la droite / peuvent être imagi-

naires conjugués, par conséquent, parmi les six droites qui

passent par le point U, deux peuvent être imaginaires conju-

guées. Les quatre autres sont toujours réelles.

(

3) Le cas intermédiaire entre ceux où les six droites passant

par le point Q sont toutes réelles et où quatre seulement sont

réelles, se présentera lorsque le point U, tout en étant sur un

des quatre hyperboloïdes, est en même temps sur la déve-

loppable R4. Alors deux des plans singuliers, passant par le

point U, coïncident; il y a deux cas à considérer : 1° les deux

plans qui coïncident ne passent pas par la droite l, et 2® un des

trois plans qui passent par la droite l coïncide avec un qua-

trième plan. Considérons le premier cas et soient 1 et 2 les deux

plans coïncidents; alors les droites <715 et 723 coïncident; donc

par le point Q il passe seulement cinq droites. Dans le § 1 , nous

avons vu que cette droite 723 encore par un point conique

de S3; la surface S5 aura donc datis ce cas deux points coniques.

Dans le second cas, les deux plans (3 qui coïncident passent par

la droite l. Par cette droite passent alors quatre plans, dont deux

coïncident. Ce cas sera traité dans le § S.

Pour les points d’intersection de l’hyperboloïde ^<î,{xi,yy,zy)

avec la développable R4, on est dans le premier cas. L’inter-

section d’un des autres hyperboloïdes avec la surface R4 donne

les deux cas. En effet, prenons comme exemple l’intersection de

la surface R4 avec l’hyperboloïde H2(xj, yy). Une génératrice l

de cet hyperboloïde, de l’autre mode que x^ et y y, rencontre la
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surface R4 en quatre points dont deux coïncident avec la tangente

à la cubique gauche t/j, zj), qui est dans le plan (3^ qui

contient la droile l. Si le point U est sur cette tangente et sur la

droite /, un des deux autres plans (3 coïncide avec le plan

donc nous serons dans le second cas. Pour les deux autres points

de rencontre de la génératrice / avec la surface R4, les deux

plans (3 qui coïncident sont distincts du plan et on se trouve

dans le premier cas.

y) Si le point U est sur Fhyperboloïde H2(x|, yi, z^), les

trois plans passant par la droite / sont toujours distincts; si le

point U est sur un des trois autres hyperboloïdes, par exemple

sur H2 (xi, y{), il se peut que deux des plans singuliers, passant

par la droite l, coïncident. Pour qu’il en soit ainsi, il faut que le

point U se trouve sur une des quatre droites g de la surface

?/i)» d’autre mode que Xi et y^, droites situées dans les

quatre plans de la cubique d^Çx^, y^, z^), menés par les droites

Xi et t/i. Supposons que 5 et 6 soient les plans qui coïneident;

alors il y aura encore un double-six qui disparaît pour donner

lieu à six droites concourantes :

ÿs» 9s 9s s ^ 9s kl

9s’> 9s^ 9sk’ 9si> 9ssi 9sk‘

Puisque la droite 9>si — 9&i n’existe plus, il s’ensuit que par

le nouveau point singulier de la surface S5, il passe seulement

cinq droites; la droite qui unit les deux points coniques est

la droite g-g “S'a-

à) Tout en restant sur une des quatre droites g, le point U

peut encore être sur la surface R4. Il y a de nouveau deux cas.

1” Les deux autres plans [3 coïncident; 2® il y a encore un plan (3

qui coïncide avec le plan [3j passant par la droite g. Le premier

cas se présentera lorsque le point U sera situé sur la conique qui

fait partie de l’intersection de la surface R4 avec le plan (3, qui

contient la droite g; le second cas se présentera lorsque le

point U sera situé sur la tangente de la cubique d^(x^, y^, z^)

dans ce plan p. Dans le premier cas, il y aura encore un point
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conique sur la surface S3. Si les plans coïncidents ne passant

pas par la droite g sont les plans 1 et 2, les trois droites unissant

les trois points coniques seront les droites

96 = gs) ÿss = ,9i 3 == s'i = ^2’ g»i — 9ii = 96 1 — g^i-

Dans le second cas, il passe par la droite g quatre plans, dont

trois sont confondus.

Tâchons de faire coïncider encore un plan [3 avec le plan {yg)',

le point U doit se trouver alors sur la tangente à la courbe

dsCxi, ?/i, Zi) qui est dans le plan {yg). Toutes les tangentes de

la courbe d.^{xy, y y, zj) sont tangentes à la quadrique H2(xi, y{) ;

chacune doit donc passer par le point de contact du plan (3 qui

la contient, avec l’hyperboloïde. Le plan {yg) est tangent à l’hy-

perboloïde H2(xi, yy) au point de rencontre des droites y et g.

La tangente de la cubique d'^{xy, y y, Zy), située datis le pUn {yg),

rencontre par conséquent la droite g au point où la droite g

rencontre la droite y. Pour faire coïncider encore un plan P avec

le plan {yg), il faut donc que le présent point U se trouve sur la

droite y, c’est un cas que nous considérerons plus tard.

e) Si le point U est sur l’hyperboloide H2(xj, yy, Zy) et en

même temps sur la cubique dsCari, yy, zy), les trois plans P

coïncident, tandis que les plans r\, 'Ç, passent par une droite /;

la surface S3 aura un point conique et un point biplanaire B3.

Si le point U est sur l’hyperboloïde H2(x£, y\) et sur une des

tangentes de la cubique d3(xi,i/i,zi), qui rencontrent la droilezi,

les plans tj et un des plans P passent par une droite, et le

plan 'Q coïncide avec les deux autres plans p. La surface S3 aura

de nouveau un point conique et un point biplanaire B3.

§ 5 . a) L’hyperboloïde H2(xj, y y, zy) rencontre l’un quel-

conque des trois autres hyperboloïdes, par exemple H2fzj, y y),

suivant les droites Zy et y y, ces hyperboloïdes ont donc encore

deux droites a en commun. Ce sont les deux droites a qui sont

dans les deux plans osculateurs de la cubique d.^{xy, yy, zy)

menés par la droite Xy. A ces deux droites a, il correspond deux
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droites b, passant par les points A, où la courbe C5(x, y, z) ren-

contre la droite x. En effet, puisque, par les deux points Y, et

Zj de il passe un plan osculateur de la cubique j/j,

les deux plans (yY.) et passent par une droite 6,, qui ren-

contre la droite x. Le point d’intersection des trois plans (xX,),

(yY,), (zZj) est le point de rencontre des droites 6^ et x; donc ce

dernier point est un point de la cubique C5(x, y, z).

Supposons que le point U, soit situé sur cette droite a,; par

cette droite, il passe les plans r,, ç et ^= (Sj. Représentons ces

plans par les chiffres fi, 5, 4 et 5. Puisque les plans 6, 5 et 4

passent par une droite du double-six suivant;

fl'isj yss* ysn y»t

ÿsï y*» yscj S'eu ytsi

il ne reste que six droites; de plus, puisque les plans 5 et 4

coïncident, les droites du double-six suivant ;

yiô> yî 3 ) ys 3 > yes» y*? y*>

yi<5 yïi» y64» ye«5 ys» ys»

coïncident deux à deux et passent par un point. Ces deux double-

six sont voisins; donc les six droites qui restent de l’un sont les

mêmes que celles qui restent de l'auire. Les dix-huit droites

écrites se réunissent donc en six droites passant par un point.

Les droites seront, trois à trois, situées dans deux plans; en effet,

les droites yj3 et y^^ sont dans un plan avec la droite ysg;

donc les droites yj5, y2 3 cl y^ seront dans un plan; il en est de

même des droites yi2, = 96 = 9iS’

Puisque la droite g\ coïncide avec la droite x et la droite

bf= g^, le point de rencontre des six droites est le point A,. La

surface S3 a donc au point A,, un point biplanaire B3.

Dans le § 4, (3, second cas, il y avait aussi une droite par

laquelle passent quatre plans, dont deux coïncident. En faisant

le même raisonnement que ci-dessus, on trouve que, dans ce

cas encore, la surface S3 aura un point biplanaire B3.
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Il est impossible que quatre plans singuliers, passant par le

point U, passent par une droite l et soient dislinets. En effet, si

le cas pouvait se présenter, on a déjà vu que parmi ces quatre

plans il y a au plus un plan
(
3

;
les plans et ^ seraient donc

parmi les quatre plans. Évidemment, la droite l serait sur les

quatre hyperboloïdes y^, HaCxj, t/i), zi),

H2(zi,Xi) à la fois. Les hyperboloïdes H2(xi,î/i, z^) et H2(2/i, Z|)

ont déjà en commun les quatre droites î/i, et les deux droites a

considérées ci-dessus; donc la droite l n’existe pas.

(
3
) Tout en restant sur la droite a,, le point U peut encore

être sur la surface R4. La section du plan (a,X|) avec la sur-

face R4 consiste en une conique et une droite, qui doit compter

double. Si le point est sur cette conique, les deux plans
(
3

,
qui

ne passent pas par la droite o,, se confondent, et la surface S5

aura, en dehors du point biplanaire A,, un point conique.

Si le point U est situé sur la tangente à la cubique ?/i, z^)

dans le plan (x,a.), deux des plans (3 se confondent encore,

mais cette fois un d’eux sera le plan (x^a,). Par la droite a, pas-

sent donc les plans ti» 5 = P3= (32, ou bien les plans 6, 5 et

4 = 3 = 2 .

Nous avons vu que les droites d’une même ligne horizontale

du tableau suivant se confondent en une seule :

ffis= fl'is— 9^1 *>

9i i — ÿe 5— 9> * >

9^ =93 — 9* )

9* =9i

9ii— ÿiî=

Comme les plans 6, S et 4 passent par une droite, il y a encore

un double-six qui disparait. De la considération de ce double-six,

il ressort que les droites et se confondent; par consé-

quent, les deux plans qui contiennent chacun trois droites se

coupent suivant une droite gi^ de la surface. Le point A, est

donc, dans ce cas, un point biplanaire B4.

c
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§ 6. a) Le point U peut se trouver sur la courbe d’intersection

de deux hyperboloïdes, tels que H2(aîi, y{) et H2(î/i, ^i). Ces

deux hyperboloïdes ont la droite y en commun; donc ils se

coupent encore suivant une cubique gauche Cj. Si le point U
est sur cette courbe C5, il passe par ce point deux droites et 1^,

par chacune desquelles il passe trois plans singuliers. Par il

passe, par exemple, les plans et
[
3 ,, et par la droite I2 il passe

les plans yj, ^ et La surface S3 aura deux points coniques,

l’un sur la droite z et l’autre sur la droite x.

(
3) La cubique gauche C3, courbe d’intersection des deux

hyperboloïdes H2(o-i, et ^i), rencontre l’hyperbo-

loïde H2(«i, en deux points non situés sur les droites et Xj.

Si le point U est un de ces points de rencontre, les plans ? et

[33 passent par une droite et la surface S3 aura trois points

coniques, situés respectivement sur les droites z, x et y.

y) Si le point U est situé sur la cubique d3(xj, z^) et, par

exemple, sur l’hyperboloïde H2(yi, z^), cinq plans singuliers

passant par le point U se coupent en une droite et, de plus, trois

de ces plans coïncident, à savoir les plans t\, = =
C’est le cas traité dans le § b,

(
3

,
et la surface S3 aura donc un

point biplanaire 84.

d) Enfin, supposons que le point ü soit situé sur une des

droites X|,yi ou z^. Un des plans singuliers est alors indéterminé.

La surface S3 se décompose en un plan et une quadrique. En

effet, si, par exemple, le point U est situé sur la droite Xj, le

plan (xU) fait partie de la surface S3, de même que l’hyperbo-

loïde H2(y, z).

§ 7 . Tâchons de prendre le point U tel que les six plans

singuliers qui passent par ce point soient tangents à un même

cône du second degré. Ce cas est le cas réciproque de celui où

les six points singuliers situés dans un plan p se trouvent sur

une conique. En général, il est impossible de déterminer un

plan tel que les six points singuliers qui s’y trouvent soient

sur une conique.

Pour que ce fût possible, il faut que la cubique C3(x, y, z) et
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les droites x, y, z soient situées sur une quadrique. En effet, un

hyperboloïde H2(x, y) est uniquement déterminé par les lignes

c^{x,y,z), X et y. Le plan p. de la conique Cg, sur laquelle se

trouvent les six points singuliers, coupe riiyperboloïde HgCx, y)

suivant une conique qui aura cinq points communs avec la

conique Cg
;
donc ces deux coniques coïncident complètement.

La droite z est une bisécante de la cubique c^{x, y,z) et a un

point commun avec la conique c,, donc avec la conique cj; elle

a donc trois points communs avec l’hyperboloïde )i^{x,y)
\
par

conséquent, elle y est tout entière.

Réciproquement, pour que les six plans singuliers passant

par le point U soient tangents à un cône du second degré, il

faut que la développable R4 soit circonscrite à Thyperboloïde

déterminé par les trois droites Xi, t/^, z^. Alors un plan oscula-

teur de la cubique d^{xi, yi, Zj) marque sur les droites x^,

t/i, Z| des points qui sont sur une droite a. Les quatre hyper-

boloïdes HgCxi, t/i, zi), HaCxi, t/j), H^iy^zi), HgCzi, Xj) ne

font qu’un seul. Aux plans passant par une droite a corres-

pondent les points d’une droite 6. La cubique C5(x, y,z) n’existe

plus, mais est devenue l’hyperboloïde H2(x, y, z). Aux points

d’une droite b correspondent tous les plans d’une droite a; donc

la cubique d3(xi,î/i,zi) est devenue l’hyperboloïde )\^{xj^,yi,z{).

Par chaque point U il passe une infinité de plans singuliers, qui

forment un cône du second degré. Dans un plan y. quelconque

se trouvent une infinité de points singuliers, qui forment une

conique. Aux plans singuliers, passant par le point U, il corres-

pond l’hyperboloïde H2(x, y, z); la surface S3 se décompose

donc en cet hyperboloïde et un plan.

On peut démontrer comme il suit que tous les points corres-

pondant aux plans non singuliers qui passent par le point U,

sont dans un plan. Par une droite quelconque /, qui contient le

point U, il passe deux plans singuliers
;
donc aux autres plans

de la droite / il correspond des points en ligne droite g. Deux

droites et /2 passant par le point U ont un plan commun ; donc

leurs droites correspondantes et g<^ ont un point commun.

Toutes les droites g de la surface S3 correspondant aux droites /
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issues du point U se renconlreni, et comme elles ne passent pas

toutes par un point, les droites / n’étant pas toutes dans un plan,

il faut que les droites g de la surface S5 soient dans un plan.

En résumé, les six plans singuliers passant par le point U ne

peuvent pas être tangents à un cône du second degré si les six

éléments x, y, z, X|, y^, Zf sont arbitraires. Ils sont tangents à

un cône du second degré si à chaque droite a il correspond une

droite 6, et alors il y a par le point U une infinité de plans sin-

guliers, qui enveloppent un cône du second degré. Dans ce cas,

la surface S3 se décompose pour chaque position du point U, en

l’hyperboloïde Hÿ(x, y, z) et en un plan.

§ 8. Il y a encore, par un choix convenable du point U sur la

surface S3, d’autres points singuliers, à savoir ceux par lesquels

il passe trois droites dans un plan, qui est plan tangent ordi-

naire, et tel que chaque droite, qui passe par le point de contact

rencontre la surface S3 encore en deux points. La surface S3

aura un tel point si, par exemple, les droites 9,y, ÿj,, qui sont

dans un plan, concourent en un point. Pour qu’il en soit ainsi, il

faut que les droites /,y, soient dans un plan.
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CHAPITRE III.

§ I. a. Prenons les éléraenls de telle sorte, que la cubique

zi) se décompose en un faisceau et un cône du second

degré. Pour qu’il en soit ainsi, il suffit, si les droites x,y,z,

Xj et t/l sont données en position, d’effectuer les constructions

suivantes : menons une droite bi, qui rencontre les droites x,y,z;

les deux plans (ôix) et (b^y) rencontrent les droites Xi et yi res-

pectivement aux points Xi et Yi; la droite ai =XiYi rencontre

le plan (biz) en un point Z,; si la droite zi passe par le point Zj,

le faisceau ai fera partie de la cubique d^(xi, y\, z\)
;
donc cette

eubique se décompose en ce faisceau (a,) et un cône dg» du

second degré, qui a un plan commun avec le faisceau (oj) et

avec les trois faisceaux (xi), {y\) et (zi); autrement dit, les

droites «i, xi, y\ et zi sont des tangentes au cône dg- cubique

Ht z) se décompose aussi en une conique c^(x,y,z') et la

droite bi.

Soit maintenant le point U sur la droite «i, alors la surface S3

sera réglée et aura la droite bi pour droite double. En effet, aux

points d’une droite l quelconque, qui rencontre la droite 61, il

correspond le faisceau (oi) et un cône du second degré, qui

touche la droite ai; ainsi, par le point U il passe un seul plan

tangent de ce cône, qui ne contient pas la droite Oi; par consé-

quent, la droite l rencontre la surface S3 en un seul point, non

situé sur la droite b,; donc chaque point de la droite 61 est un

point double et ô, est une droite double. Soit le plan tangent

mené du point U au cône dg, qui ne contient pas la droite Oi; et

soit 63 la droite correspondante de la surface S3. A chaque droite l

située dans ce plan P3, considérée comme axe, il correspond

une droite g de la surface S3, qui rencontre les droites ôj et 63,

puisqu’il passe par la droite / les deux plans singuliers ^3 et

(ail). Il s’ensuit que S3 est une surface réglée.
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Chaque droite / rencontre une droite a, distincte de Oi; donc

chaque droite g rencontre la conique C2(x, y, z). Inversement,

chaque droite g qui rencontre la droite bi (ce qui compte pour

deux points d’intersections avec S3) la droite 63 et la conique

c^(x,y,z) a quatre points communs avec la surface S3, donc,

elle fait partie de cette surface. Puisque la droite 61 rencontre la

conique c^(x,y,z), chaque plan mené par la droite 61 rencontre

cette conique et la droite 63, chacune en un point et la droite de

jonction de ces deux points de rencontre donne une seule droite

de la surface S3, située dans chaque plan mené par la droite

Puisque chaque plan mené par la droite 63 rencontre la

conique C2(x, y, z) en deux points et la droite 61 en un seul point,

il s'ensuit que dans chaque plan passant par la droite 63 il se

trouve deux droites de la surface S3, qui se rencontrent sur la

droite b^. Ces deux droites coïncident, si le plan mené par la

droite 63 est tangent à la conique, ce qui a lieu deux fois; donc

sur la droite double 61 se trouvent deux points pince.

P) Ces deux points pince sur la droite 61 coïncident, si la

droite 63 rencontre la conique c^(x,y,z); cette conique a déjà

quatre points communs avec l’hyperboloïde H^(x, y, z), car elle

rencontre les droites bu x,yeiz; donc la droite 63 ne peut ren-

contrer la conique C2(ac, y, z) que si elle coïncide avec la droite

6,; c’est ce qui a lieu si le point L se trouve au point où la

droite Oi touche le cône d^, ou bien encore si la droite 63 passe

par un des trois points où la conique C2(x, y, z) rencontre les

droites x, y, z. Dans ces trois derniers cas, le point U coïncide

avec un des points Xi, Yi, Zj; donc la surface S3 se décompose.

Si les droites 61 et 63 coïncident, les deux directrices de la sur-

face S3 coïncident, et la surface devient une surface de Cayley.

Sur la droite Oj se trouvent ainsi déterminés quatre segments,

et aussi longtemps que le point U se trouve dans deux de ces

segments non consécutifs, les deux points pince restent imagi-

naires; si le point se trouve sur un des deux autres segments,

ces points sont réels.

y) Si ü est le sommet du cône d2« tous les plans tangents de

ce cône passent par le point U;, donc toutes les droites b sont
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situées sur la surface S5; la surface S5 se décompose alors en

l’hyperboloïde U^{x, y, z) et un plan.

Si le point U se trouve sur le cône ^2, ou bien sur un des

plans tangents au cône c/2> menés par une des droites z,

ou Ci, ou sur une des arêtes suivant lesquelles ces plans touchent

le cône la surface S3 aura, de même que dans le cas où

la cubique y\, z^) ne serait pas décomposable, un point

conique ou un point biplanaire B3, etc.

5
) Au lieu de mener la droite z, arbitrairement par le poit)t

Zi, on peut la faire passer par un point analogue, Zj,, correspon-

dant à une seconde droite 6n; la cubique d3(xj,
î/i, z() se décom-

pose en les deux faisceaux (oi) et («n) et en un troisième (d<); la

droite dj rencontre les droites ai et On. Supposons que le point U
soit situé sur la droite «i; toutes les droites l qui passent par

le point U et rencontrent la droite cth sont des axes de faisceaux,

auxquels correspondent des droites g de la surface S3, rencon-

trant les deux droites directrices bi et bu. Si le point U est sur la

droite c/j, la surface S3 se décompose en rhyperboloïde H2(x, y,z)

et en un plan. La surface S3 ne peut pas devenir une surface de

Cayley.

c) Supposons que les droites x, y, z, x, et yj soient encore

données en position; une droite 6,. détermine sur les droites x,

et y, par les plans (x6,.) et {yl\) les points X, et Y,-. Le lieu des

intersections de la droite X.Y, avec le plan (z6,) est une cubique

C3, dont les droites z, x, et y, sont des bisécantes. Si l’on prend

pour droite Z| une tangente à cette cubique C3, la cubique

djCx^, yit^i) se décompose en le faisceau (XiYi), qui passe par

le point de contact Zi, faisceau qui compte double, et en un

faisceau (di). Si le point U est situé sur la droite XjYiZi, la

surface S3 sera une surface de Cayley.

i;) Si la droite z^ est sur l’hyperboloïde formé par les droites

X.Yi, la droite zj est une bisécante de la cubique Cj, considérée

dans (s); nous sommes done ramenés au cas {p) avec la singu-

larité en plus que la droite c^, qui, avec les droites bi et bu ,
forme

la cubique Cz(x,y,z), coïncide avec la droite z, tandis que la

droite d| coïncide avec la droite z^

.



r 40 'i

ri) Pour obtenir un conoïde droit, il faut prendre les droites x,

y et Z telles que ces trois droites admettent une perpendicu-

laire commune; alors elles sont parallèles à un plan, de manière

que la surface Hj(x, y,z) devient un paraboloïde hyperbolique;

pour droite bi il faut prendre la droite qui coupe les droites x,

y el Z à angle droit, et prendre le point U sur la droite ai de

manière que la droite 63 soit la droite b qui est à l’infini.

§ 2 . a) Supposons données les droites Xj, y^, z^, z et les

droites x et y, qui coïncident; soit le point U arbitraire. Dans

chaque plan passant par la droite xy il se trouve encore une

droite de la surface S3, et cette droite forme avec la droite xy

l’intersection complète de la surface S3 avec ce plan; xy est donc

une droite double de la surface S3. Dans chaque plan passant

par la droite z il se trouve, en plus de z, deux droites de la sur-

face S3. En effet, les plans passant par la droite xy déterminent

sur les droites x, et y^ deux ponctuelles projectives
;

les droites

qui joignent deux points correspondants, décrivent un hyperbo-

loide t/j). A chaque plan 7t, tangent à cette quadrique il

correspond une droite d,, qui rencontre les deux droites xy et z,

et aux autres plans de l’espace il correspond des points de la

droite xy. Un plan passant par la droite z détermine sur la

droite z^ un point Z,. Par la droite UZ,, on peut mener deux

plans üj, tangents à l’hyperboloïde HjCx,, r/^); à chacun de ces

plans tangents il eorrespond un plan du faisceau {xy) qui coupe

le plan (zZ.) en une droite appartenant à la surface S3. Donc,

dans chaque plan passant par la droite z il se trouve, outre la

droite z, deux droites qui se coupent au point d’intersection du

plan avec la droite xy. On voit ainsi que par ehaque point de la

droite xy il passe deux droites de la surface S3, qui reneontrent

la droite z; xy est donc bien une droite double et la droite z

est l’axe d’un faiseeau de plans bitangents.

Cherchons les points de la droite xy pour lesquels les deux

droites qui y passent se confondent. Le plan du faisceau (z)

passant par un tel point rencontre la surface S3 en deux droites

coïncidentes; donc les deux plans tangents à l’hyperboloïde



( )

^2(3=1, î/i) menés par la droite UZ, doivent coïncider; de là il

suit que la droite LZ, doit être tangente à l’hyperboloïde

^2(3^1» î/,); par conséquent, le point Z,, doit être un des deux

points de rencontre de la droite avec le cône tangent à l’hy-

perboloïde j/,), qui a le point U pour sommet. Sur la

droite il y a donc deux points réels, imaginaires ou coïnci-

dents, tels qu’en chacun de ees points les deux droites qui y

passent coïncident, ce qui donne trois espèces de surfaces

réglées. Si la droite z^ est tangente au cône tangent de l’byper-

boloïde H2(xj,ÿi) mené par le point U, le plan (zU) est tan-

gent à l'byperboloïde 1/1); donc le point U doit se trouver

dans un des deux plans passant par la droite Zj, tangents à l’by-

perboloïde, pour avoir une surface réglée où les deux points

pince sur la droite xy coïncident.

|
3
) Je dis que, si le point U se trouve dans un de ces deux

plans tangents, la surface S3 se décompose en le plan passant

par la droite xy, qui correspond au plan (ziU), tangent à l’by-

perboloïde H2(xi, y,) et en un autre byperboloïde.

De même, il y a décomposition de la surface S3 si la droite zi

est tangente à l’byperboloïde H2(x,, y,) et si, de plus, le point U
se trouve dans le plan tangent à cette quadrique, mené par la

droite z,

.

y) Les deux points de rencontre de la droite z, avec le cône

tangent se confondent encore si ce cône tangent se décompose

en deux plans coïncidents, donc si le point U est sur la surface

H2(X|,yi). Dans ce cas encore, la surface S3 se décompose,

puisque maintenant le plan du faisceau (xy) qui passe par le

point U fait partie de la surface S3.

Si la droite z< est sur l’byperboloïde Ha(X|, yj), la droite z,

est encore tangente au cône tangent. La surface S3 se décompose

en le plan du faisceau (xy) correspondant au plan TCj= (z,U)

et un byperboloïde.

Il n’y a donc pas moyen de faire coïncider les deux points

singuliers sur la droite xy.

Pour obtenir un conoïde droit, il suffît que la droite z soit

à l’inbni et perpendiculaire à la droite xy.
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(î) Si les trois droites x, y et z coïneident, la surface S3 se

déeompose en trois plans passant par eette droite. En effet, à

chaque plan passant par la droite xyz correspondent trois points

X., Yj, Z(, qui sont les intersections avec les droites y, et z,.

Le lieu des plans (X^Y.-Z,) est une cubique gauche; par le point

U il passe donc trois de ces plans et à chacun de ces plans il

correspond un plan du faisceau (xyz).

§ 5 . a) Soient les droites X), y,, z, et z arbitraires, et sup-

posons que les droites x et y passent par un point A.

Les droites 6, qui rencontrent les droites x, y et z, se divisent

en deux faisceaux; l’un de ces faisceaux est formé par les droites

qui rencontrent la droite z et passent par le point A; l’autre

faisceau est formé des droites qui se trouvent dans le plan (xy)

et passent par le point B, B étant le point de rencontre du plan

(xy) avec la droite z. A ce dernier faisceau il correspond le fais-

ceau de plans passant par les deux points Xi et Yi, ces points

étant les points de rencontre des droites x^ et y, avec le plan

(xy). Au faisceau de centre A il correspond un cône du second

degré d2{x^ ,y et comme les droites sont toutes dans un

même plan, passant par la droite z, les plans correspondants

passent tous par un même point Zj, dans le plan (Az). Le fais-

ceau (XiYi) et le cône d^{x^, y,, Z|) ont en commun le plan

correspondant à la droite AB, qui fait partie des deux faisceaux

à la fois. Les plans (yiZj) et (xjZj) sont tangents au cône

djCx, , y,,zi). Un plan quelconque tt passant par le point Zj

donne pour point correspondant le point A. Comme il passe par

le point Zj une droite a, le point A est sur la cubique Cjfx, y, z).

Aux points de la droite x il correspond les plans passant par le

point Yi; aux points de la droite y il correspond des plans pas-

sant par le point Xj, de telle façon que les plans issus du point

Yi qui passent par un même point Z, de la droite Z|, donnent

un même point de la droite x.

Prenons le point U quelconque. Parmi les six plans singuliers,

trois passent par la droite UZ,, à savoir les plans P2 et Ps; les

droites correspondantes passent donc par le point A. Le fais-
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ceau (/,,) donne la droite qui coïneide avec la droite y, puisque

ces plans passent par toutes les droites (XjZ,.); de ntême g,y coïn-

cide avec la droite x, et la droite /, coïncide avec la droite

Par la droite il passe un plan ordinaire, qui contient le

point z^, donc la droite passe par le point A. Par le point A
il passe donc six droites de la surface S3. A une droite g^, pas-

sant par le point A, il correspond les plans passant par le point

et les plans passant par une droite l : cette droite l rencontre les

droites Xj et»/, aux points d’intersection de ces deux droites res-

pectivement avec les plans (/x) et (/y). Comme par le point C

il passe un seul plan du faisceau (/), la droite g rencontre la

surface S3 encore en un seul point différent du point A. Ceci

démontre de nouveau que le point A est un point double de la

surface S3. Les trois points de rencontre de la droite g avec la

surface S3 se réunissent en A, si le plan (U/) passe par le point Zj ;

donc les droites tangentes en A à la surface S3 correspondent

aux faisceaux (/), dont les axes / rencontrent les droites x,,y, et

IJZj. Les faisceaux (/) constituent ainsi les plans tangents d’un

hyperboloïde H'j(x,,y,), qui contient les droites x, et y,; les

points correspondant à ces plans tangents se trouvent, par con-

séquent [§ 6], sur une surface du second degré
; donc les droites

tangentes en A à la surface S3, forment un cône du second

degré. Les plans
|
3 , et ^3, passant par la droite UZj, sont des

plans tangents de l’hyperboloïde HJ(x,,y,); donc leurs droites

correspondantes sont sur le cône tangent. Par la construction

même du cône tangent, on voit que les droites x et y en sont

des génératrices, et comme la droite
/,,,

est une droite l, la sixième

droite passant par le point A est aussi située tout entière sur le

cône tangent.

(
3
)
Supposons maintenant que le point U soit situé dans le

plan (xjZj); alors les plans et Z, coïncident et l’hyperboloïde

formé par les droites l se décompose en deux faisceaux plans de

droites; l’un est dans le plan (x,Zj) et a pour centre le point de

rencontre Y3 de la droite y, avec ce plan; les droites de l’autre

faisceau rencontrent toutes la droite y, et passent par le point de



(
44 )

rencontre Xj des deux droites x, et IJZ3. Le cône tangent en A

se décompose en les deux plans (xXj) et (J/Y3). Dans le plan

(y^z) se trouvent les droites y,g,^= t,, puisque la droite

Ixy passe par le point Yj et la droite 6, = 6,. Dans le plan (xXj)

se trouvent les droites x, 63 et 6, de la surface S3. A est un point

biplanaire B3.

y) La droite d’intersection des deux plans tangents correspond

au faisceau (X5Y3); cette droite sera située sur la surface S3, si

le point U est sur la droite XjYj, donc si le point U se trouve

sur la droite a qui passe par le point Zj. Dans ce cas, les deux

couples de plans suivants coïncident; = ^=^2» ^^s

plans I, ïi, ^2 61 Ps passent par une droite. A sera maintenant

un point biplanaire B4; les droites et g^^ coïncident en une

seule, qui est la droite d’intersection des deux plans tangents.

On peut prendre les éléments de telle sorte que le point Y3

coïncide avec le point Yi, tandis que les points Xj et Xi sont

différents. Pour qu’il en soit ainsi, il faut prendre, si on se

donne les droites x ei y dans un plan et les droites z, y^ et z,,

arbitraires, la droite x^ telle qu’elle rencontre la droite YjZj.

Prenons le point U sur la droite a passant par les points Yj et

Zj. Les deux plans tangents en A étant les plans (XX2) et (yY,)

sont distincts. La droite 6,, qui est la droite d’intersection des

deux plans tangents, coïncide avec la droite x.

Le plan (xy) est un des plans tangents en A; dans ce plan se

trouve encore la droite 6,, = AB.

L’autre plan tangent est le plan (xX^); dans ce plan se

trouvent les droites et b^ — x. Toute droite située dans ce

dernier plan rencontre la surface S3 en deux points coïncidents,

situés sur la droite x; donc ce plan est tangent tout le long de la

droite x: le point A est alors un point biplanaire Bg.

Dans ce cas, il passe par la droite n six plans singuliers, à

savoir yi = [33, ^ = p,.

Si la droite IJZj passe par le point X,, un des deux plans

tangents en A sera le plan (xy); l’autre plan tangent sera le

plan (yY^); donc, encore dans ce cas, A est un point bipla-
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naire B4. Dans ce cas, les deux couples de plans suivants coïn-

cident deux à deux
(

3
,
avec P3 et avec

d) Si le point U se trouve dans le plan (Z^XiY,), c’est-à-dire

dans le plan du faisceau (X,Y|), qui est tangent au cône

c?2(x,, les plans [Bj et P, coïncident et les plans Pi, Pj, P3, ^

passent par une droite. Dans ce cas, la droite AB est la droite

6, =63; celte droite est dans le plan (onj); le cône tangent en A
doit donc se décomposer en le plan (xy) et un autre plan. La

droite XjY, est maintenant une droite l de l’hyperboloïde

Hs(x,, y,), qui correspond au cône tangent en A. Au faisceau

(X|Yi) correspond le plan (xy), qui fait donc partie du cône

tangent. Le point A est donc un point biplanaire B3 de la sur-

face S3.

s) Revenons au cas considéré § 3
, P; pour que les deux plans

tangents (xX^), {yY^) coïncident, il faut que le point Xj coïncide

avec le point Xi et le point Y3 avec le point Y^. Ceci est possible
;

en effet, prenons les droites x et y dans un plan; et soient les

droites z, x, et y, arbitraires : la droite X|V, est déterminée

par ces données; il en est de même des plans (xjY^) et (zA);

les seules conditions à satisfaire sont que la droite Zj rencontre

l’intersection de ces deux derniers plans, et que le point U soit

sur la droite ZjX.j La droite de contact du plan Z^XiYi avec le

cône dj est maintenant la droite ZjXiU ;
des cinq plans (^2» Ps»

I et Ç qui passent par la droite Llzj, les quatre plans Pi, P2, P3, |

coïncident. Par le point A il ne passe que trois droites de la

surface S3, qui sont dans un plan, à savoir les droites x, y et AB;

le point A est toujours un point double; c’est donc un point

uniplanaire; les trois droites dans le plan tangent étant réelles et

distinctes, A est un point uniplanaire Ug.

§ 4 . a) Supposons que la droite x rencontre la droite y au

point A, tandis que la droite z rencontre la droite y au point B,

et soient les droites x,, y^, et arbitraires. Désignons par Xi

et Yi les points où les droites Xj et y^ rencontrent le plan (xy)

et par Yn et Z» les points où les droites y, et Z| rencontrent le

plan (yz). La cubique yi, z^) se décompose en trois fais-
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ceaux de plans (XiYj), (YnZn) et (ZuXi). Comme au paragraphe

précédent, on vérifie les résultats suivants ;

Quand le point U est pris tout à fait arbitraire, la surface S3

aura deux points coniques aux points Â et B.

Si le point U se trouve dans le plan (z,Yn), la surface Sj a

encore un point conique sur la droite z.

Si le plan U se trouve dans le plan (a;,Yi), la surface S3 a

encore un point conique sur la droite x.

Si le point U est situé sur la droite d’intersection des deux

plans (zjYii) et (x,Yi), la surface S3 possède quatre points

coniques.

Si le point U se trouve dans le plan (j/Zn), le point A est un

point biplanaire B3.

Si le point U se trouve dans le plan (yXi), le point B est un

plan biplanaire B3.

Si le point U est situé sur la droite XiZu, la surface S3 est une

surface réglée dont la droite y est la droite double.

Si le point U se trouve dans le plan (z,Xi), la surface S3 a un

point biplanaire B3 au point B.

Si le point U se trouve dans le plan (x,Zn), la surface S3 a un

point biplanaire au point Â.

Si le point U se trouve dans le plan (ZnYnXj), le point B est

un point biplanaire B3 de la surface S3.

Si le point U se trouve dans le plan (XiYiZn), le point A est

un point biplanaire Bg de la surface Sg.

Si le point U se trouve sur une génératrice a de l’hyperbo-

loïde H2(Xj, y^, z^), la surface Sg possède encore un point

conique situé sur la cubique c^{x, y, z).

Si le point U se trouve sur la droite a qui passe par le point Zn,

le point A est un point biplanaire B4 de la surface Sg.

Si le point U se trouve sur la droite a qui passe par le point Xi,

le point A est un point biplanaire B4 de la surface Sg.

Si le point U se trouve sur la droite o qui passe par le point Yu,

le deuxième point de rencontre de la droite Z avec la cubique

Cg(x, y, z) est un point biplanaire Bg de la surface Sg.

Si le point U se trouve sur la droite a qui passe par le point Yi,
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le deuxième point de rencontre de la droite x avec la cubique

c^(x,y,z) est un point biplanaire B3 de la surface S3.

(
3) On peut toujours choisir la droite de manière qu’elle

rencontre la droite XiZji.

Si le point U est situé dans le plan (^,Z„Xi), les plans
(

3 ,,

Ps et 7) coïncident; la surface S3 est une surface réglée dont y

est la droite double et la droite l’axe des faisceaux des plans

bitangents.

Si le point U se trouve sur la droite XjZn, la surface S3 est

une surface de Cayley.

§ 5 . a) Supposons que les droites x, y tl z soient dans un

plan. Désignons par X|, Y| etZ, les points de rencontre des

droites x,
, y^, z, avec le plan (xyz), et soient X, Y et Z les

sommets du triangle formé par les droites x, y et z, de manière

que le point Z est l'intersection des droites x et y. La cubique

C3(x, y, z) passe par les points X, Y et Z. Chaque droite dans

le plan (x, y, z) est une droite b, et aux points d’une droite b il

correspond toujours le plan (x, y, z). La cubique d3(x,
, yi, z^)

est remplacée par l’ensemble des trois faisceaux (X^Y^), (Y^Z,)

et (ZjX,); à un plan du premier faisceau, par exemple, il cor-

respond la droite z. Par un point quelconque U il passe donc

encore six plans singuliers, à savoir : les plans (x, U), (y, U). (z.U),

(X|Y|U), (Y(Z,U), (Z|X,U), qui passent trois à trois par les trois

dioites UX,, LY), IJZj.

Les trois points X, Y, Z sont des points coniques de la sur-

face S3. Prenons comme exemple le point Z; à une droite g

passant par le point Z il correspond un faisceau [h) dont l’axe h

passe par les points de rencontre des droites Xj et iji, respecti-

vement avec les plans (xg), (yg). Du faisceau {h) il passe en géné-

ral un plan par le point U ;
donc la droite g rencontre la sur-

face S3 en un point différent du point Z
;
par conséquent, Z est

un point double de la surface S3. Par le point Z, il passe encore

les droites g^^ et b,. Pour que la droite g soit une tangente à la sur-

face S3 au point Z, il faut que le plan {{]h) passe par le point Z,
;

et réciproquement, aux faisceaux (/t), tels que l’axe h ren-
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contre la droite UZi, il correspond les droites tangentes en Z
à la surface S3. Ces droites h décrivent une quadrique qui con-

tient les droites æ, et
;

le lieu des points correspondant à ses

plans tangents est donc une quadrique qui passe par les droites

X et y. Les droites tangentes en Z forment donc un cône du

second degré, passant par les droites x, y, et en outre, comme on

le voit facilement, par les droites 6, et En général, ce cône

ne sera pas décomposable en deux plans. En effet, ces deux plans

doivent contenir les deux droites x et y; si un plan tangent les

contenait toutes les deux, chaque tangente dans ce plan rencon-

trerait la surface S3 en quatre points, puisqu’elle rencontre encore

la droite z; donc la surface serait décomposable. Si donc le cône

tangent se décompose, ce doit être en deux plans dont l’un con-

tient la droite x et l’autre la droite y. Aux points d’un plan pas-

sant par la droite x il correspond des plans passant par un point

fixe de la droite x,
;
pour que, par un point de la droite x,, il

passe une infinité de droites de l’hyperboloïde H2(x,
, yj), il faut

que cet hyperboloïde soit décomposable. L’hyperboloïde se

décompose lorsque deux des trois directrices se rencontrent
;

si

donc les droites Xj, y^ et le point U sont arbitraires, le point Z

sera un point conique. La surface S3 aura donc trois points

coniques, X, Y et Z.

(
3
)
Prenons le point U de telle manière que la droite UZi ren-

contre la droite y, ;
le point Z est maintenant un point bipla-

naire; en effet, les droites h qui rencontrent les trois droites Xj,

y, et UZ, forment deux faisceaux de droites plans : l’un a pour

centre le point de rencontre Yj des deux droites y, et UZj, et

son plan est le plan (xYj); l’autre faisceau a pour centre le point

de rencontre X3 de la droite x, avec le plan (yU). Aux droites

du premier faisceau, considérées comme étant des axes, il cor-

respond des droites tangentes en Z dans le plan (yY2); aux droites

du second faisceau il correspond les droites passant par Z, dans

le plan (xXj). Le point Z sera donc un point biplanaire 63; les

deux autres points doubles X et Y sont encore des points

coniques. Au faisceau (X3Y2) il correspond la droite d’intersec-

tion des deux plans tangents en Z. Si donc les trois points U, Yj
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et X3 sont en ligne droite, le point Z sera un point biplanaire B4.

La droite VZj est alors une droite a Nous somnaes arrivés,

ainsi, au résultat suivant :

Si le point U se trouve sur une des trois droites a qui passent

par un des trois points X^, ou Z^, la surface S3 aura un point

biplanaire B4, et deux points coniques. Puisque les droites a ne

se rencontrent pas, il n’y a pas de surface S3 avec deux points

biplanaires B4 et un point conique.

Si le point U se trouve sur la droite d’intersection des deux

plans (Zi, y)et (Y^, x), les points Z et Y seront des points bipla-

naires B3; si le point U est l’interseeiion de celte droite avec le

plan (Xf, z), les points X, Y et Z seront des points biplanaires B3.

y) Supposons que le point U se trouve sur une droite a; le

point A, correspondant à ce faisceau (a), de la cubique C3(x,ÿ,z),

sera un point conique de la surface S3. En effet, par le point A
il passe les trois droites de la surface AX = 6^, AY = 6, et

AZ = 6,. Ces trois droites ne sont pas dans un plan; puisque

le point A est seulement dans le plan (XYZ), si la droite a passe

par un des points X^, Y< ou Z^
; A n’est donc pas un point uni-

planaire; A n'est pas non plus un point biplanaire, puisque alors

un des plans tangents, au moins, devrait contenir deux des

droites 6,, 6, ou b,, donc aussi une des droites x, y ou z, et

ferait alors partie tout entière de la surface S3. A est donc un

point conique, et la surface 83 aura quatre points coniques.

§ 6. a) Supposons que les droites x, y et z passent par un

point Q. A un plan quelconque tz il correspond, en général, le

point Q. Si les trois plans des faisceaux (x), (y) et (z), corres-

pondant à un plan tz, ont un point commun, hors du point Q,

ces trois plans ont une droite commune qui passe par le point Q.

La surface S3 sera donc un cône.

Les plans tï, qui donnent des droites du cône S3, enveloppent

un cône de la troisième classe. En effet, soit l une droite passant

par le point U; les plans du faisceau (/) déterminent sur les

droites x^, y, et z, trois ponctuelles projectives; les trois fais-

ceaux de plans (x), (y) et (z) correspondants seront donc aussi

d
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projectifs. Le lieu des intersections de deux plans homologues

des deux faisceaux (ac) et {y) sera un cône du second degré; de

même, pour les deux faisceaux {y) et (2). Ces deux cônes se

coupent suivant quatre droites, dont l’une est la droite y. Les

trois autres droites seront des droites du cône S3, par consé-

quent par la droite l il passe trois pians tt, qui donnent des

droites du cône S3.

(
3
) La cubique c^{x, y, z) s’est décomposée en trois droites

/j, Igi à une droite a quelconque, il correspond le point Q,

mais il y a trois droites spéciales a,, 02» “s à chacune desquelles

il correspond une des droites I5. Supposons que le point U
soit sur une des droites a^, a^, 05 : sur par exemple. Le cône

enveloppe des plans tt, qui donnent des droites du cône S3,

se décompose en le faisceau (a^) et en un cône du second

degré ^2- Comme il y a deux plans tangents du cône 2s qui

passent par la droite a,, on voit que si on fait décrire le cône ^2

par le plan tz, ce plan passe deux fois par la droite a,
;
donc la

droite correspondant au plan tc passera deux fois par la droite. /^,

correspondant au faisceau (a^). Par conséquent, la droite /< est

une droite double du cône.

La droite sera une droite double proprement dite, une

droite de rebroussement ou une droite isolée, si par la droite

on peut mener deux plans tangents réels, coïncidents ou imagi-

naires au cône 22-

Pour démontrer autrement que la droite est une droite

double du cône S3, menons un plan arbitraire X par le point Q
et, dans ce plan, considérons le faisceau de droites g qui a pour

centre le point Q. A une droite g de ce faisceau il correspond

un plan si ÿ décrit le faisceau, les plans 71 enveloppent une

cubique gauche. Il passe trois plans osculateurs de cette cubique

par le point U; donc, dans le plan X il y a trois droites du cône

S3. Faisons passer le plan X par la droite l^. La cubique cor-

respondant aux droites du faisceau se décompose en le faisceau

(a^) et en un cône de la seconde classe ayant un plan en com-

mun. Par le point U il ne passe qu’un seul plan tangent au cône

de la seconde classe qui ne contient pas la droite 0| ;
il y a
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donc dans le plan X une seule droite du cône S3, distincte de la

droite . La droite est donc une droite double du cône Sg.

y) Supposons que les droites x tiy coïncident et que la droite

Z rencontre la droite xy. La surface S5 est un cône du troisième

degré dont la droite xy est une droite double.

Désignons par Xi, Yi, Zi les trois points de rencontre des

trois droites x^, y^ et avec le plan (z, xy). Si le point U se

trouve dans le plan (XiYiZi), la surface Sg se décompose en le

plan (z, xy) et une quadrique.

§ 7. Supposons que deux des droites x^, y^ et z^ soient dans

un plan
;
si on prend le point U dans le plan de ces deux droites,

la surface Sg se décompose.

Supposons que les trois droites y^ et z^ passent par un

point A
;
ce point A sera un point conique de la surface Sg.

Supposons que deux des droites x^, et z^ coïncident; pour

toute position du point U, la surface Sg se décompose.

Si les trois droites x^, y^, sont dans un plan, à un point P

de l’espace il correspond le plan (x^, y^,Zi)’, sauf pour les points

Pj, tels que les trois points Xj, Y,-, Z, soient en ligne droite. Pour

chaque position du point U, la surface Sg reste la même; sauf

dans le cas où le point Ll est situé dans le plan (x^, y<\,z^). Alors,

il lui correspond tout l’espace.

Si la droite x^ rencontre la droite x, la surface Sg se décom-

pose en le plan (x^x) et une quadrique.

Si les droites x^ et x coïncident, il correspond à un plan tc,

passant par le point U, une droite qui rencontre les deux droites

X et y. A la gerbe de plans de centre U il correspond, par con-

séquent, une congruence de droites.

Si les six droites x, y, z, Xj, y^, z, sont des génératrices du

même mode d’un hyperboloïde, les droites a coïncident avec les

droites 6 . Aux points d’une droite a il correspond les plans pas-

sant par cette droite. Les deux courbes Cg(x, y, z) et d^{x^
, y^ ,

z^)

sont remplacées par l’hyperboloïde H^fx, y, z) = Hj(x,
, y^, z^).

Cet hyperboloïde fait partie de la surface Sg pour chaque posi-

tion du point U.
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CHAPITRE IV.

Influence des singularités sur la classe.

§ I. Soit une droite qui rencontre la surface S3 aux points

Kj, K2, K3. Menons un plan a par la droite k et soit C3 la courbe

d’intersection avec la surface S3. Aux points de la courbe C3 il

correspond des plans qui passent par le point U et qui sont

tangents à la surface de la troisième classe A3 qui correspond au

plan a. Ces plans sont donc des plans tangents d’un cône de la

troisième classe, qui a le point U pour sommet.

Parmi ces plans tangents il se trouve les trois plans x,
,

xj

qui correspondent aux points K|, K^, K3, et les six plans singu*

liers qui passent par le point U, puisque tous les plans des

faisceaux (x,), (y^), (^,) et les plans osculateurs de la cubique

d3(xi, y y, zy) sout des plans tangents de la surface A3.

Pour tout plan a passant par la droite k, ces neuf plans seront

les mêmes. Aux courbes d’intersection des plans a qui passent

par la droite k il correspond donc un système de cônes de la

troisième classe qui ont le point U pour sommet et sont tous

tangents à neuf plans 6xes.

Un plan a passant par la droite k est un plan tangent à la

surface Sj si la courbe d’intersection Cj possède un point double.

Si la courbe possède un point double, le cône correspondant

a un plan bitangent et vice versa. Le nombre de plans tangents

qu’on peut mener par la droite quelconque Æ à la surface S3 est

par conséquent égal au nombre de cônes de la troisième classe,

tangents à neuf plans fixes, et qui possèdent un plan bitangent.

Ce dernier nombre est évidemment égal au nombre de courbes

du troisième degré d’un faisceau qui possèdent un point double.

Ce nombre étant, pour un faisceau du ordre, 3(n — I)^ est

donc douze. (Cremona, Curtze 88.)
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§ 2. Si des points de base d’un faisceau il y en a deux qui

coïncident, le nombre de courbes du faisceau qui possèdent un

point double est diminué de deux unités. (Cremona, Curtze 88a.)

Si donc des neuf plans fixes tangents aux cônes de la troi-

sième classe qui correspondent aux courbes d’intersection de la

surface S3 avec un faisceau de plans (A) il y en a deux qui

coïncident, le nombre de plans tangents à la surface S3 qu’on

peut mener par la droite n est diminué de deux unités.

Il s’ensuit que :

1 ® Si la droite k est tangente à la surface S3, le nombre de

plans tangents est diminué de deux unités.

2® Si deux des plans singuliers passant par le point L
coïncident, ce qui donne un point conique sur la surface S3

(ch. II, § i), le nombre de plans tangents passant par une droite

quelconque k est diminué de deux unités.

3® Si la droite k rencontre une des six droites de la surface S 3

qui correspondent aux six plans singuliers passant par le point U,

le nombre de plans passant par la droite k pour lesquels la

courbe d’intersection a un point double proprement dit, est

diminué de deux unités.

Le plan a passant par la droite k et la droite de la surface S3

compte pour deux plans tangents.

§ 3. Si des neuf points de base d’un faisceau de courbes du

troisième degré il y en a trois qui coïncident, le nombre de

courbes du faisceau qui admettent un point double est diminué

de trois unités.

Pour démontrer ce théorème, nous employons les notations et

la méthode de Cremona {Introduction à une théorie géométrique

des courbes planes). Soit 0^ le point où toutes les courbes du

faisceau osculent le même cercle, 0 ' un point sur la tangente

commune, et 0" un point non situé sur cette tangente.

Faisons les remarques suivantes :

1® Les premières polaires du point 0 pour toutes les courbes

du faisceau seront toutes tangentes à la droite 00 '.
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2® La courbe du faisceau qui a ce point O pour point double

est tangente en O à la droite 00'.

3“ Les premières polaires du point 0' passent toutes par le

point 0 .

4® La première polaire du point 0' pour la courbe du faisceau

qui a le point 0 pour point double est tangente à la droite 00 '.

5“ La droite 00' est tangente en 0 à la première polaire du

point 0 pour la courbe du faisceau qui a le point 0 pour point

double.

Cette polaire est une conique avec un point double, qui est

donc décomposable en deux droites passant par 0 ;
l’une de ces

droites est la droite 00'. Il suit de là que du faisceau des pre-

mières polaires du point 0
,
qui est formé par des coniques

tangentes en 0 à la droite 00 ', il y a trois points de base

coïncidents en 0 .

On trouve maintenant facilement que la courbe, lieu des

intersections de eourbes homologues des deux faisceaux de

premières polaires des points 0 et 0 ', possède un point double

en 0 et que la droite 00 ' y rencontre cette courbe en quatre

points et y est la seule droite tangente. Il y a donc en 0 deux

branches de cette courbe qui sont tangentes à la droite 00 '.

La courbe, lieu des intersections des courbes homologues des

deux faisceaux de premières polaires des points 0 et 0 ", a le

point 0 pour point double et la droite 00 ' est tangente à une

des branches qui y passent.

De ces deux courbes du quatrième degré, il y a donc

2 X 2 -I- 2 = six points de rencontre réunis en 0 ;
le nombre

de points de rencontre différents des points de base du faisceau

de premières polaires du point 0 est donc

4(n — — 6 —
}
(n— If— 3 {

= 5 (n — 1 f — 3.

De ce qui précède il ressort que, si des neuf plans fixes tan-

gents à tous les cônes de la troisième classe qui correspondent

aux courbes d’intersection de la surface S 3 avec les plans du



( )

faisceau (k) il y en a trois qui coïncident, le nombre de plans

tangents passant par la droite k est diminué de trois unités.

Par conséquent : 1“ Si la droite k est une tangente inflexion-

nelle de la surface S3, le nombre des plans tangents qui passent

par elle est diminué de trois unités;

2° Si des plans singuliers qui passent par le point U il y en

a trois qui coïncident, ce qui donne un point biplanaire B3 sur

la surface S3 (ch. 11, § 2), la classe de la surface S3 est diminuée

de trois unités.

§ 4. Si des points de base d’un faisceau de courbes du troi-

sième degré il y en a quatre qui se sont réunis en un seul, le

nombre de courbes du faisceau qui ont un point double est

diminué de quatre unités.

Démonstration. Soient Cs= 0 et câ = 0 deux courbes du

faisceau
;

elles peuvent toujours être représentées par les équa-

tions

c- = (y
-4- Mj)

I
c {bij -t- I

)
-- ax

j

-4- yVi = 0 ;

C3 = (ÿ -H Mj)
j
c\by -4- 1) -+- a'x| -t- yv\ — 0.

Dans ces équations, w,, u* et v\ sont des fonctions homogènes

du second degré en x et y.

Le faisceau des premières polaires de l’origine O est

c =
j

y{cby -4- c -4- ax) -4- c{y -4-
j

-4- A
J
y(c’hy -4- c' -4- u'x) -4- c\y -4- Wj)

{
.

Le faisceau des premières polaires du point O', intersection

de la droite j/
= 0 avec la droite de l’infini, est

I

+ c -4- ax) -4- a(ÿ -4- Mi)
î/

j

i

du^ 1— (c’by -4- c' + a'x) -4- a' (y -4- Mj) -4- y— > = 0.

dx dx
)
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La courbe, lieu des points d’intersection des courbes homo-

logues de ces deux faisceaux, est

i

dui
I

2yx SÿMj — hy^
I

{ca — ae')

( dv'i dv^\
( I

c j OMî^* UiX ——H > (ca' — ca'

]

,, 3 J dv'i ,dVi\ I ,dv^\

La forme de l’équation montre qu’il y a en O deux branches

do la courbe tangente à la droite y = 0. En cherchant les inter-

sections de cette courbe avec la conique y 4- Mj = 0, on trouve

que le point O compte pour cinq points de rencontre; cette

conique est donc osculatrice à une des branches de la courbe

du quatrième degré.

Le faisceau de premières polaires du point O", qui est l’in-

tersection de la droite x= 0 avec la droite de l’infini, est

l(*S)
1 dv^

)

1
(cby -4- c 4- ax) (y Mo) c6 -t- w, 4- y >

»y )

1 )

1

{c’by c' -h a'x) (y -h Mo) c’b -4- y—
|

La courbe formée par les intersections de courbes homologues

des deux faisceaux de premières polaires des points O et O" est

la courbe suivante :

(

dMj \

xy— u^x — btfx
j

[ca' — ac') -h -2y{cv'i — cv.)

I dv'i dVi\ /, dUi .

‘'î'V rfj-
' * r* 57 "'•‘n “ '

dy

( ( dvi ,
dvA 1

, ,

(ht/ -t- «,)
I

{cv'i — c'tg y — « ^‘2)

/ dv[ ,dv^\
xy
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Cette courbe a l’origine pour point double et la droite t/ =0
est une des tangentes. Des points d’intersection de cette courbe

avec la conique y -i- t/j= 0 , il y en a quatre qui se sont réunis

dans l’origine. Celte conique est donc osculatrice à la branche

qui est tangente à la droite ÿ = 0 .

Le point O doit donc compter pour sept points d’intersection

des deux courbes du quatrième degré. Le point O compte pour

trois points parmi les points de base du faisceau de premières

polaires du point O. Le nombre de points d’intersection des

deux courbes du quatrième degré différents des points de base

du faisceau des premières polaires du point O est, par consé-

quent,

4(n_l)*_7—
j
(«_'!)*_ 5

(
=3(n— — 4.

Ces points étant les points où passent trois premières polaires

homologues de trois points O, O', O" non situés en ligne droite,

sont des points doubles de courbes du faisceau. Le nombre de

courbes du faisceau qui ont un point double est donc diminué

de quatre, par le fait que quatre points de base coïncident.

La coïncidence de quatre plans singuliers passant par le

point U, ce qui donne sur la surface Sj un point biplanaire 64

(ch. Il, § 3), diminue donc la classe de la surface S5 de quatre

unités.

§ S. a) Si parmi les neuf points de base il y en a trois sur

une droite, une des courbes du faisceau se décompose en cette

droite et en une conique.

Cette cubique décomposable donne deux points doubles; le

nombre de courbes du faisceau qui ont un point double propre-

ment dit est donc diminué de deux unités.

Par conséquent, si parmi les six plans singuliers passant par

le point U il y en a trois qui passent par une droite, ce qui

donne une surface S3 avec un point conique (ch. Il, § 4, a.), la

classe de la surface S 3 est diminuée de deux unités.

Si la droite k rencontre une droite de S3 , il passe par la
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droite ik trois plans tangents à tous les cônes K3. Le plan (kg^)

compte donc pour deux plans tangents.

Si la droite k rencontre la droite g\, six des neuf plans tan-

gents communs aux cônes k- sont tangents au cône t'; les trois

autres plans passent par conséquent par une droite, et le plan kgl

doit compter pour deux plans tangents.

(
3
) Si parmi les neuf points de base il y en a trois sur une

ligne droite / et un autre point de base qui coïncide avec un de

ces trois points, P, de manière que toutes les courbes du fais-

ceau ont en P une tangente commune distincte de la droite l, le

nombre de courbes du faisceau qui ont un point double est dimi-

nué de trois unités.

En effet, la conique qui, avec la droite /, forme une courbe

du faisceau, doit passer par le point P. Cette cubique décom-

posable est donc la courbe du faisceau qui a le point P pour

point double, et de ce chef, il faut «liminuer le nombre de points

doubles situés sur des courbes du faisceau de deux unités.

La cubique décomposable possède encore un point double ;

donc il faut encore diminuer d’une unité le nombre de points

doubles restant pour les autres courbes du faisceau.

Par conséquent, si par une droite / passant par le point U il

passe quatre plans singuliers, dont deux coïncident, ce qui donne

une surface S3 avec un point biplanaire Bg (ch. Il, § 5 ,
a), la

classe de la surface S3 est diminuée de trois unités.

Par un raisonnement analogue au précédent, on voit que si

des neuf points de base il y en a trois en ligne droite et qu’en

même temps un de ces trois points s’est confondu avec deux

autres points de base, le nombre de courbes du faisceau qui ont

un point double est diminué de quatre unités.

Par conséquent, si le point ü est situé sur une droite /, par

laquelle il passe cinq plans singuliers dont trois coïncident, ce

qui donne un point biplanaire B4 sur la surface S3 (ch. II, § 5 , (
3),

la classe de cette surface est diminuée de quatre unités.

y) Si parmi les neuf points de base il y en a trois sur une

droite /, tandis que deux de ces points A et B se sont réunis

chacun avec un autre point de base, le nombre de courbes du
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faisceau qui ont un point double est diminué de quatre unités.

La conique, qui avec la droite l forme la cubique décompo-

sable du faisceau, passe évidemment par les points A et B.

Comme en A et B se sont réunis deux points de base, il passe

par A et par B une cubique à point double, pour laquelle il faut

diminuer le nombre de courbes du faisceau à un point double

de deux unités. Ces deux cubiques ne font qu’une, à savoir la

cubique décomposable
;
donc du chef de cette cubique décom-

posable il faut diminuer le nombre de courbes à point double

de quatre unités.

Par conséquent, si le point U est situé sur une droite l par

laquelle il passe cinq plans singuliers, et que parmi ceux-ci il y

ait deux couples qui coïncident, ce qui donne un point bipla-

naire B4 sur la surface S3 (ch. III, § 3
, y), la classe de la sur-

face S3 est diminuée de quatre unités.

Par un raisonnement analogue au précédent, on voit que, si

des neuf points de base il y en a trois en ligne droite et qu’un

de ces trois points coïncide avec deux autres points de base, le

nombre de courbes du faisceau qui possèdent un point double

est diminué de cinq unités.

Par conséquent, si par une droite / passant par le point U il

passe six plans singuliers dont trois coïncident et encore deux

autres aussi, ce qui donne sur la surface Sg un point bipla-

naire Bg (ch. III, § 3
, y), la classe de cette surface Sg est dimi-

nuée de cinq unités.

§ 6. Si parmi les neuf points de base quatre coïncident en un

seul O, tandis que sur la tangente en O à toutes les courbes du

faisceau il y a encore un point de base, le nombre de courbes

du faisceau à point double est diminué de six unités.

Démonstration. Le faisceau peut se mettre sous la forme

[(y
-4- M,) {cax by c) yv^

- A [(y 4- Mj) [c’ax -H b’

y

+ c') -t- yv^] = 0;

Ut, i'i et î j étant de nouveau des formes homogènes du second

degré en x et y.
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Le faisceau de premières polaires de l’origine O est

[2cy CMj by^ + caxy] — A[2c'j/ c'a* -+- h'rf -t- daxy] =0.

La seule courbe décomposable de ce dernier faisceau étani la

courbe (6c' — cô'jy® = 0, les quatre points de base de ce fais-

ceau coïncident en O.

La courbe Coo-, beu des intersections de courbes homologues

des deux faisceaux projectifs de premières polaires des points O
et O', O' étant un point sur la tangente en O aux courbes du

faisceau y = 0, est la courbe

(2cy CMg + ljy‘‘ caxy)

dws
, , , , ,

dv'i— (c ax H- 0 y -t- c
)

-t- (y -h Ui) c a -h y—nx ax

— (2c'iy -4- c'«i + b'y^ + c'axy)

ce qu’on peut mettre sous la forme

y[yw^ -4- Ws) = 0,

lOj et lOj étant des formes homogènes du premier et du troi-

sième degré en x et y.

En prenant un point O" sur l’axe des Y, on trouve pour la

courbe Coo-, beu des intersections de courbes homologues des

deux faisceaux projectifs de premières polaires des points O et O",

(2cy -4- cMg -4- 6y* caxy)

I , , , ,

-4- —
I

(c ax -4- 6'î/ + C
)

-4- (y
-4- î/j) 6

dv'i

^ dy

— (2c'y -4- c'ug -4- 6'y* -4- c'axy)

(

dui\ dVi )

1 -4- —
j

(cax -4- 6y -4- c) -4- (y
-4- M,) 6 -4- -4- y—

I

= 0.
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CeUe courbe peut se meure sous la forme

ywt + u\ = 0 .

Parmi les points de rencontre des courbes Cqo- et Co^ , »
dix

se réunissent en 0. En effet, la droite y = 0 rencontre la

courbe Coo» en 0 en quatre points. Le point 0 est un point

double de la courbe Coo„ et de la courbe du troisième degré

yw, u-5= 0 .

De plus, la tangente aux deux brandies de la première est

aussi tangente à une des branches de la dernière.

Des points de rencontre de ces deux courbes, il y en a donc

six qui se réunissent en 0. Le point 0 doit donc compter pour

dix points de rencontre des courbes Coo, et Coo-. Ces deux

courbes se rencontrent encore en six points qui ne sont pas des

points de base du faisceau de premières polaires du point 0 .

Ces six points sont donc des points doubles de courbes du

faisceau. Ordinairement il y a douze points doubles; ce nombre

a donc été diminué de six unités.

Par conséquent, si des six plans singuliers qui passent par le

point U, cinq passent par une droite et si de ces cinq plans

quatre coïncident, ce qui donne sur la surface S 5 un point

uniplanaire Ug (ch. III, § 3, e), la classe de la surface S 3 est

diminuée de six unités.
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SUR

LE FROTTEMENT INTÉRIEUR

DANS

QUELQUES MÉTAUX

Des expériences très intéressantes ayant été faites sur le frot-

tement intérieur des liquides et des gaz, nous avons été amené

à examiner si nous ne pourrions pas faire quelques expériences

semblables sur le frottement intérieur des métaux.

On peut admettre que :

Le frottement intérieur d’un solide est proportionnel à Veffort

nécessaire pour déterminer
,
toutes choses étant égales, un même

écrasement ou un même déplacement des molécules les unes par

rapport aux autres.

L’appareil dont nous nous sommes servi pour nos expériences

se compose essentiellement :

D’un réservoir en fonte V; sous ce réservoir se trouve un

foyer à gaz; à l’intérieur, un disque d’acier poli R, sur lequel

nous disposerons les corps à employer dans nos expériences.

Sur ce disque vient s’adapter une autre tige en acier M, qui

glisse dans une ouverture O (nous avons eu soin de munir cette

tige d’une rainure qui l’empêche de tourner et qui évite par 15
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même des torsions qui auraient pu se communiquer aux masses

métalliques dont nous nous servons). Les cylindres de métal

que nous avons pris seront disposés entre cette tige mobile et

le disque d’acier R dont il a été question précédemment. Sur

l’extrémité supérieure de cette tige repose un levier qui a son

point d’appui en K; en L se trouve un crochet auquel nous sus-

pendrons les poids destinés à mesurer les pressions que les

cylindres métalliques supporteront.

Dans notre levier, la résistance sera donc exercée en H
;

la

v' ®t' ©
B'

r
© !

iis

r

puissance en L et le point d’appui en K. Notre appareil a été

construit de telle façon que le bras de levier de la puissance soit

dix fois plus grand que le bras de levier KH de la résistance;

par conséquent, les poids supportés par nos petits cylindres

seront dix fois plus grands que ceux que nous mettrons sur le

plateau A de notre appareil.

Notre réservoir V aura été divisé en deux compartiments et,

afin de maintenir la température uniforme, nous avons placé



à rintérieur de l’amiante. Pour nous assurer de cette constance

de température, nous avons employé deux thermomètres, l’un

placé en T et l’autre en t.

Pour mesurer les variations de hauteur avec les pressions,

nous avons adapté en E une échelle divisée, devant laquelle se

meut une aiguille fixée à une tige qui est posée sur le levier.

Nous avons constaté très facilement qu’à un abaissement d’une

division de l’échelle correspondait une diminution de la hauteur

du petit cylindre de 0™,00043.

Donc, pour récapituler : une division de l’échelle vaut 0”,00045

comme abaissement de hauteur du cylindre.

20 kilogrammes disposés sur le plateau exercent sur nos

petits cylindres une pression de 200 kilogrammes.

Avant de commencer nos expériences, nous avons une

remarque à faire. Lorsque nous exerçons une certaine pression

sur le levier, pression eommuniquée aux petits cylindres, nous

voyons naturellement ceux-ci s’aplatir et, par conséquent, leur

surface supérieure devenir plus grande; pour pouvoir arriver à

un résultat, nous devrions faire nos calculs sur des cylindres

dont les hauteurs diminueraient, mais dont les surfaces reste-

raient constantes.

Il est logique d’admettre que la pression que nous devons

employer devra être d’autant plus grande pour une même dimi-

nution de hauteur que la surface sera plus grande. Ce qu’il fal-

lait vérifier.

A cet effet, nous avons employé trois métaux : le plomb, le

cuivre et le zinc. Nous avons obtenu des résultats concordant

avec la loi que nous venons d’admettre. Il nous suffira de rendre

compte des résultats obtenus avec un seul métal, le plomb par

exentple.

Nous avons pris notre cylindre de plomb de 0“,01 3 de hauteur

et 0”,007 de diamètre et nous l’avons placé dans notre appareil

en c. Exerçant une pression de 400 kilogrammes en c, la surface

supérieure devenait double de ce qu’elle était primitivement,

et (h; 38””^ de surface qu’elle avait d’abord, elle en atteignait

alors 76 et nous remarquions que pour obtenir une même dimi-



nulion de hauteur du cylindre nous devions appliquer en c un

poids deux fois plus fort, c’est-à-dire 800 kilogrammes, et en

continuant de celle façon, on avait ensuite à ajouter 1600 kilo-

grammes lorsque la surface était quatre fois plus grande qu’au

début de notre expérience, et ainsi de suite
;
cependant, il arri-

vera un moment où le cylindre sera devenu tellement mince

qu’une augmentation considérable de pression sera d’un effet

à peu près nul; nous voyons donc que la loi que nous venons

d’énoncer n’est néanmoins qu’une loi limite, mais que nous

pourrons employer, parce que, comme nous le verrons plus loin,

nous n’avons exercé que des pressions variant entre 2200 et

5400 kilogrammes. Nous verrons aussi par la suite que nous

nous sommes borné à expérimenter entre des limites variant

de 2200 à 5400 kilogrammes pour une raison plus importante

encore que la précédente. Donc, dans tous les calculs que nous

emploierons par la suite, nous aurons tenu compte implicitement

de la remarque précédente.

Voici comment nous avons ensuite opéré : Nous avons pris un

cylindre en plomb de 0“,015 de hauteur et de 0”,007 de dia-

mètre, et nous l’avons introduit en c dans un bain d’air chaud

en V, et nous avons divisé notre expérience en deux parties :

1. Maintenir la température constante et faire varier la pres-

sion en notant les hauteurs que prenaient successivement nos

petits cylindres suivant les variations de pression.

2. Maintenir la pression constante et faire varier la tempéra-

ture en faisant les mêmes observations que dans le premier cas.

I.

TEMPÉRATLUE CONSTANTE ET PRESSION VARIABLE.

Le plomb étant, comme nous l’avons dit, introduit dans l’ap-

pareil, nous avons d’abord expérimenté à la température ordi-

naire, soit 20“.

Ayant déposé en A un poids de 4 kilogrammes, ce qui fait



donc 40 kilogrammes appliqués sur noire métal en c, d’après ce

que nous avons dit au commencement de ce rapport sur le levier

dont nous nous servions, le cylindre avait alors [une hauteur de

0””,0133, ce que nous mesurions à l’aide de notre échelle E,

eu égard à la donnée connue naturellement que, une division

de l’échelle vaut 0”,00043, mesure que nous avons contrôlée

à l’aide du vernier
;
ajoutant ensuite 6 kilogrammes en A, soit

donc 60 kilogrammes appliqués en c
;

la hauteur du cylindre

était de 0“,01
;
avec 10 kilogrammes en A en plus, soit donc une

pression de 100 kilogrammes en c, la hauteur était de 0”,008;

avec 20 kilogrammes, donc 200 en c, la hauteur était de 0",006.

Nous avons remarqué que jusqu’à ce point le corps se compri-

mait d’une façon tout à fait anorn)ale : à la moindre augmenta-

tion de pression correspondait une diminution assez forte de la

hauteur, et à partir de ce moment les diminutions de hauteur

étaient régulières et variaient suivant une certaine loi, en ajou-

tant ensuite bO kilogrammes en A, soit SOO en c, donc la hau-

teur était alors de O^.OOS, puis avec 500 kilogrammes en plus,

la hauteur était 0”004; avec 500 kilogrammes encore en plus,

0“,003, et ainsi de suite, jusqu’à ce que la hauteur soit de

0™,002
;
nous avions alors exercé une pression de 2600 kilo-

grammes, alors la diminution de hauteur devient insensible.

Pour plus de facilité, nous allons construire un diagramme, pour

tenir compte de ces résultats, nous porterons les pressions en

abscisse et les hauteurs en ordonnée; nous prenons l’échelle

suivante : en abscisse, 1 millimètre représente une pression de

20 kilogrammes exercée sur le corps en c; en ordonnée, 1 mil-

limètre de la hauteur du cylindre est représenté par 5 milli-

mètres et nous avons ainsi agrandi la hauteur pour en rendre

plus visibles les diminutions; par un procédé connu, nous obtien-

drons une courbe qui, pour le plomb, donnera les variations de

hauteur avec les variations de pression.

Nous pouvons déjà remarquer que, dans le plomb, les molé-

cules n’étaient primitivement pas en équilibre stable; elles

n’acquéraient un étal d’équilibre stable que lorsqu’il s’était pro-

duit un certain tassement; celle remarque se tire très facilement



du diagramme que nous avons construit ci-contre. Nous avons

ensuite expérimenté à des températures intermédiaires entre

20 et 120°, mais toujours en maintenant notre température con-

stante, les pressions variant, mais nous obtenions des courbes

qui se confondaient pour ainsi dire avec celles que nous avons

obtenues; à une même pression cependant correspondaient des

hauteurs sensiblement plus faibles. Les proportions dans les-

quelles nous avons construit nos diagrammes ne permettaient

pas d’en tenir compte. Nous maintenions ensuite notre tempéra-

ture à 120“ et nous recommencions le même travail que précé-

demment
;
nous obtenons une nouvelle courbe; puis à 220°, par

un même raisonnement, nous obtenons une troisième courbe.

A une température plus élevée que 220°, nous ne pourrions plus

être assez rigoureux dans nos expériences, attendu que le plomb

étant fusible à 320°, devient déjà trop mou à une température

de 250°; de plus, l’appareil dont nous nous servions étant cliaulfé

au moyen d’un foyer à gaz et vu ses dimensions assez fortes,

nous ne pouvions guère atteindre des températures de beaucoup

supérieures à 300°.

Nous pouvons remarquer aussi, d’après les courbes obtenues,

que pour le plomb, à partir d’une pression qui est voisine de

3200 kilogrammes, à de grandes augmentations de pression cor-

respondent de petites diminutions de hauteur; à partir de ce

moment, les courbes deviennent asymptotiques à l’axe des x.

C’est ce qui pouvait être prévu du reste, car il était logique

d’admettre que la hauteur ne pouvait diminuer indéfiniment :

c’est ce qui se traduit en ce que notre courbe devient asymptote.

Donc, en résumé, deux variations anormales des hauteurs

avec les pressions.

II.

PRESSION CONSTANTE ET TEMPÉRATURE VARIABLE.

Il était aussi naturel de voir de quelle façon allait se compor-

ter le corps lorsque, la pression étant constante, la température

était variable.



Nous avons fait supporter à notre petit cylindre de plomb une

pression de 2200 kilogrammes et nous avons commencé à chauf-

fer l’appareil au moyen de notre foyer à gaz; nous avons alors

soigneusement examiné la marche des thermomètres (T, T') et

{t, l') de notre appareil, en même temps que les diminutions de

hauteur. Nous avons trouvé, avec une telle pression, et à 20®, la

hauteur (trois fois plus grande naturellement, comme nous

l’avions prise précédemment dans la courbe des variations de

hauteur avec les pressions) était de 0™,008 à 60"; de 0'",006d

à 100°; de 0“00o à 140"; de 0“,004 à 180°; de 0”,003 à 220°.

Pour rendre ces résultats plus profitables et pour en tirer des

conclusions avec plus de facilité, nous avons encore employé un

diagramme, en prenant comme abscisse les températures; à

l’origine correspond la température normale de 20° et 2° du

thermomètre étant représentés par 1 millimètre, en ordonnée;

nous prenons toujours les hauteurs et adoptons les mêmes con-

ventions que précédemment.

Construisons notre courbe ; nous obtenons une droite qui se

rapproche de l’axe des abscisses en même temps que la tempé-

rature augmente. Nous avons fait la même expérience; mais avec

une pression constante de 2600 kilogrammes nous obtenons

encore une droite et nous remarquons que pour une même
température la hauteur des cylindres était un peu moindre que

dans le premier cas, c’est-à-dire à une pression de 2200 kilo-

grammes. Nous avons renouvelé la même expérience avec une

pression de 5000 kilogrammes et nous obtenions encore une

nouvelle droite. Nous n’avons pu apprécier et mesurer les hau-

teurs que jusqu’à une température d’environ 170°; à partir de

là, ces hauteurs devenant trop faibles, nous aurions pu com-

mettre des erreurs absolument trop grandes, qui auraient pu

influencer notre résultat final. De plus, comme nous l’avons

iléjà dit, le métal devenant mou, ne se comprime plus qu’avec

une très grande irrégularité. Telle est la raison pour laquelle

nous n’avons pas poussé nos expériences plus avant. Comme
on aura pu aussi le remarquer, nous n’avons pas pris une près

sion inférieure à 2200 kilogrammes, quoique nous ayons pu le
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faire, mais cela pour une raison que nous verrons par la suite

et dont nous ne parlerons pas maintenant, n’ayant encore expé-

rimenté que sur un seul corps. Nous remarquons aussi que nos

droites deviennent asymptotiques à l’axe de x. Donc, d’après ce

que nous avons obtenu, nous pouvons en déduire que pour le

plomb :

Les diminutions des hauteurs sont proportionnelles aux aug-

mentations de température, ou encore : le frottement est inver-

sement proportionnel à la température.

Pour voir jusqu’où notre loi est rigoureuse, nous nous servons

du tableau ci-dessous.

Nous avons (D. I.) la variation de hauteur avec les tempéra-

tures, les courbes étant tracées en connaissant quelques points

de repaire; les données étant celles vues précédemment. La

droite supérieure est celle pour laquelle le corps supporte une

pression constante de 2200 kilogrammes; la seconde pour une

pression de 2600 kilogrammes et la droite inférieure pour une

pression de 3000 kilogrammes. (D.II.) est la courbe de la varia-

tion de hauteur avec les pressions
;

la courbe supérieure corres-

pondant à une température de 20®, la seconde 120“ et la troi-

sième 220“.
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Ces résultats théoriques étant obtenus, voici maintenant un

tableau des résultats observés pour le plomb :

PRESSION.

1

O

1

9^ 4C» 60» eO00 dOO» 120» 140» ICO» O00 220»

2200 kg. . 8 7,

S

7 6 O Ko 4 3,0 3 2

2600 id. . 6 - 8’/4 4 5/4 - 4 — - 3 2

3000 id. . 0 — i — 3 — 2 1

Les chiffres indiqués dans les colonnes ci-dessus expriment

des millimètres. En comparant ce tableau avec les courbes obte-

nues, et négligeant de légères erreurs d’observation, nous voyons

que la loi énoncée se vérifie pour ce corps.

Il s’agirait maintenant de savoir si la loi est générale et si elle

se vérifie également pour d’autres corps. A cet effet, nous nous

sommes servi des métaux suivants : l’argent, le platine, le palla-

dium, le cuivre, l’or, le zinc, l’aluminium, l’étain et le fer. Avec

cette série de dix métaux, nous pouvons aisément en déduire

l’exactitude de la loi trouvée pour le plomb.

Nous pourrions recommencer pour chacun de ces corps le

raisonnement que nous avons fait précédemment pour le plomb,

mais nous nous bornerons à dresser uti tableau contenant tous

les résultats observés et les diagrammes que nous avons obtenus.

Il y a cependant pour certains de ces corps certaines anoma-

lies que nous allons d’abord donner sous forme de remarque.

D’abord le zinc. 11 se comporte comme le plomb, avec cette

différence que les courbes de variations des hauteurs avec les

pressions s’abaissent moins rapidement que pour le plomb et

qu’elles ne deviennent une droite qu’à partir du moment où l’on

exerce une pression de 2200 kilogrammes; cette droite devient

asymptotique à l’axe de x, à partir du moment où la pression

est d’environ 3200 kilogrammes.
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Pour l’aluminium, nous remarquons qu’à la température ordi-

naire et jusqu’à une pression de iOOO kilogrammes le métal se

comprime régulièrement, et en augmentant la pression jusque

environ 2200 kilogrammes, le métal semble s’affaisser subite-

ment et au delà de 2200 kilogrammes se comprime encore d’une

manière régulière.

Tenant compte de nos résultats au moyen d’un diagramme,

nous obtenons une courbe qui devient asymptotique à l’axe dex

dès que la pression est d’environ 3S00 kilogrammes. Nous avons

noté nos résultats à différentes températures : à 20°, 70°, 120°,

170° et 220°, et chaque fois nous avons obtenu une courbe ana-

logue à la première. Nous pouvons ajouter ici une remarque.

Nous avons dit que le corps se comprimait d’abord régulière-

ment pour se comprimer ensuite irrégulièrement
;
notons tous

les points qui coïncident à cette variation anormale et relions-les

par une courbe; il existe de nouveau un passage de la compres-

sion irrégulière à une compression régulière; nous pouvons

encore noter tous ces points et les relier par une courbe; ces

deux courbes semblent se réduire à deux droites qui paraissent

concourir.

Par analogie, avec ce que l’on connaît concernant la tempéra-

ture, prolongeons ces deux droites qui semblent se rencontrer,

et nous obtenons ainsi une nouvelle courbe. Nous verrons plus

loin les conclusions que nous pourrons en tirer.

L’étain se comporte tout à fait comme le plomb, à quelques

petits changements près et que nous pourrons du reste constater

sur notre courbe.

Le fer se comprimait très régulièrement de prime abord et

nous aurions pu être amené à croire que cet affaissement, que

nous avions constaté pour les autres métaux, n’existait pas pour

le fer, car avec 5600 kilogrammes de pression, nous obtenions

toujours une compression très régulière. Cela provenait peut-être

de ce que notre cylindre en fer était trop résistant et il se peut

que, si nous avions continué à augmenter la pression, ce que

nous ne pouvions faire par suite d’une défectuosité de notre

appareil, nous serions parvenu à avoir une courbe analogue
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à celles obtenues précédemment. Nous avions donc à faire une

expérience complémentaire. A cet effet, nous nous sommes servi

d’un cylindre de dimension moindre. 11 avait actuellement 0“,01

de liauteur et 0”,004 de diamètre; nous avons opéré comme pré-

cédemment et nous avons obtenu pour le fer des résultats ana-

logues anx précédents. Nous avions une courbe et nous sommes

parvenu, par analogie avec les courbes obtenues pour des cylin-

dres de mêmes dimensions en plomb et en zinc, à la raccorder

avec celle que nous aurions obtenue si les cylindres avaient eu

les dimensions primitives. Donc, la courbe que nous avons en

dernier lieu, c’est-à-dire celle dont nous avons tenu compte dans

notre rapport, est celle d’un cylindre de 0”,015 de hauteur et

0™,007 de diamètre, mais soumis à une pression plus élevée.

Nous remarqu’ons aussi cet affaissement du métal lorsqu’on

arrive à une certaine pression.

Pour l’argent, notre courbe est toujours très régulière, et cette

compression subite, ensuite cette régularité de compression que

nous avons remarquées, se dessinent beaucoup mieux et nous

permettent de tracer la courbe obtenue en reliant tous les points

où commence l’affaissement et où il finit avec une assez grande

régularité.

Pour le platine, nous avons eu le même travail à faire que

pour le fer; nous n’avions de prime abord constaté aucune ano-

malie, et la courbe de variation des hauteurs avec les pressions

se réduisait à une droite. Les remarques et les résultats obtenus

pour le fer nous indiquaient clairement ce que nous avions

à faire et c’est ce qui nous a amené à des résultats tout à fait

semblables aux autres.

Pour le palladium, nous avons obtenu une courbe semblable

aux autres, mais ici, il y avait bien un moment où se produisait

l’affaissement, mais les proportions dans lesquelles nous avons

fait nos courbes le rendent très peu visible.

Eupn, pour le cuivre et l’or, nous n’avons rien à ajouter
;

ce.s

deux corps se comportaient comme le faisait l’argent Ces remar-

ques étant faites, nous allons maintenant faire ce que nous avons

fait avec le plomb : c’est-à-dire tracer toutes les courbes que
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nous avons faites, d’après la méthode de construction par points

en conservant toutes les mêmes conventions que celles que nous

avons faites pour ce métal.

Pour plus de facilité, nous avons fait toutes ces opérations et

les avons notées dans un tableau semblable à celui que nous

avons fait pour le plomb; les chiffres qui se trouvent dans les

colonnes expriment des millimètres. Comme pour le plomb, les

hauteurs respectives des cylindres sont multipliées par 3, afin

de rendre plus apparents les résultats que nous voulons en

déduire. Nous pourrons maintenant faire remarquer que ce que

nous avons dit primitivement, que la loi n’était vraie qu’entre

certaines limites et à de légères différences près, nous avons pu

concidérer notre loi comme étant rigoureuse pour des pressions

comprises entre 2200 et 3600 kilogrammes.

Nous pouvons donc maintenant, avant de conclure, comparer

d’une part les courbes obtenues et les résultats observés, le tout

étant contenu dans les tableaux suivants.

A. B. — Pour le platine et le fer, qui sont englobés dans le

tableau, d’après les calculs que nous avons faits, nous avons

à ajouter environ 2000 kilogrammes, provenant de ce que, en

employant les cylindres primitifs, nous ne disposions pas de

poids assez forts. Nous devrons donc lire dans la colonne

2200 kilogrammes : (2200 -i- 2000 kg.) =4200 kilogrammes;

dans la colonne 3000 kilogrammes
: (3000 + 2000 kg.)

= oOOO kilogrammes.
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Température de 20°.

2-200 kg. 2400 kg. 2600 kg. 2800 kg. 3000 kg. 3200 kg. 3400 kg.

Argent . . 33 30 27 24 21 18 io

Platine . . 43 - 38 37 — 35

Palladium . 28 26 24 22 20 18 17

Cuivre . . 28 27 26 25 24 23 21,5

Or. . . . t8 17 16 14 13 11,5 10

Zinc . . . 17 16 lo 14 — -

Plomb . . 8 7 6 O 4 3 2

Aluminium . 23 24 23 22 20 19 18

Étain . . . 7 - 6 - 5 - 4

Fer . . . 39 —

-

— 38 — 37,5 37

Température de 70®.

2200 kg. 2400 kg. 2600 kg. 2800 kg. 3000 kg. 3200 kg. 3400 kg.

Argent . . 27 24 21 18 14 12 10

Platine . . 38,5 — 38 - 36 - 34,5

Palladium . 23,5 24 23,5 20,5 19 17,3 16

Cuivre . . 26,0 24,3 24,5 24 23 22,3 20,3

Or. . . . 16 15,3 14 12,3 11,5 - -

Zinc . . . 12,3 11 10 8,5 - -

Plomb . . 6,5 5,5 4,5 3,5 2,5 1,5

Aluminium

.

22 21 20 19 18 17 16

Ëtain. . . 6 - 5 - 4 - 3

Fer . . . 38 — — 37 — — 36
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Température de 120“.

2200 kg. 2400 kg. 2600 kg. 2800 kg. 3000 kg. 3200 kg. 3400 kg.

Argent , . 21 19 17 io 13 11 8

Platine . . 38 - 37 - 3o — 34

Palladium . 24 23 22 20 18,3 17 13

Cuivre . . 23 24 23 22,3 22 20,3 19,3

Or. . . . 14 13,3 13 11,3 10 9 8

Zinc . . . 7 6 5 4 — - -

Plomb . . 4,3 4,3 4 3,0 3 2,3 -

Aluminium . 19 18 17 16 13 14 13

Étain . . . 3 4,0 4 3,0 3 2,3 —

Fer . . . 37 — — 36 — — 33

Température de 170“.

2200 kg. 2400 kg. 2600 kg 2800 kg. 3000 kg. 3200 kg. 3100 kg.

Argent . . 16 14 12 10 8 6 4

Platine . . 37,5 — 36,3 — 34,3 - 33,5

Palladium . 22,3 21,3 21 18 17,3 16 14,3

Cuivre . . 24 23 22 21,5 21 18,5 18

Or. . . . 12 11 10,5 10 8 - —

Zinc . . . — — - — - - —
Plomb . . 3,3 3 3 2,5 — - —
Aluminium

.

16 lo 14 13 12 Il 10

Étain . . . 4 3,3 3 2,3 2 — —

Fer . . . 36 — — 3o — — 34
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Température de 220“.

2200 kg. 2400 kg. 2600 kg. 2800 kg. 3000 kg. 3200 kg. 3400 kg.

.Argeru to 8,5 7,5 6 4,5 3,5 2

E*latine . . 37 — 36 — 35 — 34

Palladium . 21,5 19 18 17 16 15 14

Cuivre . . 22 21 20,5 19,5 19 18.5 18

Or. . . . 10 9,5 9 1.5 6,5 5 5

Zinc . . .
— — — — — —

Plomb . . 2 2 2 — - — —
Aluminium 13 12 11 10 9 8 7

Étain. . . 3 2,5 2 1,5 — — —
Fer . . . 34 — — 33 — — 32

Température de 270“.

2200 kg. 2400 kg. 2600 kg. 2800 kg. 3000 kg. 3200 kg. 3400 kg

Argent . .
_

Platine . . 36,5 — 35,5 — 33,0 — 32,5

Palladium . 19 18 17,5 16 15 14 12

Cuivre . . 20,5 20 19,5 19 18 17 17

Aluminium . 10 9,5 9 8,5 8 7,5 7

Fer . . . 33 — — 32 — — 31

Température de 320°.

2200 kg. 2400 kg. 2600 kg. 2800 kg. 3000 kg. 3200 kg. 3400 kg.

Platine . . 36 3o 33 32

Palladium . 17 16 15 14 13 12 11

Fer . . . 32 — — 31 — — 30
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CONCLUSIONS.

Nous voyons donc que les résultats obtenus confirment ce que

nous avons dit pour le plomb, et de ce que nous avons expéri-

menté sur dix corps pris au hasard, si ce n’est que nous avons

choisi de préférence des métaux usuels, nous pouvons en eon-

clure la généralité de la loi. Nous dirons donc que :

1® Primitivement, les molécules ne sont pas dans un état

d’équilibre normal et elles n’acquièrent cel état d’équilibre que

lorsqu'il s'est produit un certain déplacement des molécules;

2® Le frottement intérieur est inversement proportionnel à la

température. De plus, les courbes obtenues en reliant les points

coïncidant avec le point de départ et le point final de l’irrégula-

rité de la compression (courbes tracées en traits interrompus et

qui sembleraient vouloir prendre la forme indiquée) nous mon-

trent que :

A une température qui semblerait être voisine de — 150®

à — 200”, la diminution de hauteur serait indépendante de la

pression, ce qui signifierait qu’à cette température le corps serait

pulvérisé et le frottement intérieur est infini.

Enfin, nous avons aussi remarqué que, par une cause qui

nous parait inexplicable, sur chaque cylindre aplati se dessi-

nait exactement la surface supérieure qu’avait le cylindre avant

notre expérience.

Nous avons aussi eomparé le frottement intérieur à la varia-

tion de conductibilité électrique, au coefficient de dilatation et

au volume moléculaire, mais nous avons obtenu des résultats

trop incertains pour en faire mention.
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Pour les expériences qui ont été faites, nous avons élé guidé

par notre savant maître, M. P. De Heen. C’est à ses conseils,

à son expérience que nous devons la plupart des résultats con-

cluants que nous avons obtenus; aussi l’cn remercions-nous
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SUR

LES COÜRBES SECTRICES

l^a division d’un angle quelconque en p parties égales a beau-

coup occupé les géomètres. Le cas de p = 2” est traité dans les

éléments de géométrie; on sait aujourd’hui que c’est le seul

susceptible d’être résolu par la règle et le compas. Pour le cas

de p= 3, on a proposé l’emploi de différentes courbes (*) : les

coniques, le limaçon trisecteur, la trisectrice de Maclaurin, etc.

Nous allons indiquer la division d’un angle en 2" -f- 1 ou

2"—
1 parties égales au moyen de certaines courbes remarqua-

bles dont la construction ne présente pas de difficultés (**).

1 . Soit à un cercle fixe (fig. 1), de centre M et de rayon R.

Menons le diamètre OMY. Pour trouver la moitié d’un angle

donné YMC, nous menons OC ;
alors MCO = i YMC.

Une construction analogue sert à diviser l’angle YMC en

2"
-t- 1 parties égales : on joint O au point de rencontre du côté

MC avec certaines courbes qui dérivent du cercle A.

2. Sur chaque corde OA du cercle A, issue du point fixe O,

portons dans les deux sens, îi partir de l’extrémité A, les lon-

gueurs AB = AB' = R. Les points B et B' décriront une même

() Voir, par exemple, Chasles, Seclions coniques, p. Îï6
;

Delboeuf,

Mathesis, l. III, p. 150; de Losgcbamps, Journal de Mathématiques spé-

ciales, 188S, p. 176; Géométrie de la règle et de l’équerre, p. 102, et Congrès

de Besançon, 1893, p. 190; Pirondim, Mathesis, t. XIV, p. 14; etc.

(“) Ces courbes sont des cas particuliers des courbes sectrices étudiées

par M. ScHOUTE, dans le Journal de Mathématiques spéciales, 1885. Nous les

avions trouvées avant de connaître les recherches de M. Schoute.



courbe Lj, qui est un cas particulier du limaçon de Pascal, et

que nous proposons d’appeler limaçon trisecteur (*).

Les triangles MOA, AMD étant isoscèles, on a

d'où

I \
anale MBO = - MAO = - MOB ;» 2 2

angle YMB = MOB MBO = 3MBO.

Ainsi, pour obtenir le tiers de l’angle YMB, on joint O au

point B où le second côté de l’angle rencontre le limaçon; MBO
est l’angle chercbé.

Cberchons la relation entre les angles Y’MB' et MB'O. On

trouve aisément :

angle YMB' = MOB' -t- OB'M= MAO -f OB'M

= TT— 2MB'A OB'iM = 30B'M — tt;

C) A cause de la relation : angle YMB = ^ YOB, M. Schoute [loc. cit.,

p. 225) a proposé le nom de sesquisectrîce.



ainsi

r -I- YM B'
OB'M

3

donc OB'M est le tiers de l’angle concave 0MB'.

Posons

OB = p, MB = r, a?îÿ/eMOB = «, YMB = m.

Nous aurons d’abord pour équation du limaçon L 3 ,
le pôle

étant en 0 et l’axe polaire dirigé suivant OY :

P
— R(2 cos w -4- i ).

Si l’on place l’origine en M, on déduit du triangle MOB :

r sin «

R

d’où, à cause de « = — ,

3

r= 2R cos - •

5

Le limaçon Lg possède en 0 un point double; les tangentes

en ce point font avec OY un angle de 60“. Car, si la perpendi-

culaire au milieu de OM rencontre A en A|, OA, est la position

de OB' qui correspond à A confondu avec A, et à B' eonfondu

avec 0 .

3. Après avoir construit le limaçon Lg (lig. I) en portant

sur une corde quelconque OA du cercle A les longueurs AB
== AB'

=

AM, prenons sur la même droite OB les longueurs

BE = BE' = BM
,

B'F= B'F' = B'M (*).

U
sin -

5

U

(*) Les points F et F' n’ont pas été marqués, pour ne pas surcharger la

figure. Il en est de même des points H, H', K, K', ... dont 1 est ques''on

ci-après.



I>es points E, E', F, F' décriront une même courbe Ljj (fig. 2).

Nous désignons maintenant par m, u les angles iVIOE, VME
(fig. 1) et par p, r les distances OE, ME. Alors les triangles

isoscèles BME, AMB, MOA donnent :

par suite :

1 i

angle .MEO = - MB.A = - MAO =
2 4

M = YOE MEO = - <

4
MEO = -YME.

5

On voit comment la courbe Lj peut servir à trouver le cin-

quième d’un angle donné.

Les angles ME'O, MFO, MF'O s’expriment très simplement

en fonction des angles YME', YMF, Y.MF'; nous laissons au

lecteur le soin d’établir ees relations.



R

( 7 )

On a, dans le triangle OME,

sin M sin U i
’

sin - U
5

d’où l’on conclut

5
sin - w

'i

P =R—— (1)
1

sin - «
4

. 4
sin - U

5 12
r = R = 4R cos - M cos - M . . . . (2)

.
1 5 5

sin - M
5

Telles sont les équations polaires de L^, l’origine étant respec-

tivement en O ou M
;
l’axe polaire est OY.

La perpendiculaire au milieu de OM rencontre L 3 en quatre

points; les droites joignant O à ces points sont les tangentes de

Lj
5
au point O ; c’est ce qui résulte de la construction de la

courbe. L’équation (1) conduit à la même conclusion
: p s’an-

nule pour

47T StT 127T 1 BtT
Cl? 9 — >

— — 9
' •

5 5 5 5

Le point M est également un point multiple, avec une tan-

gente perpendiculaire à OY et deux autres faisant avec MY un

angle de 45®. En effet, d’après l’équation (2), r s’annule pour

5jt Stt

4. De la courbe Lg nous déduisons une nouvelle courbe en

portant sur la corde OA (fig. 1) les longueurs

EH = EH' = EM, E'K = E'R'= E'M, FL = FL' = FM, etc.
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Les points H, H', K, K', ... décrivent une même courbe Lg. On a :

donc

1 i

angle MHO = - MEO = - «,
2 8

YMH = YOH -H MHO = - « ;

8
’

MHO =- YMH.
9

La courbe Lg a pour équations polaires

= R

9
sin - «

8

i
’

sin - «
8

(3)

8
sin - n^9 ^ ^ 2 4

r = R = 8R cos - u cos - u cos - w

,

i 9 9 9
sin - u

9

. (4)

le pôle étant respectivement en O ou en M.

Les points O et M sont des points multiples. On détermine

facilement les tangentes en ces points en cherchant les valeurs de

Cl) ou w pour lesquelles p
= 0 ou r = 0. Ces valeurs résultent de

TT, 27T, Stt
,

. . ., 87T
,

n, 2 t:, 37t
, . .. ,

Ttt
;

on peut prendre, pour plus de simplicité,

9 _8*"”

8 _

TT 2;r 5n in

n '2n

M = ± - ) ± — J

8 8

in

T



5. En continuant ainsi, on obtient des courbes Ljy, L53 ,
...

qui peuvent servir à diviser un angle en 17, 33,... parties

égales. Les équations polaires de ces lignes sont

2" -t-

1

sm

= R

sm — «
2"

r = R

2"

sin M
2" H- 1

sin
1

2" H- i

l’origine étant respectivement en 0 ou M ;
l’axe polaire est OY.

Fig. 3.

6 . Considérons de nouveau un cercle fondamental^A (fig. 3),

de rayon R. Nous désignons maintenant par O le centre et par

M un point fixe de la circonférence.



(
^0

)

Menons un rayon quelconque OA et prenons sur celte droite

les longueurs AB = AB'

=

AM. Les points B et B' décriront

une même courbe K3.

Les triangles isoscèles OAM, ABM donnent :

On voit que la courbe K3 peut servir à diviser un angle en

trois parties égales.

Posons :

MB = p, angle 0MB = «, OB = r, angleYOB = u;

le triangle 0MB donne

anale OBM = BMA = - MAO = - AMO = - YOB
;^ 2 2 4

par conséquent :

.
1

angle OBM = - YMB.
^ 3

P R r

sin M sin OBM sin a

Par suite

4
sin - «

a
- — 4R cos - cos —

;

I 3 3
sin -

3

3
Slll - U

sin - U
4



( H )

Les rayons vecteurs p, r sont nuis pour

4
— ca = TT, 27t

,
Stt

;

— U = t:, Stt ;

4

les valeurs correspondantes de co et font connaître les tangentes

aux points M et O.

7. Après avoir construit la courbe Kg (fig. 3), nous portons

sur OA les longueurs (*)

lîC = BC' = BM
,

B'D = B'D' = B'M.

Les points C, C', D, D' décrivent une même courbe Kj servant

à diviser un angle en 7 parties égales; car

,
i i i

angle OCM = - OBM == - OAM = - YOC
,^ 2 4 8

angle YMC = YOC — OCM = 70CM.

Une construction analogue déduira de Ky une courbe K,s ser-

vant à trouver le ^ d’un angle donné. Et ainsi de suite.

La courbe K d’indice 2"— la pour équations

P

2"

sin a
T — 1= R

\

sin
2" — 1

2" — i

sin U

Sin —

U

2"

(*) Le lecteur est prié de compléter la figure 3



( ^2 )

l’origine étant respectivement en M ou en O. M est un point

multiple d’ordre 2" — I, et O est d’ordre 2" — 2, car les direc-

tions des tangentes en ces points sont déterminées par les valeurs

de w ou M qui annulent p ou r.

8. Cherchons l’équation cartésienne des courbes L, les axes

coordonnés ayant la position indiquée dans la figure 1.

Appelons P le point générateur de la courbe L, d’indice 2’‘-t- i

,

et désignons par m, u, a. les angles POY", PMY, OPM. Nous aurons

U = 2"a, M = (2" -4-
1 )

a.

line formule connue donne, en représentant 2" par m,

CL tg a — C® tg"a -I C“-‘ tg"-‘a
tg «= tg /Ha

D’ailleurs

1 — tg- a -4- • • • -H C” tg"a
(S)

X X
ta: U = - > ta U =
^

2/
^ 2/-R

ta «= te (u — w) = — — •

Portons les valeurs de ig ta dans la relation (o); nous aurons,

après suppression du facteur x commun aux deux membres, une

équation de degré 2m = .

Par exemple, pour le limaçon trisecteur on a successivement :

2 tg a
te «= te 2a >

« ®
i - tg^«

X 2Rx(x^ -t-
y'‘ — Ry)

-=(x‘^/-*-R^)^-RV’

(x^ + /— 2Rÿf— R^(x^ >/) = 0.
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9. Nous rapportons les courbes K aux axes indiqués dans la

figure 3.

Soit P le point générateur de la courbe K, d’indice 2”— i,

et soient w, u, a les angles POY, PIVIY, OPM. Alors

CO= 2"a
,

M = (2"— 1 ) «>

et en désignant 2"— \ par m ;

Or

Ig M = tg m a = Ci. tg «— tg^’a H C”‘ tg-" a

i-ci.tg^a +— cr‘tg"-«
'

. (
6

)

X
tg « = - .

y
tg u = X

y +

tg a = tg («— m) = - Rx

l\y

L’équation de la courbe K s’obtient en portant ces valeurs de

tg w et tg a dans l’égalité (6). Elle est de degré 2»î = 2(2"— 1).

10. Nous allons montrer maintenant que les courbes K et L

peuvent servir à diviser un angle donné en un nombre quelcon-

que P de parties égales.

Supposons d’abord que p soit un nombre premier (impair).

D’après le théorème de Fermât, p divise 2''“'— i, et par suite
p-< p-«

l’un des nombres 2 ““ — 1 ou 2 “
-t- 1 ; s’il divise 2 ^ — i et

que est un nombre pair, il devra diviser l’un des nombres

2 * — 1 ou 2 ‘ -
1
- 1 . Continuons ainsi jusqu’à ce que nous trou-

vions le plus petit nombre de la forme 2^— 1 ou 2^ 1 qui

soit divisible par p, et soit q le quotient; nous aurons

2^ 1 = pq

,

1 =—i—
p 2^^ q: 1

Donc pour trouver le p® d’un angle donné, nous prendrons q par-

ties de l’angle divisé en 2^ qp 1 parties égales.



(
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Par exemple,

1 3 5 1 5 3 1

i\ 33 2“ -4- r 13 63 2® 1

'

19

1 89 1 365
etc.

23 2" — 1

'

29 2“h- 1

'

Si P est un nombre composé, comprenant les facteurs pre-

miers a, (3, y, la question se ramène à la division d’un angle

en a, [3, y, ... parties égales.
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SUR QUELQUES POINTS

DE LA

THÉORIË DES TRANSFORIUATIONS LINEAIRES

Le travail actuel a pour objet l’étude de différents procédés de

formation de systèmes transformables; plus particulièrement,

nous considérerons des systèmes cogrédients aux produits de

variables et aux coefficients de formes algébriques.

I. Préliminaires. Soit p^,P2— Pr un système de fonctions algé-

briques, rationnelles et entières, des variables Xj ... x„ et des

coefficients a de formes algébriques relatives à des variables

telles qué^ (x). Soient P,, Pj ... P, les fonctions que l’on déduit

de p^, P2 Pr, en remplaçant les éléments (a) et (x) par leurs

transformées (A) et (X), après la substitution

CC^ •• û(,-|X| -4- oc,2^4

t = i
,
2 ... n,

dont le module

J= ± («,,<*52 ... a „„)

est quelconque.

Le système (p) est transformable si l’on a des relations

linéaires :

P\ — 1

Pi ^S|P1
"+ 2

-4- 42,Pr.

Pr ®r»Pl ^ri^i ^rrPrt

où les lettres G représentent des fonctions des paramètres «.



Un système p\,}h...pr est dit cogrédient au système (p) si

l’on a les formules

^P'j -I- fljjPj -H ••• -I- ôyrP',

/= 1,2,... r.

Un système ••• ^st dit contragrédienl au système (p)

si l'on a

-t- -4-

; = 1,2, ...r,

les lettres Q désignant les transformées des quantités q.

Nous rappellerons les théorèmes suivants dont nous aurons à

faire usage :

1“ Si la fonction

f
= -t- Mi Pr9r

est invariante, les systèmes (p) et (q) sont contragrédients,

quand ils dépendent d’éléments différents et que le nombre r

est réduit au minimum.
2“ Réciproquement, la somme des produits pq de deux sys-

tèmes contragrédients est une fonction invariante.

5® Si une fonction invariante ? est exprimable, et d’une seule

manière, comme fonction entière des quantités transformables

(pl), (p2)..., on n’altère pas la propriété d’invariance en rem-

plaçant dans Ÿ les quantités (pl),(p2)... par des quantités

cogrédienles (p'I), (p'2) ... (*).

II. Transmutation des systèmes transformables. Le principe

de la transmutation des fonctions invariantes qui consiste à rem-

placer, dans une fonction invariante, un système de quantités

transformables linéairement par un système cogrédient, est

(*) Pour la démonstration de ces théorèmes, voir J. Deruyts, Essai d'une théorie

générale des formes algébriques, pp. 20 et suiv.



immédiatement applicable aux systèmes transformables eux-

mêmes.

Supposons, en effet, que le système (pn,p2 ••• Pr) soit linéaire-

ment indépendant et s’exprime d’une seule manière à l’aide des

éléments ou, plus généralement, des fonctions transformables (co).

Remplaçons dans (pi,p^ ... p^) les (a) par des quantités eogré-

dientes (a'); nous obtenons un système de nouvelles quantités

(p’,, pi ... pi) dépendant des (a') de la même manière que les

(Pi, dépendent des (a). Les (p) et les (p') sont cogré-

dients.

En effet, au système (p), on peut faire correspondre un système

coniragrédient (ç) linéairement indépendant, relatif à des élé-

ments différents et tel que

? = ^P(I = Pi7< ••• Prqr

soit une fonction invariante (*). La fonction ? s’exprime d’une

seule manière au moyen des fonctions (p) et, par suite, au moyen

des (a); par conséquent, nous pouvons substituer dans o aux (a)

leurs cogrédients (a') (§ II, 3®); alors les (p) deviennent les {p')

et la fonction ® devient

= 2 P'q = P'^fh
*- — PrHr

et reste invariante. Les expressions de ? et y, montrent que les

systèmes {p) et (p') sont cogrédients comme contragrédients à

un même système (ç) (§ II, 1° et 2®).

III. Systèmes transformables ayant des combinaisons linéaires

coGRÉDiENTES. Si deux systèmes transformables (a) et (a') sont

cogrédients, leurs combinaisons linéaires p(a) et p(a') semblables

ont la même propriété.

Inversement, si des combinaisons linéaires semblables p(a),

p(a') sont indépendantes linéairement et sont cogrédientes, les

O Voir J. DerüYTS, Sur les fonctions invariantes associées à un système transfor-

mable. (BüLL. de L’ACAD. ROY. DE BELGIQUE, 1896 D» 7, p. 87.)



systèmes (w) et («’) sont également cogrédients, puisque les (w)

et les (w') sont respectivement des combinaisons linéaires des

p{(ù) et des

Toutefois, il faut que le nombre des quantités p(m) soit égal

au nombre des quantités (w). Dans le cas contraire, la propriété

indiquée ne se vérifie plus

IV. Considérons un système transformable (m^, coj ... Wp). Soit

Pi(w) ... p,.(«) un système de quantités dépendant linéairement

des (w,, «2 ... Wp) et tel que r soit plus petit que
p ;

nous suppose-

rons en outre le système des (p) linéairement transformable.

Nous pouvons joindre aux fonctions (Pi, p^. -Pr) d’autres quan-

tités analogues (Pr+i, Pr+î Pp) dépendant aussi des (m,,m2 ... w^),

de telle manière que le système total {Pi PrVr^t Pp) furme

un système transformable, linéairemetit indépendant, d’après le

tableau suivant :

Pi = â,,P, -t- âisPj -H ••• H- ô.rPr.

Pi = ôj,P, 0j»Pi -f- ... -4- 5j,P,,

Pr = H- • • -4- 0rrPr»

Pr+l = ^r+l|Pl ^rl-ljPi
••• + ^r4-lrPr ®r+lr+|Prf« ' •• -+- 0r+lpPp

Pp =0piPi •••

.\insi m,,w2
... Mp sont exprimables linéairement au moyen des

Pv Pi - Pp

En désignant par les lettres A des constantes, posons

TT, — Pr+, -+- ^llPl
-+-••• -H Kil'r

TTj = + ••• + ^rîPr

np-r= Pp -+ ^ip-rPl -H Kp-rPr-

Nous pouvons disposer des multiplicateurs X de telle sorte



que les termes en P,, Pj... P^ soient nuis dans les expressions

7T|, TT, ... TTp.,. En effet, les équations

A,|â|, -+- A,,*),, = —

+
^2l^2r

*-•••+- ^rl^rr ^r+lr

donneront pour des valeurs finies et déterminées,

puisque le déterminant

(± ...

étant le déterminant d’un système transformable .../)r) est

une puissance du module S de la transformation linéaire des

variables, et par suite est différent de zéro.

Nous aurons ainsi

fl
— ^l|P I

^lïPâ +* ••• -f- ÔirPr

Pi = ôf,P, -+- ... -4- l9,.,.Pr

^rlP| ^rsP‘2 + ^rrPr

ô“
+ |,r+|P,+l

••• 6?+lpPp

^'î+2,r+|Pr+l -+- ••• + ^?+2pPp

’^p-r— ^pr + lPr+l H- H- ^ppPp

les lettres (G®) désignant de nouvelles quantités analogues à 0. Le

déterminant des dernières équations s’obtient au moyen de

(± 0
, 1 , 022 ... 0pp), en ajoutant aux rangées d’ordre ?’-t- i, r±2,...p

des combinaisons linéaires des rangées d’ordre 1,2, ...r; donc,

le déterminant du système (/;, ... p^n^ ... ;rp_J est égal à

(± 0|,, $22 ••• 0pp) et est ainsi différent de zéro. En conséquence,

on a

(± &r+lr+l**r+îr + 2 Ôpp) ^ 0.

Pr =
TT, =
Ui =



D’après la dernière relation, les p
— r dernières équations du

système précédent permettent d’exprimer Pp linéaire-

ment en 7^2 ••• "p-r* Si l’on suppose que la substitution des

variables devient identique, les P deviennent p; donc Pr+i-.p^

sont exprimables par des combinaisons linéaires de ••• "p_r

à coefficients numériques. Les transformées P^^, ... Pp sont expri-

mables de même en Ilillo ... llp.,.. Si l’on remplace P,^,...Pp par

leurs valeurs en üiITj ... IIp_r dans ... ;rp_^, on a

ÎT| = ^r+lr+lHl ••• ^r+lpflp.r,

= ®r+Sr+dt| ••• ^r+SpOp-rî

ÎTp_r = ^pr+lftl •+" ••• + ®ppttp-r'

Donc, si (« 4 ,
«2 ... Wp) est un système transformable, et si cer-

taines combinaisons linéaires [pj(&i) ... p^(w)], en nombre r plus

petit que p, forment un système |)artiel transformable, on peut

former un autre système partiel transformable à p
— r termes :

^1, TTg ... ’!’p_r.

La réduction du système (p) aux deux systèmes (p^Pa-.-pr) et

(tt^, TTj ... TTp
,.)

conduit immédiatement à cette conséquence ;5î(m)

et («') sont deux systèmes tratisforniables et si les combinaisons

linéaires Pi(to'), P2(“') •.• p,(“’)> ^ont cogrédienles aux combinaisons

p,(w), P 2
(m) ... Pr(w), les deux systèmes (co) et {w') se subdivisent en

systèmes partiels p(cû), «(«) et p(w'), Tr'(w') dont les premiers sont

cogrédients, tandis que les seconds 7r(cû) et contiennent

seulement le même nombre de termes.

V. Systèmes tr.ynsformables uésultaxt d’un système donné par

coMRiNAisoNS DE DÉTERMINANTS. De même quc les variables (x), les

termes (p) d’un système transformable sont en relation linéaire

avec leurs transformées P; par analogie avec une propriété bien

connue des variables (x), on peut énoncer cette proposition :

Si (p')> (p") ••• (p )
systèmes transformables composés

de la même manière au moyen d’éléments semblables (e'),(e")...{e'),
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les déterminants d’ordre i (i < r) formés au moyen du tableau

rectangulaire

p\ Pi • • • Pr

PÏ P'i ••• P'r'

P\ P\ • • . Pr

(A,)

sont les termes d’un nouveau système transformable.

Pour le cas particulier de i == r, le système se réduit à un

seul terme :

f = (drpi, Pi ... p')

qui est par suite une fonction invariante.

Considérons encore le tableau

r/, q'i ... g'r

q'i’ q'I ... f/r’

q\ qt ... qr

(B,)

formé au moyen des termes de systèmes {q'),{q")—{q‘) semblables

entre eux et contragrédients à (p). On vérifie facilement que les

déterminants formés au moyen de (A,) et de (B,) sont contragré-

dients entre eux.

Pour i= r, le déterminant

fl = (± q\qï - qr)

est du reste une fonction invariante.

VI. Les sous-déterminants complémentaires d’ordres i et r— i

dans les déterminants p et sont cogrédients.
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En effet, soit par exemple i= 2. En développant le détermi-

nant
<f,

on a

pr ••• p'r

Pilh

p\'pi

P5 - Pr

pi Pr

H- etc.= Ÿ-

D’un autre côté (§ V), la somme des produits des déterminants

correspondants d’ordre r — 2, qui se déduisent des tableaux

rectangulaires formés par les r— 2 dernières rangées des déter-

minants ? et ,
est une fonction invariante c’est-à-dire que

l’on a

ql' q7 pr . p7

• •7"

X
Pî . .. P';

qi • .. q; Pî • .. p:

11 résulte de la forme des fonctions invariantes f et que les

systèmes de sous-déterminants tels que

pîp;
... et

q’7-
•
q'7

p!>"

73 • .. q'r

sont cogrédients.

VII. Les résultats précédents s’appliquent immédiatement. En

effet, soit /), une fonction rationnelle, entière, homogène et iso-

barique dépendant des coefficients de formes algébriques. La

transformée de p, peut toujours s’écrire

Pl=0nPl 8|îPi
•••

®lrPr>



( )

où les 0 dépendent des paramètres « et les ... sont analogues

à p^. Si le nombre r des termes est réduit au minimum, pt, Pi...Pr

forment un système transformable (*).

VIII. Quelques systèmes cogrédients aux coefficients de formes

ALGÉBRIQUES ET AUX PRODUITS DE VARIABLES. Dans le but de donner

quelques applications de la transmutation des systèmes transfor-

mables, nous rappellerons les théorèmes suivants (**) :

1® Les coefficients d’une forme algébrique quelconque

à n variables sont coqrédients aux dérivées —r

—

^ , ? étant

une fonction invariante quelconque.

2® Le système (xf'xf* ••• x“") est cogrédienl au système -^
—-

—

^
étant le coefficient polynomial ossocfé à

5® Les produits de dérivées premières de fonctions invariantes

quelconques f, sont cogrédients aux dérivées multiples

correspondantes de ?, ces dérivées étant relatives soit aux variables,

soit aux coefficients.

Pour éviter des formules trop compliquées, nous nous borne-

rons au cas de formes binaires (n = 2). Il sera du reste facile

d’étendre les énoncés au cas d’un nombre quelconque n de

variables. Dans la suite, les lettres a, b, c seront employées pour

désigner les coefficients de formes d’ordres a, [3, [3— a ou a— (3.

Les caractéristiques 'Q représenteront des coefficients numériques

dont la détermination est peu importante. Enfin t indiquera en

abrégé des nombres binomiaux.

IX. Si l’on a [3 > a, les coefficients sont cogrédients aux

quantités

—
(1)

dC8,-oc,^o.

et

’V g j-3.^ ^dxfulxt-
*

GCirg^Bi-Ct»
J 2 . . (

2
)

n J. Derl'YTS, Essai d'une théorie générale des formes algébriques.

(**) Ibidem.
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En effet, nous savons que les coefficients a sont cogrédients

aux dérivées

(3)

si l’on prend pour ? une forme d’ordre P, on obtient pour les

dérivées D les sommes

2

à part Mil facteur constant. D’après le principe de transmutation

des systèmes transformables, on peut remplacer les produits

fxf* parles dérivées^ et ainsi les sommes

dp'

de -STi

sont cogrédientes aux coefficients a.

On obtient la même propriété pour les expressions (2), en

remplaçant, dans les sommes (1), les termes b,^ par

et (§§ 2 et 8).

Exemple. Les coefficients Ona .2
d’une forme linéaire (a = 1)

sont cogrédients aux expressions

2
df’

dc»,_üi-ipi
2

dy
’

X. Si Von a (3 < a, les coefficients sont cogrédients aux

quantités

2 (4)

2^.
d^ff df

dxf'dx^- dxf'~V'd3"-~^-
. (5)
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En effet, si dans la formule (3) on prend pour ? le produit de

deux formes d’ordres [3 et a— (3, on obtient pour les dérivées D
les expressions (4).

En remplaçant les coefficients b, c par des quantités cogré-

dienies, on vérifie immédiatement que les expressions (4) peu-

vent être remplacées par (5).

Pour (3 e= 1, les sommes (5) deviennent

û}>, dfi
®i “2— i ;

.

3x, 3xf‘~'3x.. (Ix« dxydx%-~'

Xf. Pour P > a, les produits xf*x"® sont cogrédients aux

sommes

*
* c/xf*““'dxf-"“’

. . . (6 )

y df
Zi JL ... (

7
)

En effet, les produits xf'x*® sont cogrédients aux dérivées

^ = -r-T-

OÙ /|/2 sont les coefficients d’une forme linéaire/,. Pour ^ ==(/,)^,

les dérivées A s’écrivent :

2 Çxf*xf=/f‘-“‘/^-“-.

En remplaçant /i/j par les symboles on obtient les

sommes (6).

On déduit du reste les expressions (7) de (6) en substituant à

xf‘x|’ et à des quantités cogrédientes (§§ 2 et 8).
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XII. Pour P < a, les produits xfS Xj* sont cogrédients aux

quantités

et

2

V

(
8

)

(9)

/es lettres (y) désignant des variables analogues à (x).

Cet énoncé se vérifie facilement par le même genre de rai-

sonnement qui a été indiqué plus haut; en outre la méthode

employée permet, par combinaisons, d’obtenir d’autres exemples

de quantités cogrédientes.

Nous terminerons en indiquant une remarque générale relative

aux systèmes transformables que nous venons de considérer.

Les quantités et — —s; sont cogrédientes; on peut dire

(|u’elles sont de mêmes poids «i , «2 pour les indices 1 et % en

faisant abstraction du poids de y qui est une constante. Les pro-

duits o'f'Xj* et les dérivées sont de poids négatifs — a^, — «j.

Nous pouvons énoncer la loi suivante de formation des systèmes

cogrédients étudiés ci-dessus :

Les quantités a„,„„ xf'xr% et poids kjka sont

cogrédientes à des sommes de produits de facteurs analogues, tels

que les poids des facteurs associés ont pour sommes algébriques

kj et kj.

C’est ce que l’on vérifie aisément d’après les formules (1) à (9).
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