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Zur Theorie der analytischen Funktionen mehrerer unabhingiger

Veranderlichen, insbesondere tber die Darstellung derselben durch

Reihen, welche nach Potenzen einer Veranderlichen fortschreiten.
Yon

Frrrz Harroas in Minchen.

Ist von einer GriBe F(z,y), welche fiir alle der Bedingung 'z| < R,
iy| < S gentigenden Werte der beiden unabhiingigen komplexen Veriinder-
lichen z und y eindeutig definiert ist, bekannt: erstens, daB sie fiir jeden
der erwihnten Werte von y eine im Kreise 2| < R regulire analytische
Funktion von z darstelle, und vice versa, sweitens, daB sie im Gebiete
|| < R, |y| < S durchweg stetig sei, so 1aBt sich sowohl nach Cauchyschen
als auch nach WeierstraBschen Methoden unschwer der Nachweis fithren,
daB F(z,y) eine in dem genannten Gebiete regulére analytische Funktion
der beiden unabhingigen Verénderlichen z und y sei, d. h. in der Um-
gebung jeder Stelle x = z,, y =1y, desselben durch eine absolut kon-
vergierende, nach positiven Potenzen von z —z, und y —y, fortschreitende
Doppelreihe dargestellt werden kdnne.

Herr W. F. Osgood*) hat nun zundchst gezeigt, daB die zweite der
erwahnten Voraussetzungen ersetzt werden kann durch die, daB f(z, y) in
dem betrachteten Gebiete dem absoluten Betrage nach unterhalb einer
endlichen Schranke G verbleibe, und es ist ihm dann weiterhin**) ge-
lungen, die Frage, ob iiberhaupt noch eine weitere Voraussetzung zur
ersten hinzutreten misse, auf die einfachere zuriickzufiihren, ob der folgende
Satz beweisbar sei:

Die GrdBe ®(z,y) moge fiir jeden der Bedingung |y| < S
geniigenden Wert von y eine im Kreise |z] < R regulire
analytische Funktion von z sein, und vice versa; auBerdem
jedoch stelle sie im Bereiche |z| < R, |y| <k < S eine regulire
analytische Funktion der beiden unabhiingigen Veriinderlichen

*) Note iiber analytische Funktionen mehrerer Veriinderlichen. Math. Ann. 52
(1899), p. 462. Vgl. a. Encykl. d. math. Wiss. IIB 1, Nr. 40.

**) Zweite Note iiber analytische Funktionen mehrerer Verfinderlichen. Math.
Ann. 68 (1900), p. 461.

Mathematische Annalen. LXIL 1



2 ] Fritz Harroas.

z und y dar; dann gilt das letztere auch fiir den ganzen Be-
reich |z| < R, |yl < 8.%)

Es soll nun in der vorliegenden Arbeit zunichst der Nachweis gefithrt
werden, daB diese letztere Frage in bejahendem Sinne zu beantworten
ist, und zwar besteht dieser Nachweis im wesentlichen in der Aufstellung
des folgenden Satzes:

Es sei T ein susammenhiingender Bereich der z-Ebene, welcher nur
aus inneren Punkien besiehe. Die Funktionen f,(x) (v=0,1,2,---) migen
in T simtlich eindeutig und requldr sein, und die Reihe S(z,y) =2 f,(®)y"

konvergiere, solange |y| <P’ ist, fiir jedes x des Bereiches T. Gibt es
alsdann irgend einen (von Null verschiedenen) Wert y = y,, fiir welchen die
Reihe S(z,y) in der Umgebung jedes Pumktes von T gleichmdifig kon-
vergiert, so gilt das ndmliche auch fiir jeden beliebigen Wert von y, welcher
der Bedingung |y| <P’ geniigt.**)

Der Beweis stiitzt sich auf einen Hilfssatz, welcher in seiner all-
gemeineren Fassung der Lehre von den Punktmengen angehort und den
Inhalt von § 1 bildet. Es folgt dann in § 2 der eigentliche Beweis, und
hieran anschlieBend wird in § 3 nochmals ausfiihrlich dargelegt, wie sich
(unter Anwendung der von Herrn Osgood angegebenen Methoden) der
vollstindige Beweis des an die Spitze gestelllen Satzes bei Weglassung
der zweiten Voraussetzung schlieBlich gestaltet. § 4 endlich enthilt die
Ausdehnung dieser Betrachtungen auf den Fall von mehr als zwei Ver+
dnderlichen, wobei sich die analogen Resultate ergeben.

Der oben angefithrte Satz dient alsdann weiterhin (§ 5) dazu, verschiedene
Fragen, welche die Entwicklung der Funktionen zweier Veriinderlichen z, y
nach Potenzen einer derselben, y, betreffen, ihrer Erledigung zuzufiihren,
wobei das wesentliche Ergebnis ist, daB ein Ausdruck von der Form

8(z,9) = Df,(2)y" in einem beliebigen Gebiete der zy-Mannigfaltigheit

dann und nur dann eine regulire analytische Funktion von # und y
darstellt, wenn a) die Funktionen f,(z) fir alle vorkommenden Werte
von z samtlich regulir sind, und b) die Reihe in der Umgebung jeder
Stelle des Gebietes gleichmifig konvergiert. Hieran ankniipfende Be-
trachtungen ilber die singuliren Stellen, welche bei einem Ausdrucke
jener Art an der Begrenzung des Bereiches der gleichméBigen Konvergenz

*) L. c. p. 464.

**) Wie hieraus leicht zu ersehen, kann von denjenigen beiden Voraussetzungen
des zu beweisenden Batzes, welche sich auf das grdBere Gebiet |2| << R, |y|< S
beziehen, noch die eine, das regulire Verhalten sn besug auf z betreffende, unter-
driickt werden. (Vgl. p. 18.)




Uber analytische Funktionen mehrerer unabhlingiger Veriinderlichen. 3

notwendig auftreten (§ 6), geben nun AnlaB zu Untersuchungen itber die
allgemeine Qestalt des letztgenannten Bereiches, und es wird zu diesem
Zwecke das Verhalten einer positiven, von z abhingigen GriBe R,
studiert, welche bei gegebenem z = 7, den Radius desjenigen Kreises um
den Nullpunkt der y-Ebene angibt, welcher von allen Werten y erfiillt
wird, fir die die Reihe S(z,y) in der Umgebung des Punktes 2z, gleich-
miBig konvergiert; jener Kreis ist zugleich der groBte, dessen innere
Punkte y noch simtlich reguldre Stellen (z,,y) der durch jene Reihe dar-
gestellten analytischen Funktion von z, y ergeben, so daB also jeder
das Verhalten der GriBe R; betreffende Satz zugleich als eine allgemeine
Aussage iiber die Lagerung der singuliren Stellen bei den analytischen
Funktionen zweier Verinderlichen aufgefaBt werden kann.

Wiihrend dabei die zuerst (§ 7) in den Vordergrund tretende Frage
diejenige nach der Stetigkeit der GrdBe R ist, wobei sich gewisse Ver-
allgemeinerungen des Satzes von der Stetigkeit derjenigen Funktion
v’ = @(r) ergeben, welche den zu r assoziierten Konvergenzradius »’ einer
Potenzreihe zweier Verinderlichen darstellt*), wird dann weiterhin (§ 8)
fir die Funktion R; eine ganz allgemein giiltige Eigenschaft aufgestellt,
von der, wenigstens unter gewissen Stetigkeits- und Differentiierbarkeits-
bedingungen, nachgewiesen werden kann (§ 10), daB sie fir diese GrioBe
charakteristisch ist, so daB — jene einschriinkenden Bedingungen als erfiillt
vorausgesetzt — damit die allgemeinste Gestalt des Bereiches der gleich-
mdifigen Konvergenz einer Reihe Zf,(x)y' festgestellt ist. Eine hieraus

speziell resultierende Eigenschaft des Bereiches der absoluten Konvergens
einer Potenzreihe zweier Verdnderlichen wird in einem Anhange (§ 12) direkt
hergeleitet und der Nachweis daran geknilpft, daB diese Eigenschaft —
ohne jede Einschriinkung — die einzige Bedingung darstellt, welcher jener
Bereich tiberhaupt unterworfen ist.

Bei einer Potenzreihe zweier Veriinderlichen P (z, y) =2 azry” ist

Mr=0

auBer der Konvergenz der Doppelreihe selbst vornehmlich die der Zeilen-

e 3| S} it o 3 S

r=0 ‘u=0 1=0 ‘u=0
von Interesse. Die Zellenrexhe stellt nur einen speziellen Fall des oben
mit S(z, y) bezeichneten Ausdrucks dar und brauchte nicht mehr gesondert
betrachtet zu werden. Hingegen ist § 11 noch den Hauptfragen gewidmet,
welche die Diagonalenreihe betreffen; auch diese lassen sich mittels des
in § 2 bewiesenen Satzes leicht erledigen, und es ergibt sich in erster

*) Niheres sowie Literatur diber diesen letzteren Gegenstand siehe § 12, 3.
1'



4 . Frirz Harroas.

Linie das Resultat, daB eine Diagonalenreihe in jedem Gebiete T, in
welchem sie {iberhaupt konvergiert, allemal auch gleichmifig konvergiert
und eine regulire analytische Funktion von z und y darstellt.
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Hilfssatz.

1. Es bedeute P,, P,, - - - eine Reihe von (linearen oder mehrdimen-
sionalen) Punktmengen, welche simtlich in einem endlichen Bezirk ge-
legen seien, und von denen eine jede die folgende enthalte. Ubertrifft
alsdann der innere Imhalt*) jeder derselben eine positive, von Null ver-
schiedene GroBe g, so gibt es mindestens einen Punkt, welcher den simt-
lichen Punktmengen P,, P,, - - - gemein ist.**)

Dem Beweise, bei welchem wir uns der Einfachheit halber auf den

% Uber diesen Begriff siche Peano, Applicazioni geometriche del calcolo in-
finitesimale (Turin 1887), p. 168; Jordan, Journal de Math. (4) 8 (1892), p. 77 sowie
Cours d’analyse I (1898), p. 28—31; Schoenflies, Entwicklung der Lehre von den
Punktmannigfaltigkeiten, Jahresber. d. D. M.-V. 8 (1900), p. 88 und 91—92.

*+) Ich werde nachtriglich darauf aufmerksam gemacht, daB der n&mliche Satz —
jedoch unter abweichender Definition des inneren Inhalts — sich bei W. H. Young
(Proc. of London Math. Soc. (2) 2 (1904), p. 28, Theorem 68) ausgesprochen findet. Die
dort noch hinzugefiigte Aussage, die Gesamtheit der in allen P, vorkommenden Punkte
bilde eine Menge vom inneren Inhalt >> g, verliert hingegen bei der hier adoptierten



Uber analytische Funktionen mehrerer unabhiingiger Veriinderlichen. [5)

Fall ebener Punktmengen beschrinken wollen, sei folgende Bemerkung
vorausgeschickt. Bezeichnet der Buchstabe f/ — wie auch beim folgen-
den Beweise stets — eine aus’ einer endlichen Anzahl von Quadraten
(inkl. Begrenzung) bestehende Fliche, und wird irgend eine Punktmenge
P nach MaBgabe der Zugehorigkeit ihrer Punkte zu f in zwei Teile
P,, P, gespalten, so gilt offenbar stets

a=a, + a,,
wo a, a,, a; die inneren Inhalte von P, P,, P; bezeichnen.*)

Es bedeute nun a,(» =1,2,--) den inneren Inhalt von P, und es
werde eine positive GroBe g, der Ungleichung 0 < g, < g entsprechend
beliebig gewdhlt. Alsdann gibt es eine aus einer endlichen Anzahl von
Quadraten (inkl. Begrenzung) bestehende Fliche f;, deren simtliche Punkte
innere Punkte von P, sind, und deren Inhalt grofer ist als a, — g,. Der
innere Inhalt derjenigen Punktmenge, welche aus P, entsteht, wenn man
f, fortnimmt, ist daher**) kleiner als g,; a fortiori gilt dies also auch
von dem inneren Inhalt der Punktmenge, welche anus P, hervorgeht, wenn
die mit f; gemeinsamen Punkte fortgenommen werden, und daher ist

(nach der vorausgeschickten Bemerkung) der innere Inhalt des in f, ge-

legenen Teiles von P, grifer als a, —g,. Es gibt infolgedessen eine
Teilfliche f; von f; (wiederum von der némlichen Art), deren simtliche
Punkte innere Punkte von P, sind, und deren Inhalt noch immer groBer
ist als @, — g,. Durch Anwendung des niimlichen Verfahrens ergibt sich
hieraus wiederum die Existenz einer Teilfliche fy von f;, deren simtliche
Punkte innere Punkte von Py sind, und deren Inhalt groBer ist als ay— g,,
usf. Die Flichen f;, f;, - - - haben aber sicher simtlich mindestens einen
Punkt gemein, und dieser gehdrt alsdann a.uch den sémtlichen Punkt-
mengen P,(v=1,2, ---) an.

2. Es bedeute nun Q,, @,, - - - eine Reihe belichiger Punktmengen in
einem endlichen Bezirk. Gibt es alsdann keinen Punkt, welcher unendlich
vielen Q, angehort, so konvergiert der innere Inhalt***) von @, mit wach-
sendem » gegen 0.

Peano-Jordanschen Inhaltedefinition ihre Giiltigkeit (vgl. Beisp. 8 in FuBn. *) p. 7);
nur vom duferen Inhalt jener Menge 188t sich hier das Entsprechende behaupten. (S.Nr.8.)

*) Diese Aussage wiirde ihre Giltigkeit selbst dann noch beibehalten, wenn f
allgemeiner eine beliebige Punktmenge bedeutete, deren Begrensungsstellen eine inhalt-
lose Punktmenge bilden.

*#) Schon nach dem allgemeinen Satze a > a, + a, fir den inneren Inhalt a einer
Punktmenge, welche auf beliebige Weise in zwei Punktmengen P, und P, (mit den
inneren Inhalten @, und a,) serlegt wird.

*s%) Nicht aber notwendig der dufere Inhalt. (Vgl. Beispiel 2 in FuBn. ¥),
p. 1) — BSelbstverstindlich ist die Inbaltsdefinition entsprechend der Dimension des
Bereiches zu wihlen, in welchem die simtlichen Punktmengen gelegen sind.
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Zum Beweise betrachten wir die Punktmengen

P1=91+Qz+.Qs+"‘
P, = Q+@+---
Py = @+

von denen eine jede die folgende enthilt. Ist nun die Behauptung un-
richtig, d. h. gibt es eine positive von Null verschiedene GriBe g derart,
daB die inneren Inhalte unendlich vieler @, oberhalb g liegen, so bleiben
die inperen Inhalte samtlicher P, oberhalb g. Es gibt somit nach Nr. 1
mindestens einen Punkt, welcher simtlichen P, und daher auch unendlich
vielen @, angehdrt, was der Voraussetzung widerspricht.*)

3. Diese Betrachtungen gestatten noch eine leichte Verallgemeinerung,
von welcher im folgenden allerdings keinerlei Gebrauch gemacht werden
wird. Bedeutet nédmlich @,, @,, - - - wiederum eine Reihe beliebiger Punkt-
mengen in einem endlichen Bezirk, @ die Gesamtheit derjenigen Punkte,
welche unendlich vielen dieser Punktmengen angehdren, und @, (v=1,2,---)
die Gesamtheit derjenigen Punkte von @,, welche nicht auch in @ vor-
kommen, so gibt es keinen Punkt, welcher unendlich vielen @, angehéort,
und somit gilt nach Nr. 2:

lim @, = 0,
wenu man mit @, den inneren Inhalt von @, bezeichnet.

Nach einem allgemeinen Satze gilt nun, wenn irgend eine Punkt-
menge P in zwei Bestandteile P,, P, zerlegt wird, fiir den inneren In-
halt a von P:

a<a + 4,
wo a, den inmeren Inhalt von P,, A, den dupPeren Inhalt von P; be-
zeichnet. Daraus folgt fiir den vorliegenden Fall sofort

av s av + A?
wo a, den inneren Inhalt von @,, A4 den #uBeren Inhalt von @ be-
zeichnet, und hieraus durch Grenziibergang:

lima, < 4.

Das Ergebnis ist demnach folgendes:

Bezeichnet man mit Q,, @, - - - eine Reihe vollig belicbiger in einem
endlichen Besirk gelegener Punkimengen, so gilt stets:

*) Dieser Satz ist fiir den Fall, daB jede der Punktmengen aus einer endlichen
Anzahl von Teilstrecken einer einzigen geradlinigen Strecke besteht, bereits von Ar-
zeld aufgestellt worden. Rendiconti Ace. dei Lincei (4) 1 (1885), p. 262 und Mem.
Acc. Bologna (5) 8 (1899), p. 130.
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lim g, < 4%
yY=w

Dabei bedeutet a,(v =1, 2, - --) den inneren Inhalt von Q,, A den iuperen
Inhalt derjenigen Punktmenge Q, welche aus allen Punkten besteht, die un-
endlich vielen Q, angehiren.

4. Es mag hier noch folgende Bemerkung eingefiigt werden.

Ist von einer reellen stetigen Funktion g(z,y) der reellen Veriinder-
lichen #z und y bekannt, daB sie in dem ganzen Gebiete oy <z < e,
Bo < y < B, mit eventuellem AusschluB der Punkte (z,y) einer Menge P
vom inneren Inhalt a verschwinde, iiberall aber der Bedingung

0<9@=y<G
geniige, so gilt:

ffg(x, y)dzdy < G- a.
@ flo
Denn da die Funktion g(z,y) nicht nur in jedem nicht zu P ge-
horigen Punkte des Gebietes, sondern (infolge ihrer Stetigkeit) auch noch
in jedem der (eventuell schon zu P gehorigen) Begrenzungspunkte von P
den Wert O besitzt, so ist es bei der Bildung der das Integral approxi-
mierenden Summen gestattet, fiir jeden Gebietsteil, welcher nicht aus-
schlieBlich aus inneren Punkten von P besteht, als zugehorigen Funktions-
wert O zu wihlen, worauf sich dann sofort die Behauptung ergibt.
Das Analoge gilt im Falle einer oder auch beliebig vieler Verinder-
lichen.

*) Dabei kann ebensowohl der Fall der Gleichheit wie der der Ungleichheit ein-
treten. Ist z. B. Q, == @, = - - -, 80 tritt das eine oder das andere ein, je nachdem
der innere und der #uBere Inbhalt von @, miteinander ibereinstimmen oder nicht.
Wahrend ferner in dem spesicllen Falle, wo @, ., in @, enthalten ist, der Grenzwert
lima, (und ebenso der Grenzwert lim 4,, wo 4, der AuBere Inhalt von Q) existiert,
und die bewiesene Ungleichung sich offenbar zn dem folgenden Ungleichungssysteme
unmittelbar ergiinzen 188t: .
aLlima, < ALlim 4,

(wo a den inneren Inhalt von Q bedeutet), so ist im allgemeinen Falle die Unglei-
chung des Textes die eimsige ihrer Art. Es kann nimlich sowohl 4> Iim 4  als
such 4 <lim 4, und sowohl a>1im 4, als auch a <lim a, sein.

Beispiele. 1. 8ind f; und f, zwei beliebige Flichenstiicke und setzt man
Ou-1=h Gu=rk=12-) 80 ist Q=1, + fy, und somit a und A4 grdBer
als Tim A,

2. Ist f ein beliebiges Flichenstiick, welches von den Punkten p,, p,,---
dberall dicht erfillt wird, und setzt man @, =p +p,,,+ -, 80 ist @ =0, hin-
gegen A = f und somit 4 <lim 4.

8. Bedeutet dagegen @, das volle Flichenstick f mit alleinigem AusschluB der
Punkte p,, p,, ‘-, p,, 80 hat man a,={, a=0 und somit a <lima,.
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§ 2,
Satz iiber die gleichmiBige Konvergenz der Reihe 2 H@)y.

Mit z und y mdgen zwei voneinander unabhingige komplexe Ver-
iinderliche bezeichnet werden. Es seien f,(z) (v =0,1,2,---) von y un-
abhiingige analytische Funktionen der Verinderlichen z, welche sich fiir
jeden Punkt z eines gegebenen Bereiches 7T*) der z-Ebene simtlich
regulir verhalten. Wir betrachten alsdann die Reihe

s@y=-Sr@y.

r=0

Die Gesamtheit der Werte von y, fiir welche dieselbe im Bereiche T
durchweg konvergiert, erfiillt offenbar einen Kreis um den Punkt y =0,
dessen Radius P’ genannt werde. Unter der Annahme, daB P’ von Null
verschieden sei, greifen wir einen beliebigen Wert y = y, heraus, dessen
absoluter Betrag unterhalb P’ liege; es kann alsdann insbesondere ein-
treten, daB die Konvergenz der Reihe S(z,y,) fiir die Umgebung eines
jeden Punktes x des Bereiches I’ eine gleichmiifige ist.

Konvergiert nun S(z,y,) in irgend einem Kreise |z — x,| <o der
z-Ebene gleichmiBig, so gibt es nach Annahme einer beliebigen positiven
GroBe & eine Zahl N derart, daB fiir alle n > N

lgfr(w)yo'

|f”(x)yo"| <6:

*) Unter einem ,,Beresch T“ der x-Ebene werde im folgenden stets ein Kon-
tinuum im WeierstraBschen Sinne (unter Ausschluf der Begrenzungspunkte) ver-
standen, d. h. eine Punktmenge von der Beschaffenheit, daB a) jeder Punkt z der-
selben ein imnerer Punkt der Menge ist (d. h. daB alle Punkte eines geniigend kleinen
Kreises mit dem Mittelpunkte 2 ebenfalls zu T' gehdren), und daB b) je zwei Punkte
von T durch eine ans einer endlichen Anzahl geradliniger Stiicke zusammengesetzte
Linie miteinander verbunden werden knnen, welche ganz in T verlduft. Eine Punkt-
menge, welche aus einem Bereiche I' durch Hinzufiigung seiner simtlichen Begren-
zungspunkte hervorgeht, soll hingegen ein ,Bereick B‘* genannt werden.

Entsprechend bedeute ein , Bereich T“ der xy-Mannigfaltigkeit eine Punkt-
menge von der Beschaffenheit, daB a) jeder Punkt (z, y) derselben ein smnerer Punkt
der Menge ist (d. b. da8 alle Punkte (z’, y) eines gewissen Gebietes |2"—z|<e,
|y’ —y| <e¢ ebenfalls noch zu T gehdren), und daB b) je zwei Punkte von T durch
eine aus einer endlichen Anzahl geradliniger Sticke (darstellbar durch je ein Glei-
chungspaar £ = at-+ f, y =o't 4 p’, wobei ¢ die shmtlichen Werte eines reellen In-
tervalles durchlfiuft) zusammengesetzte Linie miteinander verbunden werden kdnnen
welche ganz in T verliuft.

1
<§'€

und somit
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weolchen Wert z innerhalb des angegebenen Kreises auch haben mége;
hieraus folgt aber, sobald |y| < |y, ist:

t4

Ef,(w)y'i« 112 (n>N),

[ %o
r=n

und somit konvergiert S(r,y) auch fiir jeden der Bedingung 'y| < |y,|
geniigenden Wert von y in jenem Kreise gleichmiBig.

Tritt also fiir y =y, der oben bemerkte Fall ein, so tritt er auch
fiir jeden beliebigen Wert von y ein, dessen absoluter Betrag kleiner ist
als |y, |, und es geht daraus hervor, daB die Gesamtheit der Werte von y,
fir welche S(z,y) in der Umgebung eines jeden Punktes von T gleich-
miBig konvergiert, wiederum einen Kreis um den Nullpunkt erfiillt, dessen
Radius wir mit »* bezeichnen wollen; dabei ist natiirlich 0 <+ <P

Es soll jedoch nun der Nachweis gefiihrt werden, daB + notwendig
mit einem der beiden Werte 0 oder P’ zusammenfallen muB. Hierzu ge-
niigt es offenbar, folgenden Satz zu beweisen:

Die Potensreihe S(z,y) = Zf,(x)y", deren Koeffizienten f,(x) fiir alle
x des Bereiches T eindeutig und regulir seien, moge fiir y =y, im Bereiche
T durchweg komvergieren. Gibt es alsdann irgend einen (von Null verschie-
denen) Wert y =y,, fir welchen S(z,y) in der Umgebung jedes Punktes
von T gleichmdiBig konvergiert, so gilt das nimliche auch fiir jeden be-
liebigen Wert von y, welcher der Bedingung |y| < .y,| geniigt.

Zur Abkiirzung werde |y,| = B, |y,| = B gesetzt; nur der Fall § <B
bedarf eines Beweises. Um irgend einen dem Bereiche I' angehdrigen
Punkt z, von dem wir der Einfachheit halber annehmen, daB es der
Nullpunkt der z-Ebene sei, werde ein Kreis beschrieben, in welchem
S(z, y,) noch gleichmiBig konvergiert*), und der Radius desselben mit R
bezeichnet. Es gibt alsdann eine (von z unabhiingige) Zahl n’ derart, daB

(1) £, @) gﬂl,

fir v2>7' und 2| <R
Andererseits existiert infolge der Konvergenz von S(z, y,) im Bereich
T zu jedem Werte z der Kreisperipherie |z| = R eine Zahl n, derart, daB
1
@) i@ =g -
fir v > n,. Bezeichnet man daher die Gtesamtheit derjenigen Punkte der
Kreisperipherie, fiir welche °

@) >, dh 3 loglf,(s)| +log B> 0

*) Diese Forderung erfiillt in Wahrheit jeder um x = 0 beschriebene, noch
ganz innerhalb T gelegene Kreis.



10 Fritz Hartoas.

gilt, mit @, (v=20,1,2,...), so gibt es keinen Punkt z, welcher unend-
lich vielen @, gemein ist, und es folgt daraus gemiB § 1, 2:

6)) lim a, =0,

r—uw

wo a, den inneren Inhalt der Menge @, bedeutet.*)
Es moge nun fiir || < R gesetzt werden:

@) lglf,@)| +logB=g,(u0) +hwe) (@=u-tiv)
r»=012..)

Dabei sei die im Kreise || < R eindeutige und stetlge Funktxon 9,(u, v)
der reellen Veriinderlichen u, v dadurch definiert, daB sie in jedem inneren
Punkte dieses Kreises endliche und stetige partielle Ableitungen 1. und
2. Ordnung besitze, welche die Gleichung

o', (w, 0) 09, (% 0)
ot =0
befriedigen**), und daB sie auf der Peripherie jenes Kreises mit

= log |f,(x)| + log B

ibereinstimme, solange dieser Ausdruck groBer als Null ist (d. h. fir alle
Punkte von @,), lings der iibrigen Teile der Peripherie jedoch verschwinde.
Es gilt alsdann in dem ganzen Gebiete |z| < R einerseits offenbar

) 9,(u,0) 20,
andererseits aber
(6) — 00 < h,(40) L0

Umgibt man niémlich jede dem Bereiche || < R angehorende Nullstelle
von f,(z) mit einem Kreise, welcher 8o klein gewihlt sei, daf fiir den-
selben durchweg

If,(@) < B,

gelte, und nimmt aus dem Bereiche || < R alle Gebiete heraus, welche
zugleich einem dieser Kreise angehoren, so ist h,(w, v) in dem ibrig
bleibenden Gebiete harmonisch und nimmt daher seinen Maximalwert auf
der Begrenzung desselben an; lings dieser ist aber durchweg:

b, (w, 9) = = log |f,(z)| + log B — g, (% v) 0.

*) Behufs Fixierung des Inhaltsbegriffs fir die eindimensional gedachten, lings
einer Kreislinie ausgebreiteten Punktmengen @, kann man sich, wenn man will, den
Kreis auf eine gerade Linie abgewickelt denken.

**) Wir nennen im folgenden eine Funktion g(u, v) kurzweg harmonisch in einem
Bereiche der uv-Ebene, wenn sie in dem letzteren durchweg stetig ist und in jedem
inneren Punkte desselben endliche und stetige partielle Ableitungen 1. und 2. Ord-
nung besitzt, welche der Laplaceschen Gleichung gentigen.
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Ebenso gilt aber diese Ungleichung auch innerhalb der ausgeschiedenen
Gebietsteile.

Wihlt man speziell v > #', so ist nach (1) der Maximalwert, welchen
9,(4,v) auf der Peripherie |z| = R annehmen kann, nicht griBer als
log B — log f; lings der nicht zu @, gehérigen Teile der Peripherie aber
ist g,(u, v) gemdB Definition gleich null. Daraus folgt nach § 1,4 fir
den Mittelwert g¢,(0,0) aus den Werten von g,(u,v) lings der Kreis-
peripherie:

9,(0,0) < 52 (log B —log p)a, (v = w),

und hieraus ergibt sich mit Beriicksichtigung von (5) in bekannter Weise
mittels des Poissonschen Integrals, wenn man noch r ein filr allemal der
Ungleichung 0 < r < R entsprechend beliebig wahlt:
1 R
9, )< 5o g R%; (log B — log f)a,
(o< r, »2w)
Infolge Gleichung (3) gibt es daher nach Annahme einer beliebig kleinen
positiven GrioBe & eine (von % und v unabhiingige) Zahl n derart, daB
fir alle » > n:
9,(w,v) < ¢ (le] <7)

und somit a fortiori wegen (6):

—o < loglf,@)| +logB<e  (2m |a| <)
d h
@ (g) Co )
und daher konvergiert S(z, y), solange |y| <% bleibt, im Kreise |z| < r

gleichmiBig. Da aber & beliebig klein angenommen werden konnte, so
ist damit die Behauptung erwiesen.*)

*) Die durch diesen Satz als die einzig zuliissigen bezeichneten Fille ¢ — P’
und #' = 0 kdnnen nun auch tatsichlich beide eintreten. Der erstere darf (wie aus
§ 5, 4 hervorgeht) als der gewdhnliche bezeichnet werden; es genmiigt f,(z) =1
(»=0, 1, 2, - - ) zu setzen, um ihn zu erhalten. (Ein Beispiel allgemeinerer Art findet
sich u. a. in § 11,1.) Um ein Beispiel fir den zweiten Fall zu konstruieren, be-
dienen wir uns gewisser von Herrn C. Runge (Acta Math. 6 [1885], p. 246) auf-
gestellter ganzer rationaler Funktionen g (x) (» =1, 2, ---), welche die folgenden
beiden Eigenschaften besitzen:

(1) lim g (z) =0
n=0om
fir jeden emdlichen Wert von z; und

® n(Gtm)|>1—1

;‘ (”=l.2,"').
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§ 3.
Eine in bezug auf x sowie in bezug auf y regulire analytische
Funktion ist auch eine regulire analytische Funktion der beiden
unabhiingigen Veriénderlichen x und y.

1. Die Betrachtungen des vorigen Paragraphen konnen nun zunachst
dazu dienen, folgenden Satz zu beweisen:

Die Gripe F(z,y) sei fir alle den Bedingungen 'z, <R, |y| < S
gentigenden Werte der Verinderlichen x und y eindeutig definiert; fir jeden
der erwihnten Werte von z stelle sie cine im Gebiete 'y| < S regulire
analytische Funktion von y dar, und vice versa. Alsdann ist F(z,y) eine
im gansen Bereiche |z| < R, |y < 8 regulire analytische Funktion der
beiden unabhingigen Verdnderlichen z, y.*)

Setzt man nun

h@=1, f,@=1+[8g,@"  @G=12-)
so konvergiert wegen (1) S(z, y) unabhingig von z fir |y| << 1. Die Konvergenz ist
jedoch fiir keinen (von Null verschiedenen; Wert von y eine gleichmiiige in bezug
auf die Umgebung des Punktes £ = 0. Denn fiir » > 2 gilt

G+m>E-3) -1z

v

und infolgedessen wachsen, wie auch y = y, (4= 0) und ¢ > 0 angenommen werden,
in der Reihe der GrdBen f,,( 1— + T’) Yo, bei welchen die Argumente % + ;1,— von
irgend einem Term an dem Kreise |z < ¢ angehdren, die absoluten Betrlige ins
Unendliche. Enthilt also der Bereich T den Punkt x — 0, so gilt P’ =1, ' = 0.

Um MiBverstdndnissen vorzubeugen, sei hier noch folgendes bemerkt. Ist irgend
ein Bereich B (s. p. 8, FuBn. *)) vorgelegt, in welchem S(r, y) fiir |y| < P’ durch-
weg konvergiert, und gibt es einen (von Null verschiedenen) Wert y = y,, fiir wel-
chen S(z, y,) im Bereich B gleichm#Big konvergiert, so folgt zwar aus dem bewiesenen
Satze, daB S(z,y) auch fiir jeden der Bedingung |y| < P’ geniigenden Wert von y
‘in bezug auf die Umgebung jedes inneren Pumkies von B gleichmiBig konvergiert;
hingegen gibt der Satz keine Auskunft dariber, ob unter den genannten Voraus-
setzungen auch die gleichmiBige Konvergenz von S(z, y) (|y| << P’) im vollen Be-
reiche B gewhhrleistet ist. Tatsfichlich ist dieses nicht der Fall; m. a. W. bezeichnet
man hier mit ¢’ die obere Grenze aller Werte |y|, fir welche S(x, y) im Bereiche B
gleichmi#Big konvergiert, so kdnnen diese GrdBen P’ und r’ sehr wohl beide grdSier
als Null und érotzdem voneinander verschieden sein. Setzt man z. B.:

29,(®)\*
fo=1+(222), ¢, = Mas ig, @,
v lz' g1
wo die Funktionen g () dieselbe Bedeutung haben wie oben, und wiihlt als Bereich

B die Kreisfliche |z| < 1, 80 ist, wie leicht ersichtlich, P’ = 1 und ' = %.

*) Offenbar kann an Stelle des Bereiches 'x! < R irgend ein Bereich T' der
z-Ebene, an Stelle von |y < S ein solcher T’ der y-Ebene treten, ohne daB der
Satz dadurch an Allgemeinheit gewinnen wiirde.
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Wie Herr Osgood¥*) nachgewiesen hat, ist dieser Satz dann und nur
dann richtig, wenn der folgende gilt:

Die Grofe ®(z,y) moge fiir jeden der Bedingung |x| < R geniigenden
Wert von = eine im Kreise |y| < S regulire analytische Funktion von y
sein [und vice versa], auBerdem jedoch stelle sie im Bereiche |r|< R,
Y| <k <S8 eine reguliire analytische Funmktion der beiden unabhingigen
Verinderlichen x,y dar. Dann gilt das letztere auch fiir den gansen Be-
reich |z| < R, |y| < 8.

Dieser Satz ist aber eine unmittelbare Folgerung aus dem Bewiesenen,
und zwar zeigt sich, daB die in Klammer eingeschlossenen Worte unbe-
schadet der Gilltigkeit des Satzes auch fortgelassen werden konnen.

®(z,y) ist nimlich im Gebiete || < R, |y| <k durch eine absolut
konvergierende, nach Potenzen von z und y fortschreitende Doppelreihe
B(z, y) darstellbar. Ordnet man diese nach Potenzen von g, so sind die
Koeffizienten P,(z) fiir || < R konvergente Potenzreihen, und die Reihe

223,(:»)1/’ konvergiert fiir jeden der Bedingung |y| <k geniigenden
r=0
Wert von y in der Umgebung jeder Stelle z =z, des Kreises |2| < R
gleichmiéBig. Da nun nach Voraussetzung ferner ®(z,,y) — welchen
Wert z, innerhalb des Gebietes |z, < R auch habe — eine fiir |y| < S
regulire analytische Funktion von y ist, so muB die die Funktion ®(z,, y)
zunichst nur fir |y| <k darstellende Potenzreihe X% (z,)y” auch noch
fir |y| <8 konvergieren und mit &(z,,y) tbereinstimmen. Nach § 2
ist dann aber auch fir jeden der lefsteren Bedingung geniigenden Wert
von y die Konvergenz der Reihe Z%B (z)y” eine gleichmiBige in bezug auf
die Umgebung jeder Stelle z = x,, so daB**) diese Reihe auch noch in
dem vollen Gebiete |z| < R, y| <S8 eine regulire analytische Funktion
von (z,y) darstellt. h
2. Der schlieBliche Beweis des an die Spitze gestellten Satzes ge-
staltet sich nun unter Anwendung der von Herrn Osgood herrithrenden

*) Math. Ann. 53 (1900) p. 464. (Vgl. die Einleitung.)
**) Mit Benutzung des folgenden haufig angewandten Satzes: Konvergiert die
o ®©

Reihe 3B, (@)ys, wo By (@) = Safla", im Bereiche || < o gleichmipig, so kon-
p=0

=0

vergiert die Doppelreihe il a"y” fur |z| < e, |y| < |y,| absolut. Denn setzt man
My

Max |B,(z)| == g», 80 ist nach Annahme einer beliebigen positiven GréBe A fiir hin-

|| Se

reichend groBe Werte von »: g,|y,|”<h und somit |afl’| ¢* |y, |"<<h (1 =0,1,2,.-),
woraus sich sofort die Behauptung ergibt.
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Methoden, speziell mit Benutzung des von ibm bewiesenen ,Satzes A“*)
wie folgt:

Die positive GriBe R, sei der Ungleichung 0 < R, < R entsprechend
beliebig gewdhlt. Jedem Punkt y =y’ des Kreises |y| < % S entspricht
eine Funktion F(z,y"), deren absoluter Betrag im Kreise |z| < R, einen
Maximalwert M(y") besitzt. Mit P,(i=1,2,--.) moge die Gesamtheit
derjenigen Punkte y des Kreises |y| < % S bezeichnet werden, fiir welche
M(y) <4 ist. Dann muB es nach einer von Herrn Osgood mehrfach
angewandten SchluBweise**) eine Zahl ¢ = ¢, geben, fiir welche die zu-
gehorige Punktmenge P, einen gewissen zweidimensionalen Teilbereich B
des Kreises |y| < —;— S tberall dicht erfiillt; infolgedessen mub, da

| F(z 9)| < i

ist, solange |z| < R, und y zu P, gehdrt, auch noch das gleiche gelten,
solange |z| < R, und y in B gelegen ist. Es sei nun y =y, irgend ein
innerer Punkt von B, und der Kreis |y —y,| <k gehore dem Bereiche
B noch an; dann folgt aus dem ,Satze A“ daB F(z,y) eine im Gebiete
|z| < Ry, |y — y,| <k regulére analytische Funktion von (z,y) ist. Da
aber auch der Kreis |y — y,| < -:4 S dem Gebiet |y| < S sicher noch an-
gehort, so folgt aus dem soeben bewiesenen Satze, daB F(z, y) auch noch
im Gebiete |z| < Ry, |y — 9] < % S durchweg regulir sein muB, speziell
also in der Umgebung des Punktes £ =0, y =0. Das nimliche liBt
sich aber selbstverstindlich auch fiir jeden anderen Punkt des Gebietes
|o| <R, |y] <8 dartun,

8 4
Fall von n Veriinderlichen.

1. Die Betrachtungen der beiden vorigen Paragraphen kénnen nun
auch auf den Fall von mehr als zwei Veriinderlichen ausgedehnt werden.

*) Als ,Satz A“ ist in der ,,Zweiten Note liber analytische Funktionen mehrerer
Verdnderlichen** (Math. Ann. 63, p. 461) derjenige bezeichnet, welcher sich von dem
an die Spitze dieses Paragraphen gestellten Satze dadurch unterscheidet, daB noch
weiterhin vorausgesetzt wird, F'(z, y) bleibe im betrachteten Gebiete unterhalb einer
endlichen Schranke G. (Der Beweis desselben [Math. Ann. 52, p. 462] gestattet noch
eine kleine formale Vereinfachung, welche sich ergibt, indem man [p. 463] an Stelle
des Wertes |y (2, y) — v(z,y)| direkt |9 (x, y)—(x, 0)| abschiitzt, wo 4 (z, 0)= fm(z).)

*) Ist P,, P,,--- eine Reihe ebener Punktmengen, von demen jede in der
folgenden enthalten ist, und sind alle Punkte einer Kreisfliche C an denselben be-
teiligt, so gibt es stets einen zweidimensionalen Teilbereich B von €, welcher von
einer der Punktmengen (und also auch von allen folgenden) iiberall dicht erfillt wird.
(Math. Ann. 58, p. 462.)
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Was zuniichst den in § 2 bewiesenen Satz betrifft, so gestattet dieser

eine Verallgemeinerung nach zwei Richtungen hin; es konpen nimlich

sowohl an Stelle von z als auch an Stelle von y mehrere Variable treten.

Wir nehmen an, daB beides zugleich geschehe, beschrinken uns jedoch

der Bequemlichkeit halber auf den Fall, wo = und y durch je zwe: Variable

ersetzt sind. Der Satz kann alsdann folgendermaBen formuliert werden:
Die Doppelreihe

AT RCE A
uy=0

deren Koeffizienten f, (z,%') im Bereiche T*) der zx'- Mannigfaltigkeit ein-
deutige und regulire analytische Funktionen der beiden Verdnderlichen z, x
seien, mige fir y =1y, Y =y, im Bereiche T durchweg konvergieren. Gibt
es alsdann irgend ein Paar von Null verschiedener Werte y =y,, ¥ = y,,
fiir welche jene Reihe in der Umgebung jedes Punktes (x,z") des Bereiches T
gleichmdifBig konvergiert, so gilt das nimliche auch fiir jedes beliebige
Wertepaar y, y, welches den Bedingungen |y| <|y,|, |y'|<|y,'| geniigt.

Beweis. Zur Abkiirzung werde |y, | =B, |y,'| = B’ gesetzt und die
kleinere der beiden Zahlen |y,| und |y,| [bzw. |y, | und |y,’[] mit B [bzw. 8]
bezeichnet. Irgend ein Punkt des Bereiches T habe, wie wir der Ein-
fachheit halber annehmen, die Koordinaten z = 0, "= 0 und die Doppel-
reihe konvergiere fiir y = y,, ¥’ =y, im Gebiete || < R, |2'| < R’ noch
gleichmiBig. Nach Vorgabe einer positiven GroBe d liBt sich also eine
bestimmte endliche Anzahl von Gliedern der Reihe derart fixieren, daB
nach Abtrennung derselben der Rest (und somit hier auch jedes einzelne
Glied des Restes), solange z und «’ in jener Weise beschrinkt bleiben,
kleiner ist als 0. Nimmt man 6 =1 an, so ergibt dies die Existenz einer
positiven (von z und y unabhiingigen) Zahl I’ von der Eigenschaft, daB

. 1 1
1 ? )
( ) lfpv(x z)lélyol'ulyo'l'gp“p"

sobald p +v >0, |z|< R, |2|<R.

Andererseits existiert infolge der Konvergenz der Doppelreihe fiir
¥y=19,, ¥ =y, 7u jedem Wertsystem (z,z") des Gebietes |z|=R, |z'|=R,
eine Zahl [ ., derart, daB

1

@) fur@2)| S i

fir p+v >1, .. Bezeichnet man daher die Gesamtheit derjenigen Punkte
(z,2) des Gebietes |z|= R, |2’|= R fiir welche

*) Siehe p. 8, FuBn. *) (Die Stelle der Veriinderlichen y vertritt hier «'.)
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@ D)|> 5oy &b 1og|f,,(5,2)|+ ulogB +»1log B'>0,

mit @,, (,,»=0,1,2,.-.), so gibt es keinen Punkt (z,7’), welcher un-
endlich vielen @,, gemein ist, und daraus folgt gemif § 1, 2
3) lima,, =0,
utv= eo
wo a,, den inneren Inhalt der Menge @, bedeutet.*)
‘ Es mége nun fir |[2|< R, |#|< R’ gesetzt werden:

(4) log lfyr(x’ 7’|+ p logB + v log B’ = 9,;1('} ®;7,9) + hpv(r) @7, 9)
(z=ré? 2’ =re? u,v=012-.)

Dabei sei die Funktion g,,(r, ; 1',¢") durch folgende vier Festsetzungen
definiert:

ﬂ) Fir r = R, ¥’ =R stinme gpv(r) ®; 7, ¢’) = guv(R’ L 4] R’ ¢’) mit
dem entsprechenden Werte der linken Seite der vorigen Gleichung iiber-
ein, solange derselbe groBer als O ist (d. h. fir alle Punkte von ¢,,),
besitze jedoch sonst den Wert Null.

b) Fiir r <R, = R’ sei g,,(r,p;7,¢") durch die Gleichung

IR

R’—f:;j. g'u'(R,'l’!; R;¢')d¢

gpv(’;q’7 R,9)= °n R 2Rroos(w —g) F ¥’ und

¢) fir r = R, ¥ < R durch eine analoge (leichung bestimmt.
d) Fir r < R, ¥ < R’ endlich gelte:

91,957, 9") =
n2n
—r’R”—r 9y (B9 B, p)dpdy’
(#*—2Rrcos(y—g)+ r'][R*—2 R r'cos(p —9)+ 7]

Offenbar existieren die ungegebenen Integrale simtlich; auch kann das
Doppelintegral durch die beiden beztiglichen iterierten Integrale ersetzt
werden. Hieranus folgt aber sofort gemidB der Theorie des “einfachen
Poissonschen Integrals, daB g, (r,;r @) fiirj irgend ein festes Werte-
paar ¢, @’ im Gebiete » < R harmonisch**) ist (und vice versa); fiir den

*) Behufs Fixierung des Inhaltsbegriffs fir die (als eben gedachten) Punkt-
mengen ¢, , kann man sich die beiden Kreisperipherien |z| = R, |2'| = R’ in ihrer
natdrlichen Linge auf die beiden Achsen eines rechtwinkligen Koordinatensystems
aufgetragen denken. Die Punkimengen liegen alsdann simtlich in einem Rechtecke
mit den Seiten 2z R, 2% R'.

**) Uber die exakte Bedeutung, in welcher dieser Ausdruck gebraucht ist, vgl.
p- 10, FuBn. **)
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Fall ¥ = R’ ergibt sich dies nimlich aus b), fiir den Fall "< R’ aus c)
in Verbindung mit d).*)

Es gilt alsdann in dem ganzen Gebiete |z|< R, |2'|< R’ einerseits’
offenbar:

®) gpv('; ?;7,9)20,
andererseits aber:
(6) — oo < h,,(re;7,9)<0.

Findet nimlich die letztere Ungleichung fir irgend ein Wertsystem
(7o, Po; 7o, Py ) nicht statt, so werde, falls r,< R ist, um jede dem Be-
reiche |2| < R angehorige Nullstelle der Funktion f,,(,2,) (z,' = r,¢%)
ein Kreis beschrieben, der so klein gewahlt sei, daB fir denselben durch-

weg | fm(x,xo’)[gau%; und somit &,,(r,®; ry,9) < O gelte, so daB also

der Punkt (r,,q,) sicherlich keinem dieser Kreise angehort. Nimmt man
aber aus dem Bereiche |z| < R alle Gebiete heraus, welche zugleich einem
jener Kreise angehdren, so ist A, (7, 9;7,,9,) in dem iibrig bleibenden
Gebiete harmonisch und nimmt daher seinen Maximalwert auf der Be-
grenzung desselben an. Es gibt also eine Randstelle (r,,q,) dieses Ge-
bietes, fir welche

hpv("n Pi370,Po) = h;u(’o: Po; 70, Po) > 0
ist. Diese Randstelle kann infolgedessen nicht der Peripherie eines der
ausgeschiedenen Kreise angehioren, d. h. es muB 7, = R sein und es
gilt also:
hpv(R’ P13%0, %) > 0.
Ist nun 7y’ < R’, o betrachte man die Funktion f,,(Re,y) von y und

*) Die auf diese Weige gebildete Funktion g, ,(r, @; 7', ¢') darf nicht etwa all-
gemein als der reelle Teil einer analytischen Funktion zweier Verinderlichen (d. h. als
nbiharmonische Funktion*, vgl. Encykl. d. Math. Wiss. II B 1, Nr. 42 sowie die da-
selbst aufgefiihrte Literatur) angesehen werden; denn sie genfigt zwar, wenn man

] b
z=u + s'v, & = + v’ setzt, den beiden Diﬁ'erenﬁalgleichnngen g—j + % =0,

o + 30” =0, nicht aber notwendig den beiden weiteren 3u Eu + 80 90 =0,
8’ 0*g . . . . .
W ~ Fvaw — 0. (Die Existenz derartiger Funktionen g, , bildet keineswegs einen

Widerspruch zu dem Satze des § 8, da, wenn auch g, sicherlich der reelle Teil
einer analytischen Fanktion von z, sowie derjenige einer analytischen Funktion von
x’ ist, die zugehdrigen imaginiiren Bestandteile im allgemeinen voneinander ver-
schieden sein werden. So ist z. B. wu' das eine Mal der reelle Teil der Funktion
(s + §v)% von «, das andere Mal der reelle Teil der Funktion u(4’ - v') von &, nie-
mals aber der reelle Teil einer analytischen Funktion von (z,z’).)

Mathematische Annalen. LXIL ' 2
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wiederhole filr diese die analogen Schliisse; es ergibt sich alsdann die
Existenz eines Wertes ¢,” derart, daB

byo(B, 1; R, 9,) > 0
wird, was aber der Festsetzung a) widerspricht.

Wihlt man speziell 4 + » > 7, so ist nach (1) der Maximalwert von
9.,(B,9; R, ") nicht groBer als ulog : 4+ log%; far alle nicht zu @,
gehdrigen Wertsysteme (R,q@; R',¢") aber ist gemiB Definition

9u»(B,9; R, 9") = 0.
Daraus folgt nach § 1, 4 far den Mittelwert g,,(0,+;0,%)=g,,(0) der
Werte g,,(R, 9; R, ¢):

9O S iy (Blog g +rlog )  @W+r2D).

Werden nun R, und R, ein fiir allemal den Ungleichungen 0 < R, < R,
0< R/ < R entsprechend beliecbig angenommen, so ergibt sich, da
9.,(B,9; R,¢") durchweg > 0 ist, aus dem Doppelintegral sofort:

, R+R, R+R/ ’
9,93 7, 9) SFER - g9 (0)  (Co+ C' )y,

w+v2T, r< R, ¥<R)),
wo C und C zwei positive Konstanten bedeuten. Infolge Gleichung (3)

gibt es daher nach Annahme einer beliebigen positiven GriBe & eine (von
den Verinderlichen unabhingige) Zahl ! derart, daB fir alle u + » > {:

9,097, 9) S (w+v)e (r< R, ¥Ry

und somit a fortiori wegen (6):
— 00 <loglf,,(@,%) |+ u logB + » logB'< (i +v)e
+v2 (2| By, |7 RBy)

e ) S(5) (&) wHv2blal< Ry I<RY),
und daher konvergiert zlfp,(x,x)yﬂy"l, solange |y|< ) |y |<—., im

Gebiete |z2|< R,, |2’ |£Ro gleichmdfig. Da aber & beheblg klein ange-
nommen werden konnte, so ist damit die Behauptung erwiesen.

2. Jede der beiden in diesem Satze liegenden Verallgemeinerungen
kann nun dazu dienen, die Betrachtungen des § 3 auf den Fall von mehr
als zwei Veriinderlichen auszudehnen. Zundchst ergibt sich wiederum die
nachstehende Folgerung:

Die Grofe &(z,z’;y,y) mige fir jedes den Bedingungen |z|< R,
|2'| < R’ gyeniigende Wertepaar z,z’ eine im Gebiete |y, < S, 'y | < S’ regu-

d h




Uber analytische Funktionen mehrerer unabhiingiger Verinderlichen. 19

lare analytische Funktion der beiden unabhingigen Verdnderlichen y,y sein,
auferdem jedoch stelle sie eine im Bereiche |z| < R, |¥|< R, |y|<k < S,
Y| < K < 8’ regulire analytische Funktion der unabhiingigen Verinderlichen
z, ', y, y dar; alsdann gilt das letstere auch fir den gancen Bereich |z| < R,
12| < R, [y|<8, ly'|<S".

®(z,7';y,y) ist ndmlich im Gebiete |z| < R, |2'|<R, |y| <k,
iy'| <k durch eine absolut konvergierende, nach Potenzen von z,
¥,y fortschreitende vierfach unendliche Reihe darstellbar. Ordnet man
diese nach Potenzen von y und g, wobei sie die Gestalt

2 B (@, 2)yy”

annehmen moge, so sind die Koeffizienten ,,(z, 2°) fir |z| <R, |2’ | <R
absolut konvergente Potenzreihen, und die Doppelreihe

D 18,5 )y

konvergiert fiir jedes den Bedingungen 'y| <k, |y | < k' geniigende Werte-
paar y,y in der Umgebung einer jeden Stelle z, " des Gebietes |z| < R,
‘2’| < R gleichmipig. Da nun ferner ®(x,, z,’; ¥, y) — welche Werte z,
und z, innerhalb des QGebietes |z,| <R, |z, | <R auch annehmen
mogen — eine fir |y' <8, |y'| < 8 regulire analytische Funktion von
(v,9") ist, so muB die die Funktion zunichst nur fir |y, <%, |¢'|<F
darstellende Doppelreihe 2 B, (Zo, ) y*y'* auch noch fir |y|< S,

MY
|y'| < 8 absolut konvergieren und mit ®(x,,z,’; y,y) Gbereinstimmen.

Nach dem vorigen Satze ist aber dann auch fiir jedes der letsteren Be-
dingung geniigende Wertepaar y, y' die Konvergenz der Reihe

D 1B, )y

) (24
eine gleichmiBige in bezug auf die Umgebung jeder Stelle z,, z,, woraus

folgt*), daB die Reihe 2 ®.,(x, 2)y*y” auch noch in dem vollen Ge-

By ¥
biete |z| < R, |2'| < R, |y| < S, |y'| < S’ eine reguldre analytische Funk-
tion der vier Verinderlichen darstellt.
Hieraus ergibt sich nun endlich der folgende Satz:
Ist von der eindeutigen Funktion F(z, 2y, - - -, 2,) der n + 1 komplezen
Verinderlichen 2, 2,, - - -, 2, bekannt, dap sie, solange sdimiliche Verdnder-
lichen dem absoluten Betrage nach unterhald R bleiben, in bezug auf jede

*) Nach einer SchluBweise, welche der p. 18, FuBn. **) angegebenen vdllig
analog ist.
2‘
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einzelne derselben reguliir sei, so ist sie auch eine in dem so definierten Ge-
biete regulire analytische Funkiion der n + 1 unabhingigen Verinderlichen
3, 51, tt Yy 5..

Nimmt man némlich den Satz fir » Veriinderliche als bewiesen an,
so entspricht jedem Punkte z = ¢/ des Kreises |2| < %— R eine analytische

Funktion F(¢,,-- - #,) der n Verénderlichen 2, - - -, z,, deren absoluter
Betrag im Gebiete |z,| < R, <R (¢=1,2,-.:,n) einen Maximalwert
M(2) besitzt. Hieraus folgt aber — nach der bereits in § 3 angewandten
SchluBweise — die Existenz einer positiven Zahl 4, derart, daB diejenigen
Punkte #, fir welche M(¢’) <4, ist, einen gewissen Teilbereich B des

Kreises | 2| < —;— R iiberall dicht erfiilllen, so daB also darchweg
| F (2,2, -5 8)| <1

gilt, solange 's,| < R) (¢ =1,2,---, %) und 2 dem Bereiche B angehort.
Ist nun 2 = g, irgend ein innerer Punkt des Bereiches B und der Kreis
|2 — 2y| <k noch vollstindig in B gelegen, so folgt aus dem Osgood-
schen ,Satze A“ angewandt auf den Fall von #» + 1 Verinderlichen¥*),
daB F (s 2, - -, 2,) eine im Gebiete |2 — 2,| <k, |2,| < Ry (¢ =1,2,--,m)
regulire analytische Funktion von 2, 2,, - -, 5, ist. Nun gehort aber auch
der Kreis |5 — )| < —Z— R dem Gebiete |s| < R sicher noch vollstindig

an, so daB auch in diesem noch F'(z 2, - -, 2,) nach Voraussetzung eine
analytische Funktion von s (oder auch — nach der Annahme des In-
duktionsschlusses — von 2z und # — 1 der iibrigen Veriinderlichen) dar-
stellt. Wendet man also den soeben bewiesenen Satz an, wobei die GroBe
£ — 2, (und noch beliebig viele, jedoch hdchstens » — 1 der Verdinder-
lichen #,---,3,) an Stelle vom y, ¢',---, die tbrigen Veréinderlichen an
Stelle von z, 2, - - - treten, so ergibt sich, daB F'(s, ¢,,- - -, 2,) auch noch
im Gebiete |2 — g,| < —;—R, |2,| <Ry (¢=1,2,---,n) durchweg regulir
sein muB, speziell also in der Umgebung des Punktes s =2, —:-- =2, = 0.

§ 5.
Gebiet, in welchem ein Ausdruck von der Form Z'f,(ao)y" eine
reguliire analytische Funktion von a und y darstellt.
1. Wir wenden uns nun einer zweiten Folgerung aus dem in § 2

bewiesenen Satze zu.

*) DaB der ,Satz A“ auch fiir beliebig viele Verinderliche giiltig ist, wurde
bereits von Herrn Osgood ausdriicklich bemerkt (Math. Ann. 62, p. 464).
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Die Potenzreihe
8@ 9) =D f,@)y,

v=0

deren Koeffizienten f,(z) fir alle x eines Bereiches T eindeutig definiert
seien, mdge, solange |y| < ¢” ist, im Bereiche T durchweg konvergieren.
Man iiberzeugt sich aledann ohne Mihe davon, daB S(z,y) dann und nur
dann eine in dem ganzen Gebiete (7, |y| < @) reguldre analytische Funk-
tion der beiden Verinderlichen z,y darstellt, wenn erstens die Funktionen
f,(x) sémtlich im Bereiche T' reguliire analytische Funktionen von z sind,
und sweitens die Reihe S(r, y) fiir jeden der betrachteten Werte von y*)
in der Umgebung eines jeden Punktes x von T gleichmdipig konvergiert.

Es sei nidmlich z =z, ein beliebiger Punkt von 7' und das Gebiet
|z — z,| < o gehore dem Bereiche T noch vollstindig an. Sind nun die
beiden angegebenen Bedingungen erftllt, so geht, wenn man die simt-
lichen Funktionen f,(z) nach Potenzen von z — z, entwickelt, aus S(z, y)
eine nach Potenzen von z— 2, und y fortschreitende Doppelreihe
P(z — z,,y) hervor, welche im Gebiete |z — z,| <o, |y| <o  absolut
konvergiert**) und dem Werte nach mit S(z,y) tbereinstimmt; S(z, y)
verhillt sich somit in der Umgebung einer jeden Stelle z =z, y =y,
(lyo| < @) regular. Umgekehrt gestattet die Reihe S(z, y), wenn sie sich
im Bereiche (I, |y| < ") durchweg regulir verhilt, in dem Teilgebiete
|z — zy| <@, |y| <o die Darstellung durch eine absolut konvergente,
nach Potenzen von z — z, und y fortschreitende Doppelreihe P (z — z,, y);
wird eine solche aber nach Potenzen von y geordnet, wobei sie die Ge-

staltz B,(z — 7,)y” annimmt, so sind die Koeffizienten P, (z — z,) fiir
|z — #,| < ¢ konvergente Potenzreihen, und die Reihe 2 B,(z — z)y"

konvergiert, solange |y| < ¢’ bleibt, in jedem Bereiche |2 — 7| < ¢, < @
gleichméBig. Da nun fir |z — z,| < ¢ die GroBen PB,(z — z,) offenbar
mit’ f,(z) der Reihe nach iibereinstimmen miissen, so ist damit das Be-
stehen der beiden Bedingungen nachgewiesen.

2. Es kann aber nunmehr mit Hilfe des Satzes von § 2 (angewandt
in der ihm in § 3,1 gegebenen Gestalt) sofort gezeigt werden, daB die
obige Aussage auch dann noch ihre Giiltigkeit beibehilt, wenn an Stelle
des Gebietes (7, |y| < ¢') ein villig beliebiger Bereich T der zy-Mannig-
faltigkeit tritt. Wir sprechen demnach folgenden Satz aus:

*) Oder auch bloB fiir srgend einen von Null verschiedenen Wert von y (§ 2).
**) Siehe p. 18, Fubn. **)



22 Fritz Harroas.

Die Gesamtheit der x-Koordinalen cines Bereiches T der zy- Mannig-
faltigheit sei mit T beseichnet. Damit die Reihe S(z,y) = D, f+(z)y’, deren

Koeffizienten f,(z) fiir alle « des Bereiches T eindeutig definiert seien, im
Bereiche T, in welchem sie durchwby kowvergieren mige*), eine regulire
analytische Funktion von (z,y) darstelle, ist notwendig und hinreichend,

a) daf die Koeffisienten f,(x) im Bereiche T simtlich regulire analy-
tische Funktionen von x seien,

b) dap, sobald (zy, y,) einen Punkt von T bedeutet, die Reihe S(z,y,)
in der Umgebung der Stelle x = x, gleichmdifig konvergiere.**)

Beweis. «) Die Bedingungen sind hinreichend. Ist ndmlich (z,, y,)
ein beliebiger Punkt des Bereiches T, und wihlt man ' (|y'| > |y, ) so,
daB der Punkt (z,,y") dem Bereiche T ebenfalls noch angehdre, so gibt
es, wenn die beiden angegebenen Bedingungen erfiillt sind, eine gewisse
noch in T gelegene Umgebung |z — z,) < ¢ des Punktes z,, in welcher
S(z,y) fir y =y .und somit auch fir |y, <|y' gleichmiBig konvergiert.
Alsdann stellt aber gemi#B Nr.1 S(r,y) eine in dem ganzen Gebiete
|z — 2| <@, |y|<iy'|, speziell also in der Umgebung des Punktes
(%o, o) regulére analytische Funktion von (z,y) dar.

f) Die Bedingungen sind notwendig. Ist namlich wiederum (z,, y,)
ein beliebiger Punkt des Bereiches T und gehort das Gebiet z — 2! <o,
¥ — Yo | < @' demselben ebenfalls noch an, so stellt, wenn y =y, irgend
einen Punkt des Kreises |y —y,. <o bedeutet, S(z,y) nach Voraus-
setzung eine speziell im Gebiete |2 — 2y <o, ly—y, | <0 — |y — ¥o!
reguliire analytische Funktion von (,y) dar. Andererseits ist S(z, y) fir
jeden der Bedingung !z — z,| < ¢ gentigenden Wert von z eine nach
Potenzen von y fortschreitende Reihe, welche nach Voraussetzung fiir
ly — 9| < ¢’ und somit auch fiir iy' < |y,| + @' konvergiert, speziell also
eine im Gebiete |y —y,| < |y,! + o' — |y,  regulire analytische Funktion
von y darstellt. Daraus folgt aber nach dem erwihnten Satze, daB S(z, y)
auch noch im Gebiete |z — z,| <@, |y —#|<|%|+0 — |y, eine
durchweg reguliire analytische Funktion von (z,y) darstellen muB.

*) Aus der Konvergenz von S(z,y) fir jeden Punkt (xr,,y,) des Bereiches T
folgt natiirlich auch diejenige fiir alle Punkte (x,, ) (¥ | <|#,]). Die Frage ist je-
doch nicht, unter welchen Bedingungen S(z,y) in diesem gr3Beren Bereiche durch-
weg reguliir ist (was bereits durch das Vorhergehende beantwortet wird), sondern
gerade, unter welchen Bedingungen S(x, y) in T regulir ist. Der Inhalt des vor-
liegenden Satzes ist nun, daB das letztere nicht eintreten kann, ohne da8 auch zu-
gleich das erstere stattfindet.

**) Nach § 2 kann b) wiederum ersetzt werden durch die Bedingung, daB zu jedem
& =, des Bereiches T ein beliebiger (von Null verschiedener) Wert y, existiere, der-
art, daB S(z, y,) in der Umgebung der Stelle x = z, gleichmiiBig konvergiere.
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Wihlt man nun wieder einen beliebigen Punkt y des Gebietes

Yy — | <%l +oe — |yl

und bezeichnet denselben mit y,, so ergibt die Wiederholung jener Schlu8-
weise, daB S(z, y) auch noch im Gebiete

lz—2i<e, y—%I<|thi+e¢—|y
eine durchweg regulire analytische Funktion von (z, y) darstellt, usf.
Man wird es nun stets so einrichten konnen, daB einer der Punkte y,
(k=0,1,2,...) mit dem Nullpunkt zusammenfillt. Ist namlich y, nicht
selbst schon gleich Null, so kann man, falls ¢’> |y,| ist, y, — O wiihlen;
ist aber ¢’<!y,|, so erreicht man es leicht (z. B. indem man y,, y,,- -
so wiahlt, daB in der Reihe |y,|, !y, --- jedes Glied mindestens um

% o’ kleiner ist als das vorhergehende), daB fiir irgend einen Wert von %:

2|y_1 | <|9| + ¢ wird, worauf es gestattet ist, y, =0 zu setzen.
Nun verhilt sich, wie nachgewiesen wurde, S(z,y) im Gebiete |z — z,| < o,
Y= %! <l te—I|%l dhfirlz—z]<e¢, |y|<|y|+ ¢ durch-
weg regulir, was nach Nr. 1 nur méglich ist, wenn die Funktionen f,(z)
samtlich im Kreise |2 — 2| < ¢ regulir sind und die Reihe S(z,y) fir
ly! < 'y,!+ ¢ in der Umgebung jedes Punktes des genannten Kreises
gleichmiBig konvergiert, speziell also fir y =y, in der Umgebung des
Punktes z = z,, w. z. b. w.*¥)

3. Einen Uberblick tiber die Gesamtheit der Stellen (z, y), fiir welche

ein Ausdruck von der Form S(z,y) = 2 fv(x)y” eine regulire analy-

tische Funktion von (r,y) darstellt, kann man sich nach dem Vorigen
nun in der folgenden Weise verschaffen.

Es bedeute P(z,y) = 2 aﬁl’sw“y’ eine beliebige nach positiven Po-
“my=0

tenzen von z und y fortschreitende Doppelreihe und (g, ¢") die Gesamt-

heit der Paare positiver, von Null verschiedener Zahlen, fiir welche (o, ¢")

*) Der Satz 148t sich mit Hilfe des § 4 ohne Schwierigkeit auf den Fall aus-
dehnen, wo an Stelle von 2z und y mehrere Veriinderliche treten, und kann alsdann

folgendermaBen formuliert werden: Damit die Reihe Z'fﬂ,(x, Z)y"y’” in einem Be-

reiche T, in welchem sie absolut konvergiert, eine regu.llre analytische Funktion der
Veriinderlichen z, &', y, ¥/ darstelle, ist notwendig und hinreichend, daB a) die Koeffi-
zienten £, (%, ) im betrachteten Gebiete durchweg reguliire analytische Funktionen
von (x, x’) seien, und daB b) sobald (z,, z,’, ¥,, ¥,’) einen Punkt von T bedeutet, die
Reihe > l Fus@ &) Y5y 0| in der Umgebung des Punktes (z,,z,") gleichmiBig kon-

vergiere.
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absolut konvergiert; die obere Grenze R aller Werte ¢, sowie die obere
Grenze R’ aller Werte o' kénnen alsdann etwa als die beiden Maximal-
radien des Bereiches der absoluten Konvergenz von P(z,y) bezeichnet
werden.*) Ist nun ¢’ irgend eine positive, der Bedingung 0 < ¢'< R’
geniigende Zahl, so liBt sich stets eine zweite ¢ > O angeben, derart, daB

B(o, ¢) absolut, und daher.zn’ B, (2)y (wo B. (x)—i’ag’wl‘) fiir

r=0

y = ¢ im Kreise |z| < ¢ gleichmdpig konvergiert; konvergiert umgekehrt
2 PB,(z)y* fir irgend einen Wert y mit dem absoluten Betrage ¢  in
r=0

einem Kreise |z| < o gleichmiBig, so konvergiert**) P(z, y) im Gebiete
|z| < e, |y| <o absolut, und es ist infolgedessen ¢’ < R'.

Soll nun die Reihe S(z, y) = Zf,(x)y” in der vollen Umgebung einer
Stelle (z,, y,) konvergieren und eine daselbst reguliire analytische Funktion
von z,y darstellen, so ist dazu notwendig und hinreichend, daB die Stelle
eine gewisse Umgebung T = (jz — 2,/ <0, |y—y,| <@') besitze, fiir
welche die in Nr. 2 genannten Bedingungen a) und b) erfiillt sind, d. h.
also daB

a) der Punkt z, Mittelpunkt eines Kreises sei, in welchem die Funk-
tionen f,(z) (v=20,1,2,-.) sich simtlich reguldr verhalten, und

b) ein Paar positiver Zahlen ¢, " — und zwar ¢ >0, o' > |y,| —
existiere, derart daB S(z, ¢") im Bereiche 'z — z,| < ¢, gleichmiBig kon-
vergiere, ¥*¥) .

Bezeichnet man aber mit R, den y-Maximalradius derjenigen Doppel-
reihe P(x — 7,, y), welche aus der Reihe S(z,y) hervorgeht, wenn deren
Terme nach Potenzen von z — z, entwickelt werden, so kann die Be-
dingung b) ersetzt werden durch die folgende:

b) 9| < Ra,
Ist némlich die Bedingung b") erfillll, und wahlt man ¢ der Un-
gleichung |y,| < ¢" < R, entsprechend, so konvergiert S(z, ¢") nach obigem

*) Konvergiert B(z, y) in keinem Punkte (x,y) absolut, dessen Koordinaten beide
von Null verschieden sind, so sind R und R’ gleich 0 zu setzen. Gibt es jedoch
einen Punkt (z,, y,) jener Art, so sind R und R’ beide von Null verschieden (nim-
lich R > |#,|, > |y,|) und B(x, y) konvergiert jedenfalls in dem ganzen Ge-
biete |2| < |21, |¥| < | ¥ | absolut. Natirlich kénnen R und R’ auch unendlich
groB sein. -

*) Siehe p. 18, FuBn. *).

**) Der Inhalt der Bedingung b) kann, wie leicht zu sehen, auch so ausgedréickt
werden, daB S(z, y) in der vollen Umgebung des Punktes x=z,, y =1y, gleich-
miBig (in bezug auf # und y) konvergiere.
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in einem gewissen Kreise |z — 7| < ¢ gleichmiBig. Ist umgekehrt die
Bedingung b) erfilllt, so muB ¢’ < R:, und somit |y,| < R:, sein.*)

4. Uber die GrdBe R. seien noch folgende Bemerkungen hinzugefiigt.
Beschriinkt man z auf solche Werte, welche der soeben fixierten Be-
dingung a) geniigen, und bezeichnet ferner noch mit P, den Konvergenz-

radius der Potenzreihe Z’ f,(®)y", so kann das Ergebnis von § 2 in der

folgenden Beziehung zwischen den GrioBen R, und P, zum Ausdruck ge-
bracht werden:

Fiir jeden Wert x = x, der genamnten Art ist entweder:

R, =0 oder R =limP,**)
z=2

Verhalten sich némlich sémtliche f,(z) (v =0,1,2,--:) im Kreise
|z —z,| < @ noch regulir und bezeichnet man das Gebiet 0 <|z — z,|<e
mit 7, so erfiillt (vgl § 2) einerseits die Gesamtheit der Werte y, filir
welche S(z,y) in T durchweg konvergiert, einen Kreis um y = 0, dessen
Radius P(, genannt sei, andererseits die Gesamtheit derjenigen Werte y,
fir welche S(z,y) in der Umgebung jedes Punktes von I' — und infolge-
dessen nach einem bekannten, von Herrn Runge*®*) bewiesenen Satze auch
in der Umgebung jedes Punktes des vollen Gebietes |2 — x| <o —
gleichmdpig konvergiert, einen ebensolchen Kreis, dessen Radius 7(, heiBien
mége. Nach § 2 sind nun zwei Fille moglich; entweder ist () = O oder

*) B, kann also auch als die obere Grenze der absoluten Betrige dexjenigen
Werte von y definiert werden, fiir welche S(z, y) in einer (wenn auch noch so kleinen)
Umgebung von z =z, gleichmiBig konvergiert. — Als Beispiel kann das p. 11,
FuBn. *) behandelte dienen. Es ist dort R, =0 fir x=1iv (v > 0), sonst durchweg
R, =1. Zum Nachweise geniigt es, noch folgende dritte Eigenschaft der Funktjonen

1
9a(%) zu benutzen: |g,(z)| < Amz—D
lz —ti| > % fir jeden nicht negativen Wert von ¢ ist. (l. c. p. 247.)

#) Uber die Bedeutung dieses Grenzwertes vgl. Encykl. d. math. W.1I A1,

Nr. 23. — Man iiberzeugt sich leicht davon, dag limP, und on sehr wohl vonein-
- 2=z,
ander verschieden sein kinnen. Ordnet man nAmlich die Doppelreihe

Ba—=z,9) =30, W@ — )
u=0

+ %, wenn gleichzeitig |#| < n und

nach Potenzen von £ —x,, so ist P, der Konvergenzradius von £,(y), dagegen R,
als Maximalradius nicht oberhalb des Konvergenzradius srgend einer Reihe D, (y). Ist

also R, von Null verschieden (und somit R;°=l_.il_qP;) und hat eine der Reihen
T=2
0,(y) einen kleineren Konvergenzradius als die erste, so ist allemal lim P, < P

=) Acta Math. 6 (1885), p. 247. e
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7() = P(e. LéBt man nun ¢ gegen 0 abnehmen, so kann es erstens ein-
treten, daB r(, bestindig gleich Null ist und daher auch

lim r{py = 0
e=0

wird. Oder aber r(, ist fiir irgend einen Wert ¢ — ¢, und daher a for-
tiori fiir jeden kleineren Wert von ¢ von Null verschieden, so daB fiir
e < ¢, bestéindig r(;) = P{,) und daher

h!l‘l’ r{e) = lnn P'(l’)

e=
wird. Da nun P{, die untere Grenze aller GroBen P, des Gebietes
0<|z—2z,| <o darstellt, so ist hm P((,, mit lim P; gleichbedeutend;

zT=2,

andererseits ist offenbar®) lim r{p) = R' nnd somit das obige erwiesen.**)
=0

Man kann nun noch folgendes zeigen:
Die Gesamtheit der Stellen z = xz,, fiir welche R, nicht mit lim P,

z=1x
wibereinstimmt (d. h. fiir welche gleicheeitig R, = O und lim P, > O ist), er-
z=2,
fillt niemals einen Bereich T iiberall dicht.***) (Dabei wird, wie bisher,
vorausgesetzt, daB die Funktionen f,(r) im betrachteten Gebiete simtlich
regulir seien.)
Verschwindet nimlich lim P, fir jeden Punkt z = z, von T, so gibt

es in T iiberhaupt keino Stelle der obigen Art. Ist dagegen fiir irgend
einen Punkt z, des Bereiches lim P, > g > 0, so gilt fiir alle z einer ge-

wissen Umgebung | z — z, | <’; “des Punktes Zy:
P29

*) Vgl z. B. p. 25, FuBn. *).
"**) Bei dem p. 25, FuBn. *) erwihnten Beispiele gilt durchweg P, =1, und
daher auch hm P, =1 fiir jeden endlichen Wert &,. Hingegen hat, wie bereits an-

gefihrt, R, lﬁngs der positiv imaginiren Halbachse den Wert 0, sonst jedoch in
ﬁberemstunmnng mit hm P, den Wert 1.

=%
**) Hingegen kbnnen die Punkte z, fir welche R/ und P, selbst voneinander
differieren, tatsichblich ein Gebiet tiberall dicht erfiillen. Setzt man n#imlich

f,@ =1+ (1—%)(1_%)--.(1—4%),

wo die Punkte z,, ,, - - - ein Gebiet iiberall dicht erfiillen mdgen, so ist P, =1 fiir
z=z, (v=1,2, ), dagegen fiir jeden endlichen Wert x — z, ist lim P, — 0 und da-

her auch R, =0. Denn bliebe in irgend einem Bereiche der 2-Ebene P, oberhalb
einer positiven GrdBe g, so wilrde S(z,y) fir |y| < g in diesem Bereiche konver-
gieren, also nach § 11, 1 fir hinreichend kleine |y | auch in jedem vorgegebenen Be-
reiche der z-Ebene, whhrend doch S(0, y) offenbar fiir jeden von O verschiedenen
Wert y divergiert.
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Wihlt man also y, der Bedingung 0 < |y,| <g¢ entsprechend, so kon-
vergiert S(z, y,) durchweg im Gebiete |z — z,| < ¢. In diesem letzteren
gibt*) es aber alsdann notwendig einen Teilbereich B, in bezug auf
welchen S(z, y) sicher gleichmdfig konvergiert, solange |y | < |y, | ist. Fiir
jeden inneren Punkt z = z, des Bereiches B gilt dann R; >0, so daB B
in seinem Inneren keinen Punkt der genannten Art enthilt.

§ 6.
Die singuliren Stellen auf der Begrenzung des Gebietes
gleichmiBiger Konvergenz.

Nachdem festgestellt ist, unter welchen Bedingungen ein Ausdruck
von der Form S(z,y) eine regulire analytische Funktion von (z,y) dar-
stellt, ist nun auch die Frage mitbeantwortet, in welcher Ausdehnung
eine vorgelegte analytische Funktion von (z,y) durch einen derartigen
Ausdruck dargestellt werden kann. KEs gilt ndmlich:

Eine gegebene analytische Funktion f(z,y) zweier Verdnderlichen x,y
lipt sich in einem vorgelegten Bereiche T der zy- Mannigfaltigkeit, in wel-
chem sie eindeutig definiert und durchweg regtdc’irc ist, dann und nur dann

durch einen Ausdruck von der Form S(z,y) ==-2f,(x)y' (in welchem die -

" f,(x) beliebige von y unabhingige Gropfen bedeut:m) darstellen, wenn die
Fortsetsung derselben auch noch fir alle Punkte (z’, ky") eindeutig und
requldr ist. Dabei soll (z',y’) alle Punkte von T, k alle komplexen Zahlen
durchlaufen, deren absoluter Betrag unterhalb 1 liegt.

DaB die angegebene Bedingung hinreichend ist, ist selbstverstdndlich;
denn ist sie erfiillt, so kann f(z, y) fiir jeden der in Betracht kommenden
Werte von z nach Potenzen der GréBe y entwickelt werden, so daB man
eine in T giltige Darstellung der verlangten Art erhilt.**) Gibt es um-

*) Die Existenz eines Teilbereiches B, fiir welchen S(z, y,) selbst gleichmaBig
konvergiert, ist durch Untersuchungen des Herrn Osgood dargetan worden (Ann. of
Math. (2) 8 (1901) §§ 1—2). Verlangt man jedoch im Bereiche B bloB die gleich-
maBige Konvergenz fiir |y, << 'y, , 80 ergibt sich die Existenz desselben schon leicht
durch die bloBe Anwendung des bereits in § 3 (siehe p. 14, FuBn. **)) benutzten,
von Herrn Osgood angegebenen Satzes iiber Punktmengen. Ist nimlich =&’ irgend
ein Punkt des betrachteten Gebietes, so befinden sich wegen der Konvergenz der
Reihe S(«, y,) deren simtliche Terme f,(z’)y; dem absoluten Betrage nach unter-
halb einer endlichen Schranke M(xz’). Bedeutet nun P(=1,2--) die Gesamtheit
derjenigen Punkte x = z', fir welche M(z') <¢ ist, so muB es nach jenem Satze
einen Teilbereich B geben, in welchem eine jener Punktmengen iberall dicht ist,
und dieser Bereich hat alsdann offenbar die verlangte Eigenschaft.

*) Dabei ergeben sich die GrdBen f,(x) notwendig als fiir alle 2 des Bereiches
regulire Funktionen, und die Reihe X7, (xr)y” konvergiert in der Umgebung jedea
Punktes von T gleichméBig (§ 5, 2).
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gekehrt eine Darstellung dieser Art, so erfillt S(z,y) in jedem Punkte
des Bereiches T und infolgedessen auch des angegebenen griBeren Ge-
bietes die beiden in § 5,3 aufgestellten Bedingungen und stellt somit
auch in diesem letzteren Gebiete eine durchweg regulire analytische
Funktion von (z,y) dar; somit ist die angegebene Bedingung auch eine
notwendige.

Hieraus ergibt sich nun weiter die folgende Charakterisierung des
Bereiches der gleichm#éBigen Konvergenz einer Reihe S(z,y) vermittelst
der singuliiren Stellen der durch sie dargestellten analytischen Funktion:

1. Besitst der Punkt x = 1, eine Umgebung |z — zo| < @, innerhalb
welcher siamtliche f,(z) (v=0,1,2 -..) sich reguldr verhalten, und ist
R, von Null verschieden, so besitst der durch die Reihe S(z,y) =-2f,(:c)y'

dargestellte Funktionszweig mindestens eine singuldre Stelle (x4, y,), fiir
welche |y, = R., ist (dagegen keine, fiir welche |y,| < R, ist).

Nach § 5,3 verhilt sich ndmlich S(z, y) an der Stelle (x,, 0) reguliar
und stellt somit eine in einem gewissen Gebiete |z — 2| < g5, |y] < @p
regulire analytische Funktion f(z, y) dar. Verhielte sich nun f(z, y)
etwa in einem Gebiete |z — 2| < &, |y| < Rs, + & (¢ > 0) ebenfalls noch
durchweg regulir, so wiirde nach dem Vorigen f(z, y) in dem letzt-
genannten Gebiete die Darstellung durch eine Reihe S(z,y) gestatten,
und diese miiBte mit der vorliegenden offenbar identisch sein. Im Wider-
spruche hiermit kann jedoch (§ 5, 3) S(z,y) nur fiir solche Stellen (z,, )
regulir sein, fir welche |y| < R;, ist. Mithin besitzt die Funktion f(z, y)
mindestens eine singulire Stelle (z,, y,), welche der Bedingung |2, — 2| < ¢,
|y;| < Rs, + ¢ geniigt. Legt man nun der GroBe ¢ eine Reihe gegen O
abnehmender Werte bei, so befindet sich entweder unter den 8o erhaltenen
singuldren Stellen (z,,y,) eine, fir welche z, = z,, |y,| < R, ist, oder
aber die Zahl derselben ist unendlich groB und sie besitzen mindestens
eine Haufungsstelle (z,, ¥,) (/%] < R.,), welche offenbar ebenfalls keine
regulire Stelle sein kann. Eine singulire Stelle (z,, y,), fiir welche
geradezu |y,| < R;, wire, ist jedoch in allen Fillen gemiB § 5,3 aus-
geschlossen.

2. Ist die Stelle x = x, Begrenzungsstelle eines Bereiches T, in welchem
die Funktionen f,(x) (v=20,1,2,-..) simtlich reguldr sind und R, durch-
weg grofer als Null ist, gibt es jedoch entweder keinen Kreis mit dem Mittel-
punkt z,, in welchem die Funktionen f,(x) noch simtlich regulir sind, oder
aber ist R; = 0, so ist die Stelle (x4, 0) fiir den durch S(z,y) dargestellten
Funktionssweig eine singuldre.

Im Gebiete T = (T, |y| < R,)*) nimlich stellt S(z,y) sicher eine

*) DaB dies wirklich ein Bereich T ist, erhellt daraus, daB, wenn irgend ein
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durchweg regulire analytische Funktion f(z,y) dar. Wiirde nun eine
nach Potenzen von z — z, und y fortschreitende, in einem gewissen Ge-
biete [z — 7| < ¢, ly| < ¢" absolut konvergierende Doppelreihe

B@ — 2, 9) = D'B,(z — z)y

existieren, welche fiir diejenigen Punkte dieses Gebietes, welche gleich-
zeitig dem Bereiche T angehoren, mit f(z, y) iibereinstimmte, so konnten
die bei der Entwickelung von P(zr — z,,y) nach Potenzen von y auf-
tretenden Koeffizienten B,(x — 2,) offenbar nichts anderes als die Ent-
wickelungen der Funktionen f,(x) nach Potenzen von z — z, sein; die
Funktionen f,(r) miiBten sich somit im Kreise |z — z,| < ¢ samtlich
regulir verhalten, was in dem einen Falle der Voraussetzung widerspricht.
In dem anderen Falle aber wire dann weiterhin R, identisch mit dem
y-Maximalradius der Doppelreihe B (z — z,, y), und daher R;, > ¢’, withrend
nach Voraussetzung R; =0 sein sollte. Es gibt demnach in beiden
Fillen keine Doppelreihe der genannten Art und damit ist die Behauptung
erwiesen.

Die letztere Aussage kann noch erheblich vervollstindigt werden,
wenn man eine Eigenschaft der GroBe R benutzt, welche, um den Zu-
sammenhang nicht zu unterbrechen, erst im folgenden Paragraphen be-
wiesen werden soll und folgendermaBen lautet:

Gilt fiir alle Punkte x eines Bereiches T : R, > p, wo p eine positive
Grofe begeichnet, und ist x, irgend ein Begrenzungspunkt von T', so gilt
entweder R; > p oder R; = 0. (Dabei wird selbstverstindlich vorausgesetzt,
dap die Funktionen f,(x) in einem gewissen Kreise mit dem Mittelpunkt x,
simtlich regulir seien,) )

Der obige Satz 2 kann alsdann durch den folgenden ersetzt werden:

2. Ist die Stelle x = x, Begrensungsstelle eines Bereiches T, in wel-
chem die Funktionen f,(x) (v=0,1,2,...) simtlich regqulir sind und R,
durchweg grofer als die Zahl p > 0 bleibt, gibt es jedoch entweder keinen
Kreis mit dem Mittelpunkt x,, in welchem die f,(x) noch simtlich regulir
sind, oder aber ist R; = 0%), so sind die simtlichen Stellen (z,,y)
(lyl £p) fiir den durch S(z,y) dargestellten Funktionszweig singuldre.*)

Punkt (z,, y,) demselben angehdrt, die Funktion in der vollen Umgebung desselben
reguldr ist, also auch letztere dem Bereich noch angehort.
*) Nach dem Vorstehenden geniigt es auch schon zu wissen, da R; < p sei.

**) Offenbar erhillt man eine etwas allgemeinere Fassung des Satzes, wenn man

die Voraussetzung durch diejenige des Satzes 2 ersetzt und dann p als lim R,
=2,

(wobei x nur solche Werte annehmen soll, welche dem Bereiche T angehdren) einfiihrt.

Fiir Potensreihen P(z, y) sweier Verinderlichen ergeben sich aus dém Satze
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Beweis. Die Reihe S(z, y) stellt eine im Gebiete (S, |y| < p) durch-
weg regulire analytische Funktion f(z, y) dar, fiir welche nach Satz 2 die
Stelle (z,, 0) eine singulire ist. Ist nun y =y, irgend ein Wert, dessen
absoluter Betrag unterhalb —; p liegt, so kann nach dem ersten Satze
dieses Paragraphen die Funktion f(x,y) im Gebiete

(T, ly—wni<o—|wnl)
in welchem sie durchweg regulir ist, durch eine Reihe von der Form

Sz, y—y,) =2f7,(x) y—y9)

dargestellt werden, und fiir diese gilt alsdann (§ 5, 3) notwendig
R.>p— |y|*), solange z dem Bereiche T angehort. Nun sind zwei
Fille moglich. Entweder gibt es keinen Kreis mit dem Mittelpunkt z,,
in welchem alle Funktionen f,(2) noch regulir sind; alsdann ist nach
Satz 2 die Stelle (z,, y;) eine singulire. Oder aber es gibt einen der-
artigen Kreis; alsdann ist aber (wiederum nach § 5, 3) sicher R, <y, ,
da ja f(z,y) die singulire Stelle (z,, 0) besitzt. Es galt aber im ganzen
Bereich 7: R, >p — |y,| und diese beiden Aussagen vertragen sich, da
|%:| <p — |y,| ist, nach der vorher erwihnten Eigenschaft der GroBe R
nur dann miteinander, wenn geradezu R, = O ist, so daB nach Satz 2
auch in diesem Falle (z,,y,) eine singulire Stelle sein muB.

Nachdem festgestellt ist, daB jede Stelle (z,,y,) (] %l < —% p) eine

singulére ist, kann man nun, von einer solchen aus weiter schlieBend, das
gleiche fiir jede Stelle (z,, y;) nachweisen, fir welche |y, —y, | <p— |y,|
ist, also durch passende Wahl von y, fiir irgend einen gegebenen Wert y,,

welcher der Bedingung ;— 2L |y, <—:— p geniigt, usf. Mithin ist not-

nachstehende Folgerungen (vgl. dazu d. Verf. I.-D., Miinchen 1903, § 19): Konvergiert
die Potenzreihe P (x, y) in einem Gebiete |z| << r, |y| < ' absolut, besitzt jedoch
die durch $(z, y) dargestellte analytische Funktion eine singulire Stelle (z,, y,), fir
welche |x,| = r, |y,| < r’ ist, 80 sind auch die simtlichen Stellen (z,, y) (ly| < r")
singulire, und r ist daher notwendig der Maximalradius in der z-Ebene (8§ 5, 3,
p- 24). Denn ordnet man P(x, y) nach Potenzen von y, so ist fiir die so entstehende
Reihe S(z,y) einerseits R, > ¢’ fir |z| <r, andererseits R; < |y,|, falls dber-
baupt z, Mittelpunkt eines Kreises ist, in welchem die Funktionen f,(x) noch siimt-
lich reguliir sind; hieraus folgt aber in jedem Falle das Behauptete. Ist umgekehrt
r = R der z-Maximalradius einer Potenzeihe P(z, y), so gibt es notwendig eine
singulire Stelle (z,, 0), fiir welche |z,| = R ist; konvergiert also $(x, y) noch in
einem Gebiete |z| << R, |y: < r’ absolut, so sind auch die shmtlichen Stellen (z,, y)
(ly1 <) singuliire.

*) Die auf die Reihe S(x, y —y,) bezfigliche GroBe R, ist mit R’ bezeichnet.
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wendig jede Stelle (z,, ¥)'(|y| <p) und daher auch jede Stelle (x,, y) (ly| <p)
eine singuliire.®)

§ 1. .
Eigenschaften der GroSe R,: Beziehung zwischen ihren Werten im

Innern eines Bereiches 7 und denjenigen auf der Begrenzung
desselben.

1. Wir setzen bei allen noch folgenden Betrachtungen stillschweigend
voraus, daB die Koeffizienten f,(x) der Reihe S(z, y) =2f;(x)y' fir alle

vorkommenden Teile der z-Ebene eindeutig und regulir seien, so daB zu
jedem in Frage kommenden Punkte z stets ein bestimmter Wert R,
existiert, welcher Null oder gréBer als Null sein kann.

An der Stelle z =z, habe R, den Wert p,. Jeder vorgegebenen
GroBe & >.0 liBt sich alsdann eine zweite 6 > O derart zuordnen, daB
R, > p, — ¢ ist, solange nur |z — z,| < & bleibt. Ist p, = 0, so ist dies
selbstverstindlich. Ist aber p, >0, so konvergiert — &< p, voraus-
gesetzt — die Reihe S(z, p, — ¢) in einem gewissen Kreise |2 — 2| < 0
gleichmiBig, woraus hervorgeht, daB R.’ > p, — ¢ ist, solange z im Innern
jenes Kreises liegt. Da sonach diese Teilbedingung der Stetigkeit fir die
GroBe R, unter allen Umstinden erfiillt ist — um einen kurzen Aus-
druck dafir zur Hand zu haben, sei diese Eigenschaft von R, im
folgenden stets als ,einseitige Stetigkeit“ bezeichnet —, so wird es sich

y
*) Beispiel fir den ersten Fall: S(z, y) — e” =§f,(:c)y', WO f,(®) = ;yis
Wablt man als Bereich T die z-Ebene mit AusschluB des Punktes z = 0, so ist
R, in T durchweg unendlich groB und mithin jede Stelle (0, ) eine singulitre,

Als Beispiel fir den zweiten Fall kann man f,(z) = (z* — 4)” wiahlen; es ist
alsdann R =00 fiir |#* — 4| <1 (also in zwei getrennten Gebieten der x-Ebene),
sonst dberall R, —=0. Es ist daher jede beliebige Stelle (z,, y) eine singulire, fiir
welche |z, —4|=1 ist, woraus hervorgeht, daB S(z, y) = S(@®— 4)”"y" in den
beiden getrennten Gebieten je eine analytische Funktion in ihrer ganzen Ausdehnung
darstellt. — Als Illustration fir den zweiten Fall kann auch das Beispiel p. 11,
FuBn. *) (vgl. p. 25, FuBn. *)) dienen; da R fiir z=1iv (v > 0) gleich Null, sonst
dberall gleich 1 ist, so ist jede Stelle (sv, y) >0, |y| < 1) eine singulire. Defi-
niert man abweichend f,(x) = [3¢,(@)]” + [84,(— x)]”, Wo g,(z) nach wie vor die
Rungeschen Funktionen darstellen soll, so wird R/ lings der ganzen imaginiren
Achse gleich 0, jedoch auBerhalb derselben unendlich groB; es ist also jede beliebige
Stelle (iv, y) bei reellem v eine singuldre, und somit stellt die Reihe S(z, y), welche
hier fiir alle endlichen Werte der beiden Veriinderlichen konvergiert, wiederum zwei
analytische Funktionen (deren Existensbereiche lings der genannfan singuliiren Stellen
aneinander grenzen) in ihrer ganzen Ausdehnung dar.
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bei weiteren Untersuchungen iiber die Stetigkeit von R nur um die
noch dbrig bleibende Frage handeln, ob sich jeder GroBe & >0 auch
stets eine zweite 6> O derart zuordnen 1iBt, daB fiir alle |z — z,! < ¢’
die Ungleichung R’< p, + ¢ befriedigt wird; dann und nur dann, wenn
auch diese zweite Bedingung erfiillt ist, wird R in z = z, stetig sein.

DaB nun diese letztgenannte Bedingung — und zwar in dem spe-
ziellen Falle p, = 0 — mnicht immer erfiillt zu sein braucht, dafiir haben
sich bereits mehrere Beispiele ergeben.*) Ein sehr allgemeines Beispiel
dieser Art liefert die Theorie der Potenzreihen zweier Verdnderlichen.
Bezeichnet man nimlich die groBte positive Zahl r’, welche die Eigen-
schaft besitzt, daB die Potenzreihe P(r,y) im Gebiete |z| <r, |y| <7’
noch absolut konvergiert, als den zu r assosiierten Komvergeneradius
r'=@(r)**) und betrachtet man andererseits die durch Ordnen von

B(z, y) nach Potenzen von y entstehende Reihe S(z,y) =2$,(x) y’, 8o

fillt »’ stets mit der unteren Grenze aller GroBen R, des Gebietes |z]| < r
zusammen. *™¥) Ist nun R der Maximalradius von P(z, y) in der z-Ebene
(§ 5,3) und nimmt man des weiteren an, erstens, daB die Konvergenz-
radien sidmtlicher Potenzreihen %, (z) die GroBe R mindestens um eine
bestimmte positive GroBe A iibertreffen, und zweitens, daB der zu R asso-
ziierte Radius »’ noch groBer als O sei (so daB also P(z,y) noch in
einem Gebiete |z| < R, |y| <r’ absolut konvergiert), so ist nach dem
Gesagten R > r’, solange |z| < R bleibt, dagegen muB es allemal min-
destens einen Wert z — z, mit dem absoluten Betrage R geben, fir
welchen R; = 0 ist })

Gerade dieses letztere Beispiel wire nun aber auch geeignet, den
Anschein zu erwecken, als ob eine Unstetigkeit von R, #iberhaupt nur
an solchen Stellen z eintreten konnte, fiir welche R’ den Wert O besitzt.

*) Vgl. p. 81, FuBn. *). *

**) Bezeichnet wiederum R den Maximalradius von $(z, y) in der z-Ebene, so
ist r">0 fir r <R, r'=0 fir r > R. (Vgl. iber diesen Gegenstand § 12.)

***) Denn fiir die absolute Konvergenz der Doppelreihe $(z, y) in einem Gebiete
|z]<e, ly|<<e’ ist die gleichmiBige Konvergenz von S(z,y) fiir jeden der Be-
dingung |y| < ¢’ geniigenden Wert y in der Umgebung jedes Punktes £ des Gebietes
|| < ¢ sowohl notwendig als auch hinreichend. (Siehe p. 13, FuBn. **).)

1) Denn fiir jeden Kreis [#|< R+ 3 (6>>0) muB die untere Grenze aller
GroBen R’ gleich Null sein, das Gebiet || < R + & muB daher einen Punkt z,

enthalten, in dessen Umgebung R,’ beliebig kleine Werte annimmt, was wegen der
einseitigen Stetigkeit von R, nur mdglich ist, wenn R; =0 ist. L&St man & be-
liebig klein werden, so mu8 aus dem nimlichen Grunde R,’ auch fiir die Hiufungs-
stelle z, (|z,| = R) der Punkte x, den Wert 0 besitzen. — Beispiel: Wahlt man
$,(@) = 2", so0 ist R=1; fir jz| <1 ist B,'= o0, fir |2/ >1 dagegen R =0.
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Nach der Theorie der Potenzreihen zweier Verinderlichen nimlich ist
r'= @(r) fir alle der Bedingung 0 <r < R gentigenden Werte von 7
stetig*), und daher kann die untere Grenze der GroBen R des Gebictes
{#] < r bei wachsendem r nur stetig abnehmen, mit der eventuellen Aus-
nahme einer bei r = R eintretenden plotzlichen Abnahme auf den Wert 0.
Dieses Verhalten von R,’ liBt sich schirfer noch folgendermaBen formu-
lieren: Ist im Innern eines beliebigen Kreises |z| <r durchweg R,'> p> 0,
und besitzt R, an irgend einer Stelle z = z, der Peripherie desselben
einen unterhalb p gelegenen Wert p,, so kann derselbe nur gleich O sein.*™*)
Wenn nun, wie man hiernach leicht annehmen konnte, die GroBe R,
tiberhaupt nur an solchen Stellen unstetig sein kinnte, an welchen sie
den Wert O besitzt, so bediirfte der bereits in § 6 (p. 29) herangezogene
Satz iiber die GroBe R, (von welchem der soeben ausgesprochene offen-
bar nur ein Spezialfall ist) und ebenso einige weitere Sitze von der nim-
lichen Art, die wir an ihn kniipfen werden, keines Beweises mehr. Es
soll daher zuvdrderst an einem Beispiele der Nachweis gefiihrt werden,
daB die GroBe R, auch an einer Stelle z = z,, an welcher sie von Null
verschieden ist, (und in deren Umgebung sie folglich ebenfalls von Null
verschieden bleibt,) sehr wohl eine Unstetigkeit besitzen kann.

2. Mit26,= ¢ sei eine beliebig gewihlte konvergente Reihe mit
x=1

positiven Termen bezeichnet und es werde gesetzt:

ro=TI0-2%  e-013.

=1

Dabei sollen die GroBen z, (x = 1,2, ...) simtlich der Bedingung
0 < |z,| <1 geniligen und im #brigen nur der Beschrinkung unterworfen
sein, daB sich unter ihren Haufungsstellen die Stelle z =0 befinde,
wihrend «f? die groBte nicht oberhalb »c,|z,| gelegene ganze Zahl be-

*) Niheres sowie Literatur hierfiber vgl. § 12, 8.
*) Denn betrachtet man die Doppelreihe 3 (a: - % . y) , welche aus S(gz, ¥)

entsteht, wenn siimtliche f,(z) nach Potenzen von z — % entwickelt werden, so ist

einerseits der zu ;— assoziierte Radius mindestens p, hingegen der zu —’2.— + & asso-
ziierte Radius — wie klein anch 3 > 0 gewiithlt sei — hdchstens p,, und infolge-
dessen notwendig gleich 0. Die untere Grenze aller R; jedes Gebietes < -'2- +3

ist mithin gleich 0 und es gibt also in beliebiger Nihe von z = z, Punkte, fir welche
R/ beliebig klein ist, was wegen der einseitigen Stetigkeit von R nur mdglich ist,
wenn R, = 0 ist.

Zo
z—.———
2

Mathematische Annalen. IXIL 3
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deute. Da fiir jeden Wert von » stets nur eine endliche Anzahl von Ex-
ponenten «) von Null verschieden ausfallen kdnnen, so sind die f,(z)
simtlich ganze rationale Funktionen.

Fir jeden Wert von » hat man £,(0) = 1 und somit liegt jedenfalls
R, fir den Punkt z = O nicht oberhalb 1. Andererseits gilt, solange

|z} < 1 ist:
Sn(“‘lx.l)" - lSII" =

1) If@) =H|1 -z

(und zwar behilt, wie sogleich angemerkt werde, diese Beziehung ihre
Giltigkeit auch dann noch bei, wenn auf der linken Seite einzelne Faktoren
des Produktes gestrichen werden). Die Reihe Zf,(z)y' konvergiert also,

solange ly| < e ° ist, im Kreise || <1 sicher gleichmiBig und es ist
somit R, > e~ fiir jeden Wert z, dessen absoluter Betrag kleiner als 1 ist.

Wihrend demnach R im ganzen Gebiete 'z| <1 von Null ver-
schieden, im Punkte z =0 jedoch keinesfalls oberhalb 1 gelegen ist,
nimmt R doch in beliebiger Nihe des Punktes z = O beliebig groBe
Werte an. Ist nimlich b eine beliebige positive GriBe und beschreibt
man um einen der Punkte z,, welcher z, genannt werde, einen so kleinen
Kreis, daB filr jeden Punkt z desselben

Il_%ige ckl’kl’
so ergibt sich, solange z diesem Kreise angehort,

of” ve, |z, | — ¢ -—
S‘SC | |{ el %] —1) — ‘H‘){ kl'&l}

z
-
Ty

("=0)1:2)f")

~und da ferner nach (1) die Bezichung

() c(,)
A >
I|-z["<e

x=1

auch bei Streichung des dem Werte x = & entsprechenden Faktors gilt,
durch Multiplikation schlieBlich:

b4-c
_b'+?—z'—I
h@ise ¥ @=01,3..).
Bezeichnet man die rechte Seite der letzteren Ungleichung mit g,, so kon-
vergiert die Reihe 29, y' fir |y|<¢ und somit konvergiert auch
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Zf;(x)y' fir |y| < ¢ im betrachteten Kreise gleichmiBig; es ist also

fur jeden Punkt z im Innern desselben R, mindestens gleich .
Hiermit ist, da b z. B. gleich 1 gewiihlt werden konnte und da sich
ein derartiger Kreis um jeden der Punkte z, beschreiben liBt, die Un-
stetigkeit von R, im Punkte z — 0 nachgewiesen. Da es tiberdies frei-
stand, die Punkte x, speziell so zu wiihlen, daB sie den Einheitskreis
diberall dicht erfillen, so zeigt sich, daB die Kreise, innerhalb welcher
R > ¢ bleibt, die gance Umgebung des Punktes z =0 (fir welchen
selbst 0 < R <1 galt) diiberall dicht erfiillen kimnen. Endlich ist daraus,
daB b beliebig groB gewahlt werden konnte, noch ersichtlich, daB R’ fir
die Punkte z, selbst den Wert unendlich besitzen muB und daB also R,
fir alle Punkte einer Menge, welche die Umgebung von 2z = O iiberall
dicht erfiillt, auch unendlich groB sein kann. Andererseits ist aber die
Unstetigkeit von R, durchaus nicht an die Bedingung gekniipft, daB in
der Umgebung unendlich groBe Werte von R,’ vorkommen; denn ersetzt
man z. B. bei dem obigen Beispiel die f,(z) mit ungeradem Index v

durch (—%)', 80 nimmt die GroBe R, in jedem Punkte, in welchem ihr

Wert frither oberhalb 2 lag, nunmehr den Wert 2 an.

3. Wenn nun auch, wie dies Beispiel zeigt, selbst im Falle R, >0
diejenigen Gebiete, innerhalb welcher R; den Wert R um eine bestimmte
endliche GrdBe ibertrifft, die ganze Umgebung des Punktes z = z, tiberall
dicht erfilllen konnen, so unterliegen dieselben, falls R; groBer als Null
ist, doch sehr erheblichen Beschrinkungen. Es soll in dieser Hinsicht
zuniichst gezeigt werden, daB jene (ebiete niemals einen Bereich T' aus-
machen konnen, welcher den Punkt z, als Begrenzungspunkt besitzt, und
wir sprechen demnach den folgenden (bereits in § 6 benutzten) Satz aus:

* Gilt fiir alle Punkte x eines Bereiches T R. > p, wo p eine positive
Grife bezeichnet, und ist x, irgend ein Begrensungspunkt von T, so gilt
entweder R, > p oder R; = 0%)

*) Der Satz kann offenbar auch folgendermaBen ausgesprochen werden: Ist x,
Begrenzungspunkt eines beliebigen Bereiches T, so ist entweder R, — lim R (wo z

2=z
nur Werte annehmen soll, welche dem Bereiche T angehdren) oder R, = 0. (Denn
ein gréferer Wert von R, als der zuerst angegebene ist infolge der einseitigen
Stetigkeit ausgeschlossen.) — Hat speziell der Punkt «, eine solche Lage, daB sich
dorch ihn die Peripherie eines Kreises legen 1a8t, dessen Inneres vollstindig zu T
gehdrt, so 188t sich die Richtigkeit der Behauptung, wie in Nr. 1 niiher ausgefiihrt,
mit Hilfe des Satzes von der stetigen Abhiingigkeit der assoziierten Radien dartun.
Ist ferner z, die Ecke eines geradlinigen Dreiecks, dessen Inneres vollstindig zu T
gehdrt, 8o kann man die Behauptung leicht mit Hilfe der in § 8, 2 sowie in § 12, 2
abgeleiteten Grundeigenschaft der assoziierten Radien erweisen.

3.
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Den Beweis dieses Satzes zerlegen wir in mehrere Teile und formu-
lieren dementsprechend die folgenden einzelnen Sitze:

a) Seien p,, p,, p; drei positive Grifen, welche den Bedingungen
Do < p, <p, und p?< p,p, geniigen migen. Besitet alsdann die (im be-
trachieten Gebiete durchweg eindeutige und regulire) Funktion f(z) die
folgenden drei Eigenschaften:

W) @) <4 fir o — 2, < A

@) If»] >%, wo y ein gewisser der Bedingung

|y — ] < ilf) A genilgender Wert, und
3) If@) <% fir alle Punkte z einer gewissen Linie

L*), welche zwei Punkte 2 =) und z = ¢ miteinander
verbinden mdge,

p z x’ x
9@)=(1-3) (1=3) - (1= 2),
wo ' =2x—y ist und o, a5, - - -, o, die absoluten Bebriige derjenigen Null-
stellen 2" = a,, ay, - - -, a; der Funktion f(x) bedeuten, welche dem Kreise

|z’| g%A angehiren (eine jede so oft aufgefiibrt, als ihre Ordnungseahl
betrigt), so besilet g(x”) folgende drei Eigenschaften:
18) lgG)<B  fur|o’|< A
(28) 9(0)=1
(3a) [g(:c')|<V—£’1 fir alle positiven Werte von- z’
unterhalb 21_5 A, welche zugleich dem Intervall |b — y|
bis |¢ — | angehdren (falls es solche Werte tiberbaupt
gibt).
Beweis. Setzt man
f@ =) (1-5) (1=%) - (1=2)f@),
so ist auch f(z") im betrachteten Gebiete eindeutig und regulir und be-
sitzt iberdies keine dem Kreise |z'| < »;- A angehirende Nullstelle.

und selzt man:

*) Es genigt die Betrachtung solcher Linien L, welche aus einer endlichen
Anzahl geradliniger Sticke zusammengesetzt sind.
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Da f(0) =1 ist, so gibt es sicher einen Wert 2z’ = z,” mit dem abso-
luten Betrage ;:) A, fiir welchen f' (xmz 1 und somit (da !z,"+y —Z,| < A):

[1-

=1
gilt. Daraus folgt aber wegen der fiir alle 2’| < —;~ A bestehenden Un-
gleichung

o' —w| S FA+ G SpA—m<la —a)
unmittelbar die Beziehung (1a).
Ferner hat man, solange z’ den absoluten Betrag ;5 YA besitzt, sicher
I 1— ;;I > 1, infolgedessen
f@) <

und daher gilt dJes auch fir |z’ Is A. Mithin ist die im Gebiete
z'| < —5— A harmonische Funktion log % — log |f(z")| daselbst auch durch-
(4
weg positiv, und da ihr Wert im Zentrum log% betriigt, so gilt fiir
(]
1
12’ — A:
iz’ < g5 A . ;

A+
\ 3 3
log;f’;—loglf(x’)lé—l———;log =5 log 2

?A_zs

ez )22

Gibt es also Werte von z, welche gleichzeitig der Linie L und dem Ge-
biete |z’ |$ A angehdren, so hat man fir diese:

,IJ,““%I“V@)I{(?;@)] VF V_
also a fortiori:
gll—? <V

worin aber die Aussage (3a) sicher enthalten ist.*) Die Gleichung (2a)
endlich bedarf keines Beweises.

und somit

*) Denn whhrend « die Linie L durchliuft, nimmt |z’| sicher jeden Wert des
Intexvalls [b — y| bis |[¢ — y| an.
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b) Es seien q und Q zwei positive Grofen, welche der Bedingung
0<g<1<Q geniigen. Nach Annahme eines beliebigen Wertes & > 0
gibt es alsdann stets einen sweiten ¢ > O derart, daf eine jede fir alle z
des Gebietes |z, < C reguliire Funktion G(x), welche (bei geeigneter Wahl
der positiven Zahl v) die beiden Eigenschaften

|G2)| <@ fur |[z|<C

|G(z)| < g fir alle positiven Werte von z unterhalb C
besitet, die Ungleichung

| G(2)| < g¢-
fiir alle |z| < & befriedigt.

Beweis. Wir fassen dasjenige — etwa als Kreissektor mit der Off-
nung 2x zu bezeichnende — Gebiet der z-Ebene ins Auge, welches aus
dem Kreise |#| < C hervorgeht, wenn ein radialer Schnitt vom Punkte
2 =0 aus nach dem Punkte x = C gefithrt wird und die beiden Ufer
desselben als Bestandteile des Randes angesehen werden. Das so ent-
stehende Gebiet 148t sich, wie leicht zu iibersehen*), auf unendlich mannig-
fache Art eineindeutig und stetig auf die volle Fliche des Einheitskreises
einer zweiten (X-)Ebene derart abbilden, daB jedem Rand- bzw. inneren
Punkte wieder ein ebensolcher entspricht, und daB die Abbildung fiir die
Umgebung jedes inneren Punktes eine konforme: ist. Es moge eine be-
stimmte derartige Abbildung ein fiir allemal ansgewihlt und diejenigen
drei Punkte der X-Ebene, welche dabei den drei Ecken =0, z= C 4 04,
x = C — 07 des Sektors entsprechen, beziiglich mit %, %%, e’ bezeichnet
werden, wobei, da die GrdBen «, B,  nur bis auf additive Vielfache von
2% bestimmt sind, y < ¢ < f <y + 2% angenommen werden kann.

Die Maoglichkeit einer konformen Abbildung der besprochenen Art
hat die Existenz einer in dem betrachteten Kreissektor harmonischen**)
Funktion zur Folge, welche lings des Randes mit irgend einer gegebenen
stetigen Wertefolge tibereinstimmt. Die Randwerte einer derartigen Funk-

*) Durch die konforme Abbildung z’ — ]/% (mit der Bestimmung R (—f—) > o)
nimlich geht das betrachtete Gebiet in die Flache eines Halbkreises mit dem Ra-

w

dius 1, durch die lineare Transformation x” = i—i—;i, dieser in einen rechten Winkel-

raum, durch die quadratische Transformation z'’ = z”? letzterer in eine Halbebene,

endlich durch nochmalige lineare Transformation X ==:,,, I: die Halbebene in das
Innere des Einheitskreises iber. Dabei entsprechen den vier Punkten =0, C-}- 05,
— C, 0 — 01 des Sektorrandes beziiglich die vier Punkte X = — 1, 1, ¢, — 1 der Peri-
pherie des Einheitskreises.

=) 8. p. 10, Fufin. **).
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tion h(u, v) mdgen nun in der folgenden Weise vorgezeichnet sein: Es sei
G(z) irgend eine Funktion, welche (fiir einen gewissen Wert von v) die
oben angegebenen beiden KEigenschaften besitze. Fiir alle diejenigen
Punkte des Randes, fiir welche |G (z)|> ¢" ist, stimme h(u,v) mit

%log] G(z)| tberein, fir alle @ibrigen jedoch (speziell also lings. beider

Ufer des Schnittes*)) habe h(u,v) den konstanten Wert logg. Es gilt
alsdann auch im Inneren des Gebietes einerseits offenbar h(u, v) > logg,
andererseits aber:

3 log| G()| < h(y, v).

Denn beschreibt man um jede Nullstelle von G(z), welche dem Gebiete
|z! < C angehort, einen so kleinen Kreis, daB fiir denselben durchweg
|G(z)! < ¢" gelte, und nimmt aus 'dem Kreissektor alle diejenigen Ge-
biete heraus, welche gleichzeitig einem dieser Kreise angehdoren, so ist in

dem iibrig bleibenden @ebiete die Funktion —:—log| G(z)| — h(u, v) har-

monisch**); da sie aber lings des Randes desselben durchweg < O bleibt,
so gilt das namliche auch im Inneren. Innerhalb der ausgeschiedenen
Kreise gilt aber die Ungleichung offenbar ebenfalls.

Durch die oben fixierte konforme Abbildung geht k(u,v) in eine im
Kreise | X| <1 harmonische Funktion tiber, welche (X =r.¢'? gesetzt)
mit H(r, ¢) bezeichnet werde. Ist nun X = X, = 7,¢% irgend ein
innerer Punkt des Einheitskreises und setzt man

y+in
1—1} ayp _1—n ayp
=3 ) T rcm ggFr’ *T 2z JIdr,cm—w)+ 13’
s 0

so daB
c6+r=1,

80 liefert das Poissonsche Integral, angewendet auf die Funktion H(r, ¢),
offenbar: Q

H(r,, o) < 0loggq + vlog @ = logg + vlog
Die Werte von ¢ und v éndern sich gleichzeitig mit der Lage des Punktes

*) Daraus daB h(u, v) lAings beider Ufer des Schnittes dem n#imlichen Wert er-
halt, folgt natiirlich keineswegs, daB h(w, v) auch fir die volle Kreisfliche harmo-
nisch sein, d. h. auch fiir die reellen positiven Werte von x der Laplaceschen
Differentialgleichung ‘geniigen miisse. Dies wiirde vielmehr dann und nur dann der
Fall sein, wenn die lings des Schnittes vorgeschriebenen Werte mit den aus den
Peripheriewerten mittels des Poissonschen Integrals sich ergebenden iibereinstimmen.

**) Als Randpunkte des Gebietes sind dabei alle demselben angehdrigen Rand-
punkte des Sektors und Peripheriepunkte der ausgeschiedenen Kreise zu betrachten.
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X,; es ist aber offenbar stets mdglich, nach Vorgabe einer beliebig kleinen
positiven Zahl ¢’ eine zweite &' derart zu bestimmen, daB ¢ < &’ ausfillt,
solange nur | X, — ¢/*| < &' bleibt.*) Wahlt man speziell

J' —_ : lOgQ q 6,’

P
so wird also bei entsprechender Fixierung von &':

H(ry, 9o) S (1 —0)logg fiir |X,—e*| <&
Infolge der Stetigkeit der konformen Abbildung 1aBt sich aber die positive
GroBe & so klein wihlen, daB, sobald nur |2z,| < ¢ ist, fir den Bildpunkt
X, von z, die Ungleichung
| Xy — e} <

und somit die Beziehung

2 log | G (@) | < h(th, %) = H(ro, ) < (1 — 0)logg, (2o =y + i)

d. h
| G(zg)| < g*=
stattfindet. Auch ist ersichtlich, daB die so bestimmte GréBe & von der
Wahl der Funktion G (z) sowie auch von der Zahl » villig unabhingig ist.
4. Um nun zum Beweise des Satzes selbst iiberzugehen, nehmen wir
an, die Behauptung treffe fiir irgend einen Begrenzungspunkt z = z, des
Bereiches T' nicht zu, d. h. es gelte

_ p> R, >0. ‘
Es lassen sich alsdann drei weitere positive Zahlen, und zwar zunichst
p; und sodann p,, p; bestimmen, welche dem Ungleichungssysteme

R' 2
p>m>&>m>§>ﬁ

Dy
Geniige leisten, so daB also

N P>0>p >R, >p, >0
und gleichzeitig

D2y > 1}

*) Denn das in der Definition der GriBe ¢ vorkommende Integral bleibt, solange
X, sich in einer gewissen Umgebung des Punktes ¢'® befindet, sicher unterhalb einer
endlichen Schranke. — Das nfmliche ergibt sich ibrigens auch leicht ohne Be-
nutzung des Ausdrucks fiir ¢ sowohl aus der von H. A. Schwarz (Ges. Abh. II,
Berlin 1890, Zusatz p. 360—861) wie auch aus der von C. Neumann (Abelsche In-
tegrale, 2. Aufl, Leipzig 1884, p. 410) angegebenen geometrischen Interpretation des
Poissonschen Integrals. Nach der ersteren ist 2z¢ die Linge desjenigen Bogens
des Einheitekreises, dessen Endpunkte mit den Punkten X, und ¢/ bzw. &7 in
gerader Linie liegen; nach der letzteren die doppelte scheinbare Entfernung der
Punkte ¢' und ¢'7 fiir den Standort X,, vermindert um den zugehdrigen Zentri-
winkel y 4 287 —§. ’
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Ferner mége mit z = A ein beliebig gewihlter (jedoch fiir die Folge fest-
gehaltener) Punkt des Bereiches T' bezeichnet werden.

Da p, < R, so laBt sich um den Punkt z, als Mittelpunkt ein
Kreis beschreiben, in welchem S(z, p,) gleichméBig konvergiert; der Ra-
dius desselben sei A. Es existiert alsdann eine (von z unabhingige)
positive Zahl », derart, daB

(6] |f;(z)|<E, sobald v > », und |z — zy| < A.

Mit &> O sei jetzt eine beliebige positive GroBe bezeichnet, welche
wir uns jedoch von vornherein kleiner als jede der beiden Zahlen 1o

100
und — IA — z,| gewdhlt denken.

Da nun zweitens p, > R, so gibt es unendlich viele ganzzahlige
Werte », zu welchen mindestens je ein der Bedingung |y,—z,|< ¢
gentigender Punkt z = p, existiert, derart daB

1
@ 101> 5
Denn wire dies nicht fiir unendlich viele Werte von » der Fall, d. h.
wire etwa fir alle v > n durchweg |f,(z)| g’% im Kreise |2 —2,|<¢,
1

so wiirde S(z,y) fir alle |y| <p, im Kreise |z —z,| <& gleichmiBig
konvergieren, und es wire somit p, < R;..

Da endlich drittens , Begrenzungspunkt von T ist, so gibt es einen
zu T gehorigen Punkt z = z,, dessen Entfernung von z, kleiner ist als &.
Die Punkte A und z, konnen, da beide zu I' gehdren, durch eine aus
einer endlichen Anzahl geradliniger Stiicke bestehende Linie L verbunden
werden, welche ganz innerhalb 7' verlduft. Da lings der Linie L durchweg
R; > p ist, so konvergiert S(z,p,) fir jeden Punkt z der Linie L und
es gibt also zu jedem solchen z eine kleinste positive Zahl v,, derart daB

1
va(z)|<;_; fiir V>,

Die simtlichen Zahlen v, befinden sich aber unterhalb einer endlichen
Schranke »,. Andernfalls miiBte nimlich die Linie L einen Punkt z =¢
aufweisen, in dessen Umgebung sich beliebig hohe Werte von #, befinden,
und dies ist deshalb nicht méglich, weil R’ >p ist, S(z,p;) also in
einer gewissen Umgebung des Punktes ¢ gleichmifig konvergiert und
daher innerhalb derselben durchweg

1
|f 1(‘6)' < P—;
gilt, sobald v einen gewissen Wert " iibersteigt. Somit gilt schlieBlich



42 Fritz HartoGs.

®) @] <5

fir ¥ > v, und alle Punkte 2 der Linie L.

Zusammenfassend gibt es also, nachdem &, wie oben angegeben,
goewihlt worden ist, stets (unendlich viele) Werte von », fiir welche
gleichzeitig die folgenden drei Aussagen bestehen:

M) 1@<z slnge [s—zi<A,
1 .
(2) va(rv)l > ;Tl" wobei va—z0|§ &,

@) If.@] <-p‘-. fir alle Punkte 2 der Linie L, welche
2

den festen Punkt 4 mit dem Punkt z, verbindet, dessen
Entfernung von z, kleiner ist als e.

Es soll nun der Nachweis gefiihrt werden, daB es, falls der zugrunde
gelegte Wert von & einen gewissen Grad der Kleinheit iiberschreitet,
Funktionen f,(z), welche dieser drei Eigenschaften teilhaftig sind, d@ber-
haupt nicht geben kann.

Zu diesem Zwecke sei aus jenen Werten von v ein beliebiger heraus-
gegriffen. Aus der betreffenden Funktion f,(z) kann man alsdann, wie
unmittelbar aus dem Satze a) hervorgeht, eine ganze rationale Funktion
¢ (") herleiten, welche die folgenden drei Eigenschaften besitzt:

(1) lg@)I< () fwr |#]<5A,

(2a) 9(0)=1,

Ba) 19@)i<V(B) fur alle positivn Werte von o
unterhalb %A, welche zugleich dem Intervalle |z, —y, |
bis |4 —yp,| angehdren.

Bezeichnet man mit 2C die kleinere der beiden Zahlen % A und

% |A—1xy|, so daB infolge der iiber & getroffenen Bestimmung stets

4& < 2C ist, so gilt die Ungleichung (3a) sicher fiir alle positiven Werte
von z’, welche der Bedingung
26<2<2C

gentigen. Denn es ist einerseits |z, — p,| = |7, — 2,— (¥,— %,)| £ 2¢
und andererseits sowohl 2C< ;. A als such 2C < [4—y,|.%)

*) Letzteres nimlich, da
4
[A—p|=1A—2—(n—a)| 2 |4 —&| — e > [4—z| > 2C.
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Setzt man daher 2" —2e=2" und ¢g(2) = G(2”), so gelten fir
die Funktion G (z”) sicher die folgenden drei Aussagen:

(b) |GE@)I<@ fir |2"<C,%)
@b) G(—2¢)=1,
(3b) |G(z")| < g= fir alle positiven Werte von z” unter-
halb C,
wobei daran zu erinnern ist, daB zwar der Wert » sowie die ganze

Funktion G(z"), nicht sber die GréBen C, Q=2 und q_]/% in
0 t ]
einem Abhingigkeitsverhiltnisse von der zugrunde gelegten GriBe &

stehen. Sobald daher & einen gewissen Grad der Kleinheit iiberschreitet,
widerstreitet die Existenz einer Funktion G (z”), welche die vorstehenden
drei Eigenschaften besitzt, dem Satze b).**)

5. Die soeben bewiesene Eigenschaft der GroBe R; kann auch in
einer etwas anderen Form ausgesprochen werden. Durch das Zeichen 7'
seien im folgenden Bereiche gekennzeichnet, welche entweder selbst Be-
reiche T sind oder aus solchen durch Hinzuftigung beliebig vieler Be-
grenzungspunkte hervorgehen. Die untere Grenze »* aller GroSen R
eines Bereiches 7' heiBe der dem Bereiche assoziierte Konvergensradius. ***)
Es gilt alsdann:

Bei der stetigen Ausbreitung eines Bereiches T nimmt der dem Bereiche
assoziierte Radius ', solange er von Null verschieden bleibt, hochstens auf
stetige Weise ab.

Unter der ,stetigen Ausbreitung eines Bereiches 7' sei dabei folgendes
verstanden. Jedem Werte ¢ eines gewissen reellen Intervalles entspreche
ein Bereich 7',, und zwar in folgender Weise:

8) Von je zweien dieser Bereiche ist derjenige, welcher dem kleineren
Wert von ¢ entspricht, in dem anderen enthalten.

b) Ist T, einer der Bereiche, so liBt sich jeder GriBe &> O eine
zweite h > 0 derart zuordnen, daB jeder Punkt des Bereiches T, , vom

*) Genauer: fir |2’| < 24C.

*) Als Folgerung ergibt sich: Gilt fir alle Punkte einer stetigen Linie L,
abgesehen von ihrem Endpunkt z,, R, >p, 8o ist auch R, >p oder R, =0.
(Denn nimmt man p > R, > 0 an, und geniigt p, der Ungleichung p > p, > R, ,
80 beschreibe man um j:ﬁen Punkt von L einen Kreis, fiir welchen durchweg
R, > p, gilt; diese Kreise bilden aladann einen Bereich T, welcher z, als Begrenzungs-
punrt besitzt.) Dieser Satz sowie der des Textes sind in dem Satze § 9, 2 mit
enthalten.

**) Die Bedeutung desselben 148t sich z. B. folgendermaBen aussprechen: ¢ ist
die groBte Zahl, welche die Eigenschaft besitzt, daB die durch S(z,y) definierte
analytische Funktion sich fir jeden Punkt des Gebietes (T, |y| <r’) reguliir verhilt.



44 Frirz Hartoas.

Bereiche T, sowie jeder Punkt des letzteren vom Bereiche 7,_, um
weniger als ¢ entfernt ist.*)

¢) Ein Begrenzungspunkt eines Bereiches 7T',, in dessen beliebiger
Nihe sich aufer den Punkten von 7', noch andere Punkte jedes der Be-
reiche T, , (h>0) befinden, soll jedem der letztgenannten Bereiche
auch selbst angehdren.*¥)

Die bei stetiger Zunahme des Parameters ¢ erfolgende Anderung des Be-
reiches T, soll alsdann als stetige Ausbreitung desselben bezeichnet werden.

Beweis. Bezeichnet man den zu T, assoziierten Radius mit r,, so
hat man allgemein, wenn A >0 ist, ri_; > >7:ys» und somit auch
;-0 > 7 2 7i40. Die Gesamtheit der inneren Punkte aller Bereiche T,_,
(h>0) bildet offenbar einen Bereich T'; fiir irgend einen Punkt z desselben
gilt, da er einem gewissen Bereiche 7',_, angehort, R, > ri_x > 7i_o, und
daher ist auch # >1i_o, wenn mit ' der dem Bereiche I assoziierte
Radius bezeichnet wird. Nun ist jeder Punkt von 7', sofern er nicht
dem Bereiche T selbst schon angehdrt, zum mindesten ein Begrenzungs-
punkt desselben (da in jeder Nihe eines Punktes von T, sich Punkte von
Bereichen T',_,, also auch inmere Punkte derselben finden missen), und
daher muB nach dem bewiesenen Satze r;, falls es von Null verschieden
ist, mit +* identisch sein. Es ist daher ' >7i_o d. h. ri=1ri_,.

Ist ferner h,, hy, --- eine Reihe gegen Null abnehmender positiver
Werte und lieBe sich in jedem der Bereiche T'iys, (m=1,2,---) je ein
Punkt z, nachweisen, fir welchen R’'<r/— & gilt, wo & eine gewisse
positive Zahl ist, so wiirde wegen der einseitigen Stetigkeit von R,’ die
nimliche Ungleichung auch fir die Héufungsstelle x — z, der Punkte z,,
gelten miissen. 2, konnte demnach dem Bereiche T, nicht angehéren,
miiBte jedoch wegen der Eigenschaft b) eine Begrenzungsstelle desselben
sein®™¥)  also auch eine Begrenzungsstelle desjenigen Bereiches 7, welcher
bloB aus den inneren Punkten von T, besteht, und daraus wiirde mit
Notwendigkeit R, = O folgen. Nun befinden sich aber in beliebiger
Nihe von z, Punkte z, und somit auch (nicht zu 7T, gehdrige) Punkte

*) Ein Punkt z heiBe von einem Bereiche 7 um weniger als ¢ entfernt, wenn

er von irgend einem Punkte desselben um weniger als ¢ entfernt ist.
* *) Diese Bedingung ist z. B. stets erfillt, wenn die Bereiche T, Bereiche B
sind, oder auch wenn jeder Begrenzungspunkt von T, jedem Bereiche T, , angehort.
***) Wiare niimlich z, ein dupferer Punkt, also ein gewisser Kreis [z — «,| < ¢
frei von Punkten des Bereiches T,, so wilrden alle diejenigen Punkte z,,, fir welche

|t —| < -, um mehr als ¢ von T, entfernt sein, wihrend nach b) alle Punkte

Z,,, fir welche m einen gewissen Wert iibersteigt, von T, um weniger als %0 ent-
fernt sein miissen.
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jedes der Bereiche T,,, (h > 0); mithin miite nach c) z, jedem der Be-
reiche T, , selbst angehéren, also .., — O und somit auch riro = O sein.
Sieht man also von diesem Falle ab, so war die Annahme unzulissig,
und es gibt daher, wie klein auch & gewihlt werde, einen gewissen Be-
reich T;,,, fir welchen 7/, > r/— 90 ist, so daB a fortiori 7y o>r/— 0
und somit auch 7'y > 17/, d. h. r/po =1} gilt.¥)

Identifiziert man den Bereich 7', mit dem Gebiete |2| <t (0 <t < o0),
go ist (vgl. Nr. 1) », identisch mit dem zu ¢ assoziierten Konvergenzradius
der durch Entwickeln der Funktionen f,(z) nach Potenzen von z aus
S(«, y) hervorgehenden Doppelreihe P(z,y). Man erhilt also den bereits
in Nr. 1 angefiihrten Satz iiber die Stetigkeit desselben.*¥)

§ 8.
Grundeigenschaft der GroBe R..

1. Es ist im vorigen Paragraphen der Nachweis erbracht worden,
daB, falls R in einem Punkte z = z, unstetig und zugleich. von Null
verschieden ist, diejenigen Gebiete, innerhalb deren R, den Wert R; um
mehr als eine bestimmte von Null verschiedene positive GriBe ibertrifft,
niemals einen Bereich 7' vollstindig erfiillen, welcher den Punkt z, zum
Begrenzungspunkt besitzt. Dies ist aber keineswegs die einzige Beschrin-
kung, welcher die genannten Gebiete unterworfen sind; es sollen vielmehr
in dem niichstfolgenden Paragraphen noch weitergehende Beschriinkungen
hergeleitet werden.

Um die diesbezfiglichen Betrachtungen zu vereinfachen, ist es ratsam,
eine gewisse sehr allgemeine Eigenschaft der Funktion R,’ zu Hilfe zu
nehmen, welche daher vorweg bewiesen werden soll. Auf dieselbe wird
alsdann spiter (§ 10) nochmals eingegangen und insbesondere der Nach-
weis geftihrt werden, daB sie unter gewissen allgemeinen Voraussetzungen
fir die GroBe R, charakteristisch ist. Der beziigliche Satz, welcher auch
als eine Verallgemeinerung des Rungeschen Satzes iiber gleichmiBige
Konvergenz***) angesehen werden kann, lautet folgendermaBen {):

*) Entsprechend der Bemerkung in FuBn. **), p. 48 gilt das Analoge auch fiir
eindimensionale Bereiche T',, welche aus je einem Linienstiick (mit oder ohne Ein-
rechnung des Endpunktes) bestehen. Bedeutet z. B. I, die Gesamtheit der Punkte
x, + at(z, — x,), wo « alle Werte des Intervalls 0 < « <1 annehmen mige, so
ist r, fir 0 <t <1 stetig, solange r,, o > 0 ist. (Daraus darf aber wiederum nicht
der SchluB gezogen werden, daB K ' selbst lings der die Punkte z, und x, verbin-
denden Geraden stelig sein miisse.)

**) Direkte Herleitung dieses Satzes in § 12, 8.
**) Biehe p. 25, FuBn. ***).

+) Wie bisher, so wird auch im folgenden stets vorausgesetzt, daB die Funk-

tionen f,(z) in allen vorkommenden Teilen der x-Ebene eindeutig und reguliir seien.
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Es sei p, eine fiir jedes x des Bereiches B der z-Ebene eindeutig de-
finierte positive Grofe, deren Logarithmus im Bereiche B harmonisch ist¥)
Gilt dsdann R. > p. fiir jeden Begrensungspunkt z des Bereiches B,
so gilt das nimliche auch fiir jeden beliebigen Punkt z des Dereiches
B**) (Ist also spesiell R, = p. lings der Begremsung, so gilt im ganeen
Tumern B> p,**))

Beweis. Es werde ein Wert ¢ > 0 in beliebiger Weise angenommen.
Ist alsdann z ein beliebiger Begrenzungspunkt von B, so konvergiert, da
e ¥p. <p. <R, ist, die Reihe S(z,e ?*p.), und es gibt daher eine
kleinste ganze Zahl ». derart, da8

FEI<(5) furalle » 2.

Die Zahlen v, befinden sich jedoch simtlich unterhalb einer endlichen
Schranke n. Andernfalls giibe es néimlich einen Punkt 2 =2, der z-Ebene,
in dessen Umgebung v, beliebig groBe Werte annehmen wiirde; und zwar
—\N.n@te z, als Hiaufungsstelle von Begrenzungspunkten von B ebenfalls
ein solcher sein. Um den Punkt z, beschreibe man nun einen Kreis von

solcher Kleinheit, daB erstens S(z, e *p.) in demselben noch gleichmdifig
konvergiere, so daB also
@< (E)

sobald » einen gewissen Wert v, ibersteigt und z dem ge-
nannten Kreise angehort,
und (was infolge der Stetigkeit von p, mdglich ist) daB sweilens

P é e.-p:l

fir die ndmlichen Werte von z, soweit sie dem Bereiche B
noch angehdren.

*) Und zwar genauw in dem p. 10, FuBn. **) angegebenen Sinne. Es wird also
ausdriicklich vorauegesetzt, daB log p, im Bereiche B (speziell also lings der Be-
grenzung desselben) stetig und daher auch in B zwischen zwei endlichen Grenzen ge-
legen sei. (Hingegen braucht die Laplacesche Differentialgleichung nur fir snnere
Punkte von B befriedigt zu sein.)

**) Dabei ist der Wert R' = oo weder lings der Begrenzung noch im Innern
ausgeschlossen. Hingegen kann R’ infolge der iiber log p, getroffenen Bestimmungen
lings des Randes (und daher auch im Innern) nirgends 0 sein. — Beispiele siehe
p.- 50, Fufn. *).

**) Ist also R lings der Randkurve irgend eines Bereiches B, welcher die
Losung der ,Randwertaufgabe* (sog. Dirichletschen Problems) gestattet, bekannt
und zwar daselbst durchweg stetig und von Null verschieden, so 188t sich, indem
man lings des Randes p, mit R, identifiziert, fiir jeden inneren Punkt des Bereiches
unmittelbar ein gewisser Mindestwert p. von R,’ angeben.
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Fiir alle Punkte (speziell also Begrenzungspunkte) z des Bereiches B,
welche jenem Kreise um 2z, angehéren, gilt alsdann

raI<(EV<(5)  ezw,

und daher bleibt entgegen der Annahme v, in der ganzen Umgebung des
Punktes z, unterhalb »,. Somit gilt schlieBlich fiir alle Begrenzungs-
punkte 2 des Bereiches B:

@< (5)
(1) {oder: (r2n)
5 log |£(2)| < 26 — log ..

Die GroBe 2¢ — log p, besitzt im Bereiche B eine untere Schranke y.
Es werde nun irgend eine der Funktionen f,(z) (v > %) ins Auge gefaBt,
um jede dem Bereiche B angehirige Nullstelle derselben ein Kreis be-
schrieben, fiir welchen durchweg

Ih@) <er
gilt, und aus dein Bereiche B alle diejenigen Gtebietsteile herausgenommen,
welche gleichzeitig einem dieser Kreise angehoren. In dem ibrig blei-
benden Gebiet ist die Funktion —:- log |f,(z)| — 2¢& + log p. sicher harmo-

nisch, und da sie lings der Begrenzung desselben offenbar nirgends positiv
ist, so gilt das ndmliche fiir das Innere desselben, nicht minder aber fiir
die ausgeschiedenen (tebietsteile, so daB die Ungleichungen (1) ihre Giiltig-
keit fiir den ganzen Bereich B beibehalten.

Ist nun x =z, ein beliebiger innerer Punkt von B, so gilt inner-
halb eines hinreichend kleinen Kreises um denselben:

S ZP-L e o
r@I<(5) <(2),

so daB S(r,y) in diesem Kreise sicher gleichmiBig konvergiert, solange
ly| < e ®p, bleibt. Es ist demnach R, >e %' p, und somit, da & be-
liebig klein gewiihlt werden konnte, auch R, 2> p.,.

Zusatz. Sind die Voraussclzungen des vorigen Salzes samtlich erfiilll,
und gilt auch nur fiir einen einzigen inneren Punkt x = x, des Bereiches B

R, = Dz,
so besteht diese Gleichung auch fiir jeden beliebigen Pumkt x des Bereiches B.

und daher:
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Beweis. Um den Punkt z, sei ein beliebiger, dam Bereich B noch
angehorender Kreis K beschrieben. @Gilt nun entgegen der Behauptung
fiir irgend einén Punkt z = 2, seiner Peripherie R} > p,,, so mdigen die
positiven GroBen a und b der Bedingung R, >a>b>p, gemiB ge-
wihlt werden. Um «, laBt sich alsdann infolge der Stetigkeit von p,
und der einseitigen Stetigkeit (§ 7, 1) von R. ein Kreis K, beschreiben,
derart daB fiir alle Punkte £ des Bereiches B, welche diesem Kreise an-
gehoren, sowohl p, <V als auch R, >a gilt. Es sei nun lings der
Peripherie von K eine neue stetige Folge von Werten 7, ins Auge
gefaBt, welche auBerhalb K, mit p, beziiglich iibereinstimmen, im Innern
von K, dagegen der Bedingung a > P, > p, geniigen mogen. Es gilt
alsdann lings der Peripherie von K durchweg R > p,, und somit muB
nach dem obigen Satze auch E;, > P, sein, wobei die GroBe p, dadurch
definiert ist, daB ihr Logarithmus das arithmetische Mittel der Werte
log p, darstellt. Da aber andererseits logp, gleich dem arithmetischen
Mittel der Werte log p, fiir die ndmliche Kreisperipherie ist, so ist sicher
P. > p, und demnach R > p. entgegen der Voraussetzung. Es gilt
daher die Beziehung R = p. auch fiir den Punkt z = z,, d. h. fir jeden
Punkt eines beliebigen dem Bereiche B angehorenden Kreises mit dem
Mittelpunkt z,. Von einem solchen Punkte z, aus weiterschlieBend kann
man aber, indem man die gleiche SchluBweise eine endliche Anzahl von
Malen wiederholt, das namliche fiir jeden beliebigen inneren Punkt des
Bereiches B erweisen; infolge der einseitigen Stetigkeit von R; gilt es
dann aber auch fiir jeden Begrensungspunkt von B.

2. Als unmittelbare Folgerung aus dem obigen Satze ergibt sich
eine wichtige Eigenschaft der Funktion # = ¢(r), welche den zu r
assoziierten Konvergenzradius*) einer Potenzreihe B (z,y) zweier Ver-
dnderlichen darstellt.

Betrachtet man ndmlich gleichzeitig mit P(r,y) die durch Ordnen
von ‘B(z, y) nach Potenzen von y entstehende Reihe

S(z,9) = B,@y,

so ist (§ 7, 1) @(r) identisch mit der unteren Grenze aller GroBen R; des
Gebietes |z| < r. Es seien nun r,, r,, 7, drei beliebige Werte von r, und
zwar moge, wenn R den Maximalradius von B(z,y) in der z-Ebene**)
bezeichnet, 0 <7, <7, <r, <R und daher @(r)=¢(r)=¢(r) >0

*) 8. §17, 1(p. 82). Die hier bewiesene Eigenschaft wird in § 12 direkt hergeleitet
und der Nachweis gefithrt, daB sie (in Gremeinschaft mit der Monotonie von ¢ (1)
fiir die Funktion ¢(r) charakteristisch ist.

**) 8. § 5,8 (p. 24) sowie p. 32, FuBn. **),
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gelten. Bedeutet alsdann B das Ringgebiet r, — 0 < |z| <7y — 0 (wo &
den Ungleichungen 0 < d <7, und & <r; —r, gemaB beliebig gewihlt
sei), so geniigt die darch die Gleichung

log p, — log g (r,) = 10;(25..'2' ) B 'fo(;'(,l _i)a) {log p(r;) — log @ (r,))
definierte GroBe p, allen Anforderungen des Satzes.*) KEs ist ndmlich log p,
als lineare Funktion von log|z| im Bereiche B harmonisch; fiir |z|=r,—4&
hat man p,=g@(r,), R:=>@(r;) und somit R; >p.; analog gilt fiir
|| =rs — d: R; > ¢(ry) = p,. Infolgedessen gilt im ganzen Bereiche B
die Ungleichung R; >p,, d. h.: .

1 — I
log B, —10g 9 (r}) 2 ool E 0= (log p (r)) — log 9 ()}
Speziell ergibt sich also fiir alle Werte # vom absoluten Betrage r,:

l 2 l 1
log R; — log @ (ry) = fog (:{s :_ 3 Oglf,rg(,. -\ {log @ (rs) — log @ (r;)}

und diese Beziehung bleibt somit auch noch bestehen, wenn man R; durch
die unlere Grenee der simtlichen GroBen R des Gebietes |z| ==, oder
auch durch die jedenfalls nicht kleinere**) untere Grenze g(r;) aller
GroBen R des Gebietes |z| < r, ersetzt. Geht man dann noch fir § =0
zur Grenze fiber, so lautet das Ergebnis:

log 9 (ry) — log §(r,) 2 15 12 =252 {log ¢ (r,) — log 9 (r,))

oder auch:

1 logr, logog(r,)
1 logr, loge(r,) <0
1 logry, logeg(rs)

oder endlich:

"s

9P (":) 2 L (’1) P (’s)

3. Ist speziell log R; in einem Bereiche 7' der z = u + iv-Ebene
stetig und besitzt in jedem Punkte desselben stetige partielle Ableitungen
1. u. 2. Ordnung nach % und v, so kann die in Nr. 1 bewiesene Eigen-
schaft der GroBe R fiir diesen Bereich auch folgendermaBen ausgesprochen
werden:

*) Sollte ¢(r,) == co sein, so ersetze man die Grd3Be ¢(r,) durchweg durch
eine positive GrdBe Q und gehe zum SchluB fir & = co zur Grenze iiber, wobei
man als Ergebnis ¢ (r,) == 0o erhiilt. (Vgl. § 12, 8.) Ist nicht nur ¢(r,), sondern
auch ¢ (r,) unendlich groB, so ist dies Ergebnis selbstverstindlich.

**) Nach dem vorstehenden Satze liegt ja R fiir |x, < r sicher niemals unter-
halb der unteren Grensze aller GrdBen R_ des Gebietes |z]| = r.

Mathematische Annalen. LXII 4



50 Frirz Harroas.
R gewiigt in jedem Punkte des Bereiches T der Differentialungleichung :
O'log R,  9'log R ’SO

ou? T oYt

Beweis. Ist z =z, irgend ein Punkt des Bereiches 7' und gehort
der Kreis |z — 2| < ¢ dem Bereiche T noch vollstindig an, so sei die-
jenige in diesem Kreise harmonische Funktion, deren Randwerte mit
log R: beziiglich iibereinstimmen, mit g(u,v) bezeichnet. Alsdann ist
die Funktion

G (u, v) = log R, — g(u,v)

im ganzen Kreise stetig, lings der Peripherie gleich Null und im Innern
(nach Nr. 1) Null oder positiv. Ist speziell G (u, v) im ganzen Kreise
Null, so ist log R; =g(u,v) in demselben harmonisch und damit das
Stattfinden der Behauptung fiir den Punkt z =z, erwiesen (und zwar
tritt dann speziell der Fall der Gleichheit ein). Gibt es jedoeh einen
Punkt des Kreises, fiir welchen G (u,v) > 0 ist, so nimmt G (u, v) seinen
Maximalwert sicher in einem inneren Punkte (,, v,) des Kreises an,
speziell also G (u,v,) seinen Maximalwert im Punkte w = «, und G (u,, v)
den seinen im Punkte v = v;,. Dazu ist aber, da G (4, v) im Innern des
Kreises partielle Ableitungen 1. und 2. Ordnung besitzt, notwendig, daB
fir u=u, v=u19,

G 2*G (u,
w0<0 ma £ <o,
somit auch
0*G (u, v) B’G(u, v)
7at T <0
und folglich

'logR,  0* logR,
Tout T GoY =0
gelte. Da aber ¢ beliebig klein gewahlt werden konnte, so gibt es Punkte
(u, v,), fir welche die letztere Ungleichung besteht, in beliebiger Nihe
der Stelle (%, v,), und daher gilt die Ungleichung wegen der voraus-
gesetzten Stetigkeit der Ableitungen auch fiir jene Stelle selbst.*)

*) Beispiele: 1. Ist f(z) im betrachteten Gebiete eindeutig und reguldr und
1
-_— v 1 4 ——
setzt man f,(z) = [f(x)]", so besitzt R; = @

schaft und geniigt anBer an den Nullstellen von f(x) dberall der Differentialgleichung
dlog R, = 0.
2. Setzt man f,(z) = coswvz, also S(z, y) = S, (z, y) + S,(x, y), wobei

Si@ 9 =g D E,  K@=—7 > €0

so wird (vergl. Beispiel 1) fiir die Reihe S, (z, y) : R, =¢®°, fir die Reihe S,(z,y):
R, =¢"". Solange.diese beiden Werte voneinander verschieden sind, gilt der

die in Nr. 1 bewiesene Eigen-
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89.

Weitere Untersuchungen iiber das Verhalten von R, an
Unstetigkeitsstellen.

Es soll nun die im vorigen Paragraphen bewiesene Eigenschaft der
GroBe R, dazu benutzt werden, um die Betrachtungen des § 7 iiber das
Verhalten dieser GroBe an solchen Unstetigkeitsstellen, an welchen ihr
Wert von Null verschieden ist, erheblich zu verschiirfen. Wir beweisen
zu diesem Zwecke drei hierauf beziigliche Siitze, von denen der letzte
alles diesbeziigliche Vorangehende in sich enthilt.

Der betrachtete Unstetigkeitspunkt der Funktion R, mége im folgen-
den zum Nullpunkte der z-Ebene gewiihlt sein und der (von Null ver-
schiedene) Wert von R, im Punkte £ =0 mit R’ bezeichnet werden. ¥)
Es gilt alsdann:

1. Es sei p eine beliebige positive Zahl oberhalb R’ (also p> R >0).
Fiziert man alsdann bei gegebenem ¢ > O eine Zahl B, 2 O derart, daf sich
eine endliche Anzohl von Bogen der Kreisperipherie |x| = ¢ nachweisen
lipt, deren Zentriwinkelsumme wmindestens B, betrigt und lings welcher
durchweg R, > p ist, so wird B, gleicheeitig mit o unendlich klein.

Beweis. Es gebe entgegen der Behauptung beliebig kleine Werte
von ¢, fir welche §, >8>0 ist. Infolge der ,einseitigen Stetigkeit

kleinere R, = ¢~ |°! auch fiir S(x, y) selbst; aber auch fiir v = 0 ist infolge der ein-
seitigen Stetigkeit R, >> 1 ausgeschlossen und mithin besteht die Beziehung

R;= e~ !®! fiir jeden endlichen Wert von . AuBer fir v — 0 ist demnach die
Differentialgleichung 4log R, = 0 dberall befriedigt; die in Nr. 1 bewiesene Eigen-
schaft hingegen gilt fir jeden beliebigen Bereich B der z-Ebene, auch wenn der-
selbe ilber die Achse des Reellen hintibergreift.

3. Ist ¢,t,t, - eine Reihe reeller Zahlen, welche jedes endliche Intervall
iberall dicht erfiillen, und setzt man

f, @ = @1 @=0,1,2,--9,

80 wird:
f, @) = er(itvu—l:) < evu’
und somit RS > ¢ ¥, Es kann aber nicht filr irgend einen Punkt z — z, = 4, + i,
die GroBe R, > ¢~ “' ausfallen, denn sobald |y| = e~ '+’ (& > 0) gewihlt wird,
divergiert die Reihe S(z,,y), da fir unendlich viele Werte von »:
(t,—w)' <& und somit |f,@&)y"| = IR >
wird. Man hat also fiir jeden endlichen Wert von z:
R,=¢", dlogR,=—2.
%) Im Einklang mit der bisherigen Bezeichnungsweise (vgl. z. B. § 5, 3).
4°
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(8§ 7,1) von R, kann man nun nach Annahme einer positiven GrioBe &
eine zweite A derart bestimmen, da8

R:>e¢ 'R
gilt, solange |z| < A ist. Geniigt alsdann die Zahl ¢, den Bedingungen
0<e@ <A und g, > B, so lassen sich auf der Kreisperipherie |z| =g,
eine endliche Anzahl von Bogen angeben, deren Zentriwinkelsumme genau
p betrigt und lings welcher R; >p ist. Jeder dieser Bigen moge in
drei gleiche Teile geteilt werden, und es werde eine im Gebiet |z| < g,
harmonische Funktion g(u, v) gebildet, welche lings des mittleren Teiles
jedes dieser Bogen den konstanten Wert logp, auBerhalb der genannten
Bogen den konstanten Wert log R — & besitze, wihrend ihre Randwerte
in den beiden #uBeren Teilen jedes der obigen Bogen lediglich der Be-
dingung

log B — e < g(u,v) <logp

entsprechen, jedoch so gewihlt sein mogen, daB g(u, v) lings der ganzen
Kreisperipherie stetig wird.*) Es gilt alsdann fir die ganze Kreis-
peripherie offenbar:

R, > e®)

und somit gilt nach § 8,1 diese Beziehung auch im ganzen Gebiete
|z| < @y, speziell also fiir den Punkt z = O; hier liefert sie aber:

log B 29(0,0)> ;- |5 Blogp+ (2% — 5 8) log B — #)}

oder:
0> %ﬁ(logp —logR) — (2:: — —;—ﬁ)s.

Diese Ungleichung miiBte nun bei beliebig kleinen Werten von & Geltung
haben, d. h. es miiBte p < R’ sein, wihrend gerade p > R’ vorausgesetzt
wurde.

2. Es sei wiederum p > R > 0. Gibt es alsdann in belichiger Nihe
der Stelle z = O Punkte, fiir welche R, > p ist, und unter diesen wiederum
solche &, deren jeder mit je einem zweiten Punkte £ durch eine susammen-
hingende Linie L verbunden werden kann, lings welcher durchweg R, > p
ist¥*), so gilt stets

lim

é=0

»
F|=t

*) Es geniigt offenbar, g(u, v) lings jedes dieser Teile der Kreisperipherie in
passender Weise als je eine lineare Funktion der Bogenlinge zu bestimmen.

**) Wenn dberhaupt R, im Punkte z = 0 unstetig ist, so gibt es bei geeigneter
Wahl der GroBe p > R’ in beliebiger Nithe von z=0 stets Punkte, fir welche
R, >p ist. Infolge der ,einseitigen Stetigkeit* von R’ erreicht man es dann durch
eine wenn auch noch so geringe Verkleinerung der GroBe p sicher daB auch noch
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Beweis. Ist die -Behauptung unrichtig, so muB eine Reihe von
Punktepaaren £, &'; &, &'; - -+ der angegebenen Art nachweisbar sein,
welche iiberdies den Bedingungen &, | > |§|>---, im§, =0 und

e
E_k!gc (k=1)2)"')
k

geniigen, wo ¢ eine gewisse positive Zahl oberhalb 1 bedeutet.*) Die
zugehorigen Linien L mdgen mit L,, L,, - - - bezeichnet werden.
Es sollen nun drei positive Zahlen, und zwar zunichst p, und dann
p, und p, bestimmt werden, welche dem Ungleichungssysteme
p>n>R, E>pl>0>%
Dy Py

Geniige leisten, so daB also die Ungleichungen

. p>py > > R >p,>0%) ’
sowie
2’0y >p,® und somit auch p,p, > p,*

samtlich erfiillt sind.
Wie in § 7,4 folgt alsdann erstens aus p, < R’ die Existenz zweier
positiver GroBen v, und A derart, daB

) |£,(@)| <55, sobald »>, und 2] <A,
0

Wird dann ferner eine Reihe abnehmender positiver Konstanten
&g (k=1,2,...) der Bedingung ¢, < L—;—l |6 | gemaB gewihlt, so gibt es

sweilens unter Zugrundelegung eines dieser Werte &,, da p, > R’ ist, un-
endlich viele ganzzahlige Werte v, zu welchen mindestens je ein der Be-
dingung |y,: < ¢, gentigender Punkt y, existiert, derart, daB:

@ I, ()| > ,,i

fir die volle Umgebung jedes dieser Punkte R, > p gilt, so daB zu jedem derselben
ein zweiter Punkt £ von der verlangten Art existiert. — Fir die spiitere Anwendung
des Satzes geniigt die Betrachtung solcher Linien L, welche aus einer endlichen An-
zahl geradliniger Strecken zusammengesetzt sind. — Als Beispiel zu diesem und dem
folgenden Satze kann das in § 7, 2 behandelte dienen (welches gleichzeitig daran er-
innert, daB ungeachtet dieser SBitze die Punkte x, fiir welche R > p ist, die ganze
Umgebung des Punktes z — 0 iberall dicht erfillen kdnnen).

*) Dies trifft — wie durch Vertauschung von § mit £ ersichtlich — offenbar
anch dann zu, wenn Punktepaare £, £’ vorhanden sind, bei welchen |&! beliebig

<o <1 gilt.

3
**) Evident bis auf die Ungleichung p, > p,, welche alsdann aus p,*> p°’>'-;;-»
folgt. ) *

kleine Werte annimmt und gleichzeitig \—%—
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Endlich gilt drittens fir alle Punkte z der k Linien L, L;,-- - L,,
da lings jeder derselben R, > p ist,

(3) @) <.

sobald v eine bestimmte Zahl v, itberschreitet.

Zusammenfassend gibt es also nach Zugrundelegung einer beliebigen
ganzen Zahl k stets unendlich viele Werte von v, fiir welche gleichzeitig
die folgenden drei Aussagen bestehen:

W |f(w)I<P,, solange || < A,
(2) |fv(yv) l > Pr ’ WObei l yv | é sk’
3) |f, (@) <p_; fir alle Punkte z der Linien L, L,,---, L,

Von diesen Werten v sei ein beliebiger herausgegriffen und mit »,
bezeichnet, doch so, daB v, <%, <... wird. Aus jeder der Funktionen

f,,(x) 18Bt sich alsdann, vorausgesetzt daB &, < % A ist, d. h. daB % einen

gewissen Wert k, iiberschreitet, nach dem Satze a) in § 7,3 eine ganze

rationale Funktion g, (z°) herleiten, welche die folgenden Eigenschaften
besitzt¥):

1% 1g,@)| <@ fir #|< A

(2.) yvk (0) = 1

3% |!Jv,, (2) | < g fiir alle positiven Werte von z" unterhalb
2}5 A, welche zugleich einem der Intervalle |& —y, | bis

& —7,] i=1,2,---k) oder auch welche zugleich
einem der engeren Intervalle ¢ bis Ct, (i=1,2,.--k)
angehoren.

- \ 2c4 1 .
Dabei ist Q=£—°, q==Vz::, t=|&|+¢ C= c_:; >1. Es gilt
nimlich einerseits:

& —val S &I+ 6] <8 (=12--4k

und andererseits:
[Et’—yv,,!_2_|g§'|—5k26!§,|—£‘g( _c;l)l&|
e+ lklz ot

*) Da8 der Zusammenhang zwischen x und z' bei jeder der Funktiomem ein
anderer ist, kommt dabei nicht in Betracht.
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Da ferner £, < ( ) ||, also die GroBen #, mit wachsendem ¢ gegen
0 konvergieren, so hegen die Intervalle ¢, bis Ct, sobald ¢ eine gewisse
Zahl i, tiberschreitet, simtlich unterhalb —213 A.

Es sei nun irgend eine der Funktiomen g, (2') (k> k,, k> 1)) ins
Auge gefaBt. In der z-Ebene werde iiber der durch die Punkte ¢ und
Ct; begrenzten Strecke s, (i, < < k) der Achse des Reellen ein Halbkreis
%, beschrieben und in dem so entstehenden Zweieck Z, diejenige harmo-
nische Funktion k(u’, v) aufgesucht, deren Randwerte mit den Werten der

L1 .1 o .
Funktion v—klog |9,,(2") | beziiglich {ibereinstimmen, solange diese oberhalb

log ¢ bleiben, lings der iibrigen Teile der Begrenzung (speziell also lings
s;) jedoch mit logg tbereinstimmen (nirgends also mehr als log @ be-
tragen). Nach einer bereits mehrfach angewandten®) SchluBweise gilt
alsdann fir das ganze Gebiet Z:

1 ’ ’
y-log 19, (2)| S bW, ).
k

Bildet man nun das Zweieck Z; auf den Einheitskreis einer zweiten
(X = re'?)-Ebene so ab, daB den beiden Seiten desselben je ein Halbkreis
entspricht**) — etwa dem Bogen x, der Halbkreis 0 < ¢ < #, der Strecke
s, der Halbkreis z <@ <2x —, so geht A(u/,v') in eine im Kreise
| X| <1 harmonische Funktion H(r, ¢) iber, fiir deren Randwerte die
Bedingungen

Hl,9)<1log@ O<p<=z) und H(l,p)=logg (x< ¢ < 2x)
erfillt sind, und welche selbst daher, solange n < @ < 2x ist, die Un-
gleichung
1
H(r, p) < 5 (log @ + logq)

befriedigt.***) Infolgedessen gilt aber auch
h(w, v) < % (log @ + log g)

innerhalb desjenigen Kreissegments S;, welches bei der in Rede stehenden
konformen Abbildung der Halbkreisfliche 0 < <1, # < ¢ < 2x der

*) Vgl. z. B. p. 89.
**) Eine derartige konforme Abbﬂdung der z'- auf die X-Ebene ist p. 38, FuBn. %)
angegeben.
***) Vgl. die Bemerkung in FuBn.*), p. 40.
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X-Ebene entspricht und dessen Begrenzung aus der Strecke s; und einem
Kreisquadranten besteht.*) In diesem Segmente gilt daher a fortiori:

1 1
2, 10819, ()| < 5 (log @ + log g)
d. h. ,
19,,@) | < (V)™ = ¢/,
wobei g, =V Qq <1 ist, da ¢,* =pf:;’ <1.
Die Funktionen g, (z") (k> ko, k> 14,) besitzen also nunmehr die

folgenden Eigenschaften:
™) g, @) <@+ fur |2 < 5A,
@  9,0=1,
3" 9,(@)|<qp  innerhalb jedes Segmentes S,
(f=1t+1,4,+2---,k)

Bildet man daher die neue Summe**)

8@ =g, @,

go ist bei dieser offenbar mgql fir jeden Punkt z, welcher im Inneren
{]
eines beliebigen Segmentes S,(i > 4,) gelegen ist, dagegen %< R, L1 fur
z=0. Dies ergibt aber, da ql > 1 ist, sofort einen Widerspruch gegen
0

den Satz 1. Beschreibt man nimlich um z = 0O einen Kreis K,, welcher
durch den Mittelpunkt der Strecke s, hindurchgeht, so entspricht der-
jenige Teil seiner Peripherie, welcher innerhalb des Segmentes S; liegt,
einem von ¢ unabhiéngigen Zentriwinkel §, wihrend mit wachsendem ¢
der Radius des Kreises K, beliebig klein wird.
3. Sind die Vorausseteungen des Satzes 2 erfillt, so gilt nicht nur
gim % = 1, sondern geradezu:
=0
lim & — 1.
t=o0 &
(Dabei ist es gestattet, unter einer ,zusammenhingenden, die Punkte
g und & verbindenden Linie“ allgemein eine beliebige abgeschlossene
Punktmenge zu verstehen, welche es ermoglicht, nach Annahme irgend

*) Dies geht aus der benutzten konformen Abbildung unmittelbar hervor.
**) Der Bequemlichkeit halber ist von hier an die Veriinderliche wieder mit =
bezeichnet.




Uber analytische Funktionen mehrerer unabhiéingiger Veriinderlichen. b7

einer positiven GroBe & zwischen £ und & eine endliche Anzahl von
Punkten einzuschalten, deren sukzessive Entfernung kleiner ist als &.)

Beweis. Gesetzt, der Satz trife in einem bestimmten Falle nicht
zu. Es kann alsdann nach Fixierung einer der Ungleichung p > p' > R’
geniigenden positiven GroBe p’ um jeden Punkt einer der Linien L als
Mittelpunkt ein Kreis beschrieben werden, ftir welchen durchweg die Be-
dingung R, > p’ erfllt ist. Nun lassen sich, da L eine abgeschlossene
Punktmenge darstellt, aus diesen Kreisen stets eine endliche Anzahl derart
herausgreifen, da8 jeder Punkt von L sich im Inneren mindestens einer
derselben befindet*); und es ist daher moglich, die beiden Endpunkte &
und § der Linie L durch eine aus einer endlichen Anzahl geradliniger
Stiicke zusammengesetzte Linie L' zu verbinden, lings welcher durchweg
R, >p gilt. Da jede der Linien L durch eine derartige Linie L’ ersetzt
werden kann, so genfigt es also, den Satz fiir den speziellen Fall zu er-
weisen, daB nur solche Linien L in Betracht gezogen werden, welche aus
einer endlichen Anzahl geradliniger Stiicke zusammengesetzt sind.

Es mogen nun entgegen der Behauptung Punktepaare £, £’ vorhanden
sein, welche der Bedingung

I% —1|>61>0
geniigen, wéhrend sich unter den Werten  solche von beliebig kleinem

absoluten Betrage befinden; die positive Zahl I mag dabei unterhalb —;—

gelegen sein. Es werde alsdann zunichst eine GroBe &> 0 willkiirlich
angenommen, z = re¢'® gesetzt und mit h(r, ) eine im Kreise » <1 har-
monische Funktion bezeichnet, welche lings des Bogens I < @ < 21 der
Kreisperipherie r =1 den konstanten Wert logp, lings des Bogens
3l <9 <2x den konstanten Wert log ' — 2¢ annimmt, wihrend ihre
Werte lings der tibrigen Teile der Kreisperipherie durchweg zwischen den
beiden soeben genannten gelegen seien, jedoch so gewihlt werden mdgen,
daB nirgends eine Unterbrechung der Stetigkeit eintritt. Die so ein fiir
allemal gewihlte Funktion A(r, @) iiberschreitet nirgends die GrioBe logp,
fir ihren Wert A(0) im Mittelpunkte gilt speziell:

¢)) 2xh(0) =1 -logp + (2= —1) - (log R'— 2¢),

und ferner liBt sich um jede der beiden Stellen z =1 und z = €*? ein

Kreis von solcher Kleinheit beschreiben, daB fiir jeden Punkt desselben,
fiir welchen noch r <1 ist, die Ungleichung

*) Vgl. hieriber A. 8choenflies, Jahresber. d. D. M.-V. 8 (1899), p. 51—52.
Die Giltigkeit fiir beliebige abgeschlossene Mengen ist leicht nachzuweisen. (Vgl. d.
Verf. 1.-D., Miinchen 1908, § 18.)
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(@) W(r,9) <log B'— e
besteht; der kleinere unter den Radien dieser beiden Kreise mdge mit 2¢
bezeichnet werden.

Es bedeute nun r die kleinere der beiden Zahlen 4!* und ¢. Man
kann alsdann infolge der ,einseitigen Stetigkeit“ von R, und wegen des
Satzes 2 eine GroBe A > 0 derart bestimmen, daB einerseits

3) R/ >e 'R,
solange |z| < A bleibt, und andererseits
0 1-r<|¥|<147,

sobald ¢ und £’ irgend 2 Punkte sind, deren erster der Be-
dingung |§; <A geniigt, und welche miteinander durch eine
(aus einer endlichen Anzahl geradliniger Stiicke bestehende)
Linie verbunden werden konnen, lings welcher durchweg
R’ 2>p ist.

Nach Annahme existieren nun sicher zwei Punkte £ und §’, ‘welche

den Bedingungen .
E<TA [S-1]>60

geniigen und miteinander durch eine (aus einer endlichen Anzahl gerad-
liniger Sticke zusammengesetzte) Linie L verbunden werden konnen,
lings welcher B> p ist. Da |§| < ~;— A ist, so folgt dann zunichst aus
(4), daB auch die Ungleichung '

1—1<}%|<1+t

befriedigt sein muB. Setzt man daher fiir den Augenblick %'- pee
(>0, —x <@ < =), 80 hat man:

|ue® — 13 = p? —2p cos @ + 1 > 361*

und folglich
e 361 — (p—1)

coso<1—

oder, da |p—1|<t< 408, also (u—10°'<16*# <2!® und ferner
2u<2(1+7)<2(1 +4M<3,

2
cosw<l——su

T <1— GO

Ist nun cos @ > 0, so ergibt sich aus

cos’w <cosw <1 —(31)?

die Beziehung:
sin®* @ > (30)?
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und somit o] > [sin o] > 31.

Ist aber cos @ < 0, also || g-}, so hat man ebenfalls |@| > 31.
Durchwandert der Punkt z die Linie L in der Richtung von £ nach

t’, so dndert der Ausdruck -, ohne irgendwo zu verschwinden, seinen

§
Wert auf stetige Weise, und daher bewegt sich auch die Anomalie des-

selben, ausgehend vom Werte O, stetig bis zu ihrem Endwerte o 4+ 2m=
(wo m eine ganze Zahl). Da nun |0 + 2m=zx| 2 |o| > 31 ist, so muB es
suf L einen ersten Punkt z =, geben, in welchem die Anomalie einen
der beiden Werte + 3! erreicht; auf dem Wege von §{ nach £, aber
gibt es einen letzten Punkt z =, in welchem sie den Wert O besitzt.*)
Die beiden Punkte §, und § sollen im folgenden mit z, = r,e% und
z,=r,é% bezeichnet werden, und zwar so geordnet, daB — bei ge-
eigneter Fixierung der in ¢, und ¢, noch enthaltenen willkiirlichen Kon-

tanten —
’ " @, = @ + 31

wird; das zwischen z, und z, gelegene Stiick der Linie L mdge L, ge-
nannt werden, wobei aber durch eventuelle Fortlassung einzelner Teile
der Linie L dafiir gesorgt sei, daB L, sich selbst nirgends durchsetze
oder beriihre. Ist alsdann z = ré'¢ irgend ein (nicht mit z, oder z, zu-
sammenfallender) Punkt der Linie L), so geniigt die GroBe ¢ bei geeig-
neter Wahl der in ihr noch enthaltenen willkiirlichen Konstanten der

Bedingung:
P<P<P-
Uberdies gilt nach (4) fir jeden Punkt z der Linie L, (wie iiberhaupt
der Linie L):
(1 —7) g <l|z| < (1 +7)[E]

oder, da v <41 < & und [§[ < 5 A:

TlEl<lz|< 3 A,
so daB auch fir die obere Grense « der absoluten Betrige aller Werte x
lings der Linie L, die Ungleichung:
®) a< A
besteht. Endlich gilt noch « < (1 + )7, (und ebenso « < (1 + 7)1r,), da
|2] < ':_ A:ist und somit fiir jeden Punkt 2 der Linie L, gemiB (4)
auch die Beziehung |z| < (1 + 7)7, stattfindet.

*) & =E§, falls die Anomalie den Wert 0 auBer im Punkte { ldngs der Teil-
strecke £f, nirgends annimmt.
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Setzt man nun X, = e und X, = ae®, so dof
| Xo — Zo| =& — 1y S 11y S 0

und ebenso | X, — z,| < oa, so bilden die geradlinige Strecke X,z,, die
Linie L, die geradlinige Strecke x, X, und endlich der Kreisbogen
z=0aé? (p, <9< @,+ 27) zusammen eine aus lauter geradlinigen
Strecken und einem Kreisbogen bestehende, einfach geschlossene Kurve,
welche einen den Nullpunkt enthaltenden Bereich B vollstindig begrenzt.*)
Es existiert alsdann eine in B harmonische Funktion g(r, ), welche
lings aller nicht zu L, gehorigen Teile der Begrenzung den konstanten
Wert log R’ — & besitzt, deren Randwerte lings der Linie L, jedoch nach-
stehenden Bedingungen entsprechen: Gibt es Teile von L,, welche keinem
der beiden Kreise |z — X;| < 26, 'z — X,| < 20« angehoren, so soll
lings derselben g(r, ) den konstanten Wert log p besitzen; im #brigen
sollen jedoch die Randwerte lings L, lediglich der Bedingung geniigen,
daB sie das durch die beiden Werte log R° — ¢ und log p eingeschlossene
Intervall nirgends verlassen und daB die Randwerte sich lings der ganzen
Begrenzung von B stetig aneinander fiigen.

Man dberzeugt sich alsdann sofort, daB fiir jeden Punkt der Be-

grenzung:
log B, 2 9(r, )
gilt; denn lings L, hat man log R, >log p > g(r, p) und lings aller
ibrigen Teile der Begrenzung infolge (5) und (3):
log B> log R'— & = g(r, 9).
Nach § 8,1 gilt somit auch
log R,'> 9(r, 9)

fiir den ganzen Bereich B, speziell also, wenn g(0) den Wert von g(r, ¢)
fir r = O bezeichnet:

(6) log R' > g(0).
Die zu Beginn des Beweises eingefithrte Funktion k(r, ) kann nun
dazn dienen, den Wert g(0) abzuschitzen. Die durch die Gleichung

B o) =h(Z, 9 — o)

definierte Funktion ist nimlich im Kreise |#| < « harmonisch und iiber-
schreitet nirgends die GroBe log p; lings des Kreishogens r = ¢,
9, <9< @, + 2n besitzt sie den Wert log R’ — 2¢; fiir ihren Wert

*) Ist speziell « = r,, so fallen die Punkte x, und X, zusammen, wobei damnn
die betreffende geradlinige Strecke wegfillt; analog wenn «==r, ist.
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h(0) = h(0) im Mittelpunkte gilt die Beziehung (1); endlich folgt aus
(2) die Gultigkeit der Ungleichung
R(r, 9) <log B —s
fiir alle Punkte (7, p), welche der Bedingung » < « geniigen und zugleich
einem der beiden Kreise |re'¢ — X| < 26¢, [ré? — X, | < 20« angehoren.
Es besteht infolgedessen lings der vollen Begrenzung des Bereiches
B und mithin auch im ganzen Bereiche B selbst die Beziehung:

h(r, 9) < g(r, ).
Soweit némlich die Begrenzung von B einem der beiden soeben erwihnten
Kreise angehort (speziell also lings der beiden geradlinigen Sticke Xz,
und z, X,, sowie lings einzelner Teile der Linie L,) hat man:
h(r, p) <log B — & < g(r, 9),
da ja die Funktion g(r, p) iiberhaupt nirgends unter log R’ — ¢ herab-
sinkt. Fir die keinem dieser beiden Kreise angehérigen Teile der Linie

L, dagegen gilt: _
© h(rne)Zlogp =g(r, 9),
da, wie bemerkt, k(r; p) niemals den Wert log p iiberschreitet. Endlich
ist lings des kreisférmigen Teiles der Begrenzung:
h(r, p) =log R’ —2&; g(r, 9),=log B'— ¢,
so daB hier die Behauptung ebenfalls zutrifft. Infolgedessen gilt also

speziell _
h(0) < 9(0)
und daher gem#dB (6) und (1):
log B’ > 9(0) 2 h(0) = 57 log » + 5~

(log R'— 2¢)
oder:
0>1(logp—log R") — (2x — 1) 2e.
Diese Ungleichung mitiBte nun fiir jeden positiven Wert von ¢ Geltung
haben, was der Voraussetzung widerspricht, nach welcher p > R’ ist.

§ 10.

Nachweis, daB die in § 8 bewiesene Eigenschaft der GroBSe E. unter
gewissen Einschriinkungen fiir dieselbe charakteristisch ist.

1. Es soll nun der Nachweis gefiihrt werden, daB die in § 8, 1 be-
wiesene Eigenschaft der GrioBe R.' unter gewissen allgemeinen Voraus-
setzungen fiir dieselbe charakteristisch ist.¥)

*) Es mdge dabei auch an die funktionentheoretische Bedeutung der GréBe R ’
erinnert werden, wie sie z. B. in § 6, Satz 1 ausgedriickt ist.
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Der Bereich 7' der z-Ebene moge meBbar sein, ferner einfach zu-
sammenhéngend oder wenigstens durch eine endliche Anzahl von Schnitten
in einen einfach zusammenhdngenden iberfiihrbar. Es wird alsdann an-
genommen, daB eine im Bereiche T' eindeutig definierte, reelle GriBe U.
vorgelegt sei, und daB ez fiir jeden beliebigen, dem Bereiche 7T’ ange-
horenden Bereich B diejenige Eigenschaft besitze, welche nach dem oben
erwihnten Satze der GriBe R. zukommt. Die Aufgabe ist alsdann, eine
Reihe von analytischen Funktionen f,(z) (»r=0,1,2,--.) anzugeben,
welche sich im Bereiche 7' simtlich eindeutig und regulér verhalten und
es bewirken, daB die zur Reihe

S(z9) = 2 (2)y

r=0

gehorige GroBe R.’ im Bereiche 7' durchweg mit e’ identisch werde.
Uber die GroBe U, soll dabei jedoch vorausgesetzt werden, daB sie
nebst ihren partiellen Ableitungen erster und zweiter Ordnung nach u
und v im Bereiche T endlich*) und stetig sei. Sie ‘geniigt alsdann, wie
aus § 8, 3 hervorgeht**), fiir jeden Punkt des Bereiches 7' der Ungleichung

»U, | PU,
AU, =75+ 5,70,

welche uns fiir das folgende als Ausgangspunkt dienen wird. Setzt man:
AU, = —2xk,,

so ist die fiir den Bereich 7' definierte GriBe k. daselbst durchweg > O,
sowie nach Voraussetzung endlich und stetig. Bleibt sie, wie wir weiterhin
annehmen wollen, in 7' unterhalb einer endlichen Schranke K, so existiert
also das Integral

V,°=‘/:/vk,log%dudv (r=|z—=z,)
r

fir jeden Punkt z = 2, des Bereiches 7, und zwar, wenn man von dem-
jenigen Teile des Integrationsgebiets, welcher der Umgebung des Punktes z,
angehort, absieht, als eigentliches Integral. Es soll aber noch des weiteren
vorausgesetzt werden, daB k. irgend ein System von Bedingungen erfiille,
welche die Qiiltigkeit der Beziehung

*) Demnach bleibt u. a. der Fall, wo fir R in gewissen Punkten von 7' der
Wert 0 vorgeschrieben ist, von der folgenden Betrachtung ausgeschlossen.

**) Wie aus dem dortigen Beweise ersichtlich ist, wilrde es bereits geniigen,
die Eigenschaft der GrdBe U, fiir alle dem Bereiche T' angehtrenden kreisformigen
Bereiche B auszusprechen.
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AV, = —2xk,

fir alle z des Bereiches 7' gewiihrleisten.¥)
Erfiillt nun die Grofe U, im Bereiche T die simtlichen erwiihnten
Voraussetzungen, so laft sich stets eine Reihe S(z,y) = 2 f,(x)y" nach-

weisen, deren Koeffisienten f,(x) im Bereiche T eindeutig und regulir sind,
und fiir welche R, im Bereiche T durchweg mit Y= zusammenfdilll.
Es ist ndmlich die Funktion
h.t = Uz - Vz

im Bereich T stetig und geniigt an jeder Stelle desselben der Differential-
gleichung Ah, = 0. Ist also der Bereich 7, wie wir fiirs erste annehmen
wollen, einfach zusammenhiingend, so existiert eine in 7' eindeutige und
reguliire analytische Funktion f(z), welche der Bedingung:

genﬂgt. lOg ]f (x)[ = hz

Es moge nun in der z-Ebene irgend ein Quadrat @ fixiert werden,
welches in seinem Innern den ganzen Bereich T’ enthiillt; das Zeichen ¢
bedeute zugleich den Inhalt desselben. Fiir alle diejenigen Werte von v,
welche nicht eine ganzzahlige Potenz der Zahl 8 sind, werde :

f,(z) =0

gesetzt. Ist dagegen v =8 (1=0,1,2,...), s0 denken wir uns das
Quadrat Q in 4? einander kongruente Teilquadrate Q¥ (6 =1,2,---; 4%)
zerlegt, den Mittelpunkt eines jeden derselben mit ) bezeichnet, ver-
stehen unter ¥ den Wert der GroBe k. im Punkte z — (), vorausgesetzt,
daB dieser Punkt dem Bereiche T noch angehort, andernfalls den Wert 0,
bezeichnen mit m{® die griBte nicht oberhalb 2?Qk¥ gelegene ganze
Zahl und definieren f,(x) vermége der Gleichung

&
@ =A@ [ [ @—0y
) =1
als eine in T regulire analytische Funktion.
Zuniichst sieht man leicht, daB fiir die so entstehende Reihe

8(z,9) = 2 f,(®)y"

r=0

im Bereiche T’ durchweg R.'> O ausfillt. Ist néimlich z = z, irgend ein

* Ein derartiges System von Bedingungen ist z. B., daB &, in T endliche und
stetige partielle Ableitungen erster Ordnung nach % und v besitze, oder auch, da8
AV, existiere und stetig sei. (Siehe z. B. Kronecker, Vorl. iib. d Th. d. emfs.chen
und d. vielfachen Integrale, Leipzig 1894, XVI §§ 7—8.)
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Punkt des Bereiches 7 und gehort die Kreisfliche | — z,| < ¢ dem letz-
teren noch vollstindig an, so besitzt der absolute Betrag von f(z) fir
diese Kreisfliche eine obere Schranke G. Wihlt man alsdann die posi-
tive Zahl d groBer als 1, mindestens aber gleich der Diagonale des Qua-
drates @, so hat man fiir jeden Wert von » und fiir alle Werte z, welche
der Bedingung |2 — z,” < ¢ geniigen:

A
ifv(z)l é G'Hd’qu= (G . dQK)t.

Mithin konvergiert S(z, y) fir jeden der Bedingung
. 1

I <G aex
geniigenden Wert von y im Kreise z—z,| <o gleichmiBig, und es
ist also:

, 1

R/ > o RE 0
fir |z — z,| < o, speziell also fir z = z,.
Nunmehr moge die GroBe P, fiir irgend eine Stelle x = z, des Be-
reiches aufgesucht werden. Es ist nach Definition:
wd

& "M
A~ V@] = If@) T [ ] |z — 2%,

o=1

also:

& @
log P, =h,, —ll_imzm—s‘;— log |z, — 2| .
-Q¢=l

Fir jeden (hinreichend groBen) Wert von 4 mdge nun das aus den-
jenigen 5? Quadraten @¥, deren mittelstes den betrachteten Punkt z,
(im Innern oder auf der Begrenzung) enthilt, zusammengesetzte groBere
Quadrat mit @? bezeichnet werden. Die ganze positive Zahl ! werde
alsdann so groB gewiihlt, daB das Quadrat Q® noch ganz innerhalb 7'
gelegen, und daB seine Diagonale kleiner als 1 sei. Fir jede der Zahlen
A=1, 141, .. seien diejenigen der Werte 6 = 1,2, - - -, 4% fiir welche
QP dem Quadrate Q® angehort, abkiirzend mit o', die tibrigen mit ¢”
bezeichnet.

Es existiert alsdann

@)
— lim 02%‘;— log z, — 2|

A= "

und stimmt ijberein mit dem eigentlichen Integral
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ffk log dudy (r=|z,— z|),

r-¢®
erstreckt iiber den Bereich 7' mit Ausschluf des Quadrates Q®. Da
nimlich
O_ 2K _e®  (0<o<1),
8o ist

_ B TR @ 0 9
zh:: 82 logl:c z,)| hm2k log |z, — ]41

() 2
+lim = D' 6% log |z, — 3.

Der erste dieser beiden Terme stimmt offenbar mit dem erwihnten Inte-
grale #iberein; der andere aber ist gleich Null, denn man hat fiir alle
Werte 6 = d”:

‘ 20 |2, —20|<d (A=1,14+1,..),

wo a die Seitenlinge eines Quadrates Qf," bezeichnet, wihrend d die
nimliche Bedeutung hat wie oben; also

|log |2, —2P|| < A,
wo A die griBere der beiden Zahlen |log2a| und logd bedeutet.
Folglich ist
1 1
3> 0 10g5,—aP| < % |log 27—l < 5 A
-
and
. 1
lim ?2 9 log |z, — 2| = 0.
a” .
Demnach kann man nun schreiben:

(1) log P,;-=h,,+f‘/‘k log dudv—hm n m') log |, ——x‘l)l
- o
(r = |z, —2|).
Um noch den letzten Term in diesem Ausdrucke abzuschitzen, fassen
wir frs erste den Grenzwert

T 1
) Tm Z’ log |z, — 2|
a

ins Auge. Zunfchst ist flir 1 =1 (in welchem Falle ¢ 25 Werte zu
durchlaufen hat) offenbar:

1 @) 1 a
:1—02 log [z)— x| 2 ya {16 loga + 8 log -5 + log Ixo—:c(')ll,

Mathematische Annalen. LXTI. b
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wobei a die oben angegebene Bedeutung besitzt, wihrend #® den Mittel-
punkt des Quadrates Q@ bezeichnet.

Geht man nun zur Bildung der Summe fir den Wert A =1+1
itber, so treten an die Stelle jedes einem Quadrate @Y entsprechenden
Summanden log |z, — z{)| vier
neue Summanden log |z,—z¢+7)],
wobei die vier Punkte z{+? die
Mittelpunkte der vier Teilqua-
drate von Q¥ sind. (Vgl. neben-
stehende, das Quadrat Q¥ dar-
stellende Figur) Was dabei
zunéichst die 16 #uBeren Qua-
drate Q¥ betrifft, so war jeder
beliebige Punkt derselben vom
Punkte z, mindestens um die
Strecke a entfernt, und es gilt
somit auch fiir jeden der zu-
gehorigen 4 - 16 Werte z{+":

log |z, — 24+ V| 2 log a.
o Fia- 1. Beachtet man dann noch den

voranstehenden Faktor, welcher nunmehr 4—1 . lautet, so ist ersichtlich,

I+1
daB das erste Glied auf der rechten Seite der zu bildenden Ungleichung
unverindert aus der vorigen heriibergenommen werden kann.

Was nun die ibrigen 9 Quadrate Q¥ betrifft, so entstehen aus ihnen
36 Quadrate Q¢*Y. Von denjenigen 4 Quadraten Q4+?, welche aus dem
mittelsten jener 9 Quadrate hervorgehen, enthilt sicher eines (dessen
Mittelpunkt mit 20+ zu bezeichnen ist) den Punkt z, (in seinem Innern
oder auf seiner Begrenzung), an dieses grenzen 8 weitere Quadrate QS+,
letztere wiederum werden von 16 angrenzenden Quadraten @4¢+1 ein-
gerahmt, und um diese legen sich endlich die noch fehlenden 11, die Form
eines L bildend. Was zuniichst diese letzten 11 Quadrate Q¢+ betrifft,
so ist jeder Punkt derselben um mindestens die Strecke a von z, entfernt,
des weiteren jeder Punkt der vorher genannten 16 Quadrate mindestens

um —g—; bei den davor erwiihnten 8 Quadraten endlich sind die Mittel-
punkte mindestens um —E— von z, entfernt. Man erhilt also schlieBlich
fir A=141 die Ungleichung:
%2 log |z, — 2| 2> % {16 loga + % [11 loga + 16 log -g— + 8 log -;
7

+ log |z, —at+1]]}-
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Geht man nun zur Betrachtung des Wertes 4 =10+2 ilber, so kénnen
die drei ersten (lieder der rechten Seite aus der vorigen Ungleichung
unverindert heriibergenommen werden, da von den betreffenden Quadraten
festgestellt ist, daB nicht nur ihre Mittelpunkte, sondern jeder beliebige
Punkt derselben (speziell also die Mittelpunkte der jedesmaligen vier Teil-
quadrate) die beziigliche Minimalentfernung vom Punkte z, besitzen. Es
bleiben also wiederum nur die 9 inneren Quadrate @¢+V genau in der
gleichen Weise wie das vorige Mal zu behandeln, und es ergibt sich mit-
hin fir A=10+4+2:

1 1 [qn 1
7 ;' log |z, — 2| = 7 {16 loga + —4—[11 loga + 16 log g—]
1
+4—,[11 log ~;~+ 16 log%

+ 8 log % + log la:o—x(”’)l]}
und ebenso fir A=1+p (»p=0,1,2,--):

1 1 1
3) FO’Z log |z, —2®| > ?{16 loga + —4—[11 log a + 16 log %]

+ 5 [11 log + 16 log —]
4,_ [lllog2p i+ 161032,, ]

+ -4,- [lllogzp—_3+1610g;;
+ 8log 2% +log Iwo—x(”‘?)]]},

wobei z20+P) der Mittelpunkt eines Quadrates @Q¢+# ist, welches den
Punkt z, enthilt.

Unter den Werten von p konnen sich speziell solche befinden, fiir
welche

|y — 26+2)| < 5 2’,

ist (wo % die Seitenlinge der Quadrate Q¢+P darstellt). In diesem
Falle ist aber offenbar

a 1
|2y — 2l0+P+D| > (_ ._._) -2-;>?2;%,

d. b. der erwihnte Fall tritt fiir den niichstgroBeren Wert von p nicht

ein. Ubergeht man also bei der Bildung des Grenzwertes (2) alle die-

jenigen Werte von 4 =1 4 p, welche einem jener speziellen Werte p ent-
5‘
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sprechen, so erhilt man, da sicher noch unendlich viele Werte 1 tibrig
bleiben, den oberen Limes einer Teilfolge, welcher den urspriinglich be-
trachteten keinesfalls ibertreffen kann. Fiir diejenigen Werte von p,
welche nicht zu jenen Ausnahmswerten gehdren, ergibt sich nun, indem man

— Z0+9)
log |z, — 2¢+P| > log 52’)
in die Ungleichung (3) einsetzt und deren Terme zusammenfaBt,
1 1 : 25 1 /1
F;’mg |2y — 2P| gﬂ% loga— 3 log 2 + ; (3 log 2 —log 5)}

@=1+p),
und daher gilt (wenn man andererseits noch beriicksichtigt, daB in
2 log |z,— 2| stets alle Terme negativ sind)

02 Jim s 3 og leg— | 2 og 7

Hieraus folgt aber, da ganz allgemein

md

OS QK

gilt, wenn man schlieBlich noch a durch seinen Wert ! ]/6 ersetzt, die
Beziehung:

02] hm —2 md log |z, — 29| _2_ T QK[ 1log@— (1+3) log 2],
sus welcher hervorgeht, daB die GriBe
—2 i log 7, — o4
lxeo

mit wachsendem !¥*) sich der Grenze Null nihert.
Geht man also in der Gleichung (1) fiir [ = oo zur Grenze iiber, so
ergibt sich (da das Integral mit wachsendem I, d. h. bei verschwindendem

Q9, sich, wie bekannt, einem Grenzwert nihert, welcher mnt/ ﬁc log dudy
bezeichnet wird):

l°8P§o=h,°+jjk,log%dudv=h%+Vz°=Uzo (r = |2y —z|),
r

*) Die Abhlingigkeit dieser GrdBe von ] ist darin begriindet, daB (bei jedem 1)
o alle Werte zu durchlaufen hat, fir welche der Punkt 2¥) dem Quadrate Q¥

angehdrt.
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und somit gilt
P, = ¢"=
fir jeden Punkt z des Bereiches T.
Nach § 5, 4 hat man nun fiir irgend einen Punkt z =z, des
Bereiches entweder
R; =0 oder R; = limP,.
Da aber ersteres, wie oben gezeigt wurde, ausgeschlossen ist, und da
ferner infolge der Stetigkeit der Funktion U :
lim P; = lim ¢ = ¢’
z=2z, T=2,
so erhiilt man schlieBlich:
R, =e", w.z.b. w.

2. Ist der Bereich T nicht einfach zusammenhéngend, so braucht es
eine in T eindeutige und regulire Funktion f(x), welche der Bedingung
log | f(x)| = — hy genitigt, nicht zu geben. LaBt sich aber, wie wir jetzt
annehmen wollen, der Bereich T’ durch eine endliche Anzahl von Schnitten
in einen einfach zusammenhingenden verwandeln, so kann man eine end-
liche Anzahl nicht zu 7' gehdriger Punkte x,, z,, - - -, #, der z-Ebene an-
geben, welche die Eigenschaft besitzen, daB jede in T' gelegene, geschlossene
Kurve, welche irgend einen nicht zu T’ gehorigen Punkt einschlieSt, auch
mindestens einen der ¢ Punkte z, (x =1, 2, - -, ¢) einschlieBt, und daB es
speziell je eine in T gelegene, sich selbst nirgends schneidende, geschlos-
sene Kurve gibt, welche einen, z,, dieser ¢ Punkte, jedoch keinen anderen
unter ihnen einschlieBt. Bezeichnet man dann das Integral

oh, oh,
7u dv — ¥ du,

im positiven Sinne {iber die letzatgenannte Kurve erstreckt, mit — 2 xe«,
und setzt
oh, . b,
7:,==fa—“dv—%du,
S

wo z, einen beliebigen festen Punkt des Bereiches 7' bedeutet, dem auch
der ganze Integrationsweg angehdren soll, so ist die analytische Funktion

fo@) = e~ [ '] (@ — )=,

sobald iiber ihren Wert im Punkte z = 2, eine Bestimmung getroffen ist,
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fir alle 2 des Bereiches T' eindeutig und regulir, wihrend jeder Zweig
der mehrdeutigen Funktion

@ =@ [ [ @ —z)ex—etemte

fir alle  des Bereiches 7' der Bedingung

log |f(2)| = —h,
geniigt.
Es werde nun fiir v =8 (A=0,1,2,...) gesetzt:

[] @
f,@ =h@r [ Je—z)=" [T @ — 20y,

wo o) die groBte nicht oberhalb 8‘a, gelegene (positive oder negative)
ganze Zahl bedeute, wihrend die tibrigen GroBen ihre frithere Bedeutung
beibehalten sollen. f,(«) ist alsdann wieder eine in 7' eindeutige und
regulire analytische Funktion; der Beweis dafiir, daB die Reihe

S(5,9) = D, f,@)y"

die verlangte Eigenschaft besitze, weist nur geringfiigige Abweichungen
gegen den obigen auf.

§ 11
Die Diagonalenreihen der Potenzreihen zweier Veriinderlichen.
1. Um den in § 2 bewiesenen Satz in #hnlicher Weise, wie dies in
den §§ 5 und 6 fiir die Reihen von der Form S(z,y) =2 f,(@)y" ge

schehen ist, auch fir die Diagonalenreihen der Potensrethen zweier Verinder-
lichen nutzbar zu machen, gehen wir von folgenden Betrachtungen aus.

Ist eine Reihe S(z,y) -=Z,1 f,(@)y’ sowie ein beliebiger Bereich T'

der z-Ebene vorgelegt, und bezeichnet man einerseits mit P’ die obere
Grenze der absoluten Betrige aller Werte y, fiir welche S(z,y) im Be-
reiche T' durchweg konvergent ist, andererseits mit " die obere Grenze
der absoluten Betrige derjenigen Werte y, fiir welche S(z, y) in der Um-
gebung jedes Punktes z des Bereiches 7' gleichmipig konvergiert*), so
wurde in § 2 der Nachweis gefihrt, daB s’ notwendig einem der beiden

*) Anders ausgedriickt, mit P’ die untere Grenge aller GréBen P, mit r* die-
jenige aller GroBen R/, des Gebietes T. '
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Werte 0 oder P’ gleichkommen muB. Es laBt sich nun eine ausgedehnte
Klasse von Reihen S(z,y) anfiihren, bei welchen — unabhiingig von der
Wahl des Bereiches I' — stets der letetere Fall eintreten mus.

Sind nimlich die f,(z) simtlich ganse rationale Funktionen vom Grade

n, und bleibt der Quotient ° unterhalb einer endlichen Schramke N*), so

gilt fiir jeden beliebigen endlichen Bereich T umter allen Umstinden v =P’.

Dabei lassen sich noch zwei Fille voneinander unterscheiden. Be-
zeichnet man nidmlich mit B(z,y) die Doppelreihe, welche aus S(z, y)
hervorgeht, wenn jede der Funktionen f,(z#) nach Potenzen von z ge-
ordnet wird, so gilt des weiteren:

Entweder ist die Griope v =P fiir jeden endlichen Bereich T der
z-Ebene grifer als Null, oder fiir jeden solchen Bereich gleich Null.
" Ersieres tritt stets dann und nur dann ein, wenn die Doppelreihe B(z, y)
einen Bereich der absoluten Komvergenz besitst (d. h. in irgend einem Punkte
(%o, ¥o) absolut konvergiert, dessen Koordinaten beide von Null verschieden
sind).

Beweis. Fiir einen gewissen Bereich 7' der z-Ebene gelte P’ > 0.
Der Wert y = y, geniige der Bedingung 0 < |y,| < P/, so daB S(z, y,) im
Bereiche 7' durchweg konvergiert. Es gibt alsdann**) einen zweidimen-
sionalen Teilbereich I des Bereiches T, in welchem S(z,y) sicher gleich-
miiPig konvergiert, solange |y| <<|y,| ist. Ist z = z, irgend ein innerer
Punkt dieses Bereiches B und gehtrt das Gebiet |z — | < ¢, dem Be-
reiche B noch vollstindig an, so konvergiert also die Doppelreihe
P(z — x,,y), welche aus S(z,y) hervorgeht, wenn jede der Funktionen
f,(x) nach Potenzen von z — z, geordnet wird, sicher fiir |z — x,| < g,,

iy: <9, absolut***), und daher offenbar auch fiir 'z — z,| < eg,, |y| < I——y;—l ,

wenn « eine beliebige positive Zahl oberhalb 1 bedeutet. *
Ein vollig beliebiger endlicher Bereich der z-Ebene werde nun mit

T bezeichnet. Wird alsdann g so groB gewihlt, daB das Gebiet |z — z,| <o

*) DaB dieser einschriinkende Zusatz nicht einfach fortgelassen werden darf,
d. h. daB auch, wenn alle f,(x) ganze rationale Funktionen sind, der Fall #' =0,
P> 0 eintreten kann, zeigt das Beispiel p. 11, FuBn.*). Damit soll aber keineswegs
gesagt werden, daB jener Zusatz die allgemeinste Bedingung angebe; vielmehr gilt,

ny Yy
wenn man z. B. £, (z) = E :% setzt, wo die n, vollig beliebig sind, fiir irgend einen
r=0

endlichen Bereich 7: |f,(z)| < €5, wo X die obere Grenze aller ;x| des Bereiches
T bedeutet, und folglich # >>1; somit ist auch hier fir jeden endlichen Bereich
Y =P. -

** 8. p. 27, FuBn. *).

*=* 8. p. 32, FuBn.**).
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den ganzen Bereich T in seinem Inneren enthilt (mindestens aber ¢ = g,),
und setzt man « = 01, so konvergiert die Doppelreihe P(z — z,,y) fir
(]

|z — x| <o |yl < I—fl-‘;,—' absolut, und somit*) S(z, y), solange |y| < '—5‘;—'

bleibt, in der Umgebung jedes Punktes z des Gebietes |z — z,| < o,
speziell also des Gebietes T gleichmiifig. Es gilt somit fir den Bereich T
' > 0 und folglich auch # = P’.

Wihlt man endlich als Bereich 7' speziell irgend einen Kreis um den
Nullpunkt, etwa denjenigen mit dem Radius 1, so ist die zugehérige
GroBe 7" ebenfalls groBer als O; bezeichnet man ihren Wert mit r,, so
konvergiert also PB(z,y) im Gebiete |z| <1, |y| <r, absolut. — Kon-
vergiert umgekehrt P (z,y) in irgend einem Punkte (z,,y,), dessen Ko-
ordinaten von Null verschieden sind, absolut, also auch fiir jeden Punkt
des Gebietes |z|<|%|, |y¥| <|yo|, 8o konvergiert S(z,y), solange
ly| < |y,| bleibt, in der Umgebung jeder Stelle # des Bereiches |z|<C|x,!
gleichmiBig, und es gilt fiir den letzteren mithin +" > 0.

Hiermit ist aber die Behauptung in allen ihren Teilen erwiesen.

2. Das Vorige gestattet nun sofort folgende Anwendung auf die
Diagonalenreihen der Potenzreihen zweier Ven’inderlichen.

Konvergiert die Diagonalenreihe

Dz, y)—Z {2 aa—m,,uyz—p}

A=0
einer Potenzreihe zweier Verinderlichen

B(z,9) = D) aary’
Hy=0
fiir jeden Punkt (z,y) trgend eines Bereiches T der zy- Mannigfaltigkeit, so
konvergiert sie in der Umgebung eines jeden dieser Pumkte allemal auch
gleichmipig und stelll eine im Bereiche T reguldre analytische Funktion
von (z,y) dar.

Bereiche T von der angegebenen Eigenschaft existieren jedoch nur damm,
wenn die Doppelreihe B(z,y) einen Bereich der absoluten Konvergens be-
sitat. ¥¥)

% 8. p. 82, FuBin. **).

**) Selbstverstindlich kann aber T tber den Bereich der absoluten Konvergenz
von $(z, y) hinsusragen. Besitzt z. B. die Potemzreihe >'c,z" den Konvergenz-
radius 1 und setzt man a'f") =a¥ = ("'+’) ¢, ., %0 wird der Bereich der ab-

v w M .

soluten Konvergenz von P(x, y) dargestellt durch |z! 4 |y| < 1; hingegen kon-
vergiert D(z, y) offenbar fir |z 4 y| < 1.
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Dem Beweise sei folgende Bemerkung vorausgeschickt. Setzt man
z =y# sowie 2’ = y'# und ist y' von Null verschieden, so verhilt sich
eine an der Stelle 2 = 2/, y =y’ reguléire analytische Funktion von (z, y),
wenn man sie als Funktion von ¢ und y auffaBt, an der Stelle s = ¢,
y =y ebenfalls regulir, und umgekehrt. Es ergibt sich dies daraus, daB
man sowohl z — 2" nach positiven Potenzen von y — y’ und s — #, als
auch # — ¢ nach positiven Potenzen von z — 2" und y — ¢ entwickeln
kann, wobei das konstante (lied der Entwicklung jedesmal den Wert O
erhilt; vermoge der ersten Entwicklung z. B. 1d8t sich nun irgend eine
nach Potenzen von z — 2’ und y — y’ fortschreitende absolut konvergente
Doppelreihe in eine neue, nach Potenzen von s — 5 und y —y  fort-
schreitende Doppelreihe iiberfiihren, welche fir hinreichend kleine Werte
von |s— &'| und |y — y’| ebenfalls absolut konvergiert.*)

Durch die Substitution z — ys geht die Reihe D(z,y) in eine Reihe

S@ ) = 3 iy

. =0
@iber, wobei

a
file) = D al=1e *=0,1,2,--)
u=0 '

eine ganze rationale Funktion von hdchstens dem i'*® Grade darstellt.

Ist nun (2/,y) ein beliebiger Punkt des Bereiches T und bestimmi
man eine GroBe x, deren absoluter Betrag oberhalb 1 liege, so, daB der
Punkt

Ty = %2, Yo=xy

dem Bereiche T ebenfalls noch angehdre, so konvergiert die Reihe
D(z,y,) in der ganzen Umgebung des Punktes z = z,, und daher, wenn
man den Fall ' = O zunichst ausscblieBt, die Reihe S(¢,y,) in einer ge-

wissen Umgebung Z des Punktes ¢ = —y— = der s-Ebene. Alsdann lehrt

aber der in Nr.1 bewiesene Satz, daB S(s, y), solange |y | < |yo| bleibt,
im Bereiche Z sicher auch gleichmiBig konvergiert. Ist daher ¢’ eine be-
liebige positive Zahl unterhalb |y,|, welche jedoch zugleich groBer als
|9/ | gewihlt sei, und beschrinkt man einerseits y auf das Gebiet [y| < ¢,
andererseits # auf den Bereich Z, so muB offenbar S(s, y) auch in bezug
auf die (esamtheit dieser Wertsysteme s, y (welche speziell die volle Um-
gebung des Punktes 2= 2, y =y in sich begreift) gleichmiBig konver-

*) Ebenso ist ersichtlich, daB eine an der Stelle =0, y =0 regulire analy-
tische Funktion von x und y, als Funktion von s und y aufgefaBt, an jeder Stelle
8 =3,, y =0 reguliir ist, wobei 2z, einen beliebigen endlichen Wert bedeutet.
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gieren; da sich aber eine gewisse Umgebung |z —2'|<q, |y — ¥ | Lo
des Punktes (2',y’) so abgrenzen liBt, daB die ihr entsprechenden Wert-
systeme g, 2 vollstindig in jener Gesamtheit enthalten sind, so konvergiert
D(z,y) im Gebiete [z — 2’| <6, |[y—y'|< d, d h in der ganzen Um-
gebung des Punktes (2',y) gleichmiBig.

Da die Reihe S(z,y) fir |y, <|y,| im Bereiche Z gleichmiBig kon-
vergiert, so stellt sie ferner nach § 5,1 eine in dem ganzen Gebiete
(Z,|y| <!#,!), speziell also in der Umgebung des Punktes s=2, y=y
reguliire analytische Funktion von ¢ und y dar, und somit verhilt sie sich,
auch als Funktion D(z,y) von 2 und y aufgefaBt, an der Stelle z = 2,
y =y regulir. Des weiteren folgt aus der gleichmiBigen Konvergenz der
Reihe S(z, y) gemaB Nr. 1, daB die aus ihr hervorgehende Doppelreihe

Bi(s, ) =2 2 all~#g'y* einen Bereich der absoluten Konvergenz be-

=0 u=
sitzen muB; das niimliche gilt somit auch fir die Doppelreihe P(z,y),

welche vermoge der Substitution #= = Glied fir Glied aus jener her-
vorgeht. y

Ist endlich ' =0 und gehdrt der Punkt (z,, 0) (|z,|>|2"|) dem
Bereiche T noch an, so ergibt sich, da ,z,| > O ist, aus dem Obigen zun-
nichst die gleichmiBige Konvergenz der Reihe D(x,, y) in bezug auf eine
gewisse Umgebung |y| < ¢’ des Punktes y = 0. Daraus folgt aber so-

e fort*) die absolute Konvergenz der Doppelreihe P(z,y) fir |z| <|z,],
|y| < o', welche sowohl die gleichm#Bige Konvergenz der Reihe D(z,y)
in bezug auf die volle Umgebung des Punktes (2, 0) in sich schlieBt als
auch das regulire Verhalten derselben fiir die Umgebung dieser Stelle
verbiirgt.

3. Ein Uberblick iiber die Gesamtheit der Stellen, in deren voller
Umgebung die Diagonalenreihe D(z, y) konvergiert und somit eine regu-
lire analytische Funktion von (z,y) darstellt, kann nunmehr leicht ge-
wonnen werden.

Die Gesamtheit dieser Stellen némlich stimmt, wenn man wiederum
z = yz setzt und den Wert y = O vorderhand ausschlieBt, tiberein mit der
Gesamtheit der Wertsysteme 2, y, in deren Umgebung die Reihe

S(s, y) = 2 fi(e)y

durchweg konvergiert und somit eine regulire analytische Funktion von
z und y darstellt. Ein Wertepaar 2,y gehort aber gemidB § 5,3 dieser

*) Nach einer SchluBweise, welche der p. 18, FuBn. **) angefiihrten vollig analog
ist (oder auch direkt als Folgerung aus genannter FuBnote).
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Gesamtheit dann und nur dann an, wenn die Ungleichung |y| < R, er-
fillt ist; dabei soll R, in #hnlicher Weise wie bisher den y-Maximal-
radius derjenigen nach Potenzen von s— s, und y fortschreitenden Doppel-
reihe bezeichnen, welche aus S(s, y) hervorgeht, wenn die ganzen Funk-
tionen f;(¢) nach Potenzen von s — 2, entwickelt werden.

Ein Punkt (z’,0) jedoch gehdrt — wie unmittelbar aus dem vorigen
Beweise ersichtlich — jener Gesamtheit nur dann an, wemn P(z,y) in
einem gewissen Gebiete x| <|zy| (|2,|>|2]), |y| < e noch absolut
konvergiert, m. a. W. wenn ' dem absoluten Betrage nach kleiner als
der z-Maximalradius R von P(z,y) ist.

Die Gesamtheit der in Rede stehenden Stellen fillt also zusammen mit
der Gesamtheit der Wertsysteme (z,y), welche entweder der Bedingung

0<|y! <R, (z=-3—) oder der Bedingung y =0, |z| < R geniigen.*)

Vorausgesetzt, daB solche Stellen iiberhaupt vorhanden sind — oder,
was dasselbe ist, daB PB(z, y) einen Bereich der absoluten Konvergenz be-
sitzt — hat nun, wie aus Nr. 1 hervorgeht, die GroBe R, fiir jeden be-
liebigen endlichen Wert von s einen positiven, von Null verschiedenen
Wert; jene Gesamtheit bildet daher stets einen einzigen zusammenhingen-
den, (seiner Bedeutung nach) nur aus inneren Punkten bestehenden Be-
reich, in welchem D(z,y) somit einen eindeutig definierten, tiberall regu-
laren Zweig f(z,y) einer analytischen Funktion darstellt.*®) Es ist nun
ein Leichtes, diesen Bereich auch durch die singuliren Stellen der Funk-
tion f(z,y) zu charakterisieren.

Es existiert nimlich su jedem beliebigen endlichen Werte z = z, eine

singuliire Stelle (z,, y,) von f(z,y), fiir welche z:— =g, und |y,| = R, st

dagegen keine, fiir welche |y,| < R, ist (und ferner eine singuldre Stelle
(%o, 0), fiir welche |z,| = R, dagegen keine, fiir welche |z,| < R ist).***)

*) Es mag jedoch nochmals hervorgehoben werden, daB nur von solchen Stellen
die Rede ist, in deren voller Umgebung D (x, y) noch konvergiert. Stellen (z, y), fiir
welche D(z, y) konvergiert, ohne auch durchweg in der Umgebung derselben noch
zu konvergieren, knnen natiirlich als Begrenzungsstellen jener Gesamtheit auftreten;
es kann aber derartige Stellen auch ganz auferhald jener Gesamtheit geben. Z. B.

o

:::=1+ (' —y*~'2z) fir |y| < 1 bei allen z,
auBerdem aber noch stets filr y = z. #=1

*) Zum Unterschied von den Reihen S(x, y) (epeziell von den Zeilenrethen der
Potenzreihen zweier Veriinderlichen), bei welchen jener Bereich nicht zusammen-
hingend zu sein braucht, und welche infolgedessen in verschiedenen Teilen desselben
verschiedene analytische Funktionen darstellen knnen. Vgl. p. 81, Fubn. *).

***) Bei dem p. 72, Fubn. **) angefihrten Beispiele ist R, — ﬁz . Es besitzt
|

konvergiert D(z, y) =
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Denn der die Funktion f(z, y) darstellende Ausdruck D(z,y) = S(s, y)
muB, als Funktion von s und y betrachtet, gemidB § 6 (Satz 1) singulire
Stellen der angegebenen Art besitzen; dieselben konnen aber (da ja bei
endlichem 2, stets R; von Null verschieden ist) auch bei Auffassung von
z und y als der unabhiingigen Veriinderlichen keine reguliren Stellen sein.
Hingegen kann es nach Nr. 2 keine singulire Stelle geben, fiir welche
|9o| < R,, ist, da D(z,y) noch in der vollen Umgebung jeder solchen
Stelle konvergiert. Der Zusatz in Parenthese endlich folgt unmittelbar
aus dem Falle s, = 0, indem man z mit y- vertauscht.*)

4. Endlich kann man noch den folgenden Satz aussprechen:

Damit eine von = und y abhingige Grife f(z,y) in einem vorgelegten
Bereiche T, in welchem sie eindeutig definiert ist, durch die Diagonalenreihe
D(z,y) einer nach Potenzen von z und y fortschreitenden Doppelreihe dar-
gestellt werden kimne, ist notwendig und hinreichend, dap f(z,y) eine an
Jjeder Stelle (z',y") des Bereiches T regquliire analytische Funktion von (z, y)
sei, deren Fortsetzung sich auch noch fiir jede Stelle (ka', ky') eindeutig und
reguldr verhalte. Dabei soll k alle komplexen Zahlen durchlaufen, deren ab-
soluter Betrag unterhalb eins liegt.®*)

DaB diese Bedingung eine notwendige ist, ergibt sich ohne weiteres
aus dem Umstande, daB, wenn die volle Umgebung eines Punktes (z, y)
dem Konvergenzbereiche einer Reihe D(z,y) angehort, das nimliche (ge-
miB Nr. 3) auch von der Umgebung jeder Stelle (kz, ky) (| k| < 1) gelten
muB. An jeder Stelle aber, deren Umgebung dem Konvergenzbereiche
der Reihe D(z,y) vollstindig angehdrt, verhilt sich dieselbe regulir.

Ist andererseits die Bedingung erfiillt, so gibt es, da f(z,y) sich der
Voraussetzung gemiB speziell an der Stelle z = 0, y = O regulir verhilt,
eine nach Potenzen von # und y fortschreitende Doppelreihe P(z, y),
welche in einer gewissen Umgebung |2| <, |y| < ¢ dieser Stelle ab-
solut konvergiert und daselbst mit f(z, y) tibereinstimmt. Man tiberzeugt
sich nun leicht, daB die Diagonalenreihe D(z,y) derselben auch noch im

nun die durch 'e¢,a* dargestellte Funktion (z) mindestens eine singulire Stelle
2 = o mit dem absoluten Betrage 1 und folglich die durch D(z,y) dargestellte Funk-
tion @(x + y) zu jedem Werte z = ¢, die singulire Stelle y, = T_-ET .
(]
*) Oder auch aus der Theorie der Potenzreihen zweier Verfinderlichen; vgl. p. 29,

FuBn. **).
**) Vgl. wiederum das Beispiel p. 72, FuBn.**). Bei der daselbst durch D(z, y)
o

dargestellten analytischen Funktion 2 ' (@4 y)* ist fir irgend einen Bereich T
=0

die obige Bedingung dann und nur dann erfillt, wenn fir jeden Punkt (2, y') des-

selben die Ungleichung |z’ 4 y | << 1 besteht.
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Bereiche T durchweg konvergieren und daselbst die Funktion f(z, y) dar-
stellen muB. D(z,y) mége nimlich durch die Substitution z = yz in die

Reihe S(s,y) = 2 fi(2)y* tbergehen. Ist nun (2, y') irgend eine Stelle

des Bereiches T — und zwar zuniichst ' == 0 — und bestimmt man eine
GrGBe », deren absoluter Betrag oberhalb 1 liegt, so, daB der Punkt
= %2/, y,=2xy dem Bereiche T ebenfalls noch angehdre, so verhilt

snch, wenn man noch Z y— =;—}’——z' setzt und die kleinere der beiden

(]
GroBen ¢” und i "l mit g, bezeichnet, f(z, y) nach Voraussetzung fiir alle

Punkte (kz,, ky,) (|k]| < 1), und somit (vgl. die Bemerkung in Nr. 2), als
Funktion von 2 und y aufgefaBt, fiir alle Punkte s = 2, |y| <|y,| regu-
lar, und daher muB die die Funktion zuniichst fiir 2 =2, |y| < ¢, dar-
stellende®*) Potenzreihe S(#', y) auch noch fiir |y| <|y,| (speziell also fiir
y = y’) konvergieren und mit den bezfiglichen Werten der Funktion iiber-
einstimmen.

Das gleiche gilt natiirlich auch fiir jede Stelle (z',y") des Bereiches,
fir welche z” von Null verschieden ist. Der Fall aber, daB beide Koordi-
naten gleich Null sind, bedarf keiner weiteren Betrachtung.

§ 12.

Der Bereich der absoluten Konvergenz einer Potenzreihe zweier
Veriinderlichen.

Als Folgerung aus der Grundeigenschaft der GriBe R, ergab sich in
§ 8, 2 eine allgemeine Eigenschaft der Funktion ¢ = ¢(r), welche den zu
r assoziierten Konvergenzradius » einer Potenzreihe zweier Veriinderlichen
darstellt. Es soll nun diese Eigenschaft auf direktem Wege hergeleitet
und sodann gezeigt werden, daB dieselbe (in Gemeinschaft mit der Mono-
tonie der Funktion' ¢(r)) fiir die Funktion ¢(r) charakteristisch ist.

1. (Hilfssatz) Ist p(a:)=2u o eine Potensreihe mit reellen,

nicht negativen und nicht simtlich verschmndenden Kocffizienten o,, X ihr
Konvergeneradius, und durchliuft r positive Werte, welche der Bedmgung
0 < r < X geniigen, so nimmnt der Ausdruck

A

o)

bei wachsendem r niemals ab.

*) Denn alle Punkte (z, y), fir welche %=i, iy < o, ist, gehdren dem Ge-
biete [z < ¢ jy| < ¢ an
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Hierzu geniigt der Nachweis, daB der Ausdruck

p(r)p'(r) + rp(r)p"(r) — rp™(r) =§7 a0, (v+v(y—1) —py}rotr-!

pyy=0
= ij {i’ o_,av2v— l)} ri-t
=1 LY=o

niemals negativ ist. In der Tat hat man, gleichgiltig ob 4 gerade (= 2 o)
oder ungerade (=26 — 1) ist,

2 o—-1
2 o_av(2y —1)= 2 a0, (2 —v)(2—2v)
r=0 r=0

und folglich
2

-1
2 o, av@v—21)= 2 o,_,«(A—2v)P>0.

r=0 v=0
Folgerung. Fithrt man die Bezeichnung
logr=§¢ und logp(r) = =(§)
ein, so wird

und somit nimmt, wenn § reelle Werte unterhalb log X durchlauft, =" (§)
bei wachsendem § niemals ab. Bezeichnet man daher mit §,, &,, &5 drei
beliebige reelle Werte, welche der Bedingung

gl < E" < Es <108X
geniigen, so liefert der Mittelwertssatz sofort die Beziehung
e RO
G—E)xE) S G—E)xE) + & — =)

welche in der letzteren Form auch fiir den bisher ausgeschlossenen Fall,
daB p(z) identisch verschwindet, insofern bestehen bleibt, als dann jedes
einzelne Glied den Wert — co annimmt.

2. Es bedeute nun

oder

Bz y) = 2’ aaty

Hy=0

eine beliebige, nach positiven Potenzen von x und y fortschreitende
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Doppelreihe. Fiir die absolute Konvergenz derselben, d. i. fiir die Kon-
vergenz der (nur positive Terme enthaltenden) Doppelreihe

Dl |zl |yl (el = [an])

« #r=0
ist notwendig und hinreichend: erstens, daB jede der Reihen

p,0) = D) oy (r=l=))
u=0
(»=0,1,2,-...)

und zweitens, daB die aus deren Summen zusammengesetzte Reihe

S no)lyr

konvergent sei. Setzt man daher zu jedem beliebigen positiven (von Null
verschiedenen) Werte von r:

1 =
) 7 = lmVp, (1),

falls eine jede der Reihen p,(r) (v =0,1,2,.--) konvergiert, andernfalls
r =0, so ist P(z,y) fir |z| =1, |y| <+ absolut konvergent, dagegen
fir |z| =17, |y| > nicht mehr absolut konvergent. 7' heie der zu r
assoziierte Konvergengradius*) und die Beziehung zwischen » und »* werde
angedeutet durch die Gleichung:
¥ =)
wo @(r) fir 0 <r < oo vollig eindeutig definiert ist und bei wachsendem
r niemals zunimmt. Es bezeichne R die obere Grenze aller derjenigen
Werte von 7, fiir welche @(r) >0 ist (R =0, falls kein solcher Wert
existiert), so daB also
p(r) >0 fir 0<r< R, ¢@(r)=0 fir r > R**¥

*) Diese Festsetzung weicht, da gem#B derselben ' die grdBte positive Zahl ist,
welche die Eigenschaft besitzt, daB P(z, y) im Gebiete |2| < (), |y| <+ durch-
weg absolut konvergiert, von der in § 7, 1 getroffenen zundichst ab. Aus der sich
weiterhin (Nr. 3) ergebenden Stetigkeit der Funktion ¢(r) folgt jedoch, daB die beiden
beziiglichen Werte auBer etwa in dem einzigen Falle r — R miteinander zusammen-
fallen miissen. Vgl. a. p. 82, FuBn. **).

**) Ist R=0, so konvergiert P(x, y) in keinem Punkte (z, y) absolut, dessen
Koordinaten beide von 0 verschieden sind. Bedeutet X die untere Grenze der Kon-
vergenzradien X' stimtlicher Reihen p,(r), so gilt natirlich stets RéX ; daB tat-
siichlich R < X sein kann, zeigt das Beispiel P (r)=(r+r'+r*+-.)* bei welchem

X=1, R=—;— ist. Andererseits kann R auch unendlich groB sein, vorausgesetzt,
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Fiahrt man die Bezeichnungen £ =logr, £ =logr = ®(£) und
logp,(r) ==,() (»=20,1,2,---) ein, so folgt aus (1) fir jeden reellen
Wert von £ unterhalb log R:

%0

v
Y=o R

Es seien nun r, 7;, ry drei positive Werte, welche der Bedingung

O0<rn<n<n<R
geniigen, und es werde

@(r) =r/ sowie logr, =, logr, =§/ ((=1,2,3)
gesetzt. Aus der nach Nr. 1 giltigen Beziehung '

G-8)rE <G -&=E) +E -6 =012
folgt alsdann sofort:

(E.)

<hm L (6 — 8 m ) + (6 — 8)7, &)

<G -t im > 4 —g) m Y,

G-8&2G - +E -8,
was auch auf irgend eine der folgenden Arten ausgedriickt werden kann:

d h

—¢
e
1 & & 1 logr, logr/
1 & &' |<0, bzw. |1 logr, logr, | <O,
1 & & 1 logr, logry

P(r) "t 2 p(r) ng(r) n

oder in Worten: Stellt man die Bezichung £’ = ® () fiir £ <log R in der
tiblichen Weise graphisch dar und sind P, P,, Py drei aufeinander fol-
gende Punkte der sich ergebenden Kurve, so liegt P, niemals unlerhalb der
Sehne P, Py (oder — was damit gleichbedeutend ist — P; niemals ober-
halb der Sehne P, P; oder endlich P, niemals oberhalb der Sehne P, P,).*)

daB X es ebenfalls ist. — R ist offenbar mit der bisher schon (vgl. p. 24) als
2- Mazimalradius bezeichneten GrdBe identisch, wihrend der y-Mazsmalradius mit
dem Grenzwerte @(- 0) zusammenfillt.

*) Jede Gerade hat demnach hdchstens zwei Punkte oder eine einzige gerad-
linige Strecke mit der Kurve gemein. Hat niamlich eine Gerade 8 Punkte Q,, Q,,
@, (in dieser Reihenfolge) mit der Kurve gemein, so milssen auch die simtlichen
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Die hierdurch ausgedriickte Eigenschaft der Funktion ¢(r) wollen
wir im folgenden der Kiirze halber ihre Grundeigenschaft nennen.*)

8. Zieht man nun noch die Monotonie der Funktion ¢(7) hinzu, so
ergeben sich als unmittelbare Folgerungen zunichst die nachstehenden
speziellen Eigenschaften der Kurve r' = g(r)*¥):

o(r) kann im Intervalle 0 <r < R hichstens lings einer eingigen,
und zwar mit r = O beginnenden Teilstrecke konstant sein.

Ist nimlich etwa ¢@(r,) =@(r,) (0O<r, <7, <R) und setzt man
£ =logr, & =logr;, so daB ®(E) = (&) wird, so gilt fiir jeden be-
liebigen reellen, unterhalb £ gelegenen Wert £, einerseits ®(§)) > ®(&,)
(infolge der Monotonie), andererseits ® (&) < ®(§,) (infolge der Grund-
eigenschaft), und somit ®(§,) = ®(§)).

Ist speziell @(r) fiir irgend einen dem Intervall 0 < r < R amgehorenden
Wert r = r, unendlich grof, so gilt das nimliche fiir jeden Wert r dieses
Intervalls. ***) ~

Dies ergibt sich fiir »r <7, aus der Monotonie, fiir » > r, aus der
Grundeigenschaft.

Fiir jeden dem Intervalle 0 <r < R angehirenden Wert r ist die
Funktion o(r) stetig.

Es geniigt, das ‘Entsprechende fiir die Funktion ®(£) nachzuweisen;
dabei kann von dem Falle, daB irgend ein Wert der Funktion ®(§)
positiv unendlich ist, nach dem Vorigen abgesehen werden. Ist nun §,
irgend ein reeller Wert unterhalb log R, so mige § der Bedingung
£, < &, <log R entsprechend gewahlt werden. Fiir jeden beliebigen Wert
von £ unterhalb £ (einerlei ob § < &, oder £ > &) ist alsdann — einer-
seits infolge der Monotonie, andererseits infolge der Grundeigenschaft —

zwischen @, und @, gelegenen Kurvenpunkte der Geraden angehdren; wiirde etwa der
zwischen @, und @, gelegene Kurvenpunkt ¢ der Geraden nicht angehdren, also oberhaldb
derselben liegen, 8o wiirde @, unterhalb der Sehne @' Q, liegen, was gegen den Satz verstst.

*) Herr 0. Blumenthal hatte die Freundlichkeit, mich noch w#hrend der Druck-
legung darauf aufmerksam zu machen, daB dieser Satz sowie der groBere Teil der
daran gekniipften Folgerungen bereits von E. Fabry (Sur les rayons de convergence
d'une série double, Comptes Rendus, t. 134 (1902), p. 1190) mitgeteilt worden sind,
g0 daB nur die Betrachtungen von Nr. 5 als wesentlich neu gelten kdnnen.

**) Der erste und der (im wesentlichen damit gleichbedeutende) dritte der nach-
folgenden Satze sind bereits von den Herren A. Meyer und Phragmén bewiesen
worden: A. Meyer, Om konvergensomridet hos potensserier af flere variabler (Upsala
1887); Om kontinuitet hos konvergensomriden (Ofv. af k. Vetenskaps-Akad. Forh.,
Stockholm 1888). Phragmén, Om konvergensomridet hos potensserier af tvd vari-
abler. (Ebends.) .

***) Dies gilt jedoch keineswegs, wenn bloB bekannt ist, daB der Gremzwert

9(+ 0) unendlich groB sei. (Beispiel: Reie fir ¢ _lwy-)

Mathematische Annalen. LXIL 6
/
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®E() zwischen den beiden Werten ®(§;) und ®(§,) +

(¢ &) — P &)
gelegen®), was offenbar die Stetigkeit der Funktion 1mei’u.nkte § = £, nach
sich zieht.**)

4. Wihrend die Eigenschaften der Funktion ¢(r), wie sie sich im
vorigen als Folgerungen aus der Grundeigenschaft und der Monotonie
ergaben, nur spezieller Natur sind, so kionnen die beziiglichen Be-
trachtungen derart vervollstindigt werden, daB man ein System von Eigen-
schaften der Funktion erhilt, welches die Grundeigenschaft und die Mono-
tonie vollstindig zu ersetzen vermag. Ein derartiges System von Eigen-
schaften ist zundchst das folgende:

Sieht man von dem Falle ab, wo die Funktion ®(£) fiir alle £ <log R
positiv unendlich ist, so besitat dieselbe fiir jeden Wert § unterhalb log R je
eine endliche vorwdrts genommene und eine endliche riickwirts genommene
Ableitung, und swar ist die erstere niemals grofer als die letztere, und beide
niemals positiv.®™*) Sind E,, & 2wei beliebige der Bedingung

*) M. a. W.: Besitzt der betrachtete Kurvenpunkt P, die Abszisse ¢, und ge-
niigt die Absziese §, des Kurvenpunktes P, der Bedingung £, < & <log R, so liegt
jeder beliebige Kurvenpunkt, dessen Abszisse kleiner als §, ist, zwischen der durch
P, gehenden Parallelen zur §-Achse und der Sehne P, P, (bezw. ihrer Verlingerung
iber P, hinaus).

*\ Im Punkte r—= R hingegen kdnnen die drei Werte ¢ (R — 0), ¢(R) und
¢(R+4 0) =0 tatsiichlich voneinander verschieden sein, und zwar kann @(R) mit
jedem beliebigen, zwischen @ (R — 0) und 0 gelegenen Werte zusammenfallen (s. Nr. &).
Will man zwischen £ und y eine volle Symmetrie herstellen, so empfiehlt es sich,
eine jede der Bedingung 0 <r'<< @(R—0) gentigende Zahl ¢’ als den Wert eines
zu y— R assoziierten Radius anzusehen. (Der grifite @(R — 0) derselben ist der-
jenige, welcher der in § 7,1 benutzten Definition der assoziierten Radien entspricht;
der Wert ¢ (R) ist in jener Gesamtheit sicher ebenfalls enthalten.) Begzeichnet man
aledann noch mit R’ den Grenzwert ¢ (-4 0), 80 wird durch die Gesamtheit der Wert-
paare r, ¢’ ein stetiger Linienzug dargestellt, welcher die beiden Punkte r =0, r'= R’
und r = R, ¥ = 0 miteinander verbindet, zu Beginn des Verlaufes der r-Achse, zam
SchluB der #-Achse parallel laufen kann, wihrend im ganzen ibrigen Verlaufe ¢’
bestiindig abnimmt, wenn r zunimmt, und umgekehrt. Die Bedeutung dieser Kurve
kann alsdann auch folgendermaBen ausgesprochen werden: Sind r, " die Koordinaten
eines beliebigen Kurvenpunktes (d. h. ein Paar assoziierter Radien im erweiterten
Sinne), so konvergiert die Potenzrethe in jedem Punkie des Gebietes |z' <r, |y| <1
absolut, dagegen sn keinem Punkte des Gebietes |x| > r, |y|>¢'. Auch fiir diese
erweiterte Df,ﬁnition der assoziierten Radien beh#lt die Grundeigenschaft ihre Giltig-
keit bei.

***) Die bis hierher in diesem Satze ausgesprochenen Eigenschaften der Funktion
& (§) gelten auch unveriindert fir die Funktion ¢(r) selbst. Das folgende hingegen

Ld
bleibt fir die Funktion g (r) selbst nicht giltig; ist z. B. P(z,y) = Slay)?, so ist
o) = % und somit nimmt ¢(r) mit wachsendem r bestindig ow.
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gendigende Werte, so ist keine der beiden Ableitungen im Punkie £ = §;
groper als irgend eine der beiden Ableitungen im Punkte £ = %)

Beweis. Ist §, ein beliebiger Wert unterhalb log B und wihlt man
¢, und §, der Bedingung &, < £, < §; < log R entsprechend, so ergibt die
Grundeigenschaft die Beziehung:

OE)— %) ~, *&)— (&)
§—& = LE—&

d. b. der Quotient 'ﬁ'l'—h;—:ﬁ-@"—) nimmt bei abnehmenden positiven Werten
von h niemals ab; da derselbe infolge der Monotonie der Funktion ®(£)
fiberdies niemals den Wert Null iibersteigen kann, so existiert

.o h)—o
1) lim (€o+,} (£0)

h=0
*r>0)

und besitzt einen endlichen, jedoch niemals positiven Wert.

Andererseits nimmt der betrachtete Quotient bei negativen, dem ab-
soluten Betrage nach abnehmenden Werten von % niemals zu; da der-
selbe aber, wenn §, der Bedingung §, < , < log R entsprechend beliebig
gewdhlt wird, wie ebenfalls die Grundeigenschaft lehrt, niemals unter
den Wert ﬂg—;‘):%g“) und somit auch nicht unter den Grenzwert (1) herab-
sinken kann, so existiert

h=0

(h<0)
und besitzt einen endlichen Wert, welcher von dem Werte (1) niemals
fibertroffen wird, jedoch infolge der Monotonie von ® (&) ebenfalls niemals
positiv sein kann.

Genfigen endlich £, und & der Bedingung §, < £ < log R, so befinden
sich die Werte der beiden im Punkte & gebildeten Ableitungen nicht

unterhalb %2, hingegen die Werte der im Punkte §, gebildeten
Ableitungen nicht oberhalb dieser GroSe.

*) Daraus folgt zugleich, daB es nicht mehr als abzihlbar wunendlich viele Punkte
der Kurve geben kann, fir welche die beiden Ableitungen voneinander verschieden
gind. Ordnet man n#mlich jedem derartigen Kurvenpunkte dasjenige reelle Intervall
zu, welches von den Werten der zugehdrigen beiden Ableitungen begrenzt wird, so
schlieBen je zwei beliebige dieser Intervalle einander vollstindig aus. Solcher Inter-
valle kann es aber nach einem bekannten, von Herrn G. Cantor herrilhrenden Satze
hochstens abzihlbar unendlich viele geben.

6‘
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Kirzer noch lassen sich jedoch die in Rede stehenden Eigenschaften
der Funktion ¢(r) in folgendem Satze zusammenfassen:

Sicht man von dem Falle ab, wo die Funktion ®(§) fir alle £ < logR
positiv unendlich ist, und bedeutet P, einen beliebigen Punkt der Kurve
g = ®(E), dessen Abssisse t, kleiner als log R ist, so gibt es mindestens
eine durch P, gehende Gerade mit endlichem, jedoch nicht positivem Richtungs-
koefficienten*), welche die Eigenschaft besitet, dafi kein Punkt der Kurve
oberhalb derselben gelegen ist.**) Jede derartige Gerade soll im folgenden
kurzweg eine ,Tangente im Punkte P“ genannt werden.

Es besitzt nimlich jede durch den Punkt P, gehende Gerade, deren
Richtungskoeffizient mit einer der beiden Ableitungen der Funktion ®(£)
im Punkte §, fibereinstimmt oder aber beliebig zwischen diesen beiden
Werten gelegen ist, die verlangte Eigenschaft, wie unmittelbar daraus
folgt, daB die vorwirts genommene Ableitung mit der oberen Grense aller

Werte des Quotienten d%@ fir §, <& <logR, die rtickwirts ge-

nommene aber mit der wunteren Grense aller Werte des nimlichen Quo-
tienten fir — oo < £ < §, identisch war.

Umgekehrt folgt aus dieser Eigenschaft erstens offenbar die Monotonie
der Funktion ®(£), dann aber auch die Grundeigenschaft. Sind nimlich
P, P,, P, drei aufeinanderfolgende Kurvenpunkte und wiirde P, unfer-
halb der Sehne P, P, liegen, so konnte die Kurve im Punkte P; keine
»langente“ besitzen, da ja oberhalb jeder beliebigen durch P, gehenden
Geraden stets mindestens einer der beiden Punkte P, und P, zu liegen
kéme.

5. Es soll nun der Nachweis gefihrt werden, daB die Monotonie
und die Grundeigenschaft der Funktion ¢(r) (oder die mit ihnen gleich-
wertigen soeben hergeleiteten Eigenschaften) die einzigen Beschriinkungen
darstellen, welchen die Funktion ¢(r) tiberhaupt unterworfen ist, so daB
durch die genannten Eigenschaften der Funktion ¢(r) die allgemeinste
Gestalt des Bereiches der absoluten Konvergenz einer Potenzreihe zweier
Veriinderlichen festgelegt ist.

Zu diesem Zwecke denken wir uns eine willkiirliche Funktion ¢(r)
vorgelegt, welche die erwihnten Eigenschaften besitzt, und weisen die

*) Unter dem Richtungskoeffizienten einer Geraden der gg"-Ebene gei in Uber-
einstimmung mit dem iiblichen Sprachgebrauche der Quotient £ der beiden Koor-
dinaten eines beliebigen Punktes der durch den Nullpunkt gezogenen Parallelen
verstanden.

**) Diese Eigenschaft kann natiirlich auf die Kurve ¢’'= ¢ (r) unmittelbar iiber-
tragen werden. An Stelle der Geraden mit endlichem, nicht positivem Richtungs-
koeffizienten treten dabei die Kurven Crer’f=1 (>0, >0, C>0).
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Existenz einer Potenzreihe P(z, y) =Za§")w"y' nach, deren Konvergenz-

Y

bereich genau durch die Beziehung r'= @(r) dargestellt wird Mit R
bezeichnen wir wiederum die obere Grenze aller Werte von r, fiir welche
die vorgelegte Funktion ¢(r) > 0 ist.

Um unter allen sich darbietenden Moglichkeiten zuniichst den Fall
R =0 zu erledigen, so verlangt dieser eine Reihe B(z,y), welche in
keinem Punkte (7, y) absolut konvergiert, dessen Koordinaten beide von
Null verschieden sind. Um eine derartige Reihe zu bilden, geniigt es
z. B. die Koeffizienten a{) so zu wihlen, daB der Konvergenzradius der

Potenzreihe Zaﬂ‘)p“ gleich Null wird, wihrend den simtlichen #brigen

M
Koeffizienteu af?) (u > v) beliebige Werte beigelegt werden konnen.*)

Ist nun R > O (ev. auch unendlich groB), so mdge zuniichst derjenige
Fall herausgegriffen werden, in welchem ¢(») fiir irgend einen Wert »
des Intervalls 0 <r < R und somit (Nr. 3) auch fiir jeden Wert dieses
Intervalls unendlich groB ist. Ist zunichst auch R unendlich groB, d. h.
soll P(z, y) fir jeden endlichen Wert der beiden Verinderlichen # und y
absolut konvergieren, so kann man z. B., um eine derartige Reihe zu
erhalten, af) = b,¢c, (4, v=10,1,2,---) setzen, wobei b, (4 =10,1,2,--)
und ¢, (v=0,1,2,-..) die Koeffizienten je einer bestindig konvergenten
Potenzreihe einer Veriinderlichen bedeuten. Ist jedoch R endlich und ist
noch @(R) =8 vorgeschrieben, so stellt, falls S einen endlichen von Null
verschiedenen Wert besitzt,

B9 = 3 (3)"(5)

eine Reihe der verlangten Art dar; ist S gleich Null oder unendlich groB,
so gilt noch das gleiche, wenn man in dem angegebenen Ausdrucke S

durch % bezw. durch A ersetzt.**)

Es bleibt nun noch ibrig, den Fall zu behandeln, in welchem R > 0
(und zwar endlich oder unendlich groB) ist und ¢(r) fir jedes » >0
einen endlichen Wert besitzt.

*) Eine derartige Potenzreihe P(x, y) konvergiert demnach ausschlieBlich fiir
die Wertsysteme y = 0, |z| < X,, sowie £ =0, |y|< Y,, wo X, und Y, zwei
jeweils bestimmte positive Zahlen bedeuten, welche jeden Wertes (inkl. 0 und oo)
fahig sind.

*) Jedoch geniigt es in diesen letzteren beiden Fillen auch schon, B, (z,y) =y B, (z)
zu setzen, wo n eine beliebige positive ganze Zahl, P (x) eine ausschlieBlich fir
|| < R bezw. ausschlieBlich filr {z| < R absolut konvergierende Potenzreihe bedeutet.



86 Frirz Harrogs.

Es bedeute in diesem Falle &, &, --- eine Reihe reeller Grofen,
welche simtlich kleiner als log R seien und das von — oo bis log R sich
erstreckende Gebiet reeller GroBen tiberall dicht erfilllen mdgen. Die aus
der Funktion ¢(r) vermdge der Substitution log r =§, log ¢(r) =¢
hervorgehende Kurve &' =®(E) besitzt alsdann in jedem der Punkte
E=¢ (i=1,2,---) nach Voraussetzung mindestens eine ,Tangente“ T,
(gibt es mehr als eine solche, so sei eine beliebige unter ihnen ausgewahit
und mit 7, bezeichnet); die Gleichung derselben sei:

e+ Bt +7=0 (4,20, B;>0).
Bezeichnet man nun mit «f die kleinste nicht unterhalb e, gelegene,
mit B{¥ die kleinste nicht unterhalb 18, gelegene ganze Zahl und setzt

€= C, so konvergiert die Reihe

Siciebyt,

=0
welche als Potenzreihe in C, aufgefaBt werden kann, sicher absolut, so-
lange C,|x|%|yi” <1, divergiert hingegen, sobald C,|z|™|y|’> 1 ist.
Dies éndert sich auch dann nicht, wenn man alle diejenigen (nur in end-
licher Anzahl vorhandenen) Glieder der Reihe tilgt, fir welche

o + P < i

ist; die so modifizierte Reihe moge alsdann mit B,(z, y) bezeichnet werden.
Ferner sei eine Reijhe P,(z, y) auf folgende Weise definiert: Ist R unend-
lich groB, so sei P,(z,y) = 0. Besitzt jedoch R einen endlichen Wert
und ist S der vorgeschriebene Wert von ¢(R)*), so werde P,(z, y) mit
derjenigen bereits oben aufgestellen und ebenso bezeichneten Reihe iden-
tifiziert, welche zu den niimlichen Werten von R und S gehort. Endlich

bedeute 20‘ eine konvergente Reihe positiver GriBen, deren Summe ¢

sein maé: ' Der Ausdruck
Bz y) +aB@y + oy +- -

kann alsdann zu einer wohlbestimmten, nach Potenzen von z und y fort-
schreitenden Doppelreihe P(z, y) =2a§{)xf‘y’ zusammengezogen werden,

wobei zu einem bestimmten Koeffizienten aff) auBer P,(x,y) nur die
g + v Reihen P,(z,y) (! =1,2,---, p + v) einen Beitrag liefern ksnnen.

Von der so erhaltenen Reihe P(z,y) kann man nun leicht zeigen,
daB sie alle verlangten Eigenschaften besitzt. Ist nimlich zuniichst 7,

*) Derselbe unterliegt ausschlieflich der aus der Monotonie von ¢ (r) entspringen-
den Bedingung (R — 0) > @(R) > 0.
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irgend ein der Bedingung 0 < r, < R gentigender Wert, so konvergiert
B(ry, ¥) fiir |y| < o(r,) absolut, hingegen nicht mehr fir |y| > ¢(r,). Um
dies nachzuweisen, moge log r,=§&,, log @(r,) = ®(§)) =&’ und log |y| =
gesetzt werden. Ist nun |y| > @(r,), also > &, so kann man infolge
der Stetigkeit der Funktion ® (£) eine positive GroBe h so bestimmen, daB
*E) <7

bleibt, solange ¢ dem Intervall § —h <§ < §, angebort. In diesem
letzteren Intervall befindet sich nun sicher eine der GréBen £ (1=1,2,---);
aus @) <7 folgt aber, da eine ,Tangente“ der Kurve niemals einen
positiven Richtungskoeffizienten besitzt, daB der Punkt (&), 7) oberhald
der Tangente T liegt, d. h. daB fiir den betreffenden Wert von i:

ety + B+ v, >0

Cry'lyl">1
gilt. Demnach divergiert also die zugehorige Reihe ,(r,, |y|), infolgedessen
aber auch P(r,, 'y|), da ja in simtlichen Reihen %,(z,y) nur positive
Koeffizienten vorkommen.

Ist aber |y| < @(r,), also n<E’ (wobei — vorausgesetzt, daB R
endlich ist — der Fall », = R, |y| < ¢(R — 0) gleich in die Betrachtung
mit eingeschlossen werden mdge, indem hier £’ = log @ (R — 0) definiert
sei), so liegt der Punkt (£,,7) wunmterhalb jeder der ,Tangenten“ T, da
ja andernfalls der Kurvenpunkt (§,, £,) oberhalb einer solchen zu liegen
kime. Es gilt also:

ety + B+ 7,<0 (t=12...)

Cratlyli< 1,
so daB jede der Reihen P,(r,,y) absolut konvergiert. Nun ist

Bulror lyl) < D 5w C1re gl SZ’ Cirdei |y i < 962 1<% 0

A==0 A=0 =0

¢=1,2,.-.9)

wo ¢ die groBere der beiden Zahlen 1 und 7, o die groBere der beiden
Zahlen 1 und |y| bedeutet, und folglich

hed 2
2‘%%{(’0; ly!) é% ceo.
=1
Da nun iberdies (wenn man sich jetzt wieder auf den Fall », < R
beschréinkt) PBo(r,, |y|) fiir jeden endlichen Wert von y konvergiert, so
ist damit die Konvergenz der Reihe P(r,, |y|), d. h. die absolute Konver-
genz der Reibe $(ry, 1), fir |y| < o(r,) erwissen.

oder

oder
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Besitzt speziell R einen endlichen Wert, so bleiben noch die beiden
Falle r,> R und 7, = R zu betrachten.

Ist r,> R, so divergiert die Reihe P, (7,, y|) und somit anch P(r,,'y:),
sobald nur y von Null verschieden ist.

Ist endlich r, = R, so divergiert fiir |y| > S die Reihe P,(R, |y|) und
somit auch P(R, |y|). Fir |y| < S hingegen konvergiert B, (R, |y|), sowie

nach obigem (da S< @(R—0) ist) auch die Summe D' (R |y))
und daher auch die Reihe P (R, ly|).*) i=1

Miinchen, im Januar 1905.

*) Die Ubereinstimmung fiir r = R ist in Wahrheit von geringerer Bedeutung,
da der Wert von ¢(R) fiir sich allein in keiner Weise mehr auf die Gestalt des Be-
reiches der absoluten Konvergenz, vielmehr nur auf das Verbalten der Potenzreihe
lings der Begrenzung desselben einen EinfluB ausfibt. Ist der Wert von ¢(R) nicht
besonders vorgeschrieben, so kann man die Reihe %B,(z, y) des Textes auch durch
y3 B, (z) ersetzen, wo n eine beliebige ganze Zahl, B, (z) eine beliebige Potenzreihe
in z (mit positiven Koeffizienten) bedeutet, deren Konvergenzradius die GrdBe R ist.
— Offenbar kann man es durch geeignete Wahl der Koeffizienten a{?’ und a{” ferner
noch erreichen, daB P{r, 0, einen gegebenen Konvergenzradius X,, und (0, y) einen
gegebenen Konvergenszradius Y, besitze (wobei natiirlich X, > R, Y, > R"sein muB);
nodtigenfalls ersetze man zu diesem Zwecke die Reihe $(r,y) des Textes zunichst
durch z B(x, ).

Nachtrag: Den in § 12 der vorstehenden Arbeit behandelten Gegen-
stand hat Herr G. Faber in seiner inzwischen erschienenen Abhandlung:
,Uber die susammengehirigen Konvergensradien von Potensreihen mehrerer
Veranderlwhet“ (Math. Ann. Bd. 61, S. 289) auf einem etwas anderen
Wege zur Erledigung gebracht und dabei die, Betrachtung auch auf den
Fall beliebig vieler Verinderlicher ausgedehnt. Der Umstand, daB in meiner
Arbeit jeglicher Hinweis auf die Abhandlung des Herrn Faber fehlt, findet
seine Erklirung darin, daB (aus anderweitigen Griinden) die Drucklegung
der ersteren schon zu einer Zeit erfolgte, als Herrm Fabers Arbeit noch
nicht verdffentlicht war. In bezug auf ihre Entstehungszeit fallen die
beiden Arbeiten vollstindig zusammen.

Miinchen, im Februar 1906.




A. Loewy. Vollstindig reduzible Differentialgleichungen. 89

Uber vollstandig reduzible lineare homogene
Differentialgleichungen.

Von

Avrrep Loewy in Freiburg i. B.

In dem vorliegenden Aufsatze habe ich einen neuen Begriff, nimlich
den der vollstindig reduziblen linearen homogenen Differentialgleichung,
eingefithrt. Er ist insofern fiir die Theorie der linearen homogenen Diffe-
rentialgleichungen von Bedeutung, als zu jeder linearen homogenen Diffe-
rentialgleichung eine eindeutig bestimmte, groBte vollstindig reduzible
lineare homogene Differentialgleichung gehort, und diese letztere tiber alle
irreduziblen linearen homogenen Differentialgleichungen, deren Integrale
der vorgelegten linearen homogenen Differentialgleichung gentigen, Aus-
kunft erteilt. Von den erzielten Resultaten hebe ich an dieser Stelle nur
hervor: Jede vollstindig reduzible lineare homogene Differentialgleichung
ist entweder nur auf eine einzige Art oder auf unendlich viele Arten
kleinstes gemeinsames Vielfaches irreduzibler linearer homogener Diffe-
rentialgleichungen. Notwendig und hinreichend, damit eine lineare homo-
gene Differentialgleichung durch die Integrale von unendlich vielen ver-
schiedenen irreduziblen linearen homogenen Differentialgleichungen erfillt
wird, ist, daB die zu der vorgelegten linearen homogenen Differential-
gleichung zugehorige, groBte vollstindig reduzible lineare homogene Diffe-
rentialgleichung auf unendlich viele Arten kleinstes gemeinsames Viel-
faches irreduzibler linearer homogener Differentialgleichungen ist.

Bei der Abfassung der Arbeit habe ich mich nur der einfachsten
Sitze tiber lineare homogene Differentialgleichungen bedient und diese im § 2
zusammengestellt. Nicht beniitzt wurde die Picard-Vessiotsche Theorie
der Rationalititsgruppe einer linearen homogenen Differentialgleichung.
Die Kenntnis meines frither veroffentlichten Aufsatzes ,Uber reduzible
lineare homogene Differentialgleichungen“*), mit dem die vorliegende

*) Math. Annalen, Bd. 56, S. 549,
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Veroffentlichung in innigstem Zusammenhange steht, ist fiir die Lektiire
dieses Aufsatzes nicht erforderlich; ein Teil der frither gewonnenen Re-
sultate ergibt sich, wie ich zeige, aus den hier erhaltenen.

§ 1
Der Rationalitiitshereich.

Fiir die folgenden Untersuchungen denken wir uns einen Rationalitits-
bereich X zugrunde gelegt. Ein Rationalititsbereich X wird von irgend
einem derartig vollstindigen oder in sich abgeschlossenen Systeme von
Funktionen einer unabhingigen Variablen z gebildet, daB man die Funk-
tionen des Systems unbeschrinkt untereinander addieren, subtrahieren,
multiplizieren und dividieren (ausgenommen die Division' durch Null),
sowie eine jede differentiieren kann, ohne hierdurch das vorgelegte Funk-
tionensystem zu verlassen. Von den Funktionen von X wird auch voraus-
gesetzt, daB jede einzelne dieser Funktionen ausnahmslos in demselben
Bereiche S der Ebene eine eindeutige, bis auf isolierte Punkte iiberall
in S reguliire analytische Funktion sein soll. Vielleicht ist es noch gut,
zu bemerken, daB die (esamtheit aller Punkte von S, die als Singulari-
taten fiir die Funktionen von X in Frage kommen, nicht etwa ein System
isolierter Punkte zu bilden braucht, sondern nur gefordert wird, daB jede
einzelne Funktion von X innerhalb des Bereiches S ausnahmslos isolierte

Singularititen hat.
Sei (Q): .
0@ Tt 0@ T g+ + aa@)y =0

dzm—l

irgend eine lineare homogene Differentialgleichung, deren Koeffizienten
dem Rationalititsbereiche X angehdren sollen.*) Da infolge der iiber X
gemachten Voraussetzungen jede einzelne Funktion aus X und daher auch
die m Funktionen:

G C N NG

%@ %@ 7 6@
nur an isolierten Punkten innerhalb des Bereiches S aufhéren regulir zu
sein, so gibt es ein Fundamentalsystem y,, y,, -, ¥, von Integralen
von (Q), das bis auf isolierte Punkte innerhalb S regulér ist und durch
seine Anfangswerte und die seiner m — 1 ersten Abgeleiteten fiir eine be-
liebige Stelle # = z, im Innern von S, an der die Funktionen

4@ 40 G

%@ %@ 7 6@

*) Alle im folgenden auftretenden Differentialgleichungen und Differentialaus-

driicke haben ausnahmslos Koeffizienten aus X.
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simtlich regulir sind, festgelegt werden kann. Bei unserer Wahl von X
ist mithin fiir jede lineare homogene Differentialgleichung mit Koef-
fizienten aus X die Integralexistenz gesichert. Auf die Frage, ob und
wie man die Voraussetzungen fiir den Rationalitétsbereich X noch be-
schriinken kann, ohne daB eine lineare homogene Differentialgleichung mit
Koeffizienten aus X Integrale zu besitzen aufhort, gehen wir nicht ein.
Wir wollen nur einige Beispiele fiir einen Rationalititsbereich X anfiihren,
wie er durch die obigen Voraussetzungen festgelegt wurde. Einen
Rationalititsbereich X bildet offenbar die Gesamtheit der Konstanten
irgend eines unendlichen Zahlkorpers (z. B. alle rationalen Zahlen oder
alle reellen Zahlen) oder die Gesamtheit aller rationalen Funktionen einer
Variablen z mit Koeffizienten aus einem beliebigen unendlichen Zahlkdrper.
Ein Rationalititsbereich X im obigen Sinne braucht also nicht alle Kon-
stanten zu enthalten. Als Beispiel fiir einen Rationalititsbereich X konnen
such alle eindeutigen analytischen Funktionen, die innerhalb eines Be-
reiches S ausnahmslos ilberall den Charakter rationaler Funktionen haben,
angeftihrt werden.

Hat man eine endliche Anzahl von Funktionen p, (z), py(2),---p, (%),
die in der Ebene einen gemeinsamen Stetigkeitsbereich S besitzen, in dem
jede dieser Funktionen ausnahmslos eindeutig und regulidr analytisch ist,
und bildet das kleinste Funktionensystem P, das durch p, (), p; (%), P (%)
entsteht und in sich derartig abgeschlossen ist, daB man je zwei Funk-
tionen des Systems untereinander addieren, subtrahieren, multiplizieren
und dividieren (ausgenommen die Division durch Null), sowie eine jede
differentiieren kann, ohne hierdurch das Funktionensystem P zu verlassen,
s0 enthilt P wegen der Voraussetzung, da die Funktionen p,(z) (i=1,2,---,m)
in S regulir sind, nur Funktionen mit polaren Unstetigkeiten in S; die
singuliren Punkte jeder Funktion von P sind also in S isoliert, und P
ist mithin ein Rationalititsbereich = in dem oben verlangten Sinn. Hat
man eine lineare homogene Differentialgleichung:
amly

dz’l—l

Zm;—ﬁ+p1(w) +ot Pa@)y=0

und geht nicht, wie wir es im folgenden tun werden, von einem der Be-
trachtung zugrunde liegenden Rationalititsbereiche X als dem Primiren,
sondern von der Differentialgleichung selbst als dem urspriinglichen Ele-
mente aus, so ist der Rationalititsbereich P der kleinste Rationalitits-
bereich, fiir den man die Differentialgleichung untersuchen wird.
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8§ 2.
Znsammenstollung' von Hilfssiitzen.

Wir stellen die im folgenden verwandten Hilfssitze zusammen. Von
irgend einer rationalen Funktion eines Fundamentalsystems y,, ¥y, -, ¥n
von Integralen einer linearen homogenen Differentialgleichung (@) und
deren Abgeleiteten mit Koeffizienten aus X sagt man, sie ist eine sym-
metrische Funktion des Fundamentalsystems y,, y,, ---, y,, und dessen
Abgeleiteten, wenn sie als Funktion von y,, y,,---,¥, und deren Ab-
geleiteten formal invariant bleibt, falls man y¢,, y,, -, y, und deren
Abgeleitete den Substitutionen der allgemeinen linearen homogenen Gruppe
unterwirft, d. h. y, (¢=1,2,.- -, m) durch

@yt + oY+t Gy ((=1,2,---,m)
ersetzt, wobei die GroBen a‘, ein System von m? beliebigen Konstanten
bedeuten. Hat man irgend eine rationale Funktion von y,, y5, - - -, Ym
und deren Abgeleiteten mit Koeffizienten aus X, so kann man mit Hilfe
der linearen homogenen Differentialgleichung m* und héhere Abgeleitete
beseitigen und erhdlt durch diese Reduktion eine rationale Funktion
von Y, ¥, - **y Y., die deren Abgeleitete hochstens bis zur m — 1*®
Ordnung enthilt und, da die vorgelegte Differentialgleichung (@) nur
Koeffizienten aus X hat, ebenfalls nur Koeffizienten aus X besitzt. Man
beweist, daB jede rationale symmetrische Funktion von y,, y,, - - -, ¥,, und
deren Abgeleitoten mit Koeffizienten aus X, die keine htheren als m — 1%
Abgeleitete enthilt, frei von y,, y,, - - -, y,, und deren Abgeleiteten, also
eine bloBe Funktion aus X, ist. Mithin hat man den bekannten, auf
Herrn Appell zuriickgehenden Satz:

Jede rationale symmetrische Funktion eines Fundamentalsystems Y, Ys, s Ym
von Integralen einer linearen homogenen Differentialgleichung und deren Ab-
geleiteten mit Koeffizienten aus X ist als blofe Funktion des Rationalitits-
bereiches X ausdriickbar.*)

Ist R irgend ein linearer homogener Differentialansdruck, so ist unter
dem symbolischen Produkt QR bekanntlich der lineare homogene Dif-
ferentialausdruck:

%0 (%) Z%ml‘% +a ()

dm—l

R+"+qm(x)R

d{ﬁm -1

*) Appell, Sur les équations différentielles linéaires. Annales de I'Ecole Nor-
male (2), 10 (1881). Beweise des Satzes findet man u. a. in Picards Traité d’Analyse,
t. 3 (1896), 609 und in Ludwig Schlesingers Handbuch der Theorie der linearen
Differentialgleichungen, Bd. 1 (1895), 41.
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zu verstehen, falls Q den linearen homogenen Differentialausdruck
w®) T+ a@ Tttt @)y

vorstellt. Haben @ und R nur Koefﬁzmnten aus dem Rationalitiitsbe-

reiche, so trifft dies auch fir QR zu. Fiir diese symbolische Zerlegung

gilt folgender bekannter Satz:

Wird eine lineare homogene Differentialgleichung D = 0 mit Koef-
fizienten aus dem Rationalititsbereiche X durch alle Integrale einer eben-
falls linearen homogenen Differentialgleichung E = 0 mit Koeffizienten
aus dem Rationalititsbereiche X erfiillt, so gibt es einen linearen homogenen
Differentialausdruck E, mit Koeffizienten aus X, so daB symbolisch D = E, E
wird. E; =0 ist eine lineare homogene Differentialgleichung, deren Ord-
nung gleich der Differenz der Ordnungen von D =0 und E = 0 ist.

Eine lineare homogene Differentialgleichung mit Koeffizienten aus =
heiBt in bezug auf den Rationalititsbereich X irredusibel, wenn sie mit
keiner linearen homogenen Differentialgleichung niedrigerer Ordnung, die
ebenfalls nur Koeffizienten aus X besitzt, ein Integral gemeinsam hat;
anderenfalls heiBt sie fir den Rationalititsbereich X redusibel. Dann gilt
der Satz des Herrn Frobenius: Eine lineare homogene Differentialgleichung
D = 0 mit Koeffizienten aus X, die mit einer irreduziblen linearen homo-
genen Differentialgleichung J = 0 mit Koeffizienten aus X ein Integral
gemeinsam hat, wird durch jedes Integral von J =0 erfiillt.*)

* Far die folgenden Betrachtungen sehr wichtig ist auch der Begriff
des Kleinsten gemeinsamen Vielfachen zweier linearer homogener Differential-
gleichungen mit Koeffizienten aus 2. Haben die zwei linearen homogenen
Differentialgleichungen 1, =0 und D,=0 mit Koeffizienten aus dem Ratio-
nalitdtsbereiche X kein Integral gemeinsam, so gibt es eine lineare homogene
Differentialgleichung U = 0 mit Koeffizienten aus X, deren Ordnung gleich
der Summe der Ordnungen von D, =0 und D, =0 ist und die durch
alle Integrale von D, = 0 und D, = O erfiillt wird.**) Der lineare homo-
gene Differentialansdruck U, das kleinste gemeinsame Vielfache von D,
und D,, ist bis auf einen nur von z abhingigen, willkiirlichen, allen Koef-
fizienten gemeinsamen Kaktor villig bestimmt und nach einem der an-
gegebenen Satze sowohl durch D, als auch durch D, teilbar. Mithin wird:

*) Fir die angefiihrten Siitze kann man neben der fundamentalen Abhandlung
von Frobenius, Uber'den Begriff der Irreduzibilitit in der Theorie der linearen Dif-
ferentialgleichungen, Journ. f. d. r. u. ang. Math., Bd. 76 (1873), 286 etwa die Dar-
stellung in Ludw. Schlesingers Handbuch, Bd. 1, S. 43—46 und S. 81—85 vergleichen.

**) Der Fall, daB D, =0 und D, = 0 einige Integrale gemeinsam haben, wird
im folgenden nicht verwandt werden.
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A und B bedeuten hierbei lineare homogene Differentialausdriicke mit
Koeffizienten aus Z.¥)

SchlieBlich verwenden wir im folgenden noch den Begriff, daB zwei
lineare homogene Diﬁ'erentin.lgleichungen mit Koeffizienten aus X:

QEQo(z) +Q1( )dzn—1+ ‘+ ga(2)y=0,

R_’o(x) +r,(z) - 1+ 1 (@) s=0

von derselben Art**) sind. Man sagt: die Gleichung R =0 ist mit der
Gleichung @ = O von derselben Art, falls man von den Integralen der
Differentialgleichung @ =0 zu denen der Differentialgleichung R =0
durch die Beziehung:

5=ao(z)y+a,(a:) Y+ +a

d m-1

iibergehen kann; hierbei sollen ay(2), a,(z),- - -, a,_,(z) Funktionen des
Rationalititsbereiches X sein. Nach unserer Definition sind alle linearen
homogenen Differentialgleichungen, die mit einer vorgegebenen von der-
selben Art sind, mit ihr von gleicher oder niedrigerer Ordnung. Ist die
lineare homogene Differentialgleichung @ = 0 mit einer linearen homo-
genen Differentialgleichung P = 0 von m** oder hoherer Ordnung mit
Koeffizienten aus X von derselben Art, so ist offenbar auch R = 0 mit
P =0 von derselben Art. Im Falle n <m ist, wenn R =0 mit Q =0
von derselben Art ist, nicht umgekehrt @ =0 mit R =0 von derselben
Art, also die eingefithrte Beziehung nicht wechselseitig. Fiir n = m gilt
der leicht herleitbare Satz von L. Fuchs: Gehdren von zwei linearen
homogenen Differentialgleichungen derselben Ordnung die eine mit der
anderen zu derselben Art, so sind die zwei linearen homogenen Differen-
tialgleichungen gegenseitig von derselben Art.

Wir brauchen noch folgenden Satz von Fuchs: Ist eine lineare
homogene Differentialgleichung irreduzibel, so sind alle linearen homo-
genen Differentialgleichungen, die mit ihr von derselben Art sind, eben-
falls ausnahmslos irreduzibel und von der gleichen Ordnung.***)

*) Brassinne, Note 3 in Ch. Sturms Cours d’Analyse, t.2. L. Heffter, Uber
gemeinsame Vielfache linearer Differentialausdriicke und lineare Differentialgleichungen
derselben Klasse, Journ. f.d.r.u.ang. Math. Bd. 116, S. 157. E. Beke, Symmetrische
Funktionen bei linearen Differentialgleichungen, Math. Ann. Bd. 45, S. 297.

*") Die Bezeichnung stammt fiir # = m von Herrn Poincaré, Mémoire sur les
fonctions zétafuchsiennes, Acte mathematica, Bd. 5 (1884), 8. 212.

**) L. Fuchs, Zur Theorie der linearen Differentialgleichungen. Sitzungsberichte
der Berliner Akademie, Jahrg. 1888, 8. 1274 ff. Vgl. auch die Darstellung in Ludw.
Schlesingers Handbuch, Bd. 2,, 8. 120.
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Ist im besonderen in der angefithrten Relation
0,(2) = ay(8) = - - - = a,_,(2) = O,

so sagen wir, die zwei linearen homogenen Differentialgleichungen @ = 0
und R =0 sind d@hnlich. Irgend zwei lineare homogene Differentialglei-
chungen mit Koeffizienten aus X sollen also als d@hnlich bezeichnet werden,
wenn man aus den Elementen eines Fundamentalsystems von Integralen
der einen durch bloBe Multiplikation mit einer dem Rationalititsbereiche
Z angehorigen Funktion von z die Elemente eines Fundamentalsystems
von Integralen der anderen Differentialgleichung finden kann. Der Be-
griff der Ahnlichkeit, der nur im Paragraphen 5 verwandt wird, ist stets
ein gegenseitiger. Ahnliche Differentialgleichungen sind eine ganz spe-
zielle Gattung von Differentialgleichungen derselben Art.

§ 3.
Vollstindig reduzible lineare homogene Differentialgleichungen.

Die linke Seite einer jeden algebraischen Gleichung kann bei Zu-
grundelegung eines unendlichen Zahlkorpers als kleinstes gemeinsames
Vielfaches irreduzibler Polynome aufgefaBt werden. Dementsprechend be-
trachten wir diejenigen linearen homogenen Differentialgleichungen, bei
denen sich die linke Seite als kleinstes gemeinsames Vielfaches irredu-
zibler linearer homogener Differentialausdriicke auffassen liBt. Wir de-
finieren:

Eine lneare Homogene Differentialgleichung V = 0 mit Koeffizienten
aus X heift vollstindig redueibel, wemn man voneinander verschiedene*®)
irreduzible lineare homogene Differentialgleichungen J; =0, J;=0, - - -, J, =0
mit Koeffisienten aus X finden kann, so daf die Ordnung der vorgelegten
linearen homogenen Differentialgleichung V = O gleich der Summe der Ord-
nungen von J; =0, Jy=0,---,J, =0 ist und V =0 unler allen linearen
homogenen Differentialgleichungen diejenige niedrigster Ordnung ist, die dwrch
die Integrale aller Differentialgleichungen J; =0, Jy =0, - - -, J = 0 gleich-
geitig erfiillt wird.

Von der vollstindig reduziblen linearen homogenen Differentialglei-
chung V = 0 sagen wir auch: sie ist das kleinste gemeinsame Vielfache der
irredusiblen linearen homogenen Differentialgleichungen

JI—O,J;—O,---,J,=0. .

*) Als nicht verschieden gelten zwei lineare homogene Differentialgleichungen,
die in simtlichen Integralen &bereinstimmen. Anders ausgedrtickt: Alle diejenigen
linearen homogenen Differentialgleichungen gelten als nicht verschieden, bei denen
die linearen homogenen Differentialausdriicke, durch deren Nullsetzen die Differen-

tialgleichungen entstehen, sich nur um einen Faktor, der eine Funktion des Ratio-
nalititsbereiches X ist, unterscheiden.
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Eine vollstindig reduzible lineare homogene Differentialgleichung
kann auch auf folgende Weise, die mit der obigen gleichwertig ist, cha-
rakterisiert werden: fiir sie existiert wenigstens ein Fundamentalsystem
von Integralen, so daB jedes Element dieses Fundamentalsystems auch In-
tegral einer irreduziblen linearen homogenen Differentialgleichung mit
Koeffizienten aus X wird.

Ein spezieller Fall der vollstindig reduziblen linearen homogenen Dif-
ferentialgleichung ist die #rredusible lineare homogene Differentialgleichung.

Fir vollstindig reduzible Differentialgleichungen gilt folgender Satz:

I Ist V=0 eine vollstindig reduzible lineare homogene Differential-
gleichung mit Koeffizienten aus dem Rationalitiisbereiche X, die das kleinste
gemeinsame Vielfache der in besug auf X irredusiblen linearen homogenen
Differentialgleichungen J; = 0, Jy =0, -, J, = 0 mit Koeffizienten aus X
ist, und gibt es irgend eine von J; =0, J; =0, --., J, =0 verschiedene
wrreduzible lineare homogene Differentialgleichung J,'= 0 mit Koeffizienten
aus X, deren Integrale V =0 gentigen, so mup diese mit einer der trre-
dusiblen Differentialgleichungen J; =0, Jy =0, - ., J, = 0 notwendig von
derselben Art sein.

Die nach Voraussetzung voneinander verschiedenen Differentialglei-
chungen J, =0, J; =0, -, J, =0 mdgen die Ordnungen 4,14, ---, i,
haben. Wir bilden das kleinste gemeinsame Vielfache von J; =0 und
Jy=0. Da J, =0 und J; =0 zwei irreduzible lineare homogene Diffe-
rentialgleichungen sind, deren linke Seiten sich nicht nur um einen bloB
von z abhingigen Faktor unterscheiden, so haben sie kein Integral ge-
meinsam. Mithin wird ibr kleinstes gemeinsames Vielfaches, das mit
M; = O bezeichnet sei, eine lineare homogene Differentialgleichung der
Ordnung ¢, + 4;,. Der lineare homogene Differentialausdruck M, ist so-
wohl durch J; als auch durch J; teilbar; daher existiert ein linearer
homogener Differentialausdruck 4, mit Koeffizienten aus X von der Ord-
nung i, so daB:

_ M, = 4;J,
wird. .
Da V =0 das kleinste gemeinsame Vielfache von
J1='0’ Jz =".0) Tt J;;’=O

ist und die Ordnung i, + i + - - - + 4, hat, so wird das kleinste gemein-
same Vielfache M, =0 von J;, =0 und J; =0 durch kein Integral von
Jy = 0 erfiillt. Wir suchen das kleinste gemeinsame Vielfache der zwei
linearen homogenen Differentialausdricke M; und J; und bezeichnen es
mit My; dann wird M, = 4, M,.

Hierbei sind My =0 und 4, = O lineare homogene Differentialglei-
chungen der Ordnungen ¢, + ¢; + 4, bez. 4, mit Koeffizienten aus Z.
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Wir fahren auf diesem Wege fort und bilden schlieBlich das kleinste
gemeinsame Vielfache von M, _, =0 und J,=0; wir werden dann V
selbst erhalten. Es wird

V=AM, ,;
hierbei ist 4, =0 eine lineare homogene Differentialgleichung der Ord-
nung 4, mit Koeffizienten aus Z.
Ersetzt man M,_,, M, ,,---, M, durch ihre Werte, so gewinnt

man fir V die Darstellung:
V=AA, , - 4,J,.

991

Nach Voraussetzung ist J;'= 0 eine von J; =0, J3=0,--, J,=0
verschiedene irreduzible lineare homogene Differentialgleichung mit Koef-
fizienten aus X, deren Integrale ¥ =0 erfiillen. Da J;=0 und J;'=0
in ihren linken Seiten sich nicht um eine bloBe Funktion von z unter-
scheiden, so wird wegen der Irreduzibilitit der zwei Gleichungen kein In-
tegral von J;'= 0 der Differentialgleichung J, = O geniigen.

Da J,’=0 eine irreduzible lineare homogene Differentialgleichung
ist, so wird entweder kein Integral von J,'= 0 oder es werden simtliche
Integrale von J,"= 0 der linearen homogenen Differentialgleichung

M,=4,J,=0 .
geniigen. Sollte kein Integral von J;'= 0 der linearen homogenen Diffe-
rentialgleichung M; = O geniigen, so betrachten wir die lineare homogene
Differentialgleichung M, = 4, M, = O; entweder wird sie durch kein oder
alle Integrale von oJ,"= 0 befriedigt. Fihrt man auf diese Weise fort, so
muB man sicher einmal zu einer linearen homogenen Differentialgleichung
M, ,=0 gelangen, die durch kein Integral von J;'= 0 befriedigt wird,
wohingegen simtliche Integrale von J,"= 0 der linearen homogenen Diffe-
rentialgleichung M,= A4 M, ,— 0 gentigen. Dies folgt aus dem Um-
stande, daB die lineare homogene Differentialgleichung M = 0, deren linke
Seite wir mit ¥ bezeichnen konnen, nach Voraussetzung durch alle In-
tegrale von J, = 0 erfillt wird.

Seiy,, Y5, Y y ein Fundamentalsystem von Integralen vonJ,=0. Da
simtliche Integrale von J,— 0 die Differentialgleichung M, =0 befrie-
digen, schlieBen wir aus der Zerlegung M, — A M, ,, daB die lineare
homogene Differentialgleichung 4,= () die Funktionen

Mj’—l(y.l)’ M/-l(.'h); ce Mf-1(!/«,)
zu Integralen hat. Diese i, Funktionen sind linear unabhiingig. Aus
einer Relation:

11Mf-1(!l1) + l!‘Mf—l(yﬁ) +-+ 1¢,M/—1(!I¢f) =0,

Mathematische Annalen. LXIL 7
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wobei die 1 nicht ausnahmslos verschwindende Konstanten sind, wiirde
némlich:

M,_y(Myy + 4ty + -+ ;-;,yc_,) =0
folgen, d. h. J,=0 und M, , =0 hitten gegen die Voraussetzung ein
Integral gemeinsam. Da 4,=0 und J,=0 von der gleichen Ordnung
sind, bilden die Funktionen M rer W)y M, (), - M,y (v, /) ein Fun-

damentalsystem von Integralen von 4,=0, d. h. A =0 ist mit J,=0
von derselben Art. Aus der Irreduzibilitiit von J, =0 folgt nach dem
im § 2 angefiihrten Fuchsschen Satze, daB 4, = 0 auch eine in bezug auf
den Rationalitititsbereich X irreduzible lineare homogene Differentialglei-
chung ist.

Sei 2, #,, - -+, #,, ein Fundamentalsystem von Integralen von J;'= 0.
Da simtliche Integrale von J;"= 0 die lineare homogene Differentialglei-
chung M, = O erfillen, kann aus der Zerlegung M, = A, M,_, der SchluB
gezogen werden, daB die lineare homogene Differentialgleichung 4,—~ 0
die Funktionen M,_,(s), M,_,(%), -+, M,_,(s,) zu Integralen hat.
Diese Funktionen sind linear unabhingig; denn sonst hitte J,"= 0 mit
M,_, =0 entgegen unserer obigen Festsetzung ein Integral gemein. Da
wir von 4,=0 ¢, linear unabhiingige Integrale kennen, ist 4,— 0 min-
destens von derselben Ordnung wie J;'= 0. .

Um den Nachweis zu fiihren, daB 4,— O keine lineare homogene
Differentialgleichung héherer Ordnung als J,"= 0 ist, bilden wir die lineare
homogene Differentialgleichung :

u M, (s) M, ((2) --- M/—t(’i{)
du de—l('_‘Z aM, —1(%) | dM/—ﬂ‘{,’)

dz dz dz dz

& le @M @) &M () 3y &ML (e, =0

T T o Ml £
azh'"1 dm‘n'~‘ FEASE az

@ u @) M, ,(z.) &M,
dz™ da:" Cad Fras

Wir dividieren durch den Koeffizienten der hichsten Ableitung in u.

s 7

Die Division durch den Koeffizienten von :‘l‘:f ist gestattet; denn dieser
T

Koeffizient ist die Wronskische Determinante der ¢," linear unabhéngigen
Funktionen M,_,(2,), M,_, (%), - -, M,_,(#,) und hat daher einen von
Null verschiedenen Wert. Nach der Division durch den Faktor von
& du ' lu

u .
= werden die Faktoren von u

dzh b Tz g1 Determinantenquotien-
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ten. Da M, , nur Koeffizienten aus X hat, so sind die Determinanten-
quotienten erstens rationale Funktionen von 2, 2, - - -, 7,, und deren Ab-
leitungen mit Koeffizienten aus X. Zweitens sind sie auch symmetrische
Funktionen von s, 4, -, 7,,. Ersichtlich ist nimlich, falls ,, 2,,--, 4,
Konstante bedeuten, fir den linearen homogenen Dlﬁ‘erentxalausdmck

T, & &
M, (%) M,_(z,) .M (2,0
Y it Al 1Y L , -1
A th— tth da:"
a
=17 M, (A2, + 4oy + -+ A8,).
Bei jeder linearen homogenen Transformation der ¢, 5, - - -, 2, mit

konstanten Koeffizienten transformieren sich mithin die linearen homo-
genen Differentialausdriicke M ,_ ,(zl), M,_,(s), -+, M,_,(2,) und deren
Ableitungen kogredient mit 2, 2, - - -, #,,. Folglich multipliziert sich bei
jeder linearen Substitution der Funktionen %y, %, -+, &, Zihler und
Nenner der fraglichen Determinantenquotienten mit der Substitutions-
determinante der Funktionen #,, 2, - - -, 2,,; jeder Determinantenquotient
selbst bleibt also ungeéindert. Er gehort mithin als rationale symmetrische
Funktion eines Fundamentalsystems von Integralen s, g,,---, 2., der
linearen homogenen Differentialgleichung J,"= 0 mit Koeffizienten aus X
nach dem Appellschen Satze dem Rationalititsbereiche X an.

Wir haben daher eine lineare homogene Differentialgleichung mit
Koeffizienten aus X gewonnen, fir welche die Integrale

M,_ 1(2), M, 7— —1(%), -+, Mf-l(zc.')

der linearen homogenen Differentialgleichung 4,— 0 ein Fundamental-
system bilden. Infolge der oben nachgewiesenen Irreduzibilitit der line-
aren homogenen Differentialgleichung 4,— 0 kann sich der Differential-
ausdruck 4, nur um einen Faktor, der bloBe Funktion von z ist, von
der linken Seite der soeben gewonnenen Differentialgleichung unter-
scheiden. Folglich bilden M, _,(s,), M,_,(2y), - -, M,_,(2,.) ein Funda~
mentalsystem von Integralen von A,— 0. Mithin ist 4,=0 mit J,'=0
von derselben Art, und zwar sind infolge der gleichen Ordnungen beide
Gleichungen gegenseitig von derselben Art. Auch 4,=0 und J,=0
waren gegenseitig von derselben Art; folglich sind auch J,=0 und J;'=0
gegenseitig von derselben Art. Hiermit ist der aufgestellte Satz I er-
wiesen.

Wir beweisen jetzt Satz II:

Ist V=0 eine vollstindig reduzible lineare homogene Differentialglei-
chung mit Koeffizienten aus dem Rationalititsbereiche X, die das Fleinste ge-
meinsame Vielfache der in bezug auf X irredusiblen linearen homogenen

T*
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Differentialgleichungen J, = 0, J3= 0, - - -, J, = 0 ist, und soll auch nur eine
eingige von J; =0, Jy =0, - - -, J, = 0 verschiedene irredusible lineare homo-
gene Differentialgleichung J,'= 0 mit Koeffizienten aus X existieren, deren
Integrale V =0 geniigen, 80 miissen wenigstens zwei der Differentialglei-
chungen J, =0, Jy =0, - - -, J,= 0 gegenseitig von derselben Art sein.

Nach dem voraufgehenden Satze ist infolge der Existenz von J;'= 0
unter den linearen homogenen Differentialgleichungen

Jy=0,J=0,---,J,=0
wenigstens eine, die mit J;'=0 von derselben Art ist. Wir denken uns
die linearen homogenen Differentialgleichungen J;, =0, Jy=0, - - -, J, = 0
derartig bezeichnet, daB J; = O mit J," == O von derselben Art ist. In genan
der gleichen Weise wie auf 8. 96 bilden wir das kleinste gemeinsame
Vielfache von J; =0 und J; = O und gewinnen auf diese Weise M, = O; dann
bilden wir als kleinstes gemeinsames Vielfaches von M, == 0 und Jy=0
die Differentialgleichung M, =0, usw. bis wir schlieBlich V' =0 als
kleinstes gemeinsames Vielfaches von M, ;=0 und J,= O erhalten.
J, =0 und J;"=0 haben als zwei nach Voraussetzung verschiedene irre-
duzible lineare homogene Differentialgleichungen kein Integral gemeinsam,
hingegen geniigt jedes Integral von J;"= 0 der linearen homogenen Diffe-
rentialgleichung 7'=0. In genau derselben Weise wie auf 8. 97
schlieBen wir, daB unter den linearen homogenen Differentialgleichungen
M,=0, My=0,---, M, , =0, M=V =0 eine vorhanden sein mub,
wir bezeichnen sie mit M,—= 0(2 <f < g), so daB M, = 0 durch simtliche
Integrale von J,"= 0 erfiillt wird, wihrend kein Integral von J,"= 0 der
linearen homogenen Differentialgleichung M, _, = 0, die M,—= O unmittel-
bar voraufgeht, geniigt. Offenbar ist M,=J;,. Bei Verwendung der
gleichen Bezeichnung wie auf S. 97 haben wir die Zerlegung
M, =AM, ,.

Aus ihr schlieBen wir genau wortlich wie auf 8. 97—99, daB die irre-
duziblen linearen homogenen Differentialgleichungen J,—= 0 und J,"=0
gegenseitig von derselben Art sind. Die zwei irreduziblen linearen homo-
genen Differentialgleichungen J, = 0 und J;"= 0 waren nach dem Anfang
des Beweises gegenseitig von derselben Art. Folglich miissen J;, = O und
J,= 0 gegenseitig von derselben Art sein; denn jede dieser Gleichungen
ist mit der irreduziblen Gleichung J,"= 0 von derselben Art. Hiermit ist
Satz II bewiesen.

Satz III. Ist die vollstindig redusible lineare homogene Differential-
gleichung V = 0 mit Koeffizienten aus dem Rationalititsbereiche X Kleinstes
gemeinsames Vielfaches der in besug auf X irreduziblen linearen homogenen
Differentialgleichungen J; =0, Jy =0, - -, J, = 0 mit Koeffizienten aus X
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und sind irgend f > 2 unter den linearen homogenen Differentialgleichungen
Jy=0, Jy=0,---, J =0 gegenseitig von derselben Art, so kinnen diese
auf unendlich viele Weisen durch f andere irredusible lineare homogene
Differentialgleichungen mit Koeffizienten aus X ersetet werden. Die meuen
Differentialgleichungen sind sowohl untereinander als auch mit den Diffe-
rentialgleichungen, die sie ersetzen, von derselben Art. Die Differentialglei-
chung V=0 ist dann auf unendlich viele Weisen Fkleinstes gemeinsames
Vielfaches irreduzibler linearer homogener IDifferentialgleichungen mit Koef-
fizienten aus Z.

Da der Begriff des kleinsten gemeinsamen Vielfachen ¥ = 0 unab-
hingig von der Reihenfolge ist, in der die linearen homogenen Differen-
tialgleichungen J, = 0, J; =0, - - -, J,— O numeriert sind, so seien diese
zam Zwecke des Beweises derartig bezeichnet, daB die / Gleichungen, die
nach Voraussetzung untereinander von derselben Art sind, die ersten
f Gleichungen: J;, =0, J;=0,---, J,=0 werden (f<g). Infolge der
Irreduzibilitit der (leichungen geniigt die Voraussetzung, daB J, = O mit
jeder der Differentialgleichungen Jy =0, J;=0, - - -, J,= 0 von derselben
Art ist; dann sind zwei beliebige der f Gleichungen stets gegenseitig von
derselben Art. ¢, %,---, 4 sei ein Fundamentalsystem von Integralen
der linearen homogenen Differentialgleichung J;,=0. Da J;=0 und
Jy=0 von derselben Art sind, so gibt es einen linearen homogenen
Differentialausdruck B; mit Koeffizienten aus X von i, — 1** oder niedri-
gerer Ordnung, daB B;(t), By(%), - - -, B;(%,) ein Fundamentalsystem von
Integralen von J,= O bilden. Da J; =0 mit J;=0, J;=0,-..,J,=0
von derselben Art ist, existieren in gleicher Weise lineare homogene
Differentialausdriicke By, B,, - - -, B, mit Koeffizienten aus X hochstens
4, — 1** Ordnung, daB die Funktionen B,(t,), By(%), - - -, By(#,) ein Fun-
damentalsystem von Integralen von J; =0, die Funktionen

B‘(tl)) B‘.(t:): Y B&(ti.)
ein Fundamentalsystem von Integralen von J,= 0, usw., schlieBlich die
Funktionen B, (%), B,(t), - -, B,(%,) ein Fundamentalsystem von Inte-
gralen von J,= 0 bilden.

4y 4y, - -+, 4, seien f willkiirliche Konstante, die dem Rationalitiits-
bereiche = angehdren sollen. Wir definieren durch sie die i, neuen Funk-

tionen:
C(tk) = lltk + l!Bl(tk) + %Bs(tk) +---+ lj'Bf(tk)’
k=12 ---,4,.

Da die Koeffizienten von B,, By, ---, B, ebenso wie die Konstanten
4y, &4, -+, 4, dem Rationalititsbereiche X angehtren, hat der lineare
homogene Differentialausdruck C nur Koeffizienten aus X. Der lineare
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homogene Differentialausdruck C von i, — 1** oder niedrigerer Ordnung
kann fir keine Konstanten 4, 4,,---, 4,, die nicht ausnahmslos Null
sind, verschwinden. Denn wiirde C identisch Null werden, so wiirde
Mt + 4 By(t) + HBy(4) + - - + z'fB/(tk) =0

sein, d. h. die Funktionen %, By(f,), ---, B,({,) wirden in Dependenz
stehen. Die genannten Funktionen sind aber linear unabhingig; denn sie
gehoren zu den Elementen von Fundamentalsystemen von Integralen von
Jy=0,d;=0,---,J,=0 und kénnen daher auch als zu den Elementen
eines Fundamentalsystems von Integralen von ¥V = 0, das kleinstes gemein-
sames Vielfaches von J, =0, J;=0,---,J,=0 (g9 =>f) ist, zugehdrig
angesehen werden. Folglich kann C fiir konstante Werte

A'v }'17 Y )'f
nur verschwinden, wenn 1, = 4;=-.-=1,=0 ist.
Wir bilden die Wronskische Determinante der i, Funktionen

Ct), Clty), -+, Ct,)
und behaupten, sie kann auch fiir kein konstantes Wertsystem 2, 4;,---, 1,
des Rationalititsbereiches X, ausgenommen 4, =4, =---=1,=0, ver-
schwinden. Angenommen die Wronskische Determinante von

C(tl)v C(ti)) R ] C(ti,)
sei fiir konstante Werte 1,, 4,, - - -, 2, des Rationalititsbereiches X Null;

dann milssen Konstante o, d;, - - -, 6, existieren, die nicht ausnahmslos
verschwinden, so daB:

6,C(t) +6,C(t) +---+6,C(¢) =0

Cloty, + oty +---+0,2)=0
wird, d. h. J; =0 wiirde mit einer linearen homogenen Differentialglei-
chung C =0 von ¢, — 1** oder niedrigerer Ordnung mit Koeffizienten
aus X das Integral o, + 634 +--- + ¢, ¢, gemein haben; dieses kann
auch nicht etwa Null sein, denn es ist aus dem Fundamentalsystem
4, &, -+, t, von Integralen von J, = O komponiert. Der lineare homo-
gene Differentialausdruck C existiert, ausgenommen fiir

oder

A=dy=- =2,=0,
wirklichy denn wir zeigten ja, daB zu seinem Verschwinden °
11 = l’ = s e s = 1, = 0

erforderlich ist. Die irreduzible lineare homogene Differentialgleichung
J; =0 von der Ordnung ¢, kann mit keiner linearen homogenen Diffe-
_ rentialgleichung €' =0 niedrigerer Ordnung mit Koeffizienten aus dem
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Rationalitétsbereiche X ein. Integral gemeinsam haben. Hieraus folgt, daB
die Wronskische Determinante von C(t), C(%), - - -, C(t,) fir jedes kon-
stante Wertsystem 4,, 4;, - -+, 1, aus X (ausgenommen

y=dy= e =1,=0)
von Null verschieden ist.
Wir bilden die lineare homogene Differentialgleichung:

t  C() C(t) -+ C(t,)
dt  dct)  dc)  9C®)

dz dx dx T Tdz
art darCe) dce,) arc;)

iz dz* dzt = | =0

e @0k) dice) 4106
dz"  dazh dzh dzh

Wir kbnnen durch den Koeffizienten der hochsten Ableitung von ¢,
der als Wronskische Determinante der Funktionen C(%), C(%), - - -, C(%,)
von Null verschieden ist, dividieren. Nach der Division durch den Faktor
dt d"~'t
Y dz? " dzh—1
quotienten, die als rationale symmetrische Funktionen des Fundamental-
systems &, &, - - -, ¢, von J; = O mit Koeffizienten aus = dem Rationalitéts-
bereiche = angehtren miissen. Der Nachweis ist genau analog wie auf
S. 99 zu fohren. Je nach der Wahl von ;, 4;, - -+, 4, kann man aus
Jy=0,J;=0, .-, J, =0 unendlich viele lineare homogene Differential-
gleichungen mit Koeffizienten aus X herleiten, die C(4,), C(%), - - -, C(%,)
zu einem Fundamentalsystem von Integralen haben. Eine Differential-
gleichung, die wir auf die angegebene Weise aus J; = 0, J;=0,- -+, J,=0
herleiten, sei mit J = 0 bezeichnet. Die lineare homogene Differential-
gleichung J = 0 mit Koeffizienten aus X ist, da sie C(%,), C(t,), ---, C)
zu einem Fundamentalsystem von Integralen besitzt, mit J, = 0 von der-
selben Art. Infolge der Irreduzibilitit von J, = O ist auch J = O eine
in bezug auf den Rationalititsbereich X irreduzible Gleichung. Da die
Integrale einer jeden dieser unendlich vielen irreduziblen Differentialglei-
chungen J = O lineare homogene Kombinationen der Integrale von
| I =0, =0, -+, J;=0
mit konstanten Koeffizienten sind, so hat jede der unendlich vielen irre-
duziblen linearen homogenen Differentialgleichungen J = O ihre Integrale
mit ¥ = 0 gemeinsam. Sind also zwei oder mehr der linearen homogenen
irreduziblen Differentialgleichungen J;, =0, Jy=0, ---, J, =0, deren

von % werden die Koeffizienten von ¢ Determinanten-
xl
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kleinstes gemeinsames Vielfaches ¥ = 0 ist, von derselben Art, so gibt
es unendlich viele verschiedene irreduzible lineare homogene Differential-
gleichungen mit Koeffizienten aus X, deren Integrale ¥ =0 befriedigen.

Wir behalten unsere Voraussetzung bei, daB die irreduziblen linearen
homogenen Differentialgleichungen J; =0, Jy=0,---, J,=0 von der-
selben Art sind. Den Konstanten 4, 4,, ---, 4, legen wir jetzt [ ver-
schiedene Wertsysteme

lu: lsv ] ;-fu

l.nr Aegy * o5 Apg,y

111: A’iﬂ R} ‘7/
aus dem Rationalititsbereiche £ bei. Wir bilden mit diesen f Wert-
systemen die J — O entsprechenden f irreduziblen linearen homogenen
Differentialgleichungen mit Koeffizienten aus X, die man fiir
A=Ay, Ay=12g;, -, 1/’ 13 (l=172; :f)
erhilt und die mit J, =0, J;=0, - -, J ,= 0 bezeichnet seien. Es hat
J; =0 das Fundamentalsystem von Integralen:

111t1 + "ilBi(tl) + luBs(ﬁ) +--+ )'le/(tl))
11_1’: + ;'nBs(tn) + lnBa(t:) +--+ “jl'B.f(g))

Au tc, + Zn B,(t“) +181Ba<tc.) +--+ lfx Bf(tv‘,)’

Wir bezeichnen diese Funktionen mit

) Cl(tl): Cl(tl)) ) Cl(tt,)'
Verstehen wir unter C(¢,) die Funktion:
Cx(tt) = A4+ l!lBt(tk) + ;'NBB(tk) +-oot 1ftB/(tk):
=12 f; k=12, --., 4,
8o hat die lineare homogene irreduzible Differentialgleichung J, = O die
i, Funktionen G(t), G(%), - - -, C,(f,) zu einem Fundanientalsystem von
Integralen.

Die f?Konstanten i, (j=1,2,--.,f;1=1,2,...,f) seien derartig
aus dem Rationalititsbereiche X gewihlt, daB die Determinante |1,| von
Null verschieden ist. Dann lassen sich die Gleichungen, die ich im
folgenden noch mit (C) zitiere,

Ci(t) = Aty + Ay By(f) + - - - + "le](th))
Co(t) = Agtet A By(8) + - - - + 1;:Bf(tb):
ngtk) =ty Ay By(t) + - -+ + lfl'B./(tl)’

O/(.tb) = }'l/tk + la/Bs(tk) +- ’1f.fB.f(tk)



Vollstindig reduzible Differentialgleichungen. 105

nach 4, B;(4),---, B,(4) suflosen, und &, By(%),:--, B,(%,) ergeben sich
als lineare homogene Funktionen von C, (%), G;(%,),- -, C,(t). Hierbei
kann &k die Werte 1,2, ..., 4, annehmen. Da die lineare homogene irre-
duzible Differentialgleichung J,=0 (I=1,2,--.,f) mit Koeffizienten
aus X die 4 Funktionen G(%), G(%), -, C(%,) zu einem Fundamental-
system von Integralen hat, folgt, daB sich fiir |4;,|+ O simtliche Integrale
von J;=0,J;=0,- ., J,= 0 durch die von J, =0, J;=0,---,J,=0
linear und homogen mit konstanten Koeffizienten darstellen lassen.

Wir bilden das kleinste gemeinsame Vielfache der irreduziblen linearen
homogenen Differentialgleichungen J, = 0,J; =0, - - -, J,= 0, die alle von
der gleichen Ordnung 4, sind, und bezeichnen diese lineare homogene
Differentialgleichung mit M,= 0. Dann muB M,= 0 von der Ordnung i,/
sein; denn das kleinste gemeinsame Vielfache von J; = 0, J;=0,---, J, =0,
die Differentialgleichung ¥ =0, hat die Summe der Ordnungen von
J;=0,4,=0,---,J,=0 als Ordnungszahl. M,=0 wird auch durch
alle Integrale von J, =0,J3=0, .-, J ,= 0 befriedigt; denn infolge der
Art und Weise, wie wir die eben genannten Differentialgleichungen kon-
struierten, driicken sich alle ihre Integrale linear und homogen mit kon-
stanten Koeffizienten durch diejenigen von J; =0, J;3=0,.--,J,= 0 aus.

Wir bilden ferner noch die lineare homogene Differentialgleichung
niedrigster Ordnung mit Koeffizienten aus X, die durch alle Integrale der
irreduziblen linearen homogenen Differentialgleichungen J, =0, J3=0,---,
J,=0, die simtlich die gleiche Ordnung i haben, erfillt wird. Diese
lineare homogene Differentialgleichung, die wir mit M,= 0 bezeich-
nen, muB von der Ordnung i,(f —f,) sein, wobei f, einen der Werte
0,1,2,-.-,f—1 bezeichnet.*) Ist [4,|=0, so dricken sich, wie wir zeigten,

*) Um My=0 zu finden, sucht man zuniichst das kleinste gemeinsame Vielfache
von J, = 0 und J, = 0; diese lineare homogene Differentialgleichung mit Koeffizienten
aus = sei mit M, = 0 bezeichnet. Haben J, — 0 und J, — 0 kein Integral gemein-
sam, 80 hat M, — 0 als Ordnungszahl 2¢,, nimlich die Summe der Ordnungen von
J, =0 und J, = 0. Haben J, = 0 und J, = 0 ein Integral gemeinsam, so haben sie
infolge ihrer Irreduzibilitit alle Integrale gemeinsam, die linken Seiten von J, = 0
und J; = 0 unterscheiden sich dann nur um einen Faktor, der bloBe Funktion von z
aus dem Rationalititsbereiche X ist, und fir M, —0 kann entweder J; = 0 oder
J, =0 gewihlt werden. In diesem Falle hat 3, — 0 die Ordnung ¢,. Dann sucht
man das kleinste gemeinsame Vielfache der linearen homogenen Differentialgleichungen
M, =0 und J; = 0. Diese lineare homogene Differentialgleichung mit Koeffizienten
aus X sei mit M, = 0 bezeichnet. Entweder hat M, — 0 die Summe der Ordnungs-
gahlen von M, =0 und J, = 0 zur Ordnungszahl, oder man kann M, = 0 mit M, =10
zusammenfallen lassen, indem J; = 0 mit M, — 0 ein Integral und folglich wegen
der Irreduzibilitit alle Integrale gemeinsam hat. Die lineare homogene Differential-
gleichung M, — 0 hat entweder 84, oder 2i, oder i, als Ordnungszahl. Auf diese
Art ist fortzufahren, bis man zu der linearen homogenen Differentialgleichung My =0
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alle Integrale von J;,=0,J;=0,--.,J,=0 linear und homogen mit
konstanten Koeffizienten durch die von J,=0,J,=0,---,J,=0 aus.
Folglich gentigen, wenn  4;,|< O ist, alle Integrale von J,=0,J, =0,---,
J,=0 auch der linearen homogenen Differentialgleichung M ,= 0, und
mithin hat fiir |4,|<+ 0 die Differentialgleichung M ,= 0 die Ordnung i,/
und wird durch alle Integrale von M, = O befriedigt. M, =0 und M,=0
konnen sich daher in ihren linken Seiten nur um einen unwesentlichen
Faktor, der eine bloBe Funktion von z aus dem Rationalititsbereiche ist,
unterscheiden, und M, = 0 kann, falls !4,/ O ist, sowohl als kleinstes
gemeinsames Vielfaches der f irreduziblen linearen homogenen Differential-
gleichungen J, =0,J,=0,---,J,=0 als auch der urspriinglichen Glei-
chungen J; =0, J;=0, -+, J,= 0 angesehen werden. Im Falle [1,'+ 0
konnen daher die irreduziblen linearen homogenen Differentialgleichungen
J,=0,J,=0,---,J,=0 die Differentialgleichungen J, =0, J,=0,---,
J;=0 vertreten. Die Konstanten 1, (j=1,2,---,f;1=1,2,...,1)
lassen sich aus X auf unendlich viele Weisen so wihlen, daB |1, <+ O ist.
Mithin kann man J; =0, J,=0, -+, J, =0 auf unendlich viele Weisen durch
Jy=0,J3=0,---,J,=0 ersetzen und ¥ =0 als kleinstes gemeinsames
Vielfaches der irreduziblen linearen homogenen Differentialgleichungen
J,=0,d,=0,---,J,=0, Jrs1=0,J,,3=0,---,J,=0 ansehen. Da
. jede der irreduziblen Gleichungen J,=0,J;=0,:-:,J,=0 mit Koef-
fizienten aus X mit J; = 0 von derselben Art ist, wie aus der Form der
Integrale hervorgeht, sind diese f Gleichungen auch untereinander von der-
selben Art. Hiermit ist der Satz III bewiesen.

Verschwindet die Determinante |4, so folgt aus den Gleichungen (C)
auf Seite 104, daB die Funktionen C,(¢), (%), - -, C,(f,) in Dependenz
stehen. Dann werden die fGleichungen J,=0,J3=0,---,J,= 0 durch
weniger als i, linear unabhingige Funktionen befriedigt. Mithin wird
die Gleichung M ,= 0 von niedrigerer als i,f* Ordnung, und die Glei-
chungen J,=0, J,=0, -+, J,=0 kionnen die Gleichungen J, =0,
Jy=0,---,J,=0 nicht mehr vertreten.

Als SchluBsatz geben wir an:

Satz IV. FEine vollstindig reduzible lineare homogene Differential-
gleichung ist entweder nmur auf eine eingige oder auf unendlich viele Weisen
kleinstes gemeinsames Vielfaches irreduzibler linearer homogener Differential-

mit Koeffizienten aus X gelangt, die durch alle Integrale von My—3 =0 und Jy=10
erfillt wird. Hat J;= 0 mit My_1 =0 ein Integral gemeinsam, so wird My_; — 0
durch alle Integrale von Jy=0 erfillt, und man kann M;=0 mit My;—1=0 zu-
sammenfallen lassen; sonst hat M, =0 als Ordnungszahl die Summe der Ordnungs-
zahlen von M;_1 =0 und Jy=0. Die Ordnung von M;= 0 ergibt sich daher auf
jeden Fall, wie im Texte angegeben wurde.
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gleichungen. Ist die vollstindig redusible lineare homogene Differential-
gleichung V= 0 mit Koeffizienten aus dem Rationalititsbereiche X kleinstes
gemeinsames Vielfaches von g in besug auf X irreduziblen linearen homo-
genen Differentialgleichungen, so ist notwendig und hinreichend, damit V=0
auf unendlich viele Weisen als kleinstes gemeinsames Vielfaches irredusibler
linearer homogener Differentialgleichungen mit Koeffizientern aus X aufgefapt
werden kann, daf wenigstens swei der g Gleichungen, deren kleinstes gemein-
sames Vielfaches V= 0 ist, gegenseitig von derselben Art sind.

Der Beweis des Satzes IV ergibt sich leicht auf folgende Weise: Ist
V=0 kleinstes gemeinsames Vielfaches der irreduziblen linearen homo-
genen Differentialgleichungen J; =0, J;=0,---,J,= 0 und gibt es keine
von diesen verschiedene irreduzible lineare homogene Differentialgleichung
J,’=0 mit Koeffizienten aus X, deren Integrale ¥ = 0 genfigen, so ist
offenbar ¥ =0 nur auf eine einzige Weise kleinstes gemeinsames Viel-
faches irreduzibler linearer homogener Differentialgleichungen. Soll ¥ = 0
auf mehr als eine Weise kleinstes gemeinsames Vielfaches irreduzibler
linearer homogener Differentialgleichungen mit Koeffizienten aus X sein, so
gibt es wenigstens eine von J, =0, J, =0, - - -, J, = 0 verschiedene irredu-
zible lineare homogene Differentialgleichung J;'= 0 mit Koeffizienten aus
Z, deren Integrale V= 0 geniigen. Nach Satz II existieren dann unter
den Differentialgleichungen J; =0, J;=0, .-, J,= 0 wenigstens zwei,
die gegenseitig von derselben Art sind. Diese kénnen nach Satz III auf
unendlich viele Arten durch zwei lineare homogene irreduzible Differential-
gleichungen, die mit diesen zwei von derselben Art sind, ersetzt werden,
und V=0 kann als kleinstes gemeinsames Vielfaches der zwei neuen
Differentialgleichungen und der itbrigen g — 2 angesehen werden. V=0
ist also nur auf eine einzige oder auf unendlich viele Weisen kleinstes
gemeinsames Vielfaches irreduzibler linearer homogener Differentialglei-
chungen. Hiermit ist Satz IV erwiesen.

§ 4.

Die zu einer linearen homogenen Differentalgleichung zugehorige
groBte vollstindig reduzible lineare homogene Differentialgleichung.

Nicht jede lineare homogene Differentialgleichung

dam dam—1
Q=90 F+ 0@+ +t@y=0

mit Koeffizienten aus dem Rationalitdtsbereiche X ist vollstindig reduzibel.
Z. B. ist eine lineare homogene Differentialgleichung mit konstanten
Koeffizienten, deren charakteristische Gleichung mehrfache Wurzeln hat,
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falls man als Rationalititsbereich den aller reellen und imaginiren Kon-
stanten wihlt, nie vollstindig reduzibel. Dies ist eine unmittelbare Folge
der in meiner Arbeit*) ,Uber die Adjunktion von Integralen linearer
homogener Differentialgleichungen auf Seite 441 angegebenen Betrach-
tungen von Herrn Stickelberger. Infolgedessen empfiehlt es sich, den
Begriff der groften vollstindig redusiblen linearen homogenen Differential-
gleichung, die zu einer vorgelegten lincaren homogenen Differentialgleichung
Q= 0 mit Koeffizienten aus X gehort, einzufiithren.

Ist V=0 eine vollstindig reduzible lineare homogene Differential-
gleichung mit Koeffizienten aus X, deren simtliche Integrale der vorgelegten
linearen homogenen Differentialgleichung Q=0 mit Koefficienten aus =
gentigen, und existiert keine irreduzible lineare homogene Differentialglei-
chung mit Koeffisienten aus X, deren Integrale der Differentialgleichung
Q= 0, aber nicht V=0 geniigen, so sagen wir: V=0 ist eine grofte voll-
stindig reduzible lineare homogene Differentialgleichung, die su Q= 0 gehort.

Ist V=0 eine groBte vollstindig reduzible lineare homogene Dif-
ferentialgleichung, die zu @ = O gehort, und f(x) eine beliebige, dem
Rationalititsbereiche X angehorige Funktion, so ist auch die durch Null-
setzen des linearen homogenen Differentialausdruckes W= f(x)V ent-
stehende (leichung eine groBte vollstandig reduzible lineare homogene
Differentialgleichung, die zu @ = O gehort.

Es gilt nun der Satz I:

Irgend swei 2u einer linearen homogenen Differentialgleichung gehorige
gropte vollstindig reduzible lineare homogene Differentialgleichungen mit
Koeffigienten aus dem der Betrachtung sugrunde liegenden Rationalitits-
bereiche X wunmterscheiden sich in thren linken Seiten nur um einen allen
Koeffizienten gemeinsamen Falktor, der eine dem Rationalititsbereiche X an-
gehiorige Funktion ist.

Seien V=0 und W= 0 zwei groBte vollstindig reduzible lineare
homogene Differentialgleichungen mit Koeffizienten aus X, die zu der
vorgelegten linearen homogenen Differentialgleichung @ = O gehdren. Da
W =0 eine vollstindig reduzible lineare homogene Differentialgleichung
sein soll, so muB sich W= 0 als kleinstes gemeinsames Vielfaches gewisser
irreduzibler linearer homogener Differentialgleichungen J;, = 0, J;=0,---,
J, = 0 mit Koeffizienten aus X auffassen lassen. Angenommen, eine der
zuletzt angegebenen irreduziblen linearen homogenen Differentialgleichungen,
etwa J,= 0, besitze ein Integral, das nicht ¥ = O geniigt, dann befriedigt
infolge der Irreduzibilitit von J;= 0 nach dem Frobeniusschen Satz kein
Integral von J; =0 die Differentialgleichung ¥ = 0. Da alle Integrale

*) Math. Annalen, Bd. 59.
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von J;=0 die zu @ = 0 gehorige groBte vollstindig reduzible lineare
homogene Differentialgleichung W= 0 befriedigen, so geniigen alle Inte-
grale von J;= 0 der Differentialgleichung @ — 0. Die Existenz einer
irreduziblen linearen homogenen Differentialgleichung J;= 0 mit den nach-
gewiesenen Eigenschaften widerspricht aber der Tatsache, daf V=0 eine
groBte vollstindig reduzible lineare homogene Differentialgleichung sein
soll, die zu Q = O gehort. Mithin geniigen alle Integrale von J, =0,
Jy=0,---,J,=0 und daher alle Integrale von W=0 auch der Dif-
ferentialgleichung V= 0. Aus der Gleichberechtigung von 7'=0 und
W = 0 schlieBen wir, daB auch umgekehrt jedes Integral von V=0 der
Differentialgleichung W =0 geniigt. Hieraus folgt der angegebene Satz I.

Betrachtet man, wie wir dies auch bisher taten, alle linearen homo-
genen Differentialgleichungen mit Koeffizienten aus X, die in ihren Inte-
gralen vollig fibereinstimmen oder, anders ausgedriickt, deren linke Seiten
sich nur um einen bloB von z abhiéngigen Faktor unterscheiden, der eine
Funktion des Rationalititsbereiches ist, als micht verschieden, so gelangt
man zum Satz II:

Zu jeder linearen homogenen Differentialgleichung @ = 0 mit Koeffi-
zienten aus X ¢ibt es eine einzige wohlbestimmie sugehirige grofte vollstindig
reduzible lineare homogene Differentialgleichung mit Koeffisienten aus X.
Sie ist die Uineare homogene Differentialgleichung niedrigster Ordnung mat
Koeffizienten aus X, die durch jedes Integral vom Q = O erfiillt wird, das
einer wryeduziblen linearen homogenen Differentialgleichung mit Koeffizienten
aus X geniigt.

Aus dem Satze II folgt unmittelbar der Satz III:

Notwendig und hinreichend, damit eine lineare homogene Differential-
gleichung mit unendlich vielen trredusiblen linearen homogenen Differential-
gleichungen Integrale gemeinsam hat, ist, daf dies fiir die zu thr sugehorige
gropte vollstindig reduzible lineare homogene Differentialgleichung zutrifft.

Wird eine lineare homogene Differentialgleichung @ = 0 mit Koeffi-
zienten aus X durch die Integrale einer Anzahl verschiedener irreduzibler
linearer homogener Differentialgleichungen befriedigt, bei denen die Summe
der Ordnungen griBer als die Ordnung von @ = O ist, soeist offenbar die
zu Q= 0 zugehorige groBte vollstindig reduzible lineare homogene Dif-
ferentialgleichung, deren Ordnung gleich oder kleiner als die von @ =0
ist, auf mehr als eine Weise und daher nach Satz IV des § 3 auf un-
endlich viele Weisen kleinstes gemeinsames Vielfaches irreduzibler linearer
homogener Differentialgleichungen. Aus dieser Bemerkung und Satz III
dieses Paragraphen folgt:

Satz IV. Gibt es fiir eine redusible lineare homogene Differential-
gleichung eine einzige oder eine endliche Anzahl verschiedener irreduzibler
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linearer homogener Differentialgleichungen, durch deren Integrale die vor-
gelegte reduzible lineare homogene Differentialgleichung befriedigt wird, so
ist die Summe der Ordnungen dieser irredusiblen Differentialgleichungen
stets kleiner oder hichstens gleich der Ordnung der redusiblen Differential-
gleichung.

Ferner ergeben sich aus Satz III und den Resultaten des vorigen
Paragraphen:

Satz V. Notwendig und hinreichend, damit eine lineare homogene
Differentialgleichung mit unendlich vielen verschiedenen irreduziblen linearen
homogenen Differentialgleichungen Integrale gemeinsam hat, ist, daB es
wenigstens swei irreduzible lineare homogene Differentialgleichungen gibt,
deren Integrale der vorgelegten Differentialgleichung geniigen und die geyen-
seitig von derselben Art sind.

Satz V1. Hat eine lineare homogene Differentialgleichung mit umend-
lich vielen irredusiblen linearen homogenen Differentialgleichungen Integrale
gemeinsam, so gibt es umter einer jeden beliebigen Anzahl derartiger irvedu-
zibler Gleichungen, bei denen die Summe der Ordnungen gleich oder grofer
als die Ordnung der vorgelegten Differentialgleichung ist, wenigstens zwei
Differentialgleichungen, die von derselben Art sind.

Die Sitze IV, V und VI habe ich auch in meiner Arbeit ,Uber
reduzible lineare homogene Differentialgleichungen” (Math. Ann., Bd. 56,
S. 570 u. 575) bewiesen. Hingegen gilt bei Zugrundelegung des in dem
vorliegenden Aufsatze beschriebenen Rationalitdtsbereiches X nicht mehr der
am angefithrten Orte auf Seite 577 hergeleitete Satz:

Damit eine lineare homogene Differentalgleichung mit unendlich vielen
irreduziblen linearen homogenen Differentialgleichungen Integrale gemein-
sam hat, ist notwendig und hinreichend, daB die vorgelegte Differential-
gleichung auBer einem Integral y,, das auch einer irreduziblen linearen
homogenen Differentialgleichung gentigen muB, noch ein zweites Integral

der Form:
d -1 yl

+-+ b:—l(x);izf—_f

besitzt; dabei sollen by(z), b,(), - - -, b,_,(#) Funktionen des Rationalitits-
bereiches und s die Ordnung der irreduziblen Differentialgleichung, der y,
geniigt, bedeuten. b,(x) = Const, gleichzeitig

b(z) =by(x)=---=b,_; () =0

ist nattirlich ausgeschlossen; einige der Funktionen b,(2), b,(%),---, b,_,(z),
jedoch nicht alle, konnen selbstverstindlich verschwinden.

Der angegebene Satz gilt sicher, falls ein Rationalititsbereich X, der
alle reellen und imagindren Konstanten enthilt, zugrunde gelegt wird.

d
bo(@) 9 + by (2) Ey

A%
x
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In meinem fritheren oben zitierten Aufsatz ist die Zugehorigkeit aller
reellen wie imaginiren Konstanten zum Rationalititsbereiche vorausgesetzt.
(Vgl. S. 574, Zeile 10 ,wobei 4 und g willkiirliche Konstante sind“, Be-
niitzung der Rationalititsgruppe, vgl. meinen Aufsatz ,Uber die Adjunktion
von Integralen linearer homogener Differentialgleichungen, Math. Annalen,
Bd. 59, Anmerkung auf S. 437, wo ich diesen Gegenstand schon zur
Sprache brachte. In meiner zitierten Arbeit in den Math. Annalen, Bd. 56
ist also der Rationalititsbereich wie in dieser zu wihlen, auBerdem soll
er noch alle Konstanten enthalten.) DaB der zuletzt angegebene Satz fiir
einen Rationalititsbereich, der nicht alle Konstanten enthdlt, nicht mehr
zu gelten braucht, lehrt das mir von Herrn Landau in einem Briefe vom

4. Februar 1903 mitgeteilte Beispiel der Differentialgleichung g—;% +y=0.

Sie hat y, = sin z, % = d:;:x = cos = zu Integralen. Diese Differential-

gleichung ist aber, wie man leicht zeigt, im Zahlenkorper aller reellen
Zahlen irreduzibel; im Korper aller reellen wie imaginiren Zahlen wird
sie reduzibel. Der Grund, warum der fragliche Satz fiir einen Rationali-
tatsbereich X, der nicht alle reellen wie imaginiren Konstanten enthilt,
versagen kann, liegt darin, daB zu seinem Beweise ein Satz von Herrn
Frobenius*) beniitzt wurde, dem man folgende Fassung geben kann:
Wird von dem unserer Betrachtung zugrunde liegenden Rationalitéts-
bereiche Z vorausgesetzt, daB alle reellen wie imaginéren Konstanten zum
Rationalititsbereiche gehoren, so ist jede lineare homogene Differential-
gleichung mit Koeffizienten aus X reduzibel, wenn von zwei verschiedenen
ihrer Integrale das eine ein linearer homogener Differentialausdruck des
anderen mit Koeffizienten aus X ist.

Wie mir Herr Landau in einem Briefe vom 21. Februar 1903 mit
Beweis mitgeteilt hat, gilt dibrigens der eben angefiihrte Satz von Herrn
Frobenius schon dann, wenn jede Wurzel jeder algebraischen Gleichung
mit Zahlenkoeffizienten aus dem Rationalititsbereiche dem Rationalitéts-
bereiche angehort, also z. B. fiir den Rationalitétsbereich aller rationalen
Funktionen von z, deren Koeffizienten algebraische Zahlen sind. DaB
aber der Frobeniussche Satz nicht auf den im § 1 definierten Ratlonahtats-

bereich ausgedehnt werden kann, lehrt das Landausche Belsplel Y 4y=0.%%)

%) @. Frobenius, Journal f. d. r. u. ang. Math., Bd. 76, S. 268.
**) Vgl. die Note von Herrn E. Landau in Archiv der Math. u. Phys., 3. Reihe,
Bd. 10, S. 45—-50.
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§ 5.

Zerlegung eines linearen homogenen Differentialausdruckes in
groBte vollstindig reduzible Faktoren.

Wir sagen: der lineare homogene Differentialausdruck
@) Q=VVie,-- 3V,

mit Koeffizienten aus X ist in groBte vollstindig reduzible Faktoren zer-
legt, wenn die Summe der Ordnungen der linearen homogenen Differen-
tialgleichungen V; =0, V,_,=0,...,¥;=0, V=0, V; =0 mit Koeffi-
zienten aus X gleich der Ordnung von @ = O ist, und wenn ferner ¥, =0
eine groBte vollstindige reduzible zu @ = O gehorige lineare homogene
Differentialgleichung ist, ¥; = O eine griBte vollstindig reduzible lineare
homogene Differentialgleichung, die zu ¥, V,_, - - - V3 ¥, =0 gehort, drittens
Vy=0 eine groBte vollstindig reduzible lineare homogene Differential-
gleichung, die zu V,V,_, - - - ¥y =0 gehort, usw., schlieBlich ¥, = O selbst
eine vollstindig reduzible lineare homogene Differentialgleichung ist.
Vi, Vs, Vs, - -+, V, nennen wir grofte vollstindig reduzibleFakioren von Q.
Die geschilderte Zerlegung von ¢ ist nicht eindeutig, denn man kann
offenbar einen beliebigen der Faktoren ¥V, mit einer willkiirlichen, dem
Rationalitiatsbereiche X angehorigen Funktion von 2 multiplizieren und
dann die Kette (1) entsprechend nach links fortsetzen.

Unter Benutzung der im § 2 am Schluf eingefiihrten Bezeichnung
mahnliche Differentialgleichungen® gilt folgender Satz:

Auf welche Art und Weise auch immer em linearer homogener Diffe-
rentialausdruck mit Koeffizienten aus X in grofte vollstindig redueible
Faktoren serlegt wird, so enthilt jede Zerlegung gleich viele grofte vollstimdig
reduzible Faktoren, und diese sind bei irgend zwei Zerlegungen der Reihe
nach einander so sugeordnet, daff immer gwei durch Nullselzen zugeordneter
gropler vollstindig redusibler Faktoren sich ergebende lineare homogene
Differentialgleichungen dhnlich sind.

Sei neben
(1) Q=V1V1-1"'VsVsV1
noch
@) Q=W W,y  WsW, W,

eine zweite Zerlegung von @ in groBte vollstindig reduzible Faktoren.
Unser Satz behauptet, daB 4 = A" sein muB, und ¥;=0 und W, =0,
V=0 und Wy=0,.---,7,=0 und W,=0 &hnliche Differentialglei-
chungen sind. Beim Beweise des Satzes bedenken wir zunichst, daB
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W,=0 und V;=0 groBte vollstindig reduzible zu @ = 0 gehdrige Dif-
ferentialgleichungen sind. Nach Satz I des § 4 wird mithin:

C) W= @)V,

wobei f(z) eine Funktion asus dem Rationalititsbereiche X ist. W, =0
und V;=0 haben infolge der Gleichung (3) genau dieselben Integrale,
sind also sicher ahnliche Differentialgleichungen. Infolge der Gleichung (3)
geht die Gleichung (2) iiber in:

4) Q=W Wiy - Wy Wy (f@) V).

Man fiihre die durch das Symbol W, ausgedriickte Differentiationsopera-
tion aus und ordne nach Ableitungen von V,; auf diese Weise erhdlt man
®) W,(f@7,) = X,7,.

X, bedeutet einen linearen homogenen Differentialausdruck mit Koeffi-

zienten aus X.
Aus den Relationen (4) und (5) folgt:

(6) Q=W Wi, - W X,V,.
Wir setzen

(M U=W,W,_, - WX,

also:

@ Q=UV,.

Wir betrachten X, =0 niiher. Aus der Gleichung (5) folgt: Man

findet durch Multiplikation mit f—(lz) aus den Elementen eines Fundamental-

systems von Integralen von W;=0 die entsprechenden eines Fundamental-
systems von X,=0. Es sind also W,=0 und X;=0 #hnliche Diffe-
rentialgleichungen. Bedenkt man, daB nach dem im § 2 angegebenen
Fuchsschen Satze zwei #hnliche lineare homogene Differentialgleichungen
gleichzeitig reduzibel oder irreduzibel sind, so folgt, da W;= 0 als voll-
stindig reduzible lineare homogene Differentialgleichung kleinstes gemein-
sames Vielfaches irreduzibler linearer homogener Differentialgleichungen
ist, daB dies auch fir X,= 0 zutreffen muB. X;=0 ist also auch eine
vollstindig reduzible lineare homogene Differentialgleichung.

Wir filhren jetzt den Nachweis, daB X, = 0 eine grifte vollstindig
reduzible lineare homogene Differentialgleichung ist, die zu U = 0 gehort.
Angenommen X, = O sei keine groBte vollstindig reduzible lineare homo-
gene Differentialgleichung, die zu U =0 gehort. Es moge X, =0 eine
groBte vollstindig reduzible lineare homogene Differentialgleichung mit
Koeffizienten aus X sein, die zu U = 0 gehort. X; =0 ist infolge seiner
vollsténdigen Reduzibilitit als kleinstes gemeinsames Vielfaches irreduzibler
linearer homogener Differentialgleichungen auffaBbar, ferner ist nach (7)

Mathematische Annalen. LXIL 8
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jedes Integral von X, =0 auch Integral von U= 0. Hieraus folgt nach
Satz II des § 4, daB die lineare homogene Differentialgleichung X, = 0,
die nach Voraussetzung die groBte vollstindig reduzible lineare homogene
zu U= 0 gehorige Differentialgleichung mit Koeffizienten aus X ist,
durch alle Integrale von X;= 0 befriedigt werden muB. Mithin 148t sich
ein linearer homogener Differentialausdruck Z mit Koeffizienten aus X
finden, so daB

©) X, 2%,

wird. Ist X; =0 nicht groBte vollstindig reduzible lineare homogene
Differentialgleichung, die zu U = 0 gehért, so wird X; = 0 von héoherer
Ordnung als X, =0.

Da X, =0 eine griBte vollstandig reduzible zu U= 0 gehérige lineare
homogene Differentialgleichung ist, kann man U so in griBte vollstindig
reduzible Faktoren zerlegen, daB die Zerlegung mit X, schlieBt. Es
sei also
1o0) - U=X.X - X, X,

(i 200 §
eine Zerlegung in gréBte vollstindig reduzible Faktoren.
Aus den Gleichungen (8), (9) und (10) folgt:

(11) Q=X.X, - XZX,V,.
Infolge der Gleichungen (5) und (3) geht (11) iber in
(12) e=XX,_, XK ZW,W,.

Wir fihren den linearen homogenen Differentialausdruck W, mit Koeffi-
zienten aus X ein und verstehen hierunter:

(13) W= 2ZW,.
Die Gleichung (12) kann jetzt auch in der Form:
(14) e=X.X, - XaW:vvl
geschrieben werden.
Nach (5) ist
ZWy(f@V,) = ZX,V,,

und mit Hilfe von (13) und (9) erhilt man:

Wy(f)Vy) = X, 7,

Die soeben gewonnene Gleichung lehrt, da man aus einem Fundamental-
system von Integralen von X; — O eines von W, = 0 durch Multiplikation
mit f(z) erhilt. Folglich ist W, = 0 ebenso wie X, =0 eine vollstindig
reduzible lineare homogene Differentialgleichung.

Aus den Relationen (14) und (2) folgt:

X¢X¢-1 vt X3W3=' Wz'Wz'-x' v Wa W.



Vollstandig reduzible Differentialgleichungen. 115

Da Wy, =0 und W, =0 vollstindig reduzible lineare homogene Differen-
tialgleichungen sind und W; =0 eine griBte vollstindig reduzible lineare
homogene Differentialgleichung mit Koeffizienten aus X ist, die zu
Wy Wy_y- -+ Wy W, gehort, so kann W, = 0 nicht von héherer Ordnung
als W, =0 sein. Nach (13) sind W, und W, durch W, = ZW, verbunden;
mithin kann der lineare homogene Differentialausdruck Z nur eine bloBe
dem Rationalititsbereich = angehérige Funktion von z sein, sonst wire
ja W, hoherer Ordnung als W,. Aus (9) folgt, daB sich auch X, und X,
nur um einen Faktor, der bloBe Funktion von z allein ist, unterscheiden.
X, =0 ist also eine groBte zu U= 0 gehorige vollstindig reduzible lineare
homogene Differentialgleichung.
Aus (6) und (1) kann man schlieBen:

(15) WoWy s Wy Xy= ViV, - V.
Da X,=0 eine groBte vollstindig reduzible lineare homogene zu
U= W, W,_,-- - W, X;=0

gehorige Differentialgleichung ist, haben wir in der Relation (15) eine
Zerlegung eines Differentialausdruckes niedrigerer Ordnung, als die von @
ist, in groBte vollstindig reduzible Faktoren. Hierfiir konnen wir unseren
Satz als bewiesen annehmen. Unser Satz gilt ja sicher fiir eine voll-
stindig reduzible lineare homogene Differentialgleichung. Folglich sind
Vy=0 und X,=0 &ahnliche lineare homogene Differentialgleichungen,
und das gleiche gilt fir ¥y =0 und Wy;=0, fir V,=0 und W, =0, usw,,
schlieBlich ist A= 4, und ¥V;=0 und W,=0 sind #hnliche Differential-
gleichungen. X;=0 und ¥; =0 haben als groBte vollstindig reduzible
lineare homogene Differentialgleichungen, die zu derselben Differential-
gleichung U= W, W, _,- - Wy X, = 0 gehoren, sogar alle Integrale ge-
meinsam. X, =0 und W, =0 waren, wie auf S. 113 gezeigt wurde, &hn-
liche Differentialgleichungen. Hieraus folgt, da ¥V; =0 und W, =0 ihn-
liche Differentialgleichungen sind. 7; =0 und W, =0 haben als groBte
vollstindig reduzible lineare homogene Differentialgleichungen, die zu der-
selben Gleichung @ = O gehéren, sogar alle Integrale gemeinsam. Hiermit
ist unser Satz villig bewiesen.

Die Zerlegung eines linearen homogenen Differentialausdruckes Q in
groBte vollstindig reduzible Faktoren @ = V,V,_,. .. V;¥;¥, kann nach
Satz I und II des § 4 zu einer villig eindeutig bestimmien gemacht
werden, wenn man verlangt, daB als Koeffizient der hichsten Ableitung
bei ¥,, V3, -+, V,_, die Einheit und bei ¥, der Koeffizient der hichsten
Ableitung von @ steht.

8.
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§ 6.

Zerlegung eines linearen homogenen Differentialausdruckes in
irreduzible Faktoren.

Fiir die Zerlegung eines linearen homogenen Differentialausdruckes ¢
mit Koeffizienten aus dem im § 1 beschriebenen Rationalititsbereiche X
in irreduzible Faktoren gilt der

Satz I Auf welche Weise auch immer ein linearer homogener Diffe-
rentialausdruck mit Koeffizienten aus X in irreduzible Faktoren zerlegt wird, so
kann man die Faktoren einer jeden Zerlequng den Faktoren einer jeden
anderen Zerlegung eineindeutig zuordnen, so daf immer die swei durch Null-
setzen der zugeordneten Faktoren entstehenden irreduziblen linearen homogenen
Differentialgleichungen gegenseilig von derselben Art sind.

Zum Beweise dieses Satzes wurden in meiner fritheren Arbeit (Math.
Ann. Bd. 56, S. 565) auch nur Sitze aus dem § 2 des vorliegenden Auf-
satzes verwandt.

Oben wurde im § 3 auf S. 97 der vollstindig reduzible lineare homo-
gene Differentialausdruck ¥ mit Koeffizienten aus X in irreduzible Fak-
toren zerlegt:

V=44, ,---A4,J,.
Die lineare homogene Differentialgleichung 7= 0 war hierbei als kleinstes
gemeinsames Vielfaches der irreduziblen linearen homogenen Differential-
gleichungen J; =0, Jy=0,---,J,=0 angenommen, und es ergab sich,
da A,=0 und J,=0 (f=2,--,9) zwei irreduzible lineare homogene
Differentialgleichungen derselben Art waren. Unter Beachtung des Satzes ]
folgt:

Satz II. Ist V=0 eine vollstindig reduzible lineare homogene Dific-
rentialgleichung mit Koeffizienten aus dem Rationalititsbereiche X, die das
Kleinste gemeinsame Vielfache der in bezug auf X irreduziblen linearen homo-
genen Differentialgleichungen J; =0, Jy3=0,---, J,= 0 mit Koeffizienten
aus X ist, so sind bei jeder Zerlegung des Differentialausdruckes V in ir-
redugible Faltoren die durch Nullsetzen der g Faktoren entstehenden irredu-
ziblen linearen homogencn Differentialgleichungen mil den irreduziblen linearen
homogenen  Differentialgleichungen J, =0, Jy=0,---, J,= 0 in gewisser
Reihenfolge von derselben Art.

Hat man einen linearen homogenen Differentialausdruck @ mit Koef-
fizienten aus X in groBte vollstindig reduzible Faktoren zerlegt:

(1) Q=V,V,_, V¥,  (vgl 8. 112),
so kann man durch weitere Zerlegung jedes Differentialausdruckes 1™ in

irreduzible Faktoren:
V=AA,_, - J,
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eine Zerlegung in irreduzible Faktoren herleiten. Durch Beachtung von
Satz I und II ergibt sich:

Satz III. Auf welche Weise auch immer ein linearer homogener Diffe-
rentialausdruck mit Koeffizienten aus X in irreducible Fakioren zerlegt wird,
80 sind die durch Nullselven der Faktoren entstchenden irredusiblen linearen
homogenen Differentialgleichungen mit denjenigen irreduziblen linearen homo-
genen Differentialgleichungen von derselben Art, die sich ergeben, wenn man
den vorgelegten Differentialausdruck in grofte vollstindig redusible Faktoren
zerlegt und jeden vollstindig reduziblen Fakior als Kleinstes gemeinsames
Vielfaches irreduzibler linearer homogener Differentialgleichungen auffaft.

Mirz 1905.
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Uber das identische Verschwinden der Hauptgleichungen der
Variation vielfacher Integrale.

Von

Leo KoeniesBercEr in Heidelberg.

Bedeutet H eine Funktion von ¢, einer von ¢ abhingigen Variabeln p
und deren Ableitungen bis zur »*® Ordnung hin, so hat die zur Variation

des Integrales
Ja
4

gehorige Hauptgleichung die Form

9H d 0H , d* 9H ,d 0H
o aay Tav oy D g pe =0

und es ist bekanntlich fiir das identische, von der Funktionalbeziehung
zwischen p und ¢ unabhingige Verschwinden derselben die notwendige
und hinreichende Bedingung die, daB sich H als ein nach ¢ genommener
vollstindiger Differentialquotient einer Funktion von ¢, » und der Ab-
leitungen der abhingigen Variabeln p bis zur » — 1** Ordnung hin dar-
stellen laBt.

Dieser fiir die Mechanik, in welcher ¢ die Zeit, p einen Parameter
und H das kinetische Potential »** Ordnung bedeutet, wichtige Satz soll
im folgenden auf Funktionen beliebig vieler abhingigen und unabhingigen
Variabeln mit den nétigen Modifikationen erweitert, und zum Zwecke der
Anwendung auf die Mechanik mehrerer unabhingiger Variabeln in ein-
facher Form ausgesprochen und bewiesen werden.

Um vor allem die Beweisart selbst zu kennzeichen, gehen wir von
einer Funktion H einer unabhiingigen Variabeln ¢, u abhingigen p,, p,---p,
und deren Ableitungen bis zur »**® Ordnung aus, fiir welche die Beziehung

4
8 [Hat—o,

to
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unter der Voraussetzung, daB die Variationen der p,, p,, - - -, p, und ihrer
v —1 ersten Ableitungen an den Grenzen verschwinden, den u Gleichungen
dquivalent ist:

9H d 9H , a* 9H _ LAY S

(1) op,  dt dp] + at* op] ’ + (=1 ar ép") =
Zuniichst ist ersichtlich, daB, wenn H in der Form darstellbar ist

do
H=W’

2}' ) (‘)'

worin @ eine von denselben Variabeln abhéngige Funktion bedeutet, welche
die Ableitungen der p, nur bis zur » — 1*® Ordnung hin enthilt, die u
Hauptgleichungen (1) identisch erfiillt sein werden, da

A
8 [Hat = 3[o];
[

wegen der fiir die Variationen an den Grenzen angenommenen Beschriinkung
unabhiéngig von den Funktionalbeziehungen zwischen den p, und ¢ ver-
schwindet. Dasselbe wirde sich auch unmittelbar aus den bekannten
Beziehungen*)

0 do_dde 0 do_ 0w

op, dt  dt op,’ op dt  ppfr-1’

2 dm d Oo
a_pﬂl—) at = at 3p(1)+a Sx 1) (;'=17 27"”"_1)

ergeben, da hiernach die Hauptgleichungen in

d do d[d do d Jdo y ‘o
dt dp, dt[dt o7, + +dt‘|:dt op; +3?] = +(=1) dt" apr1 =0
iibergehen, und somlt, wie der Anblick lehrt, identisch befriedigt werden.
Aber es ist auch ebenso leicht, die Umkehrung dieses Satzes einzusehen,

wonach, wenn H die Hauptgleichungen identisch erfiillt, es sich als voll-
stindiger Differentialquotient einer solchen Funktion @ darstellen lassen
soll. Zuniichst ist nimlich aus jener Annahme unmittelbar ersichtlich,
daB, weil die Koeffizienten der hiochsten, also der 2v%" Ableitungen der
p, in den identisch zu befriedigenden Gleichungen (1) durch

_»*H __oH _ _*H

opd op?’ apop)’ 7 opk) opld)
dargestellt werden, und diese somit verschwinden miissen, H eine in den
v*® Ableitungen lineare Funktion von der Form

*) Vergl. meine ,Principien der Mechanik* 8. 5.
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(2) H= Hl(t) Dy 9Py pi —l)) Y pﬁ:"")pﬁ"
+--4 H"(t’pv Y R .,pg'—l)’ TN pﬁ:‘—l))pfl')
+ H (¢ 2y, 9 Pus " B P, e pf 1)
sein wird; nun folgt aber sogleich, daB die Gleichungen (1), welche als-
dann nur von der 2v — 1'*® Ordnung*sind, in den 2v — 1*» Ableitungen
linear sein werden, und der Koeffizient von p®*—1 wegen des identischen
Verschwindens der Hauptgleichungen die Beziehung liefern wird

aHE o0H
(3) P (,_.1)' (0,s= 17 2)"'71‘)'
op, op,

Bildet man nun, was nach den eben gefundenen Bedingungen mog-
lich ist, eine Funktion @, von ¢,p,, ---, p,, -+ p{"~?, -+, pff~", welche
den Gleichungen gentigt

oo 00, oo
4) a_’;g;“.lT)‘=E: apgln) =H, - 3 (711) H,n
so wird, weil H den Hauptgleichungen (1) identisch geniigen soll, und
g—:-:’—', wie vorher gezeigt worden, dieselben ebenfalls identisch befriedigt,

die vermdge (2) und (4) die Ableitungen nur bis zur » — 1*® Ordnung
hin enthaltende Funktion

d
- m, = K(t Py 5Py 'rpsv-i): v ’;P’l—n)

den Hauptgleichungen (1), die nunmehr in

0K _d 9K  d&* 0K (1),1 ! K -0

®) oy w oy T aw o T ar=1 5D

tibergehen, wiederum identisch genfigen. Wendet man auf die Glei-
chungen (5) und die Funktion K von der » — 1*" Ordnung dieselben
Schliisse an, so wird sich fir H sukzessive die Form ergeben

do, aQ
H= l"'dt"" +dt dt’
indem die zuletzt fibrig bleibende Funktion, die nur von ¢, p,, ps, - - -, p,
abhéingt und der Hauptgleichung identisch gentigen soll, die Parameter
gar nicht enthalten darf, und wir finden somit
als notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, dap fir eine Funk-
tion H der v Ordnung, von einer unabhingigen und p abhingigen
Variabeln t, p,, ps, - -+, p, die Hauptgleichungen der Variation (1) identisch
befriedigt werden, die, da H der nach t genommene vollstindige Differential-
quotient einer Funktion v — 1% Ordnung derselben unabhingigen und al-
héingigen Variabeln ist.
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Sei z. B. die Funktion
H=p'p,"° + 2p,0,p,"°py’ + 20, 0,°p,'0," + 1105 + 1s105"* 11"
+ 2p,0,' 005" + p, + tp,
gegeben, welche den beiden Hauptgleichungen

¢H_doH & ¢H_ 2H_d9H & oH
op, i dp, T ait ap, ap  di 2py T dtt op”

identisch geniigt, so sind in den angewandten Bezeichnungen

H =2pp0'p +0a0y% B =2p0.p),
und somit die Gleichungen (3) identisch befriedigt. Den Gleichungen (4)
gemiB ergibt sich

=0, =0

o, = p,p’p,"* + Dy, P, %,

und daraus
H— d(ﬁ—l’l +ip =K,
worin K den beiden Hauptgleichungen
8K _ d 0K _ 0K _d 0K _
t-"px Tdt op’ ’ cp, dtop,
identisch geniigt. Setzt man weiter
@y = tpy,

so folgt
H= d“’: + d"’a — d(PxP:’Pl"+_§:P1,P:”+t?1_).

Um nun einen analogen Satz fiir die Hauptgleichungen der Variation
eines vielfachen Integrales

t;l; t:,

| Hdt dt,_,---dt
[ mos
1 s (]

aufzusi‘.ellen, in welchem H eine Funktion der ¢ unabhingigen Variabeln
bty ity der p abhingigen Variabeln p,,p,, -, Py und deren partieller
Differentialquotienten bis zur »** Ordnung hin sein soll, Gleichungen,
die sich bekanntlich, wenn

3 p,___ =p("1‘n""'k)
ot ot Ot"k 4

gesetzt wird, in der Form darstellen'

. 0H d 0H :
(6) Op, =l dt, 5,;9.) +2dt at, ap(w

oH
+ (=1 2 ar, at, —~-dt'., apna iy =0 (=12 p),

UCH
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worin die nach den i,, 7, - - - genommenen Summen auf alle Znsammen-
stellungen der i aus den Zahlen 1, 2, - - -, ¢ auszudehnen sind, in welchen
t, < iy < 1+, — werde zunichst bemerkt, daB, wie aus der Variation des
vielfachen Integrales unter der der fritheren analogen Festsetzung fir die
Variationen in dem Grenzgebiete hervorgeht*), der Ausdruck

dw do
oo,
4

in welchem a,, @,, - -+, ®, beliebige Funktionen v — 1** Ordnung der u
abhiingigen und ¢ unabhingigen Variabeln darstellen, den Hauptgleichungen
(6) identisch geniigt, und daB somit die Moglichkeit der Darstellung der
Funktion H in dieser Summenform von Differentialquotienten hinreichend
fiir die identische Erfiillung der Hauptgleichungen ist.

Um aber die wichtigere Frage nach den notwendigen Bedingungen
zu beantworten, mogen zuniichst Funktionen H der erster Ordnung von
einer abhingigen und ¢ unabhingigen Variabeln untersucht werden,
fir welche sich, wenn sie der fir s=1,v =1 aus (6) entspringenden
Hauptgleichung

0H d 0H d ¢H d 0H 0

O op ~ dt, g0 T Aty 5p® dt, 5@
identisch geniigen sollen, genau wie oben die Form ergibt:
(8) H= Hl(tv ) tq; P)P(l) + .EI,(t,, Tty t(n p)P(’) +--
He(tv ) tq; p)p(e) + E(tu ] tg’ P)'
Setzt man nun

(9) ag(ty, -ty 2) = Hodp,
d
so wird die Funktion erster Ordnung d:", wie oben gezeigt, ebenfalls
¢

die Hauptgleichung (7) identisch befriedigen, und somit auch nach (8)
und (9) die Funktion

d _
K=H—£§ — Hyp® 4+ Hp® ... + H_,pe-9+ K.

*) Benutzt man die, den in meinen ,,Principien der Mechanik* S. 5 aufgestellten
Beziehungen analogen, Relationen fiir mehrere unabhiingige Variable

o (de\ _ d (o0 o0
ap,(dtl) dtl 311‘)’ op \'IL ‘v—ll) (dtl) op ('I’i “iy—1)’

0 do a Jo
0 ('l'a x) dtl dtl (a (lx'a 11)) + (‘u 1) ('1 2* '._‘17!__‘:1 )v
worin (7,,4)=0 ist, wenn 4 von ¢, verschieden, und den Wert 1 hat, wenn 1 =1, ist,
so erkennt man auch durch unmittelbare Substitution, da8 die Hauptgleichungen (6
identisch befriedigt werden.
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Setzt man ahnlich
wg—l(tlr R} tq??) f‘HQ—ldpr

dml

‘“(’ !

usw., so gelangt man zu einer von p®, p®, ... 5@ unabhéngigen, also
nur von 4, f,, -+ -, ¢,, p abhiingigen Funktion, welche der Gleichung (7)
identisch gentigen, also von p frei sein muB, and sich daher als Differen-
tialquotient nach irgend einer der unabhingigen Variabeln darstellen 1iBt,
und es ergibt sich somit

als notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, daf eine Funktion
H der ersten Ordnung von einer abhingigen und o unabhingigen Varia-
beln der Hauptgleichung (1) identisch geniigt, die, daf jene Funktion in der
Form darstellbar ist

do, do do
=g tagtta

WOrin. @, @g, - -, @, NUr vom t, by, - - -, t, und p abhingen.

Um also zu priifen, ob eine solche Funktion H in der angegebenen
Weise als Summe von totalen, nach den unabhingigen Variabeln ge-
nommenen Differentialquotienten darstellbar ist, hat man nur nachzusehen
ob H der Hauptgleichung (7) identisch Geniige lelstet

So wird z. B.
H=1tp*+ (24 4p — 2407 oV + ¢,2p®
in der Form darstellbar sein

th; (tlty P’ — % tzP’) + adg (t*p).

bildet

K—

)

Wesentlich anders gestaltet sich das Resultat der Untersuchung der
notwendigen und hinreichenden Bedingungen fiir die identische Erfiillung
der Hauptgleichungen der Variation, wenn die Funktion H von einer
hoheren Ordnung als der ersten ist oder, wenn von der ersten, mehr als
eine abhingige Variable enthilt.

Zunichst ist unmittelbar einzusehen, daB, wenn eine Funktion H der v'"
Ordnung von u abhingigen und @ umabhingigen Variabeln in der Form
darstellbar ist:

dwl ,
+dt +- +dt’

worin @, wy, - - -, @, ebenfalls Funktionen v Ordnung eben dieser Varia-
beln sind, H den sugehorigen Hauptgleichungen 2v" Ordnung identisch ge-
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ad .
niigen wird, da %:—‘, %‘Z", ey d::- nach dem Fritheren als Funktionen

v + 1** Ordnung die entsprechenden Hauptgleichungen 2 + 2 Ordnung
identisch befriedigen, und aus diesen Hauptgleichungen, da die Summe der
nach 4, %, - - -, ¢, genommenen Differentialquotienten von o, @, - -, @,
nur eine Funktion »** Ordnung sein sollte, die den partiellen Differential-
quotlenten v + 1t Ordnung zugehorigen Glieder herausfallen. ¥)

*) Man kann dies aber auch, #hnlich wie oben, unmittelbar an den Hauptglei-
chungen (6) verifizieren. Denn da H eine Funktion »t**r Ordnung sein soll, so muf

om ) oo
22 ((1) (nl (1)) on ((2) (z)’, (2)) tooot ((e)'@'L;éf)‘

sein, wenn die Zusammenstellung der Indizes
(,411) .(21) oD 1) _ }412) ,(,9) e dl® 2) R (.fl?) .fz(') . .ﬁe) (,)
ist, und da nach dem Friiheren

do
A __
at, — %
den zugehdrigen Hauptgleichungen
0% _ a4 %, > o o9,
op, . dt"x apsil) - d d S’l't)
f1t2
v+ d'+l a Ql
= 2 dt; d_t"_d_t_dt ap(-m iy )
UL ™
identisch geniigt und
09, oo,

.a;f';;‘—{;l) = "‘—'apgli’...ir)
ist, so werden die Hauptgleichungen fiir |
: H=92 +9+ 49
in die Gleichungen (6) dbergehen.
So werden z. B. fir zwei Funktionen zweiter Ordnung einer abhiingigen und |
zweier unabhiingigen Variabeln
= pp(’)’ p(u) + pp(l)p(’)P(”), 0, = — pp(’f p(ll)_ pp(l) p(’)p(u)
vermbge der Zusammenstellungen der Indizes (111), (121) = (112), (221) = (212) die
Beziehungen erfiillt sein
da, 0o 0o, ‘o 0 o
35(11') =% p(xlz) +2 (1'1) (:la) + (;1) =0,
und in der Tat
d""l + Ld“tl: —_— p(’)' p(ll) + p(l)‘ p(') p(”) —p p(’)(p(") p(”) — p(")')

nur von der zweiten Ordnung sein. Den obigen Beziehungen zwischen Q, und o,
entsprechend ist
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_ Um aber die Existenz der Umkehrung dieses Satzes zu untersuchen
und die Form derselben zu finden, miissen wir die Funktionen H nach
ihrer Ordnung und der Zahl ihrer abhingigen und unabhingigen Varia-
beln unterscheiden.

Set euniichst H von der v*™ Ordnung, enthalte aber nur eine ab-
héingige und zwei unabhingige Variable p, t,, t;, so soll im folgenden, der
kilrzeren Schreibweise wegen,
7ty %,2)
ot "ot P
gesetzt werden, so daB die Hauptgleichung der Variation die Form an-
nimmt

¢H d o0H d o0H da* oH a: 0H dat oH
() op At gpa9  di, §p0D + at* 50 + dt,dty 90D T dt,? 5,0

&~ oH &t oH
—_e —1)y-1 = B g — 1)-1? e 97
+ ( ) dt;_l ap(v—l,O) + ( ) dt{—zdt‘ ap(w—ﬁ,l)
&' 9H d éH d 0H
e (—1)yr Y 9 1y Y 9T L qy. ¢ 0F
+o+ (=D dgy~? ap(°"‘1)+( dat] ap*° +(. 1) dty~1dt, gp®—bV
a 0H a oH
—_1yY - —  — —1)yY - - —=0.
+ + ( ) dtldt;_l ap(l,,,_l) + ( ) dt; ap(o,,')

Soll nun dieser Gleichung durch H identisch geniigt werden, so
werden die Koeffizienten der 2ut*® partiellen Ableitungen von p nach ¢
und 4 genommen, welche lediglich aus den letzten » 4+ 1 Gliedern dieser

39, _ 60, _ an _ am, _ (32 691 _ 8w, (1), (2)
ap D T b T T pasy T pan T PP ey T 5 e T PPUE
09,  do,  ep 09 oo, ,2 02 _ 0o,

g™ T G0 T pp, 2p129 = ap T LE A e P 0,
‘woraus

o o o o o o
29010 T agin g =0 Gy + gy =0 g0 =
und hiernach

ds o d? 09

"‘_”_—__.]._+__—’ (< s 9) =o
dt, dt, dt, ppHad T di dt dt, jphnd

iia

folgt, und es wird somit
H=9Q + Q
der Hauptgleichung 4t¢r Ordnung
9H_d oH _d 9H & ¢H , 4 9H , & ¢H _,
o9 A4 gp0 T dty 5p® T At 5,00 T dt dty 5,00 T dt,? 2 p®

identisch Geniige leisten.
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Gleichung hervorgehen, verschwinden miissen, und daher, wie unmittelbar
zu sehen, der Koeffizient von p*?%, worin x + 1 = 2v ist,
_ _»H PH . rH
ap" 0z pr—m D T G L IS ) T G =R, (F T s 1)

*H -0
P p(o, v) 2 p(x,l -v)

(10)
+-- 4

sein, wenn die nach p mit negativen Indizes genommenen Differential-
quotienten gleich Null gesetzt werden.

Fir v =2 und v = 3 folgt unmittelbar aus der Gleichung (10), daB
samtliche dritten Differentialquotienten von H, nach den 2% resp. 3'»
partiellen Differentialquotienten von p genommen, identisch verschwinden,
und H somit nach (10) die Form annimmt

H= f{lp(’;o) + _H’p(lvl) + Hsp(o”) + H‘(p(’,o)p(o.’) — b 1)‘) + H
und

H= Hlp(3r°) + H,p(” H4 H,p“'” + H4p(°.3) + Hj (p('-")p(‘,’) — p(’.l)’)
+ By (pA0p0n — p0pitn) 1 B (05500 — p07) + H,
worin H,, Hy, ---, H Funktionen von

tl) t” p’ p(l'O)’ p(o.l) resp' tl} t” p) p(l,O)) #o,l)’ p(’,o), p“’”’ p(o,’)
sind

Fir v =4 folgt jedoch aus der Gleichung (10) nur das identische
Verschwinden aller dritten Ableitungen von H, nach den 4' partiellen
Differentialquotienten von p genommen, mit Ausnahme der folgenden, fiir
welche sich nur die Beziehungen ergeben

____oHE o*H - o’
PYRCUPINCE PR RPN PCRIPW X 2 p® D g9 5 09
1 PH »H
T B 050 05,88 T T “ 500,095,007

und erst der Umstand, daB auch samtliche Glieder der Gleichung (9), welche
die 6t partiellen Differentialquotienten von p quadratisch enthalten, ver-
schwinden miissen, liefert auch fiir alle dritten Differentialquotienten von
H identisch verschwindende Werte, so daB diese Funktion vermdge (10)
fir v =4 die Form annimmt:

H= Hp%" + Hyp® + H,p®? + H,p"® + Hp®® 4 H,(p"Op®9 — p® %)

+ H’(p(t,o)p(l,S) — p& 1)p(9.’)) + Hs(P(s' NP4 — p(’vi)p(lv'))

+ H, (00— g ) - Hi (50 pO9—p® ) 4y (p 09— %) + H,
worin H,, H,, - --, H Funktionen von

tl’ t” ?, P(I,O)’ p(o,l), p(!,t)), p(l; ‘)’ p(o,’), p(3.°), p(’.i), p('.ﬂ, p(". 8)
bedeuten.
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So erhalten wir allgemein fir Funktionen H der v Ordnung von
einer abhdingigen und swei unabhingigen Variabeln als motwendige Form
dafiir, daf dieselben der Hauptgleichung vom der 2v** Ordnung identisch

Hyp*® + H,p¢~1 + Hypo=%9 4 . .. + H,po"

+ Ho’(p('-k 1)'_p('.°)p('—’, '))+Hm(p('-1. l)p('-%’)_p(',o)p('-3.3))+...
(11) + H (p(r—l,l)P(l ,v=1) _p(v,o)p(o v))' + H (p(v-z,l)ﬂ _p(v—l,l)p(v-s,S))

+ - + H (p(’ -3, ’)p(l r—1) _.p(’ 1.1)p(° *))

+

H,_y, (o= — gor-nyon) 4
worin die Funktionen Hy, H,, -+, Hy, -+ H nur von ¢, 4, p und den
partiellen Ableitungen von p bis zur v — 1** Ordnung hin abhingen.

Um nun auf den Beweis des Satzes von der Ausdriickbarkeit einer
solchen Funktion H als Summe von nach # und 4 genommenen totalen
Differentialquotienten zweier Funktionen o, und @, der »** Ordnung iber-
zugehen, werde zunichst bemerkt, daB, wenn

wieder nur eine Funktion »“* Ordnung darstellt, einerseits diese Summe
aus frither angegebenen Griinden die Hauptgleichung 22** Ordnung iden-
tisch befriedigt, andererseits, weil die Differentialquotienten » 4 1%* Ord-
nung aus jener Summe herausfallen miissen, den Beziehungen

oo, ‘o o Jw
2 p(v:()) ' 2 p(v—ll, 1) + op (- 0) =0, P p(v—;, 3) 5P(v—.l, o o,--
(12) 0 0 0 0 b}
o, @y @, + D O, 0o, =0

a_p(l r—1) ap(i 1—2) ’ ap(o,v) ap(l,r-l)

ap(o POD)
identisch geniigt werden musB.
Aus (12) folgt nun zunichst, daB
1§97+ Ny,  @y= M, p*% + N,
ist, worin die nur von p-41, pr-%3 ... HLr-1) gnd niedrigeren
Ableitungen abhiingigen Funktionen M,, N,, M,, N, die Bezichungen

oM, oM, "o N,
* ap(’- re) ere) + P(V‘(""lye 1) ‘p )+ ap("'e"'lv e—l) = 0
(e=1,2,---,v)
identisch befriedigen miissen, woraus sich

oM, I,
ap'-ete) ap("-?"'l)e—l)

p(ol ) + —
p"

=0
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und daher Jf, und M, von den Ableitungen »** Ordnung unabhingig
ergeben, withrend N, und N, den Gleichungen

N, 2N, _
ap(*-e.e) 3P(V—e+1,e—1)

0

unterliegen, welche den Gleichungen (12) analog sind, und es folgt daher
aus (12) unmittelbar:
dap, wenn die Funktion

do, , do,

a, g
worin o, und @, Funktionen v'* Ordnung in den nach t, und t, genommenen
partiellen Differentialquotienten von p sind, wiederum eine Funktion v'r Ord-
nung sein soll, also der Hauptgleichung 2v*" Ordnung identisch geniigt,
o, und @, die Form haben werden

(13) {°1= ABC MO g0t fuoipbr DL £+ F

By = =B —fop Y= fo gD fph =Y 4 F,
worin f, fa, -y [, Fy, Fy nur von t, b, p und den partiellen Difjerential-
quotienten von p bis zur v— 1" Ordnung hin abhdngen, jedoch somst keiner
weiteren Bedingung unterliegen.

Geniige nun die Funktion H »** Ordnung von eirer abhingigen und
2wei unabhingigen Variabeln der Hauptgleichung (9) identisch, habe also,
wie oben gezeigt worden, die Form (11), so kann man zunichst zwei
Funktionen o, und @, von der Form

(14) 0, = flp(v—l, l)+ f;p(r—z, 2)+ et f,p(o,.),
m,=—f1p(',0) _.f’p(r—l. ) - f'pu,v—x)

bestimmen, deren » von den v — 1 ersten partiellen Differentialquotienten
von p abhiingige Koeffizienten den v Bedingungen unterliegen

of ofy
(15) 5505 pgo-19 — Hons

of, ofy of, of,

3p("'s'-’) - E,,FLO’S = Moy " " 81;(6,_‘;-1) - ap(v—l,05 = HOV)
und man sieht unmittelbar aus (14) und (15), daB sich fiir die Funktion

do, do,
H— dt, ~ at, K

der Ausdruck ergibt

(16) K=K,p»9+ K, p*-19+ ... + K,po»
+ Ky (pr =2 —pl =11 plr=3,3) 4 ...
+ K, (p0=32 o r=0— p=1, 0 pO) 4 ...
+ K,_, (pr =2 — p@r-2p0n) 4 K
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in welchem p»® nur als Koefficient von K, vorkommt, K,,---, K, 5 , K
samtlich Funktionen v — 1%7 Ordnung sind, und welcher nach der voraus-
gegangenen Bemerkung wiederum der Hauptgleichung (9) identisch ge-
niigen wird.

So wird z. B. fiir eine der Hauptgleichung 6. Ordnung identisch
geniigende Funktion 3. Ordnung H die Funktion K, in welcher

0, = flp(f, h 4 f’p(k 4 fsp(ols), 0y = — flp(&o) — fsp(" n_ fap(l,s),
worin fi, f3, f; den Bedingungen unterliegen

of _ _of _ o _ O _ g
2p0D T pp®0 T T 0n T 5 @0 T o

die Hauptgleichung 6. Ordnung ebenfalls identisch befriedigen und die
Form annehmen

¢! 7) K=K, p&O+ K p®VL K, p 4 K, p 04 K, (P(” Dp© ) p(t, ’)’) +K ,

worin K,, K,, K,, K;, K,;, K wiederum Funktionen zweiter Ordnung
sind; zugleich sieht man aber unmittelbar, daB die Substitution dieses
Wertes von K in die Hauptgleichung 6. Ordnung fiir den Koeffizienten
des Gliedes p®V.p"?® den Ausdruck 3_1% liefert, und daB somit, da
die Hauptgleichung identisch befriedigt sein soll, K, von p®*% unab-
hingig sein wird.

Ebenso leicht folgt allgemein aus den letzten 2v + 1 Gliedern der
zu dem Ausdrucke (16) gehorigen Hauptgleichung (9), infolge des iden-
tischen Verschwindens des Koeffizienten der in den partiellen Differential-
quotienten 2v — 2'* Ordnung von p quadratischen Glieder, daB

0K, oK, oK, aK’-%'

2710 5,0-10 - 2p*-10 ‘5;,0—1, 0

0,

diese GroBen selbst also von p*-19 unabhingig sind.
Setzt man nunmehr
ml'= (p’p('-’yg).l_ (P;P('—s’s)"r e ¢p,p‘°"),
m"= _ ¢2p('_11 1) ¢sp("‘21 .= q;vp(l, V;l)’

worin die von den v — 1 ersten partiellen Differentialquotienten von p
abhiingigen, aber p(*—19 nicht enthaltenden Funktionen ¢,, ¢4, -- -, @,
den identischen Gleichungen geniigen sollen

09, 09 09, 0Py
ap(v-a,s)_ ap(v-'x,n = KIS’ ) ap(o,,-n_ ap(v-s,l) =K1n

Mathematische Annalen. LXII. 9
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was moglich ist, da K, -+, K,, von p"="9 unabhingig waren, so wird
der Ausdruck »** Ordnung
L=K-—

da,’ do,’

dat, ~ dt,

die Form annehmen

L=Lyp"9+ Lp¢-b04 ... + L p"
+ L“(p(v—l, e p(v-l, 2)p(v—-l, 4)) + .o
+ L’v(p(r—a, a)p(v—l, 1)_p(v-t, :)p(o, v)) + ..
+ Lv_’,.(p(l,v—l)’ _p(s, v—s)P(o, v)) + z
und wiederum der Hauptgleichung (9) identisch Geniige leisten. Da aber
jetzt wieder Ly,,---, L,,,---, L,_,, von p*~%1 unabhingig sein werden,
so kann die Reduktion in derselben Weise durch Subtraktion von nach
{, und ¢, genommenen totalen Differentialquotienten von Funktionen
v*" Ordnung ®,” und @,” der angegebenen Art fortgesetst werdem, und
wir gelangen somit zuniichst zu dem Resultat,
daB, wenn die Funktion H der v'* Ordnumg der Hauptgleichung (9)
identisch geniigt, zwei Funktionen o, und oy von der Form
o = [ EI 4 [P0,
mis—flp("o) __f’p(v-l,l)__.,,__f;p(l,v-l)
bestimmbar sind, in welchen f, fy, -, f, Funktionen v — 1t Ordnung
darstellen von der Art, daf

H—-1t—-"% = Hyp"»9 4+ H pr-u04 ... +H.p(0.v)+ﬁ
¢ ]

wiederum die Hauptgleichung (9) identisch befriedigt.

Es bleibt somit nur noch nachzuweisen, daB, wenn ein Ausdruck
von der Form
(18) M= M,p»9+ M,p*~104 ... + M, po"+ I,

worin My, M,,---, M, M Funktionen v — 1% Ordnung in den Ableitungen

von p bedeuten, der Hauptgleichung (9) identisch Geniige leistet, M wiederum

durch totale Differentialquotienten, nach ¢ und #; genommen, darstellbar ist,

und die Form dieser zu differentiierenden Funktionen zu untersuchen.
Setzt man

o, = F,(t, ?"p, PHO, PO, L p=1,0 L. g0 r=1)
g = F’(tli & D, p(l’o); oy, .. ) pe-no, .. ) P(o"-l));

doy

so geniigt — i + %‘:—’ als Funktion »** Ordnung der Hauptgleichung
2

2% Ordnung (9) identisch, und bestimmt man die Funktionen F; und F,
den Gleichungen
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aF, dF, oF, _
~—3p(""°)= 0 ap(r-s, 1) ap(v—1,o) -
gemiB, so wird
(1) N=M—d% S ggesny g N o0t § |

wieder die Gleichung (9) identisch befriedigen. Setzt man aber diesen
Ausdruck in jene Hauptgleichung ein, so ergibt sich aus den letzten
2v 4+ 1 Gliedern derselben, wie unmittelbar zu sehen, als Koeffizient des
Ausdruckes pB37-49.p*»0 die GroBe
2'N,

T apP Lo
woraus, da dieselbe verschwinden muB, folgt, daB N;, und genau ebenso
die ibrigen N, ---, N, in bezug auf p*-19 vom ersten Grade sind, so
da8 (19) in '
(20) N = (P,p*-19+ Q) p*-29+ (Pypt=10+ Q) pr=59 ...

+ @09+ Q)P+ F
dbergeht, worin P;, @, - - -, P,, ¢, Funktionen » — 1** Ordnung sind,
welche p’—19 nicht enthalten. .

Substituiert man aber diesen Wert in die identisch zu befriedigende

Hauptgleichung (9), so erhiilt man, wie unmittelbar zu sehen, die zu er-
fillenden Gleichungen

0P, 0P
(21) ap(v-v,eo—l) = ap(v—e:'g-t) (0» 6=2, 3: Tt 1’)
und
2) 29, Q, 2P, oP,

apP =9 9-D =30 T G b—ee=N =D~ g r=o-10) " pb=e-%¢
(0,6=2,3,.--,v),
welche die nachfolgende Reduktion ermdglichen werden.
Setzt man némlich nunmehr
o, =f (tu ty, Dy P 0, p© Dy ee, ph D, plr=513), .. "p(o”—l)))
0y = f’ (t” t,’p,p(l»(')’p(oy 1), ceey p('-’, l), ceny p(o, '—1)) . p(’_ls 0)
+ fn (tu 5, P, P(l’ 0)’ P(o' l)' Y p('—" l)y" "y P(o’ ’-l))7
8o wird wiederum nach Fritherem der Ausdruck
dw do
d_t,! + d_t:’
welcher von der »*° Ordnung ist, der Hauptgleichung (9) identisch ge-
niigen, und unterwirft man die Funktionen f,, f;, f; den Bedingungen
: o
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of, oty of,
(23 a—pm =P, a—'(.‘:’ﬁ 80 é;(oT:-'lj P,
of,_
(24) fit 55ln =0
of; of, of, ofy

(25) ap(v-ls.s) + ap(v—’ﬁ) = ap t-e-50 ap(v-e‘,e—n = Qe

ofy

ap(o,v—l) QV’

so daB die Bedingungen (23) vermdge der Integrabilitdtsbedingungen (21)
fy bestimmen, f; dann durch (24) gegeben ist, und endlich f; aus (25)
vermige der Beziehungen (22) bestimmt werden kann, so wird

"~ _do, da,
T=N—-3 dat, ~ dt,

ebenfalls der Hauptgleichung (9) identisch gentigen, welche aber, weil 7
nur von der ¥ — 1*® Ordnung ist, in die entsprechende Hauptgleichung,
die nur von der 2v — 2*® Ordnung ist, #bergeht. Da nun auf die
Funktion T der » — 1*® Ordnung dieselbe Reduktion angewandt werden
kann, so ergibt sich allgemein das folgende Theorem:

Die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, daf eine Funktion H
der v'** Ordnung von einer abhingigen und swei unabhingigen Variabeln
der sugehiorigen Hauptgleichung 2v'r Ordnung identisch Geniige leistet, ist
die, dap dieselbe in der Form

dml + dm,

darstellbar ist, worin die Famktzonen o, und o, — nicht wie in dem
vorher fir Funktionen erster Ordnung mit einer abhingigen und beliebig
vielen unabhingigen Variabeln behandelten Falle, Funktionen v — 1*r Ord-
nung sondern — wiederum Funktionen v'" Ordnung von der Form sind
o= BNIHfEOEDE 000 +F,
By =—fi"9  —fop0 Y= — [, D4 F,,
und fy, -+ f,, F,, Fy Funktionen v — 1% Ordnung bedeuten. Zugleich
war ersichilich, daf, wenn H eine in den v'** partiellen Ableitungen von p
lineare Funktion war, die Funktionen o, uud o, wiederum nur Funktionen
v — 1% Ordnung sein werden.

Wenn die Funktion H der »*® Ordnung zwar nur noch wie bisher
eine abhingige, aber mehr als zwei unabhiingige Variable enthdlt, wird
zwar der Satz von der Darstellung der Funktion H als Summe von
totalen Differentialquotienten erhalten bleiben, aber der Charakter der
Funktionen @ sich #ndern.
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Untersuchen wir zunichst wieder die Form der Funktionen o,, @,, -, @,
welche eine abhiingige Variable p und deren Differentialquotienten, nach
den unabhingigen Variabeln 4,4, - - -, f, genommen, bis zur »**> Ordnung
enthalten und so beschaffen sein sollen, daB der Ausdruck

doy | do,

d%
(26) CH=Gh gt g

selbst nur von der »*® Ordnung ist; dieser wird dann nach dem Fritheren
wieder der Hauptgleichung 2v** Ordnung

M_d 08 5y & oH
5}’ dt, 0 (1) dt, dt. 9 (7172)
# (Y P i 4 @iy P
ar oH
— 1) _ -
+ ( 1) 2 dt,'ldt,"'"dt" ap(.’li‘....") 0

fiye o4,
identisch Geniige leisten, in welcher

—'—A'\_ = "‘;’J.‘k)
dt,lat,’u-ot,k o ’
und die nach den i, 4, - - - genommenen Summen auf alle Zusammen-
stellungen der ¢ aus den Zahlen 1,2,--., o auszudehnen sind, in welchen
44 <93 <iy--- sind, und es werden sich genau wie oben die fir die
Funktionen ®,, @, - --, ®, notwendigen und hinreichenden Bedingungen
daraus ergeben, daB die partiellen Differentialquotienten » + 1'*** Ordnung
von p aus der Summe (26) herausfallen missen.
Es geniigt, wegen der bequemeren Darstellung in der Bezeichnung,
den Fall zu betrachten, in welchem w,, ®,, @3 Funktionen zweiter Ord-
nung der drei Variabeln ¢, £, {, sind, und

do do, do,
217 == O OO
@7 H=3'+ G0 4
selbst nur von der zweiten Orduung ist, somit der Hauptgleichung vierter
Ordnung

oH 4 oH d oH 4 ¢H A 4 9H | d' oH

op  dt, gV dty pp®  dly gp® T dg? 5500 T di,? 5y

4 # oA & ¢H 4 ¢H , & H _,
dt,? 5 T odtidty G0 T dtdty 5,19 T dt,dt, 409

(28)

identisch Geniige leistet.
Da H eine Funktion zweiter Ordnung sein soll, ergeben sich aus (27)
unmittelbar die identisch zu befriedigenden Beziehungen
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(29)

oy 0o,

Lzo KoexiasserGEm.

+ do, 0o, 0,

- Owy

30~ gt s an =03 p(m) T =05 pm) + o000
r) L oo ) O,
25 T 550 T 55 =0 3 p(ss) t5g19 =0 =0
0w, LA Bm, Ooy Co,

Py p(zs) + a—;nj : (ss) + Py p(ss) 0 373?) = 0;

nach denen, wie unmittelbar zu sehen, ®,, ,, m; zunichst die Form an-

nehmen
@, = fi3 (P, p¥)p™D + £, (P17, l.’(”))P(”) + @ pNp(®)

(30)

\

+ Fy (%, p%, p*)

@y = fo (219, PPV £, (19, pA9)p(3Y 4 @ (LY

+ Fy (o, p%, p9)

0y = oy (D19, PN pH | £, (919, p9) P L @ 105D

+ 1;'8 (p(l’)’ p (13)7 p (”))’

worin die Funktionen f, @, F' auler den bezeichneten Differentialquotienten
zweiter Ordnung von p noch %, 4, p, p¥, p®, p® enthalten werden.

Setzt man diese Werte von ®,, m,, @; in die Bedingungsgleichungen

(29) ein, so ergeben sich leicht fiir die Funktionen f, @, ' die Beziehungen
Ohs

2p ™

0t

'3‘1;(8?)

M

Py

ohs

ap)

of oF,

+ 9, =0, af;fa)+ Py = 3(1a)+f;1=0 ap(1‘s)+f's1=0
0 o F,

+9;=0, f(las)""% ap(m)’i'fn’O; 3_1»(”’_)+f”=0

3 oF, OF,
+ ¢, =0, af;'x’s)‘l'% 0, ap(1’a)+ﬂs=0: W@’s)'l'f:a‘()
+ 2 0t

o, of, Oy _
ap(") - (m'*'a as =0, 5,(’1'3)’*'3_10(!1‘?)— ’

oF, oF, oF,
2000+ pttn ¥ i =0

und daraus fir die drei Funktionen o,, @,, ®; die Formen:

C2Y)

o, =100 + fo5%0 + fup® + £ + [0 + 9, (p*F — p*Np®)
+ g, (PP — HADPEN) 4 g (pIE — pNPE) 4 G,

@y = — [P+ 03— oM+ o™ + fp*0 + g, (pUIp™ —pl9plt)

+ 93 (5 — pOIP) + g, (pp — pIP) + 6,

0y=—fop") — f1p® — f 0% — (f + fo) o' — fop®®

(13) (32) __ (18) 1(38) (11) o1(28) ___ 18) (18)
+ g, (p9p3H — pADHEN) 4 g (PAVPEY — P(1Np(13))
+ g5 (p"P" — p0p) + Gy,
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worin fy, -+ -, fgy 91, 935 98> G1s G, Gy beliebige Funktionen von ¢, 4, 4,
2, Y, p@, p® sind. Bemerkt man aber, daB sowohl fiir

oy = fip" + 359 + fop0 + f,p%0 + fip®,
(32) 09 = — fip" + f5%0 — fip0D + fop) + fop®),
013 = — fop") — 10 — fipU9 — (f; + f)p" — fep®),

als auch fiir die mit beliebigen Multiplikatoren erster Ordnung versehenen
Unterdeterminanten zweiter Ordnung von

2D g9 p(19
p(’l) p(”) p(”) ,
amlich oY Pl p
namlic
o = 54 (5 — pIG), @y = 0, (5N — plingom)
®g5 = g, (PI PV — p(INp(*9),
(33) @y = gy (pIp®H — pUBp), @y = gy (p1F — p(tIp(),

gy = gy (P — pIIp(9),
@y = gy (PPN — pIDp), @y = gy (PP — pIIp),

L @4 = gy (0 — PIp)
die Funktionen

do dm
a ta + (e=1,2,3,4),
wie unmittelbar ans ihrer Form zu erkennen, wiederum nur Funktionen
zweiter Ordnung sind und somit bekanntlich der Hauptgleichung (28)
identisch geniigen, so folgt:
daf, wenn fiur drei Funktionen sweiter Ordnung o,, ®,, 04 einer ab-
hingigen und dreier unabhingigen Variabeln der Ausdruck

d
‘;‘:’: + ‘;‘:’: + “’a
wiederum von der zweiten Ordnung ist und somit der Hauptgleichung (28)
identisch Geniige leistet,

®, = oy + 0y + 0y + 04 + G,

@y = @y + 05y + 0yy + @y + Gy

@y = 03 + g3 + Oy + @y + Gy
ist, worin die @,;, @y, 0,y durch die Ausdriicke (32) und (33) definiert
sind, f,, 95, G, wzlllmrlwhe Funktumen erster Ordnung sind, und die Funk-

tionen
dmel dw

dt, + d
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selbst wieder als Fumltionen zweiter Ordnung die Hauptgleichung (2%)
identisch befriedigen.

Untersuchen wir nun, um die Frage nach der Umkehrung des Satzes
zu beantworten, die Form einer jeden Funktion zweiter Ordnung H,
welche der Hauptgleichung (28) identisch geniigt, so liefert das identische
Verschwinden der Koeffizienten der vierten partiellen Ableitungen von p

die Bedingungsgleichungen

0*H 0 0*H 0 o*H d0*H 0
2 p " =Y 3 1) § p(12) =Y P) p(u) ap™ =Y -3 P(u) 2 p(lx) =
_oH
PPt
OH _ o _O°H g _CH _, H_,
2 PP PNy PP PP 1 ’
34 0*H o*H 0*H *H 0
(34) ﬁ 2 5 T 5@ 5, A PP P PP =Y
0*H 0'H _
B 29" 5 p®® + 0p 9 p® =5
o*H o*H 0 o*H 0'H 0
25500 T G @ T T “ G A5 @ T 5 den =
1] 2
0*H *H _ 0,

woraus sich zundchst H in der Gestalt ergibt
H=H, P+ H, P + H,p(® + H w(”) + Hap(”.‘ + Hw(”)
+ K, (0P — i) + K, (p0pi0—pi0g0m) 4 K, (pi0p9—piis)
+ K, (p(lf) p(”) — p(“)p(”)) + Kb( 'p(IS)P(n) — p(l’)p(”))
+ Ko (p®p® — p*) + K,

worin H,, H,, ---, K,, K,, - - - Funktionen erster Ordnung bedeuten, wih-
rend K noch die partiellen Ableitungen zweiter Ordnung von p in einer
hoheren Dimensioun als der zweiten enthalten kann.

Aus den Gleichungen (34) folgt aber unmittelbar, daB die simtlichen
partiellen Ableitungen vierter Ordnung von H nach den partiellen Diffe-
rentialquotienten zweiter Ordnung der p verschwinden, wihrend die Ab-
leitungen der dritten Ordnung von H, nach eben diesen Differentialquo-
tienten genommen, ebenfalls verschwinden mit Ausnahme der folgenden, fiir
welche sich die Beziehungen ergeben:

(35)

___o8#8 __ 9 H - O H
2P g0 50 g5 MG @) 5 (D (38, ) .
»*H & H

T 20 ™5™ p@ T 75 (15 (85 (887
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so daB
K = K, (ppinplen — panp(asy _ pnpumr _ 50,10 | 2p10p08p09) 4
= K, { p (pDp(®® — pOF) 4 pi (p0Hp(sh — pli» p(*9)
+ p09(plinpm — pinpn)) +

wird, worin K, und H Funktionen erster Ordnung sind, und somit (35) in

(36) H = H,p+ Hyptd + Hyp® + H,p + H,p® 4 H,p®»
+ K, (pA0pe —psr) 4 K, (pU0p®9—punpi8) 4 K, (papsH — pas)
+ K,(p'0pa9 — p19pe0) 4 K, (p19pE — plnyen)
+ K, (p9p® — p)
+ K, { p(panp(sn — pasr) 4 p1n)(p18)p@m — pany9)
+ O (punpen — pinpem)) 4 H

itbergeht, worin simtliche Koeffizienten nur Funktionen erster Ordnung
bedeuten.

Geniigt nun H der Hauptgleichung (28) identisch, besitzt es also die
durch (36) dargestellte Form, und bestimmt man eine Funktion erster
Ordnung g, aus der Gleichung

0
a ;‘l-) = K?’
80 wird, wie unmittelbar zu sehen, die Funktion zweiter Ordnung

i d d
@ = =

wiederum die Hauptgleichung (28) identisch befriedigen, und M selbst die
Determinante der zweiten Differentialquotienten von p nicht mehr ent-
halten. Wenn aber eine Funktion

M = M+ Mp + Mypt™ + Mp™ + M+ Mpis

+ Pl (p(ll)p(”) — p(ls)‘) + P’ ( p(ll)p(”) — p(l’)p(ls)) + Ps( p(“)p(”) — p(”)’)

+ P, (p"DpE0—pt9pEn)4 Py (pU9ptH—pUH pn) 4 Py (pEHph— p®F) + M
der Hauptgleichung (28) identisch geniigt, so sieht man unmittelbar durch
Substitution dieses Wertes von M in (28), daB das notwendige Ver-
schwinden des Koeffizienten des Gliedes p* p('®" die @leichung nach
sich zieht

7P, P, P, P, C e
(38) ap(’;’ T ap® g;«i)' 51,(2)"' T op® 3},(3) oD 9p® + 2™ =0,

und unterwirft man nunmehr f,,f,,- - -, f; den sechs Gleichungen
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% _ o _p Oh _0h _p Oh _ O _p
apV  9p® LR ap\) 2p™ I 1 ap(i) @p(s)
O _oh _oh _p Oh _ 9 _ 0 _p
apV  ap® T pp® TP 5@ T e T pu@ T L

ofi _ O | O _ O _p
0™ ap® T 5™ T 5p 62

* welche sich in die Form setzen lassen
ef, ofy 2,
Bp(;) ap(;) P + f a,,(s) RPYO) a'pm]dp(l)’

of, of; 0P, 2'f,
oo o = 5o f [ o )08,

ofy of,

ap(;) 8p(:) =B,
so ist, wie unmittelbar zu sehen, fiir beliebige Werte von f; und f; ver-
moge (38) die Integrabilititsbedingung erfiillt, und es werden die so
gefundenen Werte f,,---,f; vermoge der Gleichungen (32) drei Funktionen
@y, @4, @y definieren von der Beschaffenheit, da auch

M— do,, dm,, dm“ =N

) dt, A,  dt,
die Hauptgleichung (28) identisch befriedigt, worin
(39) N = N,p4 Nyp + Nyp® 4 Np® + N, + Nop + §
ist, und N,,-+ N;, N Funktionen erster Ordnung bedeuten.
Bestimmt man nun drei Funktionen erster Ordnung o,, e, @, so, da

LN - Ooy | Omy __ Oy |, 0o _ N
op ap® 8 2@ " ap ap® 8 ap®M " ap® s

ist, so wird

do, do,

(40) ‘Q=N—%—:,i 71}'——"’@11’(")"‘ sz(u)_l_ Qp(”)-}-Q

worin @, @;, @;, @ Funktionen erster Ordnung sind, wiederum der Haupt-
gleichung (28) Geniige leisten.
Die Substitution des Ausdruckes von @ in diese identisch zu erfilllende
Gleichung liefert aber durch Identifikation der Glieder
P p(®8) — p(l')’, p(“)p(”) — pIDp(E8) - (32)4)(33) _ 4357
die Beziehungen
e 7 _ 00, ' _
PO T apO T gpr T
also
(41) @ =Ryup®+ Ry, Q= Ryp®+ Ry, ¢5= Byp®+ Ry,
wihrend die Identifizierung der ibrigen in den zweiten Differential-
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quotienten von p quadratischen Glieder die von p® freien R,; den Be-

dingungen unterwirft

oR,, _ R, oR,, _ 0R,, 0'R,, A 'R 'R,
(#2) 276 =507 25,0 T 507 5,0 T 550~ 550 0®

Bezeichnet man nun mit ®,, @,, ®; drei solche Funktionen von
4y ty, t,, v, P(l) P(’) p(’) fir welche
0 0 P
a (1) =R,,p®+ Ry, o9 ?;) op :; =R;, p® + Ry, 79 ':’8’) =R, 79+ R,,,

oo,
9 p(')

(43)
. L Oy 0oy

Jo, 0w,
PO apm o, =0,

ap® 7 5p®

so folgen aus den drei letzten Gleichungen
0y =Qy(4, & &, 0, 2V, PV), @y =— “_‘P(’) + @ (4, &y &, 2, P9, pP),
@y = a %) O+ Q, (4, 4, t5, p, PV, pP),

wihrend nach den drei ersten Q,, Q;, Q; den Bedingungen unterworfen sind:

19, e, 79,
5’71)? = Rm ap(l) ap(g) -Rnr ap(,)z Rxlr

Q, Q,
ap(l) Rl!r ap(g') + a_p(l) = Rxsa ap(’) Ran

fir welche vermdge der (leichungen (42) die Integrabilititsbedingungen
erfillt sind. Da nun der Ausdruck @ nach (40) die Form annimmt

@ = (B 89+ Byg)p® -+ (Byy 09+ Reg)p® + (Byy o9+ R)p®™ + G,
und nach Fritherem, da ®,, ®;, ®; Funktionen erster Ordnung sind,

dw dw, dw

iy T, T

ebenfalls der Hauptgleichung (28) identisch Genﬁge leistet, so wird auch

do do do,
S=@—3i —a —a,
dieselbe befriedigen, und da S vermdge der Gleichung (43) nur von der

ersten Ordnung ist, somit der Hauptgleichung

9§_d 98 4 95 d 38 _

op  dt, gp)  diy 5@  di, gs)
identisch gentigt und nach Frilherem daher als Summe von nach #,, 4, 4
genommenen totalen Differentialquotienten von drei Funktionen von

t,, %, b, p darstellbar ist, so folgt zuniichst:
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daf, wenn eine Funktion

N = N,p + N,p9 + N,p + N,p& + N,p + N,p + N
der Hauptgleichung vierter Ordnung identisch Gentige leistet, dieselbe stets
in der Form darstellbar ist

do do do
dt: + dt: + dt, ’
worin ©,, @y, @y Funktionen erster Ordnung bedeuten.

Fassen wir nunmehr die einzelnen hier gewonnenen Resultate zusam-
men, so folgt als notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, dap eine
Funktion H zweiter Ordnung von einer abhingigen und drei unabhingigen
Variabeln der zugehorigen Hauptgleichung vierter Ordnung identisch Geniige
leistet, die, daf dieselbe in der Form darstellbar st

do, do, | do,
H="T+a, t 7,
worin ®@,, 0y, @5 durch die in den Unierdelerminanten erster und zweiter
Ordnung der aus den 2. partiellen Differentialquotienten von p gebildeten
Determinante linear susammengesetsten Ausdriicke (31) definiert sind.

Genau ebenso stellt sich die notwendige und hinreichende Bedingung
fir die identische Befriedigung der zugehorigen Hauptgleichung dar fiir
eine Funktion H beliebiger Ordnung von einer abhingigen und beliebig
vielen unabhiéngigen Variabeln durch die Zusammensetzung von nach den
unabhingigen Variabeln genommenen totalen Differentialquotienten.

Wir gehen nun endlich zu Funktionen mehrerer abhiingiger Variabeln
iiber, bei welchen selbst schon fiir solche erster Ordnung nicht mehr, wie
es fiir den Fall eimer abhingigen Variabeln oben nachgewiesen worden,
die Funktionen @ nur von der 0% Ordnung sein werden.

Untersuchen wir den Fall einer Funktion H der ersten Ordnung von
zwei abhiingigen und zwei unabhingigen Variabeln, so ist zunichst wieder
unmittelbar ersichtlich, daB, wenn o, und @, Funktionen erster Ordnung
von ¢, t, p,, p; bedeuten, und

dl.ul do,
H= + Fre
ebenfalls eine Funktion erster Ordnung sein soll, somit den beiden Haupt-
gleichungen
(44 2H_d4 oH _d oH _ ¢H_d 9H 4 oH

%, 34 o @k 3 0, " @k o % 33
identisch geniigen wird, die Bedingungen zu befriedigen sind

oo L) 0w oo oo oo oo oo
8—1'71;—) 31,(;)"' (f) 0, 3_5) 3},(;) + 31,(:) 3p(;> =0, apé) 0,
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aus denen die Formen sich ergeben:

(45) o =P+ L0+ F, 0 =—fp0) — 0 + Fy,

worin die Funktionen f,, f3, F;, Fy nur von ¢, &, p,, p; abhiingen.
Wenn sich somit eine Funktion H der ersten Ordnung zweier abhingiger

und sweier unabhingiger Variabeln in der Form darstellen laft

]
und somit den beiden Hauptglewhungen (44) 1identisch geniigt, so werden die
beiden Funktionen o, und o, die durch die Gleichungen (45) angegebene
Form besitzen.

Um wiederum die Frage der Umkehrung zu beantworten, suchen wir
die Form einer jeden Funktion H der ersten Ordnung, welche die Haupt-
gleichungen (44) identisch befriedigt, und finden aus den Bedingungs-
gleichungen

*H @H o O'H _ PH _ o _H _,0H_,
oo 7 op0ap® o™ T pDagd op®Map®  epd
0*H 0*H o0*H 0*H

o5 0s® ~  og® T oD opd " 06 0pd
H in der Gestalt
(46) H=H,p{’+ Hyp® + Hyp{) + Hpd + Hy (0 pP—pPpd) + H,
worin H,, H,,- -+, H nur von ¢, t,, p, und p, abhiingen, wie z. B.
H=(typy+24p)p" + (tp, — 26000 + (28630, — by ) (00 7 —2{" )
+ .05 + P}
Zundchst ist wiederum ersichtlich, daB, wenn man
0, = fi(t, b, 21, 2)P0, @y = —[i(4s &, Py, )P
setzt, die Funktion erster Ordnung
d d
e ta
ebenso wie H der Voraussetzung nach, den beiden Hauptgleichungen (44)
identisch Gentige leistet, und daB daher, wenn f; durch die Gleichung
bestimmt ist

o _
o9, = Hs;
dasselbe fiir die Funktion
K— H— G — 5 — Kop) + Ky + Ko + Egfp + K,

worin die K,, K;,---, K wiederum 0% Ordnung sind, der Fall ist.
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Gentigt aber eine Funktion von der Form K den Hauptgleichungen
(44) identisch, so finden, wie die Substitution unmittelbar lehrt, die Be-
ziehungen statt ‘

oK, 0K, 0K, 0K,
0 A TR A Y
und bestimmt man daher zwei Funktionen
@y =f1(t, by D1y 13); @ = Fs(ty, b 215 15)
mittels der Gleichungen
of, of, ofy of,
Lk, h-x, ;E-K, -K,
was vermige der Integrabilititshedingungen (47) moglich ist, so wird
do ad®
K— —(ﬁ — d_t: =1L
wiederum den Hauptgleichungen (44) identisch geniigen, und L als Funktion
0% Ordnung von p, und p, frei sein miissen. Setzen wir die beiden eben
gefundenen Resultate zusammen, so folgt

als notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, daf eine Funktion H
erster Ordnumg von swei abhingigen und swei unabhingigen Variabeln den
beiden sugehorigen Hauplgleichungen identisch Geniige leistet, die, dap die-
selbe in der Form darstellbar ist

do d o,
T-Goe i,
o, = fip,®+ fu 0= —fip,®+ fs’
und fy, f1, fa, Fs Funktionen 0 Ordnung bedeuten.
In dem oben zu (46) beigefiigten Beispiel ist
o= (4hhps— 24 p) 0P+ 4 p 9y — 260 p,,
0y =— (440, — 24D, ) 9,V + 4 2,

wenn

Ist nun H eine Funktion erster Ordnung von p abhiingigen und
zwei unabhingigen Variabeln, so findet man ebenso leicht als die not-
wendige Form dafir, daB dieselbe den zugehdrigen u Hauptgleichungen

oH d 0H d 0H
op, — dt ap — at apm = 0 (s=1,2,---,p)
identisch geniigt:
H= H,p"+ Hyp,®+ Hy, p™ + Hyy ps®+ - - - + HuaplP) + Hy 3 pff)
+ Hy3 (2, 5™ — 0, p) + Hyy (0,0 0 — p, P ™) + - - -
+ Hﬂ—l,# p}}).lpf)—pff)_lpﬂ)) t+H,
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worin die H,,,---, Hy,- -+, H Funktionen 0'" Ordnung sind, und es
ergibt sich somit auf Grund der fritheren Betrachtungen

als notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, dap eine Funktion H
erster Ordnung von u abhingigen und gwei unabhingigen Variabeln den
sugehorigen p Hauplgleichungen identisch Geniige leistet, - die, daf dieselbe
in der Form darstellbar ist

do, d o,
. H= dt: + dt:,
worm
o= fipP+L00+ -+ fup®+ F,,
0y=—fip 0 —fi0,— - - — fup®+ Fy,

und fy, - [, F1, Fy Funktionen 0% Ordnung bedeuten.

Und ebenso folgt allgemein

als notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, daf eine Funktion H
der ersten Ordnung von u abhingigen und @ unabhingigen Variabeln den
sugehorigen p Hauptgleichungen identisch Geniige leistet, die, daf diese
Funktion in der Form darstellbar ist

do, , do, do,
B=G ta + &,

worin @y, @y, -+, 0, ebenfalls Funktionen erster Ordnung von der Form
sind: '

A R N R B R Y
H1 P+ 3,00+ +£, 09 + F,,

m’=-—f'“pg1)—f”p(’1)_. o F’p'g) +gupg3) +g”p(’3)+... +gpap§‘3)+.. .
9,000 +95, 00+ +9,,99 + F,,
wl‘—flspgl)—f:spg)_” R ”spﬁll)_glsp(l’)_y”p(”) _..._gﬂspg).l_...

+hlep<le) +h’ep(’e) +eee +h”p§f) + F,,

00--"‘1@??)_f;epgl)—"'_f#epg)_ coe
o B0y 9P+ kB0 + F.

Wihrend nun aber bei einer abhingigen und zwei unabhingigen
Variabeln sich ein Unterschied in der Form der o fir Funktionen H der
ersten und einer hoheren Ordnung ergab, bleibt fir mehrere abhiingige
und zwei unabhingige Variable die Form der o dieselbe, von welcher
Ordnung H auch sein mag.
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Ist nimlich H eine Funktion sweifer Ordnung von zwei abhingigen
und zwei unabhingigen Variabeln, so werden sich, wenn die beiden Haupt-
gleichungen

0H d oH d oH d* ¢H a oH a* oH

Op @t 30 36 5 T a5 5,00 T a1, 55 Tt 5 — O
oH d 9H d §H , & 9H , d 9H , & 0oH

0p, At oD~ dt, o T3 apa + @, ap(D + 73 P

durch dieselbe identisch befriedigt sein sollen, wie durch Substitution
unmittelbar folgt, die ebenso fir beliebig viele abhingige Variable geltenden
Beziehungen ergeben

0*H - 0*H 0*H -0
P) pgn) P Pz)n) ’ 2 pgu) P) P{,") P Pﬁ“’ P) pgl) ’
0*H 0*H — 0*H -0
) psu) 2 pgn) ) pf”’ P} pg 2) ’ P) Pf”’ P pgn) ’
0*H 0*H ¢*H 0,

9 Pfl 1) p) pgi) 9 pilﬂ) p) pi’ﬂ) p) psﬂ) 2 p(ell )

und daher, weil die dritten Differentialquotienten von H simtlich ver-
schwinden, H die Form annehmen

H = Hy, p{"+ Hyy P + HyypD + Hyy iV + Hyg p®) + Hyy pf»
o+ B, (50— ) + (o0 — pf™)
+ E(p&l!) p(’ll) — p;ﬂ) pill)) _I,_ H4(p$l£) p(,”) —_ p(,lg) p&”))
o+ H, (0 7 — i 0g) + H (o — o9 + H,
worin H,,,---, H,,---, H Funktionen erster Ordnung bedeuten, und
man zeigt wieder genau wie oben, daB
die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, dap eine Funktion
sweiter Ordnung eweier abhingiger und zweier unabhimgiger Variabeln den
beiden augehorigen Hauptgleichungen 4. Ordnung identisch Gensige leistet,
die ist, daf} dieselbe sich in der Form daystellen liBt

H=fﬂl_+flﬂ,

worin o, und o, Funktionen sweiter Ordnung von der Form sind

o= AHV+APY+ L0+ Lo+ oo+ vy,
@y =—fi 00— 040 — [ — £, — @i 0 + ¥y,
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wenn [, f3, fs, fo Funktionen erster Ordnung, o@,, ¥,, ¥; Funktionen
0t Ordnung bedeuten,

und genau dieselbe Reduktionsform ergibt sich fiir Funktionen H
»*** Ordnung von p abhingigen und swe: unabhingigen Variabeln.

Sei endlich H eine Funktion zweiter Ordnung von zwei abhingigen
und drei unabhéngigen Variabeln, so werden sich die Funktionen o,, oy, o,
wieder den Gleichungen (31) analog zusammensetzen, indem nur diese
Funktionen aus der Summe solcher Ausdriicke bestehen, die sich durch
die Kombination der Indizes der abhingigen Variabeln p voneinander
unterscheiden, und entsprechend werden alle diese Sitze auch fiir Funk-
tionen A beliebiger Ordnung mit g abhéngigen und ¢ unabhingigen
Variabeln lauten.

Fassen wir nunmehr die in der vorliegenden Untersuchung gewonnenen
Resultate zusammen, so ergibt sich das nachfolgende Theorem:

Die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, daf eine Funktion H
der v'™ Ordnung von u abhdngigen Variabeln p,,p,, -, p, und @ unab-
hingigen Variabeln i, 4, - -, t, den zu der Variation

nonoof .
dff---fﬂdtedtg_, ceedty
oty
gehonrs 'gen u Hauptgleichungen 2vr Ordnung
d 0H a* oH
ap, 2 dt; gpl) +2 dt, dt, 31,(-',-'9 -
oH
+= 2 dt, dt dt" ap(,-,.-,...,-,)=0

fiiy:

tdentisch Gentige leistet, ist die, daf H in der Form darstellbar ist

do, do, ¢ dm(;
H= 1+dt”+“.+2?e—’
worin
L. die Funktionen o,,as, ---, o, Funktionen der 0‘* Ordnung sind,
wenn H eine Funktion erster Ordnung von einer abhdngigen und @ unab-
hdngigen Variabeln ist;
II. die Funktionen o, und o, die Form haben
0, = flp("_lpl)-l- f’p("",’) + cen + fvp(or") + 14-1’
m’=—flp(’1°) —f’p("'lvl)_ PP _f,,p(lr"'l)-l- FZ’
worin fy, fyy -+ *y fvy Fyy Fy Funktionen v — 1% Ordnung bedeuten, wenn H

Mathematische Annalen. LXII. 10
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eine Funktion v Ordnung (v > 1) von einer abhingigen und zwei un-
abhiingigen Variabeln ist, und dhnlich

o= [P+ foapP+ - +fpzpf)+fxap§3)+fsspgs)+ et fpapﬁ})'i‘
+ 1. @+ faql’(ﬁ)'{‘ i o f,.qP,(lf')'*‘Fv

o)g-—*—fnpgl)—fz:pg‘)_ [ F’pg)+glapgs)+g’spg3)+ v +9,«st,” + -
+9,, 00+ 9, 0P+ -+ +9,,09+F,

ms——-fnpgl)_f”p(;)_..._ 'u’pi‘l)_gmpg’)_g”pg’)_...._ Fspg).{-...
+hlep<1¢) +h’ep¥})+ . +hyepf5)+in’

me=——flep(11)-—f’()pgl)_..._”epﬁll)_. e e e e e e e e e e
+klep(le)+k29p(29)+ e +k‘uep§‘y)+F91

worin die Koeffizienten von 0 Ordnung sind, wenn H eine Funktion
erster Ordnung von u abhdngigen und o unabhdingigen Variabeln ist:
ferner die entsprechenden Formen

@y = [P0+ 080+ 000+ 080 + oo + vy,
@y =—fi{" = [0 — {0 — £ — @1 900 + ¥4,

worin fy, fs, [y, fo Funktionen erster, @,, ¢,, ¥; Funktionen 0“r Ordnung
bedeuten, wenn H eine Funktion sweiter Ordnung von zwei abhingigen
und zwei wunabhdngigen Variabeln ist, und die dhnliche Darstellung
fiir Funktionen v'" Ordnung mit u abhdngigen, aber zwei unabhingigen
Variabeln ;

III. die Funktionen o,, o, @y die Gestalt haben

O = ABD R+ 0 5+ £+ g, (p7 — p0 )
+ g3 (p™9 p® — p(19) p&9) + gg(p™ pt» — pIp™9) + Gy,

@y = —f, 50 + £, 59— £y, 0 + o209+ £, 599+ g, (54D p9— p09p®9)
+ y2 (p(w? — p(ll) p(ss)) + Js (p(ll) p(”) — p(ll)p(IS)) + G’ ,

@y = — fop ) —frp " — [P O (Fi+ fe) D~ fop*+ 9, (0 p*—p1D p39)
+ 93P P — P p0) + g, (P — PN ) — Gy,

worin fn fn Tt f87 915 93 935 Gu GS) Ga Funktionen von tx; tz’ l!) b, Pm;
P9, p® sind, wenn H eine Funktion sweiter Ordnung mit einer abhingigen
und drei unabhingigen Variabeln ist; und fir Funktionen v~ Ordnung mit
einer abhdngigen und o unabhingigen Variabeln die entsprechenden additiven
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Zusammensetzungen aus den Unterdeterminanten der verschiedenen Ordnungen
der aus den particllen Differentialquotienten der abhdngigen Variabeln ge-
bildeten Determinanten anzusetzen sind.

Die analogen Zusammensetsungen der o ergeben sich fir eine Funktion H
der zweiten Ordnung mit zwei abhingigen und drei unabhdngigen Variabeln,
allgemein fir eine Fumktion H der v'** Ordnung mit u abhdngigen und
o unabhdngigen Variabeln.

Heidelberg, den 24. Juni 1905.

10*
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Die Existenzbedingungen des verallgemeinerten kinetischen
Potentials.

Von

Joser KirscHAk in Budapest.

Seien F,, F,, ---, F, gegebene- Funktionen, die auBer den m unab-
hingigen Verinderlichen 2, z,, - - -, z,, auch noch deren » unbekannte
Funktionen y,, y;, - -, ¥, und eine endliche Anzahl von Ableitungen

OIS | TS L N S
1 dax,’ ’ dz i dz; dz, --- dx,.' ’

enthalten. Gibt es eine solche Funktion

(1) 0] iyig e i,
f(xp"')xm; Y5 9Yn5 Y1 5 ;.’/1.‘ P ")(.1" -,)’_“)

daB jedes F, in der Gestalt

d of d of
A=nin-= ayrf;m‘rz.a“ﬁ—

4 a
+ dat. ay(n) + dz, dz, ay(m +-
a of _a 3f

—— e S — s e e

dargestellt werden kann, dann sagen wir mit Leo Koenigsberger, das
System F,, Fy,- -, F, besitzt das verallgemeinerte kinetische Potential f.
Unsere Aufgabe soll sein, die Richtigkeit der eleganten Existenz-
bedingungen eines solchen Potentials, die Arthur Hirsch¥*) aufgestellt,
jedoch auBer fiir m = 1 nur in sehr speziellen Fillen bewiesen hat, allgemein
darzulegen. Ich befolge bei der Ableitung der Notwendigkeit dieser Be-
dingungen genau den von Hirsch eingeschlagenen Weg. Hingegen muBte

*) A. Hirsch, Uber eine charakteristische Eigenschaft der Differentialgleichungen
der Variationsrechnung. Math. Annalen Bd. 49 (1897), 8. 49—72.

Dte Ewxistensbedingungen des verallgemesnerten kinetischen Potentials. Math.
Annalen Bd. 50 (1898), S. 429—441.
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ich zum Beweise der Hinldnglichkeit der als notwendig erkannten Be-
dingungen einen neuen Weg suchen.

1. Bevor wir uns dem Gegenstande selbst zuwenden, schicken wir
einige Betrachtungen voraus tiber Systeme linearer Differentialausdriicke,
die zueinander adjungiert sind.

Bezeichnen wir mit

Uyy Ugy = *y Uy
n unbestimmte Funktionen von z,, z, - -, 2, und mit
P,,(w) =
au du
=t,,(2," , Zp) ut B (2yy %) dz, + ot (B 5 %) dz, dz, ---dz, e
(h:k=1y27"',”)

n? lineare homogene Differentialausdriicke, aus denen wir » Summen

0)) 2Pu(“k)’ Z,‘Z-Pﬂ(uk)} ) ZPM(“&)

zusammensetzen, so liegt es nahe zu fragen: wie miissen n Funktionen

. . Vyy Vgy ** 5y Uy
beschaffen sein, damit sich

@) ”12P1k(“k) + vtzpik(“k) +--+ vajpab(uk)

k=1

durch ein Aggregat von m exakten, nach den einzelnen Argumenten
Z,, &3, * * *, %,, genommenen Differentialquotienten darstellen laBt?

Die vom Ausdrucke (2) geforderte Eigenschaft soll im folgenden zur
Abkiirzung mit ~ O bezeichnet werden- Um die Forderung

) 2”,1 2'7% Py (u) ~0

auch in anderer Weise auszudriicken, ziehen wir in Betracht, daB der
zu P,,(u) adjungierte Differentialausdruck
adj. P,,(u) =
d , &
Uy — E(“'ﬁu)‘l“'""(“l) dz, dz, - dx, () + - - -
bekanntlich *) als solcher vollig durch die Eigenschaft
v P, () — u-adj. P,y(v) ~ 0

*) G. Frobenius, Uber adjungierte lineare Differentialausdriicke. Journal fir
Mathematik, Bd. 85 (1878), 5. 207.
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charakterisiert ist. Unsere obige Forderung kann also auch so geschrieben
werden:

4) 2 2“& -adj. Pyy(v) ~ 0

h=1 k=

Da hier die u, unbestimmt sind, so miissen die einzelnen Koeffizienten

2 adj. P,,(v,) |

k=1
filr sich verschwinden.

Die Summen

6) Z“dj- Py, (v)), jadj. Pyy(vy), -+ 2adj. P, (v,

h=1 h=1 h=1

die demnach die linken Seiten bemerkenswerter Differentialgleichungen
bilden, nennen wir das zum Systeme (1) adjungierte System von linearen
Differentialausdrticken.

Fallen die beiden Systeme (1) und (B) susammen, sobald wir die
Zeichen u, und v, identifisieren, so memmen wir das System (1) zu sich
selbst adjungiert.

Das notwendige und untriigliche Kriterium fiir das Eintreffen dieses
Falles wird durch die Gleichungen

adj. P,,(w) = Py, ()
(h’ k=1, 27 ] ”)
ausgedriickt, die wir auch in der Gestalt
(6) u-Ppy(v) —v- P, (u) ~ 0

(hk=1,2,--n)
schreiben koénnen.
"~ 2. Das vom kinetischen Potential

f(‘”u Loy 9%y Y15 Y3 " H Yy " " J;(.‘m ): : )
abgeleitete System
F1=E(f)} F2=Vl(f)}""Fn=Vn(f)

wird, wie aus der Variationsrechnung bekannt ist, durch die Eigenschaft
definiert, daB die Differenz von u,-F, und

0. f— “l. + 3y"’ w4+ _(,',f—,') (i) 4.
29,

sich durch ein Aggregat von m exakten, nach den einzelnen Argumenten
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Zy, Zy, -+ 4 %, genommenen Differentialquotienten darstellen 1iBt. Es kann
dies mit Hilfe des Zeichens ~ so ausgedriickt werden:

au,‘f ~ U, F'h
(h=1,2,---m).
‘Wenden wir auf diese Relationen den ProzeB

o)

'kf vk + ayu) vﬁl + +

(-,-. )

an, so ergibt sich zufolge der Vertauschbarkeit von Ilii und 0,
0, (0,f)~u, -9, F,

3, (0,,f) ~ v+ 0, F,.
In Anbetracht der Vertauschbarkeit der beiden Prozesse 4, und dJ, folgt
hieraus
(7) “h'alkFAva'ou,“lrk'
(hk=1,2--m).
Fihren wir noch fir 4, F, das Symbol P, (u,) ein, so gehen diese
Formeln tiber in das System (6). Ihr Inhalt kann also durch den folgen-

den Satz ausgedriickt werden:
1. Das aus den Funktionen

F,=Vi(f), B, =V5(f), - =V.()
abyeleitete System linearer Dz/)‘”erent;alausdmcke

)] 0F,=0,F,+9d,F,+---+9,F,
(h=1,2,-.m)
ist zu sich selbst adjungiert.
3. Der soeben bewiesene Satz 1aBt sich umkehren. Dies ist fast
selbstverstdndlich, wenn in den F, die Ableitungen von y,, ¥, -, ¥,
nicht enthalten sind, sondern auBer

Ebenso gilt:

Zyy Tgy = **y T

nur
Yir Ysr Yy
selbst vorkommen. In diesem Falle hat namlich das zu
oF, =-3F"u1+g§" +. +aF,, “

(h=1,2,--m)
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adjungierte System die folgende Gestalt

oy 1 + Tyt + + oys
(h=1,2,---n).
Fallen diese beiden Systeme zusammen, sobald wir die Zeichen %, und v,

identifizieren, so ist
oF, @F,

ty - om
(hyk=1,2,-.,n).

Wird diese Bedingung in der Umgebung einer Stelle

Ty=Gy, Ly =gy Ty =Gy, Y1 =by, Yg=0by, -y, =b,
befriedigt, so ist dort
©) F,dy, + Fydy, + - - - + F,dy,,
wenn man ,, Z,, -+ +, Z,, nur als Parameter betrachtet, ein vollstindiges
Differential. Es konnen also dann in der besagten Umgebung F,, F,,--- F,
in der Gestalt

of . 0 °

F=Vi)= gL, B =V = 5, Fa=Vu(0) = 5L
dargestellt werden. Wihlen wir als f das geradlinige Integral des Dif-
ferentials (9) von (b,,b;,--.b,) bis (¥, 95, ¥,), so ist

1

(10) f=2 U —b) Fy(21, -+ @5 2@ —b) + by, £, —bp) + b,)dt.

h=1
[}

4. Die Verallgemeinerung der bekannten Formel (10) fihrt in ein-
facher Weise zu der folgenden allgemeinen Umkehrung des Satzes I:
II. Seien F,, F,,-- -, F, gegebene Funktionen der Grofen

. . UL SERY 14
ZyyZay 9Ty Y19 Y35 "5 Yni 9 Ui ))""

und es bedeute
Ty =0y, Ty=03y" ", =03 Y1=by, Ys=by, " Ya=b,;
eine solche Stelle (S), daf die in dem Systeme
(8) 0F,=0,F,+06,F,+---+96,F,

(h=1,2,- L))
und in dem hiersu adjungierten Systeme vorkommenden Koeffizienten sowohl
an dieser Stelle, wie in einer gewissen Umgebung (C) dieser Stelle existieren.
Auperdem sei in (C) das System (8) eu sich selbst adjumgiert. Dann
kann man mit Hilfe einer Quadratur eine Funktion

f(xn Zoy 9%y Y15 Ysr -9 Yns " yﬁt’;t’r--‘,)’ . )

yiil“'“"’)abﬁ‘l"“.")’---
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konstruieren, vermittels deren sich die Funktionen F, wenigstens in einer
gewissen Umgebung (C") von (8) in der Gestalt

F,=V(f), F, ”Vs(f): oy By =V, (f)
(h=1r27"')”)
darstellen lassen.
Bezeichnen wir 0, F, wieder durch das Symbol P,,(w,), so kann
unsere Voraussetzung, daB das System (6) zu sich selbst adjungiert ist,
durch die folgenden (leichungen ausgedriickt werden:

(11) ZP»k(“») ZadJ Pyy(wy)
(h=1,2,.-m).

Diese Gleichungen sind nach unserer Annahme identisch befriedigt; bleiben
also auch dann noch richtig, wenn wir in ihnen fiir die y,, %, und deren
Ableitungen andere GroBen einsetzen. Wir wollen vor allem fiir

Y Y s Yn
und deren Ableitungen die Funktionen

HY— @) + 91 WU —9) + 955 - LU= Pa) + 94
und deren Ableitungen einsetzen. Hier bedeuten die ¢, beliebige, aber
gegebene Funktionen von z,, 2,, - - -, z,,; der Buchstabe ¢ bezeichnet einen
neuen Parameter, der in den ¢, nicht vorkommt. Nach der besagten
Substitution, fiir die wir das Symbol [ ] einfiihren, gehen die Gleichungen
(11) dber in

12 . Z’[Pu(uo] 2[3‘13 Py(w)]
(h=1: 2: MR )
Hier ist

(18) [Pa(]=[ 5,2 |ut [ Fyp ] w4+ + [ OB Tl

und
[odi. Pua(u)] = - 5% | — [ s (% ) | =

1y d o0F;
+( 1) [dxi,dzi,‘”dxi, (u’ 3y§:l"mir)>_,

Ziehen wir noch in Betracht, daB fiir jede Funktion ¢

[

+---

und
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d[®] [do
dx; = Ii?c",-]
ist, so konnen wir auch schreiben
i —u. 0Fd _ a4 OFdy
(14) todj. Puy()] = u- ol — g2 (v b))

@ ¢y
+ (_1) dxi dzi .. .dz‘ (u. a .(_'j'ak'.v)) + o
1 i v Ya

Ersetzen wir nun noch w,, u,, - - -, u, und deren Ableitungen durch
die Funktionen

Y1 =Py Ys — Pey * 'y Y — Psy

und deren Ableitungen, so geht die Summe 2 [P;:(u,)] tiber in

o[F,]
ot

und das Produkt ¢[adj. P,,(«)] in

Vi(— o [Fy]) — 0,,[F,],
wo d,, Eins oder Null bedeutet, je nachdem % und k gleich oder ver-
schieden sind. Die Gleichung (12) geht also schlieBlich in die folgende iiber

3[81:"] - 2 Vi(i— @[ F) — [F)]
k=1

(h=1,2,--n),

¢

d. h. in
gt (t[F"]) = 2 Vh(@/h'—¢x~) [Fk])

(h=1,2,- " n).

Wenn wir nun nach ¢ von £ =0 bis ¢ =1 integrieren und dabei in
Betracht ziehen, daB diese Integration mit der Operation V, vertauschbar
ist, so erhalten wir in der Tat

Fh = Vh(f)?
wo .
(15) =2 [ w—odlFat.

Das ist die gesuchte Verallgemeinerung von (10).
Die Formeln, welche uns zu diesem Resultate filhrten, diirfen natiir-
lich nur in einem gewissen Qiiltigkeitsbereich angewendet werden. Wir
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miissen also noch einen Bereich feststellen, in dem unser Resultat unbedingt
richtig ist.
Die Umgebung (C) der Stelle (S), in der wir die Gleichungen (11)
als identisch befriedigt angenommen haben, sei durch
B—a,| < 8, =8| <oy, [yfrn TR —biRTI | g B)
definiert. Fiir @,, ¢,, - -+, @, wihlen wir solche rationale ganze Funk-
tionen, daB fir z, =a,,- -, z, = a,, die Ableitung

@

dz, dz, - dz, Pu(T1, T3y 0y Z)
gleich b{**"" oder Null werde, je nachdem y**"‘" in F,, F,,---, F,
vorkommt oder nicht. Die Anfangswerte der ¢, seien natiirlich

oi(ay, 8y, -+, 0,) = by.
Wir bestimmen nun 4,’, d,, - - -, 8, so, daB fiir
le_a1i<al,’ ix,-a,!<6,',-» 'm m|<6m
die Ungleichheiten
lp—by < ;"
(:, gt ,)
2

i ¢§,~‘;,...,") _ bg-’, gt :,) | <

bestehen. Definieren wir nun die Umgebung (C’) von (S) durch die
Ungleichheiten

(,'l fyree ,")

T—a| <8/, 'y—b, <P, [ym I g

so gelten in diesem Bereiche fiir 0 St <1 alle unsere Formeln. Es
besitzt also das System
F,, F, 20 F,

in ((") wirklich das verallgemeinerte kinetische Potential (15).
Budapest, den 8. Juni 1905.
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Zur ersten Verteilung des Bolyai-Preises.
" (Bericht, der Ungarischen Akademie der Wissenschaften erstattet.)

Von

GusTAav Rapos in Budapest.

Hochansehnliche Akademie!

AnléBlich der hundertsten Jahreswende der Geburt von Johann Bolyai
hatte die hochansehnliche Akademie — um auch ihrerseits zur Feier dieses
denkwiirdigen Tages beizutragen — beschlossen, zum Andenken dieses
Forschers von unverginglichem Ruhme sowie seines Vaters und Lehrers
Wolfgang Bolyai eine das Symbol der Akademie und das Bild von
Budapest zeigende Medaille, sowie ferner einen internationalen Preis von
10000 Kronen zu stiften, der fiir immerwihrende Zeiten die Benennung
»Bolyai-Preis der ungarischen Akademie der Wissenschaften® zu fiihren
hat. Im Sinne des Stiftungs-Statutes hat derselbe zum ersten Male im
Jahre 1905 zur Verteilung zu gelangen und ist nachher jedes fiinfte Jahr
dem Autor der hervorragendsten mathematischen Untersuchungen des ver-
flossenen Lustrums zuzuerkennen, ohne Riicksicht auf die Sprache und die
Art der Veriffentlichung dieser Untersuchungen. Es hat jedoch auch die
Gesamtleistung des mit dem Preis zu krdnenden Forschers in Betracht zu
kommen. Fiir die Zuerkennung dieses Preises hat die mathematische und
naturwissenschaftliche Klasse der Akademie in der Mirz-Sitzung der
Filligkeitsjahre eine aus zwei internen und zwei auswirtigen Mitgliedern
bestehende Kommission einzusetzen, die im Oktober dieses Jahres in
Budapest zusammentritt und aus ihrer Mitte ihren Priisidenten und Re-
ferenten wahlt. Der Priisident ist stimmberechtigt und entscheidet im
Falle von Stimmengleichheit durch sein Votum.

Die Akademie hat fiir das Jahr 1905 eine Kommission eingesetat,
die bestanden hat aus den internen Mitgliedern: Herrn Julius Konig,
Sekretir der mathematischen und naturwissenschaftlichen Klasse, und
Gustav Rados, Mitglied derselben Klasse, und aus den zwei auswiirtigen
Mitgliedern: Herrn Gaston Darboux, secrétaire perpétuel de I'Academie
des Sciences de I'Institut de France, und Herrn Felix Klein, Mitglied der
koniglichen Gesellschaft der Wissenschaften zu Gottingen. Die Kommission
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war am 11. und 12. Oktober zu ihren miindlichen Verhandlungen in
Budapest vereint und wihlte Herrn Gaston Darboux zum Priisidenten,
Herrn Felix Klein zum Referenten.
Der SchluB des von der Kommission aufgenommenen Protokolls lautet:
,Die Kommission konstatierte zuvbrderst, daB die neuen
Gesichtspunkte, von denen die moderne mathematische Forschung
beherrscht wird, eine sehr ansehnliche Zahl von mathematischen
Arbeiten zutage gefordert haben, deren hohen Wert die Kom-
mission mit Freude anerkennt; allein gerade dieser Umstand
hat die Aufgabe der Kommission auch zu einer #uBerst
schwierigen gestaltet.” A
»Die Kommission war #iberzeugt, den Intentionen der
Akademie am besten nachzukommen, indem sie sich entschloB,
nur diejenigen Arbeiten in Verhandlung zu ziehen, die auf die
allgemeine Entwicklung der Mathematik von bedeutendster Ein-
wirkung waren. In diesem Sinne konnte die Kommission sich
darauf beschrinken, die Werke zweier Forscher in Erwigung
zu ziehen, deren Verdienste allseitig anerkannt sind. Es sind
dies die Herren David Hilbert und Henri Poincaré“
»Die Kommission hat nun den einhelligen BeschluB gefaBt,
den Bolyai-Preis Herrn

HENRI POINCARE

zuzuerkennen, indem sie im Sinne des Statutes die Gesamt-
leistung des Herrn Poincaré in Betracht zog, dessen Unter-
suchungen bereits im Jahre 1879 einsetzen und sozusagen einen
Kreislauf um das Gesamtgebiet der Mathematik vollendet haben,
wobei sie der mathematischen Forschung iiberall neue Gesichts-
punkte erGffneten. Die Kommission hat jedoch zu gleicher
Zeit beschlossen, um Herrn Hilbert ein ganz besonderes Zeichen
ihrer groBen Wertschitzung darzubringen, ihren Referenten —
entgegen dem herkommlichen Brauch — damit zu beauftragen,
in seinem Berichte der Arbeiten des Herrn David Hilbert in
derselben ausfiihrlichen Weise zu gedenken, wie derjenigen des
Herrn Poincaré. Denn sie wiirdigt die universelle Bedeutung
derselben im vollen MaBe und ist iiberzeugt, daB sie je linger,
je mehr zu einer Rolle von griBter Bedeutung berufen sind.“
G. Darboux, Prisident.
F. Klein, Referent.
Julius Kénig.
Gustav Rados.
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Iin Sinne dieser Beschliisse hiitte Herr Felix Klein als gewihlter
Referent der Kommission die Werke der Herren Henri Poincaré und
David Hilbert in gleicher Weise hinsichtlich ihrer Einwirkung auf die
Entwicklung neuer mathematischer Ideen und Methoden des Eingehenden
besprechen und wiirdigen sollen. Leider war Herr Felix Klein infolge
seines Schonung heischenden Gesundheitszustandes gezwungen, seine
Referentenstelle niederzulegen, und so muBte denn die Kommission und —
wie ich hinzufigen darf — das gesamte mathematische Publikum mit
lebhaftem Bedauern auf Herrn Kleins Bericht verzichten. Herr Klein hitte
mit demselben gewiB in glinzender Weise einen hochbedeutenden Beitrag
zur Geschichte der modernen mathematischen Forschung geliefert. Um
fiir den Ausfall des erwarteten Berichtes einigermaBen Ersatz zu schaffen,
hat die Bolyai-Kommission mich der unverdienten Ehre teilhaftig gemacht,
an Stelle des Herrn Klein zu treten. Angesichts der kurzen Zeit, die mir
zum Studium des reichen Materials zur Verfiigung gestanden hat, nicht
minder aber auch wegen der groBen Schwierigkeit der mir zugefallenen
Aufgabe, fiirchte ich derselben nur in héchst unvollkommener Weise zu
entsprechen. Um den gestellten Anforderungen auch nur einigermaBen
gerecht zu werden, muBte ich mir von Haus aus die Beschrinkung auf-
erlegen, aus der groBen Zahl der in Betracht kommenden Leistungen nur
diejenigen herauszugreifen, welche gelegentlich der miindlichen Verhand-
lungen der Kommission als besonders maBgebend hervorgehoben wurden.

Henri Poincaré ist unstreitig im Augenblicke der wirksamste
Forscher auf dem Gebiete der Mathematik und mathematischen Physik.
Seine scharfausgepriigte Individualitit liBt ihn als intuitiven Gelehrten
erkennen, der sich die Anregung zu seinen weitausgreifenden Unter-
suchungen aus dem unerschopflichen Born geometrischer und physikalischer
Anschauungen holt, diese jedoch mit bewundernswerter logischer Schirfe
auch ins einzelne zu verarbeiten vermag. Neben glinzender Erfindungs-
gabe kennzeichnet ihn die Fihigkeit zur kithnen und erfolgreichen Ver-
allgemeinerung mathematischer Beziehungen, die es ihm oft ermdglichte,
die Grenzen der Erkenntnis auf den verschiedensten Gebieten der reinen
und angewandten Mathematik weit hinaus zu schieben.

Hiervon zeugen gleich seine ersten Arbeiten iiber die automorphen
Funktionen, mit denen er die Reihe jener glinzenden Publikationen
eroffnete, die zu den groBten mathematischen Leistungen aller Zeiten
gezihlt werden miissen. In dem Bestreben, fiir die Losungen von Dif-
ferentialgleichungen eindeutige und fiberall konvergente Darstellungen zu
ermitteln, wandte er sich zundichst der einfachsten bis dahin genauner
untersuchten Klasse von totalen Differentialgleichungen zu, den linearen
gewdhnlichen Differentialgleichungen mit rationalen oder auch algebraischen
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Koeffizienten. Er gelangte hierbei zm neuen Transzendenten, die als weit-
tragende Verallgemeinerung der elliptischen Funktionen oder auch der
elliptischen Modulfunktionen aufgefaBt werden konnen und hinsichtlich
der Losung von linearen Differentialgleichungen dasselbe leisten, was die
elliptischen und Abelschen Thetafunktionen fiir die Integrale algebraischer
Differentiale geleistet hatten. Diese neuen transzendenten Funktionen sind
dadurch gekennzeichnet, daB sie sich gegeniiber den Transformationen
gewisser diskontinuierlicher Gruppen von linear gebrochenen Substitutionen

az+4b

invariant verhalten. Sind in diesen Substitutionen (z ot d) von der
Determinante ad — bc = 1 alle Koeffizienten reelle Zahlen, so lassen diese
die Achse der reellen Zahlen fest. Werden derartige Substitutionen mit
einer solchen komponiert, deren Koeffizienten beliebige komplexe Zahlen
gind, so lassen die komponierten Substitutionen einen Kreis unveriindert.
den Poincaré als Fundamentalkreis bezeichnet. Die hierdurch gekenn-
zeichneten Gruppen sind es, die Poincaré Fuchssche Gruppen nennt,
wihrend er die allgemeinsten diskontinuierlichen Gruppen von linearen
Substitutionen Kleinsche Gruppen benannt hat. Vermittels der Auffassungs-
weise der nichteuklidischen MaBbestimmung gelang es nun Poincaré, die
Beschreibung und Bestimmung der in Frage stehenden Gruppen an-
schauungsmiBig zu gestalten. Jede dieser Gruppen gibt AnlaB zu einer
reguliren Gebietsteilung der Ebene oder des Raumes und es kann dem
Problem, alle Fuchsschen oder Kleinschen Gruppen aufzustellen, die
Wendung gegeben werden, daB alle reguliren Gebietseinteilungen der
nichteuklidischen Ebene beziehungsweise des nichteuklidischen Raumes zu
bestimmen sind. Durch Einfithrung der sogenannten Zyklen konnte nun
Poincaré die moglichen Fundamentalbereiche der Fuchsschen Gruppen in
sieben Familien einorduen und schlieBlich die den jeweiligen Gebietsein-
teilungen zugehdrigen Gruppen auch wirklich aufstellen. Es handelte sich
nun ferner um die Losung des wichtigen Problems, diejenigen eindeutigen
Funktionen zu bestimmen, die sich gegeniiber den Substitutionen einer
Fuchsschen Gruppe invariant verhalten. Es sind dies die von Poincaré
sogenannten Fuchsschen Funktionen. Hierbei 1Bt sich Poincaré wieder
durch die Analogie mit den elliptischen Funktionen leiten. Bekanntlich
sind die elliptischenThetafunktionen selbst nicht periodisch, sondern ver-
indern sich bei Vermehrung des Argumentes mit einer Periode dnrch das
Hinzutreten eines Exponentialfaktors. Poincaré bildet nun Reihen, an denen
die Einwirkung der Transformationen einer Fuchsschen Gruppe schon
duBerlich in Evidenz tritt und deren Verhalten dem der elliptischen Theta-
funktionen #hnlich ist. Dieselben sind von der Form

O(¢, He) = ZH (%T—f;) (o+d) ™  (m>1)
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wo die Summe iiber alle Transformationen der Gruppe zu erstrecken ist
und H das Zeichen einer beliebigen rationalen Funktion bedeutet. Die
durch diese Reihen definierten eindeutigen analytischen Funktionen sind
es, die Poincaré als Fuchssche Thetafunktionen bezeichnet. Dieselben
geniigen der Funktionalgleichung
o (22E2) = () (ae+

fiir jede Substitution (z, g::_t%:) der vorgelegten Fuchsschen Gruppe.
Ubrigens muB man zwei Arten von Fuchsschen Gruppen und dement-
sprechend von Fuchsschen Thetafunktionen unterscheiden. Fiir die eine
ist der Fundamentalkreis eine sogenannte natiirliche Grenze und sie existiert
nur innerhalb dieses Kreises, fiir die andere Art finden sich an der Peri-
pherie des Fundamentalkreises nur isolierte singulire Stellen vor und die
Funktionen dieser Art konnen iiber diesen Kreis hinweg iiber die ganze
Ebene fortgesetzt werden.

In Analogie zu dem iiblichen Ansatze in der Theorie der elliptischen
Funktionen stellt nun Poincaré durch Quotienten von ©-Funktionen gleichen
Grades m solche Funktionen her, die gegen alle Transformationen der
vorgelegten Fuchsschen Gruppe unempfindlich bleiben. Es sind dies die
Fuchsschen Funktionen, fiir die nun analoge Gesetze gelten, wie fiir die
elliptischen Funktionen. Die Zahl der Null- und Unendlichkeitsstellen
innerhalb eines Fundamentalpolygons ist die gleiche. Zwei Fuchssche
Funktionen derselben Gruppe sind stets durch eine algebraische Gleichung
verbunden, deren Geschlecht mit dem anschauungsmiBig definierten Ge-
schlechte der Gruppe iibereinstimmt. So ist ein Ankniipfungspunkt an
die Theorie der algebraischen Funktionen gegeben, den Poincaré in erfolg-
reicher Weise zum Beweise des wichtigen Satzes beniitzt: Die Koordinaten
der Punkte einer beliebig vorgelegten algebraischen Kurve konnen stets
als eindeutige Funktionen eines Parameters dargestellt werden. Als @hnlich
wirksames Instrument der Untersuchung haben sich die Fuchsschen Funk-
tionen fiir die Theorie der Abelschen Integrale erwiesen, fiir deren Redu-
zibilitdit auf Integrale niedereren Geschlechte Poincarés Untersuchungen
als diejenigen zu erwihnen sind, die in das Wesen der Frage aufs tiefste
eindringen.

Durch die Einfithrung der sogenannten Fuchsschen Zetafunktionen,
die als Quotienten einer Reihe mit rationalen Gliedern und einer ©-Reihe
definiert werden, gelang es Poincaré schlieBlich, zu beweisen daB ver-
mittels dieser neuen Transzendenten die Losungen von linearen Differential-
gleichungen, deren Koeffizienten algebraische Funktionen der unabhingigen
Verénderlichen sind, in analoger Weise ausgedriickt werden konnen, wie
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etwa die Integrale von algebraischen Differentialen durch Abelsche
©-Funktionen.

Hiermit hatte Poincaré fiir das Studium der automorphen Funktionen
und deren Anwendungen ein weites Feld eroffnet und durch die Klarlegung
des Zusammenhanges dieser Theorie mit derjenigen der linearen Differen-
tialgleichungen die letztere mit neuen und fruchtbaren Methoden bereichert.

Von Poincarés weiteren funktionentheoretischen Untersuchungen sei
ferner die Abhandlung «Sur un théoréeme de la théorie générale des
fonctionss (Bulletin de la Société mathématique de France 1883) hervor-
gehoben. Es handelte sich hier darum, allgemein die Theorie der mehr-
deutigen analytischen Funktionen auf diejenige der eindeutigen Funktionen
zuriickzufithren. In der Tat ist es Poincaré gelungen, den folgenden
grundlegenden Satz von groBer Allgemeinheit aufzustellen: Ist y eine
beliebige mehrdeutige analytische Funktion von z, so kann man stets
eine Veriinderliche # von der Art bestimmen, daB x und y als eindeutige
Funktionen derselben dargestellt werden konnen.

Es sei hier ferner der wichtigen Arbeit Poincarés gedacht, die sich auf
das Laguerresche Geschlecht von transzendenten ganzen Funktionen bezieht
und deren Hauptsiitze fiir die transzendente ganze Funktion f(z) = 24, 2"

vom Geschlechte p die Wachstumseigenschaft |f(z)| < ¢=1?*! und fur die
Koeffizienten die Beziehung 1
lim 4, (n!)?+1 =0

liefern, die in spiteren wichtigen Untersuchungen eine Rolle spielen.

Fiir die allgemeine Theorie der analytischen Funktionen war es von
groBer Bedeutung, die Frage zu beantworten, von welcher Machtigkeit die
Menge der Funktionswerte einer mehrdeutigen analytischen Funktion an
einer beliebigen Stelle ihres Bereiches sein mdge. Poincaré hat nun be-
wiesen, daB die vollstindige Bestimmung einer analytischen Funktion
stets durch eine abzihlbare Menge von Funktionselementen bewirkt werden
kann, und daB demnach die Menge der Funktionswerte an einer beliebigen
Stelle ihres Bereiches auch abzahlbar ist.

DaB die Verwendung von divergenten Reihen unter gewissen Voraus-
setzungen als legitimes Mittel mathematischer Forschung wieder wirksam
wurde, ist vornehmlich dem Umstande zuzuschreiben, daB sich Poincaré
der von ihm als asymptotisch bezeichneten Darstellungen sowohl gelegent-
lich seiner Untersuchungen iiber die irreguliren Losungen von linearen
Differentialgleichungen als auch in seiner berithmten Abhandlung «Sur le
probléme des trois corps et les équations de la dynamique» im reichlichsten
MaBe bediente und damit zu #hnlichen Untersuchungen die Anregung
gegeben hat.

Mathematische Annalen. LXIL 11
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Eine neue Wendung gab er auch der Theorie der aus » Hauptein-
heiten gebildeten Zahlen durch den Hinweis auf den Zusammenhang der-
selben mit Lies Gruppentheorie, wodurch die Theorie der komplexen
Zahlen in ganz neuem Lichte erscheint und an die Losung ihrer Grund-
probleme mit den Hilfsmitteln der Gruppentheorie herangetreten werden
konnte.

Erwiéhnt sei noch die Theorie linearer (leichungssystemen von un-
begrenzt vielen (leichungen mit unbegrenzt vielen Unbekannten, in welcher
Poincaré, als erster, allgemeine Konvergenzkriterien fir die auftretenden
unendlichen Determinanten gab.

Ich muB noch in Kiirze derjenigen Arbeiten Poincarés gedenken, die
den Boden fir den Ausbau einer allgemeinen Theorie der analytischen
Funktionen von mehreren Verinderlichen vorbereiten. Hier ist zuerst
seine Abhandlung «Sur les résidus des intégrales doubles» zu nennen.
Zwischen der Theorie der Funktionen einer Veréinderlichen und derjenigen
von mehreren Verdnderlichen zeigen sich schon in den Anfangsgriinden
tiefreichende Unterschiede. Die direkte Ubertragung von Sitzen der einen
Theorie auf die andere gelang bisher in den seltensten Fillen. Poincaré
hat nun gezeigt, auf welche Weise die grundlegenden Cauchyschen Re-
siduensiitze fiir mehrfache Integrale ausgesprochen werden kéonnen, und
wendet dieselben auf das Studium der Periodizitdtsmoduln der mehrfachen
Integrale und der Abelschen Thetafunktionen an.

In diesem Zusammenhange seien noch seine Untersuchungen auf dem
Gebiete der Analysis situs von hoheren Mannigfaltigkeiten hervorgehoben
(1895—1904). Er gelangt hierbei u. a. zu dem wichtigen Resultat, da eine
Mannigfaltigkeit hoherer Dimension durch die Angabe der Bettischen
Zusammenhangszahlen allein im Sinne der Analysis situs noch nicht be-
stimmt ist, vielmehr lassen sich zu einem System von Bettischen Zahlen
noch unendlich viele Mannigfaltigkeiten bilden, die nicht ineinander
deformierbar sind. Insbesondere ist hier zu erwdhnen die Ausdehnung
des Eulerschen Polyedersatzes auf Polyeder von beliebiger Dimension und
beliebigem Zusammenhang.

Poincaré war es, der als erster fir das folgende WeierstraBsche
Theorem einen Beweis gefiihrt hat: Ist eine analytische Funktion von
zwei komplexen Variabeln iiberall meromorph, so kann sie stets als
Quotient von zwei ganzen Funktionen derselben Variabeln dargestellt
werden.

Ferner sei noch einer bemerkenswerten Verallgemeinerung des Abel-
schen Theorems gedacht, die folgendermaBen ausgesprochen werden kann:
Sind (zy, 4, #), -+ (%,, ¥, #,) die Koordinaten der Schnittpunkte einer
algebraischen Fliche mit einer algebraischen Raumkurve C, sind ferner
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(2, +dz;, y,+ dy;, 2,+ dz;) die Koordinaten der Schnittpunkte einer der C

benachbarten Raumkurve C’, so besteht eine Anzahl von Beziehungen
X, dz, + X;dz3 + - - - + X dz, = 0,

wobei die X; rationale Funktionen der z, y, # sind.

Es mogen noch seine Untersuchungen iiber das Verschwinden der
Abelschen Thetafunktionen, sein Beweis fiir die Darstellung der Abelschen
Funktionen durch Thetaquotienten und schlieBlich die Verallgemeinerung
des Satzes von der Residuensumme der elliptischen Funktionen auf Abelsche
hervorgehoben werden (1902).

Auch die Theorie der allgemeinen gewdhnlichen Differentialgleichungen
hat durch Poincarés Untersuchungen eine Bereicherung erfahren. Ich denke
hierbei in erster Linie an jene topographischen Untersuchungen der
Losungen von Differentialgleichungen, die gewissermaBen eine qualitative
Analyse der Integrale noch vor deren Ermittelung zulassen. Diese lange
Reihe von Untersuchungen, mit denen Poincaré seine Arbeit iiber das
Dreikdrperproblem gewissermaBen vorbereitet hat, sind vermdge der Fiille
der enthaltenen Resultate noch zu einer bedeutungsvollen Rolle berufen.

Von Poincarés zahlentheoretischen Arbeiten sei zuvirderst seine Ab-
handlung «Sur un mode nouveau de représentation géométrique des formes
quadratiques définies ou indéfinies» erwdhnt, in der er zuniichst eine
Arithmetik der Gittersysteme (réseaux) entwickelt und vermittels derselben
die Aquivalenztheoreme und die GauBsche Theorie der Komposition von
quadratischen Formen in sinnreicher Weise geometrisch darstellt. Die
Ubertragung der hier entwickelten Methoden auf Mannigfaltigkeiten von
hoheren Dimensionen fithrte ihn spiter zu einer interessanten Verall-
gemeinerung des Kettenbruch-Algorithmus. Zu erwihnen sind ferner seine
Arbeiten iiber arithmetische Invarianten, die er durch Reihen und Integrale
darstellt und auf die Erledigung von Aquivalenzfragen anzuwenden weiB.
Durch die Betrachtung derjenigen diskontinuierlichen Gruppen von linearen
Substitutionen, die eine terniire indefinite quadratische Form unveréindert
lassen, gewinnt er einen AnschluB an die Theorie der automorphen Funk-
tionen. Jede dieser Gruppen ist mit einer speziellen Fuchsschen Gruppe
isomorph. Die zu dieser Fuchsschen Gruppe gehorigen sogenannten
arithmetischen Fuchsschen Funktionen zeichnen sich dadurch aus, daB
sie ein Additionstheorem besitzen, was bei allgemeinen Fuchsschen Funk-
tionen nicht der Fall ist. Die mannigfachen Beziehungen, die zwischen
arithmetischen Fuchsschen Funktionen bestehen, eroffnen der Zahlentheorie
und Algebra ein aussichtsreiches Feld fiir neue Untersuchungen. Alge-
braisch-arithmetischen Charakters sind seine Arbeiten iiber die Aquivalens
von Formen héherer Ordnung, die als wesentliche Weiterfilhrung der be-
stiglichen Hermiteschen und Jordanschen Untersuchungen zu betrachten sind.

1*
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Ich gehe nun #iber zu den Arbeiten Poincarés, die sich auf Probleme
der Mechanik und theoretischen Physik beziehen. Als bedeutendste in
dieser Reihe ist an erster Stelle seine groBe preisgekronte Abhandlung
«Sur le probléme des trois corps et les équations de la dynamique» (Acta
Mathematica Bd. XIII, 1890) zu erwihnen. Angesichts der groBen Schwierig-
keiten, die sich der Integration der Differentialgleichungen des Dreikorper-
problems entgegenstellen, haben auch Poincarés Untersuchungen im wesent-
lichen nur zu negativen Resultaten gefithrt. Aber als groBes Verdienst
ist es ihm anzurechnen, daB er auf die Unzulinglichkeit der heutigen
mathematischen Methoden fiir die Losung des Problems nicht bloB hin-
gewiesen, sondern dieselbe auch bewiesen hat. Es gelang ihm, mit voller
Strenge den Nachweis zu fithren, daB es auBer den bekannten Integralen
des Problems keine weiteren eindeutigen analytischen Integrale geben
konne, so daB die Losung des Problems ganz andere Hilfmittel erheischt,
als diejenigen, iiber die wir heute verfiigen. Einer eingehenden Unter-
suchung unterzieht er den speziellen Fall des Problems, in welchem die
Masse 4 groB, B klein und C unendlich klein angenommen wurden und
A und B Kreishewegungen ausfithren. Er fithrt zur Behandlung die auch
mathematisch hochst fruchtbaren Methoden der Integralinvarianten, variierten
Differentialgleichungen, charakteristischen Exponenten, periodischen und
asymptotischen Losungen ein, und es gelingt ihm, fiir den erwihnten
Spezialfall nachzuweisen, daB im Falle, daB AC endlich bleibt, die Massen
A, B, C ihren urspriinglichen Positionen unendlich oft wieder beliebig nahe
kommen. Uberdies ist die bewundernswerte Abhandlung reich an weit-
tragenden Prinzipien fiir die praktische Erledigung der Probleme der
himmlischen Mechanik, die heute auch der praktische Astronom anerkennt.

Von nicht geringerer Wichtigkeit ist seine folgenreiche Abhandlung
«Sur I'équilibre d’une masse fluide animée d'un mouvement de rotation» (1885).
Fir das alte klassische Problem der Gleichgewichtsformen rotierender
Flissigkeiten schafft hier Poincaré eine #uBerst sinnreiche neue Theorie.
Nach der Einfiilhrung der sogenannten Bifurkations- und Grenzformen, der
Stabilitits-Koeffizienten, sowie nach einer hochst interessanten neuen Be-
grindung der Theorie Laméscher Funktionen, gelingt es ihm nicht allein
den Beweis fiir die Existenz der von Mathiessen und W. Thomson an-
gegebenen Gleichgewichtsformen zu fiihren, sondern auch die Existenz
von unendlich vielen anderen nachzuweisen. Insbesondere sei hier die
durch Poincaré als pyriforme (birnenformig) bezeichnete Gleichgewichtsfigur
erwihnt, die zu bekannten kosmogenetischen Untersuchungen AnlaB ge-
boten hat. Betreffs der Stabilitdt der Gleichgewichtsformen hat sich durch
die Diskussion der Vorzeichen der Stabilitits-Koeffizienten folgendes Re-
sultat ergeben. Rotationsellipsoide, die weniger abgespaltet sind als das
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Jacobische Ellipsoid E, falls dasselbe auch ein Rotationsellipsoid ist,
sind stabile Gleichgewichtsfiguren. Die dreiachsigen Ellipsoide sind stabil,
wenn sie linglich sind. Diese Resultate bestehen auch fiir den Fall, daB
eine Viskositit vorhanden ist. Rotationsellipsoide, deren Abplattung groBer
als diejenige von E ist, sind nur fiir reibungslose Flissigkeiten stabile
Gleichgewichtsfiguren.

Zu erwihnen ist hier ferner die Abhandlung «Sur les équations
aux derivées partielles de la physique mathématique» (1886). Eine groBe
Anzahl von Problemen der theoretischen Physik hat auf die Laplacesche
oder #hnliche partielle Differentialgleichungen 2. Ordnung gefiihrt. Trotz
der groBen Mannigfaltigkeit der vorkommenden Grenzbedingungen liBt das
Wesen und die Behandlung dieser Probleme sozusagen einen gewissen
gemeinschaftlichen Familienzug erkennen, so da man auch fiir die
Losungen dieser Probleme eine Anzahl von gemeinschaftlichen Eigen-
schaften zu erwarten hat. Ein hervorstechender gemeinschaftlicher Zug
zeigt sich ungliicklicherweise in den enormen Schwierigkeiten, die sich
bei dem Existenzbeweis der Losungen einstellen. Poincaré unternimmt
es in dieser Abhandlung, diese Schwierigkeiten fiir eine Reihe dieser
Probleme zu bekampfen. So gelangt er hinsichtlich der Losung des
Dirichletschen Problems zu seiner éuBerst originellen «méthode du balayages.
In der gleichen ausfiihrlichen Weise hat noch Poincaré das von Fourier
herriihrende Probleme der Erkaltung eines Korpers behandelt.

Im engen Zusammenhang hiermit steht seine Abhandlung «Sur les
équations de la physique mathématique» (1894), in welcher er eine Reihe
der schwierigsten und bedeutendsten Probleme der mathematischen Physik
der Losung zuzufthren vermag. Das Problem der Schwingungen einer
gespannten Membran, die Elastizititstheorie, die Fouriersche Theorie der
Warmeleitung und auch noch zahlreiche andere Probleme der mathe-
matischen Physik fiihren gleicherweise auf die Losung der partiellen
Differentialgleichung zweiter Ordnung

@ A ]

in welcher £ eine Konstante, f aber eine gegebene Funktion der Koordi-
naten bedeutet. Poincaré behandelt insbesondere die allgemeine Rand-
wertaufgabe: Es soll v als Funktion der Koordinaten derart bestimmt
werden, daB es die Gleichung (I) befriedigt, nebst seinen ersten und
zweiten Ableitungen innerhalb eines gegebenen Gebietes kontinuierlich ist
und an den Stellen der Grenzfliche desselben Gebietes die Bedingung

dav
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erfiilllt, wobei g—s den Differentialquotienten nach der Normale, b aber

eine Konstante bedeutet.

Durch &uBerst scharfsinnige Anwendung von Methoden, die teils von
Schwarz und teils von C. Neumann herriihren, gelingt ihm die strenge
Losung des Problemes fiir die tiberwiegende Zahl von Fillen. Hervor-
zuheben sind hierbei die Reihe von an sich bedeutenden Hilfssitzen, die

sich auf Integrale von der Form f [(g;)’+ (g;)’+ (g;).] dtr beziehen
und die Poincaré als wirkungsvolles Instrument seiner Untersuchung an-

zuwenden verstanden hat.

In diesem Zusammenhange moge noch seine Abhandlung «La méthode
de Neumann et le probleme de Dirichlet» hervorgehoben werden. Bekannt-
lich hat C. Neumann eine Methode entwickelt, vermittels deren man eine
harmonische Funktion innerhalb eines Gebietes durch konvergente Aus-
driicke darstellen kann, falls ihre Werte fiir alle Stellen der iberall
konvexen Grenzfliche dieses Gebietes gegeben sind. Poincaré gelang es
nun, die Neumannsche Methode auf Begrenzungsflichen zu erweitern, die
in allen Punkten eine bestimmte Tangentialebene und zwei bestimmte
Hauptkriimmungsradien besitzen, im ibrigen aber hinsichtlich ihrer Ge-
stalt beliebig gegeben sind. Von besonderer Wichtigkeit sind hier Poincarés
Entwicklungen, die sich auf die sogenannten Fundamentalfunktionen be-
ziehen. Zu jeder Begrenzungsfliche gehort eine unendliche Reihe solcher
Fundamentalfunktionen, die fiir kugelformige Begrenzungsflichen in die
bekannten Kugelfunktionen tibergehen. Poincaré bemerkt, daB eine will-
kiirliche Funktion sich nach Fundamentalfunktionen entwickeln lasse,
wobei die Entwicklungskoeffizienten durch mehrfache Integrale ausge-
driickt werden, die iiber diejenige Fliche zu erstrecken sind, der die
Fundamentalfunktionen angehoren. Sind diese Fundamentalfunktionen einer
Fliche bekannt, so kann das Dirichletsche Problem sowohl fiir den Innen-
raum als den AuBenraum der Fliche ohne Schwierigkeit gelost werden.

Erwihnt sei noch die stattliche Reihe von Biichern, mit denen
Poincaré die mathematische Literatur bereichert hat. Besonders seien die
Werke: Les méthodes nouvelles de la Mécanique céleste, Legons de
Mécanique céleste (1905), La théorie de Maxwell et ces oscillations hertziennes,
La télégraphie sans fil und La Science et I'Hypothése (1902) hervor-
gehoben, ferner auch seine Cours de physique mathématique: Théorie
mathématique de la lumitre (1887, auch ins Deutsche iibertragen);
Electricité et Optique (1890, auch iibersetzt); Thermodynamique (1890);
Théorie de I'élasticité (1890); Théorie des tourbillons (1891); Les oscillations
electriques (1892); Capillarité (1895); Théorie analytique de la propagation
de la chaleur (1895); Calcul des Probabilités (1897); Cinématique et
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mécanismes (1899); Théorie du potentiel newtonien (1899); Figures
d’équilibre d’une masse fluide (1902).

Ich habe in meinen bisherigen Ausfilhrungen nur eines geringen
Bruchteiles von den mehr als 300 Publikationen Poincarés fliichtig ge-
denken konnen; ich glaube jedoch, daB auch schon aus dem Angefiihrten
klar hervorgeht, welch’ beherrschende Stellung wir Poincarés Leistungen
in der mathematischen Literatur zuerkennen mtissen, deren Entwicklung
er durch eigenes Forschen nahezu auf allen Gebieten auf das wirksamste
gefordert, tiberall aber durch die Fillle der durch ihn ersonnenen neuen
Ideen und Methoden weitgehend befruchtet hat, so daB er sich wiirdig
jenen groBen franzosischen Mathematikern anschlieBt, in deren Reihen
die Namen Laplace, Galois, Cauchy, Hermite von unverginglichem
Glanze sind.

Zum Schlusse sei mir noch gestattet, seines letzterschienenen Werkes
«Sur la Valeur de la Science» (1905) zu gedenken, in welchem er gewisser-
maBen das Glaubensbekenntnis des Gelehrten niedergelegt hat.

Ich mochte aus diesem hochinteressanten Buche eine Stelle wortlich
zitieren, an der er den Gegensatz anschauungsmiBiger und logischer Denk-
weise des Nilheren ausfiihrt. Beziiglich der Logiker meint nun Poincaré:
«En rejetant le secours de l'imagination, qui, nous Vavons vu, n'est pas
toujours infaillible, ils peuvent avancer sans crainte de se tromper.
Heureux donc ceux qui peuvent se passer de cette appui! Nous devons
les admirer, mais combien ils sont rares!

Einer dieser Bewundernswerten und Seltenen ist David Hilbert, der
Meister der logischen Analyse in der Mathematik. Mit glinzender logischer
Kombinationskraft begabt, schafft er aus sich selbst heraus, lediglich durch
die Verallgemeinerung, durch das Trennen und Verkniipfen, durch das
Sammeln von mathematischen Begriffen, so daB eine #uBere, durch An-
schauung vermittelte Anregung gar nicht erkennbar wird.

Logische Strenge und Schlichtheit der Beweisfiilhrung gelten ihm als
adiquate Anforderungen, und er ist davon iiberzeugt, daB logische Schiirfe —
richtig erfaBt — niemals zur Sterilisierung, sondern vielmehr stets zur
fruchtbaren Weiterentwicklung mathematischer Ideen filhren miisse. Er
wendet sich in seinen Forschungen mit Vorliebe den schwierigsten, lange
Zeit unerledigt gebliebenen Problemen zu, deren Kern er mit bewunderns-
wertem Scharfsinn so zu erfassen vermag, daB seine Betrachtungen nicht
allein diese Probleme vollstindig erledigen, sondern oft auch der ganzen
Disziplin, der diese Probleme angehorten, einen AbschluB geben.

Von diesem Charakter sind schon seine ersten groBen Abhandlungen,
in denen Hilbert eine Begrtindung fiir den Fundamentalsatz der Invarianten-
theorie entwickelt. Diesen Satz hatte Gordan fiir den Fall von Systemen
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binirer Grundformen bewiesen; die Methoden, die er hierbei angewendet
hat, versagten jedoch in den Fillen, wo die Grundformen mehr als zwei
Veranderliche enthalten, oder auch dann, wenn die Grundformen mehrere
Reihen von zwei Verdnderlichen enthalien, die verschiedenen linearen
Transformationeh unterliegen. Um sich die Mittel fiir den lange gesuchten
Beweis des allgemeinen Theorems zu schaffen, stellt Hilbert eine ganz
neue Theorie der Modulsysteme von Formen voran, in welcher er Satze
von der groBien Bedeutung entwickelt. Ein bereits klassisch gewordenes,
tief erdachtes Theorem bildet hierzu den Ausgangspunkt. Es lautet wie
folgt: Ist irgend eine nicht abbrechende Reihe von Formen der n Ver-
anderlichen z,, z,, - - -, z, vorgelegt, etwa F,, F, F,, - - -, so gibt es stets
eine Zahl m von der Art, daB jede Form jener Reihe sich in die Gestalt

F=AF + AF;---+AF,
bringen liBt, wo A,, A4,, ---, A_ geeignete Formen der namlichen Ver-
dnderlichen sind mit Koeffizienten, die demselben Rationalititsbereiche
angehdren wie diejenigen der F. Diesem Satz gab er auch eine arithmetische
Verfeinerung, indem er seine Giiltigkeit fiir den Fall erweisen konnte,
daB den auftretenden Koeffizienten die Beschrinkung, ganze rationale
Zahlen zu sein, auferlegt wird. Fiir die Modultheorie haben diese Satze
die Bedeutung, daB man aus den Formen eines Moduls stets eine endliche
Anzahl von Formen so auswéhlen kann, daB jede andere Form des Moduls
durch eine lineare Kombination jener ausgewahlten Formen darstellbar
ist. In geometrischer Deutung heiBt das so viel, daB sich durch eine
gegebene algebraische Raumkurve stets eine endliche Zahl von Flichen

F,=0,F,=0,---,F,=0

hindurchlegen lasse derart, daB jede andere die Kurve enthaltende Fliche
durch eine Gleichung von der Gestalt

A1F1+A’F2+"'+AMFM-O
dargestellt werden kann, wo unter 4,,- - -, A, quaternire Formen zu ver-
stehen sind.

Im weiteren Verlauf dieser Untersuchungen wendet sich Hilbert dem
Studium gewisser Systeme von linearen Diophantischen Gleichungen zu,
aus deren Ldsungen er die sogenannten abgeleiteten Systeme bildet, und
durch &uBerst scharfsinnige Betrachtungen gelangt er za folgendem ab-
schlieBenden Resultat: Ist das Gleichungssystem

FuX,+FyX,+-- -+ F,X,=0
(t=1,2,--,m)

vorgelegt, worin F,,, ---, F,, gegebene Formen von z,, z,, - - -, z, bedeuten,
so ftihrt die Aufstellung der Relationen zwischen den Lésungen desselben
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zu einem zweiten Gleichungssystem von derselben Gestalt, zum sogenannten
abgeleiteten System, das wiederum ein abgeleitetes System liefert u. s. f.
Das so begonnene Verfahren erreicht nun immer (spitestens beim #-ten
abgeleiteten System, das sicher keine Lisung mehr hat) ein Ende. Durch
die Kette von abgeleiteten Gleichungssystemen gewinnt Hilbert einen tiefen
Einblick in die algebraische Struktur des Modulsystems (F}, F,- - -, F,)
und ist in den Stand gesetzt, die Anzahl derjenigen Bedingungen zu
ermitteln, welche die Koeffizienten einer Form von der R-ten Ordnung
zu erfiillen haben, um nach dem Modulsystem (F}, Fy, .-, F,) der Null
kongruent zu sein. Die Anzahl der voneinander linear unabhingigen Be-
dingungen z(R) stellt Hilbert durch die bemerkenswerte Formel

Z(R)=Zo+11(f)+"'+h(f) a<n

dar, wo 1,, %, - - -, 74 gewisse dem Modulsystem (F,, Fy, - .-, F,) eigen-
timliche ganze Zahlen bedeuten und iibrigens R oberhalb einer bestimmten

Grenze genommen werden muB, ferner die Symbole (f) Binomialkoeffizienten

bezeichnen. Diese ganzzahlige Funktion y(R) nennt Hilbert die charakte-
ristische Funktion des Moduls und beweist den fiir die Modultheorie
wichtigen Satz, daB die Summe der charakteristischen Funktionen zweier
Modulsysteme stets gleich ist der Summe, die aus den charakteristischen
Funktionen des groBten gemeinsamen und des kleinsten enthaltenden
Modulsystems gebildet wird.*) Nebenbei ist es von Inters:se zu bemerken,
daB die Koeffizienten z,, ---, 7; mit den von Nother definierten Ge-
schlechtszahlen der durch das Modulsystem definierten Raumkurve auf
das engste zusammenh#ngen.

Mittels dieser Satze und eines Satzes tiber den Q-ProzeB, dessen
wesentlicher Inhalt von Gordan und Mertens herrithrt, gelingt es nun
Hilbert, den Fundamentalsatz der Invariantentheorie unter den allgemeinsten

* Sind (F,, F,,---, F,) und (H,, H,, ---, Hy) zwei Moduln, und ist fir die
Gleichun