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Korper- und Galoistheorie

Arbeitsblatt 12

Aufwiarmaufgaben

AUFGABE 12.1. Es sei K ein Korper, D eine kommutative Gruppe und A eine
D-graduierte kommutative K-Algebra. Zeige, dass zu einem Untermonoid
M C D der K-Vektorraum

DacrrAd

ein Unterring von A ist.

AUFGABE 12.2. Essei K ein Korper, D eine kommutative Gruppe und A eine
D-graduierte kommutative K-Algebra, die ein Integritdtsbereich sei. Zeige,
dass die Menge

M ={d e D| A4 # 0}

ein Untermonoid von D ist.

AUFGABE 12.3. Es sei K ein kommutativer Ring, D eine kommutative Grup-
peund A = @, p Aq eine D-graduierte K-Algebra. Es sei f € A eine ho-
mogene Einheit vom Grad d. Zeige, dass das inverse Element f~! homogen
vom Grad —d ist.

AUFGABE 12.4. Wir betrachten die Z/(10)-graduierte Q-Algebra
L = Q[X]/ (X" —5) = Q@51 -Q@51-Q@51-QF---B519-Q@51 -Q.

(1) Berechne das Inverse von
(2) Berechne

(3) Berechne

(5—2.5%—5-5180) (§+;5fo+4~5ﬂ)—1~5f’o>.

(4) Bestimme graduierte Unterringe von L.



2

AUFGABE 12.5. Es sei K ein Korper, D eine endliche kommutative Gruppe
und K C L eine D-graduierte Korpererweiterung. Zeige, dass zu einem
Untermonoid M C D der K-Vektorraum

PacmAa

ein Unterkorper von A ist.

AUFGABE 12.6. Es sei K ein Korper der Charakteristik # 2. Zeige, dass eine
quadratische Korpererweiterung K C L graduiert ist.

AUFGABE 12.7. Essei € = _1+T\/§1 die dritte komplexe Einheitswurzel. Zeige,
dass die Korpererweiterung

QcQe=LcC

graduiert ist.

AUFGABE 12.8. Zeige, dass eine Z/(n)-graduierte Koérpererweiterung einfach
ist.

AUFGABE 12.9. Es sei K C L eine D-graduierte Korpererweiterung, wo-
bei D nicht zyklisch sei. Zeige, dass die Korpererweiterung nicht von einem
homogenen Element erzeugt wird.

AUFCABE 12.10.*

Es seien p, g € Z verschiedene Primzahlen und

Q < Qlvp, Vil

die zugehorige Korpererweiterung vom Grad 4. Bestimme, ob die folgenden
Elemente die Q-Algebra L erzeugen oder nicht.

AUFGABE 12.11. Wir betrachten die Kérpererweiterung
Q C QT = L.

(1) Bestimme das Minimalpolynom von v/7i.
(2) Zeige, dass der Grad der Korpererweiterung Q C L gleich 4 ist.



(3) Finde einen echten Zwischenkorper
Qc MCcCL.
(4) Zeige, dass L eine Z/(4)-graduierte Korpererweiterung von Q ist.
(5) Zeige, dass L[i] = Q[v/7,i] eine Z/(4) x Z/(2)- graduierte Kérperer-
weiterung von Q ist. Durch welche Untergruppe von Z/(4) x Z/(2)
wird L beschrieben?

AUFGABE 12.12. Sei D eine Gruppe, K ein Korper und DY = Char (D, K)
die Charaktergruppe zu D. Beweise die folgenden Aussagen.

(1) DY ist eine kommutative Gruppe.
(2) Bei einer direkten Gruppenzerlegung D = Dy X Dy ist (D x Dy)Y =
DY x DJ.

AUFGABE 12.13. Sei D eine endliche Gruppe, K ein Kérper und y € DY =
Char (D, K) ein Charakter. Zeige, dass x(d) fiir jedes d € D eine Einheits-
wurzel in K ist.

AUFGABE 12.14.*

Es seien Dy und Dy kommutative Gruppen und seien DY und Dj die zu-
gehorigen Charaktergruppen zu einem Koérper K.

(1) Zeige, dass zu einem Gruppenhomomorphismus ¢: D; — Dy durch
die Zuordnung x — x o ¢ ein Gruppenhomomorphismus ¢¥: DJ —
Dy definiert wird.

(2) Es sei D3 eine weitere kommutative Gruppe und sei ¢: Dy — Dj
ein Gruppenhomomorphismus. Zeige die Gleichheit

(Wop) = oy

AUFGABE 12.15. Es sei D eine kommutative Gruppe und K ein Korper.
a) Zeige, dass durch
D — (DY)Y, d— (evq : x — x(d)),

ein natiirlicher Gruppenhomomorphismus von D in das Doppeldual (D)Y
gegeben ist.

b) Es sei nun D endlich und es sei vorausgesetzt, dass K eine m-te primitive
Einheitswurzel enthélt, wobei m der Exponent von D sei. Zeige, dass dann
die Abbildung aus a) ein Isomorphismus ist.

Die in der vorstehenden Aufgabe auftretende Abbildung ev, heifit Evaluie-
rungsabbildung (zu d).
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AUFGABE 12.16. Es sei D eine endliche kommutative Gruppe und es sei K
ein Korper. Wir betrachten die Zuordnung

E+— Et ={x e DY|x(d) =1firalled € E} ,

die einer Untergruppe von D eine Untergruppe von DV zuordnet. Zeige die
folgenden Aussagen.

a) Die Zuordnung ist inklusionsumkehrend.
b) Unter der kanonischen Abbildung

D — (DY)Y, d+— (evqg: x — x(d)),
ist evq(F) C (BH)*.

c) Es sei vorausgesetzt, dass K eine m-te primitive Einheitswurzel enthélt,
wobei m der Exponent von D sei. Zeige, dass dann evy(E) = (E4)* gilt.

AUFGABE 12.17. Es sei D eine endliche kommutative Gruppe mit dem Ex-
ponenten m, und es sei K ein Korper, der eine primitive m-te Einheitswurzel
besitzt. Zeige, dass die Zuordnungen

E+—— Et ={x e DY|x(d) =1 fiir alle d € E}

und

H+— H*={d € D|x(d) =1 fiir alle y € H}
(zwischen den Untergruppen von D und den Untergruppen von D) zuein-
ander invers sind.

AUFGABE 12.18. Es sei D eine endliche kommutative Gruppe mit dem Ex-
ponenten m, und es sei K ein Korper, der eine primitive m-te Einheitswurzel
besitzt. Zeige, dass in der in Aufgabe 12.17 beschriebenen Korrespondenz
zwischen den Untergruppen von D und von DY Durchschnitte von Unter-
gruppen in die Summe von Untergruppen iiberfithrt werden. Es gilt also

(EyNEy)*t = B + Ey.

AUFGABE 12.19. Sei K ein algebraisch abgeschlossener Korper und sei F' €
K[X,Y] ein homogenes Polynom. Zeige: F' zerfillt in Linearfaktoren.

d+n—1)

n—1

AUFGABE 12.20. Zeige, dass es im Polynomring in n Variablen genau (
Monome vom Grad d gibt.

Vor der néchsten Aufgabe erwdhnen wir die folgende Definition.

Es sei K ein Korper, D eine kommutative Gruppe und A eine D-graduierte
K-Algebra. Ein K-Automorphismus ¢: A — A heit homogen, wenn fiir
jedes homogene Element a € A, gilt p(a) € Ay.
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AUFGABE 12.21. Es sei K ein Korper, D eine kommutative Gruppe und A ei-
ne D-graduierte kommutative K-Algebra. Zeige, dass der in Lemma 12.15 zu
einem Charakter x € D" eingefithrte Automorphismus ¢, : A — A homogen
ist.

AUFGABE 12.22. Wir betrachten die Z/(2) x Z/(2) x Z/(2)-graduierte Kor-

pererweiterung
Q C QV3,V5,V7|

und den durch x(e;) = —1, x(e2) = 1, x(e3) = —1, gegebenen Charakter.
Bestimme

ox (3 - 2V3 = 2v5 4+ 6vT + VI5 — 4v21 +3v/35 — 5V/105 ) .

AUFGABE 12.23. Wir betrachten die Korpererweiterung

Q C L == Q[1,v2] = Q[¢s]

mit (3 = % (\/§+ \/51) gemaf Beispiel 12.9. Zeige, dass die Galoisgruppe
isomorph zu Z/(2) x Z/(2) ist.

AUFGABE 12.24.*

Wir betrachten die Kérpererweiterung
QCQV3i=L.

a) Bestimme den Grad der Korpererweiterung Q C L.
b) Beschreibe eine moglichst einfache Q-Basis von L.

c) Zeige, dass eine graduierte Korpererweiterung vorliegt. Was ist die gradu-
ierende Gruppe?

d) Bestimme die Q-Automorphismen von L.

e) Bestimme das Minimalpolynom von V3 +i.

AUFGABE 12.25. Es sei G die Menge der stetigen geraden Funktionen und
U die Menge der stetigen ungeraden Funktionen von R nach R. Zeige, dass

C"R,R)=GpU
eine Z/(2)-graduierte R-Algebra ist.

AUFGABE 12.26. Bestimme die Galoisgruppe des fiinften Kreisteilungskor-
pers

Q C Q¢

mit (5 = e2™/5.
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AUFGABE 12.27.*%

Zeige, dass der fiinfte Kreisteilungskorper Q C Q[¢s] mit ¢5 = €*>™/° nicht
graduierbar ist.

Aufgaben zum Abgeben

AUFGABE 12.28. (4 Punkte)

Es sei K ein Korper, D eine kommutative Gruppe und A eine D-graduierte
kommutative K-Algebra. Es sei ¢: A — A ein homogener Automorphismus.
Zeige, dass es einen Charakter x € DY mit ¢ = ¢, gibt, wobei ¢, der geméif
Lemma 12.15 zu x gehorige Automorphismus ist.

AUFGABE 12.29. (4 Punkte)

Betrachte die Korpererweiterung
Q c QV5,V7 = L.

Zeige, dass einerseits 1, /5, v/7, v/35 und andererseits (\/5 + \/7)2, 1= 0,1,
2,3, eine Q-Basis von L bildet. Berechne die Ubergangsmatrizen fiir diese
Basen.

AUFGABE 12.30. (5 Punkte)

Es sei f: C — C eine stetige Funktion. Zeige, dass die beiden folgenden
Aussagen dquivalent sind.

(1) Es gibt eine stetige Funtion g: R>g — C mit f(z) = g(|z]|) fiir alle
z e C.

(2) Fiir alle n-ten Einheitswurzeln ¢ € C (alle n € N) ist f((z) = f(z)
fiir alle z € C.

AUFGABE 12.31. (4 Punkte)

Es sei K ein Korper und sei D eine endliche kommutative Gruppe mit dem
Exponenten m. Zeige, dass folgende Aussagen dquivalent sind.

(1) K besitzt eine m-te primitive Einheitswurzel.

(2) Zu jedem Primpotenzteiler p” von m besitzt K eine p"-te primitive
Einheitswurzel.

(3) Zu jedem Teiler n von m besitzt K eine n-te primitive Einheitswur-
zel.

(4) Zu jeder Ordnung n eines Elementes d € D besitzt K eine n-te
primitive Einheitswurzel.



AUFGABE 12.32. (4 (143) Punkte)

Es sei D eine endliche kommutative Gruppe und E C D eine Untergruppe.
Es sei K ein Korper.

a) Zeige, dass der Kern des natiirlichen Gruppenhomomorphismus
v: DY — EY, x — X|E,
gleich B ist.

b) Es sei vorausgesetzt, dass K eine m-te primitive Einheitswurzel besitzt,
wobei m der Exponent von D sei. Zeige, dass 1 surjektiv ist.
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