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SUR UNE

«iSPillANCi lïïRE LIS iSPAffi

à 72 et à %i — 1 dimensions

PAR
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SUR UNE

CORRESPOMCE ETOE LES ESPACES

h n et k %i — 1 dimensions.

Dans un travail précédent (*), nous avons montré comment

certaines figures réglées de l'espace euclidien pouvaient être étu-

diées au moyen d'autres figures plus simples de la géométrie

plane ; nous avons appelé figures similaires, théorèmes simi-

laires, ... les figures et les théorèmes qui se correspondent dans

le plan et l'espace. De là résultent deux géomélries, en quelque

sorte parallèles, qui donnent une double interprétation des pro-

priétés des formes algébriques ternaires d'ordre quelconque.

Une similitude analogue existe, en général, entre les figures de

l'espace linéaire à n dimensions et certaines figures de l'espace

à 2n— 1 dimensions, ayant pour éléments constitutifs des espaces

linéaires à w— î dimensions. Ces nouvelles figures similaires

permettent ainsi d'interpréter, à un double point de vue, les pro-

priétés des formes algébriques d'ordre quelconque et à n -f- 1

variables. Elles fournissent un procédé pour étudier l'espace à

2n — 1 dimensions au moyen de l'espace à n dimensions.

(*) Sur une correspondance entre le plan et l'espace. (Bulletin de la

Classe des sciences de l'Académie royale de Belgique, 1909, pp. 844-

885.)
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Nous nous proposons d'exposer ici celle similitude dans ses

relations principales. Nous appliquerons, au fur et à mesure, nos

résultats aux figures similaires les plus intéressantes à considérer

de l'espace à trois dimensions et de l'espace à cinq dimensions.

Ces dernières ont, comme on le verra, des plans pour éléments

constitutifs.

1. — M. Véronèse a établi que la courbe normale d*ordre

2n— 1 de l'espace à 2n— 1 dimensions E^n-i^ le système de

référence étant convenablement choisi, peut être représentée par

les équations paramétriques

Nous désignons cette courbe par la notation r2n_iet nous

employons ici et dans la suite des formules non homogènes, soit

pour la rapidité de l'écriture, soit parce que des formules homo-

gènes ne nous rendront pas plus de services.

Considérons les relations

^.-^. + i^>i-^z.+22A,A2 ± z.-^„A4A2--- ^„ = 0,(/=4,2, ..w/) (4)

dans lesquelles E^,, SXjXj, ... désignent les fonctions symétri-

ques principales des n quantités >.2» • • ^n*

Ces relations, au nombre de n, définissent n espaces linéaires

à 2n — 2 dimensions qui rencontrent chacun la courbe T2n-\ en

n points; les paramètres de ceux-ci sont /j, ... \, Ces espaces

ont en commun un espace linéaire ^ — ^ dimensions,

unissant les n points; les relations ci-dessus sont ainsi les équa-

tions de ^n~v
Résolues par rapport à S^i, E^,^^. elles fournissent le

système
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les quantités Z^, . . . ^ Z^, Z„ ^ i
étant les déterminants que Ton

retire de la matrice

en supprimant successivement chaque colonne à partir de la

dernière.

Si nous faisons abstraction de la variété non linéaire, à w — 1

dimensions, qui renferme entièrement la courbe r2n_i et qui,

avec Tespace ^n-v constitue l'intersection complète des espaces

d'ordre supérieur dont les équations sont

Z2 = Z„^iEA|A.2 ••• A„_),
(•>)

Z„ = Z„ + ,2A,,

les équations (^2) peuvent servira représenter Tespace elles

sont équivalentes aux formules (1).

Par elles, à tout système de valeurs attribué aux expressions

S^i, SX^^2, ... (X| ^2 ... y correspond, sans ambiguïté, un espace

^n~i cle Fespace ^2^-1- seul.

L'espace _i déterminé ici na, évidemment, en commun
avec Fon-i, que les n points de paramètres Xj, . . . >^ ; on peut,

du reste, établir cette affirmation d'une manière simple. Car si

un point de paramètre fx, par exemple, de la courbe est encore

dans ^n—i^ cloil avoir, d'après les relations (1),

A^"— /U^-'EA, -4- ^"-^EA.Aa -h A.A^ ... A„ = 0,

formule vérifiée seulement pour (j. =
Enfin, la variété non linéaire an — 1 dimensions définie

ci-dessus ne renferme aucun espace linéaire à n— \ dimensions

rencontrant r2n_i en n points.
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Car, si nous appelons ^4 • K paramètres de n points

semblables, tout point de l'espace linéaire à n — 1 dimensions

qui les unit, a des coordonnées de la forme

Zt = wî.a;^"-' -h m-iAi^"-' rw„Ai*''-*,

z^ = mX^"~^ m.Aa'"-' -4- ... -4- w„Al*"-%

^ïn-i = wi,A^ -H mjAg -H ... -4- m„A^

,

= m, -H . .
. -H m„

;

et celles-ci, substituées dans les relations (5), ne donnent des

identités que pour ?J
= \. valeurs qui correspondent à l'espace

€.71 — 1-

— Prenons actuellement des variables z^, z^, ... ^^^^ comme

coordonnées courantes homogènes dans l'espace linéaire à n

dimensions, E„.

Les formules

__fL___ _ f^L
A,A.2 • • • A„ SA.Aj ... XAi 1

définissent un point de cet espace. Rapprochées des expres-

sions (2), elles nous permettent de faire correspondre ce point à

l'espace S^n-i regarder ces éléments géométriques comme
similaires.

Le nombre des points de l'espace E„ est a^; à chacun d'eux

se rapporte un espace bien déterminé Cn-i réciproquement.

En appelant '^2,... t>n + i
'^s coordonnées courantes d'un

point ou celles de l'espace similaire, les formules

: = a, : as : ... : a„+,

déterminent analytiquement ces éléments suivant que les varia-

bles t, tiennent la place de z ou de Z.
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2. — Lorsque les n quantités deviennent égales entre elles,

l'espace tr„_i occupe une position limite; il est tangent, avec n

points d'intersection coïncidents, à la courbe r2n-i

L'espace et son point similaire P de l'espace E„ ont

alors pour équations

: 1. (4)

Le point P décrit, par conséquent, lorsque 1 varie, la courbe

normale C„ de l'espace E„; les formules (4) sont les équations

de cette courbe.

Il résulte de là qu'un groupe de points pris sur la courbe

a pour similaire un groupe composé du même nombre

d'espaces £n-v tangents du n« ordre à la courbe T2n-i A ces

espaces on pourra même substituer, dans certaines questions,

les points de contact et alors tout problème relatif aux points

P entraînera un problème similaire pour les points ^,

Si les quantités sont données, le point qu'elles

définissent dans l'espace occupe, par rapport à la courbe C^»

une situation remarquable : il est le pôle, relativement à cette

courbe, de l'espace linéaire E„_i à n — 1 dimensions, dont

l'équation est

0, (5)

espace qui unit, sur C^, les points de paramètres ^j, ^2, ...

On sait que ce pôle est ou non situé dans son espace polaire

suivant que n est impair ou pair; qu'il est l'intersection de n

espaces linéaires à n— 1 dimensions, tangents du ordre à la

courbe C„ aux points de paramètres A^, ^2» • •

{*) Nous dirons, dans la suite, tangent du ordre, contact du ordre,

quand il y a n points coïncidents.
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3. — En particulier, supposons que n égale 5. Alors, les

diverses formules qui précèdent font correspondre à tout point

de l'espace euclidien un plan de l'espace à cinq dimensions,

trisécant à la courbe normale Fr- de cet espace. Les points d'une

cubique gauche C3 répondant aux équations

^i:^2:î;3:<;4 = >^':3a^:3x: 1,

ont pour similaires les plans osculateurs, — au sens ordinaire

du mot,— à la courbe Fg, ou, par extension, les points de celle-ci.

Un plan quelconque de l'espace euclidien possède, par rapport

à C3, quatre points remarquables : ses intersections avec la

courbe et son pôle. A ces points correspondent respectivement

trois plans osculateurs à F5 aux points de mêmes paramètres

que les intersections considérées et le plan trisécant joignant ces

trois points.

— Un espace linéaire à trois dimensions rencontre F5 en

quatre points seulement; les plans osculateurs en ces points ont

pour similaires les sommets d'un tétraèdre inscrit à C3 ; les

quatre plans trisécants de F5, déterminés par ces points, ont

pour similaires les pôles des faces du tétraèdre inscrit à C3.

Donc, aux huit plans que détermine sur F5 un espace linéaire

à trois dimensions correspondent, dans l'espace ordinaire, les

huit sommets de deux tétraèdres de Môbius {*). Dans ce dernier

espace, en effet, les deux tétraèdres obtenus sont à la fois inscrits

et circonscrits l'un à l'autre, ainsi qu'il résulte des propriétés

des plans trisécants à C3 et de leurs pôles.

Les propriétés de points relatives à deux tétraèdres de Môbius

ont donc leurs similaires dans l'espace à cinq dimensions.

— Lin espace linéaire à quatre dimensions rencontre F5 en

cinq points qui, combinés trois à trois, donnent dix plans trisé-

cants à la courbe. La figure similaire est compliquée.

(*) Môbius. {Journal de Crelle, t. 111, p. 273.) — J. Neuberg, Sur les

tétraèdres de Môbius. (Mémoires de la Société royale des sciences de

Liège, 2^ série, t. XL)
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4 — Ces préliminaires étant établis, on aperçoit que la

discussion de Téquation de degré p, (p pouvant être quelconque),

donnera les énoncés de propriétés des figures similaires consti-

tuées soit par des points de l'espace à n dimensions, soit par

des espaces linéaires <Cn-i l'espace à 2w — 1 dimensions.

Nous nous occuperons surtout, dans ce travail, du cas oia la

forme f est du premier degré; nous pourrons aussi combiner

entre elles plusieurs formes analogues et nous en tirerons

quelques conséquences au point de vue de la théorie géométrique

de l'involution.

5. — Soient
i, 2> • • • + i les coordonnées d'un point

Ap de l'espace à n dimensions E^.

Les formules

=- == ... =-
, (1:= 1,2, ... n)

dans lesquelles ^ntiOLi^ représente la forme linéaire

définissent un point P de cet espace par rapport aux n points

connus.

Elles définissent par conséquent aussi, dans l'espace E2n— i, un

espace linéaire (P) à n — \ dimensions, similaire du point P.

Lorsque les quantités mi varient, le point P décrit un espace

linéaire, que nous nommerons L^_i, an— 1 dimensions, compris

dans En ; par suite, l'espace (P) engendre le lieu similaire (L^_i)

de Tespace E2n-i-
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L'équation de ces lieux, qui s'obtient par l'élimination des

quantités wi^-, est

^1 --'^n^i

«1,2 «!,»! + <

«2,1 «2,î • • • «2,n + i
= 0. (6)

L'espace L„_i contient chacun des points Ap- Il rencontre la

courbe normale C„ en n points; ceux-ci ont pour paramètres les

racines de la forme binaire que l'on obtient en remplaçafit les

dans l'équalion précédente, respectivement par

L'hypersurface (L^__i) renferme les espaces linéaires (A^), qui

ont pour «coordonnées» a^
j a^s- - ^^,^4-1 P^^mi les espaces (P)

qui la constituent, il en est n, et n seulement, qui ont, avec la

courbe normale r2„_i, n points coïncidents communs; ces points

marquent sur cette courbe les images des racines de la forme

binaire d'ordre n que nous venons de signaler.

Remplaçons, dans la formule (6), les coordonnées a des n

points quelconques de l'espace E„ par les paramètres li des n

points que l'espace Ln-i ^> 6" commun, avec C^; nous aurons

l'équation suivante, aussi générale que l'équation (6)
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Celle-ci n*est autre que l'équation (5), si Ton lient compte de

la signification des variables Ç.

Nous mettrons celte équation sous une forme plus simple en

considérant les quantités \ comme étant les racines d'une forme

binaire

n

1

nous obtiendrons ainsi

tti^i -t- a^Ki -H ... -H a„l„ -4- o„ + jÇ„ + ,
= 0.

L'espace Ln-i ^st, par rapport à la courbe Tespace polaire

du point dont les coordonnées satisfont aux relations

: ^2 : ^5 : • • : ^n+i = :
— (?K : : • • • : ± (7)

De même, l'hypersurface (L„_i) est Vespace polaire de l'espace

linéaire an — 1 dimensions défini par les formules (7), relative-

ment à la variété constituée par les espaces linéaires à n— 1

dimensions qui sont tangents en n points coïncidents à la courbe

normale Fg^-i. variété qui a pour équations paramétriques :

Si n = 5, celte dernière variété est la développable circon-

scrite à une cubique gauche.

Quelques-uns des points d'intersection de la courbe normale C„

et de l'espace Lyj_i peuvent coïncider; alors (L^_i) aura le même
nombre d'espaces £^n-i générateurs, tangents multiples à T2n~i-

— Par un point de l'espace E^n-i^ on ne peut mener à r2n-i
qu'un seul espace linéaire ^n~i rencontrant celte courbe en n
points. Car les coordonnées de ce point, substituées aux variables

dans les équations

fournissent n équations définissant un seul groupe de valeurs

^1» ^2- • • • ^n»
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Cependant, lorsque ce point est pris sur la courbe, on peut

mener une infinité d'ordre n— 1 d'espaces analogues.

Si \ est le paramètre d'un tel point, on aura le lieu de ces

espaces linéaires en éliminant les paramètres restants ^2 • • • \
entre les équations précédentes. Celles-ci, étant écrites ainsi

zt:(A,A. ... AJ(z.^„., ^z,^„À,) = 0, (1 = 1,2 ... «) (8)

on obtient pour l'équation cherchée

Zi ZgAj Z2 ... Zn +

Z2 ^jA, Z3 -^^A, . . Z„^, ^„ + 2Ai

Au moyen de nos conventions, elle s'écrit

Zi — AjZg -4- x\Z, d= AïZ„+, = 0:

et l'on voit qu'elle rentre dans l'équation

^^^x,^^^x% ± A';ç„^, = 0,

qui peut représenter aussi un espace linéaire à n — 1 dimen-

sions ayant un contact du ordre avec la courbe normale de

Tespace à n dimensions, K^. Cet espace linéaire a donc pour

similaire, dans l'espace ^^n-i^ l'ensemble des espaces linéaires

qui correspondent aux équations (8) et qui constituent un «cône »

.

En particulier, le plan osculateur à une cubique gauche a pour

similaire, dans l'espace à cinq dimensions, une gerbe de plans

trisécants à la courbe Tg, ayant son sommet au point de celle-ci

qui correspond au point d'osculation.

— Par k points (1 < â: < ti) pris sur la courbe r2n-i> passe

une infinité d'ordre w — A: d'espaces ayant avec cette

courbe n points communs. Le lieu de ces espaces, ainsi qu'il est

aisé de le voir, ne peut s'exprimer analytiquement que par un

ensemble d'équations
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6. — L'hypersurface (Ly^_i), représentée par Féquation

«iZi -H ttjZî -- ... H- a„^.|Z„4., = 0.

mérite une étude plus approfondie; elle ren[)plit, dans la géomé-

trie à 2w — 1 dimensions, le rôle similaire du rôle joué par

l'espace linéaire h n — \ dimensions dans l'espace E^^.

Celte dernière équation peut s'écrire

^5

^4

««+1 —On

= 0;

et, sous celte forme, on voit qu'elle résulte de l'élimination des n

paramètres entre les n équations

(i= 'l,2, ...n)

0,

(9)

et la relation

^1^4 ^2 • • • A„ -4- (iifgZAiXj • • • A„_|

qui représente une involution d'ordre n et de rang n— 1, In—i-

Ainsi, les espaces linéaires ^n—i 9*** répondent aux équa-

tions (9) et qui engendrent l'hypersurface (Ln_i) marquent, sur

la courbe r2n_i, par leurs points d'intersection avec celle-ci, les

groupes d'une involution \n—i-

Parmi ces espaces ^^— i^
n et n seulement qui rencon-

trent la courbe en n points coïncidents et ont ainsi avec la courbe

un contact d'ordre n; car l'involulion possède n groupes

seulement d'éléments multiples d'ordre w.

Quand n est impair, le groupe formé par les éléments multi-

ples d'ordre n est un groupe de n éléments simples de l'involu-

lion ; il en résulte que, n étant impair, l'espace linéaire &n-i 9^*
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joint les points de contact d'ordre n considérés ci-dessus est un
espace générateur de l'hypersurface (L^_i).

Ce dernier théorème est similaire de la propriété connue : dans

lespace E^y à un nombre impair de dimensions, l'espace linéaire

d'ordre n — 1, polaire d'un point P par rapport à la courbe nor-

male renferme le pôle P.

L'espace Lyj_iest déterminé parn points de l'espace E„. Donc,

l'hypersurface {^n—\) déterminée quand on connaît n de ses

espaces <Cn-i générateurs ; d'ailleurs, Tinvolution \n-i est définie

aussi par n groupes de n éléments.

7. — Le raisonnement suivant montre que l'hypersurface

(' w-i) jouit d'un second mode de génération au moyen d'espaces

Cn-i 6^ plus, qu'elle est déterminée lorsque Ton se donne les

n points multiples d'ordre n de l'involution J^_i.

Les équations

(t= i,i>, ...

définissent n espaces linéaires à 2(n— 1) dimensions, ayant en

commun un espace linéaire à n — 1 dimensions qui a, avec

^2n-u un contact d'ordre n au point de paramètre 1/^.

Considérons les n espaces linéaires répondant aux équations

(^i^jk) — (2i^*)2îw, (.Z3At)2miW2 -H . .
. ±: (z„>A)mim2 •

. • wî„_i = 0,

{/(:= 1,2, ... w) (iO)

dans lesquelles i]wi,X/Wirw2... ont une signification bien connue.

Ces espaces renferment respectivement les espaces linéaires

qui ont un contact d'ordre n aux points de paramètres z^, • • • K
de r2n-i Ils ont en outre, en commun, un espace linéaire

à n— 1 dimensions, dont nous rechercherons le lieu.

Si, dans les relations (10), on met en facteur zi, • • • ^2n^ on

verra, par la forme des résultats, que les espaces considérés ren-

contrent T2n— i
auî^ points de paramètres nii, n^, . . . ^n— 1» 'c"''

espace linéaire commun passe évidemment par ces n — 1 points.
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En éliminant les quantités m,- entre ces relations, il vient pour

l'équation du lieu

(z,A,) (Z^X,) . . . {z„X^)

0

Ce déterminant est le produit des matrices

Z, Z2

Za Zs

+ 1

1 — (7)X, (?)A|...±A,»

I -(Ï)A„ (^Aj d=A^

et, abstraction faite du déterminant de Vandermonde

i A, A?-*

4 Ag A?-*

1 A„...A«-'

(M)

commun à tous les termes du développement, il peut s'écrire

ainsi

i 1.2
Z, _ - Z2SA1 Z,1\X, Z„+ ,AiA, . . . A„= 0,

n n(n — I
)

les Z ayant une signification connue.
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Si, maintenant, les quantités >^sont racines de la forme binaire

d'ordre n

n

\

réquation précédente s'exprime par

a^Z^ -4- a^Z., -H . . -+- cr„ ^.,Z„4., = 0.

C'est l'équation, rencontrée plus haut, de l'hypersurface

Ainsi, Vhypersvrface (L„_i) possède deux modes de génération

au moyen d'espaces linéaires ^n—i ^ ^ — ^ dimensions. Les

espaces générateurs du premier mode rencontrent T2n— i
^

points et marquent, par ces points, les groupes d'une involution

espaces générateurs du second mode ne rencontrent

^2n—i (juen n — 1 points seulement.

L'espace ^n-i c|"i joint, sur r2n-v points dont les para-

métres sont racmes de /'=0, appartient au premier mode si n

est impair; il ne se trouve pas sur l'hypersurface si n est pair.

Nous appellerons cet espace, espace fondamental de l'hyper*

surface (L^_i).

L'hypersurface (L„-i) généralise, dans 1 espace
'^'2n i*

résultat bien connu relatif à l'espace à trois dimensions, savoir :

un hyperboloïde inscrit à une cubique gauche a comme géné-

ratrices d'un système des bisécantes de la courbe et comme

génératrices de l'autre système des droites qui rencontrent cette

courbe en un seul point: les bisécantes considérées figurent,

par leurs appuis sur la cubique, les couples d'une involution

quadratique; les éléments doubles de celle-ci sont marqués

par deux droites du premier mode, tangentes à la courbe; la

bisécante joignant ces éléments n'est pas génératrice de Phyper-

boloïde.

8. — Deux espaces linéaires générateurs du premier mode de

(L„_i), qui ont en commun un espace linéaire d'ordre n — î2
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rencontrant la covrhe Fg^-i en n — 1 points, doivent nécessai-

rement se confondre. Car, à un groupe donné de n — 1 élémenis

ne correspond qu'un seul élément dans Tinvoluiion l^-i»

Cependanl, lorsque les n — 1 points définissent un groupe

neutre de tous les espaces générateurs du premier mode,

qui passent par ces points, sont distincts entre eux; ils constituent

des espaces singuliers <Cw-i Thypersurlace (L„_J.

Par n — 1 points, pris arbitrairement sur r2n— passe un

espace générateur de chaque mode. Donc, généralement, deux

espaces générateurs de modes différents se coupent suivant un

espace linéaire à n — 2 dimensions; ils sont renfermés dans un

espace à n dimensions.

On pourrait démontrer aussi que deux espaces générateurs du

premier mode (sauf les espaces singuliers) ne peuvent se rencon-

trer selon un espace linéaire à n— 2 dimensions;

Que deux espaces générateurs du premier mode ne peuvent avoir

aucun point commun en dehors de la ligne V2n—i' Cette dernière

proposition renferme la précédente.

9. — Appliquons les résultats ci-dessus à Tespace à trois

dimensions Eg et à l'espace correspondant à cinq dimensions Ejj.

Tout plan P de l'espace Ej a pour similaire une hypersurface

(P) de l'espace E55 dont l'équation est du troisième degré par

rapport aux variables 2^, ^2 • • • ^e* Cette hypersurface est engen-

drée par un ensemble de plans irisécants à la courbe normale

de Tespace Ejj ; chacun de ces plans est le similaire d'un point du

plan P.

Les trois points où P rencontre la cubique gauche C3 de

l'espace E3 ont pour similaires trois plans osculateurs à les

seuls que possède (P). Le pôle du plan P, par rapport à C3, a pour

similaire le plan unissant les points de contact des plans oscula-

teurs; ce dernier plan est sur P ; c'est son plan fondamental.

Chacun des plans irisécants marque sur l'image d'un terme

d'une involution I,; les points triples de l'involution sont les

points d'intersection du plan fondamental et de Tg.

Deux plans irisécants générateurs, qui passent par une même
2
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bisécaiiie de Tg, se confondent. Il existe une infinité de plans

trisécanls singuliers formant faisceau; ils passent par deux points

de r^; ces deux points sont les contacts de deux plans oscula-

teurs à F^, simdaires des points de la cubique gauche où s'appuie

la bisécante que Ton peut mener a la courbe par le pôle du

plan P (*).

Deux plans trisécants générateurs n'ont en commun aucun

point, à moins que ce ne soit sur

L'hypersurface (P) possède un second mode de génération au

moyen de plans; ces nouveaux plans ne rencontrent F5 qu'en

deux points seulement.

Tout plan P de l'espace E3 rencontre C3 en un ou en trois

points réels; donc le plan fondamental de (P) coupe F5 en un ou

en trois points réels ; dans le premier cas seulement, les plans

singuliers de (P) sont trisécanls ; dans le second cas, ils n'ont

qu'un point commun avec (*).

10. — D'après ce qui précède, il est évident que tout problème

proposé dans l'espace à n dimensions sur des points et des

espaces linéaires à n— 1 dimensions a son similaire dans Fespace

à %i — 1 dimensions sur des espaces linéaires à w— i dimen-

sions et des hypersurfaces analogues à (L^_i).

Un ensemble de p espaces linéaires L„_i définit, dans l'espace

E^, un espace linéaire L^-^, à « — p dimensions, constitué par

la totalité des points communs aux p espaces considérés. La

variété similaire est formée par l'ensemble des espaces linéaires

^n—i communs à p hypersurfaces (Ly^_i). Les problèmes des-

criptifs que l'on pourra se proposer sur les espaces Lyi_p auront

donc leurs similaires relativement aux variétés (L^—p).

Lorsque l'on donne, dans l'espace E^^, des points au nombre de

n — p -+- 1, ils suffisent pour déterminer l'espace linéaire L^_^,

(*) Voir à ce sujet notre travail : Sur la représentation géométriqite dans

l'espace des farines quadratiques et cubiques binaires. (Mémoires de la

Société royale des sciences de Liège, 3® série, t. V.)
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à n — p dimensions, qui les unit. Si les coordonnées de ces

points sont

les équations paramétriques de l'espace L^_p sont données par

les expressions

Zu = m^z^^k wiîZa,* H h wi„_p+,r„_p+j,ft. = ... w + 1)

Par conséquent, la variété (L„_p) de Fespace à 2w — i dimen-

sions, similaire de L^—^, est déterminée par la connaissance de

[n — p -f- 1) espaces linéaires à n — 1 dimensions. Son étude

peut, partiellement du moins, se faire au moyen des équations

paramétriques précédentes, où les z seraient remplacés par Z.

11. — Ainsi, la droite D de Tespace eucliden et l'ensemble

(D) des plans définis par les deux équations

(12)
«42^1 -+- «22^2 -+- «32^3 -+- «42^4 = 0,

sont similaires. Ces plans sont trisécanls à et, en général, ils

ne se rencontrent pas n'étant pas renfermés dans un même
espace linéaire à trois dimensions.

Quand D est une bisécante de la cubique gauche C,, deux de

ces plans sont osculateurs à Tg. Et puisque, par un point de l'es-

pace, il passe une seule bisécante de par un plan donné dansEg

passe une seule variété linéaire (D) ayant deux de ses plans oscu-

lateurs à Tg.

Les notions de parallélisme, perpendicularité, etc., de deux

plans définissant une droite D pourraient être étendues à deux

iiypersurfaces définissant la variété (D), et interprétées. La

théorie des polygones plans ou gauches donnerait naissance, de

son côté, à des propriétés d'ensembles similaires d'hypersur-

faces (P).
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Les formules

(13)

délerminenl une droite D par les coordonnées de deux de ses

points et les valeurs du paramètre elles déterminent aussi

une variété (D) par deux de ses plans. Au moyen de ces expres-

sions, certaines propriétés métriques d'une ponctuelle de l'espace

pourraient être étendues aux variétés (D), ces propriétés étant

convenablement interprétées.

Entre autre, quatre plans d'une variété (D) peuvent être dits

former un groupe harmonique, quand on a

les lettres ^ représentant des expressions analogues à — ci-dessus.

— Posons

pqik=
'A, 2

P Pik =
Ça-,2

I

les quantités p et p' étant des facteurs de proportionnalité. Ces

formules pourront servir à déterminer la droite D et la variété

similaire (D) définies par les équations (12) ou (15). Elles

permettent de dire que la géométrie réglée a sa similaire dans

l'espace Eg.

Si l'on a, par exemple, six quantités telles que la relation

soit satisfaite, ces six quantités définissent dans l'espace E3 ou dans

l'espace E5 une droite D ou une variété (D). En outre, la condi-

tion

marque simultanément que deux droites D et D' ont un point
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commun ou que deux variétés (D) et (D') ont un plan, trisécant

à r», commun.

Le parallèle entre D et (D) pourrait être étendu fort loin.

— Les bisécantes génératrices d'un hyperboloïde S, inscrit à Cj»

marquent, par leurs appuis sur celle-ci, une involution ï?; si l'on

considère les variétés correspondant à ces bisécantes, on observe

que les points de contact des plans oscidaieurs à r^, contenus dans

chacune d'elles, représentent sur la courbe les couples de

celte même involution. En outre, ces variétés engendrent une

hypersurface (S) similaire de l'hyperboloïde. Celte hypersurfaee

a une équation du second ordre par rapport aux coordonnées Z

et du sixième par rapport aux coordonnées ordinaires ^i, Zg, . . . Zg.

Et, de même que l'hyperboloïde pos.^ède (ieux modes de généra-

tion rectiligne, de même l'hypersurface (S) peut être engendrée de

deux façons au moyen de variétés (D).

12. — L'étude des figures similaires formées par les groupes

d'espaces linéaires L„_i de F„ et par les groupes analogues de

variétés {L^-^i) conduit à une extension du mode de représen-

tation des involutions sur les courbes normales des espaces

d'ordre supérieur dû à François Deruyts (*).

— L'involution IJ, d'ordre n et de rang p, est constituée par

l'ensemble des groupes den éléments communs à n — p involu-

tions d'ordre n et de rang n — 1. Elle a comme expression ana-

lytique un système de n — p équations symboliques de la forme

La représentation de ces éléments par des points de la courbe

normale Cn s'obtient au moyen de la considération de l'espace

principal de l'iriNolution Ijj; celui-ci est delitii, comme on sait,

par l'ensemble des pôles des espaces linéaires à w — 4 dunen-

(*) F. Deruyts, Mémoire sur la théorie de Llnvolution et de VHomogra-

phie unicursale. (Mémoires de i.a Société royale des sciences de Liège,

2e série, t. XVII.)

2.
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sions correspondant séparément à chacune des involutions \n-v
Tout espace linéaire L^_i à « — \ dimensions, qui passe par

l'espace principal, marque sur un groupe de n points de

Tinvolulion Ij. Et, pour construire un groupe de n points de celte

involution connaissant p éléments de ce groupe, il suffît de

mener l'espace linéaire déterminé par les (n — p) pôles et les p
points donnés de C„.

Les figures similaires des précédentes donnent donc, sur la

courbe r2n_i de l'espace à i2n — 1 dimensions, la représentation

des involutions d'ordre n.

Ainsi, dans l'espace euclidien, trois plans P^, Pj, P3 détermi-

nent un point A, point principal d'une involution \\ définie par

les trois groupes de points que marquent, sur C3, les plans

donnés, La figure similaire dans est le plan (A), commun aux

trois hypersurfaces (P,), (P2), (P3). Et, de même que tout plan P,

passant par A, donne sur 63 un terne de 1', toute hypersurface

(P), passant par {\), détermine sur F^j, par son plan fondamen-

tal, le terne similaire. Il existe, passant par A, trois plans oscula-

teurs à C3; il y a donc trois hypersurfaces (P) seulement dont les

plans fondamentaux sont osculateurs à ; et les points d'oscu-

lation marquent, sur cette courbe, les points triples de IJ.

Les pôles de deux plans PI, Pg déterminent, par leur jonction,

une droite D, espace principal de l'involution \] constituée par les

ternes communs aux involutions ]\ ayant pour points centraux les

pôles considérés. Tout plan n, passant par cette droite, marque

sur C3 un terne de celte involution \\; parmi ces ternes, il y en

a quatre seulemenl composés d'un élément double et d'un

élément simple.

Par «similarité» nous avons: Les plans fondamentaux des

deux hypersurfaces (P[), (Pi) définissent une variété (D) consti-

tuée par l'ensemble des plans communs aux variétés (PJ), (PQ
;

toute hypersurface (71), de même nature que (P^) et {Pi), qui

passe par (D), marque sur F», par son plan fondamental, un terne

d'une involution IJ; parmi ces hypersurfaces (tt), il y en a quatre

seulement dont les plans fondamentaux sont tangents à F^.
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— Soient

n

1 (U)

<x= 0, al, 0, . . . «;;,, = 0,

p formes binaires égalées à zéro, dont les racines sont les para-

mètres de p groupes de n poinis de la courbe normale C^. Ces p
groupes déterminent une invoiulion d'ordre n et de rang p — 1,

In

Tous les groupes de cette invoiulion sont les racines du

faisceau de formes

^i«,x) K«.) H- .
.

= 0.

Celte nouvelle définition analytique de Tinvolulion donne

lieu à une autre représentation géométrique des groupes de celle

invoiulion.

Le faisceau V^-v d'espaces linéaires à n — 1 dimensions, qui

a pour équation

k,(aX) hia^^iD) = 0, (15)

passe par l'espace linéaire commun aux espaces linéaires /j dont

les équations sont

(a<ï')= a<,i2i «i.î^a ••• o,,,. + ,^„ + i
= 0.

Ces dernières, dérivant des formes (14) par la substitution

x^i" xa : Il x"-^x| : ... x\ = Zi'. \ z-^: ... :

1 / \ ^/

les espaces linéaires /j qu'elles représentent rencontrent Cn en n

poinis, images des racines de ces formes.

La figure similaire du faisceau L^_i, dont l'équation serait la

formule (15) où £ = Z, est constituée par un ensemble (L^^J
d'hyper^urfaces (L„_i) qui jouissent séparément des propriétés

rencontrées ci-dessus et passent par les espaces à *i — 1 dimen-
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sions possédant, en comnnun,les variétés définies par les équations

o..iZt -+-a,.2Z2-f- ••. a, „^,Z„^, = 0. (i = 1, 2, ... p)

Ces variétés (LJj_i) marquent, par leur espace fonrlamental,

sur la courbe r2„_i, les groupes de l'involuiion

On voit donc que Ton pourra, par le secours des éléments

géométriques similaires des espaces à n et à 2n — 1 dimensions,

figurer sur la courbe normale de ce dernier espace les diverses

involuiions d'ordre n et de rang p — 1, avec leurs singularités,

quelle que soit la définition analytique de ces involutions.

La représentation de i'involution quadratique sur une conique,

par les intersections de cette courbe avec les éléments d'un faisceau

de droites y et l'extension de cette représentation à l'espace eucli-

dien où les couples de cette involulion sont donnés par les généra-

trices, bisécantes d'une cubique gauche, d'un hijperboloïde inscrit,

se trouvent donc généralisées pour les involutions Ij dans les

espaces à n et à 2n — l dimensions. C'est ce qui résuite de la

représentation de François Deruyts et de l'aMaiogie, signalée

ci-dessus au numéro 7, existant entre Thyperboloïde et les hyper-

surfaces (L^_i).

13. — La discussion des propriétés de la forme algébrique

/(^in ^2» • • • 'Cn + i)i d'ordre au point de vue de la géométrie des

figures similaires F et (F), peut se faire avec facilité.

Nous nous contenterons de dire quelques mots de Thypersur-

face (Q), similaire de la quadrique Q. Cette hypersurface, de

l'espace E^, est représentée par une équation du sixième degré

en Zi, «2 • • • -5^6' du second degré en Z^, Z^. Zj, Z4 ; elle a comme

éléments générateurs des plans trisécants de r^. Cependant, il

est certaines hypersurfaces (Q) qui sont constituées par des

ensembles de plans formant des variétés (D) — variétés définies

au numéro 10. Dans ce cas, il existe d'ordinaire deux systèmes

de variétés (D) engendrant (Q).

Énonçons quelques propriétés de (Q), dont le lecteur apercevra

immédiatement les similaires dans la théorie de la quadrique :
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Une hypersurface (Q) est déterminée par la connaissance de

neuf de ses plans générateurs.

Elle possède, en général, six plans générateurs oseulaleurs à

r^, et, lorsqu'elle renferme sept de ces plans, elle les renferme

tous.

Par Tun des plans générateurs de (Q), on peut faire passer

une simple infinité de variétés (D) ne possédant en commun avec

(Q) que le plan générateur considéré ; le lieu de ces variétés (D)

est une hypersurface (P) — définie au numéro 9 — «tangente»

suivant le plan considéré à Thypersurface (Q).

Par une variété (D) de l'espace E^, on peut faire passer deux

hypersurfaces (P), tangentes à (Q), à moins que (Q) ne soit

engendrée par un ensemble de variétés (D).

Par un plan tz de l'espace E^, on peut faire passer une infinité

d'hypersurfaces (P), tangentes à (Q) selon un plan générateur de

celle-ci; si (Q) est formée de variétés (D), il y a seulement deux

hypersurfaces (P) contenant tz qui sont alors tangentes suivant

une variété (D). L'ensemble des plans de contact est situé sur une

même hypersurface (P^), «polaire» du plan tt par rapport à (Q).

Toute variélé (D), qui passe par iz, rencontre Thypersurface (Q)

selon deux plans et l'hypersurface (P^) selon un plan ; le plan tz et

ces trois plans forment un groupe harmonique.

A réquation tangentielle de la quadiqueQ répond une «équa-

tion tangenlielle » de (Q) ; les éléments tangentiels sont ici des

hypersurfaces (P).

— Parmi les quadriques particulières intéressantes à consi-

dérer, signalons les surfaces réglées Q-i, Q2, Q3 ayant pour

équations respectivement

9ZiZi— ZiZz = Oy (40)

3Z2Z4 - 4 = 0.

Deux quelconques de celles-ci représentent la cubique gauche

C3. Les similaires sont les hypersurfaces (Q,), (Qg), (^Qg), formées

de variétés (D) et telles que deux d'entre elles ont en commun
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l'ensemble des plans oseulaleurs à la courbe Tg el lensemble des

plans d'une «génératrice» (D).

Dans notre premier travail, nous avons signalé la correspon-

dance entre le plan et l'espace définie par les expressions

^1 : <^2: ^3 = «1 : «2^ «3,

dans lesquelles les 'C, sont les coordonnées jz^, z^, d'un point

du plan ou les «coordonnées»

2 S
^1^3 *2 5 ^1^4 •^2^3 5

^2^* •^3 5

de la droite similaire de l'espace.

Si, dans ces dernières expressions, on remplace et z^ par les

quantités proportionnelles 3Z| et 'ôzj^, on obtient les premiers

membres des lelations (16).

On aperçoit que les formules

(ZjZs— ZI) : (ZiZi — Z2Z3) : (Z2Z4— Z3)= ai : «2 : as

permettraient de rapporter à un point du plan une variété (D)

de l'espace Eg ; cette variété est la «génératrice» commune à

deux hypersurfaces analogues à (Q^), (Q^), (Q5), qui passent

encore par l'ensemble des plans osculatewrs à dont on devrait

faire abstraction ici.

Et ainsi les propriétés des points d'un plan s'étendent à des va-

riétés (D) de l'espace E5, et les propriétés de la forme algébrique

ternaire d'ordre n s'appliquent à l'étude de cet espace.

Un exemple simple de cette nouvelle filiation d'idées a été

signalé au numéro 11 du travail actuel entre un hyperboloïde S,

inscrit à C3, et la variété similaire (S) de l'espace Eg. Car on sait,

par les résultats de notre premier mémoire, que l'hyperboloïde

S est, à son tour, le similaire d'une droite du plan. Les variétés

(D), engendrant (S) dans l'espace Eg, sont donc similaires des

points d'une droite de la géométrie plane.

14. — Aux numéros 5 et 13 nous avons rencontré les noms
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de polaires et de langenles données à des hypersurfaces {L„_i)

de E,2n-i ou, dans l'espace E5, a des hypersurfaces (P).

On pourrait voir avec facilité que les équations de ces figures

se déduisent, ou bien des équations de la variété constitnée par

l'ensemble des espaces à n — i dimensions tangents en n points

coïncidents à la courbe normale r2n_i, ou bien de l'équation de

l'hypersurface (Q) par des calculs effectués sur Z identiques à

ceux que Ton a dû effectuer sur z, dans les équations de la courbe

C^ou de la quadrique Q, pour avoir les variétés similaires.

Ainsi se présentent des exemples de différentiation effectuées

sur une forme f (Z^, Z2, . . . Z^ ^. les quantités Z étant considé-

rées comme des variables simples.

Dans les formules qui dépendent des variables Z, on pourra,

en général, effectuer les mêmes calculs que sur les formules simi-

laires en z. Si les premières font passer d'un espace linéaire géné-

rateur à w — 1 dimensions de l'espace Ean— 1 ^ autre, les

secondes, de leur côté, conduisent d'un point de l'espace à

un autre.
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DE
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1. L'une des manières les plus élégantes, sinon les plus

fréquentes, d'appliquer rintégration par parties à la recherche

des quadratures consiste à faire en sorte que l'intégrale à laquelle

on ramène la proposée la reproduise identiquement, avec tout

autre coefficient que l'unité positive. On forme ainsi, par rapport

à cette inconnue, une équation du premier degré qui la fournit

immédiatement.

Imaginons que l'on réalise ce programme, non plus en vue

d'obtenir une quadrature nouvelle, mais au contraire en partant

d'une intégrale déjà connue, et même des plus élémentaires; et

que l'on en substitue finalement la valeur dans l'équation ainsi

constituée. Qu'obtiendrons-nous ainsi? Évidemment une iden-

tité; mais on sait qu'une identité n'est pas toujours à dédaigner,

et peut parfois rendre d'utiles services.

Concevons par exemple que l'on réalise plusieurs fois de

suite une telle marche, en s'y prenant successivement de façons

variées suivant une loi déterminée, sur cette intégrale sans

cesse régénérée. On réalisera ainsi la sommation d'une suite

terminée; résultat moins répandu dans l'analyse, on le sait, que

celle de séries illimitées.
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Cet aperçu va se préciser dans les exemples suivants.

2. Envisageons en premier lieu la plus simple de toutes les

intégrales

dx
m -+- 1

en considérant Texposant m comme la différence de deux

nombres

m = (9 — i) — (/) -t- I),

absolument quelconques : entiers, fractionnaires ou incommen-

surables, positifs ou négatifs (*). La relation précédente pourra

s'écrire

—p— i J

et, sur ce produit de deux facteurs, nous appliquerons plusieurs

fois de suite l'intégration par parties.

Il vient ainsi

xi~* , x-P-'dx= ~- x-P-^ J x'.x-P-'dx,

X' . x-P-'^dx = x-"-' -f- / x9+* . x-P-^dx,

g H- i q iJ/x'+* » -+- 3 /^*

x«+' . x-P-^dx = x-P-* / x«+* . x-''-*rfx,

et à la -h i)" opération

x«+*

(5)/. . x"^ = t'i^" . X- •p-''dx.

(*) Mais en excluant expressément l'hypothèse q = 'p -\- \.
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Substituons de proche en proche, depuis Fégah'té (2) jusqu'à

(5), les valeurs de ces intégrales, toujours identiques au fond à

la proposée, et remplaçons -les définitivement, au commence-

ment et à la fin, par leur valeur commune (1).

On voit que ac^
—

p
— i se trouvera partout en facteur commun.

Il ne saurait dès lors y avoir lieu d'ajouter une constante d'inté-

gration C. En effet, tout le développement s'annulant pour

X = 0 (*), nous serions forcés de prendre C = 0. Le symbole x

disparaît ainsi de lui-même, et il ne nous reste plus qu'une

identité entre les deux paramètres tout à fait quelconques p, g,

et le nombre arbitraire k entier et positif

1 I p-*-i (p 1) (p -f- 2)

{p-\- 1)(p-+-2)...(p-f-A;)

q{q i).. .{q k)

Multiplions tous les termes par p, et faisons passer le dernier

dans l'autre membre,* nous obtiendrons finalement la somme
de cette suite terminée

P Pip-^^) /î(p-*-1)(p-»-2) p{p-^i)...{p-i- k)
(O) 1 h -f-...H

q q(q-^\) q{q^\){q + t) q{q \) . , .{q ^ k)

^ P r (p-^\){p-^'i)...{p-^k-^ 1)1

q — V — \[_ q[q \)...{q k) J

3. Je prendrai comme second exemple une intégrale non

moins élémentaire, sous la forme

V q J J

Je désigne de nouveau par p et q deux quantités absolument

quelconques. Quant au paramètre aj, et ultérieurement Og,

(*) Ou x = 00 , si l'exposant q—p — i est négatif.
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aj, ttky ce sont des arbitraires que nous introduirons l'une

après lauire sans aucune loi nécessaire. Celle-ci reste ad libitum^

permettant par là de constituer des applications très variées.

11 vient en intégrant par parties

y
g(p+a4)x Q

«1 J

ce qui nous ramène à une intégrale identique à la proposée.

Reprenons-la sous une forme encore différente, pour la soumettre

de nouveau à l'intégration par parties

Q — a, — a, /

1 «2 p Cil J

OU encore une fois

y
g(;H-ai+ai+a3)x

:,(p+«l+02+03lx e('~''l~"2-'»3)J;^/jj> _ .
g(î-"l-a2-03lx

/) -f- tti -+- «2 «3

q — «1 — (1.2— /*

ttj H- a -, t/

et ainsi de suite.

Opérons A: fois de cette manière, et substituons de proche en

proche les expressions des intégrales successives. Nous ferons

ainsi finalement apparaître partout leur valeur commune

p^q i et il n y aura pas lieu d ajouter de constante d mtegra-

tion, car elle devrait s'annuler, avec tout le reste du développe-

ment, pour rhypolhèse or= rfc oo suivant le signe de /> h- 7.

L'exponentielle disparaît ainsi d'elle-même, et avec elle toute
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trace du symbole d'intégration x. Il ne reste plus que la som

mation de cette suite terminée très générale

(6)..

p-t-a, (p+«i)(p-^-ai-»-«2) (p-+-ai)(/j-4-tt,-i-aj)(p-4-a,+«2-t-a3)

{q — ai){q — a, — Ui)..Aq— a^—ai— ,.. — a*.,

{p -H flj) (p -+- a, -+- a^j . . . (/? -4- «1 H- 02 -- . . .
-+- «a)

L (/>-+-aj)ip-«-a, Oa) . . . (p aj -h ttg -h . . . + «4)]

4. Supposons par exemple égales entre elles toutes les

constantes a^, il viendra

1 q — a (q — a)[q — 2a)

(7) . . . ±

p-f-a (/) -+- a) (jo H- 2>a) (/j -- a)(p -t- 2a)(/? 5a)

{q — a) {q — <ia){q — ^a) • • .[^— (A;— 1)a]

(p -+- a) i/> :2a) (p -t- 5a) . . . (p -4- /ca)

(9 — a) (7 -— 2a) ... (7 — kay\
1 ±

(p -+- a) (p H- 2a) . . . (p -h ka)\

Faisons en second lieu

= kb,

d*où, en introduisant le symbole tk pour représenter les nombres
triangulaires

k{k-^i)^
,

2

Nous obtiendrons par là celle nouvelle suite

^ q — {q - bt^) iq — bt,)

p + 6^ {p 6^,) (p 6g (p -4- (p ^ 6g (p -4- 6g

(8) . . . ± ^^^H^ — ^^^^ • • '(fj — K-i)

(p + 6g (p bt,) •
. • (p -H 6g

p -I- 7 L (p + ^^i) iP bf,) .
. (p -f- 6gJ*
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De même que nous venons de passer des nombres naturels

aux nombres triangulaires, nous passerions de ceux-ci aux

nombres pyramidaux, et à des nombres figurés quelconques.

5. En introduisant l'hypothèse la plus simple : a == 1, et

changeant en outre dans la relation (7) p en q — i, en même
temps que q en — p, ou retrouve la formule (4), et comme
conséquence (5).

Je ferai remarquer en passant que celle-ci rencontre, pour

/: = 00 , une vérification dans la sommation d'une série indéfinie

donnée par Catalan à la page 40 de son Traité élémentaire des

séries.

Si l'on change les signes de p et ç, le développement (5)

devient

P Pip-^) p{p-i){p-^) (/}-&)
(9) —I 1 1-...H —

q q{q-\) q[q~\){q-^) q{q- i)(q . , .^q -k)

-^)...{p-k-i)-\

i)...{q-k) jq — p—\ L q{q

Il donne également par le changement de signe de q seul

(]0)
P P{P-*-^)

^

pip-*-\){p-^^) ^ pjp-*-^)" '(p-*-k)

p-*-ç-t-lL q{q — i)''-{q — k) J

et par celui de p seul

q qiq-^i)'^ q{q-*-\){q-*-'2) q[q ^\). . .(q ^k)

{p — i)(p — 2) . . • (p^k— i)l

p q — i l qiq -t- i) (q -t- k)
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Faisons q = \ dans celle dernière égaillé (11), nous obtien-

drons

P ')
^
v(p—\){p—^) _^

p{p—i)-'-(p—k)

(/>-!)(/?— 2) fp — 3) ... (p — /^ — I)= 1 =b
1 3.4 ... /c(/c -t- 1)

e*est-à-dire la somme d'un nombre arbitraire des coefficients

consécutifs de la série du binôme de Newton pris avec des

signes alternatifs, expression qui a déjà été donnée par Janni

dans le Journal de Batlaglini de 1874. L'hypothèse p = 1

fournira de même avec la relation (10) la somme de leurs

inverses avec des signes alternés

\ 1.2 1.2.3
_^

1 . 2. 3 .(A; -I- 1)

q q[q-^) 9(7-0(7-2) ci[q^\) ...{q k)

\ r _^ 1 .2.3 ...(A; 2) 1

6. Les expressions (5, 9, 10, 11) peuvent se généraliser

de la manière suivante.

Posons

M N

m n

la formule (o) deviendra

M n M(M-+-m) InV M(i\I-t-m) • • • (M-+-/c/m) /«.\*

N '

m"*'N(N-+-w)\m/ ^
-*-n) • • • (Nh- it/i)

' u'

_ mn L (M+mUM-+-2m)...[M-+-(/i:-t-1)»ïl

Nm—Mn—mw( N(N-t-n} . .

.

(N-i-A;/ï) \m/
)

Acluellemenl opérons la transmutation réciproque de M et N,

ainsi que de m et n

N m N(N w) (mV N(N n) . . • (N +W /m\*

M n M(M-f-m) W/ M(M -h m) - • - (M -i- /cm)
'

\nl

mn ( (N + wHN-+-2n). . .[N-+-(A;-^l)/î] lmY+^

M.n—Nm— mn\ m(M -t- m) ... (M -4- /cm) \n/
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Si nous représentons en abrégé ces deux suites par

Sjt= M, -4- Wa W3 -H ...-+. ï/^,

Ta = 1 1 H ... —

;

Ml Ma M3 Uk

nous pourrons écrire, en fonction du dernier terme uu,

Nm — Mn— mn ]_ M \mj J

^ m/j r N (A; Hh 1 ) ?i /'m\ 1 "j

^ Mw — — mn L N \nl mJ

Éliminons enfin iik entre ces deux égalités, il nous restera

cette relation entre les deux sommes S et T :

Il suffirait donc de posséder la somme d'une suite du type (13)

pour déduire de l'identité (14) celle de !a série formée par les

inverses de ses différents termes.

On pourrait par exemple se servir de la formule de Janni (12)

pour en déduire celle des inverses des coefficients du binôme

avec signes alternés que nous avons tirée (n** 5) de l'égalité (10).

7. Nous pouvons parvenir à des développements d'un genre

tout différent, privés de dénominateurs, en opérant de la

manière suivante.

Faisons dans le développement (5) q = i, et séparons-le en

deux parties, en arrêtant la première au terme de rang ;j — 2.

On remarquera qu'à partir de là, des facteurs se détruisent
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consécutivement aux deux termes des fractions qui constituent

le second groupe, ce qui permet d'écrire

P pip-^^) p{p-*-\){p-^'2) p{p-*-\){p-^'2)- • -(2^-5)

T"*" \.2 * ÏTÏTS "* 1.2.3.4. . .(p— 2)

1 rp(/}-f-l)...(2;>-2)-t-(/)-4-4)(p-*-2)...(2p-i)-*-.. 1

'^1.2.3...(/)-'l)[... -*-(A;-+-2)(/c-f-3). + — 1)(/£H-p) J

ip -4- 1) (p -H 2) ...(/) -4- A; 1)

1 .2.3.4 ... {/c -+- 1)

Or la première portion peut être fournie directement par la

même formule générale (5) pour les hypothèses : q = \
,

k = p— 0, sous la forme

_^ ^

(p + 1)(p->~.2)...(2/> — 2)

1.2.5.4. . .(p— 2)

Dès lors la quantité placée entre les crochets se déduit de

réquation précédente de la manière suivante :

1 .2.3.4 ... (/c 1)-„i[.

_ r_
^ _^

(p-l)(;>-2)...(2;)-2) -|

L 1.2.3.4...(;>-2j J

ou, en réduisant,

(p-Hl)(p-^2)...(/}-f-A;^l)

Nous obtenons donc enfin

(p— l).(p + l)(pH-2)...(2p— 2).

p(p-f-d)(p-4-2)...(2/>— 2)-*-(/)-^ l)(;î + 2)(p-»-5)...(2p— 1)-+-...

. .
.

-f- (/c H- 2) (A; 3) (/f -t- 4) . . . (A; + /)— 1) (A; H- p)

= ^|^(A;h-2)(;c+ 3)(/ch-4)...(A;+p+1)—(p— l)p(p+ l)...(2p—
2)j-
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SUR LES

VARIÉTÉS A TROIS DIMENSIONS

QUI

REPRÉSENTENT LES COUPLES DE POINTS

D'UNE COURBE ET D'UNE SURFACE ALGÉBRIQUES

L'élude des surfaces algébriques qui représentent les couples

de points d'une ou deux courbes algébriques a été faite il y a

quelques années par trois géomètres italiens : MM. De Fran-

chis (*), Maroni (**) et Severi (***). Dans un beau nriémoire qui

vient de paraître, M. Severi ('^) s'est occupé de la variété algé-

(*) Sulle varietà oo* délie coppie di punti di due o di una ciirva algebrica.

(Rendiconti di Palermo, 1903, t. XVII.) — Sulle corrispondenze algebriche

fra due curve. (Rendiconti della R. Accad. dei Lincei, 1° sem., 1903, (5),

t. XII.)

{**) Sulle superficie algebriche possedenti due fasci di curve algebriche uni-

secanti. (Atti della R. Accad. di Tohino, 1903, t. XXXVIII.

j

(***) Sulle superficie che rappresentano le coppie di punti di una ciirva

algebrica. (Atti della R. Accad. di Torino, 1903, t. XXXVIII.) — Sulle

corrispondenze fra i punti di una aurva algebrica e sopra certe classi di

superficie. (Memoiue della R. Accad. di Torino, 1903 (2), t. LIV.)

(iv) Fondamenti per la geometria suite varietà algebriche (Rendiconti di

Palermo, 1909, t. XXVIII.) — Un résumé de ce Mémoire avait été publié

antérieurement sous le titre : Alcune proposizioni fondamentali per la

geometria sulle varietà algebriche (Rendiconti della R. Accad. dei Lincei,

2e sem., 1907, (5), t. XVI.,)
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brique à trois dimensions dont les points représentent sans

exception les couples de points d'une courbe et d'une surface;

le savant géomètre a construit le système canonique de cette

variété par la considération des irjtégrales triples de première

espèce. Dans la note suivante, je me propose de construire le

système canonique en employant les méthodes algébrico-géomé-

triques.

Dans la première de ses notes citées plus haut, M. De Franchis

avait établi une relation entre les caractères virtuels d'une courbe

appartenant à la surface algébrique qui représente les couples

de points d'une ou de deux courbes algébriques. Des relations

analogues existent naturellement erure les caractères virtuels

des surfaces appartenant à la variété qiii fait l'objet de ce travail,

mais leur recherche es! moins simple que dans le cas des

surfaces. Nous recherchons ensuite les invariants de Zeulhen-

Segre et de Pannelli.

1. — Désignons par V une variété algébrique à trois dimen-

sions qui représente sans exception les couples de points d'une

courbe de genre /> > 0 et d'une surface privée de courbes

exceptionnelles, de genre géométrique Pg > 0, de genre arithmé-

tique p^, d'invariant de Calstelnuovo-Enriques co et d'invariant

de Zeuthen-Segre i.

Les caractères de la variété V calculés par M. Severi sont :

le genre géométrique Vg == ppg, le genre arithmétique

= (p — 1) p^ -+- p, les caractères du système canonique

« 6(p 1), = 9(p _ 1) (o) - 1) -h 1,

Q^ = Z(p — \) (&)—!) + 2(p — 1) p„ 2p — 3, et l'irré-

gularité superficielle q^^(Pg — Pa) P-

La variété V possède un faisceau jFj birationnellement iden-

tique à Cq de surfaces F identiques à F^, rt une congruence |jC((

identique à F^ formée par des courbes C identiques à C^,. Les

surfaces F et les courbes C sont unisécantes.

Dans la suite de ce travail, nous désignerons par |<I>| le système

canonique de V et par \&q\ le système canonique de F^. Une

surface de V formée par les courbes C qui correspondent aux
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points d'une courbe sera désignée par 6. On voit qu'une telle

surface représente sans exception les couples de points de et

d'une courbe Oo- De plus, nous utiliserons les notations suivantes,

déjà employées par M. Severi : H, K, L étant trois surfaces de V,

(H, K) désignera la courbe, intersection des surfaces H, K et

[H, K] le genre de cette courbe, (H, K, I.) le groupe de points

et [H, K, L] le nombre de points communs aux trois sur-

faces H, K, L.

2. Considérons sur la surface un système linéaire {Vq],

00 5 au moins, simple, irréductible et dépourvu de points de base.

Une surface F qui représente (sans exception) les couples de

points de la courbe et d'une courbe Yq appartient à un

système linéaire oo ^ au moins et dépourvu de points de base.

On sait que la surface F possède deux faisceaux de courbes uni-

sécantes, l'un formé de courbes C et l'autre de (FF), par consé-

quent le système canonique de cette surface se compose d'un

groupe de G canonique pour le faisceau et d'un groupe de (FF),

canonique pour le faisceau de ces courbes.

Si Ta ^si une surface qui représente (sans exception) les

couples de points de et d'une courbe adjointe à |Fo|, la

courbe (F^ F) se compose de 27r — 2 courbes C, tt étant le

genre de F^. Donc, si |F'| est le système adjoint à |F|, on a, sur

la surface F,

(rr') = {2p— 2)(rF)+ (rrj.

Par un théorème île M. Severi (*), on a

r'= (2/> — 2)F -^r„.

Mais d'autre part.

(*) Severi, Osservazioni varie di geometria sopra una mperficie algebrica

e sopra una varietà. (âtti del R. Istituto Veneto di Se, let. et artl,

1906, t. LXV.)
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et, dans la congruence jjCjj,

^.= ^-^-0.

De ces trois formules on déduit

* = (2p— 2)F 0. {i)

Une surface canonique de la variété V s'obtient en réunissant

à Sip— 2 surfaces formant un groupe canonique du faisceau !F(,

une surface engendrée par oo * courbes C formant une variété

canonique de la congruence jjCj(.

Tel est le théorème éiabli par M. Severi dans son Mémoire

sur les variétés, cité plus haut.

3. Remarquons que deux courbes de la congruence HCjj ne

peuvent avoir aucun point commun, car on peut toujours

former un faisceau irrationnel de courbes C. On en conclut en

premier lieu que le degré virtuel du système |r| est nul. En

second lieu, deux surfaces F ont en commun courbes C,

étant le degré virtuel de \Yq\, par conséquent

4. Considérons une correspondance JU établie entre les points

de la courbe et ceux de la surface F^. A un point a de

correspondent les points d'une courbe de F^. Lorsque le

point a décrit la courbe C^, la courbe varie dans un système

continu jA^^j de degré virtuel m. Inversement, à un point de F^^

correspondent a points de C^. Nous dénoterons par tz le genre

de Aq. Les points de qui représentent des couples de points

correspondants de Jlo sont situés sur une surface A de degré

virtuel w^, d'invariant de Caslelnuovo-Enriques et dont la

courbe caractéristique a le genre p^.

Chaque surface F rencontre la surface A suivant une courbe

de genre u et chaque courbe C rencontre la même surface

en p. points.
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5. On a identiquement

[* A, i>, a] = [*»A] -H

et

[('I. -4- A)\ A] =^ [cî> H- A, <!>, A] [1>AT [A^],

d'où

[(<!. -4- A)\ A] = [4>^A] -2[1>A*] -4- [a'J. (2)

Les surfaces 4> -h A découpent sur A le système canonique,

donc

[(<!. -4-AAa]=c.„-1. (3)

D'autre part

[*A*] = 2;,,- 2 - 2«„ [AT = n,. (4)

La formule (1) donne successivement

[4>*A] =(2/) — 2)[K*A] [e*A],

[F4>A]— (2/) — -+-[0KA],

[04.A] = (2/) - 2)[0FA] ^ [0*A],

[<Ï.*A] = 2(2/) - 2)[eFA] -t- [0l\].

Or

[0«A] = — 1), [0KA] [A^0j 2t— 2 — m

Donc

[**A] = 2(2/) — 2) (2t — 2 — m) -f- yu(M - i ).

De la fornaule précédente et des formules (2), (3) et (4) on

déduit

«„--'l = 2(2/)— 2)(^i;r— 2— m)-+-2(2/)„— 2)— 3w„-+-A'(«--i). (5)

On obtient ainsi une première liaison entre les caractères de

la surface A.



( 8 )

6. De la formule (1) on déduit

(*A)=(2p-5)(FA)-*-(0A),

ou

=[(2p - 2)F, A] -4- [0A] {2p— 2)[AF0]— 1.

D'autre part, on a identiquement

(* -f- A,A)= (^., A) (AA),

OU

"o-=[*A]-^;>„-^[AA<i>]— 1.

De là,

= L(2p- 2) F, A] -f- [BA] -f- -f. (2;>- 2)[AF0] h- [a* 1>]- 2. (6)

On a

[(2/) — 2)F, A] = (2p — 2)îr— (2p — 2)-+- 1,

[aF0] = 2t — 2 — w, [A^<ï>] = 2p,— 2 — 2w„.

Moyenant ces trois égalités, la formule (6) devient

«^= [0A]-H3(2p— 2)(T— 1)— m(2/7— 2)-t-5(p,— 1)— 2w,. (7)

Considérons la surface 6 qui représente les couples de points

de et d'une conrbe canonique de La correspondance

définit, entre Cq et B^. une correspondance d'indices ({jl, 2t: — 2

— wî). La courbe (6A) représente, sur cette surface B, les

couples de points liés par cette correspondance, donc on a (*)

2[0a]— 2 =r [0A«] + 2(p— 1 )
(2t— 2— w) 2/u(« ^ i ).

En combinant les formules (S) et (7) avec cette dernière, on

trouve

[0A*]= 2(/?, - 1) 2w(p- 1)- 2/î„- 1

.

(*) De Franchis, loc. cit.

\
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Si la surface A appartient à un système continu, oo * au moins,

on a [eA2] ^ 0, d'où

1)>2/n(p — 1) + 2n„-+- i.

7. Désignons par l'invariant de Zeuthen Segre de la

variété V. Les surfaces F sont toutes birationnellement identiques

à Fp, par conséquent, aucune d'elles ne possède de singularités

altérant les caractères invariants non communs à toutes ces

surfaces. En appliquant une formule que j'ai établie récem-

ment (*), on a

I„= 2(;î-1)(e-4-4) + 6.

L'invariant de Pannelli, ï|, est donné par la formule (**)

48P„— 54= 21, — lo,

d'où, comme = (p— ^) Pa P>

I, =
{
p_ 1 )

(24jo„ H- î -f- 28)

.

(*) Sur l'invariant de Zeuihen-Segre. (Bull, de l'Acad. roy. de Belgique.

Classe des sciences, 1909.)

(*) Pannelli, Sopra un carattere di una varieta algebrica a Ire dimen-

sioni (Atti del IV CoiNGkesso dei Matematici. Roma, 1908, t. II.)
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ÉTUDE
SUR LA

TRANSFORMATION CRUCIALE

ÉTENDUE A L'ESPACE

L — TnANSFORMATION d'uNE SURFACE.

1. Les transformations dans le plan que nous avons appelées

cruciale et sous-cruciale (*), peuvent être étendues à l'espace.

A un point de vue M qui se projette sur les axes coordonnés

en P, Q, R, faisons correspondre le plan PQR= |ui. Lorsque M
parcourt une surface S, le plan yi enveloppe une seconde surface

que nous désignons par ; le point de contact de avec Si

sera représenté par M|. En appliquant la même transformation

(M, ft) à Si, on obtient une troisième surface S2
; Sj conduit par

le même procédé à une surface S5 et ainsi de suite (**).

Inversement, à un plan donné fx qui coupe les axes en P, Q,

R, on peut faire correspondre le point lVI_i qui se projette sur

(*) Voir Mathesis, octobre 1909.

(**) Soient P', Q', R' les projections de M sur les plans coordonnés. On
pourrait faire correspondre au point M le plan P'Q'R' = [j.'. Mais les plans (x

et (jl' étant parallèles et leurs distances à l'origine étant dans le rapport

constant 1 : 2, il n'y a pas lieu d'étudier la transformation (M, [x').
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les axes en P, Q, R. Lorsque (jl roule sur une surface donnée S,

le point M_i parcourt une surface S_i. Celle-ci, étant soumise à

la transformation (fjt, M_i), conduit à une surface S_2, etc.

2. Supposons la surface S donnée par les équations para-

métriques

et posons

yu^u

y'v'v

^ =
z'x <y'v

A = -4- l/Jf H- zÇ.

Si X, y, z sont les coordonnées de M et X, Y, Z les coor-

données courantes, l'équation de [x est

X Y Z—I 1—= 1.
X y z

(1

Pour avoir l'enveloppe de (ji, nous dérivons (I) successive-

ment par rapport à chacun des paramètres u, v\ ce qui donne

< = 0,

(2)

Des équations (1) et (2), on tire pour les coordonnées X^ Y|

Zi de Ml

X| =— ' Yj = — 5 Z(
A À

(3)

3. Le plan tangent au point M de la surface S ayant pour

équation

^ (X — X-) .? ( Y — î/) -+- Ç (Z -z] = 0,
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les coordonnées X_i, V_i, Z_i du point M_i sont

A A A
X., = -, ¥_, = -> Z_. = -- (4)

? Ç

Des formules (5) et (4) on tire

X,X_, = a;^ \\Y_, = y\ Z.Z_, £^ (5)

ou

X X_i 3/ Y_, z Z_,

Donc entre les traosformées successives d'une même surface S

par les transformations (VI, p.), ({jl, on a les relations

X3 Xj X Xl ^

X.2 Xj X

On en conclut

>f''w"+*

A" ^ A" A"

X"

4. Si la surface S est donnée par Téquation F (x, iy, z) = 0,

pour obtenir l'enveloppe du plan {jt. représenté par (1), on écrit

que les équations

Xdx Ydy Zdz— + -f-—= 0, F'Jx -4- V'fy rjz = 0
X*

sont identiques, ce qui donne
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Résolvons les équations (1) et (6) par rapport à X, Y, Z ; les

valeurs seront les coordonnées de M^. Donc si l'on fait

on a

x^F, î/'F;

V V V

L'équation du plan tangent en M à S étant

(X- x) f; (Y - 3/)f; (z - z)v: = o,

les coordonnées de seront

'-'^k '-'^Fi

De (7) ei (8), on conclut de nouveau les relations (3).

Pour les coordonnées de M„ et on trouve

x-V'f;." ^''+*(f;)" z'-^'iFirA«= > Y„= » Z.„== ;;

X—n . ,„., ' Y__ == ——— 5 Z__ =

5 Si l'on prend pour S une surface de Lamé

les équations des transformées S„ et S_„ seront

t) lit)

Ces nouvelles surfaces sont donc encore des surfaces de

Lamé.



( 7 )

6 Examinons les cas plus simples de m= 1 ou 2 et n = t

.

a) Lorsqu'un point M parcourt le plan

X y z

abc
Tenveloppe du plan qui passe par les projections de M sur les

axes, a pour équation

Cette enveloppe est une surface du quatrième ordre. Si le

plan
fjL

rencontre les axes coordonnés en F, G, H, la surface

coupe les plans act/, yz^ zx suivant des paraboles touchant les

axes respectivement en F, G, H.

6) Supposons qu'un plan qui passe par un point fixe

jVI (a, 6, c) rencontre les axes coordonnés en P, Q, R. L'équation

du lieu du point M_i se trouve par un raisonnement facile ; elle

est

abc _
-H 1— = 1 ou xyz — zawz= 0.
X y z

Le lieu est donc une surface cubique qui passe par les axes

coordonnés et est coupée par des plans parallèles aux plans

coordonnés suivant des hyperboles dont les asymptotes sont

parallèles à deux axes coordonnés.

7. D'après les équations (9), l'enveloppe du plan qui passe

par les projections d'un point de l'ellipsoïde

y'

sur les axes, a pour équation
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et le lieu d*un point qui se projette sur les axes aux points

d'intersection de ces axes avec un plan tangent quelconque à

Tellipsoïde est représenté par

Cette équation représente une surface de sixième ordre qui

passe par les axes coordonnés et dont les sections par les plans

coordonnés sont des cruciales d'ellipses. Les plans tangents aux

sommets de Tellipsoïde sont des plans asymptotes.

8. Les transformations précédentes en suggèrent d'autres.

Par exemple, à un point M qui se projette sur les axes en P,

Q, R, on fait correspondre Tellipsoïde qui a pour centre 0 et

pour sommets les points P, Q, R. Si le point M parcourt la

surface S représentée par

l'ellipsoïde enveloppe une certaine surface.

Appelons x, y, z les coordonnées de M et X, Y, Z les coor-

données courantes. L'équation de l'ellipsoïde mobile est

Le point de contact de cette surface avec son enveloppe

vérifie les équations

(12)

0. (43)

Les coordonnées de ce point sont donc
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Si le point IVI parcourt la surface F (oc, y, z) = 0, on expri-

mera que les équations

X* Y* , Z*
,

—idx-i : aw H— , az= 0,
^ y" «

F'.dx -4- F'^dy -h F;(/z = 0

sont identiques, ce qui donne

X» Z' X*
~' V ~? ^ i

Donc

xf; î/f; zf; ^^^f; v

Xî =— Y?==— > Z?=—^•

V V V

oc 11 z
En particulier, si le point M parcourt le plan—h 7 -t- - = I,abc

on trouve

a 6 c

ei Tenveloppe de l'ellipsoïde a pour équation

9. Semblablement, à un plan jui qui coupe les axes en P, Q,

R, on peut faire correspondre Tellipsoïde qui a pour demi-axes

OP, OQ, OK. Quand jji roule sur une certaine surface, Tellip-

soïde enveloppe une surface dont les équations paramétriques

sont
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Des formules (14) et (15), on déduit, par un système de pro-

portions analogue à celui employé précédemment

X?, — : < Y?

Y2 . V2 . 72

^2n+lj^2„-l ^2»H-1j.2h-I

2n-i

> 211-1

,2n-3}:2n-l' yîn-Z^in-i ^2» -Sç2n «

II. Transformation des courbes gauches.

10. Nous pouvons étendre la transformation précédente aux

courbes gauches. A un point M d'une courbe gauche K, faisons

correspondre le plan p. passant par les projections de M sur les

trois axes. Quand M se meut sur K, (x enveloppe une dévelop-

pable dont Taréte de rebroussement correspondra, par défini-

lion, à K. En appliquant à la même transformation et ainsi de

suite, on obtient une suite de courbes K, K^, Kg, Le plan ^
joue en chaque point de le rôle de plan osculateur. Si donc

on donne K^, on obtiendra K en faisant correspondre aux plans

osculateurs de K|, les points se projetant sur les axes aux points

de rencontre de ces plans avec les trois axes; nous donnerons

encore à cette transformation le nom de transformation cruciale;

de même, en transformant K, on obtiendra de la même manière

une courbe K_i dont on déduira une courbe K_2, etc.

11. Supposons la courbe K donnée par

et cherchons les équations paramétriques de et K-j. A M
correspond le point de tangenee M| de ^ avec K^. Si oc, z

sont les coordonnées de M, les coordonnées X^, Y^, X^, de

seront données par les relations

^='. 2^.^=0, 2x.—^5 0, (1)
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où x'y x" désignent les dérivées cp^ (i), cp^ {t)

D'après les deux dernières équations, les quantités ^^

sont proportionnelles aux déterminants formés avec deux

colonnes du tableau

xx' yy' zz'

x"x — 2a:'* y"y — z"z— 2r'^

Posons

x" y" z"

et appelons A, B, C, Ag, Bg, Cg, les mineurs de h relatifs à la

première et à la troisième ligne, de sorte que

A = y'z"— z'y'

Nous aurons

A2= yz' — zy\ etc.

(A)

Le facteur p résulte de — = 1
;
on trouve

P \lkx^yz— âSAsx'^'z'] = /; [rri/zA— 22 Aax'v';^']= \ ,

Le plan osculateur en M est donné par

S(X— a;)A = 0.

On en déduit immédiatement :

(B)
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12. Considérons une surface S donnée par les équations

Les transformations cruciale et sous- cruciale appliquées à S,

conduisent à deux surfaces 8| et S_i représentées par

où 5, Ti, ^, X ont des significations connues.

Soit K une courbe tracée sur la surface S. Nous pouvons

envisager deux transformées cruciales de K :

1° La transformée cruciale absolue de K, qui est le lieu des

points qui se projettent sur les axes coordonnés aux points

d'intersection de ces axes avec les plans osculateurs de K
;

2° La transformée cruciale relative de K, qui est le lieu des

points qui se projettent sur les axes coordonnés aux points

de rencontre de ces axes avec les plans tangents menés à S le

long de K.

De même, si Ton projette un point quelconque M de K sur

les trois axes, on peut considérer deux transformées sous-cru-

ciales :

1** On cherche le point de contact du plan des projections

dans la tranformée sous-cruciale de S et Ton prend le lieu de ce

point lorsque M parcourt K ;

2° On cherche le point de contact du plan des projections

lorsque M se déplace sur K. Nous dirons, dans le premier cas,

que la transformation sous-cruciale est relative; dans le second

cas, qu'elle est absolue.

Supposons la courbe K donnée par les équations

A
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où Ion a attribué à v une valeur fixe v^y u restant variable. La

transformée sous-cruciale absolue de K est donnée par les for-

mules (A), où Ton pose

V ayant la valeur Vq.

La transformée relative est donnée par les formules (A^), où

l'on faitt; = i;0. De même, la transformée cruciale absolue de K
est donnée par les formules (B); la transformée relative est

donnée par (B^).

Les transformées absolues n^emploient que les dérivées de

(pi, (p2» fô par rapport à tandis que les transformées relatives

emploient les dérivées par rapport à m et à u.

Exemple. — Transformée d'un cercle horizontal ayant pour

équations

Tous les plans PQR = |jl passent par le point de rencontre R
du plan du cercle avec Oz et sont tangents à la transformée

sous-cruciale de la projection horizontale du cercle sur le

plan xy.

On peut chercher la transformée relative en supposant le

cercle sur la sphère x'^ R^. On a alors, en posant

les équations suivantes :
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13. Les calculs relatifs à l'enveloppe des plans qui corres-

pondent aux points d'une courbe K et à l'aréle de rebrousse-

ment de cette surface, peuvent souvent se siniplifier. En effet,

l'équation du plan pi étant

Y Y 7
1 =0,

?lfW) ?3(W)

OÙ X = (m), y = ^2 2 = ^5 (il) sont les équations de K,

remplaçons u par -. Nous pourrons considérer à volonté soit v

comme fixe et u comme variable, soit u comme fixe et v comme
variable. Par suite, pour l'enveloppe de {x, on peut écrire

-=0, -=0,
Dm Dr

et pour Parête de rebroussemenl

D^a Da^— — 0, = 0, — =0,
Dm DmDi; Dt'

u
u étant remplacé par - et les fonctions cpg, cp^ étant rendues

V

entières en u et v.

14. Supposons la courbe K définie par les équations

L'enveloppe du plan relative à la surface F = 0 s'obtient

en écrivant

et en identifiant les deux dernières équations, de sorte que
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A cette dernière équation, il faut joindre

S-=i, F = 0.
X

On obtiendrait de même Tenveloppe du plan relative à la

surface /"= 0.

Pour avoir la transformée absolue de K, on élimine rfx, dy,

dz entre

dx

ce qui donne

= 0,

X Y z
~' ? -4.-

Fi f; f;

/; /:

= 0,

équation qui, combinée avec
X

(2)

0, donne.

après élimination de ac, y, z, l'enveloppe de [*. pour les points de

K, c'est-à-dire la développable dont est l'arête de rebrous-

sement et qui a pour génératrices rectilignes les tangentes à K^.

, „ , ^

et (2). L'équation (2) est vérifiée par les valeurs (1) de

J^'
Donc, la tangente passe par les points de contact du

plan p. lorsque M se meut sur K, mais est considérée successive-

ment sur les surfaces F et f. Celte propriété subsiste quelles que

soient les surfaces F «= 0 et /'= 0 choisies. Ce résultat nous

sera utile dans la suite.

15 Transformée d'une droite. — Considérons une droite d

données par les coordonnées (X|, y^, z^), (x^, y^, z^), de deux
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de ses points. Un point quelconque M de a pour coordonnées

OÙ le rapport \^ : 1^ est variable; on pourrait aussi considérer

Tune des quantités X^, I.2 comme fixe! et Tauire comme variable.

Le plan [i qui passe par les projections de M sur les axes

coordonnés a pour équation

^AjXi AjJt'a Al HK Ag

Pour trouver l'enveloppe de p., on peut dériver (1) tour à

tour par rapport à X| et par rapport à ce qui donne

-^(A,Xi A2X2)- (Aj -4- ^g'f' ^(A,Xi H- /jXgf (A, -+- A^)*

L'équation de l'enveloppe s'obtient en éliminant le rapport

"kl : ^2 entre les deux équations (2).

On arrive plus facilement au résultat en mettant l'équation (I)

sous forme entière et ordonnée par rapport à 1^ et a^. ce qni

donne

Ma! h- 5Na;a2 h- 3PAj?iî -t- Qa^ = 0. (3)

Dérivons maintenant par rapport à ei Xg; il vient

Ma* -+- 'jNa^x^ Pa1 = 0,

Na* 2Pa,A2 -h Qa|= 0. (4)

Des équations (4) on tire

A? : 2a^a, : Xl = (NQ — F) : (PN — MQ) : (MP—
;

d'où l'équation cherchée

(MQ — PiN)« = 4(NQ — P») (MP — iTj,

qui représente une surface du quatrième ordre.
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De l'équation (5), on conclut que par un point quelconque, il

passe trois plans p. ; donc la surface est de la troisième classe.

Pour trouver l'aréie de rebroussement, on peut dériver les

équations (2) par rapport à et X^» ce qui donne

Xxf i 1

2

(>lX, -- JsX^f (il H-

i

X Y Z
En remplaçant X, Y, Z par —, —, — » on voit que les quantités

sont proportionnelles aux déterminants obtenus en supprimant

successivement la première, la deuxième, la troisième, la qua-

trième colonne du tableau rectangulaire

x] ^2
i

x| i

XjXj i

Les coordonnées homogènes sont donc de la forme

cT = (ii

La courbe est donc une cubique; les coordonnées de ses

points sont égales aux cubes des coordonnées des points corres-

pondants de K multipliés par des constantes.

16. Considérons Tensemble des plans tangents à une courbe

gauche doimée K
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Ces plans appartiennent à une congruence de plans; car chacun

d'eux dépend de t et d'un second paramètre X, qui est, par

exemple, le rapport des distances d'un point de ce plan au plan

osculateur et au plan rectifiant qui passent par la même tan-

gente de K.

Le point qui correspond cruciaiement à un plan de la con-

gruence dépend des mêmes paramétres ; donc il décrit une

certaine surface 2.

L'ordre de S est le nombre de plans tangents à la fois à K et

à deux surfaces du quatrième ordre. En effet, pour trouver le

nombre de points communs à S et à une droite rf, menons par d

deux plans quelconques a, (î; ces plans ont pour transformées

sous-cruciales deux surfaces du quatrième ordre T et V. Un
plan tangent commun à K, T, V est tel que le point qui lui cor-

respond cruciaiement se trouve à la fois sur d et sur S.

17. A une courbe gauche K correspondent une infinité de

transformées sous-cruciales relatives et une seule transformée

sous-cruciale absolue ; à un point M de K correspondent une

infinité de points que nous savons être situés sur la tangente en

à K,, Mi désignant le point correspondant à M sur K^. Lorsque

la tangente se déplace, elle engen ire une développable et les

points de celle tangente engendrent l'ensemble des transformées

sous-cruciales relatives de K. On peut donc énoncer le théorème

suivant :

Théorème. — La développable ayant pour arête de rebrousse-

ment la transformée sous-cruciale absolue K>|, d'une courbe

gauche K, est l'enveloppe des transformées sous-cnuiales des

surfaces passant par K. Les lignes de tangence sont les trans-

formées relatives de K.

Réciproquement, considérons deux surfaces S et S et suppo-

sons qu'on puisse leur circonscrire une développable A Celle-ci

a une transformée cruciale qui est une certaine courbe K. On
vérifie facilement que K est la ligne d'intersection des surfaces

S_i et correspondant cruciaiement à S et £.



(
iy

)

Si S est une surface développable, il n*y a qu'un nombre fini

de plans tangents communs à S et ii. Comme la transformée

cruciale de S est alors une courbe gauche K, il s'ensuit que les

plans tangents communs correspondent aux points d'intersection

de K avec Si S a une équation de la forme

nous avons établi que cette surface est la transformée sous-cru-

ciale du plan

Le nombre de plans tangents communs à la développable S et

à la surface (A), donne l'ordre de la courbe correspondant cru-

cinlement à S.

Qu'il nous soit permis, en terminant celte élude, de remercier

M. le professeur Neuberg, des savants et judicieux conseils dont

il a bien voulu accompagner la rédaction de notre modeste

travail.
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SUR

DEUX LIEUX GÉOMÉTRIQUES

DE L'HYPERESPACE

ET

LA GÉOMÉTRIE DES FORMES BINAIRES

I^e travail actuel a pour objet ci étudier dans les espaces à un

nombre pair de dimensions 2n (n > 2) deux hypersurfaces,

Tune du second ordre, l'autre d'ordre w h- 1.

Nous faisons correspondre l'équation de la première à l'in-

variant quadratique de la forme binaire d'ordre 2w. L'équation

de la seconde se rapporte de même à l'invariant d'ordre n +- 1

qui, égalé à zéro, exprime la condition nécessaire pour que la

forme considérée soit réductible à une somme de n puissances

de degré 2n; cet invariant est le catalecticant de Sylvester.

Nous indiquerons la génération de ces figures, leurs propriétés

principales et leurs liaisons avec l'interprétation de certaines

fonctions invariantes du système fondamental de la forme bi-

naire ou du système simultané de plusieurs formes.

Pour la simplicité, nous envisagerons la question quand

n = 2, c'est-à-dire dans Tespace à quatre dimensions. Cepen-

dant, lorsque cela est possible, nous donnerons au fur et à

mesure une idée des propriétés dans le cas général.

*
* *
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1. Les espaces à un nombre impair de dimensions 2w -j- 1,

considérés au point de vue de la polarité, sont homogènes en

tous leurs points (*) en ce sens que tout espace linéaire à 2n

dimensions renferme son pôle, pris par rapport à la courbe

normale d'ordre 2n h- 1.

Analytiquement, ce fait s'exprime par l'annulation identique

d'un invariant qui constituerait la transvection d'ordre 2/i -f- 1

d'une forme binaire du même ordre sur elle-même.

Au contraire, les espaces à un nombre pair de dimensions 2n

ne sont pas homogènes partout. Il n'y existe qu'une infinité

d'ordre 2w — 1 de points satisfaisant à la condition d'être

situés dans leur hyperplan polaire à 2w — 1 dimensions par

rapport à la courbe normale d'ordre 2n.

Nous envisageons ci-après le lieu de ces points.

Soit la courbe normale C4, de l'espace à quatre dimensions,

donnée par les équations paramétriques

z^iz^: Zz'. : = jr} : 4X4X2 : Gx^xl : 4x^x1 : x^, ( 1 )

— étant le paramètre variable.
X2

L'hyperplan polaire, c'est-à-dire l'espace linéaire à trois

dimensions, polaires d'un point A quelconque de coordonnées

z, : : ^5 : ^4 : = : — ^a^ : 602 : — 4a, : cr^, (-)

pris par rapport à celle courbe, a pour équation

Cet espace, que nous désignerons par (a), rencontre la

courbe C4 aux points dont les paramètres sont les racines de la

forme binaire

= a* =: UqxI -f- 4tt,xjx2 Qa^x^xl 405X4x1 -4- a^Xj. (4)

(*j Fr. Deruyts, Mémoire sur la théorie de Vinvolution et de l'homographie

unicursale. Thèse IX, p. 197. (Mémoires de la Société royale des sciences

DE Liège, t. XVII, 2^ série.)
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Pour obtenir Téqualion du lieu des points qui se trouvent

dans leur espace polaire, il suflira d'élinniner les quantités

«Q, (II, ...Œi entre les relations {"2) et (3). Nous obtenons ainsi

i — ôz^zt zl = 0, (5)

équation d'une hypersurface du second ordre que nous dési-

gnons par 82-

L'hypersurface passe par la courbe C4 tout entière. — Et

ainsi, les espaces linéaires à trois dimensions qui rencontrent

C4 en quatre points coïncidents (hyperplans surosculateurs à C4)

ont pour pôle le point de contact.

2. L'espace polaire du point A, pris relativement à Thyper-

surl'ace 83, se représente par l'équation (5).

Il en résulte que la courbe normale C4 tl Chypersurface

on<, par rapport au point A de l'espace à quatre dimensions, le

même hyperplan polaire.

Le covarianl [^ = a% s'interprète donc géométriquenaent au

moyen de 83; il se rapporte à Thyperplan polaire d'un point A
dont les coordonnées sont données par les coefficients de la

forme pris avec des signes alternés, comme l'indiquent les

rapports (2). Nous dirons que ce point correspond à la forme fj^.

Lorsque le point A est situé sur Thypersurface 83, on a

«o»* — AaiŒz H- oui= 0, (6)

expression dont le premier membre est l'invariant quadra-

tique (*)

de la forme biquadratique f^.

Cette condition (6) étant réalisée, l'hyperplan répondant à la

formule (3) est tangent à 83 au point A.

(*) Nous employons ici et dans la suite la notation de M. Gordan.
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Réciproquement, un hyperplan, exprimé par la relation (5),

est tangent à Sg si I = 0.

Ainsi, l'égalité 1 = 0 est l'équation tangentielle de Vhyper-

surface 83. Elle exprime que le point A est situé sur cette hyper-

surface et en même temps que ce point est dans son hyperplan

polaire pris par rapport à S2 om à C4

.

Nous pourrions, à partir d'ici, étudier S2 en nous servant soit

de la formule (5), soit de la formule (6). Nous suivrons la

méthode la plus ordinaire en utilisant l'équation ponctuelle.

— Les quelques remarques qui précèdent sont générales.

Dans tout espace à 2w dimensions existe une hypersurface à

2n — 1 dimensions qui permet d'interpréter la forme binaire

f^n et son invariant I = (/"s», fin)'^^-

Lorsque n= 1, la conique ayant pour équations

', l £3 = x\ l 2X4X2 '. X25

ou bien

est à la fois la courbe Cg et la variété 83. Il n'existe pas, dans

l'espace à deux dimensions, de point qui appartienne à sa

polaire en dehors de la courbe normale.

Dans les espaces à un nombre pair de dimensions 2w (n > 1 ),

non seidement les points de la courbe normale sont situés dans

leur espace polaire, mais il existe une hyperquadrique 83,

passant par la courbe normale, dont tous les points jouissent de

cette propriété.

La raison analytique de cette sorte d'anomalie semble être

que l'invariant 1 de la forme quadratique f2
= a%, égalé à zéro,

exprime la condition nécessaire et suffisante pour que ses

racines soient égales entre elles. Cette propriété n'appartient

plus à l'invariant I, dans le cas général, n étant supérieur à

l'unité.

— Eu égard aux propriétés des racines de l'équation fi = 0

et à la signification de l'invariant I de la forme biquadratique, on

peut ajouter que les espaces linéaires à trois dimensions, tan-
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gents à S2, marquent sur la courbe C4 des groupes équianhar-

moniques de quatre points.

3. Les hyperplans passant par le point A marquent sur la

courbe C4 les quaternes d'une involution biquadratique de

troisième rang, 1^, dont le point A est le point principal.

Les éléments neutres de cette involution sont les groupes

communs aux deux involutions cubiques correspondant aux

équations

«|9|M3 -- a^l^A +- o^ldi -4- «4= 0, i

dans lesquelles les valeurs de 0 sont les paramètres de points de

la courbe normale.

Ces involutions cubiques ont pour éléments triples les racines

des équations

— = 0, — = 0.

Mais lorsque le point principal de Pinvolution est sur S3,

rinvariant I, qui est Tinvariani quadratique simultané des deux

formes dérivées ci-dessus, est nul.

En général, nous pourrons donc exprimer le théorème sui-

vant :

Lorsque le point principal de l'involution est situé sur

l'hypersurface Sv^, les éléments multiples d'ordre ^n — \ de Vune

des involutions If^zl dérivées, forment un groupe de 2n— \

éléments de Vautre involution.

De plus, comme

on voit qiie Vhypersurface 83 est le lieu des points principaux

des involutions (elles que les éléments multiples d'ordre 2n
constituent un groupe de "In éléments de l'involution.

Ou bien encore, les espaces linéaires à 2n — 1 dimensions.
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tangents à Sj, marquent sur C^,, les éléments multiples d'ordre

2n d'involittions éléments constituant un groupe ordi-

naire de ces involutions.

— Dans le cas de la forme biquadratique, Tinvolution cubique

de premier rang, 1^, caractérisée par l'ensemble des rela-

tions (7), donne lieu à une remarque qui semble intéressante.

Recherchons le lieu des plans trisécanis à C4 qui marquent,

par leurs intersections, les images des ternes de cette involulion.

Son équation s'obtient en éliminant les quantités 0 entre

les formules (7) et les suivantes qui représentent un plan

trisécant

1 2z, — ^z^l^^ -4- 2z5> ôjej— Sz^e^e^ôs =^ 0,

oz.^— 2zr,S0, -4- 3z42e,0i — i'Iz^W-,= 0.

C'est un déterminant du quatrième ordre qui, développé,

donne la relation

5(8z,Z3 — ôzl) (a^Ui— a]} G(6z,Z4 — ZjZj) («««ô— «i«2)

-+- 9(16z,Zk — z^Zi) («,a3 — al) -+- {"àz^Zt— 4x3) {a^,a^ — «.Oj)

H- «(BzîZb — 23^4) («i«4 — ((^Oz) -+- 5(8z3Z5— 3zJ) (a^at—al) = 0.

Ce lieu est donc une hyperquadrique, I^^,

Chacun des plans générateurs passe par le point A ; car les

coordonnées de ce point, substituées dans les équations (8),

donnent les équations (7).

Comme une involution 1^ possède quatre ternes formés d'un

élément double et d'un élément simple, l'hyperquadrique a

quatre plans générateurs seulement tangents à C4.

D'après son mode de génération, elle renferme une infinité

de bisécanies à cotte courbe; elle ne contient que quatre de ses

tangentes.

Représentons par le premier membre de l'équation précé-

dente. On peut écrire

2i = 51; i{a,ai— 4»,«3 •*- 3a^) (1 -^^i^s — ôz^^t ^!),
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expression dans laquelle

2;= {SZiZi— ôzl) (a„a2— a\) "1 (Gz^z, — z^z-^ (a^a^— a^a^)

-4- (1 6z,Z5 — z^z^) («o»*— «itts) (l^^s^i— 4Z3) (a.Us— a\)

2(0ZiZa— ZjzJ (a, «4— o^as) (8Z3Z5— 5zf) (ttaO^— a\).

Uhypersurface dont Véquation est S2 = 0 est le lieu d'un

plan rencontrant C4 en un seul point, plan qui est l'intersection

des éléments homologues de deux faisceaux homographiques

d'hijperplans.

En effet, considérons les hyperplans qui rencontrent C4

respectivement suivant les ternes de points figurant sur cette

courbe les racines des formes —, — et, en outre, simultané-

ment, au point variable de paramètre 0.

Ces hyperplans se coupent suivant un plan qui passe par ce

point. Ils ont pour équations

(4aoZ, -+- 3a,Zi -+- ""la^z^ -«- O3Z4)— ^{a^,z^ ''^a^z^ Sa^z* -4- Aa^z^) = 0,

(4a,Zi -4- SajZg ''la^z^ -t- (/^zj— 6{aiZ^ ^a^z^ StisZ* AaiZa) = 0.

L'élimination de 0 donne l'équation = ^•

U résulte de la relation ci-dessous entre et ^2 quand

1 esi wm/, c'est-à-dire lorsque le point central de i'involution \\

est sur S2, l'hj/perquadrique est douée d'un double mode de

génération planaire : plans trisécants à C4; plans rencontrant

cette courbe en un seul point.

En remplaçant les dérivées ^ par deux formes cubiques

quelconques 93 et Çg, on généralise la notion des surfaces

et Zo. La relation qui lie leurs équations est alors

S= 5S; -f. 4(îP5, rif(12z,ZB — ùz^Zi -4- zl),

— Dans les cas où les invariants 1 et (93, 93)^ sont nuls,

l'hyperquadrique rencontrée ici présente beaucoup d'analogie

avec les hyperboloïdes réglés inscrits à une cubique gauche. Ces
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quadriques possèdent un système de génératrices bisécantes à la

courbe qui marquent sur celle-ci les couples d'une involution

quadratique I^; l'autre système de génératrices est formé de

droites qui s'appuient simplement sur la courbe support.

4. Tout point de la bisécante unissant, sur C4, les points de

paramètres 0j et 02, a des coordonnées de la forme

^1 £4 £5

b\ -f- kQl
~~

4(6? -fr- kel) i}{d\ kdl)
~~

4(6, kOi)
~

\ k

En les substituant dans le premier membre de l'équation

ponctuelle de on a, réductions faites,

k{6, - 62)*,

expression qui n'est pas nulle. Donc, aucune bisécante n*est

génératrice de Sj.

Si la droite devient tangente au point de paramètre y, = Gg,

elle appartient à Thypersurface.

Réciproquement, toute tangente à C4 est génératrice de Sj.

En effet, la tangente au point de paramétre 9 a pour équations

— 3z29 -f- zsô" = 0,

— 4236 3246' = 0,

Z3 — 5z40 6756^ = 0.

De ces relations, on déduit :

6 5 1

o 48 06

En substituant ces valeurs dans l'équation de 83, le résultat

(5^2— z^ô^) {5z,6^— z^) — \6z^z,ô' -f- 5(Z2 z^^' = 0

doit fournir les coordonnées Zg, des points d'intersection.
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Cette dernière équation étant ideniiquement nulle, la tangente

est tout entière sur l'hypersurface Sg.

5. Soient deux points A et B définis par les coordonnées

: : zs : : = «4 : — ^-a^ : 60^ : — 4a, : m^,
(

^^^^

Zii z^: z^: z^: Zs= bi : — Ab^ : 6^2 : — 46, : 6^,, \

et correspondant respectivement aux formes f^^a%, l[^b
Tout point de la droite qui les unit répond aux formules

^\ ^2 ^5 ^4 ^5
, ,

10)
a^-^-kb^ — ^io-i-^kbz) Gia^-i-kb^) — A{ai-*-kbt) a^-^kb^

La condition pour qu'il se trouve sur Sj s'obtient, de même
que ci-dessus, en substituant ces valeurs dans l'équation (5).

On trouve

{aa) -^^ k{ab) k\bb)^0, (M)

expression dans laquelle (aa) et (66) sont les invariants quadra-

tiques de ^ et II et (ab) Tinvariant simultané

(/t, flY= u^bo— Afhbi ^ ^a-A— 4(r,63 h- Oo^i-

La discussion de l'équation (H) nous fournira de nouveaux

systèmes de génératrices Sj.

— 1» Les racines de cette équation sont indéterminées et la

droite AB est située sur l'hypersurface, si l'on a simultanément

(aa) = 0, (66) == 0, {ab) = 0.

Les deux premières relations ont une signification connue;

la troisième, symétrique par rapport à fl et f^, exprime que

Thyperplan (a) passe par le point B et que le point A se trouve

en même temps dans l'hyperplan (6).

Donc, toute droite unissant deux points A et b de l'hyper-

surface S2 est une génératrice de celle-ci lorsque ces points

appartiennent au même espace linéaire à trois dimensions (a).
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Ces conditions sont réalisées en particulier par les tangentes

à C4. Elles le sont encore si, le point A étant sur S2, le point B

fait partie de la surface d'intersection de 83 et de l'hyperplan

tangent en A.

La propriété analogue se rencontre dans les quadriques

réglées : une droite est génératrice de la surface lorsqu'elle est

riniersection de deux plans tangents en deux points de cette

droite.

— 2** Le cas particulier le plus intéressant à signaler est celui

Xi
où le point B est un point de C4, de paramètre — = 9 par

exemple. Le point mobile sur AB a alors pour coordonnées

a^— k^\ —I,[a,+ kô% (j{a^— kd% — 4(a. + H), o^ — k; (12)

Tinvariant (66) est identiquement nul et la relation (11) s'écrit

(aa) — A:(OoS* 4a,ô^ 6«,ô* Aa^9 a*) = 0.

On en déduit : l'hypers tirface 85 renferme la droite AB
joignant un point A de cette hypersurface au point de C4 qui est

l'image de l'une des racines de la forme biquadratique corres-

pondant au point A.

Par tout point de passent quatre droites analogues à AB,

s appuyant sur C4. — Si les racines de sont réelles et inégales,

les quatre droites sont distinctes.

Le lecteur aperçoit immédiatement les conclusions qu'il y

aurait à tirer de celte remarque suivant la nature des racines de

l'équation ^4 = 0 et l'hypothèse I = 0.

Dans les conditions actuelles, l'espace linéaire (a) passe par le

point A et les quatre points considérés sur C4; il renferme donc

les quatres droites trouvées. Ces droites ne sont pas, en général,

tangentes à C4; car, par un point de l'espace à quatre dimensions,

il ne peut passer qu'une tangente à C4, quand il y en a une.

— Ces droites forment l'intersection de l'espace (a) et de

plans menés par A tangentiellement à C4

.

Le plan qui passe par A et qui est bisécant à C4 aux points de
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paramètres 6 et 6' a des équations qui résultent de la matrice

Zz

« — 4a,

45 \

6" 4ô'' 6â'2 4â' i

par la suppression, par exemple, de la cinquième, puis de la

première colonne.

Si Ton pose ensuite 0 = 0' dans les résultats obtenus, on a les

équations du plan tangent considéré; ce sont :

12z,(as -+- SofaQ a^e^) 5^2 — Sajô* — !2aiô')

— 324(2036 -- So^e''— o/) -H 1 225(036' H- 2026' 0,6*)= 0.

Ces équations sont vérifiées, quel que soit k, si Ton y substitue

les valeurs (12) aux variables.

Donc, l'hypersurface est le lieu des droites d'intersection

des hj/perplans tangents à et de plans menés par le point de

contact tangentiellement à C4 aux points où les hyperplans

coupent la courbe normale.

Ces droites sont aussi contenues dans les hyperplans suroscu-

lateurs ayant leur surosculation au point de paramètre 0 de la

courbe.

On obtient facilement Téquation de Thyperplan surosculateur

à C4

Zi — z.iQ -+ ZzB^ — z^e' z^f^*'= 0
;

et celte équation est aussi rendue identique par les valeurs (12),

dans les hypothèses oîi nous nous sommes placé.

Les deux vérifications précédentes pourraient se faire encore

en constatant tout simplement que le plan tangent ou Pespace

surosculateur au point de paramètre 0 contiennent le point A.
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6 La droite AB sera tangente à S» si Ton a

/^{aa}{hb) — {abf = 0, (13)

condition qui est en particulier réalisée quand on pose, par

exemple,

(a«) = 0, (a6)= 0.

Donc, toute droite joignant un point A de à un point B
quelconque de l'espace à trois dimensions^ tangent en A à est

tangente à l'hypersurface.

Ce résultat est évident.

Lorsque (aa) = 0, le lieu des tangentes au point A de

rhypersuiface s'obtiendra en éliminant, de la relation

{^ab) = 0, les quantités b qui représentent un point variable de

la tangente. L'élimination peut se faire immédiatement en

remplaçant les b par les au moyen de la seconde des

expressions (9). On trouve ainsi l'équation de l'espace linéaire

à trois dimensions, tangent en A à Sg, c'est-à-dire la for-

mule (3).

Quand le point A est quelconque, si, dans la relation (13),

on fait la même substitution, on a l'équation

(aa) [l^ZiZs — ôz^Zi h- zl) — [u^Zi a^z^ agZj -f- a-^z^ -4- a^z^f= 0,

qui représente Vhypercône du sommet A circonscrit à .

— La relation (11) se ramène à

(aa) /c'^(66) = 0,

lorsque l'on pose (ab) = 0, c'est-à-dire quand on suppose le

point B dans l'hyperplan polaire de A.

Donc, toute droite qui unit le point A à un point quelconque

de son hyperplan polaire est divisée harmoniquement par

l'hypersurface .

C'est là, du reste, une propriété générale des hyperqua-

driques. En voici, en passant, une autre qui s'établit facilement.
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L'équafion

(Oq -+- hfj^)Zi (a, -+- kb^)z2 («2 -+- kb^^^z («s ^^^3)^*

-4- {tti +- kbi)Zi = 0

représente un liyperplan (h) passant par le plan commun aux

liyperplans (a) et (6).

Si Ion donne ici au paramètre k les valeurs qui vérifient la

relation (11), Thyperplan (h) a son pôle sur Sg et est tangent à

Fhypersurface.

Donc, par un espace quelconque à deux dimensions passent

seulement deux espaces linéaires à trois dimensions tangents

à S^.
,

On bien, par un plan de l'espace à quatre dimensions passent

seulement deux hyperplans contenant leur pôle.

— Les résultats précédents (numéros 4, 5 et 6) s'étendent

facilement à Thypersurface Sg qui correspond, dans l'espace

à 2yi dimensions, à l'invariant (/s», /àn)^"»

Ainsi, on a entre autres : l'hypersurface porte l'ensemble

des tangentes à la courbe normale C^n ;
porte aussi l'ensemble

des droites qui unissent un quelconque de ses points aux points

qui, sur C^n, sont les images des racines de la forme binaire f^n

correspondant au point choisi.

7. Trois points. A, B, C, qui se rapportent respectivement

aux formes /4, /'^, f'I, déterminent un plan P de l'espace à

quatre dimensions.

Un point de ce plan a pour coordonnées

Zi

Zz

et il se déplace dans le plan si x^, Xc2, x^ varient. Ces quantités

peuvent être prises comme coordonnées courantes.

= a^x, 64X2 C4X5, \

= 4(«sXj -+- 63X2 -H C3X3), I

= 0(02X1 -+- CaOTs), \ (44)

=— 4(a,x, H- byx^ -f- C1X3), \
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Les valeurs de x^, oc^, correspondant aux points communs

au plan P et à l'hypersurface Sg satisfont à réqualion obtenue

en substituant les valeurs (14) dans 1 équation (5). On trouve

(OoXi H- boXi C0X5) (04X4 -H 64X4 C4X3)

— 4(o,X, -4- b^X<i CXa) («5X4 H- 63X5 -f- CsTs)

-H 5(a2X| -i- 62X2 -- ^3X5)*= 0,

expression que nous pourrons prendre pour équation de la

conique Kg d'intersection et qui s'écrit, avec les notations du

numéro 5,

(aa)x\ (66)x| -4- (ce) a* (a6)x,X2 h- (601x2X3 h- (ac)xjX3= 0. (15)

On voit immédiatement que la conique Kg est circonscrite au

triangle de référence ABC si l'on a

(aa)=:(66) = (cc)= 0,

c'est-à-dire si les points A, B, C sont pris sur l'hypersurface Sg.

— Le discriminant de la conique Kg est

(««) [ab) (ac)

(«6) 2(66) (6c)

(ac) (6c) 2 (ce)

Il est nul, entre auires : \° si

[aa] = [ah) = (66) == 0
;

ces conditions marquent que le plan ABC passe par la droite AL»

rencontrée au numéro 5, la conique Kg est composée de

cette droite et de celle qui a pour équation

{ac)X| (6c) Xg (cc)x3 = 0;

ici donc, le plan ABC est tangent à Sg en un point de AB;
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2« si

(aa) = (ah) = (ac);

alors les points B et C sont pris dans Thyperplan (a) tangent

à S2 au point A; les droites d'intersection ont pour équations

(66)ar| h- (ccjxf h- (6c)x2X3= 0,

formule qui doit se déconiposer en deux facteurs du premier

degré, distincts, égaux ou imaginaires.

Lorsque les points B et C varient, l'ensemble des droites

obtenues constitue une gerbe de sommet A ; si Ton prend ces

points en particulier aux intersections de (a) et de C4, on

retrouve les droites mentionnées au numéro 5, 2°.

Ici, le plan ABC est tangent à en A.

— Pour que l'équation (15) soit identique et que le plan P
appartienne à Thypersurface Sg, il faut et il suffit que l'on ait

simultanément

(aa) = (66) = (ce)= 0,

(«6) = (6c) = (ca) = 0,

c*est-à-dire que, les points A, B et C étant sur S3, ils se trouvent

en outre, tous ensemble, dans les hyperplans (a), (b) et (c).

Donc, lorsque trois hyperplans tangents à Sj ont en commun
le plan qui joint leurs points de contacty ce plan est tout entier

sur Sg.

8. Supposons actuellement que l'un des points, C, par

exemple, soit pris sur la courbe normale C4 et y ait pour para-

mètre 0. Dans ce cas

(ac)= a^e* 4ai9' 6028^ -t- ia^e 04s (ae),

(6c)= (6e).

Les points A et B étant sur 83, la relation (15) s'écrit :

(ab)xiXi -t- (ae) 'XiXs -t- (66)0:2X3= 0.

2



( 18 )

On voit de nouveau que, si 0 est racine de =a* =aO, la

formule précédente se réduit à

elle donne une des quaire droites rencontrées déjà aux numé-

ros 5 et 7.

— Le cas où le plan ABC est irisécani à C4 mérite une

mention spéciale; il rencontre toujours 83 suivant une conique

propre. Si Ton prend A, B et C sur la courbe C4, aux points de

paramètres 0|, G^, 63, on voit facilement que Téquation (15) prend

la forme :

(e, — tf2)*x,X2 -- (02 — h)^XiXi (63 ~ 9,)*af5Xi = 0.

La conique est circonscrite au triangle ABC.

Son discriminant est

il est donc proportionnel au carré du discriminant de la forme

cubique binaire qui aurait pour racines les quantités 0| , et Gj.

— Si le plan ABC est tangent au point 0^ =0^ et sécant au

point 03, la conique se décompose; l'une des droites est la tan-

gente en 0^ ; la seconde ne peut être la bisécante joignant

les points 0^ et 03, ainsi que cela résulte d'une remarque faite

ci-dessus (n" 4).

Quand ^^ =02= ^3, le plan ( st osculateur à C3; Téquation

de la conique devenant identique, il semblerait que le plan ABC
tout entier appartienne à S^. Cependant il est facile de montrer

qu'i«/i plan oscillateur coupe S^ suivant deux droites coïncidentes,

autrement dit ce plan est tangent à S^ tout le long d'une droite,

tangente elle-même à la courbe normale.

En effet, le plan osculateur au point de paramètre 0 a pour

équations :

AZ^ — 52:,9 H- ^Z^y — zy 0,

Zi — ^Zz6 -s- ôzy— 4^56' = 0.
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On lire de là

\

= ^ (^^* ^3^'~ ^s^*)'

1

et ces valeurs, substituées dans Téquation de S^, donnent, tous

calculs faits :

(oz, — Zzô^ ÙZ^Ô^) = 0.

Celle dernière formule est une des équations de la tangente

à C4 au point de parannètre 0 ; elle vérifie l'énoncé précédent.

9. Les seciions de l'hypersurface par des hyperplans

donnent des quadriques : est le lieu de ces quadriques.

Tout point d'un espace linéaire à trois dimensions (x) est

déterminé par les formules

= GiXi 64X2 -4- -4- diXi, \

= 4 («3X1 -H 63X2 C3X3 4X4), /

z- = Q(a^^x^ 62X2 H- C2X3 rfjxj, / (18)

Z4 — A(aiXi -y 64X3 c'iXs +- (/^x*), i

= QqXi -f- 6oXj -+- C0X5 doXi, }

les quantités («4, — 4-03, Go^, — 4a,, Aq), servant à définir

les points A, B, C et D de cet espace qui correspondent aux

formes el/^.

L'équation pouvant représenter la quadrique Q2 d'intersection

s'obtiendra en substituant les expressions précédentes dans

l'équation deSg. On trouve ainsi, en abrégé,

l(aa)x] -h- l{ab)x,x^ = 0. (19)

Annuler simultanément les coefficients de cette équation,

c'est établir les conditions pour que l'espace (x) soit situé tout

entier sur Sg; c'est donc marquer que se réduit à deux
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hyperplans, et que, la courbe normale, qui est sur S^, appartient

simultanément à deux espaces linéaires à trois dimensions et est

par conséquent plane; ou bien qu'elle est dans un espace à

trois dimensions et est, au plus, gauche.

D'un autre côté, l'espace (x) rencontre la courbe C4 en

quatre points dont les paramètres sont racines de la forme

biquadratique binaire déduite de l'équation (10) en remplaçant

les variables z^, zg,...^» par x\, xlx^,...xl. Annuler les

coefficients serait donc exprimer encore que la courbe C4 tout

entière est sur Q2

.

Enfin, si, procédant comme on fait pour les quadriques, on

cherche le discriminant de Sg, on trouve le nombre absohi 96
;

d'ailleurs, décomposer l'équation $2 = 0 reviendrait à décom-

poser l'équation tangentielle I = 0.

L'hypcrsvrface n'est donc jamais i^éductible à deux hyper-

plans.

— La quadrique Q2 est toujours circonscrite au tétraèdre

dont les sommets sont ses intersections avec C4; si l'on choisit

les points A, B, C, D sur S^, elle est encore circonscrite au

tétraèdre ABCD de référence. Son équation se ramène alors à

la forme

{ab)XiXi -t- {ac)xiXi-\-{ad)XiXi+{hc)XiXz-^(bd)XiX^-^(cd)x<iXi= 0. (20)

L'étude simultanée des deux tétraèdres considérés sort de

notre cadre.

— Parmi les quadriques Q2, il en est un nombre infini de

réglées. Car, si un plan passe par une des génératrices recti-

lignes (g) de S^, il coupe l'hypersurface suivant une seconde

droite. Ce plan, en tournant autour de (^), donne les généra-

trices d'un mode d'une quadrique réglée inscrite à pourvu

qu'il reste constamment dans un espace à trois dimensions

renfermant (g).

En particulier, la quadrique correspondant à l'équation (20)

est réglée si l'un de ses coefficients, (ab) par exemple, est nul;

cela arrivera si le point B est choisi dans l'espace (a) tangent

en A à S^.
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Car si nous coupons la quadrique par le plan ABC, repré-

senté par réqualion X4= 0 et contenu dans respace*(ac), nous

obtenons

Xz[(ac)xi {bc)Xi'\ = 0,

c'est-à-dire deux droites; la quadrique qui les porte est donc

réglée.

Dans ce cas, le discrinninant de la quadrique est le carré de

Texpression

(ac) (bd)— (ad) (6c),

et la quadrique sera un cône si les invariants satisfont à la

condition

(ac) _(6c)

(ad) (bd)'

— Le discriminant de la quadrique (19) est nul si Ton a

(aa)= (ab) = (ac) = (ad) 0,

c'est-à dire si le plan BCD est contenu dans Thyperplan tangent

en A à Sg. Cette hypothèse est réalisée en particulier quand les

points B, C, D, situés sur la courbe normale, y ont pour para-

mètres trois racines de la forme biquadratique fi= 0.

La quadrique répondant à ces conditions est donc un cône

de sommet A.

il est encore nul, si Ton a

(aa) = (66) = (ce) = 0,

(ab) = (ac) = (ad) = 0,

c'est-à-dire (numéro 7) si le plan ABC est tout entier sur Sg. H

est clair que ces conditions expriment que la quadrique se

décompose en deux plans.

10. Tout hyperplan (a) est quadrisécant à C4. En prenant

ses quatre points d'intersection, de paramètres 0^, ôg» ®4>
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pour sommets du téiraédre de référence, l'équation de la qua-

drique peut s'écrire sous forme abrégée

Le discriminant est

(21)

0 (9,— -M*
(«. - «.)' 0 (^*— âj*

(«. 0

{«. — «4)' ih— (65 0

, 1 a quadrique est un cône. C'est ce c

quand l'hyperplan (a) est tangent à Sg.

Car alors les droites joignant le point A aux quatre points

d'intersection sur la courbe normale apparlienncnl à l'espace (a)

et à S2 (numéro 5, 2°); la quadrique, qui renferme ces droites,

est un cône de sommet A.

Ainsi, tout hyperplan tangent à L'hypersurface Scj rencontre

celle-ci suivant un cône du second ordre ayant le point de contact

pour sommet.

Cette circonstance se présente quand Tinvariant ï de a% est

nul. 11 en résulte que le discriminant A contient I comme

facteur.

Pour le faire apparaître et exprimer A en fonction des inva-

riants de a%, posons

(ôi— (Ô5 — h) = a,

(^1— Ô5)(âi-ô,) = 6,

(ôi
— ô,) {&, - B,) = c.

On obtient

A = (a* 6* c'f — 6(ft*6* -f- -4- cV).

Les relations suivantes sont bien connues :

24 1 = a^ -\- -f- c*,

a.
0

i2i
(22)

= — (a6 6c -H ca).
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Celte dernière se déduit de l'ideniiié

a 6 -t- c= 0, (23)

qui donne

H- == — 2(a6 ()c -4- ca).

Au moyen des relations (^22) ei ("23), on voit facilement que

L'expression a%'^d^, produit des carrés des différences des

racines de a%, est le discriminani de celle forme. On a donc

définitivement

J étant l'invariant cubique de a%,

11. Les propriétés qui précèdeni (numéros 7 à 10) s'éten-

dent facilement aux espaces à 2ii dimensions (n > '2).

Les équations (15) et (19) représentent toujours respective-

ment lâ conique ei la quadrique d'interseciion du plan ABC ou

de Tespace à trois dimensions ABCD avec Fhypersurface

généralisée. Les coefficienis sont, dans ce cas,

Lorsque w> 2, on peut examiner en outre les intersections de

avec les espaces linéaires à p dimensions (3 < 2n— 1);

on aurait alors à étudier des hyperquadriques exprimées par des

équations analogues aux formules (15) et (19), à 2w variables x

au plus.

*
* *

12. Les tangentes à la courbe C4, en nombre simplement

infini, constituent une surface. Les équations de celle-ci
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s*obtiennent en éliminani le paramètre 0 du point de contact

entre les équations d'une telle droite, qui sont :

— Azzô -t- 3.^40*= 0,

Zs 3Z4Ô H- ÔZgÔ*= 0.

Le lieu des tangentes est représenté analytiquement par deux

des trois équations

{8z,Z3 - 3zl) (9z,z,— 4z|)— 3(6z,Z4 - z,z,f= 0,
j

9 {6z^z,— zjz*) (6z,Z4 — z,z,) — (56z,Z5— z|)' = 0, ( (24)

(SzsZs ~ 5z|) {9Z2Z4— Azl) — 3 (6Z2ZS — z^ztf= 0, 1

que nous allons remplacer par d'autres plus simples, équi-

valentes.

En posant

(S,)= 12Z,Z5 DZjZ* Z5,

(S3) == 72z,Z3Z, + Qzjz^z,— 2z|— 27z,zî— 27z*Z5,

les équations (24) s'écrivent

éz,(S,)— o(Sz,z,-dzl) (S,) = 0,

2z5(S,)— 3(56z,Z3-zl) (S2) = 0,

4Z5(S3) - 3 (8Z3ZS - 3zî) (Sî)= 0.

On voit que le lieu des tangentes a pour équations :

(S,) = 0, (83) = 0.

L'hypersurface (Sg) = 0 vient d être étudiée. Nous sommes

ici amené à considérer une nouvelle hypersurface S3, du

troisième ordre, dont l'équation est

72z,Z3Z5 -4- 9z,Z3Z4— 2zi — 27z,zî— 27z|z8 = 0. (25)

hypersurface S3 est le lieu de la double infinité des bisécantes
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de la courbe normale C^; elle a comme génératrices limites les

tangentes à C4.

En effet, les équations de la bisécante unissant les points de

paramètres 0| et sont

•^1 ^«

6\ 6él 4^, i

ôi Ul 65* 1

En prenant pour ces équaiions les déterminants formés avec

les lignes verticales de rangs 1, 2, 3; 2, 3, 4; 3, 4, 5 de cette

matrice, on a

\^Zi — 322(64 0a) ^ 2Z30102 = 0,

3rj — 2^3(61 -f- 62) SVi^â = 0,

2Z3— 3z4(9i H- e,) I2Z8Ô10, = 0.

L'élimination de 0^ et donne Péquation

(26)

12z, 3z2

3Z2 2^5 3^4

2z3 3^4 iSzg

0,

qui est la formule (25). 11 existe une double infînilé de généra-

trices bisécantes correspondant à toutes les valeurs de 0^ et 6^.

Toute tangente se trouve simultanément sur et S3; Ten-

semble des équations de ces hypersurfaces représente donc le

lieu de ces droites et est équivalent au système (24).

13. D'ordinaire, par un point A (formule 2) de l'espace à

quatre dimensions, ne passe aucune bisécante à C4.

La conditions pour qu'il en passe une est que les relations

000102 «ll^l

ai0i03 -+- 02(01

02) H- «2

02) -+- «5

02

0,

0,

= 0,

(27)

déduites des équations (26) par la substitution aux variables des
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coordonnées du point A, soient compatibles. Autrement dit, il

faut et il suffit que l'on ait

«0 «1 «2

«4

== 0.

Le premier membre de cette égalité est l'invariant cubique J

de la forme relative au point A.

Donc, la condition J = 0 exprime que, par le point A corres-

pondant à la forme f4, passe une bisécante de la courbe C4.

De plus, cette condition marque visiblement que le point A

est sur S3; donc, l'hypersurface S5 est le lieu des points de

l'espace à quatre dimensions par lesquels passe une bisécante à la

courbe normale de cet espace.

Pour un tel point A, il n'exisie qu'une seule bisécante. Car,

la condition J = 0 étant satisfaite, les expressions (^T) ne four-

nissent qu'un système (ie valeurs pour et Gg.

Par conséquent, deux bisécantes génératrices de S3 ne peuvent

se rencontrer à moins que ce ne soit sur la courbe C4.

— Afin (l'obtenir, sous une forme régulière, les équations

de la bisécante passant par le point A, tirons les valeurs de 0|

et Gj -h 02 respectivement des deux premières équations (i26),

de la première et de la dernière, des deux dernières et substituons

dans les formules (27). Nous aurons

2^3(f^o«4— al) -+- ^ZiittiO^ — a^Uz) = 0, } (28)

^ZiiaiUi— a^Qz) -f- 12^5(030^— al) =0;

ou, sous forme de déterminants.

«0 «1 «a «0 «1 «2

«1 «3 = 0, -2z3 3^2

ZZi i^z. «2 «3 «4

i^2z.

«2 03 = 0.

«3 «4

0,
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Ces formules sont vérifiées pour les coordonnées du point A,

si J = 0.

— On sait que rinvariant J, égalé à zéro, exprime la condi-

tion pour que les images des racines de la forme /i constituent

un groupe harmonique.

Ainsi, l'hypersurface S3 est le lieu des points de l'espace à

quatre dimensions tels que leurs hyperplans polaires, pris par

rapport à ,
marquent sur cette courbe une division harmo-

nique,

14. L*équalion de l'espace linéaire à trois dimensions (a'),

pf)laire du point A par rapport à Thypersurface S.^, est

i)Zi{aoa.,— al) ôz^ia^az — «la^) -4- ^3(0004 2a, aj — oal)

-4- ^Zi{aiai— ac/Zj) -+- 6z^{a^ai— al) = 0.

Si Ton y fait la subsiiiuiion marquée par les formules (1),

pour trouver ses points de rencontre avec la courbe normale, on

oblienl Téquaiion

dont le premier membre est le hessien H4 de la biquadratique

Ai = 4
Ce résultat, combiné avec un autre obtenu précédemment,

donne Ténoncé : les hypersurfaces et S5 permettent d'obtenir

sur C4 les images des racines de la forme biquadratique îi^ et de

son hessien au moyen des hyperplans polaires du même point A
pris par rapport à ces hypersurfaces.

Remarquons en outre que seule fournit ces deux résultats;

car l'équation (29) représenie aussi Tespaee polaire pris par

rapport à d'un point A' correspondant au hessien.

— Lorsque le point A est sur S3, c'est-à-dire quand J = 0,

réquaiion (29) est celle de l'hyperplan tangent en A à S3.

Lorsque le point A est pris sur une tangente, si A' tombe

sur la courbe C4, l'espace (a) est osculateur en ce dernier point

à C4. Car alors I = 0, J = 0 et H4 est une quatrième puissance
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parfaite; ce sont les conditions nécessaires et suffisantes pour

que /4 ait un facteur triple.

— Annotons le hessien ainsi

H4= AoXÎ -*- 2A,ar^X2 -+- A^x^xl -h SAjXixl -4- A^xJ;

le point A' aura pour coordonnées A4, — 2A3, A2, — 2A|, Aq.

La condition J = 0, qui s'écrit aussi

(A, H,)*= 0,

exprime que Vhyperplan (a') passe par le point A et que (a)

passe par A'.

Elle exprime encore que (a') figure sur C4 un quaterne d'élé-

ments de l'involution I3 ayant pour points quadruples les racines

de f^. Elle marque enfin que la droite A A' est commune aux

hyperplans (a) et (a').

Les équations de cette droite conduisent à une constatation

assez curieuse. Elles sont

^5

a^ — 4a3 — 4ai

A, — 2A3 A, — 2A, A,

= 0.

Retenons de cette formule les déterminants qui renferment

les colonnes de rangs 1, 2, 3, ou 2, 3, 4, ou 3, 4, 5. Ces équa-

tions correspondent respectivement aux dérivées

I y

50 Dx| 50 DxjDxl 50 Dx*

du covariant du sixième ordre {f^, H4)' de la forme f^^ multipliées

par xlt x^Xo^, au moyen de la substitution déjà employée :

xj : 4xjxa : ... X2 = : Z2 • ... ^s.

— Avant de continuer l'étude de l'hypersurface S3, nous

ferons une nouvelle remarque sur le hessien H4.
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Par chaque tangente à C4, passe une infinité d'ordre supérieur

de plans tangents à la courbe; ils peuvent être ou non encore

sécants.

Le point A et chacune de ces droites déterminent un plan

tangent. Ceux dont les points de contact ont pour paramètres les

racines de /'4 jouissent d'une propriété signalée au numéro 5, S",

quand le point A se trouve sur 83

Les plans tangents aux points figurant les racines du hessien

et passant par A sont encore sécants à la courbe.

En effet, le plan tangent et sécant respectivement aux points

de paramètres et a pour équations

(3z2— 4.230, H- 32*9*) — 02(223 — 62*01 12250f) = 0.

S'il renferme le point A, on a les conditions

(a* !2a50, -f- a^e^) -+- 03(03 -f- ScgO, a^ôî) = 0,

(og Swa^i «i^î) 62(03 -+- 2a, 0j -f- ttod]) = 0.

Xi
En éliminant et en posant G^ =— dans le résultat, on a le

hessien de f^y ce qui vérifie Pénoncé ci-dessus.

L'élimination de G, donne une équation du quatrième ordre

en Gg relative aux intersections.

Les contacts marquent les points doubles, les intersections

figurent les points de ramification de l'involution cubique de

premier rang qui serait caractérisée par l'ensemble des équa-

tions (7). C'est ce qui résulte immédiatement de la définition de

ces points.

Les plans que nous venons de rencontrer ont déjà été signalés

au numéro 3, dans l'étude de Thyperquadrique

15. L'équation (29) de l'hyperplan {a')y multipliée par deux,

s'écrit

[^22,(ao02— a^) 522(0003 — 0,02) -+- 223(0,05 — o^}]

-+- [522(aoa3— «lOâ) («oo* — al) -h 524(0,04— 0,03)]

[223(0,05 — al) 524(0,04— OaOs) i22g(a204— al)]= 0,

expression qui est la somme des trois équations (28).
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Donc, l'espace linéaire tangent au point A à 1*hypersurface S3

renferme tout entière la bisécante à C4 passant par ce point.

Nous allons démonlrer en outre que tout espace linéaire à

trois dimensions
j

tangent en un point à l'hypersurface S5, est

tangent tout le long de la génératrice^ bisécante de C4, passant

par ce point.

En effet, un poini variable de la bisécante unissant les appuis

de paramètres G, et B<^ a pour coordonnées

et -I- ke\, 4^0? -f- kel), 6{q] kel), 4(ei ke^), i k,

et il est situé sur S5.

L'équation de l'hyperplan tangent à S3 en ce point s'exprime

lous calculs faits, par la formule

k(6i — [C^i — (9i 62) -+- zs^e? -f- 0| 49,62)

— ^zAhih h) e^s^îe'] = 0,

rjui, après suppression du facteur k(Q^ — Q^y et multiplication

f)ar deux, s'écrit

[1 2zi— ùz.i(ôi Ô2) 2235,^2] —(ôi ôi) [ôz^—'iz-JSi -f- ^2) 324^1^2]

ôAl'^z^— 3z4(5, H- Ô2) ISzs^.^J = 0.

Cette expression indique que l'hyperplan passe par la droite

bisécante répondant aux équations (26), résultat rencontré

ci-dessus. Étant indépendante de A:, elle démontre que l'hyper-

plan considéré est tangent à S5 en tout point de celte droite.

— L'équation précédente peut encore s'écrire

(6^) — SZâ^i — Bi{ZZi — 4r39i 3Vi)

-+- 9|(z3— 3^49, -4- 6^59^)= 0 ;

on établit ainsi que l'hyperplan tangent à S5 passe par les tan-

gentes à la courbe normale aux points d'appui de la bisécante.

Ces points d'appui sont donc les seules intersections de l'hyper-

plan et de la courbe normale.
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Ainsi, l'espace linéaire tangent en A à S3 est bitangent à C4

aux appuis de la bisécante qu'on peut mener à cette courbe par

le point A

.

Uhypersurface S3 est l'enveloppe des espaces linéaires à trois

dimensions bitangents à C3.

Nous îïvons en outre une démonslraiion géométrique de la

propriété suivante :

Lorsque l'invariant J de la forme est nuly le hessien H4 de

cette forme est le carré d'une forme quadratique.

— En posant = dans l'équarioFi ci-dessus, on obtient

Zi— diZi e\zz— 05^4 H- eiz^ = 0,

formule qui représente Tespace surosculateur à C4 au point de

paranièire Gj. Cet espace est donc tangent à S3 le long de la

tangente à la courbe normale en ce point.

Or, c'est aussi l'espace tangent à en un point de C4; donc,

les hypersurfaces et S3 sont « tangentes » l'une à l'autre le

long de la courbe normale C4.

— Enfin l'équalion (30) est encore identique à la formule

[i2zi — 0^2(29, -f- 63) -4- 2^3(6? -H — ZZie%]

— e^l^Zi — 2-3rg(2e, -4- 62) -H 3^4(0? -f- 201^8)— \'iz^B\%^= 0.

Les expressions placées entre crochets, égalées à zéro, repré-

sentent le plan langent à C4 au point de paramètre G^ et sécant

au point de paramètre G^.

Ainsi, ihyperplan tangent en A à S3 contient les plans tangents

à C4 aux appuis de la bisécante,

16. Pour que l'espace à trois dimensions

(a)= a^Zi a^z^ -+- a^z^ -f- a^z^ o^Zg= 0

soit, de son côté, espace polaire du point A par rapport à S3, il

faut que cet espace ne diffère pas de celui que représente
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réquation (29). C'est-à-dire que Ton doit avoir, avec les notations

du numéro 14,

«0 2ag

Aq Aj A2 A3 A4

Mais ces rapports marquent aussi les conditions nécessaires

pour que la forme renferme deux facteurs linéaires élevés au

carré.

Par suite, pour quun espace à trois dimensions soit simulta-

nément polaire par rapport à et à S3, il doit être doublement

tangent à C4.

Les rapports précédents donnent dix équations qui se ramè-

nent à deux conditions distinctes quand aucune des quantités

«0» «1, «2» ^3> ^4 nesi nulle.

Ces conditions peuvent s'écrire :

5«o«ia2 — ao«3— 2aî= 0,

Zaïa^a^— a^^a^ai— 2aia| == 0.

Elles expriment que le point A se trouve sur la surface

répondant aux équations

iZsZ^Z»— SzazJ— ^4 = 0,

Az^Z^Zf, SZiZaZg -4- z\Zi = 0.

Ainsi, les espaces polaires communs par rapport à Sg et à S5

doivent avoir leur pôle sur une surface du neuvième ordre,

17. Considérons Tinvolution ayant pour équation

MiMsO* fli29,9203 -4- a^lBiB^ -4- a^ldi -h «4= 0.

Ses points quadruples sont marqués sur C4 par les inter-

sections de celte courbe et de l'hyperplan (a); ses quaternes de

points, par les intersections de C4 et de tous les hyperplans

passant par A.
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L'équation précédente peut s'écrire

h'^i[ao^A ^i) «2] (h -^- «2(^1 ^2) O3]

[aîe,ôi -- tt8(e, -H ^2) 04] = 0.

Si le point A est quelconque, cette expression démontre que

lorsqu'on fait passer par le point A et le couple de points fixes,

de paramètres et G^, une infinité d^espace linéaires à trois

dimensions, les intersections restantes avec C4 donnent les couples

d'une involution quadratique If.

En confiparant aux expressions (27), on voit en outre que, si

le point A est situé sur Thypersurface S5, c'est-à-dire si J égale

zéro, ou encore si les points A, 9,, sont en ligne droite, le

couple (0304) est indéterminé.

Vinvolution dont le point central est sur une bisécante de C4

a comme éléments neutres le couple des points d^appui de cette

droite.

En éliminant les paramètres et 04 entre l'équation ci-dessus

et les équations d'une bisécarite, on obtient le lieu des bisécantes

marquant par leurs appuis sur C4 les couples de l'involution If

considérée.

Sous une forme générale, ces équations s'écrivent

36,(8r,Z3 — 5zf) -h 66,(6^,2*— z^z,) bç,(9z,z^ — 4z|) = 0,

36o(6z,Z4 — Z2Z3) -f- 26,(562,Z5— zl) -4- 362(6x2^5— ZzZi) = 0,

bo(^^,Zi — 4zl) -H 66, (6Z2ZS— zz^i) 362(8z5Z«— 3zJ)= 0 ;

deux quelconques d'entre elles représentent le lieu cherché.

Mais l'élimination de 03 et entre les équations de la bisé-

cante donne la relation (S3) = 0.

Donc, l'hypersurface 83 contient toutes les surfaces réglées

dont les génératrices marquent sur C4 les couples d'involutions

quadratiques.

Chacune de ces réglées a deux génératrices seulement tan-

gentes à C4; elles correspondent aux éléments doubles de l'invo-

3
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lulion If; elles appartiennent à rinierseciion de la surface et des

hypersurfaces et S3.

Parnfïi les réglées qui rentrent dans les équations ci-dessus,

il faut remarquer les cônes inscrits à C4 ; leurs équations

s'obtiennent en faisant dans les précédentes la substitution

60 : 61 : 62 = 1 : — e : e^

0 étant le paramètre du sommet.

— Signalons Tanalogie qui existe entre la représentation de

l'involution If sur une cubique gauche de Tespaee euclidien et

la représentation qui précède de Tinvolution I3, lorsque le point

central de celte dernière est sur l'hypersurface S3.

La seule bisécanle que l'on puisse mènera la cubique gauche

par le point central de l'involution I? marque, sur celte courbe,

par ses appuis, les images des racines du hessien des points

triples ; ces appuis donnent les éléments neutres de l'involu-

tion (*).

De même, la bisécante passant par le point central de l'invo-

lution I3 donne sur C4 les images des racines du hessien des

poirjts quadruples (supposés ici constituer une division harmo-

niqn( ); ce coupl«^ de points donne des éléments neutres de celle

involution.

Cette dernière observation a lieu pour l'involution I|n-i»

hessien étant remplacé par une fonction invariante que nous

définirons dans la suite.

18. Les propriétés précédentes de l'hypersurface S3 et de

l'invariant J se généralisent avec facilité dans l'espace E^^ à 2w

din^ nsions, n > 2. On obtient :

Le lieu des espaces linéaires à n — 1 dimensions rencontrant

(*) D'après notre mémoire intitulé : Sur la représentation géométrique

dans l'espace des formes quadratiques et cubiques binaires. (Mémoires de

LA Société royale des sciences de Liège, 3» série, t. V, 1904.)
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la courbe normale de Vespace E^n en n points est une hyper-

surface S^^i qui contient^ comme espaces générateurs limites, les

espaces à n — 1 dimensions tangents à points coïnci-

dents.

L'hypersurface S^ + i
est le lieu des points de l'espace Eg^ /jar

lesquels on peut mener un espace à n — i dimensions, n fois

sécant à la courbe normale.

Les espaces générateurs limites appartiennent simultanément

aux hypersurfaces S^ + i
et (celle-ci étant définie au 2).

L'invariant d'ordre n -*- 1, obtenu en éliminant les variables

entre les dérivées partielles d'ordre n de la /orme binaire

f2^ = a|^ exprime, quand il s'annule, que le point A correspon-

dant à la forme fg^ appartient à l'hypersurface S^ + i-

L'espace linéaire (a') à 2n— 1 dimensions, polaire du point A

par rapport à ^n+v ^i^^rque sur la courbe normale les images

des racines d'un covariant F de la forme fg^. Ce covariant est de

degré 2n par rapport aux variables, d'ordre n par rapport aux

coefficients.

Les images de ces racines sont encore obtenues par les contacts

des espaces linéaires à n dimensions, n — 1 fois encore sécants à

la courbe, que l'on peut mener par le point A.

L'invariant J est l'invariant quadratique simultané de f^^ ci

de F.

Lorsque J = 0, l'espace polaire (a^) est tangent à S^^.^ suivant

l'espace linéaire à n — 1 dimensions générateur de l'hypersurface

et passant par ce point. Il est langent à la courbe normale en

chacun des n points où cet espace linéaire générateur rencontre

Lorsque J= 0, le covariant F correspondant à l'espace linéaire

tangent à S^+i est le carré d'une forme binaire d'ordre n.

L'hypersurface S^+i est l'enveloppe des espaces à %i — 1

dimensions tangents en n points à la courbe normale.

L'hypersurface S^+i est le lieu des variétés constituées par les

espaces à n dimensions marquant sur^ la courbe normale les

groupes des involutions d'ordre n et de rang n — L
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On peut encore ajouter :

Le groupe des !2w points correspondant à la forme ^^n

apolaire avec lui-même quand l'espace (a) qui le marque sur

est tangent à S^; car alors l'invariant quadratique I est nul.

Le groupe des 2w points correspondant à la forme F est apo-

laire avec le groupe relatif à la forme si iespace liiiéaire (a')

qui le marque sur Cg^ est tangent à ^nii'^ alors J, invariant

quadratique simultané de f2n et F, est nul.

La démonstralion d<' plusieurs des propriétés ci-dessus résulte

de la remarque suivante.

Prendre Pespace polaire du point A par rapport à S^^i, c'est

développer le déterminant répondant à celte hypersurface sui-

vant les mineurs de tous les éléments et remplacer, dans ces

mineurs, les variables par les coefficients correspondants de la

forme /'gn-

L'espace polaire (a') renferme l'espace à w — I dimensions

générateur de S„+i qui passe par le point A; car chacune des

équations de ce dernier espace n'est que le développement de

Téqualion de S„+i suivant les mineurs des éléments d'une ligne,

les variables étant remplacées dans les mineurs par les coeffi-

cients de f2n'

— Voici, pour le surplus, les principales expressions analy-

tiques relatives à l'espace à six dimensions; elles donnent la

forme générale des raisonnements.

Le lieu S4 des plans trisécanls à la courbe normale Cg qui a

pour équations

Zi'. z^: Zz'. ... Z'! = xt: Qx\xi : \bx\xl : ... : xl, (31)

est représenté par la formule :

60Z7 10^6 4Z5 Zz,

423 \0z.
= 0. (32)

3^4 4^4 iOzi 60zj
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Le poifîl A, ayant pour coordonnées les valeurs suivantes, qui

répondent aux coefficients de la forme /'6= a|,

: : Ts :
•
. • Z7= cTo : — 6a^ : 1 Sa^ : • • • ao>

est sur l'hypersurface S4, si Ton a

tto a<i a

a, «2 Os

«2 «5 04 05

tt; 03 ag

= 0. (33)

Par ce point, on peut mener un seul plan irisécanl à Cg quand

la condition J = 0 est réalisée. Les équations de ce plan s'expri-

ment par la formule (33) en y remplaçant successivement

chaque ligne horizontale par les éléments correspondants du

déterminant (32), alternativement changés de signes.

La somme des quatre équations ainsi obtenues représente

l'espace linéaire à cinq dimensions polaire du point A par

rapport à Cg. Si la condition J = 0 est remplie, il est l'espace

tangent au point A et la forme de son équation montre qu'il

passe par le plan trisécant considéré.

Le covariant correspondant à cet espace polaire s'exprime en

faisant, dans l'équation de celui-ci, la substitution marquée par

les formules (3i). Il se représente ici symboliquement par Tune

ou l'autre des expressions équivalentes

— La propriété géométrique ci dessus nous permet de trouver

une expression du covariant F, qui est générale.

L'un des quatre déterminants dont ce covariant est la somme

est, abstraction faite d'un facteur numérique commun, égal à

«0 a] «2 «s

a, «3 0*

a, «3 Ci «S



( 38 )

Par Taddilion des colonnes, multipliées par aC| ou acg»

ramène à celui-ci :

La somme des quatre déterminants considérés est alors le

développemefji, par les mineurs de la première ligne, de

x^x,

«iX^ -f- «3X4 a^Ti 03X3 03X4 04X2 a^x, -4- «gXs

ttjXi -f- «3X3 «3X1 04 «4X4 «5X2 ttgX,

Enfin celui-ci, à son tour, de même forme que D, s'écrit

OqxI -»- 2a,x,X2 + tt^x* a,xî -i- ^aaXjXg a^xl a^x] h- ^asXiXj -+- a^xl

«ixfH-âa^XiXg »- (tjxl ttjxj -1-^^03X1X2 --04X2 a3x'-+- 204X1X2-4-0511

02X1-4-^203X1X2-4-04X1 03X^-4- 204X1X2 -4- O5X2 04x5-4-205X1X2-4-0^x1

Nous voyons donc que le covarianl F exprime par un déler-

minant à n — 1 lignes, dont les éléments sont les dérivées d'ordre

n — ^2 de la forme l'g^.

— Pour établir que Tespace tangent au point A de S4 est

tangent suivant tout le plan générateur qui passe par ce point,

exprimons les coordonnées de celui-ci en fonction des para-

mètres des intersections du plan et de la courbe normale par

les formules suivantes ;

3, : Zi : ... z^ = (eî-4- -h k'dt) :6(e? kel -4- k'ôl): ... : (1 -4- /r -^- k').

L'équation de l'espace à cinq dimensions tangent en ce point,

après suppression du facteur

(jO'kk'

i 1 1

df 63 65
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commun à tous les termes, prend la forme

(60z,— lOzjSô, -h 4z326,6,— 3^46.6403)

— S6,[10?2 — 4z3S0, -4- 3Z4S6162— 4256,6283]

-+- 2:6i62[4z3 — 52,26, 4^526,62 — iOz^Mi]

— 0,6203[524— 4Z5I6, -4- 102620102— 6027010203] = 0 *,

OU bien, à un fadeur numérique près, celle-ci :

-+- (e; -+-0^-4- 46,02) [-2^3 — 5z,03 -4- 'i^^s^n

— 0402(0^ -f- 0^) - 8Z5Ô3 10^6^3]

-4- "K^Wz^— ^z^% ^- 1 ^z^ôl\ = 0.

Ces relations, indépendantes de k et A'^ montrent que l'espace

envisagé est langent en tout point du plan.

La première prouve en outre que cet espace contient le phin

trisécant considéré, car les expressions entre crochets, égalées à

zéro, sont les équations de ce plan.

La dernière, que cet espace coniient les tangentes aux points

03, Bj, 6i à la courbe Cg, puisque les expressions entre crochets

donnent les équations de la tangente au point de paramétre 83.

L'espace est donc simplement tangent aux points de paramètres

84, ^2 et la forme F est un carre si J = 0.

L'équation précédente pourrait encore être décomposée de

façon à montrer que l'espace tangent renferme les deux plans

tangents à Cg en et sécants respectivement aux points de

paramètres 82 et 63; ou bien, de manière à prouver qu'il contient

aussi l'espace linéaire à trois dimensions tangent à Cg en et

sécant en et 63.

19. Nous allons actuellement, pour étudier l'hypersurface S3

de plus près, en faire des sections par une droite, un plan, un

hyperplan comme nous l'avons fait pour Sj. Cependant, aûn

detre bref, nous n'envisagerons que les hypothèses qui nous

paraissent intéressantes.
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Ces nouvelles remarques reposent sur rinlerprétation des

invariants du troisième ordre du système de deux ou de trois

formes biquadratiques binaires. Elles peuvent être facilement

généralisées.

Au moyen des formules (10) du numéro 5, nous trouvons

que le paramètre k des points d'intersection de S3 et de la droite

AB sont donnés par les racines de Téquaiion

kb^ a, -4- kbi a» khi

kbi tti -+- kbi 03 /côg

kbi 03 kb^ Qi +- kbi

= 0.

Les points A et B correspondent aux formes et
Z'^.

Si les

symboles H4 et IV^ désignent respectivement les hessiens de ces

formes, cette équation peut s'écrire

(A, H./ (/;, H,)Vc -4- (A, w,yk' (/•;, h;)*f == o, (54)

les transvections étant ici réduites à leurs parties littérales.

L'un des coefficients du milieu de cette relation, égalé à zéro,

par exemple

(/:,H,)*=.o,

exprime la condition pour que le point B soit dans l'espace

polaire du point A pris par rapport à S5; il exprime aussi que

le point A est sur la seconde polaire du point B relativement à

cette hypersurface. D'ailleurs, quand le coefficient de k^ ou le

terme indépendant est nul, le point B ou le point A est sur S3.

Il en résulte que, si le point B est un point de la surface

d'intersection de S3 et de l'hyperplan polaire du point quelconque

A, le segment AH est divisé harmoniquement par l'hypersurface S3.

Des conclusions analogues se présenteraient si le point A était

sur la surface d'intersection de S3 et de la seconde polaire de ce

point par rapport à S3. Ces remarques ont leur source dans les

propriétés générales des polaires.

— Pour que la droite AB soit sur l'hypersurface S3, les

quatre coefficients doivent être simultanément nuls. Les points
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A et B doivent donc se trouver sur S3; de plus, les points B et

A doivent appartenir respectivement aux hyperplans (a) et (6)

tangents en A et B à S5.

Ces conditions se résument ainsi ipour qu une droite AB fasse

partie de Vhypersurface S3, elle doit appartenir à l'intersection

des hyperplans respectivement tangents en k et ^ à Vhyper-

surface. La réciproque est vraie.

On aperçoit que ce théorème est un cas particulier d*une

propriété des réglées étendue à Thyperespace.

Les droites AB définies ainsi sont bisécantes à C4 ou s'appuient

sur deux bisécantes.

— Égalons à zéro le discriminant de la forme cubique qui

constitue le premier membre de la relalion (34) et, dans

l'expression obtenue, faisons la substitution

64 : 63 : 62 : 6j : 60 = \^Zy : — S^a : â^Tj : — S^^* : ISz^.

Nous trouvons ainsi l'équation d*t/ne hypersurface, lieu de

toutes les droites passant par le point A et tangentes à S5.

Ce lieu est évidemment un cône; son équation est du sixième

ordre par rapport aux variables et aux coefficients.

En représentant la formule (34) par

Aq + A^k^ + Azlâ = 0,

l'équation du cône est

(AoA, - Aî) (A.Ag- Al) - (A0A3— A.A.f= 0.

Si le point A est sur S3, le coefficient Aq est nul et Féquation

se ramène à

AgAÎ^O.

Le cône est décomposable; il renferme l'hypersurface S3 et

l'hyperplan polaire du point B, compté trois fois.

L'intersection du cône et de l'hypersurface S3 s'obtiendra en

posant A3= 0; l'équation donne alors

AoA|= 0.
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La surface d'intersection de S3 et du cône de sommet A est

donc commune à et à la seconde polaire, A2= 0, du point A
par rapport à S3.

Ceci rentre encore dans les propriétés générales des polaires.

20. Nous avons cherché Vhypersurface hessienne de S3; elle

est, comme on le sait, le lieu des points dont les hyperqua-

driques polaires sont des cônes.

En éliminant les variables entre les dérivées partielles de

l'équation de Thyperquadrique polaire

+ (622^5— ^3^4) -+- OiiSzzZ^ _ 5Zi) = 0,

on obtient la relation :

«0 5a,

—H — âtti 3^2

«0 — "i — «2 — «3 «4

3a2 503 a*

Celle-ci, tous calculs laits, se réduit à

2 IJ — 3«2(oo«2«4— ^^(^Wz •+• ^aidlctz — ai) == 0,

expression dans laquelle, pour avoir l'équation de Thypersurface

hessienne, il reste à remplacer les a par des z au moyen des

rapports (2).

La dernière formule montre qu'elle ne correspond pas immé-

diatement aux invariants de la biquadratique
fj^.

— En calculant l'équation de l'hyperplan polaire du point B

par rapport à l'hyperquadrique polaire représentée par la for-

mule (55), on trouve :

6zi(aobi— 2ttA aA) -- ^z^{aobz — 0,6^— ajji +- aM
]

-H Zsftto^i -t- 20,63— Qajhi •+ '^a^bi -f- a^bo) \ (36)

324(0,64— 61,63

—

azbi'^aJ)i)-\-Gzii{aibi— 20363-+- a462)= 0. )
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au moyen de la substitution (i), cette formule se ramène à

Texpression symbolique

(/".,/;f=o.

Nous obtenons ainsi l'interprétation de la seconde iransvection

de deux formes biquadratiques fi^ et
f'^,

et les images sur C4 des

racines de celte fonction invariante.

On comprend, d'après cela, ce que signifient géométriquement,

dans nos bypothèses, les autres covarianls biquadratiques du

système

(A, H;f, (H„/-y, (h„h;)1

On trouve de même, en général, au moyen des hyprrsurfaces

Sn+i ses diverses polaires par rapport à un même point A,

l'expression géométrique de nombreux covarianls du système

des formes et F combinées avec d'autres formes analogues

{'2^^ ¥'. 11 suffit de faire intervenir les points correspondant à

ces formes.

— Par les relations (14), substituées aux variables dans

I équation (5d), on obtient l'équation de la conique d'intersection

du plan ABC et de Thyp^rquadrique polaire.

En désignant par f^, f'^, fl, H4, U4, W'I les formes qui corres-

pondent aux points A, B et C et leurs hessiens, l'équation de

cette conique peut s'écrire symboliquement :

3Ja:î-t- (/„ H;)V, -*.(/;, W.'fxl

- ^f[, H,)V,x, U,)*x.X3 [A, (/;, /rm^x, = 0.

On voit facilement quelle est ia signification des relations

j = o, (/;,Hir = o, [A,(/';,/iT]*=o.

La première marque que le point A est sur l'hypersurface S3

et, par conséquent, que Fhyperquadrique polaire est tangente en

ce point à S3. La seconde, que le point A se trouve sur l'hyper-

plan polaire de S3 par rapport au point B. La troisième est
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Texpression (56) où Ton aurait remplacé les coordonnées cou-

rantes par les coordonnées du point C; elle est synriétrique par

rapport aux trois formes qui y entrent et peut donc encore

s'écrire

[/•:,(A,n'.T= o,

[A:',{A,A)']'= 0;

elle exprime que le point C est sur l'hyperplan polaire du

point B pris par rapport à l'hyperquadrique polaire répondant à

l'équation (55) Les rôles des points A, B et C sont permu-

tables.

Lorsque, simultanément, ces conditions sont remplies, le

plan ABC est situé tout entier sur l'hyperquadrique polaire du

point A, tangente en ce point S3.

La forme de l'équation (55) montre que l'hyperquadrique

polaire est de même nature que les hypersurfaces Sj et Sj étu-

diées au numéro 5.

21. La courbe cubique K3, intersection de l'hypersurface S3

et du plan ABC, peut s'étuiiier sur l équation (*)

a^Xi -+- 6, OTa -f- C,X3 QiXi -4- 62X2 -t- C2X3 03X1 -H 65X4 -- C3X3

«3X3 62X14 -4- C.2X5 03X2 -4- 63X2 C5X5 a^X, -f- 64X2 C4X5

0,

formule qui découle de l'équation de S3 au moyen de la substi

tution marquée par les relations (14).

(*) Cette équation est le discriminant du réseau de coniques dont l'équa-

tion est

KaXi -+- KftXg H- KcXs= 0,

égalité dans laquelle nous posons

Ka= aoXf -4- agXI -4- 2^3X2X3 h- 203X1X3 SaiXiXg,

K6=/>oX| K.= CoXf -+-...,

et pourrait être étudiée comme telle.
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En désignant par (uq 6, c^) le déterminant du troisième ordre

qui a pour éléments de sa première ligne Qq, et c^, l'équation

précédente peut s'écrire

lx\{aoaia^) -+ lx]Xi[{aoaibi) -4- (ao6,aj) -f- (MiCFa")]

-f-x,ar2X3[(ao'>,C5)-t-(aoC/>2)-*-(MiCi)-t-(Coai62)-+-(6oC,a2)-+-(co6,aî)]= 0,

ou, synsboliquemeni,

Les divers coefficients de cette équation ont été interprétés

au numéro 20.

Lorsqu'ils sont simultanément nuls, les points A, B et C

appartiennent tous trois aux espaces tangents en ces points à S3

et les hyperquadriques polaires de ces points sont ensemble

dans le cas examiné ci-dessus.

Nous en concluons ce théorème :

Pour qu'un plan ABC se trouve tout entier sur Vhypersurface

S3 il doit être commun aux hyperquadriques polaires et aux

hyperplans polaires j tangents aux points A, B C à S3.

— Voici des remarques relatives à certaines situations parti-

culières du plan ABC.

1° Lorsque l'un des points, C par exemple, est situé sur

la courbe C4 les deux autres points étant quelconques, les

termes en ac|, xjx^j £c|x2 disparaissent de l'équation précé-

dente.

La cubique d'intersection passe par le point C (xi==0, x<^— 0)

qui en est un point double.

Cette proposition se vérifie aisément par un calcul direct.

2° Lorsque deux des sommets, B et C, du triangle ABC,

sont sur C4, la cubique a deux points doubles B et C ; elle se

compose évidemment de la bisécante BC et d'une conique.

Dans ce cas, les déterminants entrant dans les coefficients de

l'équation (37) sont nuls s'ils renferment deux colonnes de
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quantités 6 on c. Celte équation se réduit à = 0 et à

.rîJ -f- a-,r,(H„ / ;)* -4- a-.T^CH,, A')* -f- x,x,[/*, (A, Ai')']*= 0 ;

celle-ci représente la conique considérée.

IVleitons-y en évidence les paranièires 0^ et des points B

et C; elle devient

x]} XiXsH*,! JCiOfsH^.^ -H a7gr3(0,— 02^ [aoôîel 2016162(61 62) )

-4- 02(6? -h 6| -+- 46162) H- 203(6, 62) -fr- oj = 0, f

formule dans laquelle et H42 désignent le hessien de la

forme f/^,
la variable — étant remplacée successivement par 9|

ou

Si les paramétres 9i et sont racines du hessien, la conique

se représente par une équation de la forme

xl -+- tnXiX^ = 0
;

elle est inngenle aux droites = 0 et 0-5=0; la droite x^^O est

la polaire du point A parrapportà cette conique. On peut combiner

deux à deux les racines du hessien; on a donc ainsi l'énoncé :

Par un point quelconque A de [^espace à quatre dimensions,

on peut mener six plans rencontrant S3 suivant une conique

propre et une droite^ polaire de A par rapport à cette courbe.

Celte droite est une arête du tétraèdre dont les sommets figurent

sur C4 les racines du hessien de la forme biquadratique corres-

pondant au point A.

3" L'hyperplan langent à S5 suivant la bisécanle BC a pour

équation

6zi — 522(6, 62) ^5(6? 62 -H 46,62) — 3246,62(61 H- 62)

-H 6256!6l= 0.

Lorsque le point A est un point quelconque de cet espace, le

facteur entre crochets s'annule dans l'équation (38), qui devient

x,[Ja;, H^ jXj h- ^i,tX^= 0.



( " )

Tout plan passant par une bisécante de (\ et < on tenu dans

Vhyperplan tangent à S3 le long de cette bisécanfe, rencontre

l'hypersurface suivant trois droites dont deux coïncident avec la

bisécante Xi = 0.

Ln iroisièrn<>, que nous appelons d, n'est pas une bisécante.

Par une droite d'un hyperplan passe une simple infinité de

plans. La bisécante BC est donc rencontrée par une simple

infinité de droites d apparienani à l'hypersurface S3.

Pour trouver le lieu de ces droites d^ il suffît de i:emarquer

qu'elles sont contenues dans l'hyperplan; elles constituent donc

ensemble l'intersection de S5 et de cet hyperplan
;

or, cette

intersection est une surface du troisième ordre; nous avons

donc le théorème :

Tout hyperplan tangent à S3 rencontre cette hypersurface

suivant une surface réglée du troisième ordre ayant comme droite

double la bisécante de C4 qui passe par le p int de contact.

L'hypersurface S3 est le lieu de ces cubiques réglées.

Les générairices d que nous rencontrons ici ont déjà été

signalées précédemment (n° 19). Chacune d'elles s'appuie sur

deux bisécantes.

4<» Le discriminant de la conique (38) est

K[H,,,.H,,,-J.K],

K représentant le coefficient du ternie en x^x^.

Il sera nul pour les valeurs de 9^ et qui vérifient l'équation

obtenue en égalant à zéro le dernier facteur. Cette équation étant

du quatrième degré en Gj, on voit que, par le point A et un point

quelconque de la courbe normale passent quatre plans, encore

sécants à celle-ci, donnant comme intersection avec l'hypersurface

S5 trois droites distinctes.

En second lieu, ce discriminant est nul pour = G^, le

facteur G, — Gj entrant dans K. Donc, tout plan déterminé par

une tangente à C4 et un point quelconque A rencontre l'hyper-

surface S3 suivant trois droites; deux de celles-ci coïncident avec

la tangente (conséquence du 3°).
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— Lorsque le point A est pris sur S3, les points B et C étant

d'ailleurs supposés dans les conditions du 5*» ci-dessus, l'équation

(38) se réduit à

a;i(H,,4X4 H^^aXs) = 0;

la section donne donc la bisécante = 0 comptée deux fois

et la droite

H^iXj H- \^iiXz = 0,

qui passe aussi par le point A. Le plan de section est tangent à

S3 au point A et le long de la bisécante.

Ce cas n'est pas essentiellenfient distinct du cas examiné au 5®

ci-dessus.

— 5® Si le plan ABC est trisécant à la courbe C4, 1 equaiion

(37) devient

les points A, B et C étant pris aux intersections. La cubique est

donc constituée par trois droites distinctes, résultat évident

a priori.

Quand ce plan est tangent, en demeurant bisécant à la courbe

C4, la cubique correspondante comprend la tangente au point de

contact comme droite double et la bisécante du plan.

Enfin, un plan osculateur à la courbe C4 rencontre S3 suivant

la tangente au point d'osculation, comptée trois fois. Cela résulte

des deux remarques précédentes. Mais on peut s'en assurer

analyliquement en procédant comme il est dit au numéro 8.

En substituant les valeurs (17) à Z2 et Z4 dans l'équation de

rhypersurface, on obtient en effet

22. L'élude complète des surfaces cubiques trouvées en

coupant rhypersurface S5 par l'hyperplan défini au moyen des

points A, B, C et D, nous entraînerait très loin.

L'équation la plus générale de cette surface se met sous la
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forme d'un déterminant en substituant aux variables, dans

l'équation de S^, les valeurs données parles formules (18). On
peut récrire, en abrégé, ainsi :

SxJ(ao«iff2) Sxjxj [(000464) -4- (600,02) -f- (oo6,0ï)]

Sa:,X2X3[(oi6iC2) -H (ooC|62)-t-(6oOiC2)-4- (000,62) -+-(6oCiOj)-f-(Co6iO,)] = 0;

ou bien, symboliquement, les formes /i, f'I, fl' se rappor-

tant aux points A, B, C, 1) :

sxîj + SxWAïf,)* + Sx,x2X3[A,(/;,/iT]*= o.

Nous connaissons (numéro 20) la signification de l'égalité à

zéro de chacun de ses coefficients, et nous pourrions facilement

voir comment cette équation se réduit suivant les situations

particulières attribuées aux points A, B, C ou D.

Nous nous arrêterons seulement aux observations suivantes :

— Un espace linéaire à trois dimensions rencontre toujours

C4 en quatre points qui peuvent être ou non tous les quatre

réels.

Appelons G^, 62, 85, 84 les paramètres de ces points supposés

réels. En les choisissant comme points déterminant l'hyperplan

considéré, l'équation de la surface cubique d'intersection prend

la forme curieuse

Sx,X2X5(6, — 62)^(62— es)'(65 — 8,)' = 0,

qui comprend quatre termes seulement.

On a le théorème : la section de l'hypersurface S5 par un

hyperplan est une surface cubique passant par les arêtes du

tétraèdre qui a pour sommets les intersections de C4 et de Vhyper-

plan et possédant quatre points doubles en ces sommets.

Ce tétraèdre est ici tétraèdre de référence.

Cet énoncé est évident ; la dernière partie résulte de ce que

trois arêtes génératrices passent par chaque sommet et aussi de

ce qu*un plan passant par un sommet et compris dans l'iiyper-

4
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plan, donne une courbe cubique à point double par son inter-

section avec S3.

Toute surface cubique à quatre points doubles porte neuf

droites ; nous venons d'en désigner six ; les trois autres sont les

intersections du plan tangent à la surface le long des trois

couples d'arêtes opposées du tétraèdre.

Nous retrouvons encore ici les droites d du numéro précé-

dent, S**, et aussi du numéro 19. Du reste, on a l'énoncé :

La condition pour qu'une génératrice de S3 s'appuie sur deux

bisécantes est quelle appartienne à une surface cubique répon-

dant à l'équation ci-dessus.

Car les coordonnées d'un point d'une droite s'appuyant sur la

bisécante unissant les points de paramètre 9^ et et sur celle

relavive aux points de paramètre G3 et O4 sont de la forme :

=
(î) [(6i +m + / (6'5 + (i = 0,4,2,3,4)

En les substituant dans l'équation de S3, on trouve l'équation

précédente où l'on aurait fait la substitution :

Xi : X2 : X3 : X4 = 1 :k: l : lk\

— Nous avons vu précédemment (numéro 21, 3*") que tout

hyperplan langent à S3 rencontre cette liypersurface suivant une

surface cubique réglée qui a une bisécante de C4 comme droite

double.

Lorsque l'hyperplan est surosculateur à C4, il contient en

entier le plan osculateur à la courbe au point de surosculation.

Or, ce plan coupe C3 suivant une droite considérée comme
triple. L'hyperplan rencontre donc S3 suivant une surface

cubique à droite triple ; celte surface est, par conséquent,

constituée par trois plans passant par cette droite.

Le plan osculateur n'est pas un de ceux-ci, puisque son inter-

section avec S3 est parfaitement déterminée.

La courbe C4 a une infinité de tangentes par chacune des-

quelles passent trois plans constituant de telles surfaces cubiques

d'intersection.
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Donc, Vhypersurface S3 possède une triple infinité de plans

générateurs passant par ses génératrices tangentes à C4.

— Les propriétés que nous venoï)s de mentionner pour S5 en

ia coupant par une droite, un plan, un hyperplan, pourraient

facilement, pour la plupart, s appliquer aux hypersurfaces ^n^^.

Il suffirait en quelque sorte de remplacer /4 par /^n dans les

remarques ci-dessus et le hessien H4 par le covariant F défini

au numéro 18. Les sections sont généralement des courbes,

surfaces ou variétés d'ordre n -\-\.

23. Les propriétés des hypersurfaces 83 et S5, appliquées

aux variétés similaires de l'espace à sept dimensions, fournissent

une inlerpréiation nouvelle des expressions analytiques obtenues

dans le présent mémoire.

Pour avoir cette interprélaiion, il suffirait de faire usage des

résultats développés dans nos travaux inlituîés: Sur une corres-

pondance entre le plan et l'espace {*) \ Sur une correspondance

entre les espaces à n et à — 1 dimensions (**).

Voici seulement quelques indications à ce sujet.

Appelons Z|, Zg, Z3, Z4, Z5 les déierminanis tirés du labîeau

reciangulaire

^{ -2 '<Z -4 '^5

-^2 "3 ^5

en supprimant successivement chaque colonne à partir de la

dernière.

La formule

Z| : Z2 : Z3 : Z4 : Zg = x\ : Axlx^ : ()x\xl : ixiOCg : a"|,

(*) Bulletin de la Classe des sciences de l'Académie royale de

Belgique, 1909, n« 9.

(**) Mémoires de la vSociété royale des sciences de Liège, S" série,

t. IX.
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définit une variété (C4) de Fespace à sept dimensions constituée

par les espaces à trois dimensions tangents, en quatre points

coïncidents, à la courbe normale C7 du premier espace.

Aux hypersurfaces 83 et S5 correspondent les variétés simi-

laires (82) et (S3) que nous pouvons représenter analytiquement

par les relations

42ZiZ,— + Zl= 0,

TSZiZjZs + 9Z2Z5Ze— 2Z^ - ^ILJ},— ^71%= 0.

Ces variétés ont comme éléments générateurs des espaces à

trois dimensions similaires respectivement des points des hyper-

surfaces 82 et 83.

Un point A de l'espace à quatre dimensions a pour similaire

un espace à trois dimensions déterminé par les a coordonnées i».

Zi : Zg : Zj : Z^ : Zg = : — : 602 1 — 4ai : a^.

Les variables et les équations ainsi définies, combinées entre

elles par les calculs développés dans le présent travail, donnent

lieu à des énoncés nouveaux que l'on aurait en remplaçant,

dans les précédents, les hypersurfaces 83 et 83 par les variétés

(82) et (83) ; les points par des espaces à (rois dimensions ; les

droites, les plans et Us hyperplans par des variétés similaires,

constituées par des espaces à trois dimensions de la même
manière que ces figures sont constituées par des points.

Ces indications suffisent pour permettre au lecteur de se faire

une idée de l'extension dont nous voulons parler et lui montrer

en outre qu'elle pourrait avoir lieu entre les hypersurfaces 83 et

Sn+i l'espace de 2w dimensions et les figures similaires de

l'espace à 4n — 1 dimensions.

24. Une étude analogue à la précédente est possible avec tous

les invariants des formes binaires ; on peut faire correspondre à

chacun Véquation d'une figure géométrique qui permet d'inter-

préter, à son tour, un grand nombre de fonctions invariantes de

la forme ou du système de plusieurs formes.



( 53 )

La développable circonscrite à une cubique gauche en est un

nouvel exemple, pris en dehors des formes de degré pair.

Si les équations de cette courbe sont

Zi'. z^: z^: Zi = \^
: 3x'^ : 3a : 1

,

la développable est représentée par la formule

(9Z|Z4 — z^z^f — 4(5ZiZ3— zl) (5z,Z4— zl) = 0.

Elle est le lieu du point A ayant pour coordonnées (a^,

— 3fl2> 3tti, — Oq), dont le plan polaire

pris relativement à la courbe, est tangent à celle-ci ; elle corres-

pond à l'invariant de la forme cubique = aj.

Au covariant cubique, du troisième degré par rapport aux

coefficients de /*3, répond le plan polaire d'un point A quel-

conque de l'espace, pris relativement à la développable. Et, si

l'on joint par une droite ce point A au pôle du plan précédent,

pris par rapport à la courbe, cette droite est une bisécante de la

cubique gauche ; elle marque, par ses appuis, les images des

racines du hessien de \ ses équations répondent à ce hessien.
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L'involution If peut être envisagée comme étant un cas parti-

culier de l'involution d'ordre 2p et de premier rang, Ij", ou

de rang (2p-l),

La représentation rappelée ci-dessus a été généralisée en ce

qui concerne l'involution Jj^, de la manière suivante :

Deux courbes d'ordre p données déterminent un faisceau

ponctuel et rencontrent une conique fondamentale en deux

groupes de 2p points qui définissent l'involution If^. Chacun des

éléments du faisceau, par ses intersections avec la conique,

marque un nouveau groupe do 2/) points. La courbe qui passe

par les points de base et un point M donné du support ren-

contre encore celui-ci en (2/j— i) points qui complèleni le

groupe dont M fait partie.

On pourrait facilement obtenir sur la cubique gauche, au

moyen d'un faisceau de surfaces réglées inscrites à la courbe,

les constructions similaires sur lesquelles nous n'insistons pas.

Nous regarderons ici If comme étant un cas particulier

de

Nous verrons que Ton peut obtenir une infinité de groupes

de l'involution Ifp-i sur la conique ou sur la cubique gauche

par la considération de courbes d'ordre p d'un faisceau du plan,

ou de surfaces réglées d'ordre 2p inscrites à la cubique.

Nous démontrerons quelques théorèmes auxquels notre repré-

sentation donne lieu et nous établirons la possibilité de l'exten-

sion de ces théories à l'hyperespace et aux involutions Inp-v

* *

1. Dans le Mémoire rappelé ci-dessus, nous avons étudié la

correspondance définie par les formules

Zi : z^: Zz= Uii — î2a| : Oo,

Zi : Za : Zj = «2 : — 2a^ : ao-

Les premières représentent, dans le plan, le pôle, pris par
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rapport à une conique londamenlale Cg, de la droite ayant pour

équation

Cette conique répond aux équations paramétriques

ou à réquation ordinaire

zl— 42r^?5 == 0.

Les secondes, dans lesquelles on a posé

= ZiZ^ —
ZiZz,

Z3 = Z^Zt —

définissent une bisécante de la cubique gauche qui a pour

équations paramétriques

Zi : Zi : z^ : z^= ).z
'. : X : i

,

Nous avons fait remarquer que celte bisécanie est la « droite

pôle )) par rapport à la développable (C^) circonscrite à la

cubique gauche, de l'hypei boloïde inscrit à celte dernière courbe,

hyperboloïde dont réqualion est

aoZ, -f- aiZ.2 ^- rf^Zs = 0.

La développabic circonscrite a pour équations paramétriques

Zi:Z2:Z3 = i*:2x:i,

et pour équation ordinaire

ZI - 4Z1Z3 - 0.

— Nous avons appelé similaires les éléments géométriques,

les figures, les propositions... qui correspondent aux mêmes
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formules dans le plan ou dans l'espace, et nous nous sommes

servi des notations Ci, i^2> ^3 P^'^^' désigner les coordonnées z ou Z,

suivant que nous faisions de la géométrie plane ou de la géomé-

trie dans l'espace.

Dans ces conditions, les formules

?i : ?2 : = «2 ' — 2ai : Uo,

Il _ 4i;i?;3 = 0,

représentent respectivement le point A du plan ou la bisé-

canle (A), de r,^, similaire; la droite a du plan ou l'hyperboloïdc

similaire (a), inscrit à T^; la conique fondamentale C2 et la

développable (C^) circonscrite à la cubique gauche.

— Nous prendrons dans le plan pour support des points

représentatifs des involutions, la conique Cg; l'image de ces

points sur la cubique gauche 1^3 résultera de la correspondance

que nous venons de rappeler.

Car, à tout point de se rapporte une génératrice de la

développable (d^); ces éléments, points et droites, se déter-

minent par des conditions similaires. Or, à chaque génératrice

peut se substituer son point de contact sur T^, De sorte que

nous obtenons sur et F^, par un raisonnement unique, des

points qui seront les images des mêmes groupes d'une invo-

lulion.

En ce qui concerne l'espace, nous devrons toujours passer par

l'intermédiaire de la réglée (C^jjqui seule correspond à la conique

fondamentale du plan.

2. Sur l'involution If. — Nous nous permettrons de rappeler

brièvement quelques propriétés élémentaires de l'involution

quadratique If. Nous nous proposons d'en montrer l'origine et

la généralisation dans certaines hypothèses. Elles nous serviront

de repères dans la suite.

Soit
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réqualion caractéristique de cette involution. Ses éléments

doubles ont pour paramètres les racines de la forme binaire

Les formules

Kl : '.

'(^.i
= tti : — 2a, : (I)

définissent le point central A
de rinvolution.

Toute droite passant par ce

point marque
y
par ses intersec-

tions avec la conique C^, un

couple de l'involution.

Chacune de ces droites peut

être regardée comme étant la

jonction du point central et

d'un point B situé dans le plan.

définissent la bisécante (A)

similaire du point central.

Tout hyperboloïdCf inscrit à

et passant par cette droite^

rencontre la développable (C^)

suivant deux tangentes à

dont les contacts marquent un

couple de points de l'involution.

Chaque hyperboloïde peut

être envisagé comme ayant

pour génératrices fondamen-

tale la bisécante (A) et une

autre bisécante (B) quelconque.

Si (62, — 26, 60) sont les coordonnées de B ou de (B), l'élé-

ment considéré du faisceau a pour équation

2^1 — ^,

Oj a,

6» 6.

= 0.

Véquation

(2)

fait connaître l*ax€ a de cette

involution. Celui-ci rencontre

!a conique support en deux

représente un hyperboloïde (a),

inscrit à T^, qui rencontre {C^)

suivant deux tangentes à T^:
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points qui sont les images des

points doubles.

Ces points doubles sont aussi

les contacts des tangentes me-

nées à la conique par le point

central A.

Tout couple de tangentes

menées à par un point de

cette droite ïnarque, par ses

contacts, un couple de Vinvo-

lution If.

les contacts représentent les

éléments doubles de l'involu-

tion.

Ces éléments doubles sont

aussi marqués sur par les

génératrices de contact de la

développable (C^) et des deux

cônes tangents qu'on peut lui

mener par la bisécante ( A).

Les couples de cônes inscrits

à Ts, se coupant suivant une

génératrice de (a) marquent, par

leurs sommets, un couple de

l'involution Jf.

Nous devons remarquer que la formule (2) se déduit de

réquation

par la substitution

ar;:2x,x,:a;l= ^,:^2:Ç3. (3)

3. Lemmes sur la géométrie des formes binaires. — Los

constructions que nous voulons étudier dépendent des remarques

suivantes :

Première remarque. — Soit une forme binaire d'ordre 2/),

égalée à zéro,

aoxl'^ + (^^^j a.x'r'x, + a^.xl" == 0. (4)

Ses racines sont les points multiples d'ordre 2p de Tinvolu-

tion llp-i d'ordre 2p et de rang (2/3— 1) dont l'équation symr

bolique est

a>.a,« ... a,9„ = 0.
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Par la subslituiion (5), réquntion (4) peut se ramener à celle

d'une courbe K^, d'ordre p, — ou d'une surface réglée simi-

laire (Kp), d'ordre 2/).

Pour cela, exprimons d'abord /^^ en fonction de ses dérivées

d'ordre 2p— 2; regardons cnsuiie celles-ci comme constantes et

écrivons la nouvelle forme, d'ordre 2P= 2p— 2, en fonction de

ses dérivés d'ordre 2P — 2; et ainsi de suite. Définitivement,

nous obtenons une expression de ne renfermant plus que des

groupements de variables de la forme

dans lesquels la substitution (3) est aisée.

Par exemple, l'équation /"g = 0 fournit celle d'une cubique Kj

ou de la réglée (K3) :

Ainsi que cela résulte de la substitution,

la courbe Kp rencontre en

2p points dont les paramètres

sont les racines de Véquation

fgp = 0; ce sont les images des

éléments multiples d'ordre 2p

d'une involution

la surface (Kp) rencontre la

développable (C^) suivant 2p

tangentes à ; leurs points de

contact sont les images des

racines de fap = 0 et celles des

points multiples d'ordre 2p de

rinvolution lip — i-

La courbe K^^ et la réglée (K^), dans le cas de l'involulion

quadratique, sont l'axe a et l'hyperboloïde (a).

Dans ce qui suit, nous supposerons connues la courbe K^^ et

la surface (K^) dès que l'involiuion est définie par son équation

symbolique.

— Il résulte de la substitution (3) que dériver l'équation ter-

naire (p (^1, 'Ç2y ^5) = 0 P^** rapport à Ij, (^3 ou donne le même
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résultat que dériver deux fois Téquation correspondante /"g^— 0

respectivement par rapport à oc^ ou .r^ ou successivement une

fois par ra[)port à 0C| et à sc^, puis faire dans le résultat la substi-

tution considérée.

Nous pourrons donc exprimer indifféremment nos formules

au moyen de Çc2, ou de x^, x^.

Pour la brièveté, nous marquerons par les signes (1) et (2)

les dérivées premières de fç,^ prises par rapport à ou x^; les

dérivées secondes seront (1, 1), (1, 2), (2, 2), notation qui

sVxplique d'elle-même, etc.

Deuxième remarque. — Le

lieu des points du plan, dont les

droites polaires, prises par

rapport à la conique - support

et à deux conrbes Kp, Kp,

correspondan t respcctivemen t

aux formes fgp. f2p'» sont con-

courantes ^ est une courbe

dont réquation^ par la substi-

tution (3) faite en sens inverse,

se réduit aujacobien des formes

binaires fgp, fsp"

Le lieu des bisécantes de

dont les hyperboloïdes polaires

pris par rapport à la develop-

pable circonscrite et aux deux

réglées (Kp), (Kp,) correspon-

dant respectivement aux for-

mes fgp, fop, se coupent suivant

une même bisécante de \\ est

une réglée dont Vcquation se

ramène au jacobien des for-

mes fop, fgp, par la substitu-

tion (3), faite en sens inverse.

Il nous suffit de démontrer le théorème de géométrie plane.

Soient ^i, S^g» ^3 les coordonnées d'un point du lieu. Les équa-

tions des droites polaires de ce point par rapport aux courbes Cg,

Kjj, Kjj, sont respectivement

2ç,ç^ — + ^Wi = 0,

-*--(;,(l,2) -*-M2,2) =0,
^.(1,i)'-*-«1,2)'-f-?3(2,2y = 0,

les dérivées affectées d'accents se rapportant à et la substi-

tution

étant faite dans toutes les dérivées.
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Le lieu cherché a donc pour équation

2ç; — i;; 2çi

(1,1) (1,2) (2,2)

(1,1/ (1,2)' (2,2)'

= 0. (5)

Celte expression, par la substitution précédente, faite dans

Tordre inverse, donne la formule

qui est une forme de l'équation jacobienne (/"g^, ^2^,)^ = 0.

La propriété précédente du jacobien de deux formes binaires

est donc analogue à celle qui existe pour le jacobien de trois

formes ternaires.

Lorsque les courbes C^, K^^, K^y, ont un point commun —
c'est-à-dire si les formes fç^p, /g^, ont une racine commune, —
ce point est situé sur la courbe jacobienne que nous venons

d'obtenir; autrement dit, le jacobien a aussi cette racine.

4. Application a un jacobien particulier. — Au lieu de

formes d'ordre pair quelconques, considérons en particulier une

forme f^^ et une forme quadratique

L'équation (5) s'écrira

(1,1) (1,2) (2,2)

6i 62

(6)

et, dans ce cas,

la courbe jacobienne est le Heu

des points dont les droites

polaires, prises par rapport

la réglée jacobienne est le lieu

des bisécantes de T:^ dont les

hyperboloïdes polaires, pris par
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à et Kp, concourent en un

même point de la polaire b,

prise par rapport à C^, du

point B ayant pour coordon-

nées

rapport aux surfaces (Cg) et

(Kp), se rencontrent suivant

une génératrice de Vhyperbo-

loïde polaire (b) de la bisé-

canle (B) définie par les for-

mules

Cette courbe ou cette réglée — que nous appellerons respec-

tivement Jp et (Jp) — correspond alors au jacobien

(A, A,y-o.

Si l'on parvient à les construire, on obtient sur ou sur les

images des racines de l'équation

(A, (1,1) (1,2) (2,2)

b„ 6, bi

= 0. (7)

— Pour construire J^, on pourra procéder comme suit, la

courbe étant, par hypothèse, connue.

Soit Q un point de la polaire b du point B, par rapport à la

conique fondamentale. Prenons sa polaire q par rapport à la

même courbe; elle passe par B et le pôle de toute droite passant

par Q est sur q.

La polaire Kp_i d'ordre (p— !) de Q par rapport à est le

lieu des pôles des droites polaires prises relativement à K^, qui

concourent en Q. Supposons-la construite. Les (p— 1) points

communs à ç et à Kp_i ont des polaires passant par Q: ce sont

donc des points de la courbe J^.

Cette courbe est d'ordre p; elle rencontre donc encore q en

un point ; c'est le pôle B considéré, de coordonnées 63,— 2 64, 6q.

On voit du reste que l'équation (6) se vérifie quand on substitue

ces valeurs aux variables.

Le lecteur peut faire avec facilité le raisonnement similaire.
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— On vérifie analyliquement comme suit la construction

ci-dessus.

Les coordonnées du point Q peuvent s'écrire

Kr-^î'- = (a' -»- m^^) : 2(a m^) : (1 -+- m),

a et P étant les paramètres des interseclions de b avec Cg. La

polaire q de ce point par rapport à la conique fondamentale et

la polaire K^_i par rapport à la courbe K^, ont respectivement

pour équations

(1 -+- m)J;, — (a -f- (a' -4- mp')^3= 0,

(a^ »ï(3')(l, I) -t- 2(a mp)(i, 2) (!
-4- 2) = 0,

les dérivées (1, 1), (1,2), (2, 2)étant ici des fonctions de i^^, Çg, ^5.

En éliminant m entre ces relations, on obtient

formule qui représenie le lieu de l'intersection de ces polaires.

Comme on a

on convertit facilement le résultat précédent et I on obtient

l'équation (6).

5. Grocpes de l'involution l|p_i — Les racines de l'équa-

tion (7) forment un groupe de 2p éléments de rinvolulion

caractérisée (*) par Véquation fgp == d'autres termes, les

racines de l'équation (7) forment un système apolaire des racines

{\, i) -f- ,2) -4- (2,2) |3«(1,1) -4-2^(1,2) -4. (2,2)
= 0,

de fon= 0.

(*) C'est-à-dire ayant pour points multiples d'ordre 2p les points dont les

paramètres sont les racines de f^p — O.
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Pour qu'il en soil ainsi, il faut et il suffît que rinvarianl qua-

dratique simultané des formes f^j, et [f<^, f.2j,Y soit nul.

On doit donc avoir

Afin d'obtenir le premier membre de celte relation, on peut

remplacer dans la forme jacobienne, les variables

(8)

respectivement par les quantités

«2„, —ttip-i^ ... — «1, «0,

coefficients littéraux de f^^y Or, cette forme jacobienne

6o 6, 62

(^J) (1,2) (2,2)

s'écrit

OXi

J)Xi

ou bien

0x3 L ^l's i)X4

H- 62X2 —•
Dx^

Les coefficients de 60, 6^, 63 sont ici de degré 2p et dépendent

des groupements (8); y faire la substitution marquée par les

expressions (8) et (9) revient, en quelque sorte, à chercher

rinvariant quadratique d'une forme de degré impair. Comme
celui-ci est toujours identiquement nul, le iliéorème est démontré.
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— 11 résulte de là et du numéro 4 que nous pouvons obtenir

sur la conique ou la cubique gauche fondamentales une infinité

de groupes de 2p éléments de VinvoUuion l|p_i agant pour points

multiples d'ordre 2p les points marqués sur ces courbes par la

courbe Kp ou la surface réglée (Kp) correspondant à la forme l'gp.

La propriété précédenle du jacobien des formes fç>=b^ et fop

est la généralisation de la propriéié suivante d'une involution

quadratique : on obtient sur C2 une infinité de couples de cette

involution en joignant, par des droites, tout point ii du plan au

point central A ;
— sur (Cg), on obtient une infinité de généra-

trices formant une involution Jf en menant les hyperboloïdes de

jonction de la bisécante (A) et de toute autre bisécante (B) de

la cubique gauche.

6. Une généralisation de la notion du point central,

courbe dont l'équation est

h.

(1,2)

2^.

b.

= 0, (10)

et qui marque sur C2 un groupe de l'involution appartient

à un réseau ponctuel.

Toutes les courbes Jp relatives à une même involution passent

par un certain nombre de points communs, au nombre de

(p2— P 0> constituent les bases du réseau.

En effet, la relation précédente est vérifiée, quels que soient

les paramètres ^q, 6^, 63, quand on a

(2,2) 2(1,2) (1,1)'

c'est-à-dire, simultanément,

2Ç.(1,2) -*-ç,(2, 2) = 0,

ti^5(1,2)-4-Ç,(l,1) = 0,

Ç,(2, 2)-Wl,2) = 0.

(«)
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Ces dernières équations reprcserilenl respectivement des

courbes (a), (6), (c), d'ordre p.

Les points de base du réseau vérifient le système formé par

ces équations.

Or, les courbes (a) et (b) ont points communs; parmi ces

poinis, un certain nombre sont sur la courbe (c), car la dernière

relation n*est pas indépendante des deux premières.

Si nous multiplions respectivement les équations (a) et [b)

par ^3 et c^^, nous aurons

2%(l,2)-f-î:,?,{1,i) = 0, (b')

d'où, par soustraction,

2;,p3(2,2)-ç.(M)] = 0. (C)

La courbe (c^), constituée par la droite ^2= 0 et la courbe (c),

passe donc par l'intersection complète des courbes (a') et (b').

Mais la courbe (a) renferme le point d'intersection des

droites
(^i
= 0, point qui n'est pas sur la courbe (6) ;

celle-ci, à

son tour, porte le point commun aux droites =' ^> 'Cô
—

qui n'appartient pas à la courbe (a). La droite = 0, qui

fait partie du lieu (c^), doit donc rencontrer les courbes (a) et

(6) chacune en (p— i) points qui font partie de l'intersection

complète cherchée.

Il en résulte que les points communs aux courbes (a), (6), (c)

sont au nombre de — (p
— 1) (*).

— Ainsi, on peut marquer sur line infinité de groupes

de 2p points d'une involution I|p_i, ou moyen des courbes jaco-

biennes Jp d'un réseau ayant p^— p 1 points de base.

Dans la géométrie de la cubique gauche, on a la propriété

(*) Les solutions communes aux équations (a), {b), (c) pourraient s'obtenir

par une voie purement algébrique. (Voir Leçons d'algèbre supérieure, par

G. Salmon, 16e leçon.)
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similaire : les surfaces réglées (Jp), d'ordre 2p, inscrites à l\

et appartenant à un réseau dont les bases sont — p-hi bisé-

cantes de (a cubique^ rencontrent la développable (Cg) sui-

vant 2p tangentes à la courbe. Les points de contact de celles-ci

donnent les images de groupes de 2p éléments d'une involu-

tion

Les courbes (a), (6), (c) marquent chacune, sur C2, un groupe

de rinvolulion.

Ces courbes de même ordre, ayant en commun (p^— p-^ 1)

points, leur jacobienne a ces points comme points doubles.

— En particulier, pour l'involution J^, les équations (a), (6),

(c) sont

Sa.Ç, -»- a,^, = 0,

a^^a 2a,Ç3 = 0,

dont la troisième est une conséquence des deux autres. Le point

de base — ou la bisécante de base — est défini par les deux

premières, qui donnent

^1 *. ^2 ^ ^3= «2 • — 2ai : Oo;

c'est le point central (n** 3).

Dans le cas des involutions J*, les courbes (a), (6), (c) sont

des coniques; le nombre des points de base est trois.

7. Rapport entre les points de base et certains éléments

SINGULIERS de l^involution. — I. Rcmarquons d'abord que si,

dans les équations des courbes (a) et (6), nous faisons, inverse-

ment, la substitution (5), nous obtenons, à un facteur numérique

près, les dérivées du premier ordre de /2p.

Les groupes neutres de l'involution l^p-i, correspondant à

l'équation symbolique
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sont les groupes de (2/) — 1) éléments d'une involution

d'ordre (2p —1) et de rang (2/) — 3) représentée par le système

a,a^ja,3 ... a,2p = 0,

a2a,20,3 . . . a,2p = 0.

A chacune de ces équations se rapporte une involution If^zl

ayant respectivement pour éléments multiples d'ordre (2p — 1)

les images des racines des formes

^=0, ^ = 0.

Donc, les courbes (a) et (b) marquent, sur la courbe fondamen-

tale, les points multiples d'ordre (2p— 1 ) des deux involutions

d'ordre (2p— 1) et de rang (2p— 2) relatives aux éléments neu-

tres de Vimolution

II. Dans le cas de l'involution quadratique, en menant à

les tangentes aux points doubles on obtient, par leur intersection,

le point central, base du faisceau de droites. Comment, dans la

théorie générale, les (p^— p + i) points de base du réseau

sont-ils reliés aux points multiples d'ordre 2p de l'involu-

tion Ig-i et à la courbe K^?

Pour répondre à cette question, considérons les droites polaires

du même point, de coordonnées Ç^, 'Q<^, ^3, par rapport à la

conique fondamentale et à la courbe Kp.

En appelant ^i, £^2» ïes coordonnées courantes, on a

(H)

D'un autre côté, les points de base sont défiais par les

formules

(2,2) 2(1,2) (1,4)

et ce système, rapproché des équations (1 1), exprime que celles-ci

sont identiques entre elles.
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Donc, les points de base du réseau sont tels que leurs droites

polaires par rapport aux courbes et se confondent.

En particulier, dans U; cas de l'involution If, la polaire du

point central, prise relativement à Cg, coïncide avec la courbe K^,

qui est ici Taxe de Tinvolution.

Dans celui de l'involution I3, les points de base constituent les

sommets du triangle aulopolaire commun à et à la conique Kg

dérivant de Téquation biquadratique f^=> 0.

III. Considérons aussi le lieu des points dont les droites polaires

prises par r apport à la conique fondamentale et à la courbe Kp se

coupent sur la première de ces deux courbes.

Les équations (11) représentent ces polaires si '(^^^ i^g, ^3 sont

les coordonnées du pôle. On en tire pour les coordonnées
'C'i,

t,2y ^3 du point d'intersection des polaires

Ki

2ç.(1,2)-t- ^,(2,2) 2LÇ5(2,2)-yi,4)] 2^3(1 , 2) + 4)

expressions dont les dénominateurs sont les équations des

courbes (a), (6), (c).

L*équation du lieu s'obtiendra en remplaçant dans Téquation

de Cg, les variables ^' par les valeurs. On a

\)-U% 2)]^+[2ç.(1, 2)+^2, 2)][2Ç3(I, 2)+?,(l. 1)]=0. (12)

La courbe que nous trouvons ainsi est d'ordre 2p; nommons-la

la courbe C.

Il est visible qu'elle passe par les (p^—p -h 1) points de base

et même que ces point en sont des points doubles.

La courbe C représente aussi l'enveloppe des courbes Jp corres-

pondant à l'équation

(1,4) (1,2) (2,2)

1 A }?

0.
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et telles que le point B qui les fixe soit un point de la conique

fondamentale.

Car ces courbes J^^ appartiennent à un faisceau du second

ordre et la règle des enveloppes donne l'équation (12) (*).

Celte courbe C est même Tenveloppe de toutes les courbes J^;

car, au point B qui fixe l'une d'elles, on peut substituer une de

ses intersections avec Coj.

— L'équation (12) de la courbe C peut s'écrire ainsi

[C.(i,i)+^,(i,2)+i;3(2,2)7-.-(j;^-4r,g[(i,i)(2,2)-(i,2r]=0. (15)

Le premier terme de cette expression représente l'équation de

la courbe que nous supposons connue; le dernier facteur du

second terme est 1 équation d'une courbe Hp dont (équation se

rapporte au hessien de la forme f2p.

Cette expression montre que la courbe C passe par les inter-

sections des courbes et C^; de plus, la substitution (3), faite

en sens inverse dans cette formule, la ramène à (fop)'^ = 0, le

facteur — ^KX^ s'annulant identiquement.

Ainsi, la courbe C est tangente à C^ aux points où cette courbe

est rencontrée par Kp, c est-à-dire aux points multiples d'ordre 2p

de rinvolution.

Pour rinvolution If, la courbe C est constituée par les deux

tangentes aux points doubles menées par le point central; son

équation

(a,Ki a,Ç, -f- u^^^f {Kl - ^^'CM) («o«. — a') = 0

est décomposable et identique à

(i;^ — f- Kô-^') (Ç, — l,f^ + C^/t^')= 0,

X et étant les paramètres des points doubles.

Dans le cas de rinvolution J3, la courbe C est du quatrième

(*) Dans une note insérée à la fin de ce travail, nous montrons que les

courbes Jy, permettent de ramener le problème qui consiste à compléter

un groupe de 2p points d'une involution IJj ^,
groupe dont on connaît (2p— 1)

points, au problème : trouver des groupes de ['îp — 1) points communs

à C^lp — 2) involutions ll^Zl
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ordre; elle possède irois points doubles, les points de base; elle

est donc unicursale.

— La courbe C, d'après réqualion (15), passe aussi par les

points communs à K^^ et à la courbe H^^. Le bessien de f^p étant

d'ordre 4(p — 1), la courbe est d'ordre 2(p— 1) et le

nombre de ces points est ainsi de — 1).

Ces 2p(p — 1) points sont, sur Kp, les points de contact des

tangentes communes à et à Kp.

Car si nous considérons un point où aboutit, sur K^^, une de

ces tangentes, la droite polaire de ce point par rapport à Kp est

cette langente elle-même. Sa droite polaire par rapport à C2 passe

par le point de contact de la tangente commune; le point consi-

déré est donc un point de la courbe C.

Le nombre des tangentes communes est égal au nombre des

points communs aux courbes réciproques de et K^; ces réci-

proques étant d'ordres deux et — 1), le nombre des tan-

gentes communes est bien ^2p(p— 1), comme il est dit ci-dessus.

— La propriété de la courbe C de passer par les contacts des

tangentes communes à K^ et C^est une conséquence du théorème

suivant : La courbe Hp est le lieu des points dont les polaires par

rapport à Kp sont tangentes à la conique C^,

En effet, la polaire du point C^^y Ç^, 'Q^ par rapport à K^ a pour

équation

çi(l,i) + ^Ul,2)-i-«(2, 2) = 0,

Çj, 'C!2, ^3 étant des coordonnées courantes.

Cette droite rencontre Cg aux points dont les paramètres sont

les racines de Téq nation

x?(i,i)H-2x,x,(l,2) -+-a-l(2,2) = 0,

et elle sera tangente à si les racines considérées sont égales,

c'est-à-dire si l'on a

(l,1)(2,2)-(4,2f==0,

formule qui représente la courbe Hp.

Ce ihéorème permet de construire cette dernière et, par suite,

d'obtenir sur K^ les 2/j(/j— 1) points envisagés.
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IV. Le théorème similaire découlant des propriétés précé-

dentes est: le lieu des bisécantes de la cubique gauche T^, telles que

leurs hyperboloïdes polaires, pris par rapport à la développable

circonscrite et à la réglée (Kp), se coupent suivant des tangentes

à la cubique gauche est une surface réglée (C), d'ordre 4p. Cette

surface a, comme génératrices rectilignes doubles
^ (p^ — p -+- 1)

bisécantes de la cubique; elle est tangente à la développable cir-

conscrite suivant les droites de rencontre de celle-ci et de (Kp);

elle coupe encore cette dernière sur/ace suivant 2p (p— 1) droites

qui sont, sur la surface (Kp), les génératrices de contact des

hyperboloïdes tangents communs à la développable circonscrite et

à la réglée (Kp).

La surface (C) est liée à la représentation des involutions I^^-i

sur la développable (C^) et sur la cubique par des remarq-^es

similaires de celles que nous avons énoncées.

8. Sur le point B. — On peut indifféremment, dans les rai-

sonnements qui précèdent, considérer les quantités 6o, 64, b^ soit

comme étant des paramètres quelconques, soit comme représen-

tant les coordonnées

^1:^2:^5 = 62: — 26^:60 (14)

d'un point R du plan (ou d'une bisécante de T^).

Dans ce dernier cas, chaque courbe J^^ passe par le point B

correspondant, car Téquation (10) est vérifiée par les valeurs (14).

L Nous allons montrer que la connaissance du point B entraîne

celle de la tangente en ce point à la courbe correspondante Jp ; ou

bien, dans la figure similaire, que la réglée (J^J est tangente

suivant la génératrice (B), définie par les relations (14), à un

hyperboloïde parfaitement connu.

On ramène facilement l'équation de la droite polaire du

point B, par rapport à J^^, à la forme

2i;, —
62 6, 60

(2,2)' (1,2)' (1,1)'

0,
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les accents indiquant que Fon a fait la substitution marquée par

les formules (14).

Or, le point B étant sur la courbe J^, celle polaire est tan-

gente à Jp en ce point.

Un second point en est connu; il a pour coordonnées

2^, _ i;, ^ 21:5

(2,2)'"" (i,2r""(i,iy'

expressions qui vérifient le déterminant ci-dessus. Ce point est

visiblement le pôle, pris par rapport à Cg, de la droite polaire du

point B relative à K^.

On pourrait donc construire la tangente à au point B en

procédant ainsi : on prendrait la polaire de B par rapport à la

courbe donnée, puis le pôle de cette droite relativement à

la conique fondamentale; la droite de jonction de ces points est

la tangente cherchée.

Ainsi, la connaissance du point B correspond à deux condi-

tions dans la détermination de la courbe J^.

Dans le cas de l'involuiion I|, comme il y a trois points de

base, le point B détermine entièrement la conique J^,; de plus,

ici la construction de la polaire de B, par rapport à la courbe K^,

est toujours possible.

II. Si, dans l'équation (10) du faisceau de courbes nous

faisions varier 60, 6|, 63, il semblerait, puisque le plan renferme

une double infinité de points — et la cubique gauche une double

infinité de bisécantes — que nous dussions trouver une double

infinité de courbes J^^ et un nombre correspondant de groupes

de 2n points de l'involuiion l|^_i.

Cependant cette conclusion est fausse. Car si nous supposons

construite la courbe correspondant à un point B donné, tout

point de celle courbe peut jouer le rôle de B, ce qui ramène le

nombre des points B distincts à une simple infinité.

Lorsqu'il s'agit de l'involuiion I3, la connaissance du point B

détermine entièrement la courbe qui y passe. Nous trouvons

donc, par le secours du faisceau de coniques Jg, une simple
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infinité de qualernes de rinvoliilion 1*; il en existe une double

infinité qui échappe à celte construction.

De là résulte que la connaissance de quatre qualernes de

points d'une involution l| ne permettra pas, dans tous les cas,

de construire les points de base, comme conséquence de la

théorie que nous avons exposée ; car un ou plusieurs des quatre

qualernes peut appartenir à la double infinité qui ne résulte

pas immédiatement de ces points.

9. Sur les groupes singuliers. — En étudiant les courbes du

faisceau répondant à Téquation (10), on pourrait trouver des

groupes à éléments remarquables de l'involulion

S'agil-il, par exemple, de groupes ayant deux éléments coïnci-

dents, il faut alors que l'équation jacobienne

J.. = bo bi 62

(4,1) (1,2) (2,2)

0

possède deux racines égales. Ce fait est exprimé en annulant le

discriminant de celle équation.

Nous obtenons par là une équation d'ordre 2(2/) — 1) en

^o> ^1» ^2» car chacun des coefticients de l'équation ci-dessus est

du premier ordre par rapport à ces quantités.

La substitution

b,: — ^b,:bo = Ki:K,:K, (15)

convertit cette nouvelle équation en celle d'une courbe D^,

d'ordre 2(2/} — 1).

Tout point de cette courbe est un point B auquel se rapporte

une courbe du faisceau; celle dernière est tangente à la

conique en un point au moins, réel ou non.

Celle remarque, appliquée à l'involulion 1^, nous rend l'équa-

tion

{a,Ki •+- «i^i + a.Çs)' -t- (ao«2— «î) (^l — ^^^K,) == 0

de la courbe C, rencontrée au numéro 7, formée par les deux

tangentes menées à la conique support par le point central.
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Appliquée à rinvolulion I3, elle donne pour une courbe

du sixième degré. Celte courbe est rencontrée par une conique Jg,

correspondant à l'un de ses points, selon douze points ; Tun de

ceux-ci étant connu, les onze autres s'en déduisent par la

construction d'une même conique Jg. Ainsi les coniques tan-

gentes à Cg marquent sur la courbe particulière D4 des groupes

de points en involution du douzième ordre et de premier rang.

Les douze intersections de la courbe D4 et de la conique fonda-

mentale marquent sur celle-ci les points de contact de douze

coniques J2.

— Dans l'involution I3 nous obtenons des qualernes possédant

des éléments triples en exprimant que l'équation jacobienne

ci-dessus, actuellement du quatrième degré, a une racine triple.

Pour cela, il nous faudra annuler les invariants de la forme

biquadratique constituant le premier membre.

Ces invariants sont l'un du second, Taulre du troisième degré

par rapport aux coelficienis de la forme et, par suite aussi, par

rapport à 69, 61, 63; ainsi, la subsiiiution (15) converlira ces

invariants en l'équation d'une conique et en celle d'une cubique.

El les points d'intersection de ces deux courbes, au nombre

de six, donneront les points B qui déterminent les coniques J2

osculalrices à la conique fondamentale.

L'invariant du troisième ordre de la forme biquadratique

considérée est précisément le discriminant de la conique cor-

respondante. Les coniques osculalrices à Cg sont donc

décomposables ; leur point d'osculation est le poitit double et

celui-ci ne peut être qu'un des points de base du faisceau de

courbes Jg. Ainsi donc, dans le cas considéré, les points de base

devraient être sur la conique C^; s'il en était autrement, il

n'existerait aucune conique réelle du faisceau donnant des

points triples de l'involution J3.

La courbe correspondant au covariant cubique et qui a pour

équation
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esl donc le lieu des points B pour lesquels la conique jaco-

bienne se décompose.

Or, chaque conique décomposable doit passer par le point b

et les points P, P', P^' de base; cette courbe cubique est donc

constituée par l'ensemble des côtés du triangle P P' P'^ autopo-

laire commun aux coniques et (n" 7, II).

Mais si, dans l'équation précédente, on fait la substitution

^l'^i- ^3 =-- oc\ : SxiXa ; Xa,

on obtient le covariant du sixième ordre de la forme biquadra-

tique
f^^;

nous avons ainsi une démonstration géométrique,

peut être nouvelle, des propriétés bien connues du covariant

considéré, savoir : les racines de ce covariant sont conjuguées

deux à deux; il est le produit de trois formes quadratiques.

10. L'iNVOLUTION \np-l ^-^^^ l'eSPACE A H DIMENSIONS. La

plupart des théories qui précèdent s'étendent facilement à

Tespace à n dimensions, E„.

On sait que les groupes d'une involution du ordre et

de rang {n— 1) peuvent être représentés sur la courbe nor-

male de cet espace, par ses intersections avec les espaces

linéaires à (n — 1) dimensions qui passent par un point fixe A.

Si les équations de la courbe normale sont

et si le point A considéié est défini par les rapports

l'espace linéaire ^^-i» ^ — ^) dimensions, qui joint les points

multiples d'ordre n de l'involulion, a pour équation

nô^l «l<^2 -+- «i^3 +-•• -+- + l
= 0, (1 (j)
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Il est Tespace polaire du point A par rapport à la courbe C^^.

Tout espace linéaire ^n-i ^'^^^ point A à (w — 1) points

donnés de C^^, rencontre encore la courbe en un point; celui-ci

complète le groupe dont les (n— 1) points donnés font partie.

Enfin, si B, C,... L sont (n — 1) points quelconques de l'es-

pace E„, l'espace linéaire €'n-i qui les unit au point A rencontre

évidemment Cn en un groupe de l'involution l^_i.

Cet espace a pour équation

Remarquons encore que la formule (16) découle de la forme

binaire

égalée à zéro par la substitution

11. La même substitution permet de convertir toute forme

binaire f^p, d'ordre np en l'équation d'ordre p d'une hypersur-

face Sp contenue dans Tespace E„.

Celte hypersurface rencontre C„ en np points. Ce sont les

images des racines de l'équation 4p == 0 et les points multiples

d'ordre np de Tinvoluiion d'ordre np et de rang (np— 1).
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Nous pourrons supposer que, l'involution ]np-i ^^^^^ fixée,

riiypersurface Sj, est connue.

Pour obtenir l'équation de S^,, il sulïit d'exprimer d'abord f^p

en fonction de ses dérivées d'ordre n{p — 1); de regarder

celles-ci comme constantes et d'exprimer ia nouvelle forme,

d'ordre nP = n(p— 1), en fonction de ses dérivées d'ordre

n(P — 1), et ainsi de suite. Le résultat définitif, qui ne renferme

plus que des groupements d'ordre n des variables et x^,

permet d'appliquer aisément la substitution marquée par les

formules (17).

Soit

l'équation ainsi obtenue de l'hypersurface S^, et appelons l[,

" ' ^n + i^^^ coordonnées d'un point Z de l'espace E,,.

Les espaces linéaires à (ii — 1) dimensions, polaires de ce

point relativement à la courbe et à l'hypersurface S^, ont

respectivement pour équations

où il est entendu que les dérivées, qui sont relatives à

• • • ^n + i)' subi la substitution (17), les quantités Ç y

étant affectées d'accents.

Si nous considérons en outre les (spaces linéaires 6, c,

polaires de (n — 1) points donnés B, C, . . . L par rapport à C„
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réqualioii du lieu des points Z tels que les (n — 1) espaces

polaires envisagés, soient concourants est

6. 6,

4

= 0. (18)

L'hypersurface S^, ainsi obtenue, d'ordre p, rencontre en

np points; ceux-ci ont pour paranfièires les racines de la forme

binaire

Xa *Xi x^''^x^ . . ± x?

5Xj ^Ox^j

(19)

— En particulier, pour l'espace euclidien, n égale trois et le

premier membre de Téquation (i8) est un déterminant du qua-

trième ordre. La surface qu'elle représente passe par la droite

joignant les points B et C.

Cette surface peut être obtenue par un raisonnement analogue

à celui qui est employé au numéro 4.

Soit Q un point de l'intersection des plans b et c, polaires

de B et C par rapport à la cubique gauche C3, ici courbe nor-

male. Supposons-en construite la surface (p
— 1)' polaire par

rapport à et le plan polaire relatif à la courbe normale.

Cette surface et ce plan se coupent suivant une courbe d'ordre

(p— 1) située tout entière sur la surface 2p, car les plans

polaires de chacun de ses points, pris par rapport à et à C3,

concourent au point Q.
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12. Pour que le groupe des np points obtenus par rintersec-

tion de et de soit un groupe de Tinvolulion \np-ii il faut

et il suilit que Ton ait

L'invariant qui constitue le premier membre de celle relation

peut se déduire de la forme (19) en substituant aux groupements

de variables

respectivement les constantes

«„„ — ... (— ir-*«i, (-ir«o- (21)

Développons le déterminant (19) par la règle de Laplace, Tune

des séries de déterminants partiels étant formée avec les deux

premières lignes.

Il nous suffira de voir ce que deviennent ces déterminants

par la substitution ci-dessus et même de borner cette vérifica-

tion au premier d'entre eux, qui peut s'écrire

ou bien

««« ~

Celle dernière expression ne renferme que des groupements

de la forme (20), et il est évident que la substitution marquée

par les formules (20) et (21) peut y être faite.

Si n est pair, quel que soit elle devient identiquement

nulle; car la dérivée —-^^^ est une forme binaire d'ordre impair

(np — n H- 1). La substitution revient à chercher l'invariant qua-

dratique de cette forme; il est identiquement nul.
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Si n est impair en même temps que p, l'ordre {np — n \)

est aussi impair et les mêmes conclusions ont lieu.

Mais si, au contraire, p est pair, Tordre de la fonction dérivée

est pair et l'invariant quadratique d'une forme binaire d'ordre

pair n'est pas nul.

On conclut de là, aisément, dans quel cas les intersections de

l'hypersurface avec la courbe Cn donnent sur celle-ci des

groupes de l'involulion Inp-v
— Ainsi, dans l'espace ordinaire, nous aurons sur la cubique

gauche l'image de groupes des involutions d'ordre 5(2/; 4- 1) et

de rang 2(3A; h- 1); dans l'espace a quatre dimensions, ce sont

des groupes d'involutions d'ordre 4/) que nous pourrons obtenir.

Tous les groupes des involutions considérées ne se présentent

pas, en général, sauf pour p= 1. A cause du choix arbitraire

des points B, C, ... L, on a une infinité d'ordre (n — 1) de

groupes.

13. Les hypersurfaces passent par des points de base dont

nous déterminons le nombre en cherchant l'ordre du système

Car si, dans l'équation (18), nous remplaçons les quantités qui

entrent ici aux numérateurs par les dénomipateurs correspon-

dants, cette équation est vérifiée. Les points communs aux courbes

qui répondent à ces rapports sont donc les points de base.

Des théorèmes connus d'algèbre (*) donnent pour l'ordre du

système le nombre

{p — 4)" -H (p — 1)"-* ^ . .. + (p— l)« ou
(jo _!)«+'_ 1

(*) Voir le renvoi de la page 16.
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pal ce que les fonctions qui enirenl en dénominateurs sont

d'ordre (p — 1) et qu'il y a (n -h i) variables 'C,\ il est entendu,

en effet, que, dans les dénominateurs, la substitution (17) a été

faite.

En particulier, dans IVspaceà trois dimensions, l'équation (18),

pourp= 3 par exemple, représente une surface du troisième

ordre dont les intersections avec la cubique gauche marquent

un groupe de points de Tinvoluiion du neuvième ordre et du

huitième rang.

Celte surface passe par la droite joignant les points B et C

choisis arbitrairement dans Tespace et par un ensemble de quinze

points fixes servant de base à une infinité de surfaces analogues,

obtenues en faisant varier la situation des points B et C.

Il y aurait peut-être lieu d'étudier de près celte surface

cubique, en se servant plus spécialement des propriétés de l'in-

volution Ig.

14. En appliquant actuellement aux résultats qui précèdent

les théories exposées dans notre Mémoire (*) intitulé : « Sur

une correspondance entre les espaces à n et à (2n — 1) dimen-

sions », nous verrions qu'ils peuvent être étendus à ce dernier

espace, dans lequel nous obtenons ainsi la représentation de

groupes de l'involulion ^nl-v

NOTE.

Lorsque la forme

f^^b^= 6tiXi -I- 6,5r2

a pour racine le paramètre 1 d'un point d'un groupe de l'invo

(*) Mé)noires de la Société royale des sciences de Liège, 3« série, t. IX.



( 33 )

lution l'ensemble des (2p— 1) points complétant ce groupe

vérifie la relation

(a6)a,,a,5...a,,, = 0. (22)

Les points multiples d'ordre (p— 1) de Tinvolution d'ordre

(2/)— 1) et de rang (2p— 2), Ifjzi définie par la formule pré-

cédente sont racines de l'équation

(a6)ar* = 0,

dont le premier membre est le jacobien de fi-

Construisons donc la courbe correspondant à l'équation

courbe dont le point B est sur et y a pour paramètre A.

Comme cette dernière équation s'écrit encore

[ab) a|" -'^fe.= 0,

les (p — 1) intersections restantes sont les images des points

multiples d'ordre (2/? — i) de l'involution \^~\'

Supposons actuellement que le point B considéré ici soit un

des (2p

—

\) points donnés d'un groupe de l'involution et

qu'il s'agisse de compléter le groupe.

11 suffit, pour cela, d'envisager les (2/? — 2) points donnés,

autres que B, comme formant un groupe de l'involution \%~\

dont nous venons de trouver les points multiples d'ordre (2/j— 1 ).

Par la formule (22), on voit que la solution du problème pro-

posé revient à rechercher, dans l'involution le point qui

complète le groupe dont les (2p— 2) points restants feraient

partie.

Supposons encore que le point B représente un élément donné
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d'un groupe de 2p points de l'involulion d'ordre 2p et de pre-

mier rang, If^, définie par (2p— 1) équations de la forme

«xtaxa ... a,?p= 0.

En construisant les courbes Jp correspondant à ce point B et

aux (2p — 1) involutions Jf^-i, qui répondent à ces équations,

on marque les points multiples d'ordre (2/3 — 1) de (2p — i)

involutions ll^zl*

Le problème qui consiste à trouver le groupe de (2/? — 1)

points correspondant au point B dans Tinvolution If^ se ramène

donc à celui-ci : construire le groupe de (2/) — 1) poinis com-

muns à (2/)— 1) involutions Il^zJ dont on donne les points

multiples d'ordre (2p— 1).
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Je me propose d'étudier la surface engendrée par la perpen-

diculaire commune à deux droites a et 6, dans les cas suivants :

j° a est fixe, 6 un rayon quelconque d'un faisceau [b].

2*' a est fixe, 6 une génératrice variable d'un système réglé V.

3° a et 6 sont des rayons homologues de deux faisceaux pro-

jectifs [a], \b].

i° a et 6 sont des rayons homologues d'un faisceau [a] et d'un

système réglé V projectifs.

5» a et 6 sont des rayons homologues de deux systèmes réglés

projectifs V, V^.

Je désignerai par g la perpendiculaire commune à a et 6, par

A et B ses pieds; la surface engendrée par g et les courbes

décrites par les points A, B seront représentées par {g), (A), (B).
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I.

1. La perpendiculaire commune à une droite fixe ^ et à un

rayon variable b d'un faisceau engendre un conoïde de Pliicker.

Bien que celte surface soil connue, nous y consacrons quel-

ques (léveioppemenls. Soient AB = g la perpendiculaire com-

mune, E le centre du faisceau [b]. En un point quelconque 0 de

«, menons un plan ti perpendiculaire à a; soient E', les pro-

jections de E, B sur tt, B^ le point de rencontre de b avecTr. La

projection OB' de AB sera perpendiculaire à la projection E'B^

de 6; par suite, le lieu de B' esi la circonférence de diamètre OE^
et le lieu de B est l'ellipse suivant laquelle le cylindre droit

construit sur cette circonférence est coupé par le plan du fais-

ceau [6].

On retrouve ainsi la génération du conoïde de Plûcker prise

ordinairement pour définition de cette surface.

Remarque. — Dans la suite, nous construirons souvent la

perpendiculaire commune aux deux droites a, b comme intersec-

tion de deux plans a, p menés respectivement par a et par 6, et

parallèles à la direction qui est à la fois perpendiculaire aux

directions de a et 6.

Dans le cas actuel, si Ton mène par E une parallèle a' à a et

qu'on élève en E une perpendiculaire p au plan 6a', la droite g

sera l'intersection du plan bp = (3 avec le plan a mené par a

parallèlement à p. La droite p engendre un faisceau projeciif

avec le faisceau [b]; donc le plan (3 enveloppe un cône du second

ordre.

Par conséquent, la surface {g) est le lieu de l'intersection des

éléments homologues d'un faisceau de plans [a] et du faisceau

[p] de plans tangents à un cône quadratique, ces deux faisceaux

étant rapportés projectivement l'un à l'autre.

Cas particuliers. — l*>Si a passe par le sommet du faisceau,

le lieu géométrique de la perpendiculaire commune est un plan

perpendiculaire à a.
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2° Si a est parallèle au plan du faisceau, la surface (g) se

compose du plan aE et du plan mené par a perpendiculaire-

ment au plan du faisceau.

II.

2. Lkmme. — Les droites qui projettent un point P sur les

génératrices d'un même mode d'une quadrique réglée sont les

génératrices d'un cône A du quatrième ou du troisième ordre

selon que la quadrique est un hyperboloïde ou un paraboloïde;

lorsque P appartient à la quadrique, A est du troisième ordre

pour l'hyperboloïde et du second pour le paraboloïde (*).

3. Le lieu géométrique de la perpendiculaire commune à une

droite fixe 9 et à une génératrice variable h d'un même système

d'un hyperboloïde V est un conoïde du sixième ordre. Le lieu du

pied de la perpendiculaire sur h est une biquadrique gauche de

seconde espèce.

Soient C le second point d*intersection de g avec V, K et L
ceux de a avec V.

Les droites g passant par un point A de a sont situées dans un

plan perpendiculaire à a. Ce plan coupe le cône A de sommet A

(2) suivant quatre droites g. Le lieu du pied B de la perpendicu-

laire commune est donc une biquadratique gauche; elle est de

seconde espèce puisqu'elle ne rencontre qu'une seule fois cha-

cune des génératrices considérées.

Celte courbe passe par K et L. Un plan quelconque mené par

a la coupe en deux points non situés sur a; il contient donc deux

droites g parallèles. La droite i à l'infini des plans perpendicu-

(*) Neuberg et Degueldre, Sur quelques lieux géométriques dans l'espace.

(MÉMOIRES DE LA SOCIÉTÉ ROYALE DES SCIENCES DE LiÉGE, 3^ sér., t. VIII.)
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laires à a, esl une directrice double du conoïde, tandis que a en

est une directrice quadruple; le conoïde est du sixième ordre (*)

La courbe d'intersection de V avec le conoïde étant du dou-

zième ordre, le lieu géométrique du point C est une courbe

gauche du huitième ordre.

Le plan normal en K à a coupe le cône A de sommet K sui-

vant trois droites /r^, k^, qui sont des droites g; la quatrième

droite g est la perpendiculaire au plan mené par a et par la

génératrice de V passant par K. Il en résulte que K est un point

C pour k^, k^, kr^ et un point B pour A4; en d'autres termes, c'est

un point simple de la courbe (B) et un point triple de la

courbe (C).

La courbe (C) passe deux fois par chacun des points d'inter-

section de la directrice à l'infini t avec V : car, par chacun de

ces points, passent deux droites g.

4. Pour trouver Tordre de la surface ((/), on peut s'appuyer

sur le lemme ci-après qui interviendra encore dans plusieurs

autres questions; celte proposition, avec ses démonstrations, nous

a été communiquée par M. Neuberg.

Appelons cône directeur d'une développable, l'enveloppe des

plans menés par un même point S parallèlement aux plans

tangents de cette surface.

Lemme. — Le cône directeur d*une développable W est générale-

ment de la même classe que cette surface. Il subit une diminution

de une
y
deux, trois... unités si le plan de l'infini est un plan tan-

gent simple f
double, triple... de la développable.

En effet, soit Sx une droite quelconque menée par le sommet

S du cône directeur. La classe de ce cône est le nombre des

plans tangents qu'on peut lui mener par Sx ou par le point à

(*) En général, si entre deux ponctuelles [u], [v] on établit une corres-

pondance (m, n), la droite qui en joint deux points homologues engendre

une surface d'ordre m n.
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rinfini de celle droite. A chacun de ces plans il correspond un

plan tangent parallèle mené à la développable. Donc celle-ci est

de la même classe que le cône.

Cependant, si la développable louclie p fois le plan de l'in-

fini, sa classe sera supérieure de p unités à celle du cône direc-

teur.

Voici une démonstration analytique du même théorème.

Posons

Xy y, z, t étant des coordonnées cartésiennes homogènes.

Une développable de la classe n est Tenveloppe d'un plan

mobile dont les paramètres sont des fonctions de degré n d'un

paramètre variable p; soit

PoH- P.p ^-P,p^ . . . -H P„p" = 0 (1)

réquation de ce plan. Le cône directeur, dont nous plaçons le

sommet en l'origine des coordonnées, est l'enveloppe du plan

Qo ^ QiP Q.p' H" . . . Q„P" = 0. (2)

On voit que généralement il est de la classe n.

Cependant, si les polynômes

Ao Aip -H Agp' -+-...-+- A^p", L

Bo ^ B.p B,p* - ... - B„p'',
I

(5)

Co -H C,p -4- C,p^ -f- . . . -4- C„p% )

avaient un facteur commun p — et que l'on désigne par a, P, y
leurs quotients par p — p^, les équations (1) et (2) prendraient la

forme

(ax py ^ yz) [p — p,) H- (Do -H D,p -H . . . D^p^jt = 0, (4)

(S)
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On voit par là que la développable admet, pour p ==
p,, le

plan de l'infini pour plan tangent (*), et que le cône directeur

n'est plus que de la classe n— 1.

Si les polynômes (5) avaient p facteurs o — pi, p — p2, • • .

p — Pp communs, le plan de l'infini loucherait la développable

p fois, et le cône directeur serait de la classe n — p.

5. Cela posé, en un point S de a, menons des parallèles aux

génératrices de V; elles engendrent le (ône directeur de V, que

nous appelons vène S
Menons par S la parallèle îi 6; la perpendiculaire p menée

par S au plan ab' est parallèle à g; la droite g est l'intersection

du plan ab'= a avec le plan p mené par b parallèlement à p.

Etudions d'abord les particularités que peut présenter la

droite p; elles se répercuteront sur le conoïde. Un plan mené

par a coupe le cône S suivant deux génératrices 6', 6', ; soient 6,

6, les génératrices correspondantes de V. La droite p perpendi-

culaire à a ei est aussi perpendiculaire h b\; il en résulte que

les perpendiculaires communes à a et 6 ou a et 6| sont paral-

lèles et par suite situées dans un même plan passant par a. La

droite p engendre un faisceau dont le plan est perpendiculaire à

a; on peut appeler ce faisceau faisceau directeur du conoïde; il

doit être considéré comme double, puisqu'à un rayon p corres-

pondent deux génératrices 6, 6^ de V et par suite deux positions

de g. Ceci démontre de nouveau que la directrice i est double.

Les droites b', b\ peuvent être confondues; en effet, les géné-

ratrices de contact h\ h\ des plans tangents menés par a au

cône S satisfont à celte condition.

Le plan b'p enveloppe un cône de la quatrième classe. En effet,

si / est une droite quelconque menée par S, il existe entre les

plans /p=|jL et = v une correspondance (2,^2); car à une

(*) En faisant tendre p vers p^, on voit que ce plan tangent peut être consi-

déré comme parallèle au plan représenté par l'équadon aa; -h + = 0,

où l'on remplace p par p^.
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droite p correspondent deux génératrices //, b\ du cône S, d'où

deux plans v, et un plan v coupe le cône suivant deux généra-

trices à chacune desquelles il correspond une droite p

Il résulte de là que le plan (3 enveloppe une développable de

la quatrième classe (4).

Cela posé, cherchons Tordre du conoïde (g) en déterminant le

nombre des droites g qui rencontrent une droite quelconque u.

Les plans a et p qui se coupent suivant une droite g, rencon-

trent u en deux points X, Y entre lesquels il existe une corres-

pondance (4,2). En effet, si Ton donne X. on connaîtra le plan

a — a/) et par suite p; mais à p correspondent deux génératrices

b\ 6/ du cône S, donc aussi deux génératrices 6, de V, d'où

deux plans (3. Donnons-nous maintenant le point Y : il passe par

ce point quatre plans tangents à la développable, enveloppe des

plans [3, d'où quatre plans correspondants a.

Les six coïncidences de la correspondance entre X et Y sont

six points de u appartenant au conoïde (*).

Cherchons les génératrices doubles du conoïde (g). Elles sont

de deux espèces ;

1** Les droites g étant parallèles deux à deux, il peut arriver

qu'une génératrice coïncide avec sa parallèle. Les droites b\ 6/

définies précédemment se correspondent sur le cône S dans une

involution ayant pour éléments doubles les génératrices de con-

tact h', h\ des plans tangents menés par a au cône S. De là,

deux droites doubles du conoïde.

Si g^ désigne l'une de ces droites, le plan ag^ rencontre la

biquadrique (B) en deux points différents de R et L confondus

sur g^ ; autrement dit, le plan ag^ contient une tangente à la

courbe (B).

{*) Un raisonnement semblable établit la proposition suivante, plus

générale et analogue au lemme (10) : Si Von établit entre les plans tangents

a et ^ à deux développables S», S* respectivement des classes m et n une

correspondance (1, 1), la droite ap suivant laquelle se coupent deux plans

homologues, engendre une surface dont la classe est m + n. Cependant, si

2„ et Sft ont des éléments unis, l'ordre de la surface engendrée par la

droite subit une réduction d'une unité pour chaque élément uni.
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2<> On a vu qu'une droite p est perpendiculaire à deux géné-

ratrices b', b\ du cône S; il peut arriver que les génératrices 6,

6-1 de V et la droite a aient la même perpendiculaire commune.

Les pieds B, B, de cette perpendiculaire appartiennent à la

courbe (B) et à la courbe (C), de sorte que BB^ est bisécante

commune.

Les droites 6, marquent sur une génératrice c du second

mode de V une involution caractérisée par une équation symé-

trique du premier degré, de la forme

appi -H b(p + p^) + c = 0, (i)

où p et p, désignent des paramètres qui fixent les points de ren-

contre de b et 6^ avec c.

Soient d, deux génératrices de V telles que les perpendicu-

laires communes à (a, d) et à (a, dy) rencontrent a au même
point A. Si Ton donne d, le point A est connu et on a trois

autres droites g partant de A, et par suite trois droites rfj. Réci-

proquement, si l'on donne rf^, on a trois droites correspondantes

rf; on en conclut, en appelant p, p, les paramètres qui fixent les

points de rencontre de c/, d^ avec c, que ces paramétres sont liés

par une équation du troisième degré par rapport à chacun de

ces paramètres et symétrique en p et p'. Celte équation symé-

trique donne une relation qui est du troisième degré par rapport

aux deux quantités pp', p -h p' ; avec l'équation (1), elle donne

trois solutions pour les inconnues pp^ p -h p' et partant trois

couples 6, by vérifiant la condition que les perpendiculaires

communes à (a, b) et à (a, b^) ont le même pied sur a

Remarque. — Supposons que les plans perpendiculaires à a

rencontrent V suivant des hyperboles. Les asymptotes de ces

hyperboles sont parallèles aux génératrices k, k' suivant les-

quelles le plan perpendiculaire en S à a rencontre le cône direc-

teur S. Les droites k et k' sont aussi des rayons du faisceau [p],

et les plans menés en S perpendiculairement à A ou à A:' ren-

contrent le cône S suivant deux génératrices l\ ou m', m\\
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soient /, /i, wî, les génératrices de V parallèles à m\

m\. Alors les perpendiculaires communes à (a, /), (a, /|), (a, w;),

(a, wii) recoupent V à l'infini; on a ainsi les points doubles à

l'infini de la courbe ((').

6. Appelons 6 et c deux génératrices de modes différents de

V, et soient Sj, les conoïdes correspondants (g) pour la même

droite a. Un plan quelconque u passant par a contient, indépen-

damment de a, deux génératrices de chacun des conoïdes. Ces

droites étant parallèles, le plan tt est un plan iritangent commun

à 2j et IS^; quatre des points de contact appartiennent à a et les

deux autres sont réunis sur la directrice i a l'infini.

Cherchons l'intersection de et Elle comprend d'abord

la directrice quadruple a et la directrice double i Ensuite, si E

est un point quelconque de cette intersection, la perpendiculaire

q abaissée de E sur a est nécessairement une génératrice com-

mune aux deux conoïdes et doit rencontrer normalement deux

génératrices h, c de systèmes différents de V, ce qui ne peut avoir

lieu que si 6 et c se rencontrent en un point M de ou sont

parallèles.

Dans la première hypothèse, le plan tangent en M à V est

parallèle à a Soient U le cylindre circonscrit à V dont les géné-

ratrices sont parallèles à a, W la courbe de contact, W' la pro-

jection de W sur un plan tu perpendiculaire à a en un point F,

la projection de M sur u. Il est facile de voir que FVr est

normale à W. Comme il part de F quatre normales à il

existe quatre normales à V qui rencontrent normalement a (*).

Dans la seconde hypothèse, soient C^ les pieds sur a des

perpendiculaires communes aux couples (a, 6), (a, c). Les points

B', liés par une correspondance (4, 4) coïncideront huit fois,

d'où huit génératrices communes à 2^ et Ces droites sont

tangentes au cône asymptote de V; car chacune d'elles est située

dans le plan de deux génératrices parallèles de V.

{*) Il suit de là que les normales à une quadrique centrée le long d'une

section diamétrale engendrent une surface du quatrième ordre.
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7. Si a est parallèle à une génératrice a| de V, le plan de ces

deux droites se détache de la surface. De plus, si J désigne le

point d'intersection à l'infini de a avec a,, il y a en J une infinité

de perpendiculaires communes à a et Le plan de Tinfini se

détache également de la surface, et le conoïde [g) est maintenant

du quatrième ordre.

Par un point de a il ne passe plus que trois droites g et il

n'existe plus qu'une droite g de direction donnée. Par suite,

a est une directrice triple et i une droite simple, ce qui confirme

que le conoïde est du quatrième ordre.

L'ordre de la surface, dans ce cas particulier, peut également

s'établir par un raisonnement déjà employé dans le cas général.

La droiie a étant génératrice de V est aussi génératrice du

cône S. Tout plan passant par a coupe le cône S suivant une

génératrice 6', autre que o; soit/) la perpendiculaire au plan al'.

Appelons {jl, v les plans menés par une droite quelconque Sx,

l'un par/) et l'autre par b' . Si l'on donne p est l'intersection

de a avec le plan perpendiculaire en S à a; le plan perpendi-

culaire en S à p coupe le cône S suivant a et une deuxième

génératrice b' du cône S; il faut négliger a qui est fixe; donc

à un plan ^ correspond un seul plan v. Mais un plan v coupe

le cône S suivant deux génératrices b'
,

b'^ auxquelles corres-

pondent deux génératrices b, b^ de V.

La correspondance entre jji et v est donc (2,1); les trois coïnci-

dences de la correspondance (ja, v) sont les plans tangents à

l'enveloppe des plans b'p. Les plans bp ont aussi une enveloppe

de la troisième classe (4).

La perpendiculaire en S au plan tangent mené par a au cône S

indique la direction de la perpendiculaire commune à a et à la

génératrice infiniment voisine sur V de r/^.

Cela posé, soient X, Y les points de rencontre des plans a, [3

avec une droite quelconque u. X, Y, liés par une correspondance

(3, 1), coïncideront quatre fois.

Le conoïde est donc du quatrième ordre.

8. La perpendiculaire commune à deux génératrices d'un

même système d'un hyperboloïde V dont lune a est fixe et l'autre
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variable, engendre un conoïde du troisième ordre. L'intersection

de ces surfaces se compose de la droite a, de deux (jénéralrices

de V normales à a et d'une conique.

En effet, un plan mené par un point A de a perpendiculaire-

ment à a coupe le cône A de sommet A suivant trois droites

dont deux seulement font partie du conoïde; car i! faut écarter

celle de ces droites qui touche l'hyperboloïde en A.

Donc a est maintenant une directrice double. La droite i est

une directrice simple; car si a' et b' sont les génératrices du cône

asymptote de V parallèle à a et 6, la perpendiculaire commune

à a el 6 est parallèle à la perpendiculaire/) élevée par le centre 0
de V sur le plan a'U, et réciproquement, si l'on donne la

direction d'une droite
i/,

le plan perpendiculaire à cette direction

et mené par 0 passe par a' et coupe le cône asymptote suivant

une droite h' qui donne la direction de b. Il suit de là (note du

§ 3) que le conoïde est du troisième ordre (conoïde de Plucker).

Tout plan normal à a donne deux points B; donc la courbe (H)

est une conique.

Pour déterminer le point où elle rencontre a, imaginons que b

se déplace et décrive V. Lorsque 6 coïncide avec a. le plan a'b'

est tangent au cône asymptote; la droite correspondante est

donc perpendiculaire au plan aO. De plus, cette droite g

rencontrant deux génératrices confondues est tangente à V.

D'autre part, les tangentes à V menées par les différents

points de a perpendiculairement à cette droite, engendrent

un paraboloïde hyperbolique puisqu'on n'obtient qu'une seule

de ces droites dans un plan passant par a. La droite consi-

dérée s'obtiendra donc en cherchant la seconde droite de ce

paraboloïde située dans le plan mené par a perpendiculai-

rement au plan aO.

En menant par le sommet 0 du cône asymptote de V un plan

perpendiculaire à a, on obtient les directions de deux généra-

trices perpendiculaires à a. Soit c l'une de ces génératrices : elle

est elle-même perpendiculaire à deux génératrices a et a' de

même mode; elle fait donc partie du conoïde {g).
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9. Si Ton remplace l'hyperboloïde V par un paraboloïde V,
la droite a étant quelconque, le cône A ayant pour sommet un

point quelconque de a n'est plus que du troisième ordre et le

pied de la perpendiculaire commune décrit une cubique gauche

passant par les deux points d'intersection de a et V : le conoïde

est donc du quatrième ordre.

Supposons maintenant que a soit une génératrice de Soit 6

une génératrice du système a et son plan directeur. La perpen-

diculaire à fl et 6 est perpendiculaire au plan tt. La droite g

décrit donc le plan mené par a perpendiculairement à et le

pied B de g décrit la seconde génératrice de située dans ce

plan.

ill.

10. Lemme. — Si Von établit entre les génératrices a et h de

deux cônes U^, de même sommet S et respectivement de degrés

m et n une correspondance (1, 1), le plan ab qui passe par deux

génératrices correspondantes enveloppe un cône dont la classe

est m -+- n.

En effet, soit v une droite quelconque menée par S. La corres-

pondance entre les plans va = 1, vb = v est du genre (w, m);

car le plan ). coupe suivant m génératrices à chacune des-

quelles correspond une génératrice de U^; par suite au plan va

correspondent m plans vb. De même à un plan vb correspondent

n plans va. Les m -+- n coïncidences de la correspondance sont

des plans menés par v et deux génératrices homologues de

et

Il importe d'observer que si L^^, U^, ont des génératrices

homologues coïncidentes, la classe de lenveloppe subit une

réduction d'une unité pour chacune de ces coïncidences.

11. Le lieu géométrique des perpendiculaires communes aux

rayons homologues de deux faisceaux projectifs [a], [b] est une

surface du sixième ordre.

En effet, soient (jl, v les plans des faisceaux; M, N leurs som-

mets et a, b deux rayons correspondants. Menons par M une
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parallèle b' à 6; par N, une parallèle a' à a. Nous aurons ainsi

en M deux faisceaux projeclifs [a], [//] ; on sait que le plan ub'

mené par deux rayons homologues enveloppe un cône quadra-

tique et que la perpendiculaire p au plan ab' en A engendre

un cône du second ordre r^. Ce dernier est le cône directeur

de la surface. Semblablemeni le plan ba^ enveloppe un cône

quadratique Tj, et la perpendiculaire q au plan ba' en B engendre

un cône Vq.

La perpendiculaire commune k a et b est rintersection des

plans ap^oL et bq= (3. D'après le lemme (10), le plan a

enveloppe un cône de troisième classe; il en est de même du

plan (3.

Cela posé, appelons X, Y les points d'intersection de deux

plans correspondants a, ^ avec une droite quelconque u. Si Ton

se donne le point X, on peut mener par la droite MX trois

plans a tangents au cône Fs*, à chacun de ces plans correspond

un plan p. Donc il existe entre les points de X, Y une corres-

pondance (3, 3), dont les six coïncidences sont des points de u

où il passe une génératrice de la surface. Celle-ci est donc du

sixième ordre.

Le plan |jl contient deux génératrices; car il coupe le cône Tp

suivant deux droites k^,k^\ soient a,, a^, 6^, 63 les rayons corres-

pondants des faisceaux [a], [6]; si b^ et b^ rencontrent la droite jjiv

en E,, Eg. les parallèles à par Ej et à k<^ par E2 sont deux

génératrices de la surface. On trouve de même deux généra-

trices dans le plan v.

Les faisceaux [a], [b] marquent sur la droite [jlv deux ponc-

tuelles projectives; soient Gi, les points doubles. La perpen-

diculaire en Gi au plan MNGi et la perpendiculaire en Gj au

plan MNGa appartiennent à la surface. Ces deux génératrices et

les quatre situées dans les plans p. et v sont les six droites de la

surface s'appuyant sur la droite «av.

Cherchons les génératrices passant par M. Elles appartiennent

au cône Tp et aussi au cône de sommet M et passant par la cir-

conférence suivant laquelle le plan v coupe la sphère de dia-

mètre MN. Ces deux cônes ont quatre génératrices communes
;
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mais il faut en retrancher la perpendiculaire abaissée de M
sur V

; car celte perpendiculaire appartient visiblement au

second cône; elle fait partie du premier comme étant perpendi-

culaire au rayon de [a] parallèle à la ligne jjlv et à son homolo-

gue dans le faisceau [h], mais elle ne renconire pas le second

de ces rayons.

Les plans ^, v rencontrent la surface (^), chacun suivant

deux génératrices, et une quartique ayant un point triple en M
ou ÎV.

12. Cas particulier. — Si les parallèles par M et N à la

ligne jjiv sont des rayons correspondants des faisceaux [a], [b],

on détachera de la surface le plan de ces droites et le pian de

l'infini. Le lieu de g est actuellement du quatrième ordre.

On peut établir directement Tordre de la surface (g) de la

marnère suivante : appelons m et n les parallèles menées par

M et N à la ligne [jlv. Les faisceaux [a] et [6'] ayant un rayon

uni m sont perspectifs, et le plan ab' passe par une droite fixe

; la perpendiculaire /j en M au plan ab' engendre un fais-

ceau [/;] dont le plan est perpendiculaire à mj. Semblablement,

le plan a^b fait partie d'un faisceau d'axe et la droite fj

engendre un faisceau [(/].

Le plan ap= oL enveloppe un cône quadratique; il en est de

même du plan bq = p.

Soient X, Y les poiniv^ de rencontre d'une droite quelconque a

avec les plans a, ji. A un point donné X de w correspondent

deux plans a (tangents à un cône quadratique), d'où deux

rayons a, du faisceau [a] et par suite deux rayons 6, 6, et

deux plans p, [3^ Il y a donc quatre points du lieu sur u et la

surface (g) est du quatrième ordre.

IV.

13. Si l'on établit une correspondance (1,1) entre les rayons a

d'un faisceau et les génératrices h d un même système dun
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hyperboloïde V, la perpendiculaire commune à deux droites

homologues a, b engendre une surface du neuvième ordre.

Soient p. le plan du faisceau, M son sommet, a un rayon

quelconque, b la génératrice correspondante de l'hyperboloïde V,

g la perpendiculaire commune à a et 6, A et B ses pieds. Si l'on

mène par M la parallèle b' à b, on obtient en M le cône direc-

teur de V; nous le désignerons par cône M. Le plan ab' enve-

loppe un cône de la troisième classe (10). La perpendiculaire p

à ce plan menée par M engendre donc un cône du troisième

ordre G. Le plan np = a enveloppe un cône de la quatrième

classe et le plan b'p, un cône de la cinquième classe (10). Par

un raisonnement déjà employé (4), on prouve facilement que

Tenveloppe du plan mené par b parallèlement au plan b'p,

est de la cinquième classe.

La droite g est l'intersection de deux plans homologues a, p

Ces plans rencontrant une droite quelconque u en des points

liés par une correspondance (o, 4), on en déduit aisément que

la surface (g) est du neuvième ordre.

L'ordre de la surface
{g) peut encore être établi de la manière

suivante. La droite u étant quelconque, menons deux parallèles

à p, l'une, s'appuyant sur u et a, l'autre, g^, s'appuyant sur

îi et 6. Soient X^, les points d'intersection de u avec gi, g^.

Il existe quatre droites analogues à g^ passant par X| ; car si par

ce point on mène une parallèle à une génératrice quelconque du

cône G, cette parallèle coupe |jl en un point K qui se meut sur

une cubique. Si a est le rayon du faisceau homologue de la

génératrice de G considérée, les droites MK et a, liées par une

correspondance (1,3) coïncideront quatre fois.

Les droites analogues à passant par X.^ sont au nombre de

cinq. En effet, menons par une parallèle p' à une généra-

trice de G et soit h la droite qui projette Xg sur la génératrice 6

de V' homologue de p' . Les droites h et p' étant des généra-

trices correspondantes de deux cônes A et G', respectivement

du quatrième et du troisième ordre, le plan hp' paraît envelop-

per un cône de la septième classe ; en réalité, le plan hp' per-
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pendiculaire à une génératrice du cône asymptote de V enve-

loppe un cône supplémentaire de ce cône asymptote. Les cônes

A et G' ont donc cinq couples de génératrices coïncidentes (10)

qui sont les droites passant par Xg.

Les neuf coïncidences X^, sont les points de la surface

situés sur u.

On pouvait encore prévoir l'ordre de la surface [g] en déter-

minant sa section par le plan du faisceau. Ce plan coupe le

cône G suivant trois génératrices qui sont parallèles à trois

droites de la surface situées dans jji Appelons v la droite qui

projette M sur 6, et v' la perpendiculaire à v menée par M
dans p.. La droite v décrivant un cône A du quatrième ordre,

il est facile de s'assurer de ce que les droites et a coïncideront

cinq fois. Car la connaissance de a entraîne celle de t; et ensuite

celle de t;'; si Ton donne v', v est l'une des quatre droites

d'intersection du cône A avec le plan mené par M perpendicu-

lairement à v' . Il existe donc cinq droites g passant par M.

Donc, la section de la surface par le plan du faisceau se com-

pose de trois droites et d'une sextique (A) ayant un point quin-

tuple en M.

Il est aisé de prouver que la courbe (B) est également du

sixième ordre. A cet effet, nous déterminerons le nombre de

ses points situés sur une génératrice c de V appartenant au

second système. Appelons P et Q les points d'intersection de c

avec b et le plan ag. On obtient un point du lieu sur c lorsque

P et Q coïncident. Or, l'enveloppe du plan ng étant, comme on

Ta vu, de la quatrième classe, les points P, Q liés par une cor-

respondance (4, 1), coïncideront cinq fois. Un plan bc tangent

à V contient donc six points de la courbe (B), dont cinq appar-

tiennent à c et le sixième à b.

14. Supposons que le faisceau et V aient un élément uni

«1= 61, c'est-à-dire qu'il existe une génératrice de l'hyperboloïde

qui coïncide avec son homologue dans le faisceau. Dans ce cas,

les notations restant les mêmes, Tenveloppe du plan «6' est de

la seconde classe (10), et p engendre un cône quadratique.
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L'enveloppe du plan ap= ag=oL est de la troisième classe et

celle des plans b'p ou bg=<^, de la quatrième. Les plans

homologues a, p rencontrent donc une droite quelconque u en

des points X, V liés par une correspondance (3, 4), qui offre

six coïncidences si Ton exclut celle qui provient du plan avec

lequel coïncident a et p lorsque a et 6 se confondent avec a^.

Donc la surface (g) est du sixième ordre.

Déterminons sa section par le plan du faisceau. Le cône

engendré par p étant quadratique, il est coupé par le plan pi

suivant deux génératrices qui donnent les directions de deux

droites g situées dans

Pour obtenir les droites g passant par M, on observera que le

cône A de sommet M est actuellement du troisième ordre

puisque M appartient à V. On en déduira facilement que la

droite v', définie au paragraphe précédent, et le rayon a coïnci-

deront quatre fois. Il ne passe donc plus que quatre droites g

par M dont une dans le plan ai et la section de (g) par le plan |i.

se compose de deux droites et d'une quartique (A) ayant en M
un point triple. Nous avons exclu la droite ai qui correspond

au plan a^.

La courbe (B) est du quatrième ordre. P et Q conservant leur

signification, il est aisé de vérifier que ces points coïncident

quatre fois : il suffît d'observer que le plan aQ= ap enveloppe

une développable de la troisième classe. La courbe (B) possède

donc quatre de ses points dans le plan 6c, si Ton exclut celui

qui provient de la droite a^.

15. Si y à l'hyperboloïde V, on substitue un paraboloïde

réglé \', la surface (g) est généralement du septième ordre.

Les méthodes employées pour l'hyperboloïde s'adaptent au

cas présent.

Menons par W la parallèle b' à 6. Le plan ab' enveloppe un

cône de second ordre. Par suite, la perpendiculaire p en M au

plan ab' engendre également un cône quadratique G. Les plans

ap et b'p enveloppent des cônes de la troisième classe (10) ; mais
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Penveloppe du plan bg est de la quatrième classe, parce qu'elle

touche le plan de Tinfini qui correspond à la génératrice à Tinfini

de

Cela posé, cherchons l'ordre de la surface [g) en détermi-

nant le nombre des droites g qui s'appuient sur une droite

donnée u. Soient X, Y les points où deux plans correspon-

dants a, p coupent ii. On vérifie, comme précédemment, que

ces points sont liés par une correspondance (4, 3); il y a donc

sept points de {g) sur «.

L'ordre de {g) peut aussi s'établir en menant deux parallèles

9^ ^ Pf s'appuyant, la première sur a et u. la seconde sur b et

u. Appelons, comme précédemment, et Xg les points d'inter-

section de u avec g^ et g^. Il passe trois droites g^ par X, Cnr si

par ce point on mène une parallèle à une génératrice quelconque

(lu cône G, elle coupe le plan pi du faisceau en un point K qui

décrit une conique; de là on déduit que les droites a et MK coïn-

cident trois fois.

Les droites g^ passant par X2 sont au nombre de quatre. La

parallèle à p menée par X^ et la perpendiculaire /* à b engen-

drent respectivement des cônes du second et du troisième ordre;

le plan hp' paraît envelopper un cône de la cinquième classe,

alors qu'il décrit une feuillée dont Taxe est la perpendiculaire

menée par X2 au plan directeur de V; les droites /i,p ont donc

(juatre coïncidences qui sont les droites g^ passant par Xj.

Les sept coïncidences X-i, Xg déterminent sept points du lieu

sur a.

On peut aussi déterminer la section de (r/) par le plan u.. Le

cône (p) étant quadratique, on en conclut qu'il existe deux droites

g dans {jl. Pour obtenir celles qui passent par M, on observera

que le cône A est actuellement du troisième ordre (2) ; par suite

les droites a et coïncident quatre fois et M appartient quatre

fois à (g).

La section par le plan [à se compose donc de deux droites et

d'une courbe (A) du cinquième ordre ayant un point quadruple

au sommet du faisceau.
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La courbe (B) est également du cinquième ordre. Car Fenve-

loppe du plan ap =ng étant de ia troisième classe, les points

P et Q, définis plus haut, sont liés par une correspondance

(3, 1) : d'où quatre points de (B) sur 6 et cinq dans le plan bc.

Cas particuliers. — 1" Supposons que le faisceau et le para-

boloïde aient un élément uni a^- Le plan ab' engendre alors un

faisceau etp décrit un plan. Les plans ap et b'p rnveloppenl des

développables de la seconde classe; Tenveloppe de a est donc de

la seconde classe et celle de (3 de la troisième. On obtiendra,

sur w, cinq points de la surface {g), et celle-ci est du cinquième

ordre, ou plutôt du quatrième ordre si l'ou écarte le plan ai vers

lequel tendent les plans a ei p lorsque a et b approchent indéfi-

niment de a^.

Le lieu de p étant un plan, on n'obtient plus qu'une droite g

dans le plan {ji. Le cône A de sommet M étant du second ordre

(2), on en déduit aisément qu'il passe par M trois droites g dont

une est située dans le plan a^. La section par le plaiï pi se com-

pose actuellement d'une droite et d'une courbe du troisième ordre

passant deux fois par M.

Les points P ei Q liés par une correspondance (2, 1) coïn-

cident trois fois sur c en des points de (B); cette courbe est donc

aussi du quatrième ordre.

2° Si le plan ^ du faisceau est le plan directeur de V\ la sur-

face g est un cylindre dont les génératrices sont perpendiculaires

à fji. Les plans ap et b'p décrivent des faisceaux ayant pour axe p.

Le plan bg= ^ enveloppe un cylindre circonscrit à et dont

les génératrices sont parallèles à p, 11 s'ensuit que les plans

homologues a, p rencontrent une droite ii en des points qui

coïncideront trois fois : le cylindre est donc du troisième ordre.

La perpendiculaire menée par M au plan {x est une droite g
double, car elle rencontre normalement deux génératrices de

La trace (A) du cylindre sur pi est donc une cubique ayant un

point double en M.

Les plans ap et la droite b marquent sur une génératrice du

second mode c deux ponctuelles projectives dont les points dou-
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bles appartiennent à la courbe (B); cette dernière est donc une

cubique gauche. Sa bisécante passant par M est la perpendicu-

laire au plan du faisceau.

Remarque. — Lorsque Ton considère le paraboloïde, la pré-

sence d'une génératrice à Tinfini rend les recherches plus déli-

cates. 11 n'est pas sans intérêt de fixer le rôle exact de cette géné-

ratrice dans les questions qui nous occupent en déternriinant sa

parallèle menée par le somniet du faisceau et la génératrice du

cône A qui lui est perpendiculaire. A cet effet, soient b une géné-

ratrice du paraboloïde parallèle au plan directeur tt, c et d deux

génératrices de l'autre système, C et D leurs points d'intersection

avec 6 et C^, D, ceux des mêmes droites avec u. Projetons,

parallèlement à tv D en sur tt. La génératrice b est parallèle

à la droite CD'. Si l'on suppose que D se transporte à l'infini, la

parallèle menée par C à la génératrice correspondante est paral-

lèle à la droite d'intersection D^D' des deux plans directeurs du

paraboloïde.

Soit Ë la projection sur b d'un point fixe 0. OE est l'intersec-

lion du plan OCD avec un plan perpendiculaire à CD. Si la géné-

ratrice b se transporte à l'infini, le plan OCD devient parallèle

au second plan directeur, tandis que le second plan devient per-

pendiculaire à l'intersection des deux plans directeurs.

V.

16. Étant donnés deux hyperboloïdes réglés V et V^, suppo-

sons établie une relation de projectivité entre les génératrices du

système a de V et celles du mode b de V^.

La perpendiculaire commune à deux génératrices homologues

a, b décrit une surface du douzième ordre.

Menons par un point quelconque S des parallèles a', b' aux

génératrices homologues a, 6, puis la perpendiculaire p au

plan a'b'. L'enveloppe de ce plan est de la quatrième classe et

p engendre un cône G du quatrième ordre : c'est le cône
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direcleur de la surface. Les plans a'p, h'p enveloppent des cônes

de la sixième classe. Semblablement, les plans a et p menés

parallèlement à p par a et 6 enveloppent des développables de

la sixième classe. D'après cela, les plans homologues a, p ren-

contrent une droite quelconque u en des points X, Y qui

coïncident douze fois, ce qui établit l'ordre de la surface {g).

Les notations des paragraphes précédents étant conservées,

il sera aisé de prouver que les points X|, ont six coïnci-

dences; en effet, le plan hp' perpendiculaire à une génératrice

du cône asymptote de V enveloppe son cône supplémentaire,

ce qui exige six coïncidences hp' et par suite six droites g^^

passant par Xi-

Les courbes (A) et (B) sont du huitième ordre; car a et le

plan bg rencontrent une génératrice du second mode de V en

des points satisfaisant à une correspondance (6, i); on obtient

donc sept points de la courbe (A) sur une génératrice du second

système de V.

Cas particuliers. — 1° Si V et Vi ont un élément uni o^,

Tenveloppe du plan a'b' est de la troisième classe et p engendre

un cône du troisième ordre. Les enveloppes des plans a'p, b'p

et par suite celles des plans a, p sont de la cinquième classe;

mais les plans a et p coïncident lorsque a et 6 se confondent

avec donc la surface (9) est actuellement du neuvième

ordre.

On n'obtient plus que six points de la courbe (A) sur une

génératrice du second système de V. Les courbes (A) et (B)

sont donc du sixième ordre, si l'on exclut la droite a^.

2<» Si V et Vi ont deux éléments unis, «1=61, a^= b^,

a'b' enveloppe un cône de la seconde classe et p engendre un

cône quadratique; les enveloppes des plans a'p, b'p ou celles

des plans a, p sont de la quatrième classe et (g) est du sixième

ordre, si l'on fait abstraction des plans a^, vers lesquels

tendent les plans a et p, lorsque a et 6 se réunissent en ou

en a^.
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On obtient cinq points de (A) sur une génératrice du second

mode de V. Les courbes (A) et (B) sont donc du quatrième

ordre, si Ton écarte les droites et og.

17. A l'hyperboloide Vi, substituons un paraboloïde \{.

L'enveloppe du plan a'b' est de la troisième classe et p engendre

un cône du troisième ordre. L'enveloppe des plans a'p et

ag=oL est de la cinquième classe; celle de h'p est de la qua-

trième et celle de bg= ^, de la cinquième (4). La surface {g)

est donc du dixième ordre.

Les courbes (A) ou (B) rencontrent une génératrice du

second mode de V ou en six points : elles sont donc du

septième ordre.

Cas particuliers. — V Si V et Vi ont un élément uni, les

enveloppes des plans homologues a, p sont de la quatrième

classe et (o)-esi du septième ordre.

Les courbes (A) et (B) sont du cinquième ordre.

2° Si V et Vi ont deux éléments unis, p décrit un plan et les

enveloppes des plans correspondants a, p sont de la troisième

classe et (g) est du Quatrième ordre.

Les courbes (A) et (B) sont du troisième ordre.

Nous négligeons ici les plans vers lesquels tendent a et p

lorsque a et 6 tendent à se confondre avec un élément uni.

18. Si a et 6 décrivent deux paraboloïdes V et VJ, les

enveloppes de a et p sont de la quatrième classe et (g) est du

huitième ordre.

Les courbes (A) et (B) sont du sixième ordre

Cas particuliers. — 1° Si et Vi ont un élément uni, les

enveloppes des plans a, p sont de la troisième classe et (g) est

du sixième ordre.

Les courbes (A) et (B) sont du quatrième ordre.
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2" Si et \[ ont le même plan directeur, la surface {g) est

un cylindre dont les génératrices sont perpendiculaires 5 ce

plan. D'autre part, les plans a, p enveloppent des cylindres

circonscrits à el\[. La surface (g) est du quatrième ordre.

Les courbes (A) et (B) sont du quatrième ordre.

19. Supposons les systèmes réglés projectifs superposés sur

un mèpe hyperboloïde V. Si par un point quelconque S on

mène des parallèles a', b' à a, 6, le plan a' b' enveloppe un cône

quadratique. En effet, les droites a', b' engendrent le cône direc-

teur de V ayant pour sommet le point S. Comme toute généra-

trice a de V a deux homologues suivant qu'on la range dans l'un

ou l'autre système, il passe par a' deux plans a'b^.

La perpendiculaire p menée par S au plan a^b' engendre donc

un cône du second ordre.

On détermine l'ordre de la surface (g) en cherchant le nombre

de ses points situés sur une génératrice quelconque a de V. Les

perpendiculaires communes à la droite a et aux deux généra-

trices qui lui correspondent sur V, donnent d'abord deux points

du lieu.

On obtiendra les autres en cherchant les génératrices du

second mode de V qui sont des droites g. Une droite g appar-

tient à V lorsque la droite p qui lui correspond est parallèle à

une génératrice de V ; car cette droite g rencontrant V en trois

points en fera entièrement partie. Or a' et p engendrent des

cônes quadratiques qui ont quatre génératrices communes : les

droites g parallèles à ces droites sont des génératrices du second

mode de V.

La surface (g) est donc du sixième ordre, car elle est rencon-

trée en six points par une génératrice quelconque de V.

Supposons maintenant que les systèmes [a], [6] soient en

involution. Une droite a' n'ayant plus qu'une seule homologue b',

le plan a' b' engendre une feuillée et la droite p décrit un

faisceau. Le plan de ce faisceau coupe le cône directeur de V
suivant deux droites qui donnent les directions de deux généra-
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Irices du second mode de V qui sont des droites g. A une

droite a il ne correspond plus qu'une perpendiculaire commune.

Une génératrice quelconque a de V rencontrant la surface {g)

en trois points, cette surface est du troisième ordre.

20. Supposons les systèmes réglés projectifs superposés sur

un même paraboloïde V^ Les droites a', 6' engendrent le plan

directeur de et p est perpendiculaire à ce plan. La surface
{g)

est donc un cylindre. Sur chaque génératrice a de on obtient

encore deux points du lieu qui sont les pieds des perpendicu-

laires communes correspondant à a. Comme il n'existe aucune

droite g parmi les génératrices de V^ la surface g est un cylindre

du second ordre.

On peut traiter ce cas de la manière suivante : les génératrices

homologues a, 6 marquent sur une génératrice u du second

système deux ponctuelles projectives [M], [NJ. Si Ton projette

toutes les génératrices du premier système orthogonalement

sur un plan >. parallèle au premier plan directeur, les projec-

tions enveloppent une parabole. Les projections a' , b' de a, b se

correspondent dans une homographie entre les tangentes à cette

parabole; leur point d'intersection P décrit une conique, car

sur a' on trouve deux points qui correspondent à a considérée

comme appartenant à la première ou à la seconde série. La per-

pendiculaire en P à X est une droite g; la surface {g) est donc

un cylindre du second ordre.

Soient I et J les points de fuite des ponctuelles projectives [M],

[N], i et y les génératrices correspondantes du paraboloïde.

Le cylindre est hyperbolique et ses plans asymptotes sont

parallèles aux plans menés par i eij perpendiculairement à A

Si les ponctuelles [M], [N] sont semblables, le cylindre est

parabolique.

Les ponctuelles [M], [N] ont deux points doubles D, K; soient

d, e les génératrices de V passant par D, E, et d', leurs

projections sur X. Les plans menés par ces droites perpendicu-

lairement à 1 touchent le cylindre.
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Si l'on suppose les systèmes [a] ei [b] en involution, une

droite a de \' n'g plus qu'un seule homologue. Une droite a

de V ne rencontre la surface (g) qu'en un point : le lieu de g

est donc un plan.

Il me reste à remercier M. J. Neuberg, qui m'a guidé dans

ce travail et a souvent simplifié mes démonstrations.
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M. Degueidre, professeur à PAlhénée de Tournai, a étudié

synthéiiquement des surfaces engendrées par la perpendiculaire

commune à deux droites a et 6, ia première fixe et la seconde

variable ou toutes deux variables. Il m'a paru intéressant de

chercher les équations des surfaces et des courbes dont s'est

occupé ce géomètre.

Je désignerai par g la perpendiculaire commune, par A et B

ses pieds sur a et 6, et j'appellerai surface (g), courbe (A),

courbe (B) les lieux géométriques de g^ A, B.

Les axes étant rectangulaires, un plan sera représenté en

coordonnées cartésiennes homogènes oc, y, z, / par une équation

telle que

Pr= A,x -t- B,î/ 4- C,^ -H D,.f =0, r = 1,2, 3,

et une droite par un système de deux équations P,.= 0, P5= 0;

les paramètres directeurs de celle droite sont les déterminants

déduits de la matrice

A, C,

A. B, C,



( 4 )

Pour abréger, nous posons

B,C, — B.C. = ««, C,A, — = |3„, A,B,— AA= r«;

ces quantités sont nulles si les plans Pp, Pg sont parallèles.

Soient

)

P.=0,
i

P3 = 0,

) P,==0; î P* = 0,

les équations des droites a et b. Les paramètres directeurs de

la perpendiculaire commune g sont les mineurs de la matrice

«IS ri-2

<Z3i p5i rsi

nous les représentons par \ p., v. Ils sont égaux à zéro, si a et 6

sont parallèles.

La droite g est Tinterseciion des plans a, (3 menés parallèle-

ment à la direction (X, a, v) Tun par a, l'autre par 6; donc ses

équations sont

H2P1 — H1P2 = 0, H,P5- H3P* = 0, (L)

A,

= A^X -4- B^ja -H «12 Pi.

«3* ^3* ru

I

a est fixe, h est un rayon variable d'un faisceau.

1. Soient

P, = 0, P,= 0, (i)

P3-+-pP, = 0, P» = 0 (2)

les équations des droites a et 6
; p est un paramètre variable.

Les paramètres directeurs de 6 étant

«35 p5f«, pas p?4«, rss pr«>
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ceux de g sont de la forme

A = / -+- lip, fi = m mj/3, V = 71 Hip,

où / = p^g,r^^ - Pa^ris, /| = pi^r^s— ^48^42, eic.

Les équations de g se déduisent de (L) en remplaçant P5, P4

par P3 H- pP4, P5, et H3, H4 par H3 pU^, Hg; on obtient

ainsi

H,P, - H,P, = 0,

H,(P3-4-/:PJ-(H3-HpH,)P« = 0.

Les quantités H étant du premier degré en p, ces équations

sont de la forme

E E,/j == 0, F -t- F,p + F,p*= 0;

E, Ej, F, Fi, F2 désignent des fonctions linéaires de x, t/, z, /.

L'élimination de p conduit à l'équation de la surface {g)

FE; F^E* - EEiFi = 0.

Cette surface est donc un conoïde cubique.

La courbe (B) est la conique représentée par le système

d'équations

E -H E,p = 0, P3 -i- pP* = 0, Ps= 0,

ou par

EP*— E,P,= 0, P« = 0.

II

a est fixe, h est un rayon variable d'un système réglé,

2. Soient

Pi = 0, P, = 0, (1)

P3-,-pP,= 0, P«-4-pP, = 0 (2)
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les équations de a et 6. Le syslème réglé [6] est d abord sup-

posé appartenir à un hypcrboloïde V.

Les paramètres directeurs de b sont les mineurs de la

matrice

As -+- çA^ Bj C3 -4-

»

A5 pAg Bg -»- pBe Cj pCg

ou

«38 («36 <^t!i)p «<6P% PZH (p36 Mp p46p'j elC ;

par suite, les quantités fji, v, H sont des fonctions du second

degré de p.

Les équations de g sont

H,P. — H,P, = 0,

(Hs pHe)(P3 pP,) - (H5 pH,)(P« -^ pPe)= 0.

Ordonnons-les par rapport à p; il vient

E -f. E^p -4- E,p'= 0, (4)

F + F.p Fap' F,p^ -4- F4P*= 0. (5)

En éliminant p par la méthode dialytique, on obtient

E E, Ej

E E,

E

F F, F,

F F,

les éléments non écrits de ce déterminant sont des zéros.

La surface g est donc un conoïde du sixième ordre.

E,

E, E.

E E, E,

F3 F,

F. F, F,

0; (6)
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Le point B satisfait aux équations

E H- E,p -+- E,p' = 0, P, --pP, = 0, P„-+-pPe = 0,

d*où Ton déduit

X y z t

fip) ?t(p) fi(p) fz{p)

les fonctions cp, cp^, (pg, cp3 étant du quatrième degré en p. Par

conséquent, la courbe (B) est une unicursale du quatrième

ordre (biquadratique gauche de seconde espèce).

Pour abréger, nous disons que cp,
(pi,

cpg, 93 sont les coor-

données homogènes d'un point de cette courbe.

3. Tout plan a passant par a contient deux droites g ; car Téga-

lité qui exprime que le plan (4) passe par un point M extérieur

à a, détermine deux valeurs de p, telles que chacune des droites

correspondantes b et la droite a ont une perpendiculaire com-

mune située dans le plan aM. Cependant il existe deux plans

passant par a qui contiennent deux droites g coïncidentes; ils

sont représentés par Téquation — iEE^ = 0.

L'équation qui exprime que le plan (5) passe par un point

donné M, détermine quatre valeurs de p; on en conclut qu'il

passe quatre droites g par IVL Kn particulier, par un point quel-

conque de a on peut mener quatre droites g ; celles-ci sont

situées dans un même plan normal à a.

L'enveloppe des plans bg est une développable de la qua-

trième classe et du sixième ordre. En effet, on vient de voir

qu'il passe quatre plans p par un point quelconque, et l'équa-

tion de l'enveloppe du plan ^ s'obtient en égalant à zéro le

discrindnant de l'équation (5).

4. Si la droiie a est parallèle à une génératrice 6^ de V, par

exemple à celle qui correspond à p — 0, on peut représenter a

et 6 par les systèmes d'équations

P5 =0, P5 -H p< = 0, (7)

P3H-pP, = 0, P, -4-pPe = 0, (8)
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p étant une constante. Alors

après suppression du facteur commun p on aura pour 1, jx, v et

pour les quantités H des expressions du premier degré en p.

Les équations de g sont

(H, ^ pHe)(P5 + pP,) - (H3 -H pU,)(P, pPe) = 0; (iO)

elles sont de la forme

E -t- E,p = 0,

F -t- F,p V,p^ + Fsp^= 0.

La surface (g) a donc pour équation

EJF — EJEF, EiE^F,— E'Fj = 0
;

c'est un conoïde du quatrième ordre.

Le point B, qui satisfait aux équations

Eh-E,p = 0, P3 + pP, = 0, p, -^pP,==0,

décrit une cubique gauche.

Remarques. — L Si la génératrice 6j parallèle à a, correspond

à une valeur quelconque p = pi et que l'on représente encore a

par les équations = 0, P2 = 0, les valeurs générales de

X, tjL, V (2) s'annulent pour p = pj. Par suite, les quantités H
qui entrent dans les équations (3) ont le facteur commun p— pi,

et les équations de (/, après suppression de ce facteur, sont

respectivement du premier et du troisième degré en p.

IL Le plan ab^ peut être considéré comme un lieu de droites

g; il échappe à l'analyse précédente, parce que la direction de

la perpendiculaire commune à a et 6^ est indéterminée.
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Si Ton fait tendre une génératrice b de V vers la position 6|,

les plans ag et bg tendent vers des positions qui ont pour équa-

tions E = 0, F = 0, c'est-à-dire

Hjp,- (p; + pt) = 0, h;p3— h;p, = o,

où fig, H5 désignent les valeurs de \\^, H5 pour la valeur p= 0

que nous faisons de nouveau correspondre à 61. Donc la droite

g se transporte à l'infini, et sa direction tend vers une limite

ayant pour paramètres directeurs

Mrzs r*»^— rsslPse -+- pis) (Patrie— rssWp» ei^'

5 Si la droite a coïncide avec la génératrice P^ = V^=>^

de V et que l'on désigne pour abréger le binôme H,.P^ — H^Py.

par h^.g, les équations (9) et (10) de g deviennent

= 0, /?s3
-+- (^63 Ki)p Kip^ = 0,

ou simplement

Comme elles sont respectivement du premier et du second

degré en p, la surface {g) est un conoïde cubique. Nous avons

fait abstraction du plan h^-^ = 0, vers lequel tendent les plans

ag et bg lorsque 6 tend vers by.

Le lieu de B, défini par le système d'équations

H5P3— HjP^^O, P3-t-pP,= 0, P„-HpP, = 0,

est du troisième ordre. Mais la droite a en fait partie, car les

équations précédentes admettent la solution p = 0, P3 = 0,

P5 — 0; celte circonstance a déjà été expliquée ci-dessus.

D'ailleurs, l'équation = 0 étant de la forme
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si l'on y ajoute les équations pP^ = 0, Pg h- pPg = 0

multipliées respectivement par — kg, kg, on obtient l'équation

d*un plan. Donc le lieu de B se compose de a et d'une conique.

6 Remplaçons Thyperboloïde V par un paraboloïde Les

droites a et 6 peuvent alors être représentées par les systèmes

P. = 0, = 0,

Ps -H pP* = 0, Pe + /=« = 0.

Les paramètres directeurs de 6 étant

«58 p^ist Pzs + pPist ras -^- pYtn^

ceux de g et par suite les quantités H sont des fonctions du

premier degré de p.

Les équations de g sont

H.P. - H,P, = 0,

H5(P3 + pP,) - (H, pW,) (P« + pt) = 0,

ou

Ihi = 0, h,, 4- — U,t) p — l],p' = 0
;

comme elles se ramènent à

E + E,p = 0,

la surface (g) est du quatrième ordre.

Le point B satisfait aux équations

E-i-E,p=0, P3-HpP, = 0, P, -+-pf = 0;

donc il décrit une cubique gauche.
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Si a est parallèle à la génératrice P5 ==» = 0 de V^ on

peut représenter a et 6 par les équations

P5 = 0, P« P« = 0,

Ps -4- pP,= 0, P« -4- = 0.

On a maintenant

on conclut de là, en supprimant le facteur commun p, que \ fji, v

sont des constantes, ce qui d'ailleurs est évident, g étant

constamment perpendiculaire au plan directeur de V\

Les équations de g sont

H5(P5 pP*) - (H3 + pH,) (P, H- = 0,

H«P3~-H3(P5-HpO = 0;

la première, indépendante de p, représente un plan a mené par

a et perpendiculaire au plan directeur. Le lieu proprement dit

de g est le plan a; on a fait abstraction du plan mené par a et

par la génératrice P5 = P^ = 0 de V\ Le point B décrit

rinlersection de a et V.
Lorsque a coïncide avec la génératrice P5 = P5 = 0, le

point B parcourt la génératrice du second système de \' con-

tenue dans le plan a.

Remarque. — Pour exprimer que la droite

P5-^pP*=0, P, -t-pPe-O (M)

engendre un paraboloïde, remarquons que pour une certaine

valeur p = pi les plans (1 1) sont parallèles. Par suite les para-

métres directeurs de cette droite doivent s*annuler pour p = p^;

les expressions générales de ces paramètres et par suite aussi

celles de l, {ji, v sont divisibles par p — p^. 11 en résulte que
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les équations (4) et (5) de g sont divisibles par p — pj et

après simplifications ne sont plus que du premier et du troi-

sième degré en p.

m

a b sont des rayons homologues de deux faisceaux projectifs.

7. Soient

P, pP, = 0, P3 = 0,

P4 + p^, •= 0, Pe 0,

les équations de a et 6, M et N les centres des faisceaux.

Les paramètres directeurs de ces droites étant ol^^ h- pags ...

et oLj^Q H- page, ... , ceux de g et par suite les quantités H sont

des fonctions du second degré de p.

Les équations de g sont

"«(P. ^- pP»)-(H4-^pH«)P6 = 0;

elles sont de la forme

E + E,p -t- E,p^ ^ Esp' = 0,

F + F.p ¥,p' -H F,p' = 0.

L'élimination de p donne féquation de la surface ((j) :

E E, Eg E3

E El E2 E3

E Ej Ej E3

F F, F5
^ '

F F, F, F5

F F. F, F3

cette surface est donc du sixième ordre.
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La courbe (A) est définie par le système d'équations

F F,p -f- F,p' -4- F,p' = 0,

P, + pP, = 0, P3 = 0;

on conclut de là que les coordonnées x, y, z, t sont proportion-

nelles à des polynômes du quatrième degré en p. Le lieu de A

est donc une quartique unicursale; rinterseclion complète de la

surface (g) avec le plan du faisceau [a] se compose de celte

quartique et de deux généralrices de la surface.

8. Considérons le cas où les droites menées par !VI et N
parallèlement à l'intersection des plans des faisceaux [a], [b]

sont des rayons homologues. Le plan de ces rayons est un

élément double des deux faisceaux formés par les plans qui

projettent les faisceaux [a], [b] à partir de la droite MN; soient

P5 -I- P4 H- p = 0 son équation et = 0 celle du second élé-

ment double des deux faisceaux de plans. Les équations de a et 6

seront

P3 -f- P, 4- -4- pP, = 0, P5 = 0,

P5 P* p qpP, = 0, P4 = 0,

ou simplement

P, + p + pP, = 0. P5 = 0, {i)

P, + p H- qpV, = 0, P, = 0,

q étant une constante.

Les paramètres directeurs de ces droites ayant les valeurs

«43 p««, ... et «34 -^-p^uf ...

ceux de g sont de la forme

ftp -^- f^p\ rthp '"2p^ «ip f'iP^,
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nous prendrons

Les équations de g sont

H5 {Pi + P^ pP.) - (H* + p\h) P5 = 0, (2)

H4 (P3 + ^pPs) — (H5 -H ^pH^) P. = 0. (3)

Comme elles sont du second ordre en p, la surface (g) est du

quatrième ordre. On a fait abstraction des perpendiculaires

communes situées dans le plan des deux rayons homologues

parallèles.

Le point A est déterminé par les équations (1) et (3); il

décrit une cubique.

IV

a et h sont des éléments homologues d'un faisceau de rayons

et d'un si/stème réglé qui sont projecfifs,

9. Soient

P, ^-pP, = 0, P3 = 0, (1)

P.-^pP5 = 0, P«-^pP, = 0 {'2)

les équations de a et 6; le système réglé est d'abord supposé

appartenir à un hyperboloïde V.

Les paramètres directeurs de a et 6 étant

«13 pa23> Pi3 pPiz, Ym, pYn^

«16 («47 aG5)p a57P^

ceux de g et par suite les quantités H sont des fonctions du

troisième degré de p.
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Les équations de g sont

H,(P, -+-pP,)_(n, + pH,)P3 = 0, (3)

(He -y- pH,) (P, pP„) - (H, pH«) (Pe -V- pP,) = 0, (4)

qui sont respectivement du quatrième et du cinquième degré

en p; il en résulte que la surface {(j) est du rieuviènie ordre.

Le point A est déterminé par les équations (1) et (4), d'où

l'on déduit pour x, z, t des expressions du sixième degré

en p; il décrit donc une sextique unicursale.

On verrait de même que la courbe (B) est une unicursale du

sixième ordre.

10. Si les formes [a], [b] ont un élément uni, = h^, qui

correspond à p = 0, représentons deux éléments homologues

quelconques par

P*-^pP. = 0, P, -f-P« = 0, (5)

P, H- pPs = 0, P« -f- pP, = 0. (G)

Leurs paramètres directeurs étant

«46 -^(^U «26) P, etc.,

«46 («47 «Jp «b7p4, etc.,

on trouve pour À, jjl, v des valeurs qui, divisées par le facteur

commun p, sont du second degré en p.

Les équations de g sont

(H* H- He) (P, -h pP,) - (H, pH,) (P, + Pc) = 0, (7)

(He pH,) (P, + pP,) — (H, + pH«) (Pe -f- pPy) = 0
; (8)

on peut les écrire ainsi

hu -y- (hit fhi)p = 0, (9)

/*oi-*-(/^, -^-/ijp-t-/i,«p^ = 0, (10)
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et remplacer la seconde par

hn /»cs
— hit— -+ h^^p = 0, (11)

Les équations (9) et (11) étant du troisième degré en p, la

surface {g) est du sixième ordre. Cependant les équations (9) et

(10) admeileni la solution p = 0, HgP^ — Hi^g = 0, H4 rt Hg

désignant les valeurs de H4 et IJg pour p = 0; il en résulte que

le plan HgP^ — II4P6 = 0 peut être considéré comme faisant

partie du lieu de la droite g. Ce plan est la limite commune des

plans ag^ bg lorsque a et 6 tendent vers a^.

Le point A satisfait aux équations (5) et (9); on en conclut

que la courbe (A) est du quatrième ordre. On peut y joindre la

droite a.

l e point B vérifie les équations (6) et (9), ce qui semble

indiquer un lieu du cinquième ordre. Mais à cause de la solution

p = 0, P4 = Pg == 0, la droite fait partie du lieu. Pour écarter

«1, il suffit d'observer que

fh,~ HeP,- H,Pe = (- HeP» ïî*P7)p,

ce qui ramène l'équation (9) au second degré en p. La courbe (B)

est donc une quartique.

11. Considérons le cas où le système [b] appartient à un

paraboloïde V. Soient alors

P. -t-pP.==0, P5=0;

P* pP» = 0, Pe p« = 0

les équations de a et 6. Les paramètres directeurs de ces droites

étant du premier degré rn p, ceux de g et les quantités H sont

du second degré.

Les équations de g sont

IÏ3(P, + pP.l-(rî. + pH,)P3 = 0,

"c(P* pPs)— (H* -H pH») li\ + pt) = 0;
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comme elles sont respectivement du troisième et du quatrième

degré en p, la surface (g) est du septième ordre. Les courbes (A)

et (B) sont des quintiques unicursales.

Si le faisceau [a] et le système réglé [6] ont un élément uni,

6|, qui correspond à p = 0, on a

«15 : «4fi == (3|3
' ^46 = ri3 * r46,

et les valeurs de X, [x, v après suppression du facteur commun p,

ne sont plus que du premier degré en p. En supposant

on a pour les équations de g

H,(P, -f- pP,) - (H, + pH«) (Pe -f- pl) = 0,

ou [p'q — pq')K^ {p'Iu^ q'h,^) p = 0, (12)

hu + (/»6«— H*0 p — Hs^p' =0. (13)

En additionnant ces équations après avoir multiplié la seconde

par p'q — pq\ on obtient

V'K^ -i- q%, {p'q — pq') [h,,— H.f) - H,«p = 0. (14)

Les équations (12) et (14) étant du second degré en p, la

surface (g) est du quatrième ordre. Les courbes (A) et (B) sont

des quartiques.

12. Si le plan du faisceau [a] est le plan directeur de V

,

les droites {g) sont perpendiculaires à ce plan. Représentons

alors les droites a et 6 par les systèmes d*équations

P, pP* = 0, P5 = 0,

P4-H pP«==0, P5-*- p< = 0,

en supposant les plans P| et perpendiculaires au plan P3.
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L'équation du plan ag est maintenant -4- pPg = 0, et celle

du plan bg est

P, -H pP, e(P3 -H pf) = 0,

sous la condition

S A3 (A, pAs + eA,) =0,

e est donc de la forme f -+ g^.

Les équations des plans ag et bg contenant le paramètre
p

respectivement au premier et au second degré, la surface (g) est

un cylindre du troisième ordre. On voit aussi que les courbes (A)

et (B) sont du troisième ordre.

Cependant, il existe deux génératrices 6|, b^ de V qui sont

parallèles aux rayons correspondants a^, du faisceau [a]. Les

plans ai6|, rz^^g ^^^^ également partie du lieu des droites g, et

on peut joindre aux cubiques (A), (B) respectivement les couples

V

a e< b sont des éléments homologues de deux systèmes réglés

projectifs.

13. Considérons d'abord le cas de deux hyperboloïdes V, Vi.

Les droites o, b étant représentées respectivement par

P, -^pP, = 0. P3-4-pP,= 0; (1)

P« -f- pPe =0, P, p\\ = 0, (2)

leurs paramètres directeurs sont

«15 («1* «-23)^ -+- «wp*, elc,

I

«57 (<^56 o'ôtV «68p*, etc.;
)

par suite, ceux de la perpendiculaire commune g et les quantités

H sont du quatrième degré en p.
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Les équations de g sont

(H, H- p»,) (P. -H pV,)- (H, -4- (P, -4- pV,) = 0, (4)

(H; pH») (P« pPo) — (H» pHe) (P, pPs) = 0. (5)

Comme elles sont du sixième degré en p, les plans a</, bg

enveloppent des développables de la sixième classe, et la sur-

face [g) est du douzième ordre.

La courbe (A) est définie par les équations (1) et (5), qui

donnent pour x^y, z, / des expressions du huitième degré en p;

les courbes (A) et (B) sont donc des unicursales du huitième

ordre.

14. Si les systèmes [«], [b] ont un élément uni, a'= b',

qui correspond à p = 0, nous supposons

P, = pV, + 9P„ P,= p'V, H- q'?,. (6)

Comme on a

«13 ' «67 = Pi3 : ^57 = ris : r67,

les valeurs de \ |i, v déduites des quantités (3) sont, après sup-

pression du facteur commun p, du troisième degré en p, et tel

est aussi le degré des quantités H.

Remplaçons, dans les équations (4) et (5), et P3 par les

valeurs (6) et, par conséquent, et H3 par pHg -h çH^ et

p'W^ H- q'^-i \ nous aurons ainsi pour les équations de g :

{p'q— pq')h^^ {p%i q'h^t ph,, qh^^] p -4- /»^,p' = 0, (7)

^75 (^76 -+-
/'85)i° /'86P^ = 0. (8)

Ces équations étant du cinquième degré en p, la surface (g)

paraît être du dixième ordre Mais la solution p = 0, h^-^ = 0 se

rapporte au plan vers lequel tendent les plans ag et bg lorsque
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a et 6 tendent à se confondre avec a'. Pour écarter ce plan,

ajoutons les deux équations (7) et (8) après avoir multiplié la

dernière par p'q — pq'-, le résultat divisé par p prend la forme

F -H F,p F^p' Fsp' -H F,p*= 0. (9)

L'élimination de p entre les équations (8) et (9) conduit à une

équation du neuvième degré en x, y, z, t pour la surface (g).

Le point B est déterminé par les équations (2) et (9); il

décrit par conséquent une sextique unicursale. Il en est de

même du point A.

15. Si les systèmes réglés [a] *et [6] ont un second élément

uni, a" = b'\ qui correspond à p = oo, on peut poser

P6=rP2 + sP*. Pg^rT^-t- sT„ (10)

«24 • °f68 = p2i ^68 == Yu '' resî

les valeurs de X, \l, v ne sont plus que du second de^ré en p.

Les valeurs (10) de Pg et Pg ramènent l'équation (5) à

h-.^ [rhii 5^*7* ^'^'25 s'Wp [r's— rs')hii^^ = 0. (H

)

La droite g est représentée par les équations (7) et (H), qui

admettent les deux solutions p = 0, = 0 et p= c», h^^= 0
;

ces solutions se rapportent aux limites des plans ag, bg, lorsque

a et 6 tendent à se confondre avec a' ou avec a". En éliminant

^7S et entre les équations (7) et (11), on obtient pour g deux

équations du troisième degré en p, que nous présentons par

\y^flUtP-Ç). + D,p = 0; (H)

f et désignent des constantes, D et D^, des fonctions du
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second degré de p. Il résulte de là que le lieu proprement dit

de g est du sixième ordre.

Le point A vérifie les équations

A(ll«P,-H,P„)-+-D.p = 0,

0. (12)

(13)

qui admettent la solution p = 0, P^^ =- = 0. Pour écarter la

droite a' qui correspond à cette solution, nous déduisons de (1^)

et (13) l'équation

V

V'

9

9'

/;h«

P.

p* ==0 (14)

qui n'est plus que du second degré en p. Des relations (12) et

(14) on conclut que la courbe (A) est une quar(ique unicursale.

On verrait de même que la courbe (B) est du quatrième ordre.

16. Le système [a] appartient à un hyperboloïde V et le

système [b] à un paraboloïde \'. Conservons les notations pré-

cédentes, mais supposons que les plans (2) soient parallèles

pour p = Pl. Alors les expressions générales des paramètres

directeurs de b admettent le facteur p — p^. Les équations (4)

et (0) de 9, après suppression de ce facteur, sont du cinquième

degré en p; donc la surface (g) est du dixième ordre. La

courbe (A), définie par les équations (1) et (5), est une unicur-

sale du septième ordre; la courbe (B) est également de cet

ordre.

Si les systèmes [a] et [b] ont un élément uni qui correspond

à p = 0, la droite g est représentée par les équations (8) et (9),

qui, après simplification, sont respectivement du quatrième et

du troisième degré: donc elle engendre une surface du septième

ordre. Les courbes (A) et (B), qui sont définies par une équation

du troisième degré et deux équations du premier degré en p,

sont des unicursales du cinquième ordre.
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Supposons enfin que les systèmes [a] et [b] aient deux élé-

ments unis, qui correspondent respectivement à p == 0, p = .

Les équations (il) de g étant débarrassées du facteur p — pi

sont du second drgré en p; il en résulte que la surface (g) est

du quatrième ordre. L'équation (14) tombant au premier degré

en p, les courbes (A) et (B) sont des cubiques gauches.

17 Considérons deux systèmes réglés [a], [h] qui appartien-

nent à deux paraboloïdes VJ.

Les droites a et 6 étant représentées par les équations (I)

et (2), les expressions (3) admettent respectivement des fac-

teurs p — pi, p — pj. Les équations (4) et (3) étant divisibles

par le produit (p
—

p[) (p
—

pi), on voit que la surface (g) est

du huitième ordre et que les courbes (\) et (B) sont des sexti-

ques unicursales.

Si les systèmes [n] et [b] ont un élément uni qui correspond

à p = 0, les valeurs générales de X. p., v sont divisibles par le

produit p(p — pi) (p
—

pi). Les équations (8) et (9) de g, après

simplification, sont du troisième et du deuxième degré en p;

par suite, la surface (g) est du cinquième ordre, et les points A

et B engendrent des quartiques gauches.

Si les systèmes [a] et [b] ont même plan directeur sans avoir

un élément uni, et qu'on fasse abstraction des droites g qui s'ap-

puient sur deux génératrices parallèles de ces systèmes, la sur-

face (g) est un cylindre du quatrième ordre; en effet, les quan-

tités X, [JL, V étant des constantes, les équations (4) et (o) sont du

second degré en p.

Les courbes (A) et (B) sont du quatrième ordre.

18 Considérons deux systèmes réglés projeetifs, [a] et [6],

qui sont situés sur un même hyperboloïde V.

Deux droites homologues a et 6 peuvent être représentées par

les équations

P, 4- pP, =0, Pa-i- pP* = 0, (15)

P, + ppP,= 0, [\^ppP, = 0; (16)



( 23 )

les éléments doubles des deux systèmes correspondent respecti-

vement à p = 0, p = X . Les paramètres directeurs de a et 6

étant

«13 («14 ^i7,)p '3tJ4p^ etc.,

«13 P(au «sOp ^up\ etc.,

les quantités X, {ji, v, après suppression du facteur p, seront des

fonctions du second degré de p.

Les équations de g sont

(H3 -h pH,) (P. + pPJ - (H, pH,) (P3 -f- pP,) = 0,

(IÏ3 ^ pç\],) (P, -H />pP,) - (H, ^ /ï^H,) (P3 + ppP,) = 0,

ou

^51 H- (/i32 ^4.) P /i*2P* = 0, (1 7)

-H p(h,i + ^*^«P* = 0. (18)

Elles admettent les solutions p= 0,^31 = 0 et p= oo
, ^42= ^»

qui correspondent aux limites vers lesquelles tendent les plans ag

et bg lorsque a et 6 se rapprochent indéfiniment vers un élément

double. Pour écarter ces plans, éliminons h^i et Â42 entre les

équations (17) et (18); nous aurons

hzi -4- (I -4- p]hiiç = 0, (19)

(p-+-1)/î5, A3, = 0. ("20)

Ces équations étant du troisième degré en p, la surface {g) est

du sixième ordre.

La courbe (A) est définie par les équations (15) et (20); en

remplaçant par

H5(-pP.)-H,(-pP,s

et divisant ensuite par p, on voit que cette courbe est du qua-

trième ordre.
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19. Si les systèmes [a] et [6] sont en involulion, on a p= — 1;

les équations (17) et (18) peuvent être remplacées par les sui-

vantes :

/î3* ^1 = 0, = 0, (21)

qui sont de la forme

E E,p^ = 0, F F^p* F,p* = 0.

L'élimination de p conduit à une équation du troisième degré

en P|, P^, P3, P4, de sorte que la surface (g) est du troisième

ordre.

Les points A et B décrivent la même quartique.

20. Examinons enfin deux systèmes projectifs, [a] et [6],

situés sur un même paraboloïde V. En représentant encore a et 6

par les équations (13) et (16), nous supposerons les plans (15)

parallèles pour p == pj, et les plans (16) parallèles pour p = p^.

Les équations (19) ei (20) sont alors divisibles par le produit

(p — pi) (p
—

pi) ; il en résulte que la surface (g) est un cylindre

de second ordre et les points A et B appartiennent à une même
cubique gauche.

21 Si les systèmes [a] et [b] sont en involution, la première

des équations (21), après simplification, est indépendante de p;

donc la droite g engendre un plan perpendiculaire au plan

directeur de V^ et le lieu des points A et B est la conique

suivant laquelle le plan (g) coupe le paraboloïde.
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SUR

LES ELLIPSES TRITANGENTES

Dans une étude précédente (*), nous avons établi ^géométri-

quement les propriétés des ellipses tritangentes à une hypo-

cycloïde à trois rebroussements; il nous a paru intéressant de

donner des démonstrations analytiques de quelques-uns de

ces théorèmes. La démonstration de la propriété des ellipses

considérées d'être triplement tangentes à une hypocycloïde à

trois rebroussements dépend d'un théorème d'une portée très

générale et que nous croyons nouveau. Dans un autre travail,

nous étendrons ce théorème à l'espace à trois dimensions et

nous en tirerons quelques conséquences relatives à la théorie

des enveloppes.

1. Soient

les équations de deux lignes planes ueiv, t désignant un para-

mètre variable. Nous supposons les fonctions F el f uniformes

A 01 HÏPOCÏCLOIDE A TROIS EEBSODSSEMEKTS

F(x,y,t) = 0, f{x,y,t)=0. (t)

(*) Sur Vhypocycloïde à trois rebroussements. (Mémoires de la Société

ROYALE DES SCIENCES DE LiÉGE, 3« série, t. VI, 1906.)
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et continues ainsi que leurs dérivées partielles. Lorsque t varie,

les lignes u ei v ont pour enveloppes deux courbes U et V, et

leurs points d'intersection décrivent une ligne c dont l'équation

s'obtient en éliminant t entre les équations (1).

L'équation de U résulte de l'élimination de t entre les

équations

¥i,uy.t) = 0. ^ = 0. (2)

Cette ligne louche généralement une ligne u aux points

définis par les équations (2). Cependant il peut arriver qu'un

point défini par les équations (2) soit un point singulier de m;

nous admettons ici que les systèmes de courbes u et v n'ont

que des points singuliers isolés.

Soit (X(, yi, ^^) un système de solutions des équations

F(.r, y, î) = 0, f(x, y, t) = 0, Ft(x, y, t) = 0 ; (3)

le point Mj (^i, î/i) appartient alors à la fois à la lignée et à

l'enveloppe U. Les lignes c et l] sont tangentes en Mj.

En effet, U est définie par les équations

¥U.y,t) = 0, ¥l(x,y,t) = 0.

Supposons que = 0 ; on tire t = iù(x,y); l'équation de U
sera ¥(x, y, w) = 0 et le coefficient angulaire de la tangente

sera déterminé par

¥,:^(x, y, w) 4- F;(^', y, w)//' -f- F^(wj, + (ù'yy') = 0.

Or, au point M|, est identiquement nulle, parce que w est

la valeur de t tirée de l'équation FJ = 0; l'équation précédente

se réduit à

¥;ax, y, w) + ¥y{x, y, iù)y' = 0.

De même, la courbe c est définie par

¥(x,y,t) = 0, f{x,y,t) = 0,
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et si (le f(x, y, t) =0 on tire t = z(x, y), l'équation (Je c sera

^{^> y* ^) = 0. Le coefficient angulaire de la tangente sera

déterminé par

F;(a;, y, £) + f;(^, y, e)y' + f;(£; + hy') - o.

Au point e(a?, î/) est la valeur de t qui correspond aux

courbes m et v qui passent par ce point ; donc Fé est nulle, car

le point M| est sur la courbe U. L'équation précédente donne

donc pour y' la valeur trouvée plus haut, et par conséquent les

lignes c et U se touchent en Mj.

Cependant, si au point on avait F^^ = 0, F^'^ 0, c'est-

à-dire si Ml était un point singulier de m, les courbes c et U
ne seraient pas nécessairement tangentes en ce point. Dans ce

cas, Ml serait aussi un point singulier de c, car les dérivées

partielles du premier membre de l'équation de cette courbe

sont

F. + . F y + f;-J';
dx dy

ces dérivées sont nulles puisque F^ = 0, Fy = 0, FJ 0.

2. Le raisonnement précédent est en défaut si ^x+^yy'=<^ ;

or on a identiquement f{x, y, e) = 0, donc

/'^ + /;v + ré + =--0.

On en conclut qu'en général l'hypothèse + s^y' = x est

équivalente à = 0 (*).

Prenons par exemple pour f= 0 l'équation

f {x, y,t)= ^ (x, î/, 0 + 4^ (^^ y> t) F {X, y, t) = 0.

(*) Le point M, est alors commun aux deux lignes U et V.
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L'élimination de l entre cette équation e( F = 0 donne

(f(x, y) = 0. La fonction cp étant arbitraire, la courbe c ne sera

pas en général tangente à U. On se trouve en effet dans le cas

d'exception que nous venons d'indiquer, car on a

/; = ^ . f; + F . Yt,

et les hypothèses F ^ 0, FJ = 0 enl rainent fl
= 0.

3. Si au point on avait F'^ = 0, la courbe u aurait en

ce point un contact du second ordre avec son enveloppe U.

En dérivant l'équation (4) et en taisant dans l'équation

obtenue F^ = 0, F'^ = 0, on verrait que y" a la même valeur

pour les courbes c et U ; ces courbes ont donc, dans ce cas,

un contact du deuxième ordre au point Mj. En particulier, si

la courbe u a dans toutes ses positions un contact du deuxième

ordre avec son enveloppe, les courbes c et U ont un contact

du deuxième ordre aux points M^, iM^, ...

Cette remarque peut évidemment être étendue aux contacts

d'ordre supérieur.

4. Nous passons maintenant à l'étude des ellipses tritan-

gentes à une hypocycloïde à trois rebroussements.

Considérons un cercle de centre 0 et de rayon R et deux

diamètres rectangulaires AA' et BB' que nous prenons comme
axes coordonnés. Si nous portons sur la circonférence deux

arcs AM = — 28, AN = 46 (*), l'équation de la droite MN, que

nous désignerons par w, sera

¥{Xy 9) = 0^ cos 8 -f 2/ sin 9 — R cos 38 = 0. (o)

(*) L'angle 20 porte le nom à!angle directeur de la droite MN, les points

M et N sont appelés respectivemenl point primaire et point secondaire de

cette droite.
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Lorsque fl varie, u enveloppe une hypocycloïde à trois

rebrousseinents que nous désignons par U. Soit V la courbe

symétrique de U par rapport à un point C(a, p), et soit v la

tangente à cette courbe qui est perpendiculaire à u; son équa-

tion s'obtiendra en remplaçant dans l'équation (5) x, y par

2a — a?, 2(3 — y et 8 par J + 0 ; cette équation est donc

f{x, y, 0) = (2a— X) sin 0 — (2p — y) cos 8 + R sin 36 = 0. (6)

Soit c le lieu du point d'intersection P des lignes u et v;

cette courbe sera tangente (§ 1) aux hypocycloïdes U et V.

Pour effectuer l'élimination de 8, nous mettons les équations

(5) et (6) sous la forme

(x— a) ces 8 -|- (i/ — P) sin 8 = R cos 38 — a cos 8 — {i sin 8
;

(j:— a) sin 8 — (î/ — [3) sin 8 = R sin 38 + a sin 8 — p cos 8,

on en tire

a;— a = R cos 28 — a cos 28 — ^ sin 28,

— (3 = — R sin 28 — a sin 28 + p cos 28. ^ ^

Kn éliminant 28, on obtient

[?(X _ a) - (R - a) (i/ - !3)f + [^(y_ _ (R + a) (a; - a)J

= (a-3+p— (8)

Ainsi la courbe c est une ellipse ayant pour centre le

point C.

5. D'après le théorème que nous avons démontré au

§ 1, l'ellipse c est tangente à l'hypocycloïde U en un

certain nombre de points; nous allons déterminer ces points

de contact.
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Ces points sont donnés par les équations

F(x, y, B) = (x ces 9 + î/ sin 0 — U cos 38 = 0,

Fb(x, y, h)= — xsmh-^y cos h + 3K sin 89 = 0,

f(œ, y, B) = (2a — x) sin B — (2fi — y) cos 8 + R sin 39 = 0.

En retranchant la deuxième équation de la troisième, on

obtient

a sin e — p ces 8 — R sin 38 = 0.

Cette équation détermine les valeurs de 8 correspondant aux

points de contact. Elle se déduit de l'équation (5) de la droite u

en y remplaçant a, |3, 8 par — a, — p, | -|- 8; elle exprime

donc que la tangente en chacun des points de contact est

perpendiculaire à l'une des tangentes menées à U par le symé-

trique de C par rapport à 0.

Ainsi Vellipse c est tritangente à l'hypocycloïde, et les tangentes

communes à ces courbes forment un triangle principal (*) ayant

pour orthocentre le symétrique Ci de C par rapport à 0.

On sait que le point 0 est le centre du cercle d'Euler de

tout triangle principal ; on déduit de là que le centre C de

VeUipse c est le centre du cercle circonscrit au triangle formé par

les tangentes communes.

6. Lorsque a et varient, l'ellipse c varie en restant

tritangente à l'hypocycloïde U.

Lorsque Tellipse variable passe par un point fixe Q(3c'yy'),

et si l'on considère a et p comme les coordonnées courantes,

l'équation du lieu de son centre s'obtiendra en éliminant 8

(*) Nous appelons triang-le principal d'une hypocycloïde à trois rebrous-

senaents. un triangle formé par trois tangentes perpendiculaires aux

tangentes menées d'un point II à cette courbe. Ce triangle a pour ortho-

centre le point H et ses droites de Simson sont tangentes à l'hypocycloïde.
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entre les équations (5) et (6) où l'on a remplacé x ei y par

x' et y' :

(28 — y') sin 9 — (2a — x') ces 9 R sin 39. (10)

Si 9j, 9^, 93 sont les valeurs de 9 déduites de l'équation (9), le

lieu de C se composera des trois droites

(2t/ — y') cos 9i
— (^x — x') sin %=R sin 39, . (i = 1, % 3) (H)

Or, l'équation (9) indique que 9j, 9^, 95 sont les valeurs de 9

correspondant aux tangentes menées par Q à l'hypocycloïde, et

l'équation (10) se déduit de l'équation d'une de ces tangentes

en y remplaçant x, y, 9, par ^x — x\ %j - ?/', ^ + 9^. Les

droites représentées par l'équation (11) sont donc les homo-

thétiques par rapport à Q des tangentes perpendiculaires aux

tangentes menées par Q, le rapport d'homothétie étant 1 : 2.

Le point Q étant l'ortliocenlre du triangle formé par ces trois

tangentes, on voit que lorsque l'ellipse c passe par un point fixe Q,

le lieu de son centre se compose de trois droites perpendiculaires

aux tangentes menées par Q à \] et formant un triangle inscrit

au cercle 0 et ayant Q pour orthocentre.

7. Il résulte de ce qui précède, que l'équation (8) doit

être décomposable en un produit de trois facteurs du premier

degré en a et [3. La possibilité de cette décomposition peut se

démontrer directement; si l'on pose

ic' cos 9 + 1/' sin 9 = R cos 39,

A = p(a;— a) — (R — a)(i/

B = P(2/-P)-(R + a)(«

C = a2+|32— R2,

l'équation (8) est de la forme

A2 + = O.
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Si Ton considère a et p comme les coordonnées courantes,

les équations A = 0, B = 0 représentent deux coniques passant

par le point a = x, ^ = y; les trois autres points d'intersec-

tion se trouvent sur le cercle C ^ 0, car en faisant le produit

des deux premières équations mises sous la forme

P(a;-a) = (R-a)(v-(3),

(3(^/-P) = (R + a)(a;-a),

on retrouve l'équation C = 0. Les trois coniques A = 0,

B = 0, C = 0 ont trois points communs; donc la cubique

A2 4- B2 = a trois points doubles et doit se décomposer en

trois droites.

8. Si l'on transporte l'origine au point l'équation (8)

devient

y^[p^ + (R - ay] - mpxy + + (R + a)-^]

_(a3 + p^_R-.)2. (14)

Soit (i) l'inclinaison d'un axe de symétrie de c sur l'axe

des X. Cet angle est donné par l'équation

tg^co— 2ptgw-i==0.

Si l'on désigne par cp l'angle AOC, on a donc

tg 2w — tg cp,

d'où

CD U cp

w = — ou w=- — î (12)
2 2 2

L'équation aux carrés des longueurs a et 6 des demi-axes est

Z2— 2(a^ + + R^JZ + (a2 + p^— R^ = 0,

d'où

a = o + R, i,= |8_R|, (13)

8 représentant la distance OC.



Il résulte des formules (12) el (13) que si l'ellipse c se déplace

en reslant de forme et de grandeur constantes^ son centre décrit

un cercle du centre 0 et ses axes enveloppent deux hypocycloïdes.

9. Proposons-nous de construire la tangente en un

point P de l'ellipse c. Désignons par y son inclinaison sur

l'axe des x; en dérivant les équations (7), on obtient

^_dy _P sin 20 + (K + aj ces 26

^^^^^dx^ P cos 20 f (K — a) s\n¥i

ou

R cos 20 + 0 cos (20 — cp)

" — Rsin -iO + osin (20 — cp) '

^

Soit C le symétrique de C par rapport à la parallèle menée

par 0 à la droite MN
;
l'angle AOC est égal à tt -h 20— <p et

les coordonnées de M sont R cos 20 et — R sin 20, donc

tgy = ;-•

Un ^c"

La tangente en P est donc perpendiculaire à MC.

10. Cherchons l'inclinaison Y de la tangente au point

P de l'ellipse c sur un axe de cette courbe, par exemple sur

•elui qui fait avec OA un angle égal à — |. On a

CD

tgy + tgl

d'où, en remplaçant tgy par sa valeur (14),

.gT'-^5Co,g(26-|



( i2 )

Il résulte de là que si 8 est constant, c'est-à-dire si Tellipse c

se déplace en restant de forme et de grandeur constantes, les

formules (7) donnent les coordonnées d'un même point de

l'ellipse mobile, pourvu que l'on remplace dans ces formules

a et p par 8 cos cp et 8 sin et que l'on suppose que 29 —
|

conserve une valeur constante.

11. Lorsque l'ellipse c se déplace en restant de forme

et de grandeur constantes, elle a une enveloppe dont fait

évidemment partie l'hypocycloide ; mais comme une ellipse

variable touche son enveloppe en quatre points, l'enveloppe

complète de c doit comprendre une courbe complémentaire

que nous allons déterminer.

En remplaçant dans les formules (7) a et [3 par 8 cos cp et

8 sin (p, on peut les mettre sous la forme

;r = R cos 28 + 28 sin 8 sin (8 — cp),

î/ = _Rsin 28— 28 cos8sin(8— cp).
^ ^

Considérons la courbe définie par les équations

= K cos 28 + 28 sin 8,

// = — R sin 28 — 28 cos 8.
^

Cette courbe est une hypotrochoïde k engendrée par le

roulement d'un cercle de rayon 8 à l'intérieur d'un cercle de

rayon 38 et de centre 0, le point générateur étant à une

distance égale à R du centre du cercle mobile.

Si l'on dérive les équations (15) et (16), on obtient pour

l'ellipse

2R sin 28 + 28 sin (28 — cp),

(17)

2R cos 28 — 28 cos (28 — cp).

(Ix

û(8

dy



ei pour rhypoirochoïde

dx
-V- = — 2R sin 20 + U cos 8,

-I =— 2R cos 26 + 2(i sin 9.

Si l'on suppose 8 = ^ h- cp, les formules précédentes donnent

pour oj, y, ^ les mêmes valeurs pour l'ellipse et l'hypo-

trochoïde. Les courbes c et sont donc tangentes au point K

défini par B = ^ H- cp, c'est-à-dire que le point K est situé sur

la tangente à I hypocycloïde U parallèle à OC. La courbe com-

plémentaire cherchée est la courbe A.

12. Soient c et c/ deux positions différentes de l'ellipse c,

K et K' les points de contact de ces courbes avec k. Faisons

coïncider c' avec c, et soit la position prise alors par sur

l'ellipse c; nous convenons de dire que les arcs KKi de l'ellipse

et KK^ de l'hypotrochoide sont des arcs correspondants de ces

courbes. Nous allons démontrer qu'il existe un rapport constant

entre deux arcs correspondants quelconques des courbes c et fe,

c'est-à-dire que le mouvement d'une ellipse de forme et de grandeur

invariables qui se déplace en restant Iritangente à l'hypocycloïde U
se réduit à un roulement uniforme sur l'hypotrochoide k accom-

pagné d'un glissement également uniforme sur cette courbe.

Désignons par s et par s' les arcs KK' et KK
| ; les formules

(18) et (17) donnent

= 2 + 0^ + 2oK cos (49— cp),
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d'où, en désignant par C le centre de c' et par cp' Tangle AoC

2

I

.v' - [Vk^ + + 28R cos (49 —
-f)

dO.

fl

Il reste à établir la relation entre les limites supérieures

et 9'. Or K' et étant des points correspondants des ellipses

c' et c, on a (§ iO)

d'où

2 2

Donc la limite supérieure de la seconde intégrale est

' 2 ' ^ ^ 4 2^4
Transformons la seconde intégrale en posant

49-cp^^ + 3e;

on obtient

3
R2 ^ 32_ sin 36^/6 = -5.

4

Le rapport des arcs s et s' est donc constant et égal à 1



( 15 )

13. Proposons-nous de déterminer les points de ren-

contre de Tellipse c avec le cercle tritangenl à Thypocy-

cloïde U.

Mettons les équations (7) sous la fornie

X = R ces 26 + 2 siii 9 (a sin 9 — ces 0) ;

î/ — R sin 29 — 2 ces 9 (a sin 9 — 3 cos 9),

on en tire

a2-f î/2=R^-f 4(asin9— pcos9y + 4Rsin:Vi (asin9— [!lcos9).

Si l'on suppose x- -[- 1/^ ^ cette équation se décompose

dans les deux suivantes :

a sin 9 — (3 cos 9 = 0,

a sin 9 — p cos 0 + R sin 39 = 0.

La première indique qu'un des points d'intersection se

trouve sur la tangente à l'hypocycloïde qui est perpendiculaire

à OC ; la seconde, que les trois autres points de rencontre sont

situés sur les tangentes à l'hypocycloïde qui sont perpendicu-

laires aux tangentes menées par C.

Si deux de ces tangentes coïncident, le point C sera un point

de l'hypocycloïde; mais dans ce cas, deux des points de ren-

contre de c avec le cercle 0 coïncident. Donc, si une ellipse a

son centre sur U et est tritangente à celte courbe y elle sera aussi

tangente au cercle tritangent à l'hypocycloïde.

14. L'hypocycloïde étant une courbe du quatrième ordre,

doit avoir, outre ses trois points de contact avec l'ellipse c,

deux points communs avec cette courbe. Proposons-nous de

déterminer ces points.
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Les coordonnées du point de contact d'une tangente à

riiypocycloïde dont l'angle directeur est Gi sont

Ce point sera situé sur c si ses coordonnées vérifient les

équations

(2a — x) sin G — (2^ — y) ces G + R sin 3G 0. (21)

Pour obtenir Gj, il faut éliminer x, y, G entre ces quatre

équations.

Remplaçons d'abord i et y par les valeurs (i9) dans l'équa-

tion (20); on obtient successivement

(2 ces 2Gi — ces 4Gj ces G — (2 sin SG^ -f sin 4Gi) cos 3G,

2 cos (2Gi + ^) — ces (4Gj — G) = cos 2G,

cos (29i + G) — cos (4G,— G) = cos 8G — cos (2G, + G),

2 sin 3Gi sin (G^— G) = 2 sin (2G -f G,) sin (G^— G).

Nous écartons la solution Gi = G -f Ktt qui donnerait un des

points de contact de c et U. On a donc

3G, = n-rz + 2G -h G, ou 39, 2fe- + ti — 2G — G,.

La première solution doit être rejetée, car elle donnerait

encore G^ = G + Ktt; la seconde donne

a?-:2Rcos 2Gi— Rcos

2/ — 2R sin 2G, — R sin 4G,.
(19)

a; cos G + 2/ sin G = R cos 3G, (20)

Q = Utz -I-
— 2e,.
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Remplaçons 9 par cette valeur et a?, y par les valeurs (19)

dans l'équation (!21) mise sous la l'orme

2a sin 9 — 2^ ces 9 = a; sin 8 — // ces G — R sm 39.

Nous obtenons

2a cos 29i— 2^ sin 29^

= (2K cos 29i— R cos 49^) cos 29^ + (2R sin 29^ + R sin 49,)

sin 29i + R cos 69^

ou

acos29i — psin29i=- R. (22)

Or l'équation qlx -\- = représente la polaire de C pnr

rapport au cercle OetRcos29i; — Rsm29i sont les coor-

données du point primaire de la tangente à rhypocycloïde au

point que nous cherchons. Donc, les tangentes menées à rhypo-

cycloïde en ses points de rencontre avec l'ellipse c ont pour points

primaires les points de contact des tangentes menées de i] au

cercle 0.
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SUR
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CERTAINS ûDilTElES VABIABLES DE DROITES

Je me propose d'étudier la surface engendrée par les

quadrisécantes de quatre droites a, b, c, d dont l'une au moins

est variable. Une telle droite sera représentée par g et son lieu

géométrique par Lorsque les droites a, 6, c, d, ou certaines

d'entre elles, décriront des faisceaux de rayons, j'appellerai les

plans de ces faisceaux a, p, y, 5 et leurs sommets A, B, C, D.

Je désignerai par (a, 6, c) la quadrique réglée ayant pour direc-

trices a, b, c, et par cône (P, a, b), le lieu géométrique de la

droite d'intersection des plans Pa, P6, P étant un point fixe et

les droites a, 6 variant d'après une loi donnée.

1. Dans la suite, j'emploierai fréquemment la proposition

suivante :

Le cône (P, a, b) est du second ordre lorsque sl et b sont des

rayons homologues de deux faisceaux projeclifs ; il est du troisième
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ordre si a engendre un faisceau et h un système réglé projectif avec

le faisceau [a]; il est du quatrième ordre lorsque a et h sont des

éléments homologues de deux systèmes réglés projectifs.

Dans le premier cas, les plans Pa et Vb se correspondent

dans deux faisceaux projectifs; le lieu géométrique de leur

intersection est donc un cône du second ordre.

Dans le second cas, Pa engendre un faisceau du premier

ordre et P6 un faisceau du second ordre; ces faisceaux étant

projectifs, le cône est du troisième ordre.

Enfin, si a et b sont des rayons homologues de deux systèmes

réglés projectifs, Pa et Pb engendrent des faisceaux du second

ordre projectifs et le lieu considéré est du quatrième ordre.

Je m'appuierai aussi sur le théorème suivant :

Étant données dans l'espace deux droites, d et d', supports

de deux ponctuelles entre lesquelles il existe une correspon-

dance (m, m'), la droite qui joint deux points homologues

engendre une surface d'ordre m -f m'; les directrices d' sont

des droites de la surface respectivement d'ordres m' et m.

2. M. J. Neuberg a déterminé le nombre a des quadri-

ques {a, 6, c) passant par un point quelconque de l'espace,

dans les cas suivants :

l*' a et 6 sont fixes, c est un rayon variable d'un système

réglé : {A = 2;

2" a est fixe, 6 et c sont des rayons homologues de deux

faisceaux projectifs : u = 2;

5° a est fixe, 6 et c sont des éléments homologues quelcon-

ques d'un faisceau de rayons et d'un système réglé qui sont

projectifs : p. = 3 ;

4« a est fixe, 6, c sont des rayons homologues de deux sys-

tèmes réglés projectifs : = 4;

5° a, b, c sont des rayons homologues de trois faisceaux de

rayons projectifs : ^ 5;

6" a, b, c sont des rayons homologues de deux faisceaux et

d'un système réglé qui sont projectifs : jjl = 4;
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7° a, h, c sont des éléments homologues d'un faisceau de

rayons et de deux systèmes réglés projectifs;

S** a, 6, c sont des éléments homologues de trois systèmes

réglés projectifs ; ^ = 6(*).

Ces résultats nous serviront dans notre étude.

3. a, b, c sont fixes et d décrit un faisceau.

Une droite s'appuyant sur a, b, c rencontre un rayon d et

n'en rencontre qu'un seul. La surface S est donc la quadrique

(a, 6, c).

4. a, b sont fixes, c et d sont des rayons homologues de

deux faisceaux projectifs.

Soit P un point de a. Le cône quadratique (P, c, d) (1) est ren-

contré par h en deux points. 11 passe donc deux droites g par

tout point de a ou par tout point de b. 2 est donc une surface

du quatrième ordre dont a et 6 sont des directrices doubles (1).

La transversale des droites a et 6 menée par C est une

droite g ; il en est de même de la droite joignant les points

d'intersection de a et 6 avec le plan y. La section de la surface

par le plan de l'un des faisceaux se compose donc d'une droite

et d'une cubique passant par le sommet du faisceau. La droite yS

coupe les faisceaux [c] et [d] suivant deux ponctuelles projec-

tives dont les éléments doubles E, F appartiennent à la

cubique. Les deux droites g qui s'appuient sur les rayons CE,

DE sont : 1° l'intersection des plans Ea, E6; 2" la droite qui

joint les points de rencontre du plan CEI) avec les droites a,

b. La droite CD rencontre H en quatre points qui sont C, D et

les points situés sur les droites joignant les points de ren-

contre de a et 6 avec le plan CED ou CED.

(*) J. Neuberg, Sur quelques systèmes de quadriques réglées. (Mémoires

DE LA Société scientifique de Bruxelles, t. XXXIV.)
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5. di est fixe, b, c e< d sont des rayons homologues de trois

faisceaux projectifs deux à deux.

Il existe trois quadriques réglées (b, c, d) passant par un

point quelconque de l'espace (2). Il passe donc trois droites g

par un point quelconque de a, et a est une directrice triple de

la surface.

Un plan u, mené par a, coupe 6, c, d en C, D^ Les

ponctuelles [B'], [C ], [D'] qui ont pour supports respectifs les

droites 7r|3, Tcy, 7:8 sont projectives deux à deux ; les droites B'C

et B'D' enveloppent donc des coniques touchant la droite

les trois autres tangentes communes à ces courbes sont trois

droites g du plan u. La surface S est coupée par le plan t.

suivant trois droites simples et une droite triple : elle est donc

du sixième ordre.

Le cône (B, c, d) est du second ordre (1); deux de ses géné-

ratrices rencontrent donc a et sont, par suite, des droites g.

B, D sont donc des points doubles de S.

Soit K le point de rencontre de a et |3 ; le cône quadratique

(K, c, d) est coupé par le plan ^ suivant deux droites qui

appartiennent à S. Le plan de l'un des faisceaux coupe donc

la surface suivant deux droites et une gnartique passant deux

fois par le sommet du faisceau.

Par un raisonnement analogue à celui que nous avons

indiqué à la fin du cas précédent, on trouve les deux points

autres que les points doubles C, D, où la droite CD rencontre

la surface 11.

6. a, b, c, d sont des rayons homologues de quatre fais-

ceaux projectifs deux à deux.

Les quadriques (b, c, d) passant par A sont au nombre de

trois (2). A, B, C et D sont donc des points triples de S.

L'ordre de la surface pourra être établi en déterminant le

nombre de ses points situés sur la droite AB. Il est d'abord

évident que cette droite n'appartient pas au lieu, car elle

s'appuie sur des rayons c et non homologues. Les faisceaux
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|a], [b] sont coupés par la droite suivant deux ponctuelles

projectives qui ont deux points doubles E et F. Le plan ABE
coupe les rayons c, d homologues de a = AE en des points

situés sur une droite g ; le plan ABF en détermine une seconde.

Ces deux droites rencontrent AB puisqu'elles se trouvent dans

des plans menés par AB. On obtient donc huit points du lieu

sur A B, et S est du huitième ordre.

Le plan a contient trois droites g. En effet, les rayons b, c, d

coupent les droites a^, ay, a8 en des points B^ C^ D' qui

engendrent des ponctuelles projectives deux à deux. Les

droites B'C, B'D' enveloppent des courbes du second ordre

tangentes à la droite afi; les trois autres tangentes communes

à ces coniques sont les droites g du plan a. La section de S par

l'un des plans des faisceaux se compose de trois droites et

d'une quintique ayant un point triple au sommet du faisceau.

On peut démontrer qu'une droite quelconque / rencontre E

en huit points. A cet effet, considérons une quadrisécante g^

de a, 6, c et une quadrisécante g^ de /, b, c, d; soient et

les points d'intersection de ces droites avec l. Il passe trois

droites g^ par ou trois droites g^ par Xg (5). Comme
quatre droites admettent deux quadrisécantes, les points X^, Xg

sont liés par une correspondance (6, 6). Mais parmi les douze

coïncidences, il faut en excepter quatre qui ne donnent pas

lieu à des droites de 2. Ainsi, lorsque 6 et c sont dans le

même plan, ce qui se produit deux fois, les droites gi, g^

passent par le point d'intersection du plan 6c avec / sans

coïncider. De même, lorsque l'une des droites 6, c rencontre

la coïncidence des points X^ et X^ n'entraîne pas celle de

^1 et g.,.

7. a, b, c sont fixes, d est un rayon quelconque d'un

système réglé.

Une droite s'appuyant sur a, 6, c rencontre deux génératrices

du système réglé; c'est donc une droite double de la surface.

Le lieu est donc la quadrique (a, 6, c) comptée deux fois.
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8. a, b sont fixes, c d engendrent un faisceau de rayons

et un système réglé projectifs.

Le cône (A, c, d) qui a pour sommet un point A de a est

du troisième ordre (1). Ses trois génératrices rencontrant b

sont des droites g. U en résulte que S est une surface du

sixième ordre dont a et 6 sont deux directrices triples.

La droite qui joint les points de percée de a et 6 avec y est

une droite double de la surface : en effet, elle rencontre deux

rayons du système réglé. Il en est de même de la droite

d'intersection des plans Ca et Cb. D'après cela, la section de 2
par le plan y se compose d'une droite double et d'une quartique

ayant un point double en C.

9. a, b sont fixes, c et d sont des rayons homologues de

deux systèmes réglés projectifs.

Le cône (A, c, d) ayant pour sommet un point quelconque A
de a est du quatrième ordre (1). On en déduit qu'il passe

quatre droites g par A. 1 possède donc deux directrices qua-

druples et est du huitième ordre.

10. a est fixe, h, c et d sont des rayons homologues de deux

faisceaux et d'un système réglé projectifs.

U passe quatre quadriques (6, c, d) par un point quelconque

de a (2) ; cette dernière droite est donc une directrice quadruple

de la surface.

Le cône du troisième ordre (B, c, d) (1) est coupé par le

plan Ba suivant trois droites g passant par B : les sommets

des faisceaux sont donc des points triples de il.

Le plan Ba contient encore une autre droite g ; car ce plan

coupe p suivant un rayon 6 et en M et N les droites c et d qui

lui correspondent ; MN est une droite g.

La surface S est coupée par le plan Ba suivant huit droites

dont quatre coïncident avec a : elle est donc du huitième ordre.
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Il existe deux autres droites g s'appuyant sur la droite de

jonction des sommets des faisceaux; on les obtient dans les

deux plans qui contiennent à la fois un rayon b et un rayon c.

Soit K le point d'intersection de a avec p. Le plan p coupe

le cône du troisième ordre (K, c, d) suivant trois droites g. Le

plan [3
coupe donc S suivant trois droites et une quintique

ayant un point triple en B; cette courbe passe par K.

11. a est fixe^ h, c et d sont des rayons homologues d'un

faisceau et de deux systèmes réglés projectifs.

Les quadriques (b, c, d) passant par un point quelconque de

a sont au nombre de cinq (2) : a est donc une directrice quin-

tuple de la surface.

Le cône (B, c, d) est du quatrième ordre (1) ; il passe donc

quatre droites g par B. Enfin le plan Ba qui passe par un

rayon du faisceau [b] contient une autre droite du lieu. On

obtient donc dix droites g dans le plan Ba, et S est du dixième

ordre.

Le plan p contient quatre droites g passant par le point

d'intersection K de a avec ,3; cela résulte de ce que le cône

(K, c, d) est du quatrième ordre. Le plan (3 coupe donc S sui-

vant ces quatre droites et une sextique ayant un point quadruple

en B ; cette courbe passe par K.

12. a est fixe, b, c et d sont des rayons homologues de

trois systèmes réglés projectifs deux à deux.

Les quadriques (b, c, d) passant par un point de a sont au

nombre de six (2) ; on en déduit que a est une directrice sex-

luple de H.

L'ordre de H peut s'obtenir en cherchant le nombre de ses

points situés sur une droite quelconque /. A cet effet, consi-

dérons une quadrisécante g^ du groupe a, 6, c, / et une quadri-

sécante g^ du groupe a, c, d, l; soient Xi et leurs points

d'intersection avec /. Par Xj il passe quatre droites gi (9). A
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chacune d'elles il correspond un groupe a, b, c qui donne

naissance à deux quadrisécantes les points X, et sont

donc liés par une correspondance (8,8). Il est facile de prouver

que quatre des seize coïncidences ne sont pas des points de li.

Soit P l'un des points où / rencontre le système (c). Les points

Xi et Xq peuvent coïncider en P sans que Qi et coïncident.

De même, si l'on considère l'un des deux rayons c s'appuyant

sur a, on obtient dans le plan ac deux droites ^i, distinctes,

mais passant par le même point de /. Il ne reste que douze

coïncidences, et la surface est du douzième ordre.

13. a, b, c, d sont des rayons homologues de trois fais-

ceaux et d'un système réglé projectifs.

Il passe quatre quadriques (b, c, d) par A. Les sommets des

faisceaux sont donc des points quadruples de X.

Lorsque les rayons a et 6 sont dans un même plan, on obtient

une droite g située dans ce plan. La droite AB rencontre donc

la surface en deux points quadruples et deux points simples,

et E est du dixième ordre.

Déterminons le nombre des droites g du plan a; soit m une

droite quelconque de ce plan. Les quadrisécantes de m, 6, c,

d engendrent une surface de huitième ordre dont m est une

directrice quadruple (10). Le plan a coupe celte surface suivant

quatre droites qui sont les droites g cherchées. Il en résulte

que la section de S par le plan de l'un des faisceaux se

compose de quatre droites et d'une sextique ayant un point

quadruple au sommet du faisceau.

14. a, b, c, d sont des rayons homologues de deux fais-

ceaux et de deux systèmes réglés projectifs.

Il passe cinq quadriques (6, c, d) par A (2). Les sommets des

faisceaux sont donc des points quintuples de la surface. Comme
il existe deux droites g rencontrant AB en des points différents

de A et B, la surface est du douzième ordre.



On prouve aisément que le plan a contient cinq droites g.

Considérons, à cet effet, une droite quelconque m de ce plan.

Les quadrisécantes aux groupes m, 6, c, d engendrent une

surface du dixième ordre dont m est une directrice quintuple

(11) ; le plan a coupe cette surface suivant cinq droites de S.

Il s'ensuit que le plan de l'un des faisceaux coupe la surface E

suivant cinq droites et une courbe du septième ordre ayant un

point quintuple au sommet du faisceau.

15. a, 1), c, d sont des rayons homologues d'un faisceau

et de trois systèmes réglés projectifs.

A est un point sextuple de S, car il passe par ce point six

quadriques (b, c, d) (2).

Il est aisé de prouver qu'une droite quelconque / rencontre S

en quatorze points. A cet effet, considérons une quadri-

sécante gi du groupe 6, c, d, et soit a' le rayon qui joint son

point de percée avec a au point A. Le rayon a détermine deux

rayons a' ; au rayon a' correspondent douze droites gi et par

suite douze droites a : en effet, les quadrisécantes des groupes

/, b, c, d engendrent une surface du douzième ordre (12) ;

cette surface coupe a' en douze points appartenant aux

droites g^ considérées. Les quatorze coïncidences a a' corres-

pondent à quatorze droites g rencontrant l; H est donc du

quatorzième ordre.

Un rayon a donnant naissance à deux droites g, ces droites

g percent le plan a en des points situés sur une courbe du

huitième ordre ayant un point sextuple en A. Pour que la

section soit complète, il faut que a contienne six droites g. On
peut du reste démontrer directement ce résultat sans tenir

compte de l'ordre de 11 suftit d'adapter au cas présent le

procédé employé aux n°' (13) et (14).

16. a, b,. c, d sont des rayons homologues de quatre

systèmes réglés projectifs deux à deux

Déterminons le nombre des droites g s'appuyant sur une
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droite quelconque /; soient (ji et gq, des quadrisécantes des

groupes l, a, 6, c et 6, c, d; désignons par X| et leurs

points d'intersection avec /. Il passe six droites par ou

six droites par X^ (6). Les points Xj et X02 liés par une

correspondance (12,12) coïncideront vingt-quatre lois. 11 faut

excepter huit de ces coïncidences qui ne donnent pas lieu à

des droites de S, à savoir : les quatre points d'intersection

de / avec les systèmes réglés (b) et (c) et quatre autres situés

dans les plans qui contiennent deux rayons homologues de ces

systèmes (*). La surface H est actuellement du seizième ordre.

(*) Il est aisé de prouver que les rayons homologues b etc se rencontrent

quatre fois. Soit l'un des points d'intersection de c avec le système

il passe une droite bi de ce système par le point Gi ; si l'on appelle B et Bi

les points d'intersection de b et bi avec une génératrice quelconque du

second mode du système réglé b, il suffira d'observer que ces points sont

liés par une correspondance (2,2).
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CALCITE DE KELLEYS (ISLANDE)

ET
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FORMES A NOTATION COMPLIQUÉE
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Calcite d'Islande.

J'ai reçu dernièremenl de M. riiigéiiienr Grebel, de Genève,

deux échantillons de calcite provenant de Kelleys (lac Erie),

dont les crislaux semblent, à première vue, avoir la forme

caractéristique de l'isoscéloèdre de Rhisnes

L = 16.8.3 (*) = d'd''^b''\

Le premier spécimen, n** 58, consiste en un cristal isolé, de

3 à 4 centimètres de hauteur, transparent, jaune brunâtre clair,

ayant la forme d'un isoscéloèdre aigu. Malgré leur apparente

netteté, les faces de ce cristal sont mal réfléchissantes; or

l'angle dièdre ne détermine un isoscéloèdre aigu qu'à condition

d'être précis. Mais la netteté des arêtes du cristal permet de

(*) Axe des x : situé en avant à droite ; axe des y : situé en avant à

.gauche; axe des z : A-^. C'est-à-dire que la face que nous notons hkl s'écrit

k. h— k. h. l dans la notation employée habituellement.
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mesurer au microscope, avec précision, l'angle a qu'elles font

entre elles; d'ailleurs cet angle varie plus d'un isoscéloèdre à

l'autre que l'angle dièdre cp (*) de l'arête culminante, car de

a sin 60"
cos

2 cp

cosï

on déduit, par exemple.

cp 57« 58« 59''

a 19«34',o 16"4',5 il«26'.

Des mesures très nettes m'ont donné, comme moyenne,

dans le n° 58,

a = 13«40'.

Si 21/ est la notation de l'isoscéloèdre, on déduit de l'angle

ci-dessus

6 sm -

/ = = 0,36253 (**).

sinf 30o + y sinLSO"-^

En consultant la liste des isoscéloèdres (***), on voit que

cette valeur de / s'approche beaucoup de celle de l'isoscéloèdre

de Rhisnes, pour lequel on a

/ = 0,375; a = 14«16W.

J'ai pu aussi mesurer approximativement dans ce cristal, au

goniomètre, l'angle de l'arête basique, qui a été trouvé de

24° à 25"; or, pour l'isoscéloèdre de Rhisnes, on a

LLsurdi = 24"45'28".

(*) a angle vrai de deux arêtes culminantes contiguës, cp angle polaire.

(**) 5= 7^ = 1,02764.
4

(***) Voir, par exemple : Les formes cristallines de la calcite de Rhisnes,

(Ann. de la Soc. géol. de Belgique, t. XVI, Mémoires, 1889, p. 361.)
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Ce cristal montre vers le haut le rhomboèdre premier aigu

-=021, dont um l'ace miroitante a pu donner pour l'angle

avec le clivage

'pe' = 50»30'.

On aperçoit aussi dans la terminaison le scalénoèdrerf'^= 521

sous forme d'un petit biseau à faces peu nettes. Enfin, un dépôt

plus récent est venu recouvrir la partie supérieure du cristal;

on le voit débordant sur les contours des faces e^, qui en sont

très inégalement recouvertes; ce dépôt, à faces courbes et

indéterminables, se termine par un rhomboèdre inverse cou-

pant le clivage suivant une ligne courbe dont la direction près

du sommet culminant semble indiquer le rhomboèdre ^^''Mnverse

du primitif; en autres termes, la partie rhomboédrique du

nouveau dépôt paraît être formée d'une suite plus ou moins

continue de rhomboèdres inverses variant de à la face

rhomboédrique courbe est striée horizontalement.

Les faces de l'isoscéloèdre portent des systèmes de stries

très nettes, bien reclilignes, dont il sera parlé plus loin.

Le second échantillon, n^ 59, contient deux grands cristaux,

ayant de 4 à 5 centimètres de hauteur, formés chacun par

l'assemblage à axes parallèles d'individus semblables entre eux.

Leur couleur est différente de celle du cristal n« 58 : incolores

vers la pointe, ils sont d'un gris presque noir à la base. Ces

cristaux sont entourés de gros cubes de fluorine jaune et de

petits cubes de fluorine incolore ou violette.

Leur terminaison se compose essentiellement : du rhom-

boèdre premier obtus, 6* = 102, à faces arrondies, striées

suivant les plans de symétrie et coupées par le clivage parallè-

lement à ces stries, d'un petit biseau dont l'inclinaison des

traces sur L indique le scalénoèdre di^ et enfin d'une suite de

légers dépôts bordant tout le contour formé par les six arêtes

d'intersection des faces 6* avec les faces L.

Biseau sur les arêtes culminantes latérales. — Tous les cristaux

de cet échantillon portent sur six arêtes culminantes des
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biseaux; contrairement à ce qui arrive pour les cristaux de

Gotland, et en général pour ceux de Rhisnes, ces biseaux

affectent les arêtes culminantes latérales B, c'est-à-dire les

arêtes sur lesquelles ne s'appuie pas le clivage. Nous avons

trouvé à Rhisnes des modifications analogues, rares et toujours

assez mal développées ('); il en est de même dans les cristaux

d'Écosse : les faces des biseaux, assez réfléchissantes, donnent

des images multiples; j'ai obtenu pour l'angle du biseau

SS-^Sâ' — 37«47' — 37«.

C'est la même forme que j'ai rencontrée à Rhisnes avec un

angle de 36"26'; on peut consulter mon mémoire, pages 215 à

218, pour les essais de simplification et pour la discussion qui

m'a amené à adopter pour celte forme la notation

/ = 24.8.5 = d"-^^d''^^b"^^ = Et,

qui correspond à un angle de 57°7'.

La forme / est l'inverse de la forme connue z = bi que j'ai

trouvée à Rhisnes formant biseau sur les arêtes culminantes

antérieures b. Dans un petit cristal incolore, ayant environ

1 millimètre de hauteur, isolé sur la fluorine, j'ai pu obtenir

d'assez bonnes mesures indiquant une forme voisine de la

précédente; on a obtenu pour l'angle qu'une face s du biseau

fait avec L adjacente,

sL = 90— 8°37' — 8°26' — 8«5â' = 8o44'.

Or, pour la face l cet angle est de lO^SO'; l'incidence

obtenue correspond à

s = 44.16.9 = d'''d'''-^b'''^ = B^,

avec

sL = S^AQ',

ïl est probable que les images multiples données par presque

tous les biseaux indiquent la coexistence des deux formes.

(*) Luc cit., p. 215 et fig. 15, pl. VI.
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Galcite de Gotland (Suède).

Isoscéloèdres n'ayant que de 5 à 6 millimètres de hauteur;

ils paraissent teintés en brun rougeâtre, mais cette coloration

est due à une patine superficielle très mince qui n'altère pas le

pouvoir réfléchissant des faces. Les images données par celles-ci

ne sont pas toutes également nettes; dans les deux cristaux

mesurés, je n'ai rencontré qu'une paire de faces donnant des

images bien précises. Voici le tableau des mesures eff'ectuées :

Cristal.
Angle sur p Angle latéral Angle basique

Z

58o7'(0', 0) * 24°40\0', 0)

JSo 1 < 58o5'(0',0) 24o41'(0',
0)

58o36'(2',5,
4, 1) 58o45'(3',f,T,0) 24051 '(O',0)

58'>33'(3',0,î,2) 58o45' 0',0, 0, 2) 24"51'(0',î)

58o36'(3M,4, 3) 58'>45'(0',0,1, 2)

On voit que les angles diffèrent assez bien d'un cristal à

l'autre; c'est pour m'assurer de ce fait que j'ai exécuté une

série de mesures en déplaçant chaque fois le cristal. On peut

aussi observer que les angles du cristal n° 2 ne satisfont pas

bien exactement à la relation

. ? . Y y
sin ^ + sin - = cos ^

2 2 2

qui se passe entre les angles dièdres d'un scalénoèdre quel-

conque; si, par exemple, pour obtenir un résultat aussi peu

divergent que possible, on part de
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et que l'on calcule ^ par la formule ci-dessus, on arrive à

^ = 58°19'46" au lieu de o8°45'

donné par la mesure.

Si est la notation de l'isoscéloèdre, en partant de

on obtient

/ = 0,37371 =
~ 8

c'est donc encore l'isoscéloèdre de Rhisnes : 16.8.3.

Ces cristaux se terminent par les faces p du rhomboèdre

primitif, toujours scabreuses et recouvertes par un commen-

cement de dépôt plus récent, dans lequel on aperçoit des

faces néogènes; la matière de seconde formation se déve-

loppe quelquefois en un petit cristal incolore à faces courbes

orienté comme l'isoscéloèdre sur lequel il a pris naissance.

Biseau sur les arêtes culminantes antérieures. — J'ai décrit

dans les cristaux de Rhisnes une série de formes, dont

quelques-unes très complexes, formant biseau sur les arêtes b

de l'isoscéloèdre (*). Dans l'échantillon de Gotland que je

possède, plusieurs cristaux sont modifiés de la sorte ; dans l'un

d'eux (n" 1), j'ai mesuré pour les angles qu'une face du biseau

fait avec les faces de l'isoscéloèdre, se coupant suivant l'arête

qu'il modifie,

8«o2'(6', 3,3,1),

49°14'(8',8,l,ï).

Ces angles correspondent nettement à la forme

S'" = 44.28.9 = d''^^d'b""-^ - bl

trouvée aussi à Rhisnes (**), forme dont la lace fait avec L un

angle de 8«47'.

(*) Loc. cit., pp. 179 à 205 el fig. 5, 6, 7 et 10, pl. VI.

(**) Ibidem, p. 194.
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S'" est l'inverse de 5 = 44.10.9 des cristaux d'Ecosse; les

deux formes constituent des biseaux géométriquement iden-

tiques, la dernière sur les arêtes culminantes latérales, l'autre

sur les arêtes culminantes antérieures de l'isoscéloèdre L.

La notation de ces formes devient très simple lorsqu'on les

rapporte aux arêtes de l'isoscéloèdre; ainsi, la forme de

Gotland se construit comme il suit : sur les deux arêtes

basiques de l'isoscéloèdre placées devant le spectateur on

prendra, à partir de leur point de jonction, des segments

respectivement égaux au cinquième de l'arête et à l'arête

entière, et par la droite joignant les deux points ainsi obtenus

on mènera un plan parallèle à l'arête culminante supérieure

placée devant soi; en autres termes, en prenant pour axes les

trois arêtes de l'isoscéloèdre dont il vient d'être parlé et pour

paramètres leurs longueurs, le biseau de Gotland aurait pour

notation 510.

Les faces S''' vont souvent en s'élargissant vers le baut et

sont alors remplacées par les faces que j'ai désignées par c, c'

et c" dans les cristaux de Rbisnes (*).

Stries.

Comme les cristaux de Rbisnes (**), les isoscéloèdres de

Kelleys et de Gotland portent sur leurs faces des réseaux de

stries qu'il est difficile de déchiffrer sans mesures. Pour arriver

à la détermination de leur orientation, j'ai d'abord calculé les

angles que les traces, sur les faces de l'isoscéloèdre, de certains

plans importants tels que 6^ p, e*, font avec les arêtes culmi-

nantes de ce solide. La comparaison des angles mesurés au

microscope avec les angles calculés permet de savoir quels

sont les plans auxquels les stries sont parallèles.

J'ai trouvé que dans les cristaux de Gotland les plans de

strie sont parallèles à b^, comme à Rbisnes, mais que dans

les cristaux d'Écosse les stries sont dirigées parallèlement aux

plans de clivage.

() Loc. cit., pp. 206 à 212 et fig. 7, pl. V .

(**) Ibidem, p.259.
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Section de l'isoscéloèdre L par te plan b*. — En prenant

pour axes les arêtes culminantes de l'isoscéloèdre, et en

appliquant les formules de transformation (*), on obtient

= 112= 18.17.15.14,

c'est-à-dire que pour obtenir la section il faut prendre (fig. 1) (**)

Fig 1.

h* iï' i^^^ il
arêtes culminantes à partir du sommet de

l'isoscéloèdre et joindre entre eux les points ainsi obtenus.

(*) Loc. cit., p. 170.

(**) Projection horizontale; on y a tracé à droite une demi-section M, à

gauche une demi-section p.
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On calcule alors aisément les angles x et y (*) que la trace

de 6* sur l'une des faces de l'isoscéloèdre fait avec les arêtes

culminantes : on a, par exemple, dans le triangle ^ *
*

\
= 82°56'40",

X — V 1 a

On obtient ainsi :

Section b^.

Triang^les. X y

1 i

Ï7
*

Ï8
95oo6'35" 69o56'45"

1 i

Ï7'Ï5
56o 9' 1" 109 4443"

1 1

Ï5'Ï4
98o30'45" 67o22'35"

Section de l'isoscéloèdre L par le clivage p .
— On a de

même (fig. i)

/;= 111 =6.7.9.10;
puis

Section p.

Triangles. X y

1 1

6*7 114''48'20"

1 1

79 128«13'41" 37o39'39"

1 1

9'ÎÔ
59o54'26" 105o58'54"

(*) Les angles sont comptés vers le sommet de l'isoscéloèdre, x étant

celui qui se rapporte à l'arête culminante sur laquelle s'appuie le clivage.
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Le cristal d'Islande, iv 58, a donné au microscope ((ig.

128° — 127« — 128° — 127°,5

60° — 60°,o — 60°.

En consultant les deux tableaux et la figure 1, on voit que

les plans de strie sont parallèles à p; le quadrillage est formé

par des plans parallèles aux deux clivages latéraux, le clivage

s'appuyant sur l'arête culminante située dans la face considérée

Fid. ^2.

n'intervenant pas. On a aussi mesuré l'angle aigu de la maille

parallélogramme dessinée par les deux systèmes de stries; on

a trouvé 67",d (calculé : 68°190.

Dans un cristal de Gotland à stries bien rectilignes, les



( 13 )

arêtes culminantes n'étant pas bien nettes, j'ai mesuré (fig. 3)

FiG. 3.

les angles a et [3 que les stries faisaient avec l'arête basique de

l'isoscéloèdre.

J'ai obtenu

a 26",5 — 26«,5

(3 = 15° — IS'^ — 16«;

on en déduit, pour les angles faits par les stries avec l'arête

culminante sur p,

56027' et 98H7'.

En consultant les tableaux et la figure 1, on voit qu'ici les

résultats se rapportent à deux plans

NOTE.

En examinant les mesures données à la page 7 pour la calcite

de Gotland, on pourrait se demander s'il ne serait pas possible

de trouver une autre notation presque aussi simple que -

pour représenter les résultats obtenus, en autres termes si la

valeur de l est bien celle que nous avons adoptée, ou bien si

elle ne reste plus ou moins indéterminée à cause de la variation

assez notable constatée dans les angles, l^our répondre à cette
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question, j'ai calculé les différentes valeurs de / en prenant

pour point de départ, successivement, toutes les incidences

obtenues par la mesure, développé les résultats en fraction

continue et formé les réduites à termes abordables; en prenant

ces différentes réduites pour valeurs de l, j'ai alors calculé

l'angle qui n'a pas servi de départ; la comparaison du résultat

du calcul à celui obtenu par la mesure permet de juger de la

probabilité de la valeur de / essayée :

Premier cristal, cp = o8"o'20"; / = 0,420874
3^8

= 58'^35'; / = 0,360039 =

Second cristal. { ^ = o8«4o'; / = 0,337470 -

X = 24'^51'; / = 0,376441 =

1 4 9
*"

3' ÏT'
25'**"

1 27
•••3' 8Ô^-

1 2 3 32

'"YWWW

L

3

7

0

12

8

19

y cale :
28o9',5 27o24',5 27041

'

Mes 24o40',o

l

4

n
1

3

3

8

X cale :
24o2/ 22o4',o 24o45',5 Mes 2400I'

On voit que la seule notation, pour laquelle on pourrait

avoir un doute, correspondant à / = ^, est

22.11.4 = d^'*d^-/?^/^-
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mais, d'abord, elle est plus complexe que

16.8.3 = rfW\

et ensuite l'écart est plus grand que pour ' =^ 0 :

Calculé. Mesuré.

58028' 58 5',5-58'35'

58-^28' 58045'

1
24o40',5 — 2405I'

On comprend facilement pourquoi la détermination d'un

isoscéloèdre aigu par la mesure de son angle dièdre culmi-

nant cp conduit à une incertitude : lorsque le segment
^
que la

face coupe sur l'axe vertical varie, par exemple, de -c jusqu'à 00,

cp ne varie que de 58^28' à 60% en tout i°52' d'amplitude, de

sorte qu'une légère altération de cp inlluencera notablement la

valeur de ^; ce procédé de mesure, qui serait d'une grande

sensibilité pour un cristal idéal, devient inapplicable pour les

cristaux réels, l'excès de sensibilité conduisant ici à une

incertitude. Au contraire, dans les mêmes conditions, l'angle

basique y varie de 24°45',5 à 0^; une légère altération de cet

angle laissera toujours visible la vraie notation, sans la

masquer.
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AVANT-PROPOS

L'étude des systèmes de coniques de l'espace se présente

comme une généralisation de la Géométrie Réglée. Le premier

problème qui se pose est celui de déterminer les différents

types de congruences linéaires de coniques, problème qui est

en quelque sorte l'extension de celui que Kùmmer a résolu

dans un mémoire classique (*). Ce problème avait déjà été

abordé par M. Montesano, qui avait déterminé les types fonda-

mentaux de congruences linéaires, et par M. Pieri, qui en avait

déterminé les solutions quand la conique s'appuie en deux

points sur une autre conique. Moi-même, je m'étais occupé de

ce problème et l'avais ramené à un problème de géométrie

plane en m'inspirant des recherches de M. Stuyvaert sur les

congruences linéaires de cubiques gauches. Dans ce nouveau

travail, je suis parvenu à déterminer toutes les congruences

linéaires de coniques dont les courbes ou s'appuient en six

points sur une seule courbe, ou s'appuient en quatre points

sur une courbe et en deux points sur une seconde courbe, ou

enfin passent par un point fixe et s'appuient en quatre points

sur une courbe. Les congruences que j'ai rencontrées avaient

du reste déjà été signalées par M. Montesano. Les autres cas

qui peuvent se présenter (congruences dont les coniques s'ap-

(*) Ueber die algebraischen Strahlensystem. (Monatsberichte der Kong.

Akad. Berlin, 1866.)
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piiient en trois points sur deux courbes, etc.) pourront se

traiter de la même façon que les premiers. De plus, la méthode

employée pourra être étendue à la détermination des con-

gruences linéaires de courbes planes d'ordre quelconque,

comme le lecteur s'en rendra facilement compte.

Résumons rapidement notre Mémoire : Un premier chapitre

traite des recherches antérieures sur les systèmes de coniques

de l'espace. Nous résumons les recherches de géométrie énu-

méralive dans un premier paragraphe, les recherches sur les

congruences et les complexes de coniques dans un second.

Nous avons donné les formules établies par M. Severi, expri-

mant les conditions d'appui des coniques sur des courbes

gauches : elles pourront servir à vérifier nos résultats.

Dans un second chapitre, je reprends une représentation

analytique de la conique dont je m'étais déjà occupé antérieu-

rement, puis je définis la géométrie de la conique dans l'espace

au point de vue moderne.

Enfin, le troisième chapitre contient les recherches sur les

congruences linéaires de coniques dont j'ai parié au début de

cet avant-propos.

Je ne puis terminer sans exprimer mes vifs remerciements

à mon Maître, M. J. Neuberg, qui a bien voulu présenter

ce travail à la Société royale des Sciences.

Liège, 26 avril i9ii.
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CHAPITRE PREMIER

Aperçu des recherches antérieures.

§ 1 . — Les recherches de géométrie énuméralive,

1. Après avoir établi la théorie des systèmes de coniques

satisfaisant à quatre conditions dans un plan, Chasles voulut

construire une théorie analogue relative aux quadriques de

l'espace. Les coniques de l'espace s'introduisirent dans cette

théorie comme dégénérescences des quadriques, et c'est ce qui

amena Chasles à s'occuper d'abord des systèmes de coniques

de l'espace.

Huit conditions sont nécessaires pour déterminer une

conique dans l'espace : trois de ces conditions pour fixer le

plan de la conique, les cinq dernières pour, fixer la conique

dans son plan. Chasles (5) {**) a considéré les systèmes de coni-

(*) Travail présenté à l'Université de Liège comme thèse de doctorat

(juillet 1911).

(**) Les nombres placés entre parenthèses renvoient à la liste bibliogra-

phique à la fin du chapitre.
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ques satisfaisant à sept conditions (systèmes simplement infinis)

et il a soupçonné le théorème suivant :

Etant donné un système de coniques S, simplement infini,

désignons par {jl, v, p respectivement le nombre de coniques

de S dont le plan passe par un point arbitraire, le nombre de

coniques de S s'appuyant sur une droite quelconque et enfin

le nombre de coniques de S touchant un plan arbitraire.

Le nombre des coniques de S satisfaisant à une huitième condi-

tion indépendante, sera égal à

ap. + Pv + yp,

a, (3, y étant des nombres qui dépendent uniquement de la huitième

condition.

Ce théorème fut démontré rigoureusement, sous quelques

conditions restrictives, par Halphen (18) quelques années plus

tard, et ce géomètre le généralisa de la manière suivante :

Soient 1, S' deux systèmes de coniques respectivement

n fois (n < 8) et 8— n fois infinis. Supposons H et 2' indé-

pendants. Le nombre de coniques appartenant à la fois à I, et

à 1,' sera égal à un polynôme de degré 8 — n en (jl, v, p dont les

coefficients seront des nombres dépendants uniquement de et où

l'on remplacera chaque expression de la forme

j^i,,ftp8^-i-;r
(i ^ 3, 8 — w — i— A: > 0)

par le nombre de coniques de E don t les plans passent par i points,

qui s'appuient sur k droites et qui touchent 8 — n — i — k plans.

Rappelons brièvement le calcul symbolique utilisé par

M. H. Schubert (30) dans ses recherches de géométrie énu-

mérative, en nous limitant au cas où l'élément envisagé est la

conique.

Toute condition à laquelle une conique de l'espace peut être

assujettie est représentée par un symbole (lettre) ; le produit de

deux symboles indique que l'on considère simultanément les

conditions qu'ils représentent. Une condition est de dimen-
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sion n quand il y a oo coniques satisfaisant à cette condi-

tion (8 > n).

Considérons un système de coniques, oo S, et une condi-

tion A de dimension n. Il y aura un nombre fini de coniques

de 2 assujetties à la condition A ; ce nombre sera encore repré-

senté par le symbole de la condition.

Si nous fixons l'attention sur un certain nombre de condi-

tions Al, Ag, ... Aft de dimensions < n et que, quel que soit le

système 2 de dimension 8 — n, on a toujours l'équation

F (Al, A2, A^ = 0,

on dit que l'équation lie les symboles envisagés. On remarquera

que chaque terme de cette équation représente une condition

de dimension n, produit de quelques-unes des conditions

Al, Ag, A;,.

D'après ces conventions, le théorème de Halphen donne

pour chaque condition A de dimension n

aA = /"(p, V, p),

OÙ a est un nombre et f (p, v, p) un polynôme homogène de

degré n.

Cela étant posé, adoptons les notations suivantes :

fjL exprime que le plan d'une conique doit passer par un

point
;

V exprime qu'une conique doit s'appuyer sur une droite;

p exprime qu'une conique doit toucher un plan;

8 exprime qu'une conique dégénère en deux droites;

7\ exprime qu'une conique (enveloppe de droites) dégénère

en un segment de droite double;

p' exprime qu'une tangente à une conique passe par un point;

P exprime qu'une conique doit passer par un point;

t exprime qu'une tangente à une conique doit faire partie

d'un faisceau de rayons;

T exprime qu'une conique doit toucher une droite.
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La condition T est de dimension trois, les conditions P et t

sont de dimension deux, les autres sont de dimension un.

M. Schubert (30) donne les formules suivantes :

P = .JLV— 2pi2,

p' =

2p = V + S,

T = fJl2p
—

Signalons encore une formule établie plus tard par M. Schu-

bert (31) :

L'exposition donnée par M. Schubert (30) est basée sur le

principe de correspondance et sur le principe de la conserva-

tion du nombre.

Le théorème de Halphen ramène la détermination du nombre

de coniques satisfaisant à huit conditions déterminées au calcul

des nombres

f^Vp^ (î+j + fe = 8).

On a pour ces nombres les valeurs :

1, = 8, = 34, V» = 92,

JJl3v^P = 2 (jiVp = 14, î^v«p = 52, v> = 116,

y 3v3p2 = 4, = 24, JXV^p2 = 76, V6p2 = 128,

Jj^3y2p3
^ 4, jj^2,^3p3 = 24, UV\03 = 72, V5p3 = 104,

jJlSvp^ = tJlVp^ = 16, fxv^p^ = 48, v*p^ = 64,

= 1, UL'^Vp^ = 8, ;jiv2p^ = 24, V3p^ = 32,

= 4, ^avp« = 12,

= 6,

V2p6

vp^

P*

= 16,

= 8,

= 4.
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La lable précédeiile a été donnée par M. Schubert (30),

quelques-uns des nombres qui y figurent étaient déjà connus.

Plusieurs avaient nfiême été calculés par les procédés de la

géométrie analytique par MM. Lùrolh (22 et 25) et Hierhol-

zer (19).

Récemment, M. J. de Vries (8), en se basant sur le principe

de la conservation du nombre, a calculé de nouveau le nom-

bre v^. La même méthode a servi à une élève de M. J. de Vries,

M"*' Dalhuisen (7), pour reconstruire toute la table précédente.

Signalons enfin que M. Schubert a calculé les nombres de

coniques d'un espace linéaire à n dimensions dont les plans

passent par des points, qui s'appuient sur des espaces linéaires

et touchent d'autres espaces linéaires en nombre suffisant (32

et 53).

2. A part quelques résultats obtenus incidemment, on ne

s'était pas encore occupé, avant 1900, de déterminer par la

géométrie énumérative les nombres de coniques satisfaisant à

huit conditions parmi lesquelles se trouvent des appuis sur des

courbes données ou des contacts avec des courbes données.

A cette époque, M. Berzolari (1) s'est proposé de déterminer

le nombre de coniques passant par i points, s'appuyant en

j points sur une ou plusieurs courbes et louchant k plans :

Il résolut le problème dans un grand nombre de cas au

moyen du principe de la conservation du nombre, mais sans

donner de démonstrations. Ses recherches furent étendues à

l'espace à n dimensions par un de ses élèves, M. Crêpas (6).

M. Severi a abordé simultanément le même problème que

M. Berzolari et il l'a résolu complètement.

Désignons par (n, r) la condition pour une conique de

s'appuyer en k points sur une courbe gauche d'ordre n et de

rang r, et admettons que cette condition ne dépend que de
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l'ordre el tlu rang de la courbe. Dans un premier mémoire (35)

M. Severi donne les formules suivantes :

^'2(n, r)=i^ W — -/yv + (n + r)ij.%

39 11 ) i /r\ ru
-\- rn — ?i

j
4- H)! I + /

// ( — + — [
[^^'''^

^6(n.0=
( ^i^-ro') -M?") -^/f! ) + -^^^'

m
11 13

+ + _ -1"G)-t(

i71



-<;)-{3-K:)^îG)G);?'G)

111 /r\ 1 /r\ 633 J

^'<-)-Q

1(5 W + 8 16^WW
-<;)G)-?©(;')-ïQ"+?Q

-î(9G)+l(0»-?O+*-
Une autre expression de ag (w, r), en fonction du genre p de

la courbe, avait été communiquée par M. Tanturri à M. Se-

veri (36) :

as(n, 2n + 2p - 2) 92(^''
~

^) + WgÇ" ~ ^)

H"r)<-<o-("70(o-
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Dénotons maintenant par fi^^ j
(n, r) la condition pour

qu'une conique ait avec une courbe d'ordre n et de rang r un

contact d'indice i— 1, un contact d'indice /c — 1, un con-

tact d'indice l— 1. La seconde note de M. Severi (36) est

relative à l'évaluation de celte condition. On a

^,(n, r) = — 2[/3)n + Qp|^v — i^^p^ r,

P2i(n, r) = ^-r(n - 2)p^av^ +
j

- (n - )r
|

pfx^v

4- IM
j

p^i-^v +
1
6u — eQ^ + 4/ir— 15r| [xV,

+
I

24 — 36« + 2rQ^ — 18rn + 60r

P,,.,(»...) = lr(«7')„,+ |,Q)_.Q + ,«g
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+ 2»Q-llrn-6Q+frjp,V+|36g

2117 ) i ^ /w

+ 26w + 4r(^^*^ — l^^Q^ + 36rw — 67r| {jlV,

P.Hiii(n, r) = 72Q -48Q + 72Q) - 120g) + 168n

9 /A 20Vr\ 1449 3AN ./A^r
"~2V3

20Vr\ 1449 3/r\

+"6)(;')-t(;)'+"<-v*"'
1^7 AA /w\ 1347

+ -F<3 -^2

—
f 1 + 3r— 4??

+ fr^v^
j 3(;)-

uQ + rg) - -
8g)

+ ont -\- on = —r
J

»

p..J„,r)^24g)-96(;') + 192„ + 2Qg
- 23r .+ mn - 12nQ +6r g
_^

107 /•r\ S/rA 1107
^

2 V2/ 2V3
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En dehors de ces formules très générales de M. Severi, un

autre théorème général du même genre a été obtenu par

M. Stuyvaert (59 et 40) en s'appuyant sur un théorème clas-

sique de M. Le Paige donnant le nombre de groupes communs

à deux involutions unicursales placées sur le même support.

Étant donné, dans l'espace, un ensemble de lignes unicursales

d'ordres respectifs n, n' de manière que Con ait

w -f n' + . . . = 6,

et si toutes ces lignes sont deux à deux sans points communs, les

plans qui les rencontrent en six points d'une conique enveloppent

une surface dont la classe est égale à

y = S— (n — ï) — (n' — i) . .

.

En particulier, si Ton a deux lignes, une conique et une

biquadratique gauche de seconde espèce, on a un résultat dù

à M. R. Sturm (37).

M. Stuyvaert (39, 41) a montré comment la surélimination

pouvait s'appliquer au problème qui nous occupe.

Il nous reste à signaler un dernier résultat dû à M. Rot-

tasso (4). Si l'on représente par {n) la condition pour qu'une

conique touche deux fois une surface générale d'ordre n, on a

1
y2(n) = -n(n —i)\S{^n — S)ix.^— ^(4n—l)iJ.y

+ 2 (n2— w— 1) v2 + (4w — 9) vp +

Avant de terminer ce paragraphe, signalons une belle étude

de M. Schuh (34) sur les méthodes employées en géométrie

énumérative, et contenant de nombreux détails sur les recher-

ches dont il a été question plus haut.
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§ 2. — Les recherches de géométrie analytico-projective,

3. Par analogie avec la géométrie réglée, appelons con-

gruence, un système de coniques de l'espace dépendant de deux

paramètres. L'ordre d'une congruence de coniques sera égal

au nombre de coniques de la congruence passant par un point

arbitraire, la classe sera le nombre de coniques s'appuyant en

deux points sur une droite quelconque.

En 4892, M. Montesano (24) a considéré la congruence de

coniques engendrée par les intersections des éléments corres-

pondants d'une gerbe de plans et d'un réseau de quadriques

liomographiques. Cette congruence, dont l'ordre et la classe

sont égaux à l'unité, peut être considérée comme le lieu des

intersections variables des surfaces cubiques d'un réseau dont

les éléments ont en commun une courbe gauche du septième

ordre et de genre cinq sur laquelle chaque conique s'appuie

en six points.

Le problème qui s'est posé alors est celui de la détermina-

lion des différents types de congruences de coniques d'ordre

un; M. Montesano (23) l'a abordé l'année suivante. Il com-

mence par démontrer que les plans des coniques d'une con-

gruence linéaire enveloppent une surface rationnelle, puis

qu'une congruence linéaire de coniques peut toujours être

considérée comme le lieu des intersections variables des sur-

faces d'un réseau et qu'il existe une infinité de ces réseaux.

M. Montesano établit ensuite des relations entre les caractères

de la congruence et des courbes sur lesquelles les coniques de

la congruence s'appuient.

Vers la même époque, M. Pieri (29) s'était proposé de déter-

miner toutes les congruences linéaires de coniques qui s'ap-

puient en deux points sur une conique et celles qui sont de

classe deux. Pour résoudre le premier problème, M. Pieri

rapporte projectivement les quadriques passant par une conique

fixe de l'espace aux hyperplans d'un espace linéaire à quatre

dimensions; le problème est alors ramené à la détermination

des congruences linéaires de plans dans cet espace, problème
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connu. M. Pieri ramène aussi le second problème à une pro-

priété de l'espace à quatre dimensions, mais la résolution est

incomplète, comme M. Montesano (26) l'a montré dans un

mémoire publié en 1895.

Dans ce nouveau travail, M. Montesano remarque qu'une

congruence linéaire de coniques est complètement déterminée

lorsque l'on connaît soit un réseau de surfaces dont les fais-

ceaux ont pour bases variables les coniques de la congruence,

soit un faisceau de surfaces sur chacune desquelles se trouve

un faisceau de coniques de la congruence. Les congruences

sont classées d'après le type de l'involution qu'elles détermi-

nent sur un plan quelconque de l'espace. Ces involutions ont

été ramenées par des transformations birationnelles à trois

types fondamentaux par M. Bertini et, plus tard, par M. Kan-

tor (*), et M. Montesano détermine des congruences de coniques

d'ordre un qui marquent sur un plan quelconque un de ces

types. A la fin de son mémoire, M. Montesano démontre que :

Une congruence linéaire de coniques admet un faisceau géné-

rateur de surfaces rationnelles à sections planes rationnelles ou

elliptiques, ou admet un réseau générateur de surfaces rationnelles

à sections planes elliptiques.

M. Montesano en déduit qu'une congruence de coniques

admet un réseau ou un faisceau générateur de surfaces d'ordre

< 8. Ensuite il déclare qu'il a examiné séparément toutes les

transformations birationnelles involutives du plan possédant

des courbes unies de genre un, et qu'il a cherché quand il

pouvait y avoir une congruence linéaire de coniques, donnant

une telle correspondance, mais M. Montesano ne donne aucune

démonstration de ce dernier point.

S. Kantor (21) a démontré que toute congruence linéaire de

coniques peut se ramener, par des transformations biration-

nelles, à une congruence ayant toutes ses courbes dans les

plans d'un faisceau, ou toutes ses courbes dans les quadriques

d'un réseau.

(*) Consulter : G. Castelnuovo, Sulla razionalita délie involuzione piane.

(Math. Annalen, 1893, XLIV, pp. 125-155.)
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M. Veneroni (42) a démontré que la seule congruence de

coniques d'ordre et de classe un est la congruence étudiée par

M. Montesano (24).

On sait que M. Stuyvaert (41) a ramené la délermination des

congruences linéaires de cubiques gauches à celles des réseaux

de degré (effectif) un de courbes planes rationnelles. Je suis

arrivé au même résultat pour les congruences linéaires de

coniques. D'abord, j'ai observé (12) que les équations

ài a% A

b% b'^ B

ou encore les équations

(': a'a:

A B

a^, b^, ... étant des formes linéaires quaternaires et A, B des

constantes, représentent respectivement une conique. J'ai

étudié (15) les congruences linéaires des coniques les plus sim-

ples dont l'élément générateur peut être représenté ainsi; tous

les types rencontrés l'avaient déjà été par M. Montesano (26),

Dans une petite note récente (16), j'ai démontré que toute

congruence linéaire de coniques possède des points singuliers.

Quelques congruences de coniques dont l'ordre est supérieur

à un ont été considérées. M. J. de Vries (9) a étudié la con-

gruence lieu des coniques situées sur les surfaces cubiques

d'un faisceau ; cette congruence est d'ordre 27 et de classe 42.

M. de Vries (10» a encore étudié la congruence d'ordre et de

classe deux formée par les coniques intersections des éléments

correspondants d'une quadrique enveloppe de plans et d'un

réseau de quadriques homographiques.

Enfin, j'ai étudié une congruence particulière d'ordre deux

et de classe un (13).

4. Appelons complexe de coniques, un ensemble triplement

infini et algébrique de coniques de l'espace. L'ordre d'un com-

plexe sera le nombre de coniques situées dans un plan arbi-
C)

= 0,
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traire, la classe sera celle du cône enveloppé par les plans des

coniques du complexe passant par un point.

On sait que le lieu des points de contact avec un plan des

cubiques gauches passant par cinq points de l'espace est une

conique. Lorsque l'on considère la gerbe formée par les cubi-

ques gauches passant par cinq points fixes, on définit ainsi

dans chaque plan une conique dont le lieu est un complexe

d'ordre et de classe un qui a été étudié par M. G. Humbert (20).

Dans son grand ouvrage sur la géométrie réglée, M. R.

Sturm (38) a considéré le complexe engendré par les coniques

enveloppes des droites d'un complexe quadratique; ce com-

plexe est d'ordre un et de classe deux.

M. Montesano (27) s'est occupé d'un complexe d'ordre un

et de classe deux engendré de la manière suivante ; soient

kl, k^, k^, k^ quatre complexes linéaires de droites; on consi-

dère tous les faisceaux de rayons tels que les droites de

chacun de ces faisceaux appartenant aux quatre complexes

kl, kq^, krr, k^ ont un rapport anharmonique donné. Un plan

de l'espace contient une infinité de pareils faisceaux et leurs

sommets sont sur une conique qui engendre le complexe.

C'est dans ce travail que M. Montesano a défini l'ordre et la

classe d'un complexe de coniques comme nous l'avons fait

plus haut.

Un problème s'est alors posé : Quel est le type le plus

général de complexe bilinéaire de coniques? Ce problème a

été résolu par M. Montesano (28) (*) par ce théorème :

Le complexe bilinéaire de coniques le plus général peut être

engendré par les intersections des plans de l'espace avec les qua-

driques correspondantes d'un système linéaire triplement infini

rapporté projectivement à l'espace (lieu de plans).

Indépendamment de M. Montesano et avant la publication

de son mémoire, j'avais démontré un théorème un peu moins

(*) Je cite ce mémoire d'après la Revue semestrielle des Publications

MATHÉMATIQUES. Amsterdam, 1910, l'« livraison.
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précis (il) et j'avais éludié avec quelques détails le complexe

auquel M. iVIonlesano est arrivé (14).

Dans un mémoire couronné par l'Académie royale de Bel-

gique, M. Bordiga (3) s'est occupé d'un complexe d'ordre un

et de classe quatre lié à une congruence de droites d'ordre

quatre et de classe deux.

Récemment, je me suis occupé d'un complexe de coniques

d'ordre un et de classe quatre (17) que j'obtiens en considérant

tous les triangles ABC dont les côtés appartiennent respecti-

vement à trois complexes linéaires de droites et dont deux

sommets B, C se trouvent respectivement sur des droites de

deux congruences réglées bi linéaires. Tout plan de l'espace

contient oo ^ de ces triangles et le troisième sommet A décrit

la conique engendrant le complexe.

Signalons enfin une étude faite par M. Bordiga (2) d'un

complexe de cercles d'ordre quatre.

INDEX BIBLIOGRAPHIQUE (*)

4. Berzolari (E.), Sulle coniche appogiate in più punti a date curve alge-

briche. {Rend, del R. Istitiito Lombardo. 1900, (2), t. XXXIII, pp. 665-

674, 809-821.)

2. Bordiga (G.), Di un complesso di cerchi del quarto ordine. {Atti del R.

Istituto Veneto, 1903-1904, t. LXIII, pp. 733-748.)

3. Idem, Étude sur la correspondance quadratique. {Mémoires in- 4° de

VAcad. royale de Belgique (Classe des sciences), 1907, t. II, pp. 1-88,

ch. I.)

4. BoTTASSO (M.). Sopra le coniche bitangenti aile superficie algebriche.

{Annali di Matematica, 1903, (3), t^ VIII, pp. 233-243.;

(*) Dans les renvois aux publications périodiques, nous indiquons l'année,

la série, en chiffres arabes placés entre parenthèses, le volume en chiffres

romains et la pagination.



( 20 )

5. ChâslI'.s (M.) Systèmes de coniques qui satisfont à sept conditions dans

l'espace. [Coinptes rendus, 18G5, t. LXI, pp. 359-396.)

6. Crêpas (A.), Sulle coniche ciie secano e toccano délie curve in un

iperspazio. {Rend, del H. htiluto Lombardo, 1903, (2), t. XXXVl,

pp. 253-277, 284-403.)

7. Dalhuisen (4.), Over eenige aantallen van kegelsneden die an aclitvoor-

waarden voldoen {Proefsckrift, Utrecht. 1905.)

8. DeVries(J.), The number of conics intersecting eight given rigi'lit lines.

(Verslagen van de konink. Akad. van Wetenschappen te Amsterdam,

1901, pp. 181-184.)

9. Idem, Tiie cong^ruence of tlie conics situaLed on liie cubic surfaces of a

pencil. {Id., 1904. pp. 264-260.)

10. Idem, A congruence of order two and class two fonned by conics. {Id.,

1904, pp. 311-314.)

H GoDEAUX (L.\ Déierminalion des variétés de complexes bilinéaires de

coniques. {Bull, de l'Acad. 7r)yale de Belgique Classe des sciences),

1908, pp 597-601, 812-813; 190.), pp. 499-500.)

12. Idem, Sur la représentation analytique de la conique dans l'espace. {Id.,

1908, pp. 896-902.)

13. Idem, Sur une congruence (2, 1) de coniques. {Mémoires de la Sociétédes

sciences du Hainaut., 1908, (6 , t. X, pp. 1-10.

j

14. Idem, Sur un complexe bilinéaire de coniques. {Souv. Annales de Math.,

1909, (4), t. IX, pp. 312-317.»

15. Idem, Sur quelques congruences linéaires de coniques. {Archiv der

Math, und Phys., 1910, (3), t. XVI, pp. 101-105.)

16. Idem, Sur l'existence des points singuliers dans les congruences linéaires

de coniques. {Bull, de l'Acad. royale de Belgique (Classe des sciences),

1910, pp. 184-186.)

17. Idem, Sur un complexe de coniques de caractéristiques un et quatre.

{M., 1910, pp. 725-737.)

18. Halphen (M.), Mémoire sur la détermination des coniques et des sur-

faces du second ordre. {Bull, de la Soc. Math, de France, 1873-1874,

l. H, pp. 11-33.)

19. HiEUHOLZER, Ueber kegelschnilte im Kaume. {Math. Annalen, 1870, t. II,

pp. 563-586.)



( 21 )

"10. HuMiiEUT (G.), un complexe remarquable de coniques et sur la sur-

face du troisième ordre. {Journal de l'École polytechnique, 1894,

t. LXIV, pp. 423-150.)

21. Kantor (S.), Die Typen (1er linearen Complexe ralionalcr Curven im R^.

(American Journal of Math.. 1901, t. XXIII, pp. 1-28.)

22. LiiROTH (J.), Ueber die Anzalil der kegelschnitle, welche acht Geraden

im Raumen sclmeiden. (Journal de Crelle, 1868, t. LXVIII, pp. 185-

190.)

23. Idem Eine Au%abe iiber kegelschnitte im Raume. {Math. Annalen, 1870,

t. m, pp. 124- 133.)

^24. MoNTESANO (D.), Su di un sistema lineare di coniclie dello spazio. [Atti

délia R. Accad. di Torino, 1892, t. XXVII, pp. 660-690.)

25. Idem, Su le congruenze lineari di coniche nello spazio. {Rend, del R.

Isliluto Lombarde, 1893, (2), t. XXVI, pp. 589-603.)

26. Idem, Su i varii tipi di congnienze lineari di coniche dello spazio. {Rend.

délia R. Accad. di Napoli, 1895, pp. 93-110, 155-181.)

27. Idem, Una estensione del problema délia proiettività a gruppi di com-

plessi e di congruenze lineari di rette. {Annalidi Matemalica, 1898,

(3), t. I, pp. 313-358.)

28. Idem, Su i complessi bilineari di coniche nello spazio. {Atti del

/V» Congresso dei Matemalici. Roma, 1908, H, pp. 231-233.)

29. PiERi (M.), Sopra alcune congruenze di coniche. (Atti délia R. Accad.

di Torino. 1893, XXVII, pp. 289-303.)

30. Schubert (H.), Beitrâge zur abziihlenden Géométrie. {Math. Annalen,

1876, X, pp. l-il6; 1878, XIII, pp. 429-539.)

31. Idem, Moduln vielfacher Bedingungen bei Flâchen zweiter Ordnung.

{Ibid.. X, pp. 318-364.

j

32. Idem., Milteilungen aus der abzâhlenden Géométrie p — dimensionaler

Raume eersten und zweiten Grades. {Jahresbericht der D. Math.

Verein., 1890-1891, I, pp. 48-49.)

33 Idem, AUgemeine Anzahlfunctionen fiir Kegelschnitte, Flachen und

Râume zweiten Grades an n dimensionen. {Math. Annalen, 1894,

XLV, pp. 153-206.j

34. ScHUH (F.), Vergelijkend overzicht der methoden ter bepaling van

aantallen vlakke krommen. [Academisch Proefschrift, Amsterdam,

1905.)



( 22 )

35. Severi (F.), Ricerche sulle conicho toccanti délie curve gobbe. {Atti

délia R. Accad. di Torino, 1900, XXXV, pp. 774-541.)

'

36. Idem, Sopra le coniche che toccano e seccano una o piu curve gobbe.

{Ibid., 1900, XXXVI, pp. 74-93.)

37. Sturm (R.), Sur la surface enveloppée par les plans qui coupent une

courbe gauche du quatrième ordre et de la seconde espèce en

quatre points d'un cercle. {Annali di Matematica, 1870, (2), IV,

pp. 1-13.)

38. Idem, Die Gebilde eersten und zweiten grades der Liniengeometrie.

Leipzig, Teubner, III, pp. 26-49.

39. Stuyvaert (M.), Sur les plans qui coupent en des points d'une conique

un système de lignes de l'espace. {Mém. in-8<> de VAcadémie royale

de Belgique, 190 LXII.)

40. Idem, Étude de quelques surfaces algébriques engendrées par des

courbes du second et du troisième ordre. Thèse de doctorat

spécial. Gand, Hoste, 1902, pp. 1-11.

41. Idem, Cinq études de géométrie analytique. Prix F. Deruyts, 1906.

{Mémoires de la Société des sciences de Liège, 1907, (3), VU,

pp. 78-80. Gand, Van Goethem.)

42. Veneroni (E.), Sopra alcuni sislemi di cubiche gobbe. {Rend, del Circolo

Matematico di Palermo, 1902, XVI, pp. 209-229.)



CHAPITRE U.

La géométrie de la conique dans l'espace.

§ 1. — La représentation analytique de la conique.

5. Considérons six quadriques, linéairement indépendantes,

sans point commun, et dont les équations sont respectivement

a\% 0, a2|, = 0, .

.

aQ% = 0,

ai(i = i, 2, 6) élanl des symboles et a^ représentant une

forme linéaire homogène à quatre variables Xi^, x^, x^.

Toute conique de l'espace peut être représentée par des

équations de la forme

\ai% + \a% -f . . . 4- \a6% = 0, (1)

U^X^ + 112^2 + ^3^3 + U4X4 = 0. (2)

En effet, la seconde de ces équations représente le plan de

la conique. D'autre part, par cinq points de l'espace passe une

et une seule quadrique (i); en particulier, si ces cinq points

sont choisis sur la conique, la quadrique déterminée contient

la conique toute entière.

Ainsi, à une conique de l'espace correspond généralement
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1111 seul système de valeurs des rapporls —, —, -, -, -, ~,

et inversement. Ces huit rapports sont en quelque sorte les

coordonnées de la conique; nous allons voir qu'on exprime

simplement par des relations entre ces rapports quelques

conditions simples auxquelles on peut assujettir les coniques.

6. Exprimons en premier lieu qu'une conique, donnée par

les équations (1) et (2), s'appuie en un point sur la droite qui

joint deux points (//,, y^» 1/3? 2/4)» (^i, ^2» ^ô' ^4)- Les coor-

données du point d'appui sont de la forme

y, + kz, a = 1, % 3, 4),

donc on doit avoir

Uy + ku, 0.

En éliminant /c, on trouve l'équation

0

On obtient donc une relation linéaire en X et quadratique

en u.

7. Recherchons maintenant l'expression de la condition

pour une conique de toucher un plan
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Il siiHira d'exprimer que la droite située à l'intersection des

plans

= 0, v^ = 0

touche la quadrique (1). Pour que le plan

louche la quadrique (1), ou doit avoir

Wi -r kVi 7/., + kv.2 7/3 + kv-s + kv^ 0

6

2^ >^i«^4

c'est-à-dire

2] >^i«»44 W4 + kv,

0,

iV 0 vj 0

X Vu 2^ î^/t

0.

Les deux racines k de cette équation doivent être égales,

donc la condition cherchée est

0.

0 0 Uj 0

8. Cherchons en dernier lieu quelle est la relation existant

entre les X et les u quand la conique dégénère en deux droites.

(*) Celte notation représente le discriminant de l'équation (1) bordé.
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Gela arrive évidemment quand la quadrique (1) touche le

plan (2); alors, on a

Ur, W4 0

6

2 >^iflÎ44

0. (3)

Soient maintenant deux droites qui se coupent. Par

trois points de d et deux points de d' passe une seule quadrique

du système (1) et cette quadrique contient entièrement les

deux droites, donc elle touche le plan déterminé par ces droites.

Par conséquent, toute conique dégénérée de l'espace peut être

représentée par les équations (1) et (2) moyennant (5).

§ 2. — Interprélation hijperspatiale.

9. Si l'on adopte la terminologie introduite par M. Klein

dans son célèbre Programme d'Erlangen (*), on dira que le

groupe fondamental de la géométrie de la conique dans l'espace

est constitué par l'ensemble de toutes les transformations qui

mutent une conique en une conique, et que cette géométrie

consiste en la recherche des propriétés de l'espace invariantes

par rapport à ce groupe. On peut donner une interprétation

plus claire à ces mots en utilisant la notion d'hyperespace.

Rappelons en premier lieu ce que l'on entend par surface de

(*) Ces théories ont été développées par M. Klein dans l'ouvrage : Einlei-

tung in die liôhere Géométrie^ II, Vorlesiing gehalten im Sommersemester

1893. Ausgearbeitet von Fr. Schilling. Gollingen.
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Véronèse (*). Soient, dans un plan de coordonnées homogènes

(xi, a?2, ^3), six coniques linéairement indépendantes

Toute conique du plan a une équation de la forme

t'^ibi% = 0. (1)

Soient Xj, X02, X5, X4, X^, X,, les coordonnées homogènes d'un

espace linéaire à cinq dimensions S5. La surface définie par les

équations

p\,= bi% (i = \,%...,6) (2)

est du quatrième ordre et a reçu le nom de surface de Véronèse,

du nom du géomètre qui l'a le premier étudiée.

Moyennant (2), l'équation (1) s'écrit

W + XX^ + . . . + >^6X6 = 0,

donc la surface de Véronèse s'obtient en rapportant projecti-

vement les coniques d'un plan et les hyperplans d'un espace à

cinq dimensions.

On conclut de là que le plan et la surface de Véronèse sont

en correspondance birationnelle. Aux points d'une conique du

plan correspondent les points d'une courbe du quatrième ordre,

section hyperplane de la surface. Aux points d'une droite du

plan correspondent les points d'une conique de la surface et

ainsi la surface de Véronèse contient oc^ coniques ayant deux

à deux un point commun. Cette propriété est caractéristique.

(*) On trouvera une théorie détaillée de la surface de Véronèse dans :

Bertini, Introduzione alla Geomeiria proiettiva degli iperspazi, con

appendice siUle curve algebricfie e loro singolarità. Chap. XIV et XV.
Pisa, 4907.
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10. Considérons de nouveau le système de quadriqucs

(chap. Il, § 4)

^l,ail = 0, (1)

et rapportons projectivement les qiiadriques de ce système aux

hyperplans

de l'espace linéaire à cinq dimensions S5. On anra, p étant un

facteur de proportionnalité,

pX, = a4. 0' = 1,2,...,6) (2)

A tout point (x) de l'espace correspondra un point (X) de S5,

par suite les équations (2) représenteront une variété V à trois

dimensions. A un point de V correspondra un seul point {x) de

l'espace. L'ordre de cette variété sera égal à huit, car trois

quadriques (i) ont huit points variables en commun. A une

quadrique (1) de l'espace correspondra ainsi une surface du

huitième ordre section hyperplane de V.

En résumé, nous avons une variété à trois dimensions V, du

huitième ordre, en correspondance hirationnelle avec l'espace

linéaire à trois dimensions, de telle façon qu'à ses sections

hyperplanes correspondent les quadriques du système (1).

Considérons maintenant le plan tz d'équation

u^Xi + U.2X.2 H- U3X3 + U4X4 = 0

A une conique de ce plan correspond une quadrique du

système (1) la contenant, et, par conséquent, un hyperplan

de S5. Ainsi les coniques du plan tz et les hyperplans de S5 sont

rapportés projectivement, donc les points de la variété V

correspondant aux points du plan tz forment une surface de
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Véronèse. On voit ainsi que la variété \ contient un système

linéaire triplement infini de surfaces de Véronèse.

A une conique de l'espace correspond sur la variété V une

courbe du (jualrième ordre entièrement située dans un hyper-

plan, puisque la conique est située sur une quadrique de (1).

A une droite de l'espace correspond une conique de V. Deux

surfaces de Véronèse de V ont en commun une conique.

En résumé, la variété V contient un système linéaire de

courbes rationnelles du quatrième ordre; il y a oc^ de ces courbes

qui dégénèrent en deux coniques, et ces oo^ coniques sont les

intersections du système linéaire oc^ de surfaces de Véronèse

situé sur V.

Une transformation de l'espace à trois dimensions qui

change une conique en une conique devient une transfor-

mation de la variété V en elle-même, qui échange les courbes

(lu quatrième ordre du système oo^. Le groupe formé par

toutes ces transformations de V en elle-même devient le

groupe fondamental de notre géométrie.

Nous voyons en particulier que le groupe formé par les

transformations projectives de Sg qui laissent invariable la

variété V, c'est-à-dire qui portent un point de V en un point

de V, est un sous-groupe du groupe fondamental.



CHAPITRE m

Les congruences de coniques.

§ 1. — Généralités.

11. Reprenons, pour définir une conique, les équations

(ch. II, § 1)

\a] % + \a^l + . . . + \ab% = 0, (1 )

u^ûi'i + UoX., -h Ms^'î ^- tU^i = 0- (^)

el, pour abréger, désignons les quantités X^, Xg, Wj, Mç),

1*3, W4 sous le nom de coordonnées de (a conique.

On appelle congruence de coniques, l'ensemble des coniques

de l'espace dont les coordonnées s'expriment en fonctions

algébriques effectives de deux paramètres t^, t^. D'une façon

générale, on aura huit équations algébriques indépendantes

Fi{\, \, .
. \ ;

'u„ u,, .

.

Il,; i,, h) = 0, (i = 1, 2, . . 8) (3)

homogènes par rapport aux (k) et par rapport aux (u).

Entre les équations (3), éliminons les (X); nous obtiendrons

trois équations algébriques, homogènes en (u) :

'fi (Wi, Uo, ...,u,; U) = 0. = 1 , 2, 3). (4j

Il se peut que les paramètres ^i, L2 entrent effectivement

dans ces équations, ou n'y entrent que par une de leurs com-

binaisons
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(Ml encore n'y entrent pas du tout, mais nous laisserons ce cas

banal de côté. Dans le premier cas, les plans des coniques de

la congruence enveloppent une surface, dans le second une

(Icveloppahle.

Les équations (2), (3) et

Wii/i + ^hVz + W32/3 + W4I/4 = 0

où les (x) et les (y) sont fixes, ont en commun un nombre

généralement fini de solutions; ce nombre est appelé classe de

la congruence. On voit qu'il correspond au nombre de coniques

de la congruence dont les plans passent par une droite fixe.

Selon que les plans des coniques d'une congruence enve-

loppent une surface (*) ou une développable, la classe de la

congruence est supérieure ou égale à zéro.

Éliminons les (u) entre les équations (3), nous obtenons

cinq équations indépendantes, algébriques, homogènes par

rapport aux (X),

l,, .

.

Xe-, h, y = 0. (i = 1, 2, . . 5) (5)

Dans ces équations, les paramètres f^, peuvent entrer effec-

tivement, ou par une de leurs combinaisons

ou enfin peuvent ne pas y figurer du tout, mais ce dernier cas

sera encore laissé de côté.

En correspondance, on aura une variété doublement infinie,

ou simplement infinie de quadriques. Il est à remarquer que

cette variété dépend du choix du système linéaire (1).

Terminons ce paragraphe en observant que puisque nous

avons supposé que les fonctions qui figurent dans les équa-

('^i Pour abréger, cette surface sera dite surface-enveloppe de la con-

gruence.
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lions (3) étaient des fonctions effectives des deux paramètres

ti, t^, ceux-ci ne peuvent pas entrer à la fois dans les équa-

tions (4) et (5) par une même combinaison, ce qui est géomé-

triquement évident.

12. Étant données des valeurs quelconques des {x), les équa-

tions (1), (52) et (5) ont un nombre lini de solutions; donc par

un point de l'espace il passe généralement un nombre fini de

coniques d'une. congruence. Ce nombre est appelé ordre de ta

congruence.

11 existe des points exceptionnels, ce sont les points focaux.

Par chacun de ces points passent (au moins) deux coniques

coïncidentes de la congruence. M. Darboux (*) a montré que

dans une congruence de coniques, chaque conique possède

six points focaux. Les points focaux d'une congruence de

coniques décrivent les six nappes d'une surface appelée surface

focale.

Exceptionnellement, il peut exister des points de l'espace

par lesquels passent une infinité simple de coniques d'une

congruence : ce sont les points singuliers. Un point singulier

prend la place d'un point focal et le lieu des points singuliers

d'une congruence ne peut être (ju'une courbe, dite courbe sm-

gulière.

D'une façon générale, si les coniques d'une congruence

possèdent /i( < 6) points singuliers sur une courbe C, celle-ci

est dite courbe h — singulière et h nappes de la surface focale

dégénèrent en la courbe C.

Enfin, il peut exister un point, ûïX point principal, qui est

commun à toutes les coniques d'une congruence. Deux nappes

de la surface focale dégénèrent évidemment en un pareil

point.

Une congruence de coniques d'ordre un ne possède pas de

points focaux, mais seulement des points singuliers et des

points principaux (éventuellement).

(*j Leçons sur la théorie générale des surfaces. Paris, 1889, t. II, cliap. 1.
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§ — Sur les congruences linéaires de coniques.

13. Soit r line congruence linéaire (c'esl-à dire d'ordre un)

de coniques. Les intersections des coniques de r avec un plan

quelconque tt forment une involution. D'après un théorème de

iVI. Castelnuovo (*), cette involution est rationnelle. Or, cette

involution est biralionnellement équivalente à la congruence F,

donc :

Une congruence linéaire de coniques est rationnelle.

De ce théorème de iVI. Castelnuovo, nous pouvons encore

conclure que dans les équations d'une conique de la con-

gruence r :

\a\% + \a^% + . . . + \a6% = 0,

les (X) et les (w) sont des fonctions effectives, homogènes et

rationnelles de trois paramètres t<^, t^, ou des fonctions

non homogènes d'un paramètre.

Soient (ch. HK § 1),

Fi {\, \> Wi, U2, Us, W4, = 0 (i = 1, 2, . . 8) (1)

les équations définissant la congruence T. D'après le théorème

établi plus haut, les fonctions sont rationnelles en l^, t.2,

algébriques et homogènes en Çk) et en (u). Résolvons ces équa-

tions par rapport aux (k) et aux (u) et substituons à ti, les

rapports y, ^ nous obtenons

lescp et les 4^ étant rationnelles, entières et homogènes.

(*; Sulla razionalità... (Loc. cit.)

3
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Une conique de la congruence F a donc pour équations

t^K{ti.t2,i3)-ak% = 0, (2)

2; k, QXi = 0. (3)

Comme nous l'avons déjà fait remarquer (*), il peut arriver

que dans la résolution des équations (1) on obtienne soit des

fonctions cp, soit des fonctions dans lesquelles un des para-

mètres t manque, le même paramètre ne pouvant du reste pas

être absent simultanément dans les cp et dans les t];. Cette

remarque nous conduit à répartir les congruences linéaires de

coniques en deux catégories, suivant que la surface enveloppe

des plans des coniques est une développable ou une surface

proprement dite, c'est-à-dire suivant que l'équation du plan

d'une conique de la congruence a la forme

4

OU la forme (5), dans laquelle i^, et entrent effectivement.

On serait tenté d'introduire une nouvelle subdivision basée

sur la dimension effective du système formé par les quadriques

d'équation (2), mais cette subdivision serait artificielle, comme

on s'en rend facilement compte sur un exemple. Supposons,

en effet, que le système de quadriques (2) soit un faisceau.

Nous pouvons toujours choisir, et d'une infinité de manières,

un système linéaire oo ^ de quadriques ne contenant pas ce

faisceau. Les quadriques de ce nouveau système contenant les

coniques de la congruence envisagée, seront généralement en

nombre oo^, ce qui prouve notre assertion.

(*) Sous une forme un peu différente.
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14. Congruences de la première catégorie. Soit F une con-

gruence linéaire de coniques dont la courbe générique a pour

équations

t?^(fi^^2,ts)akl = 0, (2)

^•\,,{l„t,)x,^0. (4)
i=4.

Désignons par <J> le système formé par les quadriques d'équa-

tion (2), système que nous supposons doublement infini, et par

^* la développable enveloppée par les plans d'équation (4).

Sur un plan tc de ^ se trouvent oo * coniques de T; par un

point quelcon(|ue de tc ne peut passer qu'une de ces coniques,

par suite elles forment un faisceau, car autrement la congruence

ne serait pas linéaire. Désignons par cp le système formé par

les X ^ quadriques de <ï> qui marquent sur u les coniques de F.

Le plan n ne peut faire partie de l'enveloppe de ^, car autre-

ment toutes les coniques de la congruence dégénéreraient; par

suite cp est un faisceau.

Supposons que la classe de la développable W soit supérieure

à un. Par un point P de l'espace passent plus d'un plan de W,

et dans chacun de ces plans se trouve une conique de T pas-

sant par P; la congruence V ne sera donc linéaire que si la

développable W est un faisceau de plans.

D'après ce que nous avons vu, à un plan du faisceau W cor-

respond un faisceau de quadriques cp, mais inversement un de

ces faisceaux peut correspondre à un certain nombre v de

plans de W.

Les fonctions (fi(ti, t^, t^) sont rationnelles, de sorte que la

variété de quadriques <ï> est rationnelle, cette variété est donc

une série rationnelle simplement infinie de faisceaux cp. Les

groupes de v plans de W correspondants à un même faisceau cp

forment une involution \l et cette involution est rapportée

homographiquement à la série des faisceaux (p.
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La droite a, axe du faisceau de plans est évidemment

une droite bisingulière de la congruencc f. Dans chaipie plan

de se trouvent encore quatre points singuliers [)our la con-

gruence, ce sont les points-base du faisceau de coniques de r

situées dans ce plan. Trois cas peuvent se présenter :

a) Aucun de ces quatre points ne se trouve généralement

sur la droite a;

b) Un de ces points se trouve toujours sur a;

c) Deux de ces points se trouvent toujours sur a.

On obtient ainsi trois types de congruences que nous déno-

terons par r«, r», r^.

15. Le lieu des quatre points singuliers d'une congruence \\

situés dans un plan de *F en dehors de la droite a est

évidemment une courbe C, d'un certain ordre n, s'appuyant

n — 4 fois sur la droite a. Soit k le nombre de points d'appui

distincts de G sur a. Un de ces points d'appui est à la fois

un point-base pour les faisceaux de coniques de situés

dans V plans de donc il est multiple d'indice v pour C. Par

suite, on a

w = /cv + 4.

La congruence la plus générale est le lieu des coniques s'ap-

puyant en deux points sur une droite et en quatre points sur une

courbe d'ordre kv -f 4 ayant k points multiples d'indice v sur la

droite singulière (*).

D'après une remarque déjà faite, la congruence est de

classe zéro.

Remarquons enfin que si /c = 0, v = 1, la courbe C est une

(*) Cette congruence est signalée par M. Montesano dans le cas v = l.

{Sut variitipi .. Loc. cit.)
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quarlicjiie gauche qui peut être de première espèce, et ainsi

commune à oo * quadriques. On aurait trouvé directement cette

congruoncc en supposant le système (2) oo i.

16. Dans une congruence F^, le lieu des trois points singu-

liers silués en dehors de la droite a dans tout plan passant par

celle droite, est une courbe C d'un cerlain ordre n s'appuyant

n — 5 fois sur a. Soit k le nombre de points communs distincts

à C et à a. Deux cas peuvent se présenter :

1° Le point base sur a des fiaisceaux de coniques situés

dans les plans passant par a est variable sur cette droite;

2 Ce point est fixe.

Dans le premier cas, chaque point d'appui de C sur a est

mulliple d'indice v pour C et on doit avoir

w = itv + 3.

Dans le second cas, la courbe C passe évidemment par le

point fixe si /c > 1. Soit P ce point fixe (principal pour sa

congruence), p sa multiplicité pour la courbe C. Les k -— \

points d'appui restants de C sur a sont multiples d'indice v

pour C, et l'on a

n = (/;;— l)v-hp + 3.

Les congruences Fb les pins générales sont :

i" Le lieu des coniques s'appuyant en deux points sur une

droite a et en trois points sur une courbe d'ordre kv + 3 aijant k

points multiples d'indice v sur la droite singulière. Les coniques

de la congruence situées dans un plan passant par a forment un

faisceau ayant un point- base sur a et les coniques passant par un

point de a se distribuent en v faisceaux analogues;
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2® Ou bien le lieu des coniques passant par un point fixe,

s'appuyant sur une droite passant par ce point, et s'appuyant en

trois points sur une courbe d'ordre (k — l)v + p -f 3 ayant k - 1

points multiples d'indice v sur la droite singulière et de plus un

point multiple d'indice p au point principal.

Les congruences r?, sont de classe nulle.

17. Dans une congruence r^, les points singuliers situés

clans un plan passant par a sont au nombre de quatre, deux

sur a, deux en dehors de cette droite. Il peut se faire que les

points singuliers situés sur a soient tous deux mobiles, ou que

l'un deux soit fixe, ou enfin qu'ils soient tous deux fixes.

Dans chaque cas, le lieu des deux autres points singuliers

est une courbe G, hyperelliptique, d'ordre n, s'appuyant

n — 2 fois sur a.

Dans le premier cas, on a k poinls d'appui multiples

d'indice v et

n = fev + 2.

Dans le second cas, la congruence a un point principal

multiple d'indice p pour C el k — 1 points de a sont multiples

d'indice v pour C; on a

n = (A;— l)v+jo + 2.

Enfin, dans le troisième cas, la congruence a deux points

principaux, l'un multiple d'indice p, l'autre d'indice n — p—

2

pour C.

Les congruences 1\, les plus générales sont :

l'^ Le lieu des coniques s'appuyant en deux points sur une

droite et en deux points sur une courbe d'ordre kv -f- 2 ayant k

points multiples d'indice v sur la droite singulière. Les coniques

passant par un point de la droite singulière se distribuent en

V faisceaux dans v plans passant par la droite singulière et ces

faisceaux ont un second point-base sur celte droite;
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2" Ou bien le lieu des coniques s'appuyant en deux points dont

un fixe sur une droite et en deux points sur une courbe d'ordre

(k — 1)v -|- p -|- 2 ayant un point multiple d'ordre p au point

principal k — 1 points multiples d'indice v sur la droite singu-

lière. Les coniques passant par un point de cette droite se

distribuent en v faisceaux de plans différents.

S*' Ou enfin le lieu des coniques passant par deux points fixes

et s'appuyant deux fois sur une courbe d'ordre n ayant aux points

fixes des multiplicités d'ordres p, ii ~ p — 2 respectivement,

18. CONGRUENCES DE LA SECONDE CATÉGORIE. — Soit maillte-

nanl T une congruence engendrée par les intersections des

qiiadriques

d'une variété doublement infinie, et des plans correspon-

dants

d'une surface-enveloppe ^.

l.a variété <ï> et la surface W sont rationnelles.

Nous désignerons par l'indice (*) de *ï>, par n^ la classe

de y^, et nous supposerons que dans un plan tangent à se

trouvent coniques de r et que sur une quadrique de <i> il s'en

trouve v^.

Supposons (ju'aux plans tangents à W et passant par un

point P correspondent des quadriques de 4> formant un système

simplement inlini .p d'indice jjl^ et qu'inversement à une qua-

drique de
-p

correspondent /f^(< v^) plans passant par P. De

même aux quadriques passant par P correspondent les plans

(*) Nombre de quadriques passant par deux points.
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d'une (léveloppable d'indice (classe) circonscrile à un

plan de celte développable correspondant à k^{<: vi) quadriques

passant par P. On a d'ailleurs

^1^2 = {^2^1- (1)

Considérons maintenant le lieu des coniques de la congruence

dont les plans passent par un point générique P. Ce lieu est

une surface F passant simplement par P. puisque par ce point

passe une seule conique P. Les plans des coniques de F
s'appuyant sur une droite passant par P contiennent évidem-

ment cette droite, donc ils sont au nombre de nj. Chacun d'eux

contient V| coniques de V et, par suite, F est d'ordre 2n|Vi + ^'

Les coniques de la congruence F dont les plans passent par un

point fixe engendrent une surface d'ordre Sn^vi + 1 (*).

Mais nous pouvons calculer Tordre de celte surface d'une

autre manière. Soit (x) une ponctuelle quelconque. Par un

point Xi de (x) passent plans tangents à ^' et passant par P,

à ces plans correspondent njvi quadriques de ^ marquant

sur (x), 2nivi points X2. Inversement, à un point corres-

pondent ^.^ki points Xj. D'après le principe de Chasies, il y a

2?i|Vi + piki coïncidences des points Xj, X2 et un de ces points

appartient à F; nous trouvons donc pour l'ordre de cette

surlace un nombre plus élevé que tantôt.

Pour éviter cette contradiction, nous devons admettre qu'il

existe une développable A de classe 0, circonscrite à dont

tout plan forme, avec ^(^2^1 — 1) plans d'une seconde déve-

loppable A', de classe S', des quadriques delà variété (t>. Nous

n'excluons pas la dégénérescence éventuelle de la dévelop-

pable D et par suite de la développable D'. Les coniques de T

situées dans les plans passant par P forment une surface

d'ordre 2nivi -f [jis/ci, mais chaque plan de D passant par P

(*) Ce théorème a été établi par M. Montesâno, Su le conqrueme ..

(LOC. CIT.)
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entre -((Jia'fi — fois dans cette surface; il reste donc une

surface d'ordre effectif 2^^,V| -[- 1, ce qui est conforme an

théorème établi plus haut.

19. Considérons une droite a appartenant à la surface

de sorte que tout plan passant par a contient des coniques de

la congruence f . Ces coniques seront marquées par les qua-

driquès d'un svstème A, simplement infini, appartenant à

I! peut arriver que A se scinde en deux systèmes, dont

l'un, A^, est tel que chacune des quadriques lui appartenant

contient a. Alors dans tout plan passant par a se trouvent un

certain nombre a de coniques dégénérées. Ces coniques dégé-

nèrent en la droite a et en une autre droite, ou bien en la

droite a comptée deux fois. Nous aurons à distinguer ces deux

cas dans la suite. Pour le moment, remarquons que la droite a

est multiple d'ordre a pour toute surface F.

Pour atteindre la plus grande généralité, nous supposerons

qu'il existe p droites aj, a^, analogues à a, et nous indi-

querons par a|, ... leurs multiplicités respectives pour

chaque surface F.

20. Une congruence linéaire de coniques ne peut posséder

de points focaux. Supposons, de plus, que la congruence f ne

possède aucun point principal, quitte à examiner ce cas plus

lard. Chaque conique de f possède six points singuliers qui

peuvent se répartir sur k courbes singulières C^, C2, C^

respectivement d'ordres X^, Xg, X^, de telle manière que la

jème cQurbe C^ soit — singulière. On aura évidemment

m, + + . , . -h m/. = 6. (2)

Les courbes Ci, C^^ appartiendront à chaque surface F
avec certaines multiplicités que nous représenterons par

9b 9^2^ % respectivement.



( 42 )

Envisageons deux surfaces F relatives à deux points quel-

conques Pi, Pg. Ces deux surfaces auront en commun les

courbes singulières, les droites a^, et enfin vi coni-

ques de r dont les plans passent par Pj P^. On aura donc, s'il

n'existe aucune droite singulière admettant des coniques

infiniment voisines (*),

(2w,v, + 1)^ = 2n,Vi + 1; \fi 4- ^, (3)
i=l

moyennant

^ = (4)

Considérons maintenant une surface F et une conique de F

n'appartenant pas à F. Les points de rencontre de celte conique

avec F se trouveront nécessairement sur les lignes singulières

de la congruence, donc on a

2(2niVi + 0 = m^q, + m/i^ + . • • + mf^q,,. (S)

Reprenons l'examen de la droite a considérée au numéro

précédent. Si les coniques dégénérées de F situées dans les

plans passant par a sont composées de a et d'autres droites,

ces dernières s'appuient sur a et sur les courbes singulières,

mais elles doivent engendrer une surface, donc les points

d'appui sur les courbes singulières sont au nombre de deux.

La droite a devant former une conique de la congruence avec

une bisécante de l'ensemble des courbes singulières, s'appuie

nécessairement en quatre points sur cet ensemble.

Si les coniques dégénérées situées dans les plans passant

par a se composent de la droite a comptée deux fois, cette

droite s'appuie naturellement six fois sur les courbes singu-

lières.

I*) Voir MoNTESANC, Suit vani tipi... (Loc. cit.)
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§ 5. Congruences linéaires de coniques ayant une courbe

sexlisingulière.

21. Proposons-nous maintenant de rechercher les con-

gruences de coniques F n'ayant qu'une seule courbe singulière.

Les formules (2), (3) et (5) deviennent alors

(2n,v,-f 1)'^ = 2w,vi +V +
(2w,v, + 1) = 3g.

L'élimination de q donne

(27iiVi + 1)2 (9 — X) = ISniVi + 9<3-.

Le second membre étant au moins égal à l'unité, on a pour

X les seules valeurs possibles 6, 7 ou 8. Nous allons examiner

ces différents cas en détail.

22. Commençons par le cas X = 6. On a

4(niVi)2— 2WiV, 4- 1 — ?C7 = 0,

d'où

Le signe — doit évidemment être rejeté. De plus, = 1.

Posons

12^— 3 = 22,

d'où

z + 1

Nous voyons que 2^ + 3 est multiple de 12, donc 2 est mul-

tiple de 3. Posons donc z = 32', il vient

3?'* -h 1 = 4^, 32' -f 1 = An,.
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Par soustraction, on voit que 32'2 — Zz' est multiple de 4,

c'est-à-dire que z' (z' — i) est multiple de 4. On en conclut

que z' est multiple de 4 ou multiple de 4 augmenté d'une

unité. Dans la première alternative, en supposant z' = 4e, on

aurait

4/îi = 12e + 1,

ce qui est impossible en nombres entiers. Dans la seconde

hypothèse, posons z' = h + 1, ^ étant entier positif; alor&

on a

n^ = 3£ + l, g = 2£ + 1, :r = 12£"-f 6c + 1.

Une conique de la congruence ne peut évidemment dégé-

nérer en une droite comptée deux fois, car une telle droite s'ap-

puyerait en six points sur la courbe singulière C, du sixième

ordre. Les droites que nous avons appelées a^, a^,

forment donc, avec d'autres droites, des coniques dégénérées

de la congruence. Mais ici on a V| = 1, donc ai = 1,

= 1, oLp = 1. D'autre part, une sextique gauche a au plus

six quadrisécantes (*) et chacune des droites a,, ... est

nécessairement une quadrisécante, donc on a p < 6 et, par

suite,

12£2 + 6e + l <6.

La seule solution possible en nombre entier est e = 0, donc

Wi = l, q = i, (7 = 1.

Les surfaces F sont des surfaces cubiques passant simple-

ment par C et a, donc le genre de C est égal 2 et cette courbe

ne possède que la seule quadrisécante a. Deux surfaces F ont

en commun une conique de la congruence et ces surfaces for-

(*) F. DERrYTS, ÎSote sur la configuration formée par le9 quadrisécantes

des courbes gauches rationnelles du sixième ordre. (Buli.. de k'Acad. roy. de

Belgique, 1898, (3), XXXV, pp. 421-438.)



( 45 )

ment un réseau générateur. Les plans des coniques de la

congruence passent par un même point (ni = 1), ce point est

situé sur la droite a. En effet, dans le cas actuel, la surface W
dégénère en une gerbe et la droite a doit appartenir à cette

gerbe.

A) La congruence linéaire de coniques ayant une courbe gauche

du sixième ordre sextisingulière est le lieu des intersections varia-

bles des surfaces cubiques passant par la courbe singulière et par sa

quadrisécante . Celle-ci est unique, la courbe singulière est de genre

deux et la congruence est de la classe un; tous les plans des coniques

de la congruence se coupent en un même point de la quadrisécante.

Cette congruence a été rencontrée par M. Montesano {*) et,

plus récemment, par M. Stuyvaert (**).

23. Envisageons maintenant le cas X = 7. On a évidem-

ment vi 1, et

— + 2 — (^cr = 0.

On en déduit

w,= l(^5±3\/8cr + l^.

Posons

8<T + 1 =
d'où

Sn, = 5 + 32,

car il est évident que le signe — est à rejeter. Additionnons

les deux dernières égalités après avoir multiplié les deux mem-
bres de la première par 5; nous voyons que z (5z + 5) est

multiple de 8. Un calcul simple, analogue à celui que nous

avons effectué plus haut, montre que l'on doit avoir z = 8£ + 1,

£ étant un nombre entier positif. Alors, on a

rii = 3£ + l, ^ = 2£ + l, C7 = 2£(4£ + l).

{*) Sui varii tipi... (Loc. cit.)

(**) Sur certaines courbes gauches du sixième ordre. 'Kojnink. Akau. van

Wetenschappen te Amsterdam. Verslag, 1908, pp. 400-406.)
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Supposons d'abord qu'il n'existe pas de coniques de la con-

gruence dégénérées en des droites comptées deux fois. Alors

les droites a^, a^, sont toutes des quadrisécantes de la

courbe singulière C. Cette courbe aura le plus grand nombre

de quadrisécantes lorsqu'elle sera rationnelle, donc, d'après un

théorème de F. Deruyls (*), on a p < 20.

Par une des quadrisécantes éventuelles a de C, menons un

plan 7c. Ce plan rencontre encore C en trois points et la droite

qui joint deux quelconques de ces points forme avec a une

conique de la congruence. I.e plan n contient donc trois coni-

ques dégénérées do la congruence et, par suite, la droite a est

triple pour chaque surface F. Ainsi, on a aj = = ... =
= 3 et

|;a? = 9/; = 8£2 + 2£.

Une première solution est fournie par e = 0, p = 0. Voyons

s'il peut exister d'autres solutions, en nombres entiers et

positifs, de l'équation précédente. On a nécessairement

Posons 2^ = 72/) -f 1. Le produit (z — i) (z -\- i) doit être

divisible par 72. L'un des facteurs doit être multiple de 9.

D'autre part, si l'un des facteurs est multiple de 4, l'autre est

multiple de 2, il sulTil donc de considérer les cas suivants :

z ^ 56ri + 1 ; z 1871 + i, z = i8ri - i, 2 = 36t, — 1,

fi étant dans chaque cas un nombre entier et positif. Les valeurs

correspondantes de p sont :p = 72ïi (18/) + 1), p = 56yi (r\ + 1),

p = 367) (ti— 1), p = 72ti (18ti — Dans chaque cas, p doit

être au plus égal à vingt, ce qui exige toujours y, = 0. Nous

voyons donc que la courbe C ne peut avoir de quadrisécantes,

(*) Notes sur les sécantes multiples des courbes gauches rationnelles,

(Bull, de l'Acad. roy. de Belgique, 1898, (3), XXXV, pp. 287-294.
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car de vi =^ 0, on conclut p =^ 0. On a 1 , g = 1 , de sorte

que les surfaces F deviennent des surfaces cubiques. Les plans

des coniques de la congruence forment une gerbe dont le

sommet 0 est un point singulier et, par conséquent, se trouve

sur la courbe singulière C. Les surfaces cubiques F forment

un réseau, chacune de ces surfaces étant le lieu des coniques

de la congruence dont les plans passent par une droite conte-

nant le point 0.

La classe de la congruence est égale à l'unité.

La courbe C, du septième ordre, étant la base d'un réseau

de surfaces cubiques, est de genre cinq (*). Donc :

B ) Une congruence linéaire de coniques possédant une courbe

singulière du septième ordre est constituée par le lieu des intersec-

tions variables des surfaces cubiques d'un réseau atjant pour base

une courbe gauche d'ordre sept et de genre cinq.

Une courbe gauche d'ordre sept et de genre cinq peut dégé-

nérer en une courbe gauche du sixième ordre et de genre deux

et en une quadrisécante de cette courbe. On voit ainsi que la

congruence A) du numéro précédent se présente comme cas

particulier de la congruence B).

La congruence B) a été étudiée par M. Montesano et ren-

contrée par iVI. Veneroni, comme nous l'avons déjà indiqué

(ch. I, § 2).

24. Passons au cas général en supposant que la congruence

possède des coniques dégénérées en des droites comptées deux

fois. De pareilles droites sont des sextisécantes de la courbe

singulière C, d'ordre 7.

S'il existait deux sextisécantes de la courbe C, ces droites

et la courbe elle-même seraient situées sur une quadrique lieu

des droites s'appuyant sur C et sur les sextisécantes. Toute

conique s'appuyant en six points sur C appartiendrait à cette

quadrique, de sorte que ces coniques ne forment certaine-

(*) Stuyvaert, Cinq études... {loc. cit.) (Étude I.)



( 48 )

ment pas une congruence. On supposera donc que la courbe C

admet une seule sextisécanle et quelques quadrisécanles

<*2' ^5? %'
La droite ai fait partie d'une seule conique dégénérée, donc

aj 1. Chacune des p — \ quadrisécantcs de la courbe C fait

partie de trois coniques dégénérées appartenant à une même
surface F, donc as = ... = a^ = 3. On a ainsi

4- 2£ + 8 — 9/) - 0,

équation que l'on obtient en égalant les deux valeurs de <t :

p
2a-, 8£^ + i2£. Un raisonnement analogue à celui qui a été

développé au numéro 23 montre que la seule solution possible

en nombres entiers est p = 2, £ = 1 (on tient compte dans le

calcul de la limite supérieure de p).

Pour £ = i, on a ni = 4, q = 5. Les surfaces F sont des

surfaces du neuvième ordre passant triplement par la courbe C

et sa quadrisécante a^, simplement par la sextisécante a^.

Considérons un point P quelconque sur la droite et

construisons la surface F relative à ce point. La surface F|,

lieu des bisécantes de C s'appuyant sur acj, va évidemment faire

partie de F. Supposons que par un point arbitraire de

passent k bisécantes de C, alors Fj est d'ordre /c 4- 3. F^ faisant

partie d'une surface F, d'ordre 9, on a /c < 6. La courbe C,

d'ordre sept, possédant une sextisécante aj, est rationnelle,

elle se projette du point P sur un plan n en une courbe ration-
j

nelle C possédant un [»oint quadruple et k points doubles. La I

courbe C possède donc en outre un certain nombre de points

singuliers équivalents à 9 - A; points doubles, car une courbe

plane d'ordre sept est au plus de genre 45 et un point quadruple

abaisse le genre de G unités, /c points doubles de /c unités. Remar-

quons que par un point quelconque de passe jamais

de trisécante de C, car une pareille droite rencontrerait chaque

surface F (d'ordre 9) en douze points et appartiendrait ainsi

à toutes ces surfaces, ce qui est impossible. Les nouvelles sin-
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gularités de la courbe C proviennent donc de points multiples

effectifs (non apparents) de C. Un point multiple de C se trouve

nécessairement sur la sextisécante et il est au plus triple,

car autrement il appartiendrait aussi à a.2y ce qui n'est pas

possible. Supposons donc que sur se trouvent points

simples, points doubles et x- points triples de C. On a

évidemment

Xi + 2a;, + Sa^s = G,

r, + 3œ.^ + fe = 9.

La surface Fj passe doublement par la courbe C et une sur-

face F triplement par la même courbe, de sorte que Fi n'est

certainement pas d'ordre neuf. La surface F relative au point P

se scinde alors en deux surfaces, la surface F^, d'ordre /c + 5,

et une surface Fg, d'ordre 6— ft, passant simplement par C.

Cette courbe n'est certainement ni plane, ni située sur une

quadrique, car alors la congruence cesserait d'exister. On a

donc /c < 5.

Une section plane de la surface Fi a certainement 7 points

doubles (sur C); le genre de cette section ne pouvant être

négatif, l'ordre de F^ est au moins égal à 6, ce qui donne

/r > 3. On a donc finalement A; = 3. Un simple calcul donne

alors a?! = = 0, x^ = 2.

Ainsi la courbe G possède deux points triples sur la droite

«1 (*)•

La surface F^ est du troisième ordre, elle contient la courbe C

et les droites a^, ag. A chaque point P de correspond une

surface de Fg et toutes ces surfaces Fc2 forment un faisceau,

puisque la congruence est linéaire.

Reprenons la surface Fg relative au point P de a^. Les

coniques de la congruence situées sur Fg forment évidemment

(*) Ces points sont évidemment doubles pour toutes les surfaces Fj,

puisque toute section plane d'une de ces surfaces par a^ a des points

doubles en ces points.

4
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un faisceau dont l'axe d appartient à la surface et passe par P,

puisque par hypothèse tous les plans des coniques envisagées

passent par ce point. La droite d s'appuie aussi sur la droite a^,

puisque celle-ci intervient sur F2 comme conique dégénérée

du faisceau. Enfin la droite d s'appuie sur C, car toute conique

du faisceau contient seulement six points de C. Nous en con-

cluons donc que la surface-enveloppe des plans des coniques

de la congruence est le lieu des droites s'appuyant sur la

courbe C et les droites a^, a^. Cette surface est du quatrième

ordre (nous avions déjà trouvé = 4), car toute quadrique

lieu des droites s'appuyant sur a^, et sur une droite arbi-

traire 6, rencontre C en quatre points en dehors de et a^.

De plus, cette surface passe simplement par C et ag, triple-

ment par a^.

C) Une seconde congruence linéaire de coniques possédant une

courbe sextisinguUére d'ordre sept est constituée par les coniques

s'appuyant en six points sur une courbe gauche d'ordre sept ayant

deux points triples et une seule quadrisécante. Venveloppe des

plans de ces coniques est la surface d'ordre quatre lieu des droites

s'appuyant sur la courbe, sur la quadrisécante et sur la droite

joignant les deux points triples.

Cette congruence a été signalée par M. Montesano (*).

25. Envisageons le cas X = 8. On a

On voit immédiatement que le signe — est à rejeter, ni vi

devant être positif et le radical étant au moins égal à 3.

4 (n,yj'

d'où

(*) Sui varii tipi... (Loc. cit., II, p. 48.)
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4 3
Posons 4<T -f 5= 2.2» il vient Wi =

^
(3z + 7) = j (z + 1) + i

.

On voit ainsi que z -f 1 est multiple de 4, c'est-à-dire que l'on

a « = 4e— i, £ étant entier et positif. Il vient alors

w,vi = 3e + 1, </
= 2£ + i, cr = 4£2— — i.

Soit a une quadrisécante éventuelle de la courbe singulière C.

Un plan tz passant par a rencontre encore C en quatre points

variables et la droite a forme, avec une droite unissant deux

de ces points, une conique dégénérée de la congruence; par

suite, chaque surface F passe six fois par la droite a.

Une sextisécante éventuelle de la courbe C est évidemment

simple pour chaque surface F. Remarquons qu'il ne peut

exister trois pareilles droites, car, dans ce cas, la courbe C

serait tout entière sur l'hyperboloïde ayant ces droites comme
directrices, et la congruence cesserait d'exister, toutes ses

coniques étant situées sur la quadrique.

Nous avons donc à examiner les cas suivants :

a) La courbe C possède p quadrisécantes et ne possède

aucune sextisécante. Alors

b) La courbe C possède p' =p — 1 quadrisécantes et une

sextisécante. Ici

a = 36// + l.

c) La courbe C possède p" = p — 2 quadrisécantes et deux

sextisécantes. Dans ce cas, on a

(T = 36p" + 2.

On a vu que

(7 = 4e2— 2e — 1.
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Donc, dans le premier cas, on doit avoir

36;? = 4e^— '2e — t

ou

Cette équation est impossible pour p, e entiers et positifs,

donc le premier cas doit être rejeté.

Envisageons le second cas b). Alors

Posons i + i6p' = z^^. Alors {z — i) (2 -f 1) est multiple

de 16. Si l'un des facteurs est multiple de 8, l'autre sera pair,

il suffit donc de considérer les cas z = 8ri -f- 1, z = Sr^ — 1,

r, étant entier positif dans chaque cas. Ces cas donnent respec-

tivement pour £ les valeurs e = 6ri -f i , s = 6r, — ^. La seconde

est évidemment à rejeter.

Ainsi, dans l'hypothèse 6), on a s = 610 + 1, p' = r, (4ti + 1).

Plaçons-nous enfin dans l'hypothèse c). On doit avoir :

équation impossible en nombres entiers.

En résumé, lorsqu'une congruence linéaire de coniques pos-

sède une courbe sextisingulière d'ordre huit, on a

n,v, = 2(9ri + 2), q = 3(4yi + 1), ^ = 144/r + 867^ + 1.

18p' = 2£2 — £ — i,

d'où

18p" = 2£2— £ — ! — ->

La courbe singulière possède une sexlisécante et r, (4r, 4- 1)

quadrisécantes.
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Soil a une des quadrisécantes éventuelles de la courbe C

(y; < 0). Si nous désignons par n le genre de C, il passera io

— 7c bisécantes de celle courbe par un point P de a. Mais la

surface F relative au point P passe six fois par a et contient

la surface lieu des bisécantes de C s'appuyant sur a, donc

15 — 71 <6 et TT ^ 9.

D'autre part, si nous projetons la courbe C sur un plan

quelconque d'un point commun à C et à la sexlisécante, nous

voyons que tu < 5. Nous arrivons ainsi à une absurdité prove-

nant de ce que nous avons supposé yi>0. Ainsi on a ri = 0 et

nj vi 4, qf = 3, (7 = 1.

Soit Q un point quelconque de la courbe C. La surface F
relative au point Q va se scinder en une surface F^ lieu des

coniques de la congruence passant par Q| et en une surface

résidu Fg. La surface F^ est du sixième ordre, car la courbe C

étant triple pour F, une droite issue de Q est la corde de trois

coniques de la congruence passant par Q. La surface F-j est

alors du troisième ordre, elle passe simplement par C et par

la sextisécante d. La surface Fi passe doublement par C.

Les surfaces F^ construites en partant de tous les points de

la courbe C forment nécessairement un faisceau et les coniques

de la congruence situées sur une de ces surfaces forment un

faisceau, sans quoi la congruence ne serait pas linéaire. La

courbe C et la droite d forment donc la base d'un faisceau de

surfaces cubiques.

Considérons une conique de la congruence et la surface F2
qui la contient. Le plan de la conique rencontre cette surface

en une droite qui s'appuie nécessairement sur d et deux fois

sur C. Ainsi, les plans des coniques de la congruence enveloppent

la surface lieu des bisécantes de G s'appuyant sur d.

Si nous construisons la surface F relative à un point de la

droite d, nous voyons qu'elle comprend autant de surfaces Fg
qu'il passe de bisécantes de C par le point choisi. Si k est ce

nombre, comme F est d'ordre 9, on a nécessairement k <5.
La surface enveloppe W des plans des coniques de la con-

gruence est alors d'ordre k-\-\. Si un plan tangent à W conte-
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naît deux coniques de la congruence (v^ > i), il y aurait deux

bisécantes de C s'appuyant sur d dans ce plan. Donc si > 1,

k > i. D'autre part, /c + 1 doit être un diviseur de 4, puisque

njVi =4. Le seule solution possible est évidemment n^ = 4,

= i, A; 3. La courbe C est alors de genre 3.

Les surfaces marquent sur un plan passant par d, un

faisceau de coniques dont les points-base sont nécessairement

sur C; par suite, deux de ces points se trouvent sur la droite d.

Par conséquent, la courbe C s'appuie sur la droite d en deux

points distincts, et ces points sont nécessairement triples pour

la courbe C et doubles pour les surfaces Fg, puisque toute

section plane d'une de ces surfaces passant par d a des points

doubles en ces points.

D) L'unique congruence linéaire de coniques admettant une

courbe sexlisingulière du huitième ordre est constituée par les

coniques s'appuyant en six points sur une courbe du huitième

ordre et de genre trois ayant deux points triples (*).

On voit que si la courbe du huitième ordre dégénère en

une courbe rationnelle du septième ordre, dotée de deux points

triples, jointe à sa quadrisécanle, on retrouve la congruence c)

du numéro 24.

En résumé : Si une congruence linéaire de coniques possède

une courbe sextisingulière, cette courbe est

i° D'ordre huit, de genre trois, dotée de deux points triples,

éventuellement dégénérée en une courbe rationnelle du septième

ordre jointe à sa quadrisécante et dotée de deux points triples ;

2° D'ordre sept, de genre cinq, éventuellement dégénérée en

une courbe du sixième ordre, de genre deux, jointe à sa quadri-

sécante (**).

(*) Cette congruence a été signalée par M. Montesano, Sin varii tipi...

(Loc. CIT., pp. 15 et suiv.)

(**) Ces congruences ont été rencontrées par M. Montesano, mais ce

géomètre ne prouve pas que les congruences A (n» 22) et C (n® 24) sont les

seuls cas particuliers des congruences B (n» 23) et D (n® 26) donnant une

seule courbe sextisingulière.
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§ 4. — Congruences linéaires de coniques

ayant une courbe bisingulière et une courbe quartisingulière.

26. Considérons une congrnence linéaire de coniques T,

possédant une courbe bisingulière d'ordre Xi et une courbe

quartisingulière d'ordre Xg. On a > 2 (*), Xg > 4.

Les équations (5) et (5) du numéro :20 deviennent ici :

(2n,v, + \y = 2niVi + \qt + IS + a, (1)

2//,v, + 1 = + 2^,. (2)

Éliminons 2niV| entre ces équations, elles deviennent

{\-m- - '^)(h + (\ -m + ^1 + ^- 1 = 0. (3)

Le discriminant de l'équation (5), où q^ est considéré comme
inconnue, doit être positif ou nul, car ^2 ^st un nombre entier

et par suite est réel. Ainsi

(U, + X,- \X^ql - \(q, - 1) - (X, _ 4) <T- 3 > 0. (4)

On a 5i > 1 ,
X02 ^ 4, de sorte que X2((/i— 1) + — 4')<t+ 3

est certainement positif. L'inégalité précédente entraîne donc

4\ + l,-\l,>0. (5)

Puisque X^ > 2, X4 — 1 est positif et Ton a

X2<.- T OU 4 + .^
-

Ai— 1 X^ — 1

La plus grande valeur de la fraction est atteinte pour

Xi= 2; donc X2<8. L'ordre de la courbe C2 peut donc prendre

les valeurs X2 = 4, 5, 6, 7.

(*) Le cas À, = 1 rentre dans la première catégorie (chap. III, § 2).
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Pour ^2 = 4, le polynôme —W est posilit

quelle que soit la valeur attribuée à X^. Pour 1^'==^, on a

4X1 + ^2 — ^1^2 = ^— Xi>0, et \i peut prendre les valeurs

2, 3, 4. Si Ag^^B, 7, Xi peut seulement prendre la valeur

Âi = 2. Ainsi :

Si une congruence linéaire de coniques possède une ligne bisin-

gulière et une ligne quartisingulière 63, ou bien est une

quartique et Ci est d'ordre quelconque (> 2) ; ou bien est une

quintique et Ci est une conique, une cubique ou une quartique;

ou enfin Ci est une conique et l'ordre de C^ est égal à six ou sept.

27. Considérons en premier lieu une congruence linéaire

formée par les coniques s'appuyant en quatre points sur une

quartique gauche de première espèce et deux points sur

une courbe C^, d'ordre X|. Soit A; le nombre des points d'appui

de la courbe sur la quartique Cg.

La courbe Cg est la base d'un faisceau de quadriques |Q|.

Une quadrique Q de ce faisceau |Q| contient toutes les coniques

de la congruence passant par un quelconque de ses points (en

dehors de Co). Ces coniques sont en nombre simplement inlini

et forment par conséquent un faisceau, car autrement la con-

gruence ne serait pas linéaire. Les plans des coniques situées

sur la quadrique Q ont donc en commun une droite d. Lorsque

la quadrique Q varie dans le faisceau |Q|, la droite d décrit

une surface la surface-enveloppe de la congruence..

Une quadrique Q rencontre la courbe Ci en 2Xi — k points

en dehors de C^; par chacun de ces points passent des coniques

de la congruence en nombre infini, et toutes ces coniques

appartiennent à Q. On en conclut que les points d'intersection

considérés sont aussi les points communs à la quadrique Q et

à la droite d relative. Par suite 2X4 — A = 2, c'est-à-dire

/c= 2(X|— i). Les droites d sont des bisécantes de la courbe Ci

et celle-ci possédant une série linéaire d'ordre 2, est hyper-

elliptique.

Si dans un plan tangent à la surface W se trouvent générale-
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ment vj coniques de la congriience, une même droite d de W
correspond à quadriques du faisceau |Q|. Chaque droite d a

2vi points communs avec la courbe Ci- Si y^> 2, celte courbe

admet donc une infinité de âv^ — sécantes. On a 2v| < X,,

Reprenons les équations (1) et (2) du numéro 26; elles

deviennent

2?r,v, + 1 = r/i +

On a gi = 1, car un plan tangent à la surface ^ ne contient

qu'une conique de la congruence passant par un des points de

Cl situés dans le plan considéré. Par suite, q.2 = n^v^.

Nous distinguerons deux cas, suivant que la courbe C^ est

gauche ou plane.

a) Cl est une courbe gauche, hyperelliptique, de genre tt.

Soit «1 une droite qui forme, avec une infinité d'autres

droites, des coniques dégénérées de la congruence. La courbe

Cg n'ayant ni quadrisécante ni trisécante, la droite est

nécessairement une bisécante commune aux courbes Ci, Cg,

dont les points d'appui sur ces courbes sont distincts. Un plan

passant par contient une seule droite qui forme, avec ai,

une conique dégénérée de la congruence, donc est simple

pour chaque surface F. Le nombre des droites analogues à ay

est égal à Xi — 27. — 1 et l'on a o- = — 27r— 1 . On en

déduit nivi = — — 4.

Si une congruence linéaire de coniques admet deux lignes sin-

gulières gauches dont une quartique de première espèce quartisin-

gulièrCy la surface-enveloppe de la congruence est une réglée

d'ordre n^ et la courbe bisingulière, d'ordre 1^, est hyperelliptique

{de genre tc), s'appuie en 2(Xi — I) points sur la quartique et

rencontre chaque génératrice de la surface enveloppe en 2vi points.

La classe de la conguence est égale à Uiv^.

Un exemple de congruence linéaire pour lequel vi est supé-

rieur à un est donné par ài = 5, = 2i, vi = 2. On sait, en
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effet, que sur une quadrique on peut tracer une courbe

d'ordre cinq rencontrant toutes les génératrices d'un même
système en quatre points (*).

b) Cl est une courbe plane, hyperelliptique, de genre tt.

Soit y le plan de la courbe G^. Les points d'intersection de

avec y sont des points multiples d'indice t pour Ci, et l'on a

Dans le cas actuel, x est certainement nul, de sorte que l'on

a )4= 2nivi + i, c'est-à-dire wivi= i. La surface-enveloppe W
devient une courbe de classe ni du plan y.

Si une congruence linéaire de coniques possède une quartique

gauche de première espèce quartisingulière et une courbe plane

bisingulière, celle-ci est d'ordre 2t -f 1 , a quatre points multiples

d'indice t sur la quartique, et est hyperelliptique de genre infé-

rieur à t.

Les congruences rencontrées dans ce numéro ont été signalées

pour Vi= l par M. Montesano (**). Quelques cas particuliers ont

été étudiés par M. Pieri (***).

28. Considérons actuellement une congruence linéaire de

coniques ayant une quartique gauche de seconde espèce C^

quartisingulière et une courbe Ci, d'ordre Xi, bisingulière

(^i>4).
Soit k le nombre de points communs aux courbes Ci, Cg.

La courbe Ci ne peut se trouver sur la quadrique lieu des tri-

sécantes de Cg, car alors la congruence de coniques serait

d'ordre zéro; donc &<2Xi.
Une trisécante a de Cg s'appuyant sur Ci, forme, avec une

{*) Bertini, Suite curve gobbe raiionali del S° ordine. (In memoriam
I). Chelini. Collectanea Mathematica. Milano, Hœpli, 1881, pp. 313-326.)

(**) Suivarii tipi... (Loc. cit.)

{**) Sopra alcune congruenze... (Loc. cit.)
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droite s'appuyant sur a, Cj, Cg, une conique dégénérée de la

congruence. Dans un plan passant par a se trouvent — 1

droites formant avec a de pareilles coniques dégénérées, donc

la droite a est multiple d'ordre — 1 sur toute surface F. La

surface F relative à un point P de a se scinde en deux surfaces

dont l'une est le lieu des droites s'appuyant sur a, Ci et Cg. La

multiplicité de a pour cette dernière surface ne peut donc

excéder Xj — 1. Cette multiplicité est égale au nombre de

droites s'appuyant sur Gj, (en des points distincts) que

l'on peut mener par P, c'est-à-dire à Ali —k— 5. Ainsi

4Ai— ^ — 5<Xi— 1, c'est-à-dire /c>3Xi — 2.

S'il existe une trisécante de s'appuyant sur Ci, on doit

donc avoir SX^ >A;>5Xi— 2, c est-à-dire Xi-=2, k Il

ne peut donc pas exister de telles trisécantes, c'est-à-dire

Supposons qu'il existe une droite a' s'appuyant deux fois sur

chacune des courbes Ci, Cg (en des points distincts). Toute

bisécante de C2 s'appuyant sur a' forme avec cette droite une

conique dégénérée de la congruence. Un plan passant par a'

coupe encore C2 en deux points, donc a' est simple pour toute

surface F. Si nous construisons la surface F relative à un

point de la droite a\ nous voyons que cette surface se scinde

en deux autres dont l'une est le lieu des bisécantes de C2

s'appuyant sur a'. Par conséquent celte droite doit être simple

pour cette dernière surface. Mais, d'autre part, par tout point

de a' passent encore deux autres bisécantes de Cg et la surface

formée par ces bisécantes passe doublement par a' , Pour éviter

toute contradiction, nous devons supposer que les courbes

Cl, C2 n'ont aucune bisécante commune (les points d'appui

étant distincts). En utilisant un théorème classique de Halphen

donnant le nombre de droites communes à deux congruences

réglées, on trouve

67r = (X,-2)(\-3),

Tz étant le genre de la courbe Ci.
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Considérons les coniques passant par un point Pj de Cj,

elles rencontrent encore Cj en un second point P2 qui peut

être mobile ou fixe.

Si le point est variable, nous avons une correspondance

birationnelle entre les points de et les coniques de la con-

gruence passant par P^. Le lieu de ces coniques est une sur-

face algébrique sur laquelle elles forment un faisceau, car la

congruence est linéaire. Ce faisceau a un point-base P^ et par

conséquent, d'après un théorème de Lùroth, il est linéaire (*).

Par suite 71 = 0.

Si le point Pg est fixe, les coniques passant par Pj, P^

engendrent une surface II, d'ordre p + passant p fois par la

droite Pi Pg et ayant des points multiples d'indice p + i en

P^, Pj. Mais, d'après un théorème de M. Bertini (**), « si la

surface générique d'un système linéaire a un point multiple

d'indice t variable, le lieu de ce point est une variété-base

multiple d'indice (—1 pour le système linéaire ». La sur-

face n engendre un faisceau lorsque P^ varie sur Ci, car par

tout point de l'espace passe une conique de la congruence

déterminant deux points sur la courbe C^, l'un de ces points

pourra être pris pour P^, l'autre pour P2, mais chaque

arrangement donnera évidemment la même surface H. La

droite P1P2 décrit une surface réglée qui ne peut faire partie

de la base du faisceau des surfaces 11, donc p<i. Les sur-

faces n passant par Cg, si l'on a p=-0, cette courbe serait de

première espèce (commune à une infinité de quadriques), ce

qui a été exclu par hypothèse.

Lorsque p---i, les surfaces II sont du troisième ordre et

passent par C^, donc Xi<5. Nous avons vu que

67c= (Xi — 12) (kl — 3), donc pour = 5, tc - 1 ,
pour = 4,

(*) Voir par exemple Castelnuovo et Enriques, Sopra alcune questioni

fondamenlali nella teoria délie superficie algebriche. Chap II, § 6, observa-

tion. (Annali di Matematica, 4901, 3^ sér., t. VJ, pp. 165-225.)

(**) Bertini, Introduzione alla Geometria proiettiva degli iperspazi.

Chap. X, no 8. Pisa, Spoerri, 1907.
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7r = ^, pour ).i
= 2,5, Tz=0. Mais la courbe-inlersection de

deux surfaces cubiques est de genre dix, et par conséquent (*),

si Xi= 5, 7r = 3, ce qui est en contradiction avec ce qui vient

d'être dit. Le genre d'une courbe étant entier, le cas X|=4
doit aussi élre rejeté, et nous voyons que dans chaque cas, que

le point soit mobile ou non quand P| est fixé, on a 7r = 0.

Si Xi= 2, il existe une infinité de quadriques passant par

la conique C| et par une conique quelconque de la congruence.

Ces quadriques rencontrent en /f-[-4 = 8 points, donc il est

possible de trouver une quadrique contenant Ci, Ccj et par

conséquent toute conique de la congruence. Le cas = 2 doit

ainsi être exclu.

Lorsque 1^ --=5, on a /c= 6 et la courbe Ci est une cubique

gauche, car si c'était une cubique plane, elle aurait au moins

deux points doubles sur Cg, ce qui est impossible.

Par treize points de C2 et par quatre points de Ci passent

des surfaces cubiques formant un réseau et contenant les

courbes Ci, Cg. Une conique quelconque de la congruence est

située sur une infinité de ces surfaces cubiques. On en conclut

que la congruence envisagée ici est un cas particulier de la

congruence du numéro 25 (la courbe d'ordre sept et de genre

cinq dégénère en deux courbes rationnelles Ci, C.2 ayant six

points communs). La congruence est donc de classe un et les

plans de ses coniques passent par un point fixe de Ci-

Si une congruence linéaire de coniques possède une quartique

gauche de seconde espèce quartisingulière et une courbe bisingu-

lière, celle-ci est une cubique gauche s'appuyant en six points sur

la quartique, et la congruence est de classe un.

(*) Nous employons ici la formule u^ui-f-irg-j-^— 1 donnant le genre ir

d'une courbe composée de deux courbes de genres ui, icg ayant i points

communs. Pour des détails, consulter : Enriques, Intorno ai fondamenli

délia Geometria sopra le superficie algebriche. (Atti della r. Accad. di

ToRiNo, d901, XXXVIl.)
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Comme vérification, si l'on fait = == = 1,

A4 = 5, X2 = 4, (7= 0 dans les formules (1) et (2) du numéro 26,

on trouve des identités.

29. Du théorème énoncé au numéro 26, on déduit que si

une congruence linéaire de coniques possède une conique Ci

bisingulière et une courbe C.2 d'ordre >.2 quartisingulière, on a

1^= 4;, 5, 6, 7. Le cas 4 a déjà été examiné implicitement

(n° 27) , nous nous bornerons donc à étudier les cas = 5, 6, 7

.

Au début du paragraphe 2 de ce chapitre, nous avons fait

correspondre à chaque congruence linéaire de coniques un

système doublement infini de quadriques <ï> relativement à un

système linéaire quintuplement infini, choisi d'une façon arbi-

traire. Remarquons que toute conique d'une congruence

linéaire ayant une conique bisingulière C^ est située sur une

quadrique d'un système linéaire triplement infini dont les

éléments contiennent Cj. Ce nouveau système peut évidemment

être substitué au système quintuplement infini et le système ^
sera formé par des quadriques contenant Ci- Si alors on

construit la surface F, lieu des coniques de la congruence dont

les plans passent par un point fixe, on voit que cette surface,

d'ordre 2n|Vi + l, passe n^vi fois par C^. Les formules

(1) et (2) du numéro 26 deviennent ainsi :

2(rî,v,y + 2(//,v,) + l = V/§ + ^,

On en déduit

= ^-y^ (^2
±V4+(cr-i)(8-X))

Un calcul simple montre que les solutions sont de la forme :

À2 = 7, ?/iVi = 2e H- 'S, 7, = £ + 2, <T = £2— 3;

\ = 6, 7/,Vi = 2£ + 1, ^^ = £ + 1, (T = 2£2-l;

^2 = 5, //iv, = 2£+l,
(l2
= ^ + h cr = 3£2 + 2£,

£ étant, dans chaque cas, un nombre entier positif.



( 63 )

Supposons qu'il existe une irisécante a de C2 s'appuyant sur

la conique Cj. Celte droite est multiple d'ordre >.2— 5 pour

chaque surface F, car elle forme une conique de la congruence

avec une droite s'appuyant sur a, C^, C^. Or, le lieu de ces

droites est une surface passant 2X3

—

k— 0 fois par a, k étant

le nombre de points communs à Ci,C^, Si l'on construit

la. surface F relative à un point de a, on voit que

2X2

—

k—5<X2— 5, c'est-à-dire k^l^. Mais la courbe C2

étant d'ordre a^, elle ne peut rencontrer le plan de Ci en plus

de X2 points, donc k= \2 (dans l'hypothèse où C2 admet des

trisécanles s'appuyant sur Ci).

Considérons une droite d et un point P. Les plans passant

par d marquent sur C2 les groupes d'un série linéaire , ceux

qui passent par P marquent une série linéaire . D'après une

formule de M. Schubert (*), le nombre de groupes de trois

points communs à ces deux séries est égal à >2 ( ^ j
— — 2)

(>.2 + 71 — 1), u étant le genre de C2. Ces groupes sont les

groupes marqués par les trisécanles de C2 s'appuyant sur d

et les groupes de trois points situés dans le plan joignant d

et P. On en conclut que le lieu des trisécanles de C2 est une

surface d'ordre >2(^2 — 2) (^2—^) " (^—1). Cette

surface passe (^^^^) ~ ^ois par C2, par conséquent, le

nombre des trisécanles de C2 s'appuyant sur Ci est égal à

i(>2-2) [4>| - (16 + 5^) >2+ 3(4 + 5fe)] _ ^(2/2-fc-4).

Ce nombre doit être supérieur ou égal à zéro. S'il est supérieur

à zéro, nous avons vu que l'on a k = lç^. On vérifie facilement

que cela est impossible (pour /c = ).2» on trouve un nombre

négatif). On doit donc avoir

{\— i2) [4)4— (16 + 3fe)X, + 3(4 + 3fe)] = 671(2X2— k — 4),

{*) Une démonstration simple et élégante de la formule de M. Schubert

a été donnée par M. Severi dans ses Lezioni di Geometria ALgebrica.

Padova, Draghi, 1908, pp. 236 et suivantes.
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c'esl-à-dire qu'il n'y a pas de Irisécanle de C2 s'appuyant

sur Cl-

Les solutions en nombres entiers (5<>2<7) de cette équa-

tions sont :

X = 7, 7C = 5, k = 6; \ = 7, TC = 6, fe = 0;

X = 6, 7Z = % k = \ = 6, TT = 4, A: = 4;

\ = 8, 71=1, k = ^; X, = 5, ^ = 2, /^ = 4.

Examinons ces cas séparément :

Une courbe d'ordre sept et de genre >5 n'admet pas de

quadrisécante, donc si 7^=5, /f2= 6, 1<^ = 1, on a (7= 0,

c'est-à-dire e2 = 3, équation impossible en nombre entier.

Si >2 7, 71= 6, /c = 5, les courbes C^, C2 ont une bisécante

commune, multiple d'ordre iO pour toute surface F; donc

a-= 100 et 6^=97, équation impossible en nombre entier. On
voit donc qu'il n'existe pas de congruence pour /g= 7.

Lorsque l'on a ^2 = 6, 71= 2, /f= 6, la courbe admet

une seule quadrisécante a, et cette quadrisécante est simple

pour toute surface F. Par suite ç7=- l, £= 1, nivi=3, ^2 = 2.

On a d'ailleurs 74 = 1 et une première congruence.

Lorsque ^2= 6, 71 = 4, /c= 4, la courbe C2 n'admet pas de

quadrisécante, mais elle admet une bisécante dans le plan

de C4. Cette droite est multiple d'indice 6 pour chaque sur-

face F et on a cy = 36, c'est-à-dire 2e^= 37, ce qui est impos-

sible.

Si /2-=5, Tc =1, /c =5, la courbe C2 n'admettant pas de

quadrisécante, on a (7=0, c'est-à-dire s= 0, n^^j^^X, q>^= \.

Évidemment V4==i, nj^ = \.

Si enfin >2 = ^ /t= 4, on a a = 0, e= 0, = 1, qj^^X.

En résumé, nous avons trois congruences possibles ;

a) )^=6, Wi=3, v,=l, ^^=3, (/,=2, cr=l, 7i=2, ^=6,

b) n^=\, Vi=l, ^1=1, q2=\, 3-=0, 7r=l, /(;=5,

c) \=-^, ih=\, Vi=l, <yi=i, ^2=1, <i=0, 71=2, fe=4.
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Nous avons déjà vu (n° ^2) qu'il existe un faisceau de surfaces

cubiques passant par la courbe Cg, d'ordre six et de genre

deux, par la conique C| et par la quadrisécante a de Cj. Par

un point P de l'espace passe une conique de la congruence a)

et une surface cubique contenant ses courbes singulières; donc

celte surface rencontre la conique en sept points et par suite la

contient tout entière. Nous voyons ainsi que les coniques de

la congruence a) se distribuent par faisceaux sur les surfaces

cubiques d'un faisceau. Considérons une de ces surfaces. Les

coniques de la congruence qu'elle contient sont dans les plans

d'un faisceau dont l'axe appartient à la surface cubique et par

suite s'appuie sur a et deux fois sur Cg. La surface-enveloppe

de la congruence est donc le lieu des bisécantes de Cj

s'appuyant sur a. C'est une surface cubique passant doublement

par a.

Passons à la congruence h). Par la conique C^ et par une

courbe quelconque de la congruence passent une infinité de

quadriques formant un faisceau. Les dix points de rencontre

de Ci avec une quadrique de ce faisceau se répartissent en cinq

points fixes sur C^, quatre points fixes sur la conique de la

congruence choisie, et enfin un point mobile. Il en résulte que

les points de la courbe C<2 peuvent être rapportés birationnelle-

rnent aux quadriques d'un faisceau, ce qui est en contradiction

avec l'hypothèse Tz= i. La congruence b) n'existe donc pas.

Enfin, les surfaces F relatives à la congruence <) sont du

troisième ordre et forment un réseau. Les plans des coniques

de cette congruence passent par un point fixe P situé sur la

courbe C^ dans le plan de C4, mais en dehors de cette courbe.

En effet, une droite d passant par P et située dans le plan de C4,

forme, avec une trisécante de C02 s'appuyant sur rf, une conique

de la congruence, et il existe une infinité de pareilles coniques

dégénérées. La congruence c) est un cas particulier de la con-

gruence du numéro 23. (La courbe d'ordre sept et de genre

cinq dégénère en deux courbes C^, C^, l'une rationnelle, l'autre

de genre deux, se coupant en quatre points.)

5
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Si une congruence linéaire de coniques possède une conique

bisingulière et une seconde quartisingulière d'ordre au moins égal

à cinq, celle-ci est ;

i° Une courbe d'ordre six, de genre deux, s'appuyant en six

points sur la conique, et la congruence est de classe trois ;

2° Une courbe d'ordre cinq, de genre deux, s'appuyant en

quatre points sur la conique, et la congruence est de classe un.

Ces congruences ont été signalées par MM. Pieri (*) et

Montesano (**).

30. ïl nous reste à examiner s'il peut exister une con-

gruence linéaire formée par des coniques s'appuyant en quatre

points sur une courbe d'ordre cinq et en deux points sur

une courbe Q d'ordre trois ou quaire.

Supposons d'abord que est du troisième ordre, et soit k le

nombre de points communs à et Cj.

S'il existe une trisécante a de s'appuyant sur C^, elle

forme une conique de la congruence avec toute droite

s'appuyant sur a, C|, C2. Par conséquent, la droite a est qua-

druple pour chaque surface F; mais elle est multiple d'ordre

12— k pour la surface engendrée par les droites s'appuyant

sur a, C^, C2, donc 12— A;< 4, A;> 8.

Les Irisécantes de C2 engendrent généralement une surface

(sauf dans le cas où C2 a un point triple), et cette surface est

d'ordre 8 — Stt, tz étant le genre de la courbe (n" 29) ; cette

surface passe 3 — tc fois par Cq, car le cône qui projette C2 d'un

de ses points est de genre t: et a donc 3— tc droites doubles.

La courbe C| ne peut se trouver sur la surface lieu des trisé-

8 — Stt
cantes de C2, donc A:<3 Les deux inégalités trouvées

exigent 7t = 0, k =S, et ainsi, dans l'hypothèse où il y a des

trisécantes de C2 s'appuyant sur C|, et où les trisécantes de

forment une surface, on trouve que la courbe CJ rencontre

(*) Sopra aie. congr... (Loc. cit.)

(**) Siii varii tipi... (Loc. cit.)
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cette surface seulement en des points de C2 et que par consé-

quent on peut admettre qu'il n'y a pas de trisécanle de

s'appuyant sur Cj.

Dans cette nouvelle hypothèse, si tt > 1, on doit avoir

3(8 — 37r) = /c(3 — t:),

c'est-à-dire 7c= 2, Si tt -0, la courhe C2 (on exclut le

cas où Cg a un point triple) a ou une seule quadrisécante, qua-

druple pour la surface des trisécantes, ou une infinité de qua-

drisécantes formant unequadrique (*). Dans le premier cas, on

trouve k ^ S; dans le second, k='Èe et la courbe a 5— e

bisécantes s'appuyant quatre fois sur C02, s étant entier et

positif.

Il nous reste à examiner le cas où la courbe a un point

triple P(7r==v). On vérifie comme [nécédemment que l'exis-

tence d'une droite issue de P s'appuyant une seule fois sur C|

est impossible, par suite, A;= 6. Si Ci est gauche, il existe une

bisécante a de C4 issue de P ; cette droite forme, avec une

droite issue de P et s'appuyant une seconde fois sur C^, une

conique dégénérée de la congruence.

Ainsi, les différentes congruences qui peuvent se présenter

sont caractérisées par les faits suivants :

a) La courbe est de genre deux et C| s'appuie en six

points sur Cg.

b) La courbe est rationnelle et admet une seule quadri-

sécanle. C4 rencontre C2 en huit points et est donc une

cubique gauche.

c) La courbe est rationnelle et admet oo* quadrisécantes

dont 3— £ sont des bisécantes de C^; cette courbe s'appuie en

2 s points sur C^,

d) La courbe a un point triple et s'appuie en six points

sur Cl-

(*) Bertini, Stille curve gobbe... (Loc. cit.)
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Dans les hypothèses a), c) (e = 5), d), la courhe Ci pourrait

être plane et avoir par suite un point double en un de ses six

points d'appui sur C^. Une conique de la congruence ne peut

pas dégénérer en deux droites dont l'une soit dans le plan

de Ci ;
par suite, chaque surface F rencontre ce plan seulement

en des points de et, dans les équations (1), (2) du numéro 26,

on aura SnjV, 1 =^q^. Cela amène à l'équation 5qi -}-x = i,

impossible en nombres entiers tels que > 1. Ci est donc

toujours gauche.

CoNGRUENCK o) Lcs courbcs Cl, Cg ont une bisécante com-

commune a, triple pour les surfaces F. La courbe Cg se trouve

sur 00^ surfaces cubiques formant un système linéaire (*), donc

C), Cg et a forment la base d'un faisceau de surfaces cubiques.

Toute conique de la congruence est sur une de ces surfaces et

les coniques situées sur une même surface forment un faisceau,

car autrement la congruence ne serait pas linéaire. On en

conclut que l'enveloppe W des plans des coniques de la con-

gruence est le lieu des droites s'appuyant sur Ci, Cg, a. C'est

donc une surface du huitième ordre passant cinq fois par a,

trois fois par C^ et une fois par Cg.

Cherchons à évaluer g^, c'est-à-dire la multiplicité d'un

point Q de C, pour la surface F, lieu des coniques dont les

plans passent par un point P. g, sera égal au nombre de droites

de la surface-enveloppe W s'appuyant sur la droite PQ,

c'est-à-dire à cinq. De même, g^ = 7. Mais nous avons trouvé

n, = 8 et de plus on a V| = 1. Il est maintenant facile de voir

que l'égalité (2)

2?iiVi + 1 = g, 4-

du numéro (26) ne subsiste plus, de sorte que la congruence a)

n'existe pas.

Congruence 6) : Les courbes C,, Cg et la quadrisécanle a

de C2 sont la base d'un faisceau de surfaces cubiques. Ln rai-

(*) Stuyvaert, Cinq études .. (Loc. cit., pp. 38 et suiv.)
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sonnant comme précédemment, on voit que la surface-enve-

loppe W est le lieu des droites s'appuyant sur a, C,, Cg, c'est-à-

dire une surface d'ordre dix passant sept fois par a, une fois

par C, et trois fois par C^. On en conclut que ^i = 9, = 7 et

la congruence b) n'existe pas pour la même raison que la

congruence a).

Congruence c) : Si les courbes C^, ont une bisécante

commune a, celle-ci est triple pour chaque surface F, mais

quintuple pour le lieu des bisécantes de C02 s'appuyant sur a,

de sorte qu'il ne peut exister de pareilles bisécantes. En éva-

luant le nombre des bisécantes communes à C,, €3 et en

comptant chaque quadrisécante de Cg bisécante de G| six fois,

on ne trouve jamais zéro, de sorte que la congruence c) n'existe

pas.

Congruence d) : Soit P le point triple de C2, a la bisécante

de C, issue de P. Par le point P, par dix points de C, et par

sept points de Cg différents de P passent 00 1 surfaces cubiques

formant un faisceau dont la base est composée par a, Cj et C2.

Répétons le raisonnement déjà fait pour la congruence a); on

voit que la surface-enveloppe W est la surface du cinquième

ordre (n, = 5) passant trois fois par a, deux fois par C^ et une

fois par C2, lieu des droites s'appuyant sur a, Ci et C^. On a

évidemment vi = 1. De plus, </, =3, =4 et la formule (2)

du numéro 26 est possible.

La droite a est double pour chaque surface F, de sorte que

0- = 4, et la formule (1) (n'' 26) est également vérifiée.

Si une congruence linéaire de coniques possède une quintique

quartisingulière et une cubique bisingulière, la quintique a un

point triple, la cubique est gauche et s'appuie en six points sur

la quintique, La congruence est de classe cinq.

Cette congruence a été rencontrée par M. Montesano {*).

(*) Siii varii tipi... (Loc. cit.)
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31. Pour terminer rénumération des congruences linéaires

de coniques, admettant une courbe quartisingulière et une

courbe bisingulière, il nous reste à examiner le cas >, =-4,

>2 = o (n" 26), le raisonnement présentant de grandes ana-

logies avec celui du numéro précédent.

On commence par démontrer qu'il ne peut exister de trisé-

cantes de s'appuyant sur C,. Alors si n'est pas unicursale,

il peut se présenter les trois cas suivant :

a) C2 est de genre deux, Cj de genre un et s'appuie huit fois

sur C^. Les deux courbes n'ont pas de bisécantes communes.

6) C2 est de genre deux, Q est rationnelle et s'appuie en

huit points sur Cg. Les deux courbes C,, ont, si est

gauche, quatre bisécantes communes.

c) C2 est elliptique, C| est rationnelle et s'appuie en dix

points sur Cg. Les deux courbes n'ont pas de bisécantes com-

munes, est certainement gauche.

Lorsque C.^ est rationnelle et possède une seule quadrisé-

cante a, la courbe G, doit s'appuyer en huit points sur et

en deux points sur a. G, est certainement gauche, de plus cette

courbe est rationnelle, car autrement G, et G2 auraient un

nombre négatif de bisécantes communes. Si G, est rationnelle,

le nombre de ces bisécantes est égal à quatre. Donc :

d) G^ est rationnelle ainsi que G^, et cette courbe s'appuie

huit fois sur Gg et deux fois sur son unique quadrisécante; de

plus, les courbes ont quatre bisécantes communes.

Si G2 admet une infinité de quadrisécantes (formant une

quadrique), on n'obtient pas de congruence pour les raisons

déjà invoquées dans le cas analogue au numéro. 30.

Enfin, nous avons un cinquième cas :

e) G2 a un point triple et G, s'appuie en huit points sur Cg.

Gomme précédemment (n"' 30), on peut démontrer que la

courbe G| ne peut pas être plane.

L'hypothèse a) est à rejeter, car les courbes G^, Gg sont la
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base (l'un faisceau de surfaces cubiques (*). On trouve alors

n, =^16, V| = 1, Qi =9, q<2^~ i4, ce qui est incompatible

avec l'équation (2) du numéro 2(3.

Dans l'hypothèse 6), parla courbe du quatrième ordre G|,

par et par les bisécantes communes aux deux courbes, il

passe une surface cubique II. Celles des coniques de la con-

gruence situées sur celte surface sont en nombre simplement

infini et y forment évidemment un faisceau. Les plans des

coniques de ce faisceau passent par une droite d s'appuyant

deux fois sur C|, une fois sur G.2. Mais les bisécantes de C|

s'appuyant sur une section plane C3 de H forment une surface

d'ordre quinze passant cinq fois par C| et trois fois par C3.

Cette surface rencontre C<2 en deliors de C|, de C3 et des bisé-

cantes communes à C,, C^, en douze points; donc il y a douze

droites de la surface II, bisécantes de C| et sécantes de C^-

Par suite, par un point quelconque de II passent douze

coniques de la congruence, et celle-ci n'est pas linéaire. L'hy-

pothèse b) est donc à rejeter.

L'hypothèse c) est aussi à rejeter, car les courbes C^, C^

suivent la base d'un faisceau de surfaces cubiques qui com-

prennent toutes les coniques de la congruence. On trouve

= i5, i, = iO, Qq, 9, ce qui est incompatible

avec l'équation (2) du numéro 26.

Dans l'hypothèse d), chacune des bisécantes communes à

C4, C2 est triple pour chaque surface F, mais quintuple pour le

lieu des bisécantes de C^ s'appuyant sur elle; donc l'hypothèse

doit être rejetée.

Enfin, dans l'hypothèse e), on a une surface cubique ayant

un point double au point triple de C^ et contenant les courbes

C^, Cg. Le même raisonnement qui a servi pour rejeter l'hypo-

thèse 6) permet de rejeter également l'hypothèse é).

On voit ainsi qu'il n'existe pas de congruence linéaire de

coniques ayant une quintique quartisingulière et une quartîque

hisingulière.

(*) Stuyvaert, Cinq études,.. (Loc. cit., pp. 38 et suiv.)
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§ 5. — Congruences linéaires de coniques ayant un point

principal.

32. Nous avons exclu précédemmenl le cas où la con-

gruence linéaire examinée possède un point principal (n'' 20);

nous allons maintenant reprendre cette hypothèse.

Soit r une congruence linéaire de coniques possédant un

point principal 0, c'est-à-dire que toutes les coniques de la

congruence passent par 0 (*). En conservant les notations du

§ 2 (ch. III), on a ni = 1.

La surface F, lieu des coniques de la congruence F dont les

plans passent par un point P, passe simplement par la droite

PO, puisque la congruence est linéaire. Un plan passant par

PO contient V4 coniques de la congruence, donc l'ordre de F
est + 1. D'autre part, F passe -f 1 fois par 0, car une

droite partant de ce point ne rencontre plus la surface F qu'en

V4 points.

La surface lieu des coniques de la congruence dont les plans

passent par un point de l'espace, est d'ordre 27^ i et passe

+ 1 fois par le point principal.

Supposons que les coniques de la congruence T s'appuient

mi fois sur une courbe d'ordre fois sur une

courbe C^^ d'ordre \, avec

+ + . . . + m'^ = 4. (1)

Les courbes C^, Cg, appartiendront aux surfaces F
avec les multiplicités respectives 7^, q^,, qf^.

(*) Les congruences possédant deux points principaux ont été examinées

plus haut (chap. III, § 2, congruences de la première catégorie).
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Les droites qui forment des coniques dégénérées de la con-

gruence F avec une infinité d'autres droites appartiennent à

toutes les surfaces F. .De pareilles droites sont nécessairement

des droites issues de 0 et s'appuyant en deux points (en dehors

de 0) sur l'ensemble des courbes singulières. Si dans un plan

mené par une de ces droites a se trouvent a droites formant

avec a des coniques dégénérées de la congruence, la droite a

est multiple d'ordre a sur chaque surface F. Nous supposerons

qu'il existe p droites a^, % analogues à a et nous

indiquerons par a^, leurs multiplicités respectives

pour les surfaces F. On posera

Deux surfaces F ont en commun, outre les courbes O^, C^,

et les droites a^, ag, ...,ap, coniques de la congruence,

donc on a, pourvu qu'il n'y ait pas de droite singulière à

coniques infiniment voisines (*),

(2v,+ l?-=2v,-f |;X,r/| + ^. (3)

Les intersections d'une surface F et d'une conique de la

congruence n'appartenant pas à cette surface ont lieu au point

0 ou sur les courbes singulières €5, C^; donc

3v,+ l = |;m,v,. (4)

Les équations (1), (2), (3) et (4) permettent d'étudier les

congruences linéaires de coniques ayant un point principal.

Nous déterminerons ici celles qui possèdent une courbe C

d'ordre X, quartisingulière (m^ =4).

(*) Voir MeNTESANO, Sui varii tipi... (Loc. cit.)
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33. Si la coiigruence F possède un point principal 0 el

une courbe quartisingulière C, les équations (o), (4) deviennent

(2vi + 1)2 = H- If + cr, (o)

4r/ = 3v,-fî. (6)

L'élimination de entre ces deux équations donne

^y2(64 — 9)0 = 87 — 7 + 9(7.

On a ^ > 4, donc le second membre est positif el l'on doit

avoir 9>< 64, c'est-à-dire X < 7. On a évidemment > > 4,

donc :

Si une congruence linéaire de coniques possède un point prin-

cipal et une courbe quartisingulière, celle-ci est d'ordre 4, 5, 6

ou 7.

Dans le cas où la courbe C est d'ordre 4, on a nécessaire-

ment V| = 1, d'où 7 = 1 et par suite (7 = 3. On en conclut

que l'on peut mener trois cordes de C pour un point extérieur

et que G est donc une biquadratique de seconde espèce.

Si une congruence linéaire de coniques possède un point prin-

cipal et mie biquadratique gauche quartisingulière, celle-ci est de

seconde espèce.

34. Considérons une congruence linéaire de coniques

ayant un point principal 0 et une quintique C quartisingu-

lière.

Si C passe par 0, on a nécessairement = 4, d'où q = \ ,

(7 = 2. Une droite a passant par 0 et s'appuyant encore deux

fois sur C est évidemment simple sur les surfaces F (a= 1);

donc par un point de G passent deux trisécantes de cette

courbe et elle est elliptique.

Si G ne passe pas par 0 et ne possède pas de point triple,

une corde a de G, issue de 0, est triple pour chaque surface F,
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de sorte que l'on a o- = 6 . 9, ou = 5 . 9 ou enfin o- = 4 . 9.

Alors les équations (5), (6) sont impossibles en nombres

entiers.

Si C possède un point triple P et ne passe pas par 0, une

des trois cordes de cette courbe passant par 0 est triple pour

chaque surface P, et la droite OP est double pour ces surfaces,

donc a- = 31. Les équations (5), (6) donnent alors q = 4',

= 5.

Si une congruence linéaire de coniques possède un point prin-

cipal et une quintique quartisingulière, celle-ci est :

l** elliptique, passe par 0 et la congruence est de classe un;

2" rationnelle, a un point triple et la congruence est de

classe cinq.

35. Considérons maintenant une congruence linéaire de

coniques possédant un point principal 0 et une sextique C

quartisingulière.

On a V| < 15. Les solutions en nombres entiers des équa-

tions (5), (6) satisfaisant à cette inégalité et telles que A = 6,

sont

a) Vi = 1, ^ = \,

b) Vj = 0, q = 4, (7 == 15,

c) v, = 9, cr = 49,

(1) cr = l03.

Supposons que la courbe C passe t fois par 0 < 2). Les

droites a, qui forment des coniques de la congruence, peuvent

être de trois espèces. Si a est une bisécante de C issue de 0,

elle est multiple d'ordre —-
1) — t) pour chaque sur-

face F; si c'est une droite joignant 0 à un point triple de C,
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elle est multiple d'indice ^(3 — t) (!2— t) pour les surfaces F;

enfin, si c'est une droite joignant 0 à un point quadruple de

C, elle est multiple d'ordre ,^(2 — t) (\ — t) pour les F. Soient

respectivement A;|, /r^, les nombres de pareilles droites. On a

La courbe G ne pouvant être rencontrée par un plan en plus

de six points, on a l'inégalité

3fe2 + 4fr3 + /v<: 6. (8)

D'autre part, le cône projetant G du point 0 est d'ordre

6 — ^ et possède droites doubles, L2 droites triples et k^

droites quadruples. Si t: > 0 est le genre de G, on a

(5 _ (4 _ ^ 271 + + 6k2 + 1-2^3. (9)

Dans l'hypothèse a), <7^\ et on a i==2, /C| = i, k<2 = k^=0,

7: = 2.

Dans l'hypothèse b), a- = 15; les solutions entières fournies

par (7) ne satisfont jamais à (8) et (9). ('ette hypothèse doit

donc être rejetée. Des calculs analogues montrent qu'il en

est de même des hypothèses c), d). Par suite :

Si une congruence linéaire de coniques possède un point prin-

cipal et une sextique quartisingulière, celle-ci est de genre deux et

passe deux fois par le point principal. La congruence est de

classe un (*).

36. Examinons enfin le cas où la congruence linéaire pos-

sède un point principal 0 et une courbe quartisingulière du

septième ordre G.

(*) Cette congruence n'est pas signalée par M. Montesano.
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Les solutions en nombres entiers et positifs des équations

4-vï + 2vi + 1 = l(f' + ^>

4q = + 1

sont

(I^Se + \, Vi = 4£-[-l, cr = e(£— 2),

e étant un entier positif. On a vj < 21 , d'où e < 5.

Soient t la multiplicité de 0 pour C, n le genre de C, le

nombre de droites issues de 0 s'appuyant encore deux fois

sur C, k^y k^, k^ respectivement les nombres des points triples,

quadruples et quintuples de C en dehors de 0. On doit avoir :

^,(5 - 0^(4 - 0^ +W - 0^3 - ly + ^3(3 - 0^(2 - 0^

+ &4(â — 0^(1 — 0' = — 2),

3^0 + 4A-3 -f nk, ^ 7, 4^3 + + ï ^ 7,

(6 — 0 (o — /) = 271 4- + 6^-2 + ms + 20^4.

Les solutions entières et positives de ces équations donnant

£ < 5 sont :

a) ki=k2^k^=k4^0, /=3, 7r=3, £=0, a-=0, Vi=l, q= i,

b) k,=k2=k^=k,=0, t=% 71=6, £=2, (7=0, vi=9, q=l.

Dans chacun de ces cas, la surface des trisécantes de la

courbe C existe effectivement, et cette surface passe quatre fois

dans le cas a), trois fois dans le cas b) par le point principal 0,

ce qui est incompatible avec (7 = 0. Donc :

Si une congruence linéaire de coniques admet un point principal

et une courbe quartisinguliére^ celle-ci est :

1** Une quartique gauche de seconde espèce;

2° Une quintique elliptique passant par le point principal ;

3*^ Une quintique rationnelle dotée d'un point triple ;

4" Une sextique de genre deux passant doublement par le point

principal.



THÈSES ANNEXÉES.

I. L'énumération des congruences linéaires de courbes

gauches d'ordre quelconque n peut se faire par la considération

des surfaces engendrées par les courbes de cette congruence

s'appuyant sur les droites de l'espace, et par le calcul de

certains nombres finis de courbes d'ordres inférieurs à n.

II. La considération du lieu des points de rebroussement de

Segre des courbes d'un système linéaire quadruplement infini,

situé sur une surface algébrique, peut donner deux invariants

arithmétiques relatifs de la surface.

lf[. La considération des matrices dont les éléments sont

des formes à deux séries de variables peut donner des résultats

intéressants dans la théorie des coïncidences (couples de con-

nexes).

IV. L'énumération des congruences linéaires de coniques

s'appuyant sur les arêtes d'un trièdre peut être facilitée par la

considération des surfaces de Steiner et des cônes du second

ordre passant respectivement deux fois et une fois par les

arêtes du trièdre considéré.

V. Le concept d'isomorphisme holoédrique de deux groupes

continus et finis, s'établit en rapportant projectivement les

transformations infinitésimales d'un groupe à celles de l'autre.

La considération de deux groupes continus et finis dont les

transformations infinitésimales sont en correspondance crémo-

nienne peut aussi fournir des résultats intéressants.



Addition au chapitre premier.

Ce travail était terminé lorsque j'ai eu connaissance d'un

Mémoire de M. Scherrer (*), dans lequel cet auteur représente

une conique de l'espace par l'équation

4 4

SOUS la condition

les (u) étant les coordonnées tangentielles de l'espace. La géo-

métrie de la conique dans l'espace revient alors à la géométrie

sur une hypersurface du quatrième ordre d'un espace linéaire

à neuf dimensions.

Liège, 20 juin 1911.

(*) Otto Scherrer, Ueber Kegelschnitte ira Raum. Programm. Frauen-

feld, 1900.
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SUR. LA RÉSOLUTION

EN

ilBIliS i^TIlS ET POSITIfS

DE

L'ÉQUATION ax + by = c

Le but de celte note est de faire connaître un théorème

conduisant à une méthode aisée et uniforme pour la résolution

de l'équation ax -\- by = c en nombres entiers et positifs (*).

Je reprends d'abord la démonstration de la règle qui donne

le nombre de ces solutions.

L'énoncé habituel : « Le nombre de solutions entières et

positives est l'un des quotients entiers de la division de c par

ab (**) )) n'est pas exact : il suffit, pour s'en convaincre, d'exa-

miner par exemple l'équation

2^ + 3i/ = 12,

dans laquelle

(*) a, b, c entiers positifs premiers entre eux, a et ^ premiers entre eux.

(**) Falisse et Graindorge. Traité d'algèbre élémentaire. Seconde partie;

pp. 100-101.
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et qui, cependant, n'admet qu'une solution :

x = ^, y = %

Ce défaut d'exactitude provient de ce que dans la démon-

stration habituelle on suppose que les limites

A B
- et ,

b a

entre lesquelles doivent être comprises les valeurs de t, sont

des nombres fractionnaires et que l'on n'envisage pas le cps

où Tune de ces limites est entière, ni celui où les deux limites

sont des entiers.

En rectifiant la démonstration, on arrive à l'énoncé suivant :

V Si c est divisible à la fois par a et par b, le nombre de

solutions entières et positives est

2° Si c est divisible par l'un des coelïicients a ou b et non

par l'autre, le nombre de solutions égale le quotient par défaut

de la division de c par ab.

ô*' Si c n'est divisible ni par a ni par 6, le nombre de solu-

tions est l'un des quotients entiers de la division de c par ab.

*

On peut arriver à ces résultats par la méthode habituelle

précisée : x ^ A, y = E étant une solution entière, les solu-

tions générales sont

X = A — bt
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En outre, pour que x cl y soient positifs, les valeurs entières

(le t doivent satisfaire aux relations

A

t>
a

Ces limites ne sont jamais contradictoires, cai' de

Xa-\-Bb^c>0 (2)

on déduit

A B
> '

b a

mais il peut se faire qu'elles ne comprennent pas un entier.

Le nombre de solutions entières et positives est celui des

entiers satisfaisant aux relations (i).

Premier cas. — .c est divisible par a et par b.

A cause de la relation (2), 6, divisant c, doit diviser Aa et

par conséquent A, vu qu'il est premier avec a; la première

limite de t est donc entière et il en est de même de la seconde;

on a donc

A B
-r = M, --=N,
0 a

M et N étant des entiers positifs ou négatifs. Les valeurs de t

qui satisfont à (I) sont

/ = N + 1, N + 2,...,M — 1,
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el leur nombre (*), qui est celui des solutions entières et

positives, est

M — N — 1 = ^ + i = 4 — ^•

b a ab

Deuxième cas. — .c est divisible par a et non par b.

Ici la seconde limite de t est encore entière, tandis que la

première est un nombre fractionnaire,

A r B

b b a

M étant le quotient par défaut de la division de A par 6, de

sorte que M est un entier positif ou négatif et r un reste

positif. Les valeurs de t, qui correspondent à des solutions

entières et positives, sont

i = N + 1,...,M,

et le nombre de ces solutions est

ab b

ce nombre de solutions est donc un entier qui diffère de ^
de moins d'une unité et, comme il est plus petit que ^, il

représente le quotient par défaut de cette division.

(*) Le nombre d'une suite d'entiers consécutifs

a, a+ l. • •»

est

b— a-^i.
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Troisième cas. — .c n'est divisible ni par a ni par b.

Dans ce cas les deux limites de t sont tontes les deux des

nombres fractionnaires. Soit N l'entier immédiatement infé-

rieur à — - dans l'échelle des grandeurs, M l'entier immé-

diatement inférieur à ^,

— 00 ... N,

de sorte que

^ et ^ étant des nombres positifs plus petits que l'unité. Les

valeurs de t, qui donnent des solutions entières et positives,

sont

f = N-f-i, N + !2,...M;

le nombre de ces solutions est donc

M — N.

Or, en soustrayant membre à membre les (3), il vient

ab \a py

- et g étant des fractions positives plus petites que l'unité,

leur différence - —
g est un nombre, positif ou négatif (*),

plus petit que l'unité.

. . M, 00

= M +
(3)

1 le
(*) - diffère nécessairement de -

, vu que — est un nombre fractionnaire.
a ^ ab
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Donc M — N esl un entier diUéraul du nombre fraction-

naire £ de moins d'une unité; c'est, par conséquent, un des

quotients entiers de la division de c par ab.

Les deux premiers cas peuvent être traités plus simplement

comme il suit :

Premier cas. — Supposons c divisible par a et par b, et

par conséquent par ab. En posant

c

on voit que l'équation à résoudre

ax hy = qah,

admet comme solution particulière

x = qh, y = 0

et que ses solutions générales sont

X - qh — ht

Pour que les nombres x et y soient positifs, il faut que

t < q

t > 0.

Il existe donc q — 1 solutions entières et positives corres-

pondant à

t = \,%...q-L
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Ces solutions sont :

x = {q-i)b, {q-'l)b,...,h

y= a y 2a ,...,(</ —

Deuxième cas. — Supposons c divisible par a et non par 6.

En posant

a

on voit que l'équation proposée

ax by = ak

a pour solutions entières

X = k— bl

y = au

Pour que et y soient positifs, il faut que

k c 1

b

t > 0.

b ab OL

De l'hypothèse suit que ^ est un nombre fractionnaire, et,

si q est sa valeur à moins d'une unité près par défaut, les

valeurs de t qui correspondent à des solutions entières et posi-

tives sont

i = \,%..y(l,

et l'on voit que le nombre de ces solutions est le quotient par

défaut de c par ab.
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THEOREME.

Si l'on développe en fraction continue le rapport des coeffi-

cients de l'équation

a^x, + n<iX2 = c, (1)

en désignant par celui des coefficients qui donne un rang pair

à la réduite ~, si est l'avant- dernière réduite, q le quotient

par défaut, r le reste de la division de c par 8482, si l'on effectue

les divisions

Pl Ol p2 Q2

suivant que les quotients de ces divisions seront égaux ou différe-

ront d'une unité, le nombre de solutions entières et positives de

l'équation proposée sera q om q -f 1

.

En outre, les plus petites valeurs de X| et Xg, qui entrent dans

la composition des solutions entières et positives, sont

x'i = P2
ei X2 = ai—

On suppose que c n'est divisible ni par ni par a^.

En effet : de

011 déduit pour les solutions entières de (1),

Xi = nue—
^2 = — niiC + a^t.

(2)

Pour que ces solutions soient positives, il faut donner à t

des valeurs entières satisfaisant aux relations

W2C m^^o^n^q + r) in^r
t < — = = m^a^q H

m^c m^ia^a^q + r) /«^r
t > = = m.a2q 4-
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Considérons à présent l'équation

ûiXi 4- (^^Tz = r, (8)

ayant évidemment pour solutions générales

= — Wi?" + afi.

Pour que ces valeurs soient positives, il faut donner à G les

valeurs entières satisfaisant aux relations

Qz a.z

e>^- = Q. + ^;

ces valeurs de 6 sont

e = Qi + 1, Qi + 2, .
. , Q^;

le nombre de ces valeurs, qui est donc le nombre de solutions

entières et positives de l'équation (3), est

et, comme le nombre de ces solutions est 0 ou 1, on doit

avoir

Q2 = Qi ou Q2 = Qi + l.

(*) est évidemment un nombre fractionnaire, car si divisait ithr.

étant premier avec m^, il devrait diviser r et par conséquent c, ce qui est

contraire à l'hypothèse. Il en est de même pour^^-
ai
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Les limites de t relatives à l'équation (1) peuvent s'écrire

t < m,a,q + Q, + -

t > miOoji + Qi +

les valeurs de t qui satisfont à ces relations sont

t = m^a^q + Qi + 1 , .

.

m^a^q + Q2; (4)

le nombre de ces valeurs, qui est le nombre de solutions

entières et positives de l'équation (i), est

Ne = g(w2«i— ^^«2) + Q2 — Qi = g + Ny.

On voit donc que le nombre de solutions de l'équation en c

égale le nombre de solutions de l'équation en r plus le quotient

par défaut de la division de c par a^a^; Ne égalera donc q ou

q -\- i, suivant que Nr sera 0 ou 1, c'est-à-dire suivant que les

quotients Q| et seront égaux ou différeront d'une unité.

Calculons la plus petite valeur entière et positive de en

remplaçant dans (2) t par la plus grande valeur comprise dans

la série (4)

t = m^a^q + Qg :

il vient

= m^{a^aiq + r) — a^On^a^q + Q2)

= mgr— ^2Q2

=
P2.

Ainsi : la plus petite valeur entière et positive de Xj est le reste

de la division de m^r par ag.

De même, on obtient pour la plus petite valeur de x^,

X2 = — m.ia.a^q + r) + a,{m,a,q + Qi + 1)
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Ainsi : la plus petite valeur entière et positive de x>2 est le reste

par excès de la division de myv par a|.

*
*

Si Ton désigne, comme ci-dessus, par Ne le nombre de

solutions entières et positives de l'équation (1), ces solutions

sont

œ2 = N,ai— pi, , — p„ a,— p^.

Dans ces formules Ne représente donc g ou q-\- \ suivant

que Q2 = Qi ou Qi + i.

Lorsque l'équation

«1^1 H- «2^2 = f (3)

admet une solution entière et positive, celle-ci se compose

précisément des deux plus petites valeurs relatives à l'équation

a^Xx + ^2^2 = c, c'est-à-dire que cette solution est

^1 = P2

^2 = — pi-

Il suffit de démontrer pour cela que cet ensemble vérifie

l'équation (3). Or, de

m^r = ûfiQi + Pi

W2r = a2(QiH-i) + p2,

on lire, par l'élimination de Qi,

Donc, etc.

«iP2 + «2(01 — Pi) = r.
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Exemples.

* *

47x + 124î/ = 21673.

En développant -rr- en fraction continue, on obtient

2 1 1 2 1 6

121 47 27 20 7 6 1

27 20 7 6 1 0

2 3 o 13 18 121

î'
— >

1
2'

7 47

La dernière réduite est de rang pair; nous écrivons donc

fli _ 121 m,_\S
«2
~

47 ' m2 7

l'équation proposée devant s'écrire

121jri + 47aJ, = 21673.

On a ensuite

21673
I

a,a,=-mS1

r = 4612 q=^3

mir = 83016
|

12! ?n,r = 32284
|

47

= 10 Q, = 686
'

P2
= 42 Q, = 686

'
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Les quotients Qi et Qg étant égaux, il s'ensuit que le nom-

bre de solutions entières et positives est ^ = 3; les plus petites

valeurs de et sont

^1 = P2
= et Qi— pi = 11 1

.

Les trois solutions sont

x,= 42,

Xo = 353,

89,

m,
136 = 2/

111 =x.

*
*

17a; + 13/7 = 1369

1 3 4

17 13 4 1

4 1 0

17

Î3

La dernière réduite étant de rang impair; nous écrirons

m, _ 3

m., 4

13^1 + 17a;2 = 1369,

1369
I

«102 = 221

ai _ 13
^17'

r = 43

m.r = 129 1 13 m.r = 172 17

pi=l2 Qi = 9
P2
= 2 Qo = 10

Comme Q2 = Qi + 1» le nombre de solutions entières et

positives est

^7 + 1=7.
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Les plus petites valeurs de et sont

^1 = P2
= 2 et Xo = — pi = 1-

Les sept solutions sont

X, = % 49, 36, 53, 70, 87, 104 = y

x^ = 79, 66, 53, 40, 27, 14, 1 = x.

Lorsque c est divisible par le coefficient d'une inconnue, ou

par les deux, il est en général plus simple de recourir à la

méthode ordinaire (voir p. 8) ;
cependant, la règle générale

donnée par le théorème précédent se modifie très simplement :

1° cesi divisible seulement par l'un des coeflîcients des incon-

nues. Dans ce cas, l'un des restes désignés par pj et p^ s'an-

nule. Si Pi
= 0, la règle générale subsiste; si p© = 0, la plus

petite valeur de x, est a^. Le nombre de solutions est q, dans tous

LES CAS (*).

2^ c est divisible par les coefficienls des deux inconnues. En

examinant les formules données à la page 9, on voit que la

plus petite valeur entière et positive d'une inconnue égale le coeffi-

cient de l'autre inconnue. Le nombre de solutions est q — 1

.

Exemples :

iSx + i\y = 561

1 5 2

13 11 2 1

2 1 0

1 6 13

î' 5' lï

11

Ï3

"•1

W2

(*) Lorsque p2= 0, Q2= Qi + ^.
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561
I

a^n^ - 143

r = 132 (/ = 3
'

m,r = 660
|

i l m^r - 79!2
|

13

p, = 0 Ui = 60' p2 = 12 Q2-6O

Ne == 3; plus petites valeurs : = p, = 12, = — pi = 11 ;

œ, = 12, 25, 38 = î/

^1-2 = 33, 22, 11 =;r.

130? + 11!/ = 546

11 5 546
|

a^a2 =143

02 ~W ~ 6' r = 117 ^ = 3

w,r = 585
I

11 m,r = 702
|

13

p, = 2 Q, = 53'
p2 = 0 Qo = 54

N^ = 3; plus petites valeurs : = «2
=

'l 3 ^1 X2 = ai— pi = 9;

X, = 13, 26, 39 =
2/

^2 = 31, 20, 9 = ^.

17a? + 12î/ = 612

a^a^ 204

Ne = 2; plus petites valeurs : a; = 12 et 1/ = 17;

a; = 12, 24

2/ = 34, 17.
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Nombre de solutions entières non négatives de

l'équation ax -\- by c (*).

Théorème. — Le nombre de solutions entières non négatives

de l'équation ax + by = c égale le quotient q de c par ab (quotient

exact ou par défaut) augmenté du nombre de solutions entières

non négatives de l'équation ax + by = r = c — abq.

Premirr cas. — .c est divisible par a et par b. Aux q-~i

solutions positives il faut ajouter les deux solutions

donc, si \c est le nombre de solutions entières non négatives

de l'équation en c, on a

x = 0

y = aq
et

y = o

X = hq\

r/ + 1.

Quant à l'équation en r.

ax + by = 0,

elle admet l'unique solution non négative

x = 0,

ainsi

= 1 et X, = ^/ + X^

(1) Catalan, Paolis et E. Cesaro se sont occupés de cette question.

Lucas, dans sa Théorie des Nombres, donne de la propriété un énoncé

inexact.



( 19 )

Deuxième cas. — .c est divisible seulement par Vun des coe/fi-

cients. Soit c = ak. Aux q solutions entières et positives de

l'équation

ax + hy = ak,

il faul ajouter la solution

X = k, y = 0;

donc

Quant à l'équation en r,

ax -{- by = r ^ c— abq = a(k— bq),

comme, de

on déduit

0 < k — bq < b,

elle admet la solution non négative

x-'-=k— bq, y = 0;

de sorte que Xr = 1 et, par conséquent, Xc = g + X,.

Troisième cas. — c. n'est divisible ni par a ni par b. Les

équations en c et en r n'admettent dans ce cas aucune solution

dans laquelle une des inconnues a une valeur nulle; le nombre

des solutions non négatives est donc celui des solutions posi-

tives déterminé antérieurement, et l'on a vu (p. 12) que Ne égale

ou g + 1, suivant que N,- est 0 ou 1. Donc, etc.
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Autre énoncé. — En examinant les résultais obtenus ci-

dessus, on peut observer que la propriété peut aussi s'énoncer :

L'équation ax + by = c admet q + 1 solutions entières non

négatives, sauf dans le cas oii, c n'étant divisible ni par a ri

par b, l'équation ax + by = r = c— abq n'admet pas de solution

entière nor négative; dans ce cas seulement le nombre de solutions

est q.
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1. Pkéliminaires. — Soient (C) et (c; deux coniques polaires

réciproques par rapport à un cercle de centre P; désignons

par A et B les pôles des axes a et 6 de (c) et par /*, f les

polaires des foyers F et F' de (c) par rapport au cercle (P).

Les droites /'et f ont été appelées les conjointes de P par

rapport à la conique (C) (M. d'Ocagne, Les propriétés focales

des coniques obtenues par la méthode des polaires réciproques,

Nouvelles annales de mathématiques, 5® série, t. XÏV, p. 555).

Les propriétés de ces droites sont les corrélatives des pro-

priétés focales de (c); nous indiquons les propositions les plus

importantes concernant les points A, B et les droites f, f,

a) Les points A et B sont les points de rencontre de la polaire

de P et de l'hyperbole d' Apollonius de P par rapport à (C) ; ils

sont situés sur les bissectrices de l'angle F^PF^', Fj et F^' étant

les foyers de (C).

En effet, J° les droites a, b et la droite de l'infini forment

un triangle conjugué à (c) ; le triangle PAB est donc conjugué

à (C), et comme il est rectangle en P, la polaire PB de A par
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rapport à (C) est perpendiculaire à PA; l'hyperbole d'Apollo-

nius de P passe donc par A (*) ;

2° les droites a et 6 sont les bissectrices de l'angle des

asymptotes de (c); donc PA et PB sont les bissectrices de

l'angle formé par les tangentes menées de P à (C) et, par

suite, de l'angle F^PF^'.

b) Si M et N sont deux points situés sur l'une des droites f, f

et conjugués par rapport à (C), l'angle PMJN est droit.

En effet, deux droites passant par F ou par F' et conjuguées

par rapport à (c) sont rectangulaires.

C) Les droites ï, f sont les deux cordes réelles communes à la

conique (C) et à un cercle de rayon nul et de centre P.

Cette propriété résulte de ce que les tangentes menées de F

ou de F^ à (c) sont des droites isotropes.

On conclut de là que si f = o, f = o sont les équations des

droites f, f, et a, ^ les coordonnées de P, l'équation de (C) est

de la forme

(x-a)^ + (^-py = fe/T.

Par suite, si /, d' représentent les distances d'un point

variable de (C) au point P et aux droites /", f\ le rapport

est constant.

d) Les droites ï et V passent par A et sont également inclinées

sur chacun des axes de (C).

La première partie de cette proposition résulte de ce que F

et F' sont situés sur a, la seconde résulte de la proposition (c).

e) Les droites f, f et les asymptotes de (C) forment un quadri-

latère inscrit dans un cercle de centre P.

En effet, si de P on mène à (c) deux tangentes PQ, PR,

les bissectrices des, angles FQF', FRF', QFR, QF'R passent

par P.

(*) On sait que l'hyperbole d'Apollonius d'un point P par rapport à une

conique (G) est le lieu d'un point M tel que la perpendiculaire abaissée de

M sur sa polaire passe par P.
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f) Une droite quelconque rencontre (G) aux points a, ^ et

les droites f, en y et 3; les tangentes en a et ^ rencontrent

f en a' et [3' : les angles aP,3, yPS o/i< /es mêmes bissectrices, et

la droite Py est bissectrice de l'angle a'P,3'.

2. Soit un triangle ABC; considérons la conique y définie,

en coordonnées normales par l'équation

+ if+ 'llyz ces A + 'ilxz cos B + 2a:î/ ces C 0. (1)

On reconnaît aisément que cette conique est une ellipse

imaginaire lorsque les trois angles du triangle ABC sont aigus;

c'est une hyperbole lorsque ce triangle possède un angle obtus.

Le cercle de rayon nul ayant son centre en A a pour équa-

tion

y--\-%--\- ^yz cos A = 0 ;

les cordes réelles communes à ce cercle et à la conique y,

c'est-à-dire les conjointes (§ i, c) de P par rapport à y sont

donc les droites

x^ h, 6^ EEE a? + 2î/ cos c + "îz cos B = 0.

Chaque côté du triangle ABC est donc une des droites

conjointes au sommet opposé par rapport à la conique y; en

d'autres termes, les droites qui joignent les sommets du

triangle aux points de rencontre de y avec les côtés opposés

sont des droites isotropes; en raison de cette propriété nous

dirons que y est la conique isotropique du triangle ABC.
Inversement, le triangle AB(] sera dit isotropique par rapport

à y.

On peut appliquer au point A et aux droites BC et Sa les

propositions établies au § 1. Nous laissons au lecteur le soin

d'énoncer ces propriétés.

On pourra évidemment énoncer des propositions analogues
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relativement aux côtés AC et AB et aux droites et ayant

pour équations

2a; CCS C + w + 2:2 ces A 0,

CCS B + 22/ ces A + 2; = 0.

. 3. L'équation (1) peut se mettre sous la forme suivante

cos2 A — ^I^yz ces B cos C + (Lx sin A^ = 0. (2)

Il résulte de là que la conique y a les mêmes asymptotes

que la conique y représentée par

cos2 A — 2i:p cos B cos C 0. (3)

Cette dernière conique a pour centre le point de Lemoine K
et touche les côtés aux pieds des hauteurs; elle a été dénommée

ellipse K (Vigarié, Inventaire de la géométrie du triangle, A. T.,

Congrès de Toulouse, 1887); il faut cependant ohserver que

cette courbe est une hyperbole lorsque le triangle est obtus-

angle. Les asymptotes 0 et 0' de (y') ont déjà été étudiées

(Neuberg, Sur un groupe de trois paraboles. Gob, Sur deux

transversales remarquables du triangle, Mathesis, 2® série,

t. Vin, pp. 129 et 451.) Il nous sulïira de rappeler les princi-

pales propriétés de ces droites.

1" FAles passent par le point de Lemoine K ;

2" Les points de rencontre des côtés du triangle avec ces

droites sont les projections d'angle 9 et d'angle — 8 des sommets

opposés sur ces côtés, l'angle 9 étant déterminé par la relation

cos^ 6 = — cos A eus B cos C.

L'angle H n'est réel que si le triangle est obtusangle ; il est égal

à l'angle sous lequel se coupent le cercle circonscrit et le cercle

conjugué au triangle ;

5" Chacune des droites 0 et 0' passe par l'inverse triangulaire

du pôle trilinéaire de la transversale réciproque de Cautre ;
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4" Les droites o et 8' sont les tangentes communes à trois

paraboles iza, TZb, t^c déterminées comme suit : la parabote -na est

tangente aux côtés AB, AG et à la droite qui joint les pieds des

hauteurs issues de B et de C ; son axe est parallèle à la symédiane

partant de A, et son foyer est la projection de l'orthocentre sur la

médiane partant de A.

5^^ Les droites 3 et o' sont perpendiculaires aux tangentes

menées par l'orthocentre à l'ellipse minimum circonscrite au

triangle.

4. L'équation de y peut encore se mettre sous la forme

liyz sin^ A— I^x sin A. I^x sin B sin C = 0.

La conique Hyz sin^ A = 0 est l'inverse triangulaire de la

droite de Longchamps; elle a ses asymptotes parallèles à celles

de y et rencontre cette courbe en deux points de la droite de

Lemoine.

5. L'équation

liyz sin^ A = k^yz sin A (4)

représente, lorsque k varie, une conique variable passant par

les points d'intersection du cercle circonscrit avec la conique

Hyz sin^ A -= 0 et ayant, par conséquent, ses axes parallèles à

ceux de cette dernière conique et, par suite, à ceux de y. En

particulier, si l'on pose /^= ^Esin^A, l'équation (4) devient

léyz ces A = 0 ;

elle représente alors l'inverse triangulaire de l'axe orthique.

Nous désignons cette conique par y'^; son centre est le point

de Lemoine et, par suite, elle a les mêmes axes que la conique y.

L'équation (4) peut s'interpréter comme suit : les coniques
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inverses des parallèles à Caxe orthique ont leurs axes parallèles à

ceux de y {*).

6. L'équation tangentielle de y est

Sm2 sin2 A + '2l>vw (cos B cos C — cos A) = 0. (o)

Cette équation peut s'écrire comme suit :

Hw^— âSvtt' cos A = cos^ A— cos B cos C

Si l'on égale à zéro séparément les deux membres de cette

équation, on obtient les équations tangentielles des points

cycliques et de la conique y". ïl résulte de là que la conique y"

est homofocale à y.

7. Les coordonnées des tangentes menées à y par le point

de Lemoine K vérifient l'équation

Sw sin A = 0. (6)

En retranchant de (5) le carré de l'équation (6), on obtient

I^vw cos A = 0,

c'est-à-dire l'équation tangentielle de y', ce qui montre que les

coniques y et y' ont les mêmes asymptotes 8 et o' (5). Si l'on

représente par x, y, z les coordonnées du pôle trilinéaire de

l'une des droites 8, 8', ces coordonnées vérifieront les équations

^ sin A „
E = 0, Sx cos A = 0.

X

Ainsi, les droites 8 et 8' sont les polaires trilinéaires des points

de rencontre du cercle circonscrit avec l'axe orthique.

(*) Ce ihéorème est un cas particulier d'un théorème connu : Les conique.'^

inverses d\m système de parallèles ont leurs axes parallèles.
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8. La dislance d'un point [x, y, z) à la droite ux 4 vy + wz

= 0 est égale à

d = —
K Sîi2— '^ÏLvw cos A

Appliquons celte formule à la droite 5^ (§ 2) ayant pour

équation

aî + 2.vcosC + 22cosB = 0

on obtient

a? + 2î/ cos C 4- 22 cos B x 2î/ cos C + 2^ cos B= ' = —
Kl— ScosAcosBcosC l/l +8cos2e

Ainsi, les droites 8^,, 8^ forment un triangle A'B'C tel

que si {x, y, 2), (a?', y', 2') sont les coordonnées normales

absolues d'un même point M par rapport aux triangles ABC,

A'B'C, on a les relations

pjc' = X + 2j/ cos C -f tz cos B,

pi/' = 2x cos C + î/ + 2;s cos A, (7)

p^' = 2ic cos B + 2î/ cos A + 2,

p désignant la quantité l/l + 8 cos^ 6.

9. Les triangles ABC, A'B'C sont inversement semblables,

car leurs côtés correspondants ont des directions symétriques

par rapport aux axes ^ et A' de la conique y (§ 1, d). Ils ont

même point de Lemoine, car si l'on remplace, dans les for-

mules (7), X, y, z par k sin A, k sin B, k sin C, on obtient

px' = 3fe sin A, py' = 3fe sin B, p^' = 3fe sin C.

Le rapport de similitude des triangles ABC, A'B'C est égal

au rapport des distances du point de Lemoine commun à deux

côtés homologues. Ce rapport est donc égal à |. La quantité p

étant toujours inférieure à 5, le triangle A'B'C est toujours

plus grand que ABC.
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Deux points M et M' homologues dans les deux triangles ABC
et A'B'C sont des points correspondants de deux figures inver-

semenl semblables; les droites doubles de cette transformation

sont les axes A et A' de y et le rapport de similitude est ^.

10. Si, dans les formules (7), on remplace x, y, z par les

coordonnées h^,, 0, 0 du sommet A, on obtient

px' = ha, py' = 2//„ ces C, pz' = ^ha ces B

d'où

y' cosC h,, h'

a

z' CCS B ' p 3

désignant la hauteur issue de A' dans le triangle A'B'C
Par conséquent, les sommets du triangle ABC sont les projections

du centime de gravité de A'B'C/ sur les hauteurs de ce triangle.

On voit par là que l'orthocentre et le centre de gravité de

A'B'C sont deux points diamétralement opposés du cercle

ABC. Autrement dit, le cercle ABC est le cercle orthocentroïdal

de A'B'C
Les propriétés des couples de triangles tels que les sommets

de l'un sont les projections du centre de gravité de l'autre sur

les hauteurs ont déjà été étudiées. (lVJathesis, i'® série, t. X,

p. 466.)

11. Les coordonnées absolues du symétrique M,, d'un point

M {oc, y, z) par rapport à BC sont

— X, y -\- CCS C, z ces B.

Par conséquent les coordonnées du centre de gravité M' du

triangle réflexe (*) M,, iVl^, de M sont

1
-(aî + 2î/cosC + 2;s ces B),...
o

{*) Le triani^le réflexe d'un point M par rapport à un triangle ABC est le

triangle qui a pour sommets les symétriques de M par rapport aux côtés

de ABC.
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on

px' py' pz'

T' T' T'

On conclut de là que est l'homologue dans le triangle

ABC du point M, considéré comme appartenant au triangle

A'B'C. Ainsi : un point et le centre de gravité de son triangle

réflexe se correspondent dans deux figures inversement semblables,

ayant pour droites doubles les droites A e< A' ; le rapport de simi-

litude est |.

12. Soient A'^ B'^ les projections du centre de gravité

de ABC sur les hauteurs de ce triangle; on déduit la figure

A'^B"C'^ de la figure ABC de la même façon que l'on déduit

ABC de X'WC Le triangle A"B"C'' est donc inversement

semblable à ABC (et directement semblable à A'BC); les

droites doubles sont encore ^ et ^' et le rapport de similitude

estTj.

Tl résulte de là que si l'on considère le point M comme
appartenant à ABC, son homologue dans la figure A"B"C"

sera M'. Mais M^M^M^ est maintenant le triangle réflexe de M
par rapport au plus grand des deux triangles inversement

semblables ABC, A'^B"C". Comme on peut remplacer A"B''C'^

par ABC et ABC par A'B^C^ on voit que M' est aussi le centre

de gravité du triangle réflexe de M par rapport à A'B^C; par

conséquent les triangles réflexes (ou les triangles podaires) de

M par rapport aux triangles ABC, A'B'C ont même centre de

gravité. Ainsi : si l'on construit une suite de triangles tels que

chacun d'eux ait pour sommets les projections du centre de gravité

du précédent sur les hauteurs, les triangles podaires d'un point

quelconque par rapport à tous ces triangles ont même centre de

gravité.

13. Lorsque le point M décrit le cercle AB(i, le point M'

décrit le cercle orthocentroïdal A''B"C". Donc, le cercle ortho-

centroïdal est le lieu du centre de gravité des symétriques d'un
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point variable du cercle ABC par rapport aux côtés du triangle

ABC.

14. Soient

ux -\-vy -\- wz = 0, u'x + v^y + w'z = 0,

les équations d'une même droite d par rapport aux triangles

ABC, A'B'C. On a, eu égard aux formules (7)

u = u' -\- ^v' cos C + 2 w' ces B,

V = ces C -\- v' -\- ^ w' ces A,

w = 2w' ces B + 2î;' ces A + w'.

Chacune des droites A et A' a la même équation par rapport

aux triangles ABC, A'B'C. Donc si d coïncide avec A ou avec

A', on a = = Les coordonnées des droites A, A' véri-
^ u' v' w'

fient donc les équations

w + 2î; ces C + 2m; ces B 2m ces C + + 2%' cos A

u V

2î« cos B + 2v cos A -f w = k
w

ou

u (1 — fe) + 2î; cos C 4- 2i<; cos B = 0,

2w cos C + i; (1 — fe) 4- 2m; cos A = 0,

2m cos B + 2!; cos A + m; (1 — fe) = 0.

En éliminant u, w entre ces équations, on obtient

1 — k 2 cos C 2 cos B

2 cos C 1 — A; 2 cos A

2 cos B 2 cos A i — k

(8)

OU

(1 — fe)^— 4 (1 — k) (cos2 A + cos2 B + cos^ C)

+ 16 cos A cos B cos C = 0.
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Si l'on remplace la quantité cos'^ A + cos'^ B + cos'^ C par

i — 2 cos A cos B cos C, cette équation devient

(1 _ fe) [(1 _ fe)2_ 4] + 8 cos A cos B cos C [(1 _ fe) + 2] = 0.

On trouve d'abord la solution 1 — k = — 2 ouA;=:3. Les

équations (8) se réduisent alors à

— 14 + i; cos C -|- m; cos B = 0, . .

.

Elles admettent la solution évidente w = sin A, t? = sin B,

w = sin C, qui correspond à la droite de l'infini. On a ensuite

l'équation

¥ = \ — 8 cos A cos B cos C ou = =b p.

Si l'on remplace k par ces valeurs dans les équations (8), on

pourra tirer de ces équations les coordonnées des droites A

et A^

15. Les équations (8) peuvent s'écrire comme suit :

v cos C u; cos B ucosC -\- w cos A m cos B + y cos A

u V w

ou

(v^— w^) cos A

(pz _. cos B

(W^ cos c

Les équations (10) représentent trois paraboles tc^, tz.'j, tt^

tangentes aux deux droites A, A'. La parabole tt^ ^st tangente

aux droites u = 0, v ± w c'est-à-dire aux bissectrices de

l'angle A, d'où il résulte que sa directrice est la symédiane

partant de A; elle est aussi tangente aux droites (v= 0, t(j= 0),

(r = 0, 10 cos A + M cos C= 0), (lo = 0, v cos B + m cos B = 0),

c'est-à-dire au côté BC et aux hauteurs partant de B et C.

— uiv cos c -j- iiv cos B = 0,
J

— uv cos A + cos C = 0, ; (10)

— VU) cos B + nw cos A = 0, /
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Ces paraboles ont déjà été rencontrées (Mathesis, série,

t. X, p. 169).

16. Additionnons les équations (10) multipliées respective-

ment par cos B cos C, cos A cos C, cos A cos B; nous obtenons

liVîv cos A (cos^ C — cos- B) = 0.

Les droites A et A' passant par le point de Lemoine, on a

sin A = 0.

Si X, y, z sont les coordonnées du pôle trilinéaire de l'une

des droites A et A', on a donc

I^x cos A (cos^ B — cos^ C) = 0, ^yz sin A 0.

Ces équations représentent respectivement la droite d'Euler

du triangle ABC et le cercle circonscrit à ce triangle. Donc,

les droites A et A' sont les polaires trilinéaires des points de ren-

contre a et ^ de la droite d'Euler avec le cercle circonscrit.

Les droites A et A' sont d'ailleurs parallèles aux droites de

Simson des points a, 3. En effet, si l'on cherche la condition

pour que la polaire trilinéaire ux -\- vy ~\- wz = 0 d'un point

(m' ^' ^) parallèle à la droite qui joint les projections de

ce point sur AB et AC, on trouve l'équation

(v-— cos A — uw cos C -f vu cos B = 0,

qui représente la parabole tz'„ à laquelle sont tangentes les

droites A et A'. De là résulte aussi une nouvelle définition des

paraboles n'^, ttJ,, tc^.

17. Additionnons les équations (10) multipliées respective-

ment par cos A, cos B, cos C, il vient

(cos^ B — cos^ C) = 0.
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Cette équation représente une parabole tangente à A et A' et

conjuguée au triangle ABC. Elle est tangente à l'axe orthique

aux côtés (lu triangle orthique, aux interbissectrices et à la

droite qui passe par les pieds des bissectrices extérieures.

18. Il existe une relation simple entre les angles a, [3, y que

l'orme la droite A avec les côtés BC, CA, AB du triangle ABC.

Pour trouver cette relation, nous remarquons que si Pa, P^, Pc

((ig. i) désignent les projections d'un point M de A sur les côtés

du triangle ABC et P le centre de gravité du triangle PaPôPc,

le symétrique M' du point M par rapport à P est le point de la

figure A"B"C" qui correspond à P considéré comme appar-

tenant à la figure ABC (12). Comme A est une droite double

de ces deux figures, les points M' et P sont situés sur A, et on

a la relation

Si Qa, Qb, Qc sont les projections de P^, Pô, Pc sur A, on a

Soient Sa, S/,, Se les points de rencontre de A avec les

côtés du triangle ABC, on a les égalités

MQ,, = MP,, sin a = S,,\I sin^ a = S^K sin^ a + Kl\I sin^ a,

KM : KM' -

(11)

A1M' = KiVI — KM'== KM.
3
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Par suite, l'égalité peut s'écrire comme suit

Cette égalité doit être vérifiée quel que soit le point M, par

suite

Esin2a=?^, (12)

SSaKsin2a = 0. (13)

L'égalité (12) est la relation cherchée entre a, j3, y; la

relation (15) exprime une propriété connue : le point de

Lemoine K est le centre de gravité de son triangle podacre.

La relation (12) peut aussi se mettre sous la forme

Scos2a = ^^, (12')

des relations (12) et (12') on tire

2 ces 2a = p.

19. Désignons par /a, le les distances d'un point M de

la conique y aux poinls A, Fi, G et par x, y, z et x\ y', z' les

coordonnées normales absolues de ce point par rapport aux

triangles ABC, A'B'C. En mettant l'équation (1) de y sous

la forme

î/2 + ;s2 + ^yz ces A + (;r + ^y ces C + 2:5 ces B) = 0

et en tenant compte des égalités (7), on voit que l'on a la

relation (comparer 1, c)

Il sin2 A dr ç^xx' = 0,

J'où

l'a sin2 A l'a sin2 g f-
gj^o

c
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20. On a les relations

y'^ -\- z'~ -\- ^ijz cos A = l'a sin2 A,

x^ + z^ + te cos iî = Il sin^ B,

+ î/2 + ^2xy cos C = /• sin^ C.

Si Ton additionne membre à membre ces égalités, on

obtient

+ cos A = 1.11 ^«'n' A,

où, en tenant compte de l'équation de y

I.X' = 1.1;, sin2 A = SÎ^F/, (14)

PaP/jPc étant le triangle podaire de M (fig. 2).

A

Soit P le cenlre de gravité de PJ^b^c et M' le symétrique

de M par rapport à P, on a

Par suite, l'égalité (14) devient
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21. On démontre aisément la relation suivante, dans

laquelle M désigne un point quelconque

y,llsm'\= KM^Ssin^AH ^ , ^
. (16)

Si le point M est situé sur y, on a la relation (14) et

l'égalité (16) devient

-2 . . . .
ISK^sin^Asiii^Bsin^C= K^r ^ sin^A +

Ssin^A

Le lien d'un point tel que y>x- soit constante est une

ellipse £ de centre K. L'égalité précédente montre que les

points de rencontre de cette ellipse avec y sont situés sur une

circonférence de centre K ; par conséquent, les axes des ellipses e

sont les droites A, A'.

22. L'égalité (16) permet de déterminer simplement

l'équation de y rapportée à ses axes de symétrie A, A'; comme

M M' = 2MP, cette égalité peut s'écrire, si l'on lient compte

de (15) (fig. 5)

Or, M, M' sont des points correspondants des deux figures
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semblables ABC, A"B"C"; par suite, les droites KM, KM' sont

symétriques par rapport à A et l'on a

KM : KM' - p : 8.

Si X, Y sont les coordonnées de M par rapport aux axes

A, A', celles de M' seront
q
pX, —

^
pY, d'où

W =i[(3-p)* + (3 + p)^Y=]

En remplaçant, dans la relation (17), iMM'^ par cette valeur

et KM^ par X- + Y-, on obtient l'équation de y

i
[(3 - + (3 + p)^Y^] =

^
(X^ + Y^) S sin^ A

32R2 sin2 Asin2 Bsin^C

3S sin2 A

Si l'on remarque que

2 sin2 A = 2 + 2 cos A ces B ros C = 2 sin^ Q = —
4

cette équation se simplifie et devient

(3 - pyx^' + (3 + = 2 (9- p^) (X2 + YO

384R2 sin^Asin^Bsin^C

9 — p2

ou

(p2_2p_3)X2 + (p2 + 2p_3)Y2

l-iSR^sin^Asin^Bsin^C
^

9 — p2
(18)

Nous supposerons que le triangle ABC est oblusangle; la

conique y est alors une hyperbole dont A est l'axe imaginaire.
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23. Supposons l'hyperbole y fixe et considérons la série

des triangles AB<] isotropiques par rapport à cette hyperbole.

Il résulte de ce qui précède que tous ces triangles sont obtus-

angles et ont pour point de Lemoine commun le centre K de

l'hyperbole y. Nous allons indiquer quelques autres propriétés

de ces triangles.

24. Soient a, p les axes de y; on tire de (18) :

128R2sin2 Asin^B sin^C 3282 1

(p~l)(3-p)(3 + p)2 R2 (p_i)(3_p)(3+py

128K2sin2Asin2Bsin2C 328^ 1

(19)

(p-l)(3-p)2(3 + p) (p«-l)(3-p)2(3 + p)

d'où, en représentant par 2w l'angle des asymptotes de y

(p + l)(3-p)

(p-l)(3 + p)

Il résulte de cette dernière formule que p et, par suite,

Cangle G ont la même valeur pour tous les triangles isotropiques

par rapport à une hyperbole donnée.

Les relations (19) montrent ensuite que le rapport de la

surface au rafjon du cercle circonscrit est le même pour tous ces

triangles. On peut remarquer la formule

S~— = 2a8sin3ecos9.
R2

^

25. Les asymptotes o, ù' de y (fig. 4) rencontrent le côté

BC en des points U et V symétriques par rapport au pied de

la hauteur AD et les angles AUD, AVD sont égaux à 0 (3) ; on

a donc

28 cot 9

DU = AD cot 0 = -—
n sm A
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Soit KL la perpendiculaire abaissée du point de Lemoine K

sur BC, on a

2Sa SsinA
KL = „— = 4S sin A

d'où

RIsin^A R(9— p^)

4S2 cot e

DU. KL
R2(9— p2)

La surface du triangle RUV est donc constante et, par

conséquent, le côté BC enveloppe une hyperbole. Ainsi, les

triangles isotropiques par rapport à une hyperbole y sont cir-

conscrits à une autre hyperbole ayant les mêmes asymptotes que y
et qui touche chaque côté au pied de la hauteur correspondante.

Cette hyperbole est évidemment la conique y' rencontrée

plus haut (5).

26. Le triangle variable ABC étant circonscrit à une

conique fixe est inscrit à une autre conique; on peut démon-
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trer directement cette propriété en remarquant que la hauteur

DA est proportionnelle à UV, c'est à-dire au diamètre de y
conjugué à KD; on déduit aisément de cette remarque que le

lieu de A est une conique ayant ses axes dirigés suivant ceux

dey. Cette conique est évidemment la conique y" (6). Ainsi,

les triangles isotropiques par rapport à une hyperbole y sont

inscrits à une autre hyperbole homofocale avec y.



DÉVELOPPEMENTS ASIMPTOTIOIES

DANS LES

llAÎIiS DliimilIS ilMS
A

PARAMETRE VARIABLE

PAR

Paul NOAILLON
DOCTEUR EN SCIENCES PHYSIQUES ET MATHÉMATIQUES





INTRODUCTION

Rappelons d'abord, sur un exemple simple, ce que l'on

entend par développement asymplotique (*).

Soit donnée l'expression

r 1

f(x) = . - c-'^dx (1)
J X
oc

OÙ X est un nombre positif que l'on a à considérer dans le

voisinage de + oo.

En intégrant par parties, on a

f 1 1 / .

- c-'^dx = - t'-^ — 1 . - c-'^dx.

J X X j
X

J X'

Une nouvelle intégration par parties donne

r i 1 1 r i
- c-'^dx = -c~^ c-^ + 1 . 2 . - c-^dx.

J X X x^ J x^

(*) Cf. Leçons sur les séries divergentes (Chapitre I) par Emile Borel.

Paris, Gauthier-Villars, 1901.

il
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En continuant ainsi, l'on aura

1 1 1.2 1.2.3

/•X
ff^

avec H,+, = (- . .<f\ dœ

X

représentant, selon la notation anglaise, la factorielle 1.2. 3.. ..7.

(2)

Mais la fonction est décroissante. Donc sa valeur dans

tout l'inlervalle (x, 00) reste non supérieure à c-^, et l'on a

r c-^ r dx

Par suite, en représentant par 0 une indéterminée comprise

entre 0 et i, la relation (2) donne

+

Ht ••• + (-iy-=j

\l \j + i _

(_ 1)7_ _J_ (_ —b=zz=__ Q

(3)

La somme entre
[ ] est égale à

donc de la forme

\j -

En représentant par

u{x,j)
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l'expression entre
| | dans (5), c'est-à-dire la somme desj pre-

miers termes de la série

i 1 1.2 1.2.3
1 u ... (4)

la relation (5) s'écrira

rta.-) = Ka.,i) + (-lV.^.Ô. (5)

En particulier, pour j = 1, on a

1 1

et l'on voit que la courbe

est asymptotique à la courbe

et possède donc vers l'infini une allure pareille.

Pour jf = 2, on a

1 1 1.2-
^ X x^

et l'on voit que, dans le voisinage de + oo, la courbe

_ 1 _ j_

épouse encore plus fidèlement la forme de

y = /"W-
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En un mot, à mesure que Ton augmentera j, on obtiendra,

par la fonction w (a?, j), une représentation de plus en plus
.

fidèle, pour x très grand, de la fonction

r 1

f{x) = - c-'^dx.

X

C'est pourquoi nous dirons, avec M. H. Poincaré, que la

fonction u(x,j) est une représentation asymptotique de la

fonction f{x), pour x = -\- yo.

*
* *

Remarquons bien que la série (4) est divergente, quelque

grand que soit x.

On ne pourra donc, pour calculer f(x) avec une erreur infé-

rieure en module à un nombre donné e, utiliser cette série (4)

à la manière ordinaire; c'est-à-dire en faisant croître suffisam-

ment la valeur de j dans u (xj), x restant fixe.

C'est le contraire que nous ferons :

Nous donnerons à ./ une valeur fixe {j = 1 si l'on veut), et

nous remplacerons le nombre donné x par un nombre x^ que

nous ferons croître jusqu'à ce que la différence

f(x^) — u(x„j)

soit, en module, inférieure à ej, ce nombre étant lui-même

plus petit que e.

Comme on a

Q-X Ç'X^ ^-X f,-X

f(x) = 6*^ —dx = C^\ —dX-i-C^i —
J X J X J os

X X Xi
rxi ç-x / ^~x

= — (Ix -(- c^-^i ! c^M — dx
J X * J X
X Xi
rxi ^.-x

= — dx + t^^-^^rfe)
J X

dx

(6)
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on voit que l'on aura

^ X
X

et à fortiori, puisque

f{x) = c^' — dx-{- c^-^*M(iri,;) ± esi. (7)

L'intégrale du deuxième membre s'étendant à un intervalle

fini (x ^i), il sera facile de la calculer, par exemple comme
limite de somme, avec une erreur inférieure en module à

e-^{z --
ei). Donc

rxi ..-X— dx == S±0(£ — £i)c-^ (8)

et par cette substitution la relation (7) devient

f{x) = . S + c^-^^ . u{x„j) zt Q
I
(e — £,) H- £j

ou

f{x) = . s + t^-^^ . u{x„j) ± 9 . £. (9)

Et l'on voit que

donne bien la valeur de [{x) avec une erreur inférieure en

module au nombre donné £.

*
* *

La considération de séries divergentes analogues à (4) est
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une nécessité qui s'impose dans la théorie des équations diffé-

rentielles.

Il est bien connu, en eff'et, que les séries de Thomé, satisfai-

sant formellement à l'équation

/.ri" ^ ri"-i \

OÙ

1

' = -,
X

sont en général divergentes quand Pq s'annule pour t = 0,

quand bien même les coefficients PoPi.-.P^^^ sont des fonc-

tions holomorphes de ^

Le fait est encore vrai pour les solutions de l'équation

(P D" + PiD"-^ + ... + P,)y = 0, (11)

où

quand on développe ces solutions en séries ordonnées par

rapport au paramètre variable x, tendant vers + oo, si P^

s'annule pour x = oo. Pour en avoir des exemples, il suffira de

remplacer dans l'équation (10) t par

*

Enfin, et c'est la raison déterminante qui nous engage à

présenter ce travail, la théorie des développements asympto-

tiques constitue une méthode tout à fait pratique, dans la

plupart des cas, pour décider de la convergence ou de la

divergence d'une série, et cela sans se tenir à la convergence

absolue.

Nous montrons, en effet, dans une note annexée à ce travail,
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qu'on ne change pas l'état de convergence ou de divergence

d'une série

a;=oo

I m (12)
x=cco

— dans laquelle chaque terme Y(x) est développable asym-

ptotiquemenl sous la forme

Y,.)^T(.,,.ji+^-i + ^4^, + ... + |.+ lj (.3)

OÙ i représente une fonction qui tend vers zéro quand x tend

vers l'infini —
nous montrons, dans cette note, qu'on n'altérera pas la

convergence ni la divergence de la série (12) quand on rem-

placera chacun de ses termes ^{x) par le premier terme T{x)

de son développement (45).

On ramène ainsi la série (12) à une série équiconvergente

beaucoup plus simple

(14)
cc=Xo

Si l'on nous dit que, pour ce faire, point n'est besoin de

savoir former tout le développement (13), mais seulement son

premier terme, nous répondrons que l'on peut avoir à consi-

dérer une série (12) dans laquelle \(x) est donné par une

fonction composée

et que si dans F on remplace a(^), fi(^),... par leurs dévelop-

pements asymptotiques, il pourra se faire que les premiers

termes des développements de a(x), '^(x),... se détruisent

entre eux, de sorte que, pour avoir le premier terme du déve-

loppement ôeY(x), il faudra employer plusieurs termes dans

les développements de a(^), ^{x), ...
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L'emploi des développements asymptotiques fournit donc

une méthode très générale, peut-être même la seule qui soit

pratique et un peu générale, pour l'étude de la convergence.

A ce titre, on ne saurait trop, ce nous semble, multiplier les

recherches sur ce sujet.

*
*

Nous ferons les deux remarques suivantes, relativement à la

portée de l'étude que nous allons développer :

Première remarque.

Dans les équations différentielles que nous allons considérer,

la variable de différentiation z n'est pas la même que la varia-

ble ordonnatrice x. Ce seront des équations différentielles

linéaires semblables à l'équation [W), avec ou sans second

membre.

Mais si l'on voulait étudier le cas de z = ^c, il n'y aurait que

bien peu de modifications à apporter à ce travail :

Il suffirait tout simplement de supposer que le signe D

représente, non pas l'opérateur^, mais l'opérateur x^, pour

avoir, presque sans autre changement, la théorie des équations

différentielles lorsque la variable de différentiation est x.

Et la théorie que l'on obtiendra ainsi sera tout à fait géné-

rale et sans aucune restriction. Résultat qui n'avait pas encore

été atteint jusqu'à présent, même au point de vue purement

formel.

Seconde remarque.

Dans ce travail, nous recherchons des développements

asymptotiques indéfinis, et, pour pouvoir les obtenir, nous

serons contraint d'exiger des coefficients de l'équation diffé-

rentielle (H) qu'ils possèdent eux aussi un développement
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asymplotique indéfini et qu'ils soient indéfiniment dérivables

par rapport à z.

Au cas où ces coefficients ne posséderaient qu'un dévelop-

pement asymptotique limité et où ils ne seraient pas indéfi-

niment dérivables par rapport à 2, nos raisonnements seront

encore applicables, mais à condition de se contenter pour le

développement asymptotique de y d'un nombre de termes

limité, nombre de termes qu'on reconnaîtra à mesure que l'on

développera les calculs, mais que nous ne fixerons pas à priori,

parce que la formule générale serait par trop complexe.

*

*

Notre travail est divisé en quatre parties :

Dans la première partie, après avoir défini, sous le nom de

calcul des classes de fonctions, une extension de la théorie des

inégalités destinée à faciliter les recherches d'analyse, nous

passons en revue les principales règles de notre calcul asym-

ptotique, en élargissant un peu le point de vue de M. H. Poincaré.

(Non pas dans un vain désir de généraliser quand même, mais

parce que nous faciliterons nos démonstrations.)

» *

Dans la deuxième partie, nous étudions la structure des

fonctions algébriques (irrationnelles) dans le voisinage de

X 00. C'est-à-dire des solutions <t> de l'équation algébrique

Po<ï>'' + Pi<î>^-^ + • • • + + Pn = 0 (13)

OÙ les coefficients P sont des fonctions de x.

Dans le cas où ces fonctions sont holomorphes pour x = <x>,

la question est complètement élucidée par le mémoire de

Puiseux (*). Et elle se trouve très clairement exposée dans le

Traité d'analyse de Picard (**).

(*) Journal de mathématiques (de Liouville), l. XV (1850).

(*) Tome II, p. 392.
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Mais ici nous avons besoin de considérer le cas où les coeffi-

cients ne sont pas holomorphes à l'infini, mais seulement

développables asymptotiquement sous la forme

\ X xJ y

C'est pourquoi nous nous sommes vus obligés de faire une

théorie qui ne fût point basée sur les propriétés des fonctions

holomorphes, mais seulement sur la notion de croissance.

*

Dans les deux dernières parties de ce travail, on considérera

les équations différentielles linéaires de la forme

(PoD" + P,D^-^ + + P„)y = 0 (41)

ou bien, avec second membre

(PoD« + P,D^-^ + ... + PJî/ = K (i6)

où

où les coefficients P et le second membre K sont des fonctions

de la variable de différentiation z et d'un paramètre variable

X, que l'on fera tendre vers l'infini.

Et l'on se proposera de mettre en évidence, par des déve-

loppements asymptotiques appropriés, l'allure que ce mouve-

ment du paramètre x impose aux fonctions définies par

l'équation différentielle.

*
*

D'abord, la troisième partie étudiera la structure des solu-

tions formelles de l'équation différentielle (11).



( 13 )

Pour montrer la dépendance qui existe entre cette troisième

partie et la seconde, signalons cette propriété (nouvelle) que

ces solutions formelles sont constituées d'un produit de deux

facteurs, facteur principal et facteur secondaire; et que le

facteur principal est de la forme

OÙ cp est un polynôme eixx qui, dans le cas général, est égal à

la partie principale d'une racine <ï> de l'équation algébrique (45).

*

Enfin, la quatrième et dernière partie démontrera que ces

solutions formelles, construites dans la troisième partie,

permettent de développer asymptotiquement les solutions

exactes de l'équation (11) et de l'équation (16).

l a littérature mathématique, abondante pour'les dévelop-

pements asymptotiques dans les équations différentielles sans

paramètre variable, est bien peu nombreuse pour les équations

avec paramètre variable.

Après les théorèmes bien connus de M. Poincaré (*) et de

M. Picard (**), qui s'appliquent au cas où les coefficients

Pq P| .... P^ sont holomorphes pour a? = oo, sans que Pq s'an-

nule pour cette valeur ^ = oo, et qui annoncent que dans ce

cas la solution y est également holomorphe pour x = oc, si les

conditions initiales le sont,

après ces théorèmes, nous n'avons rencontré que les deux

beaux mémoires de J. Horn publiés dans le tome LU des

Malhemalische Annalen (1899). Ces mémoires se limitent aux

équations différentielles du deuxième ordre et emploient des

méthodes qui ne suffisent plus pour les ordres supérieurs.

() H. Poincaré, Acta mathematica, t. XIII (1890), p. 9.

(**) E. Picard, Traité d'analyse^ â'ne édition, t. III, p. 88.
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PARAMÈTRE VARIABLE

PREMIÈRE PARTIE

Calcul des classes et calcul asymptotique.

CHAPITRE PREMIER

Calcul des classes de fonctions.

§ \. Opérations logiques.

1. Dans tout ce qui suit, une lettre surmontée d'un trait

horizontal représentera, non pas un nombre ou une fonction

déterminée, mais toute une classe de nombres ou de fonctions.

2. Par exemple :

n = ensemble des nombres entiers, ou classe des

fonctions dont les valeurs numériques sont des

nombres entiers.

P ensemble des nombres >0 (ou classe des fonc-

tions,..)
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T = intervalle de 0 à 1, frontières comprises.

= ensemble des nombres dont le module est < 1

.

\(z^z^) = classe des fonctions indépendantes de et de z^.

e(t) = classe des fonctions qui tendent vers zéro en

même temps que t.

3. L'algèbre de la logique de Leibnitz, retrouvée et déve-

loppée par Boole et Schroder, comporte trois opérations sur

les classes (classes de fonctions ou d'êtres quelconques) : la

multiplication et Vaddilion logiques et la négation.

4. La multiplication logique de deux classes a b, que, afin

d'éviter toute confusion avec la multiplication mathématique,

nous appellerons intersection des deux classes a 6, est la classe

a b

formée de tous les éléments contenus à la fois dans a et dans 5.

De même l'intersection

abc

de a b c est la classe formée de tous les éléments qui appar-

tiennent à la fois k a et k b et k c.

5. L'addition logique de deux classes a 6, que nous appel-

lerons réunion des deux classes a b, est la classe

a b

formée de tous les éléments contenus soit dans a, soit dans b.

De même la réunion

abc



( IT )

de a b c est la classe formée de tous les éléments qui appar-

tiennent ou bien h a ou bien ^ b ou bien à c.

6. Enfin la négation d'une classe a est la classe

a

formée de tous les éléments qui n'appartiennent pas à a.

Pour une théorie de ces trois opérations nous renverrons au

petit ouvrage de M. Couturat (*).

7. Nous signalerons seulement les formules de De Morgan,

qui permettent de définir l'une des deux opérations : intersec-

tion ou réunion au moyen de l'autre et de la négation :

a b = négation de a b

a b = négation de a b

et plus généralement :

a b c = négation de a b c

a b c = négation de a b c

etc,

(*) Louis Couturat : L'Algèbre de la logique. Colleclion Scientia. Paris,

Gaulhier-Villars, 1905.

11 sutfirade considérer seulementVinterprétation conceptuelle Ci. c). Gomme
M. Couturat ne considère pas simultanément les opérations logiques et les

opérations mathématiques, il a pu, sans inconvénient, employer les signes

ordinaires de l'algèbre X + < au lieu des signes ^ w introduits par

Peano, et du signe 4= de Schrôder que nous définirons plus loin.

2
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§ 2. Opérations mathématiques sur les classes.

8. Noire calcul, au lieu de s'étendre à tous les concepts

possibles, \a se limiter aux classes de nombres et de fonctions.

En ce sens il sera moins général que le calcul logique de Boole,

Schrôder et Couturat. iVIais, d'autre part, nous pourrons consi-

dérer d'autres opérations que les trois opérations logiques que

nous venons de définir. Nous pourrons considérer toute espèce

d'opération mathématique sur les classes. Et ces opérations

seront pour nous beaucoup plus importantes que les opérations

logiques.

9. L'opération mathématique

FKa,...(3,p,...) (1)

ayant été définie pour toutes les fonctions a^ag... qui appar-

tiennent à la classe a; et pour toutes les fonctions Pi^g... qui

appartiennent à la classe b; nous représenterons par

FCa,a,...'b~b,...) (2)

la classe composée de toutes les fonctions de la forme (1), où :

oL^dç^ ••• ^^^^ fonctions, e^a/e5 ou inégales, appartenant à a,

^J^^<2 ... des fonctions, égales ou inégales, appartenant à b,

etc.

10. Par exemple :

3 + 50 (1)

représentera tous les nombres de la forme 5 -f 5 9, où 9 est un

nombre arbitraire renfermé dans 9, c'est-à-dire un nombre

compris entre 0 et 1 (inclusivement). Donc (1) représentera

l'intervalle (3,8).
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11. Autre exemple :

9— ë (1)

représentera l'ensemble des nombres de la forme 9i
— où

9i et 92 sont des nombres quelconques renfermés dans 9. Donc

(1) représentera l'intervalle (— \
, -\- i).

12. Insistons sur ce point que le symbole

F(fl,â,â) (1)

représente, non pas seulement la classe des fonctions

oc, a) (2)

où a est une fonction quelconque de a, mais bien la classe de

toutes les fonctions

F(a,, a,, a,) (3)

OÙ ajagas sont trois fonctions quelconques, égales ou inégales,

appartenant à a.

13. Si l'on voulait considérer l'opération (2) au lieu de (3),

on ferait, non pas le calcul des classes, mais le calcul des

fonctions variables dans une classe. Et l'on n'aurait, pour

indiquer cette opération, qu'à supprimer les barres horizon-

tales dans le symbole (4), ce qui n'aurait aucun inconvénient,

puisque ce calcul n'est pas autre chose que le calcul ordinaire.

14. En définitive, le même symbole a, dans notre notation,

représente indistinctement l'une ou l'autre des fonctions

ûia^a^ ... de la classe a.

En supprimant tous ces indices différents pour les rempla-
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cer par un simple trait horizontal, on obtiendra un résultat

évidemment moins riche en détails, mais on gagnera énormé-

ment en simplicité.

El cela sera souvent d'un très grand avantage, surtout pour

les recherches et les démonstrations.

§ 3. Équations aux classes.

15. Pour exprimer qu'une classe â est renfermée dans une

classe b, c'est-à-dire que tous les éléments de a appartiennent à

by Schrôder emploie la notation

16. Cette relation a des propriétés formelles analogues à

celles de la relation mathématique < (plus petit que) ou plus

exactement <; notamment celle de n'être pas symétrique; et

celle, fondamentale, que les deux relations simultanées

a =^ b b ^ c

entraînent

a ^ c.

17. La notation

â^^b

signifiera que les deux classes sont équivalentes, c'est-à-dire

que l'on a simultanément

a 4= è a ^ b.
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18. Il est facile de voir que des inclusions de même sens

peuvent se combiner membre à membre, de façon quelconque;

c'est-à-dire que, quelle que soit l'opération F, les relations (i)

entraînent :

19. Mais si l'on veut, dans une inclusion, faire passer un

terme d un membre dans l'autre — comme on peut le faire

dans une relation algébrique, en changeant simplement le

signe du terme — , la chose se complique.

Pour pouvoir commodément transformer une inclusion, sans

diminuer sa portée, il importe de distinguer par un signe les

termes qui proviennent de l'un ou l'autre membre.

La relation

exprime que n'importe quel élément de a est égal à un certain élé-

ment de T).

Représentons la première expression soulignée par le sym-

bole

«1 + ^1

0.2 + Ih

«3 =4= ^3

F (a, 02 0,) ^ F (b^ b^ b,). (2)

a=^b a)

et la deuxième expression par le symbole

b.

Alors l'inclusion (1) sera représentée par l'égalité



( 22
)

20. D'une manière plus générale, la notation

fJ_ ±_ _L 11 1 ^
/•(^A A... B...aa.../>..J = 0 (1)

signifiera que, A^A^ ... étant des fonctions choisies coname

on voudra dans la classe A^; B^, ... comme on voudra dans la

classe B, ... etc.; la notation (1) signifiera qu'il est possible de

trouver des fonctions a^a^ ... appartenant à a, des fonc-

tions ... appartenant à 6, ... etc., de façon à satisfaire à la

relation

r{kA,...^,„.a,a,...h, ) = 0. (2)

21. En respectant les accents, on pourra, maintenant,

effectuer sur les équations telles que (1) les mêmes transfor-

mations que sur les équations ordinaires.

22. On pourra en outre effectuer, sur ces équations (1), les

substitutions suivantes :

Remplacer une classe à accent aigu par une classe — à

laquelle on donnera même accent — qui y soit contenue, ou

par une fonction qui y soit contenue;

2° Remplacer une classe à accent grave, ou une fonction,

par une classe qui la contienne et à qui on devra donner

l'accent grave;

S** Enfin on pourra remplacer un accent aigu par un accent

grave.

De toutes ces substitutions^ il n'y a que le remplacement

d'une classe par une classe équivalente, avec même accent,

qui soit réversible.

23. Il va sans dire que les transformations non réversibles,

diminuent la portée de la relation et ne doivent être employées

que si elles s'excusent par une simplification.
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§ 4. Emploi des classes.

24. Dans la plupart des relations que nous aurons à consi-

dérer, il n'entrera pas d'autre accent que l'accent grave. Nous

supprimerons alors cet accent, puisque cela n'entraînera aucune

ambiguité.

25. Par exemple, pour exprimer la relation

on écrira

a = + P.

Et en remplaçant ainsi une inégalité par une égalité, on

rendra les calculs plus faciles.

26. La relation

a <b

pourra se représenter par

Si la classe P ô devait être souvent employée, on la repré-

senterait par un signe spécial, par exemple par Q (lettre

employée par Peano).

27. Lorsqu'une fonction f{x) tendra vers une limite A
pour a; = a, on aura la relation :

f(x) A + £{x — d),

ou en abrégé

/•(aj) = A+7.
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28. Veut-on faire entrer dans un calcul la condition que la

convergence de f{x) vers A est uniforme par rapport à un para-

mètre z? On utilisera la relation

f{x) = A-\-l.e{x— a) \(z)

ou en abrégé

f(x) = k + ï.^^ï.

29. Il arrive souvent que, pour chaque valeur déterminée

deyz,.., le module d'une fonction \f(xyz...)\ est borné quand a?

varie dans son domaine. On aura alors

f{x, y, z.,.) = \.\(x) ce.

30. Si le module était borné à la fois par rapport à toutes

les variables x,y, z ...y on écrirait

f(x,y,z...) = ï.\(x,y,z...),

etc.
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CHAPITRE II.

CONGRUENCES GÉNÉRALISÉES.

31. Étant donnée une classe

UÔ

qui entre dans une ou plusieurs relations de la forme

nous dirons que cette classe 00 forme une base, si la somme,

la différence, le produit de deux fonctions quelconques de 00,

appartient aussi à 00.

Telles sont par exemple :

d'abord la classe composée du seul nombre 0,

ensuite les classes :

n \{x) e(x)

et encore, m étant un entier donné, la classe m . n des mul-

tiples de m.

32. Nous appellerons zone de la base 00 la classe z définie

par

z.M^ M.

Autrement dit, une fonction /*sera dite appartenir à la zone z,

quand son produit, par une fonction quelconque de 00, sera

encore une fonction de 00.
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33. Si, par exemple, la base se réduit au seul nombre zéro,

la zone sera formée de tous les nombres finis et de toutes les

fonctions finies en chaque point de leur domaine.

34. Si, au contraire, la base est la classe m . n des multiples

de l'entier m, la zone sera l'ensemble n des nombres entiers.

Et une relation

a = p + m . ?i

où a et p sont dans cette zone n, sera équivalente à la con-

gruence de Gauss :

a = p (module m).

35. Les relations, ou systèmes de relations, de la forme

a, = i?, + ÔÔ

a2 = h +W

où Ton ne considère que des fonctions appartenant à la zone z,

constituent donc une généralisation des congruences de Gauss.

36. Il est facile de voir que, en combinant ces relations

membre à membre, par addition, soustraction ou multiplica-

tion, on obtient encore des relations de même forme.

Pour l'addition et la soustraction, cela résulte, en effet, l*' de

ce que, si et sont dans la zone, il en est de même de

a| + a.2 et de — a^, c'est-à-dire que

111
z ± z = z

et de ce que

ô'ô±ÏÏ()=ÏÏÔ.
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37. Quant à la multiplication, si Ton multiplie membre à

membre les deux premières relations (1), on obtient

a,a^ = b^b2 + 1>M + h^ÔÔ+ OÔ. (2)

Mais comme, ainsi qu'il est facile de le vérifier,

j 1 1.

z . z = z,

les termes aia^ et bj^b^ seront dans la zone, et, de plus, puisque

6| et b^ sont dans la zone, les trois derniers termes de (2) se

réduisent à 00. Donc, en multipliant membre à membre les

deux relations (1), l'on obtient

où a^ag et b^fi^ sont dans la zone. C. Q. F. D.

38. Enfin, si les inverses de a et 6 sont dans la zone, la

relation

entraînera

Car on aura

a = + 00

1 1 —
- = - + 00.
a b

11
, ^ 1 1

1 1— - = m.z.z
a b

a b

C. Q. F. D.
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CHAPITRE III.

Calcul asymptutique.

§ i. Définitions,

39. Nous aurons à considérer trois variables indépendantes

La variable x parcourra, dans l'ensemble donné E, toutes

les valeurs dépassant un certain nombre positif xq, indépen-

dant de X et de z. On pourra, selon les besoins, choisir ce

nombre fini Xq aussi grand qu'on voudra, si bien qu'en défi-

nitif on ne considérera l'ensemble E que dans le voisinage

dex = -\-oo. il faudra donc que l'ensemble E possède des

points au delà de n'importe quel nombre positif. Autrement

dit, l'ensemble E doit admettre le point + oo comme point

d'accumulation.

Ce sera, par exemple, l'ensemble des nombres plus grands

que l'unité; ou bien encore l'ensemble des nombres entiers

positifs; etc.

40. La variable z est celle par rapport à laquelle s'effec-

tueront les dérivations

^ d ^D = D2 = -—, ...

dz dz^

qui entreront dans nos équations différentielles.

Nous supposerons que le domaine de cette variable z est un

intervalle réel z^z^ (zi < z.2).

Le cas où l'on voudrait faire parcourir à z un arc z^z^ de la
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courbe C, dessinée dans le plan représentatif des imaginaires,

se ramène facilement au cas de l'intervalle réel.

Supposons en effet que l'on ait

z=-~-^ + ^ \/^\.

La courbe C sera donnée par les expressions des coordon-

nées ap en fonction d'un paramètre réel z'

La substitution

permettra de considérer, au lieu de la variable réelk z' par-

courant l'intervalle réel jz^Zg-

41. Enfin la troisième variable que nous aurons à consi-

dérer, la variable j, ne prendra que des valeurs entières, posi-

tives. Nous l'appellerons le numéro de la fonction.

Comme exemple de fonction de ces trois variables a; 27,

exemple que nous rencontrerons souvent, nous citerons la

somme des j premiers termes de la série, convergente ou

divergente :

«0+-+ -^ + ---

où les a ne dépendent que de z.

FONCTIOiN ASYMPTOTIQUEMENT NULLE.

42. Nous dirons qu'une fonction f(xzj) (*) est asymptoti-

quement nulle si, pour chaque valeur de j dépassant un certain

(*) Par exemple f(xzj)= ^—^ ou bien f{xzj) = c
^
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nombre jo» 1^ fonction f(xzj) tend vers zéro, uniformément par

rapport à quand x tend vers l'infini (dans E).

El si en outre :

i** Pour chaque valeur de j dépassant un certain nombre j,,

le produit x, f(xzj) tend vers zéro, uniformément par rapport

à z, quand x tend vers l'infini (dans E)
;

2° Pour chaque valeur dej dépassant un certain nombre >2>

le produit x^,{[xz)) tend vers zéro, uniformément par rap-

port à 2^, quand x tend vers l'infini (dans E).

Etc.

En un mot, la fonction f{xzj) sera asymptotiquement nulle

si, quel que soit n. Ton peut trouver un nombre j„ tel que,

pour toute valeur de / dépassant l'on ait

x'^f{xzj) = \.J^^ \{z). (1)

43. Remarquons que la relation (1) entraîne

x''f{xzj) = X . [{x, z) 66

et que, réciproquement, si, quel que soit N, l'on peut trouver

un nombre tel que, pour j > j^, Ton ait

x^f(xzj) = \.[{x,z) 66,

alors, en posant

l'on aura

N = ?t + 1,
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Donc on peut remplacer la première définition par la sui-

vante :

44. Une fonction f(xzj) est asymptotiquement nulle si,

à tout nombre positif N, on peut faire correspondre un

nombre Jn tel que, pour tout numéro) dépassant j^, l'on ait

1 . \(x,z) dé

quel que soit x :> Xq dans E.

45. Toutes les fonctions asymptotiquement nulles que nous

considérerons dans la suite seront indéfiniment dérivables par

rapport à et toutes leurs dérivées successives par rapport à z

seront elles-mêmes asymptotiquement nulles.

Nous représenterons désormais par

ÔÔ

la classe de ces fonctions.

46. Nous dirons que deux fonctions m, v sont asymptotique-

ment égales, lorsque leur différence (u — v) sera asymptoti-

quement nulle. Donc lorsque

M _ v = ÔÔ

ou

relation que l'on pourra, si l'on veut, représenter en abrégé par
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47. Il est facile de voir que cette classe 00 est une base au

sens du n** 3i et que sa zone renferme, entre autres, toutes

les fonctions formées en prenant un nombre de termes fini,

mais pouvant croître indéfiniment avec j, dans une série telle

que

Wo^'"'* + ^iX'^' + U2X'^^ -\

où les u et les a sont de la forme

ainsi que leurs dérivées successives prises par rapport à z.

On pourra appliquer à cette base et à sa zone z toute la

théorie et toutes les formules du chapitre précédent.

Nous ajouterons les remarques suivantes :

Première remarque.

48. Deux fonctions étant égales asymptotiquement, si l'une

est dans la zone, l'autre y sera aussi.

Démonstration.

On a

00 = 00,

f=9 + (^,

donc, en multipliant membre à membre,

OU = ^ . 00 + 00,

ou, puisqu'on suppose que g est dans la zone

c'est-à-dire que f est dans la zone. C. Q. F. D
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Seconde remarque.

49. Deux fonctions étant égales asymptotiquement, si Fin-

verse de Tune est dans la zone, l'inverse de l'autre y sera aussi.

Supposons donc

On a

or, de (i) on tire

ou, à cause de (2),

Donc

f 1+00

Par suite, (3) devient

Démonstration.

/•=^ + 00, (4)

f~f g-f

f — i

L = 1 + 00
9 g

f _
L = 1 + 00.

q 1

- = z . z = z.

f

C. Q. F. D

(*) Se démontre en s'appuyant sur les définitions des 32 et 44.

3
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§ 2. Intégration.

Premier théorème.

50. Si une tonction est asymptotiquement nulle, son inté-

grale sera asymptotiquement nulle.

En termes précis, si

on aura

fdz = 00,

Zq et z étant deux points du domaine D(s) (c'est-à-dire l'inter-

valle 5i32).

Démonstration.

Il suffira de supposer M = 1 dans la généralisation qui sera

donnée au n^ 54.

Corollaire :

51. Si

on aura

/*z rz

Mz + 00.

3^0 Z(s

Il suffit en effet de poser q — h = ( pour être ramené au

théorème qui précède.
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Second théorème.

52. Si une fonclion est dans la zone, son intégrale sera

dans la zone.

En termes précis, si

/=^,

on aura

Çfdz = z..

{zq et z dans D).

Démonstration»

Supposer M = 1 dans le n° 55.

GÉNÉRALISATION.

53. Soit U{x,z,i) une fonction telle que, pour chaque

valeur fixe de x choisie dans E, et pour chaque valeur fixe

de; suffisamment grande, le module
|
M |

soit non décroissant

quand z varie de z, à {z^ < z^ ou z^ > z<^] (*).

Nous allons pouvoir généraliser les deux théorèmes précé-

dents, en y remplaçant :

la classe 00 par la classe M. 00

et la classe z par la classe M. z,

GÉNÉRALISATION DU PREMIER THÉORÈME.

54. M satisfaisant à la condition précédente, je dis que la

relation

f=UM (i)

(*) Telle est par exemple, si %i < 1^ fonction M= ef^^-^. Cette fonction

n'est pas dans la zone.
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entraînera

J
fdz = M . UO. (2)

Démonstration.

A cause de (4) on pourra, quel que soit N, lui faire corres-

pondre unjo tel que, pour j > Jq, Ton ait

1 ÏÂ

où î est une abréviation de

[(x,z) 66.

De (3) l'on déduit

et, par suite,

fdz = —\ l. \M\ dz. (4)

Zi Zi

Mais par l'hypothèse du n" 53, la plus grande valeur de
|
M

|

dans (ziz) est celle atteinte en z. Donc

^"ï.lMl.dz^M^^ ïdz = M . — z,) = M 7Xz,— z,) = UX .7.

Zl Zi,

Et par suite (4) devient pour tout / > Jq»

Zl

ce qui démontre la formule (2).
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GÉNÉRALISATION DU SECOND THÉORÈME

55. La fonclion M satisfaisant à la condition du n° 53, je

dis que la relation

f=M.z

entraînera

^''fdz = M.z.

-1

(zi et z dans D).

Démonstration.

56. Il faut démontrer que

^1

Donc il faut démontrer que pour toute fonction a de 00 l'on a

En d'autres termes, il faut montrer que, quel que soit le

nombre positif N, on pourra trouver un nombre Jq tel que

pour toutj > 7o l'on ait

a.-.J f,i.^- (1)

OÙ r est une abréviation de

[{x,z) 00.
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57. Or, puisque

a = 55,

on pourra, quel que soit le nombre positif ii, lui faire corres-

pondre un nombre positif J(n) tel que pour / > J(n) l'on ait

a = ^. (2)

58. Remarquons que cette fonction J(n) peut être supposée

non décroissante quand n croît : c'est ce que nous supposerons.

59. Donc pour ; > J(n) on aura, en vertu de (2),

1 r II 1
a . - . fdz = — • -

\ fdz. (3)

60. Gela posé, à chaque valeur de j faisons correspondre

le nombre positif K satisfaisant à la relation

J(K)=i. (4)

A cause du n^ 58, K sera une fonction de j qui croîtra avec;

au delà de toute limite.

Il s'ensuit que l'on aura

Et puisque

l'on aura, en multipliant membre à membre,
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Donc on pourra trouver un nombre jo tel que pourj > jo

l'on ait

61. Remarquons que ce nombre jo cbange pas quand on

change la valeur de n.

En effet, (5) fera connaître ce nombre quand on connaîtra N
et la fonction K(j).

Mais cette fonction est par (4) déterminée quand on

connaît la loi de correspondance entre une variable v et la

fonction J(v); et cette correspondance est déterminée au n° 37,

dès qu'on connaît la fonction a, sans qu'on soit obligé de

prendre telle valeur de n plutôt qu'une autre.

62. De (5) on déduit

Sur cette dernière intégrale, répétons un raisonnement fait

au n^ 34 :

En vertu de l'hypothèse du n° 33, la plus grande valeur

de
I

M
I

dans ZiZ est celle atteinte en z. Donc

1 1 _ . I

(^)

Donc

\dz\ = X.M.I.

Zt

Donc (6) devient



( 40 )

Portons cette valeur dans (3), nous aurons que pour/>
(nombre jo déterminé au n** 61) Ton aura

1 — -

a fdz = A. I (8)

63. Cette formule suppose que les valeurs données à n et N
sont arbitraires, mais fixes. Tandis qu'au contraire K est une

fonction de; déterminée par (4).

Si nous considérons pour n une suite de valeurs telles

que riin^n^..., la formule (8) sera applicable pour chacune de

ces valeurs; seulement la fonction représentée par T variera

avec la valeur de n. Ce sera une fonction <p(y, n) telle que, pour

chaque valeur fixe de n, l'on aura

'f(j,n)=\(x,z) zc.

Si l'on donne à n des valeurs variables avec j, selon une

fonction de j indépendante de et z (et finie pour chaque valeur

finie de j), on aura encore

(f{j,n)= {(x,z) de.

Nous pouvons choisir pour cette fonction dej la fonction K,

donc pour

?i = K

la formule (8) est encore vraie. Et l'on a ainsi

1 1 - -

M J x^

C'est précisément la relation (1) qu'il s'agissait de démon-

trer, la valeur correspondante de /o étant celle du n° 61.
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§ 5. Fonctions pseudo-convergentes.

DÉFINITION.

64. Nous dirons d'une fonction u(j) qu'elle est pseudo-con-

vergente, lorsque l'on aura

1« u = z\ (1)

2« u(J -i-i)— u(j) = ÔÔ. (2)

Telle est, par exemple, la fonction u formée par la somme
des j premiers termes de la série

«0 +- + - + •••

où les a sont de la forme

a = \.\{x, z,j) (*).

Propriété.

65. De la condition (2) l'on déduit que l'on a, quel que soit

l'entier p,

Par conséquent, si à chaque numéro j l'on fait correspondre

un numéro J(./) de façon que J(./) tende vers l'infini en même
temps que /, l'on aura

(*) 11 y a des fonctions qui sont dans la zone, sans être pseudo-conver-

gentes. Par exemple, les fonctions x'^j^ x^^p, x^p^ etc.
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Cojiséquence.

66. Sif(uvw...) est un polynôme en uvw.., à coefficients

appartenant à la zone et si l'on représente par u^v^w^ ... ce

que deviennent les fonctions pseudo-convergentes uvw... quand

on remplace dans chacune d'elles le numéro j respectivement

par les numéros J|(i), JaO), qui tendent vers l'infini en

même temps que j, l'on aura

f(uiV2W^ ...) = f(uviv ...) + 00.

Opérations du groupe.

67. Représentons par c la classe des fonctions pseudo-con-

vergentes.

Je dis que la somme, la différence, le produit de deux fonc-

tions de la classe'c seront encore des fonctions de la classe c.

Démonstration.

Posons

"0'+ i) — u(j) = ^u.

Pour que

u = c

il faut et suffît que l'on ait à la fois

D'après cela, on voit immédiatement que les relations

u = c V = c (i)

entraînent

u -\- V = c
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Démontrons que ces relations (i) entraînent aussi

uv = c, (3)

c'est-à-dire

uv = z H^uv - ÔÔ. (4)

La première de ces deux relations résulte de ce que m et v

sont dans la zone.

Démontrons la deuxième :

^uv = //(j + 1) . ^v{j) H- v{j) . ^u(j)

^uv = zM ^z.ÔÔ

Ami; = ÔT).

C.Q.F.D.

Intégration.

68. Je dis enfin que si une fonction est dans la classe c, son

intégrale sera dans la classe c.

En termes précis, les relations

u = z Am = 00

doivent entraîner

^
udz = z ^ \u .dz = ÔÔ.

Démonstration.

La première de ces deux relations résulte du n*' 52 et la

deuxième du n° 50.

GÉNÉRALISATION.

69. M étant défini au n" 53, si la fonction f est dans la

classe M . c, son intégrale j^Jdz sera dans la classe M . c.
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Démonstration.

Gomme ci-dessus, en utilisant les n*»' 55 et 54.

Classe ^^x).

70'. Les fonctions pseudo-convergentes que nous aurons le

plus souvent à considérer seront des fonctions asyraptotique-

ment égales à la somme des j premiers termes d'une série

génératrice

r«„ + +

+

) (1)

où m est un entier fixe et où aQaia^ sont des fonctions

de z, indépendantes de x et de j, et bornées ainsi que chacune

de leurs dérivées successives prises par rapport à z.

Nous représenterons par ^x(oc) la classe de ces fonctions

pseudo-convergenles particulières.

70^. Donc, si l'on représente par

a

la classe des fonctions \(x,j) qui sont bornées dans l'inter-

valle 21^2, ainsi que leurs dérivées premières, deuxièmes, etc.,

l'on aura

70^.

^) =f X^~^ Yâ + ^ - + â + ... + â ^.^ + ÔÔ. (-2)

\. X X X J
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Exemples :

Fonctions de la classe ^J^ix) :
Séries génératrices :

1

x— i

xm-\-l

x-^-{-x-^^.r-'à-\---

X— 1

l+ar-i+ j;-2-| yx-i

ocP-\-x'i {p,q étant des entiers fixes).

X-i

X^C-^.

xtn _|_ x^^^-^ -f-
»i- - -f a;

"^-3 -]

1 + x-i + x-^ -h .-c-s+ • .

.

a'îJ+ o;^

0

0.

70^*. La somme, la différence, le produit de deux fonc-

tions ^Kj) sont encore des fonctions ii'(ar). Il en est de même

de l'inverse d'une fonction ^{x) quand le premier terme de la

série génératrice ne s'annule pas dans l'intervalle z^z^^ (fron-

tières comprises). Auquel cas le premier coefficient de la série

génératrice est une fonction de z qui reste supérieure, en

module, à un nombre positif fixe, cela en raison de sa conti-

nuité, continuité assurée par l'existence d'une dérivée.

Enfin la dérivée prise par rapport à ^ et l'intégrale (entre Zq

et z, ces deux nombres étant dans Zyz^ d'une fonction S^)
sont encore des fonctions 'I{x). (Pour la dérivée, cela découle

de la définition, et pour l'intégrale cela est une conséquence

du n« 50.)

70^. La série (1) du n" 70 est dite série génératrice de toute

fonction u[x, z,j) de la forme

SÉRIE GÉNÉRATRICE.

u{x, = . + -i 4- ... + - + 00.
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Plus généralement, si k est une fonction indépendante de j,

la série, convergente ou non,

/ % ^2
k.x-, a,-{- - + -

sera dite série génératrice de la fonction

k.u(x, z,j).



DEUXIÈME PARTIE

Irrationnelles algébriques.

CHAPITRE PREMIER

Problème formel.

§ 1. Énoncé du problème,

71. Nous allons nous occuper du problème suivant :

Étant donné un polygone en <î>,

F(<ï>) = Po . + Px^"-^ + ... + P._i^ + P„ (i)

dont les coefficients Pq, Pi, Pn sont des fonctions de la

classe

il s'agit de satisfaire à la relation

F(^) = ÔÔ

par une fonction formée avec les j premiers termes d'une série

Ai^«^ + AoX^-^ + (3)

où les A et les a sont
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et où

ai > a. > as > ...

§ 2. Abrégé de la théorie.

Voici la suite d'opérations qui fournira la série (3), géné-

ratrice de ^ :

72. i** On déterminera l'ordre a^ de 4> par la condition

que dans F4> les termes dont l'ordre est le plus élevé soient à

plusieurs, afin qu'ils puissent se détruire entre eux. On trou-

vera que les valeurs ainsi admissibles pour aj sont des nombres

rationnels, positifs, nuls ou négatifs. (Voir n*"» 82 à 85.)

Soit ~ une telle valeur de a^.

73. 2° Ayant choisi a^, on déterminera en égalant à

zéro la somme de ces termes d'ordre plus élevé que les autres,

ce qui fournit une équation algébrique à coefficients \ {x, j),

mù = 0.

(Voir n°' 87 et 88.)

El

74. 5° En possession du premier terme Ai x^i de 4>, on

posera

cette substitution faite dans

F<ï> = ÔÔ

donnera une équation
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à coelïicienls de la forme

équation dont il faudra chercher la ou les solutions d'ordre

inférieur à zéro.

75. 4" On recommencera les mêmes calculs sur l'équation

afin de trouver le premier terme de <î>2» c'est-à-dire qu'on

déterminera l'ordre (négatif) — de <ï>2, puis son premier coeffî-

^2
cient Ag, qui sera racine d'une équation algébrique, à coeffi-

cients i{x, i)

r2(A2) = 0.

Et ainsi de suite.

*

76. La fonction 4>(a?, /), formée avec les / premiers termes

de la série (5) ainsi obtenue, satisfait-elle à la relation

F^ = ÔÔ?

On verra facilement que oui, quand on connaîtra la propriété

suivante relative aux ordres a^ag . . . des termes de cette série (3).

Les exposants ^^cl^iol-^ qui sont des nombres rationnels,

peuvent être tous réduits à un même dénominateur M ^ n.

De sorte qu'en posant

«1

X,

m
M
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les termes de la série (3) seront, dans le même ordre, les

ternies non nuls d'une série

+ i + + w

où I est une abréviation de \ (x,j).

Et l'on voit que les ordres successifs a^ag tendront

vers — 30.

*

Pour démontrer cette propriété des ordres aja^a- on

raisonne comme suit :

77. On prouve que /'i(A) est un polynôme en A*?* (voir n" 89),

de même que f^(\) est un polynôme en A9% etc.

On en déduit que, si Aj est une racine defi de multiplicité rii,

A2 une racine de f<^ de multiplicité n^j, etc.,

on en déduit que

n,çi < degré m^^ de fi{A.) en A,

^2^2 < degré de /"^(A) en A,

etc. Donc

M2<»Î2 > (5)

78. 2« On sait que le degré mi de A est< m, on prouve que

le degré m.2 de /"^ est < (Voir n°' 90 à 100.)

De même que le degré de est < n^^

etc. Donc

< n

mg < W2
(6)
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79. 3" En comparant les formules (5) et (6), on voit que

n,q, < n

ihqs < ^2

80. 4<» En multipliant membre à membre les relations (7),

on obtient

et à fortiori

quelque grand que soit r.

D'où l'on conclut qu'au delà d'un certain rang s tous les q

sont égaux à l'unité. Et par conséquent tous les produits tels

que qiq<iqz ^, sont des diviseurs du produit

M = . Î2 • Qs qs < n.

81. ^° Gomme on a

=
1 1 1- ... H >

qi ^1^2 giM2 M2-îr

on voit que le produit M . a,, est un nombre entier.

C.Q.F.D.

§3. Développement du numéro 72.

82. Pour déterminer l'ordre a| de nous rappellerons la

construction de Puiseux, en la simplifiant un peu et en faisant

en sorte de pouvoir considérer à la fois les ordres d'infinitude

positifs, nuls, négatifs.
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Soient Ttoîii^ta ... ît„ les ordres respectifs de P0P1P2 ...

(coefficients du polynôme F). C'est-à-dire que

etc., les 7z et les B sont tous j).

L'ordre (inconnu) de <î> étant a, parmi les (n 4- i) termes

de F4>,

Po^I^'^ Pi<ï>^-i; p2^I>"-2; ... P,,

distinguons ceux dont l'ordre est le plus grand

(a < fe).

Kn écrivant que les ordres de ces termes sont égaux entre

eux et surpassent l'ordre de tout terme non distingué P,.<1>^-'

,

on a

+ — = -nr^ + (71 — b)ct. = ...

= 7Zj, + (w — fe)a > + (?i — r)a

ou, en supprimant partout na,

TT^j — a:iL = Tif, — boL = = TT/t — fea > "^r
— (2)

83. Pour trouver les valeurs de a satisfaisant à ces condi-

tions, nous allons opérer graphiquement. Portons en abscisses

les indices

0 1 2 ... n

et en ordonnées les ordres correspondants

-0 ^2 ^n-
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De la relation extraite de (2)

TZa aOL = TZf, bcf.

on déduit

Et Ton voit que a est le coefficient angulaire de la droile (jui

joint les points et tt^.

Comme on a, à cause de (21),

_'^a— '^b _'^b— '^c _
a— b h — c

les points

seront donc sur une même droite.

Pour que la valeur de a soit convenable, il faut, d'après (2),

que pour aucun point tt^ l'on n'ait

TT^ a . a < TZ^ s .CL,

Or (u^— a . a) est l'ordonnée à l'origine d'une droite de

coefficient angulaire a menée par le point tt^,,
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Et (tt^— 5 . a) est l'ordonnée à l'origine d'une droite de

même coefficient angulaire a menée par le point tt^.

On voit donc que la valeur de a donnée par la formule (3)

sera convenable si, en déplaçant parallèlement à elle-même

vers le haut la droite passant primitivement par tt^^tt^ ... u^^, on

ne rencontre aucun des points

TZq TZ^ TTg ... 7I„.

De là la construction suivante :

84. Recouvrons tous les points ttoUitc^ ... tt^ par une ligne

polygonale convexe vers le haut, partant de tzq pour abou-

tir à TZn-

Les côtés de cette ligne convexe auront chacun pour coeffi-

cient angulaire l'ordre a d'une solution possible <i> de F<1> = 00.

85. Choisissons donc un côté de ce polygone de Puiseux et

supposons qu'il passe par les points tc^tc^ ... tc^.. On aura comme

valeur de l'ordre de <^

a, = ^ = — ^ = - (4)
^ k — a k— b

Et l'on voit que le nombre est rationnel.

86. Posons

«1 = —

'

la fraction étant supposée réduite à sa plus simple expression,

et Qi étant supposé positif (pj de signe quelconque, ou nul,

auquel cas on aurait = i).
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On voit par (4) que les nombres

(k-a), (k-b\...

sont tous multiples de qi.

Celle remarque nous servira plus loin.

§ 4. Développement du numéro 73.

87. Ayant choisi ai conformément à ce qui précède, il

s'agit de déterminer le premier coefficient Ai de la série

AiOî"^ + A.^x''' + ...

Ce choix de «i esl fait de telle sorte que, si dans F<ï> l'on

considère 0 comme étant d'ordre aj, c'est-à-dire si l'on pose

t étant d'ordre zéro, les termes en

^n—a in—b

se distingueront des autres comme étant d'ordre plus élevé.

L'équation

F<ï> = ÔÔ

ou plutôt

après division par une puissance convenable de pourra donc

se mettre sous la forme

\ Kl''-' + Kt''-' + - + B„i"-'^
\

+ - LQo^'^ + Ui/'^-^ + - + QJ = 00. (o)

Dans cette équation (5), les 13 sont des nombres \[X,j)



différents de zéro (voyez formules (l) du 11° 82), est mis pour

Enfin les coefficients QoQiQ;^ -- - Qn sont des fonctions d*ordre

<0 de la forme

où I est une abréviation de

l^\{xj).

Pour abréger, nous représenterons dans (5) par Gj(r) le

polynôme entre
\ \ et par Hi(<) le polynôme entre

[ J. De sorte

que l'équation (5) s'écrira

G,(0 + -H,(0 = ÔD. (6)
Xi

88. Des relations

on déduit que la fonction inconnue t doit avoir la forme

/ = Al + <ï>2

avec

Ainsi que nous l'avons annoncé au numéro 75, nous devons

déterminer Aj + 0 de façon que dans F^P et, par conséquent,

dans V(x^H) ou dans

G,(0 + :5-H,(o
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les termes d'ordre le plus élevé se détruisent entre eux. Cette

condition se traduit par

G,(AO = 0. (7)

Mais Gi(A) est le polygone entre
| | de l'équation (5) où Ton

remplace t par A. Et l'on voit que ce polynôme est divisible

par A*-«. C'est-à-dire que

G,(A) = k^-.UA) (8)

avec

A(A) = B^A'^- + B.A'^-^ + ... + (9)

où les B sont l{x,j) et 4=0.

Comme A^ doit être =j=0 et doit annuler le produit (8),

A
l
sera racine de

/i(A) = 0. (10)

§ 5. Développement relatif au numéro 77,

89. Nous avons montré au numéro 86 que les nombres

(k — a), {k— 6), ... sont tous divisibles parçj. Donc le poly-

nôme fi(X) défini par la relation (9) du paragraphe ci-dessus

est bien un polynôme en A'/i, comme nous l'avons annoncé

au numéro 77.

§ 6. Développement relatif au numéro 78.

Construction du polynôme f^.

90. Rappelons comment, d'après le numéro 75, on doit

former ce polynôme f<^{k) :

a). Ayant choisi convenablement le premier terme Aj^c*/!

de <î>, on posera

X = xi"-

4> = aî*(Ai + ^2)
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et en faisant ces substitutions dans

F<ï> = ÔÔ

on obtiendra une équation en <î>2

dont il faudra chercher les solutions^2 d'ordre < 0.

S). On trouvera la valeur de l'ordre (négatif) — de ^2 comme

étant égale au coefficient angulaire d'un côté du polygone de

Puiseux, polygone relatif à l'équation

y). Connaissant le nombre —, on formera le polynôme G.2(A)

en distinguant les termes de l'ordre le plus élevé dans

F,U%A + £)1.

0). On obtiendra enfin le polynôme /'^(A) en divisant le poly-

nôme G2(A) par la plus haute puissance possible de A,

G2(A) = A-./;(A).

Propriété du polynôme f^.

Énoncé.

91. Le polynôme f^(A) étant ainsi défini, il s'agit de prouver

que si la valeur qui a été choisie pour A| parmi les racines

de f^(X) (conformément au n" 75) est une racine de multipli-

cité Hi de A(A), il s'agit de prouver qu'alors le degré rn^ de /"^(A)

sera < n,^.
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Démonstration.

93. Pour mettre cette propriété en évidence, nous allons

reprendre les opérations (a) (y) (8) du numéro 90, opération

que nous devons effectuer successivement pour obtenir ^(A).

Opération (a).

93. Pour obtenir l'équation

nous devons remplacer 4> par

= xf^ (Al + a>,) = x'^' (Al + <î>2)

dans

Mais nous avons vu au numéro 87 que cette équation est

équivalente à

(^i(0 + - Hi(0 = ôô,

la fonction t étant définie par

$ = x'^H.

Donc, au lieu de remplacer <ï> par

^>--^=^^(Ai + <î»2)

dans

il est équivalent de remplacer t par

i = Al + <ï>2
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dans

G,(0+-H,(O = 0O.
Xi

94. On obtient ainsi Téquation

G,(A, + <ï>,)+iH,(A, + cî>,) = 00

représentée en abrégé par

et qui, ordonnée par rapport à «t»^, s'écrit

Ko^r + Ri^^r^ + - + K = 00 (11)

avec

Rn = G,(A,)+-H,(A,) \

i.K-i = g;(a,) + - h;(a,)

i.2.i!„.-2 = o;'(a,) + -h;'(a.)
Xi

lniR«-«, = G«(AO + -H».'(AO

lnRo=C.S'"(A,)+ -Hr(A.)
X:

I

) 02)

où les accents représentent des dérivés par rapport à A et

où [n^ représente, selon la notation anglaise, la factorielle

1,2, 5... n.
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95. Nous avons dit que Aj est racine de multiplicité n, de

/i(A) = 0.

Mais comme on a, formule (8)

G,(A) =

et que de plus

Al 4= 0,

alors A| sera racine de multiplicité de

G,(A) = 0.

On aura donc dans les formules (12)

G,(A0-=G;(A0 = G;'(A0 = - = Cr-^>(A,) = O

et ( (13)

Gr(A,) + 0. )

Opération (P).

96. Pour construire le polygone de Puiseux relatif à l'équa-

tion (11), nous devons, comme nous l'avons fait au numéro 83,

porter en abscisses les indices

0 1 2 n

et en ordonnées les ordres

Po pl p2 P«

des coefficients

Ho R2

de l'équation (11).
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Or, les formules (12) et (15) montrent que ces ordres ont

les propriétés suivantes :

1° Tous ces ordres sont < 0;

!2« L'ordre de R^_„i = 0, c'est-à-dire que ,1^1 ^n-m ^st une

quantité linie 4= 0.

Cette quantité est en effet Gi(^')(Aj) 4= 0, d'après (13);

S*' Les ordres relatifs aux indices > n — sont tous < 0.

97. Le polygone de Puiseux relatif à l'équation (11) satis-

fait donc aux conditions suivantes :

1° Il n'a aucun sommet au-dessus de l'axe des abscisses;

2^ Le sommet pn-m ^st sur cet axe;

S*' Tous les sommets à droite de p„_w, sont en dessous de

cet axe des abscisses.

Les côtés à coefficients angulaires négatifs sont donc tous

ceux situés à droite de pn-m^ ceux-là seulement.

Choisissons l'un de ces côtés situés à droite de pn-m- ^^"^

assignons ainsi à l'ordre de 4>2 valeur — (négative) égale

au coefficient angulaire de ce côté.

L'opération (3) est maintenant terminée, mais avant de

passer à l'opération suivante, faisons une remarque qui sera

pour nous capitale.



98. Supposons que le côté choisi passe par les points

Pa' P&' P.%"

Puisque tous ces points sont à droite de pn-m» com-

pris entre pn-m pn (inclusivement), la différence des abscisses

des points ^k' et pa' sera < la différence des abscisses des

points p^et pn-nr
Donc on a

k' — rt' < n — (/i —

ou

k' — ft' < r?i (14)

Opération (y).

99. Le côté du polygone de Puiseux et l'ordre — de(I>2 étant

ainsi choisis, si dans ^^(«I*^) on pose

<ï>2 = aî«^(A + ë),

les termes qui se distingueront par l'élévation de leur ordre (*]

sont les termes aux indices

a' fe'

correspondants aux points

Pa' p6' Pft'

situés sur le côté choisi du polygone de Puiseux.

On aura donc

G2(A) = b;, a^-«' + b;, a^-*' + ... + b;, a^-'^'. (15)

(*) A étant \{xj) et =[= 0, son ordre est nul.
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Opération (S).

100. D'après (15) on aura

G,(A) = A-'^'.«A)

avec

A(A) = b;, a'^'-' + b;, a'^'-^' + ^-^-b;,,

et l'on voit que degré de f^(S.) en A est

^2 = fe' — a'

et que d'après (14) on a m.2 < n^. C. Q. F. D.
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CHAPITRE II.

Problème fonctionnel.

Théorème.

101. Le polynôme F<ï> étant celui défini au numéro 71,

chacune des fonctions 4> construites dans le chapitre précédent

pour satisfaire à

F<ï> = UÔ

est égale asymptotiquement à l'une des n racines cp de Téquation

F(p = 0.

RÉCIPROQUE.

102. Chacune des racines o de l'équation

Fcp = 0

est égale asymptotiquement à Tune des fonctions <I> construites

dans le chapitre précédent pour satisfaire à

F(I> = Ôû.

* *

103. Ces deux théorèmes ne devant pas être utilisés ici,

nous reportons leur démonstration dans une note annexée à la

fin de ce travail.

*

104. Nous avons signalé au numéro 70* (p. 45) que la

5
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classe £Ç{jr) forme un groupe pour les opérations algébriques

rationnelles (addition, soustraction, multiplication, division).

Représentons par K l'ensemble des nombres rationnels. On
pourra conclure de ces deux chapitres que la classe

f(^^)

forme un groupe pour toutes les opérations algébriques, ration-

nelles ou irrationnelles.



TROISIÈME PARTIE

Équations difTérentielles à paramètre variable.

Problème formel.

CHAPITHE PREMIER

Énoncé du problème.

105. Représentons par a la classe des fonctions de z, indé-

pendantes de X et de j, bornées ainsi que leurs déri-

vées 1«, 2% quand z parcourt l'intervalle réel Ziz^.

106. Et représentons par ^(x) la classe des fonctions de xzj\

asymptotiquenient égales à la son)me des j premiers termes

d'une série génératrice de la forme

107. Le problème qui va nous occuper dans cette troisième

partie est le suivant :

Etant donné l'opérateur différentiel, contenant un paramètre

variable a?,

FD = PoD" + P^D^-i + PgD"-^ H h P. (1)

(*) C'est la même classe qu'au n» 70.
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où

et où les coefficients P sont des fonctions de xzj de la forme

P = ^{x),

il s'agira de satisfaire à la relation

(FD)Y —

par une fonction Y(xzj) de la forme

Y = T . w (3)

où T est le facteur principal,

T = c^^^^ + H— (4)

(les a étant des constantes positives, décroissantes) et où u est

le fadeur secondaire,

u = âx^^ + Kx^-^ H h âx^j (5)

(les ,8 étant des constantes réelles, décroissantes). Cette fonc-

tion Y sera appelée solution formelle de (b'D).

* *

108. Comme on peut multiplier la fonction Y par une

fonction indépendante de z, très largement arl)itraire, sans

cesser de satisfaire à l'équation (2), le facteur principal T se

trouve entaché d'indétermination.

C'est pourquoi, au lieu de calculer directement T, nous

calculerons l'expression
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que nous appellerons la radicale {*) de Y.

Celte radicale cp sera d'après (4) et (6) de la forme

cp = âaj'^i _f _^ 1_ ^^«; (^7-)

où les a sont des constantes pos«7tves décroissantes.

*

* *

109. Enfin nous restreindrons l'indétermination du facteur

principal T en supposant

Zq étant un point qu'on choisira dans l'intervalle z-iz^.

110. Voici dans quel ordre nous traiterons notre problème:

Dans le chapitre II, nous nous occuperons de la recherche

des radicales que peuvent avoir les solutions Y qui ont la forme

mentionnée ci-dessus.

Le chapitre IIF sera consacré à l'étude du facteur secon-

daire u.

Enfin dans le chapitre IV on démontrera qu'on peut toujours

former un système de n solulions formelles linéairement indé-

pendantes.

(*) Nous verrons que l'opération FD possècfe n radicales, égales ou

inégales, dont le calcul est parallèle au calcul formel des n racines du

polynôme FO.
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CHAPITRE II.

Calcul des radicales.

§ 1. Abrégé de la théorie.

Recherche du premier terme.

111. Nous verrons que le premier terme AiX'^i de la capitale

cp =- A^x""' + +

est le même que le premier terme de la fonction <ï> des numé-

ros 70 et suivants, astreinte à satisfaire à l'équation algébrique

F<î) = ()0.

(Voir n^'' 121 à 125.)

112. la méthode précédemment exposée donnera donc à

choisir la valeur de parmi les coeiïicients angulaires des

côtés d'un polygone de Puiseux. Ce sera un nombre rationnel

Pi

113. Puis la dite méthode donnera à choisir parmi les

racines d'une équation algébrique à coefficients indépendants

de X, j

A(A) = oc).

(*) Dans une note à la tin de ce travail, nous montrerons que si Ai est

racine simple de /i(A), la radicale tout entière sera égale à toute la partie

principale de 4».
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2o Recherche des termes suivants.

114. Ayant choisi le premier terme Aj^caidecp, on posera

et cette substitution faite dans l'équation {^) donnera une nou-

velle équation & = ro (9)

à coefficients de la forme £Ç(xi), équation dont il faudra consi

dérer les solutions ayant des capitales de la forme

c'est-à-dire des capitales dont l'ordre soit < aj.

115. Le deuxième terme Ag^^a de cp sera le premier terme

de cp^. !l se déterminera en recommençant sur l'équation (9) les

mêmes opérations que nous venons d'inditjucr sur l'équa-

tion (2).

On calculera donc, par la construction de Tuiseux appliquée

à l'ordre = —
;

puis on aura à choisir A2 parmi les

^2
racines d'une équation algébrique à coefficient I(^jj)

UA) = 0.

116. Et ainsi de suite... On continuera ainsi jusqu'à ce

qu'on arrive à un exposant
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p clanl indépendant de

Limitation du nombre de termes

117. Que l'on finira toujours par atteindre un exposant

après un nombre limité d'opérations, cela résulte de la pro-

priété suivante relative aux exposants aja^ ...

Les exposants aja^ ... so7it des nombres rationnels pouvant être

tous réduits à un même dénominateur M < n.

De sorte qu'en posant

x^' = X

m
' M

on aura

(f
= X'"(â+ rt/X + â,/X2 H h ^ X'"-i),

développement nécessairement arrêté, en vertu de celle stipu-

lation que nous avons faite dans la formule (7) que les expo-

sants doivent êlre positifs.

Le nombre des termes de la radicale o sera donc ^ m. Mais

il faut démontrer la propriété soulignée.

Démonstration.

118. Nous savons déjà que les a sont rationnels. Pour

démontrer l'existence du commun dénominateur M, il suffit de
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répéter le raisonnement des numéros 77 à 80 et de remplacer

le numéro 81 par celte phrase :

« Comme on a

Pr
a-r
= >

Qifh (Jr

on voit que le produit M . a,, est un nombre entier. »

C. Q. F. D.

Ce raisonnement fait aux numéros 77 à 80 est subordonné

à la démonstration de deux points :

Premier point.

119. fi(A) est un polynôme en Ml
La démonstration qui est faite pour le problème algébrique

n'est pas à refaire pour le problème différentiel, puisque le

polynôme fi(\) est le même.

Secom) point.

120. Il faut prouver que si la valeur qui a été choisie

pour Al parmi les racines de fi{\) est une racine de multi-

plicité nj de/'i(Â), il faut prouver qu'alors le degré rriq, def^{\)

sera < n|.

La démonstration faite pour le problème algébrique doit

être modifiée convenablement pour être transportée dans le

problème différentiel qui nous occupe.

(Voir 426 à 144.)
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§ 2. Développement du numéro 111

.

121. Nous avoiivS à rechercher une solution de

qui soit de la forme

Y = T.w

avec

T =

cp = A.x''' + AgX"^ H h ^jX^'j

u = âx^i -f âœ^^- H h ax^''.

l.es A doivent êlre de la classe a définie au numéro 105;

les a doivent être des constantes positives décroissantes; les p

doivent être des constantes réelles décroissantes.

122. Nous restreindrons éventuellement l'étendue de Tin-

lervalle ZiZ^ qui sert de domaine à la variables— ou plutôt

nous partagerons cet intervalle en intervalles partiels — de

façon que les valeurs trouvées pour les coefficients A^Ao ... ne

s'annulent pas dans (5.

123. Nous ferons également en sorte que le premier coeffi-

cient de u (coefficient de (x^i) ne s'annule pas dans S5.

124. Cela posé, si dans

(FD)Y
+ - + K (6)

Y



( 75
)

on remplace Y par une expression T . m de la forme ci-dessus

mentionnée, on voit que chacun des termes

prend la forme

aa;y^ + ax'- H h "ax*^ + 00

où les y sont réels et décroissants.

Puisque nous avons à satisfaire à la relation

les deux premières conditions qu'ont à remplir les indétermi-

nées qui sont dans <|j et dans u sont que, dans le second

membre de (6) :

i° Les termes dont l'ordre est le plus grand soient à plu-

sieurs qui puissent se détruire entre eux;

2' Que ces mêmes termes se détruisent effectivement (au

moins [)our j suffisamment grand).

D^-'Y
Dans chacune des expressions (7), telle que Pr — —,1e

terme de l'ordre le plus élevé est égal au produit du premier
Dn-rY

terme de P,. par le premier terme de —^—

•

On voit donc que pour vérifier les deux conditions énoncées,

on n'a à connaître que le premier terme de chacune des

expressions

DY D^Y D"Y

Or, nous allons démontrer que chacun de ces premiers

termes de (8) est respectivement le même que dans

cp, ... çp", (9)
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c'esl-à-dire qu'il est respectivement égal à

(AiOî^O^ (AiX«0^ ... (Aia;«0".

11 en résultera que AiX<^i se déterminera exactement comme
le premier terme de la fonction ^ astreinte à satisfaire à l'équa-

tion algébrique

Po^" + Pi^"-' H h P„ = ÔÔ

représentée en abrégé par

F<ï>=ÔÔ.

Le premier terme de cp sera par conséquent égal au premier

terme de <ï>.

*

125. Pour montrer facilement que le premier terme
Dmy

de —^ est égal au premier terme de cp'", nous désignerons

par b la classe des fonctions de la forme

ï 4= â + ax"^' + Ilx^^- h h 'âx^' +00, (1 0)

les y étant des constantes négatives décroissantes (*).

Remarquons que, par suite de la condition du numéro 125,

on aura

- b
u

Donc de

Y = T . M

(*) Une fonction étant de la classe b, ses dérivées successives par rapport

à z sont aussi de la classe F.
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on déduira

DY [)T bu

De plus, par suile de la condition du numéro 122, on aura

?

Donc

Dcp = ^ . cp
;

D'-^cp = bf\... [)'"cp = ^cp.

De ces relations et de la relation (11)

DY = (cp + ^)Y

on déduit

[)2Y = (cp2 + ^Cp + 5) Y,

puis

D^Y = (f +Y + % + ?)Y

D'"Y = (cp'" + /?cp'"-i H h + ^)Y.

Comme cp est un infiniment grand (pour x = x), on voit

DmY
que le terme principal de —-j- est égal au terme principal de cp"\

G. Q F.D.

§ 5. Développement du numéro i20.

CO.XSTRUCTION DU POLYNOME (*)•

126. Rappelons comment, d'après le numéro 115, on doit

former ce polynôme :

(*) Nous pl ions le lecteur de lire deux fois les n»» 126 à 132, la première

fois en passant les remarques a' y'.
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a) Ayant choisi convenablement le premier terme A|X«i de

la radicale cp, on posera

\ = t"''' Yg, ri)

et, en faisant cette substitution dans

(FD)Y
Ôô, (2)

on obtiendra une équation en

' = UU (8)

dont il faudra chercher les capitales cpg d'ordre < aj.

Le premier terme A.yX'^^ d'une capitale sera le premier

terme d'une solution ^^\2 l'équation algébrique

= ÔU, (4)

équation dont il ne faudra considérer que les solutions

d'ordre < aj.

127. a') Remarque :

En posant

^2 = a;«^1>2, (5)

on voit que le premier terme A^x^'a de cpg, qui est égal au pre-

mier terme de ^'2» sera égal au produit par x^^ du premier

terme de ^.2- Nous poserons

^2^2 = FA, (6)

et nous représenterons par (a') l'opération fournissant le poly-

nôme ¥^2^^. Ce polynôme s'obtient en remplaçant D par

a?ai<i>2 dans J^^D.
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128. p) On trouver.1 !a valeur de Tonlre < de cpcj

comme étanl égale au coelïicient angulaire d'un côlé du poly-

nôme de Puiseux, polynôme relatif à l'équalion

= ïïô.

129. p') Remarque :

Comme corollaire du numéro 127, on pourra trouver

l'ordre < de cp^ en augmentant de le coefficient angu-

laire négatif p2 d'un côté du polygone de Puiseux, polygone

relatif à l'équation

F^O)^ = ôô. (7)

La recherche du coefficient angulaire fl^i'^s ce nouveau

polygone de Puiseux sera l'opération {^').

*

130. y) Connaissant le nombre ag, on formera le poly-

nôme G2(A) en distinguant les termes de l'ordre le plus élevé

dans

131. y') Remarque :

De (5) et (6) on déduit que, quel que soit <i>2, l'on a

En remplaçant dans cette relation P^''

X^'-'ik + £)

on a

t;^^-(A + £)"
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ou

<?2
1
^''^A + ë) I

= Fo
1
x^-'{\ + ê) |.

Ces deux |)oIynonies étant égaux quel que soit .r, on obtiendra

le même |)olynome G^{\) en distinguant les termes de l'ordre

le plus élevé soit dans

comme nous l'avons fait en (v),

soit dans

Cette dernière façon d'opérer sera appelée l'opération (y').

* *

132. 8) On obtiendra enfin le polynôme /"^(A) en divisant

le polynôme G2(A) par la plus haute puissance possible de A

G^CA) = A-^2(A).

Propriété du polynôme f^.

Énoncé.

133. Le polynôme fq,{k) étant ainsi défini, il s'agit de

prouver que si la valeur qui a été choisie pour A^ parmi les

racines de {\{k) est une racine de multiplicité n(, il s'agit de

prouver qu'alors le degré de f<^{K) sera ^ n|.

Démonstration.

134. Pour mettre cette propriété en évidence, nous allons

reprendre les opérations (a) (a'), ainsi que les opérations

(P') (yO (^) des numéros 126, etc., opérations qu'il sulfit d'effec-

tuer successivement pour obtenir f<^{k).
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Opération (a).

135. Pour obtenir l'équation

= (3) = (8)

nous (levons remplacer Y par

Y = A,.Y, (9)

avec

oÂ,, = c^'' (10)

dans

(FD)Y = 00.
.

(2) = (H)

136. Mais nous savons, d'après le numéro 87, que l'opéra-

leur (FD) est égal à

FD = K .
I
(G,8) + ~ (H,8)

| (12)

avec

K = une certaine puissance de x (13)

1
ô = opérateur — D (14)

Xi_ = 3fl^ (qi étant le dénominateur de a^). (15)

Donc, au lieu de faire la substitution (9) dans (11), on pourra

faire cette substitution dans

|(G,8) + i(H,8)|Y = (K).Y. (16)

137. Dans cette relation, les opérateurs

8 8-2 83 8"
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devront donc être appliqués au produit

Y = Xi. Y.,.

Représentons par ôj l'opération 8 s'appliquant seulement au

premier facteur, c'est-à-dire

8,(cil.,.Y,)=-(BX,). Y2,

et représentons par l'opération 8 appliquée seulement au

deuxième facteur, c'est-à-dire

o,(X^ . Y,) = cilo., . (8Y2).

On aura donc

a = 81 + 8,,

et

0- (8, -f 02)-,

le deuxième membre devant être développé comme le binôme

de Newton (*).

138. Cela posé, l'équation (16), avec la substitution (9),

devient

\
G, (8, + 82) + - Hi(8, + 82) j

cil,, . Y, = ÔÔA . Yo.

Cette équation, ordonnée par rapport à 82, s'écrira (**)

I oiUjV^f 4- ARA"-^ + cil^iRÀ"-' H h oiU.RJ Y, = ÛÔGilDj^.

ou bien

I K^^z + RA"-^ + R2Sr^ + - -h RJ Y2 = ôô . Y.,, (17)

(*) Nous retrouvons, démontrée de façon fort simple, la formule de

t.eibnitz sur la dérivée d'un produit.

(**) Les expressions de PoRi ... Rn sont données au numéro 139 qui suit.
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telle esl, en y remplaçaiil o.j
P'^''^ l'équalion (8)

(^2D)Y, = 00 Y,.

139. Dans celle éqiialion (17), on a

1

«^i^'i/j = (GA) cil)! H— (Hi0j)cil9i

^1

1.2. X.R, = (Gi'oOcAoi + - (H;o,)cilo,

>(I8)

Xi

In ARo= (GS'"oi)Gil.i + -

où l'on peut écrire 8 à la place de et où les accents repré-

sentent des opérateurs dérivés par rapport à 8. C'est-à-dire

que si, par exemple, l'opéraletn' Hô est égal à

H8 = QoS" + QiS"-^ + - + ^n-P' + O^-iB + Q„,

l'opérateur H'8 sera

H'5 = lîOoS'^-^ + {n - i)Q,8"-^ + ... H- SQ^^ô + Q,_,,

l'opérateur H"8 sera

H"a= n(ti-l)Oo8'-^-l-0/-1)(/i-2)CV>-3+... + 2.1.0.-2,_

etc.
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Rappelons, enfin, que |n représente la t'actorielle

|n = 1 .2.3...(7i —

140. Pour simplifier ces expressions (18), nous utiliserons

encore la notation b déjà employée au numéro 125.

F4==f â + âx^' + âœ^' H h âa;^^' -h ÔÔ,

où les y sont des constantes négatives décroissantes (*).

Je dis que l'on aura

En effet, d'après (14), on a

0 = — D,

et comme, d'après (10),

on aura

où
) (19)

k^ = b

ensuite,

ou, en tenant compte de (19),

(*; Rappelons que D/>, D^^, ... sont de la classe b.



. 85 )

Supposons démonlré que

D'«-1gIi,, =
I

D^^iAr + \ (20)

On aura

D'"cll,i = 1-1 l)Jl>i + oiUiD
I I,

le premier terme est

dans le deuxième terme on a

et

D
S

-
I
= x^'^-'^'^'b,

donc le deuxième terme est de la forme

En ajoutant ce deuxième terme au premier, on a

D'^ciU, =
I aj'""*Af + x^^^-^^'^'b

\
A>„ (21)

c'est la formule (20) après qu'on a augmenté m d'une unité.

Les formules (20) et (21) ont donc lieu quel que soit l'entier m.

Mais nous avons d'après (14)

et, par suite,

en substituant dans (21), on a

1

8'"(Jl>i = 1 Ar H h\. ciloi.

ce que nous voulions montrer.
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141. On dédiiil de là (|iie dans (18), on a : 1

(G,8)A = |(;,(A,)4-^M-^i

etc.

,

et a fortiori, puisque x^i = (x'i)^i,

1 -

(g;ô)a = I
g;(a,) -\--h\.j^,.

etc.

6)0

1 1 -

Xi

4 . 1 -— (H;ô)cllDi = — /? . JIdi,

etc.

Donc, enfin, les formules (18) deviennent

B, = G,(AO + ^^
Xi

i.r„_, = g;(a,) + -^

i.â.R„_, = G';(A;) + ^^
Xi

Xi

|;iRo=GÎ''^(A,) + -^.
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142. Nous avons dit que esl racine de multiplicité rii

de

Mais comme on a

et que de plus

alors A, sera racine de multiplicité /i| de

G,(A) = 0.

On aura donc dans les formules (12'^'^)

G,(A,) = G;(A0 = GÏ(Ai) = ... = Gi"-^' (A,) = 0,

Gr(A0 + O.

Opération (ce').

143. Le polynôme ^2 s'obtient en remplaçant (D) par

(x^i $.2)' 0" (^) P^r (<t>.2) dans ou dans l'expression

entre
S \ du premier membre de (17).

L'équation algébrique

ordonnée par rapport à ^>o2, s'écrira donc

Ro4>2" + n,^r' + - + K„ = ôô, (11^-)

où les coefficients R sont les mêmes qu'aux numéros précé-

dents et satisfont aux relations (12^*^) avec (IS^ï^).

Opérations ((B') (y') et (0).

144. Nous ne pouvons que répéter ce qui a été dit aux

numéros 96 à 100. Les notations sont les mêmes. Il n'y a qu'à
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remplacer les formules (11), (12), (13) par les formules (ll^'^j,

(12^^s), (45bisj
q^j(^ nous venons de trouver. La différence entre

les formules (12) et {{'2,^^^) est insignifiante et n'a aucune

influence sur le raisonnement. La conclusion sera donc la

même, c'est-à-dire que l'on aura

C. 0. F. D.
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CHAPITHE m

Calcul du facteur secondaire

§ 1 . Abrégé de la théorie.

145. Dans l'cqualion

(FD)Y = ÔÔ.Y, (1)

nous avons, conlormément au chapitre précédenl, calculé une

radicale cp (c'est un polynôme en X = x^^. Nous connaissons

par suile le fadeur principal

T = fi"". (2)

Pour obtenir le facteur secondaire u, on posera

Y = T . V, (3)

et celle substitution faite dans (1) donnera une équation diffé-

renlielle en u.

146. Réunissons dans le premier membre de cette équation

les termes dont les coefficients sont de l'ordre le plus élevé.

Faisons en sorte, en divisant éventuellement cette équation par

une puissance convenable de x, que cet ordre le plus élevé

soit zéro.

L'équation en u s'écrira donc

A.
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où ropéiateiir (GD) esl de la l'orme

GD = BoD'" + H,D'"-^ + .. + (o)

(m étant ^ n)

(les B étant des fonctions de z de la classe a)

(Bq ne s'annulanl pas dans z^z.) [Voir n° ii7 qni suit])

el où l'opérateur (HD) est de la forme

HD = QoD« + Q,D'-^H-... + Q„ (6)

les Q étant eux-mêmes de la forme

Q = ï+,7l + âl + ... + ,7 l + (iô.

147. Dans le chapitre II (u^^ 122 et 123), |)0ur trouver plus

commodément le polynôme cp, nous avons supposé que l'inter-

valle ziz.2 était délimité de (elle sorte que les coefficients du

polynôme cp ne s'annulent pas dans cet intervalle, non plus

que le premier coefficient de u.

Maintenant que le polynôme cp est trouvé, nous affranchirons

l'intervalle z^z.2 de ces reslrictioiis. Mais nous en introduirons

une autre.

Nous supposerons l'intervalle z^z^ tellement délimité, que

la fonction de z, re|>résenlée par Bo dans la formule (5), ne

s'annule ni à l'intérieur ni sur la frontière de cet intervalle

Les zéros des fonctions Bq et ceux du premier coefficient

non identiquement nul de la génératrice de Po seront les

seules valeurs critiques de z exclues dans toute la suite de ce

travail.

*

148. Le degré m de l'opérateur, polynôme en D, (GD) de
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la formule (5) sera appelé par nous la multiplicilé i\e h radi-

cale cp (*).

Celle mulliplicilé m esl toujours ^ 1. (Voir 159.)

149. Nous allons voii' (|ue, m clanl la mulliplicité de la

radicale considérée, la série généralrice du facteur secondaire

u esl complèlemenl déterminée (juand on donne pour z =
les séries génératrices de

Y; l)Y; . . . D—^Y,

ou, ce qui revient au même puisque le facteur principal T est

connu, quand on donne pour z = z^^ les séries génératrices de

?/, D?/, . . . {y^'-hi.

150. Montrons d'abord (jue ce problème comporte au

moiiKs une solution.

Soient

K, h, (7)

les fondions formées par les j premiers termes de ces généra-

trices données en dernier lieu.

151. Nous supposerons d'abord que ces b. soient des

constantes, donc \(x . z . /).

152. Construisons la fonction Wq{z) déterminée par l'éciua-

lion différentielle d'ordre m

(GD)m;o^O, (8)

(*) En d'autres termes, la mulliplicilé est })i lorsque, dans l'équation

différenlielle du facteur secondaire les coefficients de l'ordre le plus élevé

sont multipliés par une dérivée de u, sans l'être par une dérivée

d'ordre supérieur à m
Ou plus simplement : La multiplicité m est l'ordre de l'équation différen-

tielle en u, équation écrite pour x= -\-cc.
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et par la condition que pour 3 = l'on ait

Wo = Dj/'o = b,, ... D'^-Hvo --=

153. Construisons ensuite successivement les fonctions

... w,. . dont chacune, ir,., est déterminée par voie de

récurrence au moyen de l'équation différentielle d'ordre m

(GD)M;,= i(HD)îiV-i, (10)

et par la condition que pour ^ =

lOr = Dwv = D'"-ii/v = 0. (11)

154. La fonction est de la classe a, donc l(xj).

On en déduit, à cause de la forme de (HD) donnée par la

formule (6), que est de la forme

af af a? ai^^

""=i + -xi + -xi + - + ib + ««

où les a sont de la classe a

puis on déduit de là que

«^. =
xi + ^ + -+^ + oo,

et d'une façon générale

î,,^ _ ^ ^_^ + ... f!r_ _|_ ôô. (12)

155. La fonction

w = î^'o + M^i H h î^/ (13)



( 93 )

sera donc de la forme

^(1) ^.(2) ^.(3) ^(/)

« = t.„ + - + -, + -+... + - + oo

avec

c'esl-à-dire turelle aura pour gcnéralrice la série

<.(li g{2) ^(3)

"»+x+xi + xi +
-

Or, celle loncUon u salisCait à la relalioii (4)

1 _
(GD)« = -(HD)w + 00,

A

(Voir n« 160
)

el à la condilioii que pour z = l'on ail

u — bo = Du — = ^ D'^-Hi — = 0,

celte fonction u et sa série génératrice (14) satisfont donc

aux conditions du problème.

156. Nous avons donc une solution du problème proposé

quand les valeurs initiales données au numéro 150 sont des

constantes.

En particulier, nous savons former une solution m,., et sa

génératrice, telle que |)Our z = Zq l'on ait

D^w^ = 1

et

bhir = 0 (pour 6' -[= r).

157. 11 est bien facile maintenant de former une solution w,

et sa génératrice, quand les valeurs initiales du numéro 150 ne

11
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sont pas des conslanles, ruais naluicllemeiU de la classe i^(X).

La solution est en effet donnée par

fonction qui est évidemmeni de la classe

et donl on forme facilement la série général rice.

158. Pour achever de démontrer la proposition annoncée

au numéro 149, il ne reste plus qu'à établir le théorème sui-

vant :

La série de la forme

- - - 1 _ 1

est uni(|ue, qui satisfasse à la condition d'engendrer (par la

somme de ses j premiers termes) une solution u de

4

(GD)w-^-(HD)îf + 00
X

et qui, pour 2 = Zq, se réduise, ainsi que ses (m— 1 ) premières

dérivées, à des séries données.

(VoirnM6i.)

§ 2. Dévelopjœnienl du numéro i48.

159. Je dis que la midtiplicité m d'une radicale de l'opé-

raleur (FD) ne peiit être nulle.

En effel, la radicale de

Y = r . u
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élaiU la même (jue la radicale de T, la t'oiiclion u aura la radi-

cale zéro.

Donc ré()ualioii en u doil posséder une radicale zéro.

Or, si la mulliplicilé était nulle, cela signilierait que l'équa-

tion en u serait de la l'orme

Le premier terme de toute radicale cp de cette équation

dilïérenlielle est égiil au premier terme d'une racine <ï> de

l'équation algébrique

Celte é(|uation n'admet aucune racine <^l> qui reste (inie

quand ^ = + Qo. Autrement dit, aucune des racines n'a sa

partie principale égale à zéro. Donc ré(|uation (1) n'a pas de

radicale zéro, ce qui est absurde puiscjue nous avons vu que la

fonction u, dont nous sommes partis, avait la radicale zéro.

Il est donc impossible d'admettre (jue la multiplicité est nulle.

w = ^ i Qol>'' -1- Qfi'-' ^ f- Q. \
u- (1)

(">)

C. Q. l\ D.

§ 5. Développement du numéro 155.

160. Je dis que la l'onction

U=^Wo-}-W,^ h W,-

satisfait à la relation
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En effet,

(GD — 1 HD)m = (GD — ^ HD)ît'o + (GD — ^ Eh)Wi +
A A A

+ (GD - i Hl))wj = [(GD),iv] + (HD)M'„ + (GD)«;J

+ [- 1 (HDM + + - + [- ^ (HD)tt.;_, + (GD>,]

Tous les termes entre [] sont nuls en vertu des formules (8)

et (10) (les numéros 152 et 153.

Il reste donc

(GD-^HU)« = -A(HDK.

Mais en vertu de la formule (12) du numéro 154 où l'on

fait r = /, on a

_ 1 _ _
wi = a -. H- 00 = 00

et, par suite,

1

Donc on a bien

{Ub)Wj = 00.
X

(GD)m — 4(H D)w = 00.
X

C. Q. F. D.
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§ 4. Développement du numéro 158.

161. Je dis qu'il ne peut y avoir qu'une seule série de la

forme

X"(ï + â^ + â^ + ...),

qui satisfasse à la condition d'engendrer (par la somme de ses

j premiers termes) une solution u de

(GD)m = 4(HD)m + ÏÏÔ

et qui pour z = Zq se réduise, ainsi que ses (m — 1) premières

dérivées, à des séries données.

Démonstration.

S'il y avait deux telles séries, leur différence serait une série

Xn«0+^^l^ + ^^2^ + -) (1)

dont les coefficients a seraient des fonctions de z de la classe a,

se réduisant à zéro, ainsi que leurs (m— i) premières dérivées

pour z ^ Zq.

De plus la fonction

satisferait à

(GD)v = ^ (m)v -ir 00,
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Donc on pourrait trouver une valeur dej telle que l'on ait,

quelque grand que soit x (dans E),

(GD>-1(HD)«=);.I.Ç

ou

(GD)X''(«o + I + - + aj 1) - A (HD) (•..) = X . ï~

OU, en divisant par X^, qui se comporte comme une constante

relativement à l'opérateur D,

(Gio («0 + 1 + + ~) - ^ (HD) (ao+ •••) = 7. . T .
1

Cette relation devant avoir lieu quelque grand que soit x

(dans E), il faut que

(GD)^o = 0. (2)

Donc dQ est une fonction de z satisfaisant à l'équation diffé-

rentielle (2) qui est d'ordre m, et s'annulant ainsi que ses

(m — 1) premières dérivées pour z = z^y. La seule fonction

de z satisfaisant à ces conditions est = 0.

Donc le premier terme de la série (i) est nul.

Mais alors le deuxième terme devient le premier, et il est

nul aussi, etc. On voit donc que dans la différence des deux

séries génératrices chaque terme est nul.

C.Q.F.D.
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CHAPITRE IV

Système fondamental de solutions formelles.

§ 1. Abrégé de la théorie.

162. Pour chaque radicale, on pourra, par le chapitre pré-

cédent, en variant les conditions initiales, construire plusieurs

solutions formelles de l'opérateur (b'D).

Soient ... Yv des solutions formelles ainsi construites,

les radicales étant égales ou inégales. Désignons par

le Wronskien

W(YJ,...YO

L*ex pression

W(YJ,...Yv)

Y, Y^ ... Yv

DYi DY2 ... DYv

D^-^Y^ . . . D^-^Yv

W(Y„Y„...Yv)

T,.l, ... Tv

0)

(2)

sera une fonction de la classe £I^(X). Elle possédera donc une

série génératrice

A(2)

X.(A<» + — +— + ...) (3)

où les A sont de la classe a.

Nous dirons que les génératrices des fonctionsY, ... Yv sont



( 100 )

linéairement indépendantes lorsque la série génératrice (3)

n'aura pas tous ses termes identiquement nuls dans l'inter-

valle Zfy.

C'est-à-dire lorsque l'on n'aura pas

W(YJ2 ... Yv) _

163. Nous dirons de plus que ces génératrices sont imifor-

mément indépendantes lorsque le premier coefficient de la

série (3), qui n'est pas identiquement nul, ne s'annulera pour

aucun point de l'intervalle Ziz^. A cause de la continuité de la

fonction de z que forme ce coefficient, continuité assurée par

l'existence d'une dérivée (*), ce coefficient restera, en module,

supérieur à un nombre positif lixe dans tout l'intervalle z^z^.

164. Dans ce chapitre, nous allons montrer que l'on peut

toujours trouver un système de n (**) solutions formelles de

(FD) dont les génératrices soient linéairement et uniformément

indépendantes.

Un tel système sera appelé système fondamental de solutions

formelles de (FD).

165. La multiplicité de la radicale cp étant m, il est facile

de construire un système de m solutions formelles,

T.Wi, T.w,, ... T.?/,

ayant la même radicale o, et dont les génératrices soient

linéairement et uniformément indépendantes.

(*) Les A sont de la classe a, donc ils ont chacun une dérivée bornée.

(**) n est l'ordre réel de l'opération (FD) = PoD« + PiD«-i + ... + Pw,

c'est-à-dire que l'on n'a pas Po= 00, sans quoi les solutions formelles Y de

(FD)Y = YOÔ satisferaient à (P,D"-* + . . + P^) Y = ÛOY, et l'ordre réel

serait < n.
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En effet, il faut qu'en aucun point de l'intervalle z^z^ l'on

n'ait

W(T . u„ T . M,, . . . T . wj = l"'" . ÔÔ.

166. Or, quelles que soient les fonctions T et u, on a

identiquement

W(T . u„ T . u,, ... [\ u^) = T- . W(w„ u,, . . . u^y

(Voir n» 173.)

167. Donc, il nous faut trouver un système de facteurs

secondaires ... tel qu'en aucun point de ZiZ.2 l'on n'ait

w(wiW2...0 = û().

Nous déterminerons ces fonctions secondaires, conformément

au numéro 149, par les valeurs au point z = zq de ces fonc-

tions et de leurs (m— 1) premières dérivées. Et nous choisi-

rons pour ces valeurs en des nombres constants z, j)) et

tels que pour z = zq l'on ait

W(u,u, ... u^) + 0.

— Par exemple on pourra choisir les facteurs secondaires

du numéro 156 —
Les génératrices des m facteurs secondaires ainsi déterminés

seront linéairement et uniformément indépendantes. C'est-à-dire

qu'en aucun point de l'intervalle jZjZ^ l'on n'aura

et par conséquent non plus

W(Twi,Tw„ ...TwJ = ï'".ÔD.

(Voir nM 74.)
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168. Le cas où les radicales ne sont pas toutes les mêmes

se ramène au cas où les radicales sont toutes égales par un

théorème en vertu duquel, pour qu'un système de solutions

formelles

Y, Y, ... Y,

ait ses génératrices linéairement et uniformément indépen-

dantes, il faut et il suffit que cette propriété appartienne à

chacun des groupes formés en réunissant celles de ces solu-

tions formelles qui ont la même radicale.

(Voir n"' 175 à 186.)

169. Nous sommes donc en état de construire un système

de V solutions formelles de (FD), à génératrices linéairement

et uniformément indépendantes, lorsque ce nombre v est

V = + lïio H h

où Ml, mg, nijj sont les multiplicités de toutes les radicales

différentes

que Ton peut construire conformément au chapitre II.

Il ne nous reste plus qu'à montrer que ce nombre v est

nécessairement égal à n.

170. Pour cela, nous démontrerons d'abord que le nombre v

ne peut être supérieur à n.

(Voir n« 187.)

171. Puis nous montrerons que ce nombre

m, + W2 4- ...

ne peut être inférieur à n.

'(Voir n°^ 188 à 205.)
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172. On aura donc bien

Wi + H h = n,

c'est-à-dire :

La somme des multiplicilés de toutes les radicales est égale

l'ordre de l'équation différentielle.

§ 2. Développement du numéro 466.

173. Pour démontrer la formule

W(T . T . w„ . . . T . iQ = . W(Wi, n„ . . .
?/J,

multiplions, colonne par colonne, les deux déterminants

T DT D^T ... D'"-iT

0 T 2DT ... Ci,_iD'"-2r

0 0 T ... C|,_ib'"-3T

0 0 0

et

7/3

D% ..

D'"-iw3 ..

on obtient le déterminant

TWi Tw^ Ti73 ... Tw^

DTWi DTt/3 ... DTi/^

D^Tw, D2TW2 D^Twg ... D^Tm^

D'"-iTMi D'"-iïW2 D'"-iTw3 ... D'"-iTw,
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Donc

T- . \N(u,u, ... J = W(Tî/„ Tu,, ... TmJ.

C.Q. F. D.

§ 5. Développement relatif au numéro i67.

174. La multiplicité de la radicale cp étant m et les facteurs

secondaires u^u<^ u^ étant relatifs à cette même radicale,

et ayant, ainsi que leurs (m— 1) premières dérivées, des valeurs

constantes [c'est-à-dire \{xzji)] au point z = Zq^ il nous faut

montrer que si en ce point Zq l'on a

W(w,î/,...îO + 0, (4)

il nous faut montrer qu'alors cette relation s'étendra à tous les

points de l'intervalle ZiZ<^.

Déliions (ration.

D'après ce que nous avons vu au numéro 155, chacune des

fonctions (r = l, 2, ... m) aura une génératrice de la forme

où les s sont de la classe a

Et le Wronskien W(uiW2 O aura par suite une généra-

trice de la forme

les A étant de la classe a.

Nous allons démontrer que le premier terme A(°) de cette

série ne s'annule en aucun point de l'intervalle z^z^.
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En effet, on a

A<o' = W(Of -O- (2)

Par hypothèse, pour z = Zq, on 2l

"r — '^r f

donc le deuxième membre de (2) est égal à la valeur en Zq de

W(miM2 ••• ^m) P^^ suite, à cause de (1), on a, au point z = zq

W(4V....vgi) + 0. (3)

Mais (d'après le n° 152, où l'on remplace Wq par s^^)) (*) les

fonctions de z représentées par sfsf ... 5(0) satisfont à

(GD)s(^^ = 0, (4)

c'est-à-dire

(BoD- + B.D--^ H- ... B^).s'^' = 0, (4)

où, d'après la restriction du numéro 147, le coefficient Bq est

une fonction de z restant en module supérieure à un nombre

fixe dans tout l'intervalle z^zc^ (**).

D'après un théorème de P. Appell, les solutions sÇ¥^^..s^,?Jde

l'équation (4) satisfont à la formule

w(4^f ... .s?.) = [W],=,, . J'^-^'\ (5)

(*) Cela résulte d'ailleurs directement de ce que ii = s<^^-\ donc

)j j 1
so=^ it-\— le facteur secondaire u satisfaisant à {Gb)u = -(HD)w4-^0.

(**) Celte restriction exclut seulement les zéros de Mais à cause de la

continuité assurée par l'existence d'une dérivée (Bo est de la classe a), celte

fonction Bo reste en module supérieure à un nombre fixe.
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Comme la fonction rr^ est une fonction de z bornée dans

l'intervalle Zj-^, on voit que la fonction

W(4s§...C) = A^ (2)

reste en module supérieure à un nombre fixe dans Tinter-

valle Zj^z<^.

C.Q.F.D.

§ 4. Déceloppement relatif au numéro 168.

Théorème.

175. Les fonctions

étant chacune composée d'un facteur principal

(cp étant un polynôme en X) et d'un facteur secondaire

je dis que, si ces fonctions se partagent en groupes

(Y,Y, ... Y,) {Y,^. ... Y,) (Y,+, ... Y,),

groupes tels que dans chacun d'eux la radicale cp (et par suite

aussi le facteur principal ï) soit la même, tandis qu'elle diffère

d'un groupe à l'autre; je dis qu'alors la relation

—^^-^ = 00
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ne pourra exister que si une relation semblable existe dans l'un

des groupes; par exemple dans le premier, donc si

W(YJ....Y.) ^_
I1I2 ••• la

(où T, = T2 = - = T„).

Démonstration dans le cas de v= 2.

176. Si Y, et Y2 ont même radicale, le théorème est

évident, puisqu'il n'y a qu'un groupe.

177. Si les radicales cpi et cpg sont différentes, je dis que la

relation

ne pourra pas avoir lieu si l'on n'a pas soit

W7 /Y ) Y— = 00, c'est-à-dire = 00;

soit = OU, c'est-à-dire = 00.

Supposons en effet que, en posant

Y, = T,u,

Y2 = f2*^2 >

l'on n'ait ni

= UÔ
j

ni (3)

M. = ÔÔ.

(2)

Alors Ui aura une génératrice :

X^(flo + | + -) avecao + 0.
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de même aura une génératrice

En posant

et

nous aurons

et pour que

Xn^o + V + avec />o + 0.
A

i/o = x« . î/;

= xn;,

\Y(Y,Y,)

il faut et suffit que

w(y;y;)

00,

= 00,

les facteurs secondaires et de Y^ et Yg ont pour généra-

trices

«°+x + xi +
-

et

^^ + x + x^ +
-

Nous sommes donc ramenés au cas où p = g = 0.

178. Nous supprimerons les accents et nous supposerons

donc

Y, = T,.i/, (4)
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avec

Wi = ûfo + ^ +

et

avec

(flo + 0),

Y, = To . «2

(fco + 0).

(S)

(6)

a)

(»)

(9)

On a

W(Y,Y,)
Y, Y,

DYj DY.

= (Vi) (T.w,).
DT2 Dm, DT\ Dmi

Pi

4 J

donc,

W(YJ,)

TJ2
= "1^2(^2 — f1) +

Dwi Dm,
(10)

A cause de (6) et (9), l'expression

Ui-lhifz— fi)

est, quel que soit j, un infiniment grand (pour x = + x) dont

l'ordre est celui de (cpg— cp^).

Au contraire, l'expression

Di/i Dwg

reste finie pour x = ^00. Donc le second membre de (10) est

infiniment grand pour a? = -}- 00, quel que soit j.

11 ne peut donc pas être de la classe 00. C. Q. F. D.
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Démonstration dans le cas de v > 2.

179. iNous allons maintenant étendre le théorème pour un

V quelconque > 2, en le supposant vrai jusque (v — 4).

et ne forment donc qu'un seul groupe comprenant les v fonc-

tions, le théorème dégénère en une simple tautologie.

Si l'un des groupes renferme (v — 4) fonctions, nous donne-

rons l'indice 4 à l'une des fonctions de ce groupe. L'autre

groupe ne renferme dans ce cas qu'une seule fonction, et ce

nombre 4 est inférieur à (v — 4), parce que nous supposons

V > 2.

180. De toutes façons, le cas de la tautologie étant mis de

côté, nous voyons que les groupes qui ne renfermeront pas

posséderont un nombre de fonctions inférieur à (v - 4).

181. Cela posé, rappelons la formule du numéro 466, qui

peut s'écrire :

Si les fonctions Y^Y^ Y;, ont toutes la même radicale

W(YoY„YoYL,...YoY.) = Yo^W(Y„Y„...Y,).

Si dans cette formule on fait

on obtient

W 1

ou
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ou enfin

W(Y,,Y„ ... Yv) = Yr.W (1)

On voit que cette formule ramène un Wronskien d'ordre v

à un Wronskien d'ordre (v — 1).

182. Nous poserons comme d'habitude

Y, = [\ . u„

Ml étant le facteur secondaire de Y|.

183. Si l'on a

alors on aura

= OU,

et pour tout Wronskien renfermant Y|, tel que W(Y|,

Y2, Y^), on aura

W(YJ,...Y,) = Ût).ï,.T2... T„

le théorème est alors démontré.

184. Supposons donc que l'on n'ait pas

Wi = Ô().

Par la formule (1), la relation

W(Y„Y„ ...Y,) = Û(J. T,.T2...T,

entraînera

TJW = OU.Ti.T2 ... Tv,
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ou, en posant

W

^ = ^2, ^ = ^3, - =

= oo.Bj.eg... 6,,

(2)

(3)

Mais 62, 83, 9^ sont les fadeurs principaux de

et comme le VVronskien qui entre dans la formule (3) est

d'ordre (v—1) < v, le théorème proposé est applicable à cette

formule.

La relation (5) exige donc qu'une relation semblable existe :

A) Ou bien pour le groupe

dont toutes les fonctions possèdent le même facteur prin-

cipal 82 = ^3 = =
B) Ou bien pour un autre groupe tel que

dont toutes les fonctions possèdent le même facteur prin-

cipal 6a-[-l ^ = ... = 8/,.

185. Examinons d'abord l'éventualité A.

On a alors

W = 00.8,. 83... 8„

T, T, T
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ou

Tf .W , ... D = 00.T,.T,.T3... Ta,

ou par la formule (1) appliquée à rebours (après avoir remplacé

dans le premier membre de la relation ci-dessus par Y^, ce

qu'on peut faire parce que + 00) :

W(Y„ Y2, Y3, ... Y„) = ÔD . T, . T, . T3 ... Ta,

€l le théorème est vérifié.

186. Examinons maintenant l'éventualité B.

On a alors

W D
i a+i

yT

ou

D(5

D
Y.

00 'a+l

ÔÔ.Iî±î... lï,

OU, puisque l'on n'a pas Ui = 00,

Y,
, ...D

Y^yj
= 00 . T, . T,+, ... T„

ou par la formule (i)

W(Y„ Y«+,, ... Y,) = ÔÔ T, . V, . Ta+2 ... T,. (4)

Dans cette relation, les fonctions Y^Ya+iYa+a ... Yô se par-

tagent en deux groupes :

Le groupe (Y,) dont le facteur principal est T^;

Le groupe (Ya+i, Yrt+2, Y/,), dont les facteurs principaux

sont Ta+i = Ta+2... =T6.
8
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Ce dernier groupe ne renferme pas Y^, donc d'après le

numéro 180 le nombre des fonctions qu'il renferme est infé-

rieur à (v— 1). Et par conséquent le nombre des fonctions qui

entrent dans le Wronskien de la formule (4) est inférieur à v.

Mais alors le théorème proposé est applicable à cette for-

mule (4), et cette relation (4) exige que l'on ait

a) ou bien

W(Y,) = Ô().T„

P)
ou bien

W(Y«+„ Y,) = ÔÔ . T,+, . T,+, ... T,.

L'hypothèse (a) s'écrit

Y, = ÔÔ T„

OU

= ÔÔ.

Nous avons exclu cette hypothèse au commencement du

numéro 184. Il ne reste donc que l'hypothèse ([3). Elle con-

firme le théorème proposé.

§ 5. Développement du numéro 170.

187. Si l'opération (FD) est effectivement d'ordre n, c'est-

à-dire si dans

FD = PoD" + PJ)"-i H h

le coefficient Po n'est pas asymptotiquement nul,

Po =1= ÔÔ,

je dis qu'il sera impossible de construire des solutions for-

melles, à génératrices linéairement et uniformément indépen-

dantes, en nombre v supérieur à n.
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Car si Y^, Yg, ... \n, étaient de telles solutions for-

melles, on aurait

PoD^Y, + P^D^-^Y, + + P„Y, = ÔÔ . Y,

PoD«Y2 + P.D-^ + + P„Y, =m.Y,

PoD"Y„+, + PiD^V^^, + + P„Y„+, = ÔÔ . Y„+„

et en résolvant par rapport à Pq, on obtiendrait

_ E,QÔ.Y,.W(YJ,...Y,...Y„+,)

W(YJ,...Y,...Y„+,)
*

Divisons haut et l)as par Y1Y2 ... Y,. ... Y„-fi et remarquons

que le dénominateur

W(Y,Y,... Y,... Y„^0

Y1Y2 ... Yy ... Y„+jL

est de la forme

XP( A<^)+ — + ... +— j + 00,

où A^^^ reste supérieur à un nombre fixe, et que, par consé-

quent, l'inverse de ce dénominateur est de la classe P(ic), donc

dans la zone z, ainsi que ses dérivées, et nous en conclurons

que la formule (1) donne

Po = (i:()ô.i).^ = oô.

Donc on voit bien que v ne peut surpasser n si l'on n'a pas

Po = 00.

C. Q. F. D.
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§ 6. Développement du numéro 171.

188. Soient '^i, cpg, ... cp^ les différentes radicales de (FD)

et soient mi, mg, ... leurs multiplicités. Je dis que la somme

?Mi -\-m,-\ h Wj,

ne peut être inférieure à Tordre n de (FD).

Démonstralion.

189. Pour n = 1, il suffit d'appliquer le théorème démon-

tré au numéro 159.

190. Pour n > 1, nous démontrerons le théorème pour un

opérateur d'ordre n, en le supposant vrai pour les opérateurs

d'ordre < n.

Désignons par cpo une des radicales fi^s.-.^pp choisie de

telle sorte que pour x suffisamment grand, c'est-à-dire pour

X > Xq, l'on ait

R(?r-?o)>0 (1)

(R désignant la partie réelle; par exemple R(3-]-5|/—1) = 3)

Si cette relation (1) ne pouvait à s'étendre tout l'intervalle

2|Z2? on partagerait cet intervalle en intervalles partiels pour

chacun desquels on puisse écrire la relation (1) moyennant un

choix convenable de <po. Et nous verrons que pour chacun de

ces intervalles partiels on aura

rrii + ?/?2 H h ^

donc aussi pour l'intervalle total.
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191. Nous considérerons donc l'un de ces intervalles par-

tiels et nous le désignerons, dans tout ce paragraphe, pari;<z2.

Donc dans tout l'intervalle z^z^ l'on a

R('fr-'fo)>0
(r = i, % ...p).

192. Soit Yq une solution formelle de (FD) ayant la radi-

cale cpo-

Y étant une autre (*) solution formelle de (FD), la fonction

D Y = Z (2)
!()

sera solution formelle d'un certain opérateur (KD), d'ordre

(n—1) en D, et à coefficients de la forme P[x), opérateur que

nous allons former.

Mais avant de construire cet opérateur (KD), remarquons

que, T et Tq étant les facteurs principaux de Y et Yq, Z aura

la forme

Z = ;^ • I(X),

ce sera donc bien la forme d'une solution formelle, avec le

T
facteur principal —, donc avec la radicale

193. ïl nous reste à montrer l'existence de l'opérateur (KD)

d'ordre (n—1 ), à coefficients P{x), et tel que

(KD)Z = OÔ.

c'est ce que nous allons faire aux numéros 195 à 197.
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194. Quand l'existence de (KD) sera établie, comme cet

opérateur sera d'ordre (n— 1) < n, nous pourrons lui appliquer

le théorème proposé, et nous parviendrons ensuite à étendre

ce théorème à l'opérateur (FD). C'est ce que nous ferons aux

numéros 198 à 202.

Opérateur (KD).

195. Soit Zi la valeur pour z = Zi àe D(^). La relation (2)

donnera

Y = Yo I
Z, + }\7.dz \. (3)

Posons pour abréger

Z, + i\Zdz = V, (4)

donc

Y = Yo.V,

cette substitution faite dans (FD)Y donne

(FD)Y = V.(FD)yo

( DV D2V D"V
j+

j

— . (F'D)Yo +— . (F"D) Yo + ... +^ • (F^-M))Y
j

• (5)

Dans l'expression entre
\ \, le coefficient de D^V est

p(F''"D)Yo =~ |n.Po.Yo = Po.Yo,

et toute cette expression entre
| | est de la forme

I
...

I
= Yo [PoD"-^ + QiD"-^ + ... H- Q„] DV,

où les Q sont de la classe ^{x).

196. Nous représenterons l'opérateur entre
[ ]

par (KD).
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197. Donc l'expression enlre
| \ dans (5) est

|...| = Yo.(KD)DV,

mais, d'après (4),

DV Z,

donc,

= Y .(Kl))Z

et la relation (5) devient

(FD) Y = V . (FD)Yo + Yo . (KD)Z,

ou

mais

(KD)Z = |(FD)Y-î^:^», (6)

Yo

et

(FD)Y = ÔÔ.T,

et par suite

(FD)Y _ T _ T

donc (6) devient

(KD)Z = 00.^— 00. V. (7)
lo

Enfin, dans la relation (4)

V = Z, + }XZdz,

on a
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et, pour z = Zq

( 120 )

T -

et a fortiori, puisque 1 < à cause de (1)),

Donc (4) donne

T -
Zi = T^r

•

^0

T - ni-
(8)

T
Mais, à cause de (i), dans l'intervalle [ziz<^, le module „-

est non décroissant, et Ton peut appliquer le théorème du

numéro 55, qui donnera

par suite (8) devient

donc

00 . V = — . 00.
lo

En portant cette valeur dans (7), on obtient enfin

(KD)Z = 00^.
*0

Et Ton voit que l'opérateur (KD) défini au numéro 196 pos-

sède toutes les propriétés requises au numéro 193.
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Relation entre les multiplicités dans (KD) et dans (FD).

198. Nous savons par la formule du numéro 192 qu'à

chaque radicale ^ de (KD) il correspond une radicale (p de (FD)

donnée par la relation

OU

^ = ^ + ?o- (9)

Toutes les radicales de (FD) sont d'abord celles qui se

déduisent des radicales de (KD) par cette formule (9), ensuite

la radicale cpo-

Cela posé, nous allons démontrer que, (jl étant la multiplicité

de ^ dans (KD),

1» Si 4= 0, la multiplicité m dans (FD) de

f = ^ + 9o

sera

m = ii;

2« Si c]; = 0, la multiplicité m dans (FD) de

f = + f0

sera

m = [A + 1.

199. Quand ces deux points seront établis, notre proposi-

tion du numéro 188 sera démontrée.

En effet, soient

les radicales différentes de (KD), et
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leurs multiplicités, dont nous admettons que

Kl + (^2 H h |^(? è — 1).

i° Si tous les sont 4= 0, les radicales différentes de (FD)

seront

'fi = ^^1 + <Po

= 4^2 + 9o

et

et leurs multiplicités seront

Wi =
mg =

rriq =
mo ^ 4,

donc,

mi + mg H h + Wo ^ ({i-i + H h ) + 1

donc

rwi + mg + + m > w,

ce qui est conforme à l'énoncé du numéro 188.

Si l'une des radicales 4»! ...
i^q

est nulle, par exemple si

= 0,

alors les radicales de (FD) seront

f1 = ^1 +

^5 = 0 + cpo,
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et leurs multiplicités

Wg = fAç 4- 1,

donc,

Wîi + ^2 H h + = (jAi + {^2 h h [J-q) 4- 1

>(n-l) + l

et rénoncé du numéro 188 est encore confirmé.

Démonstration du premier point.

200. Il faut montrer que si la radicale ^ de (KD) est =|= 0

et possède la multiplicité pi, il faut montrer qu'alors la radicale

çp = (j^ + cpo (9)

de (FD) aura une multiplicité m égale à {jl.

Dire que cp est radicale de multiplicité m dans Téquation

(FD)Y = ÔÔ.T, (10)

cela veut dire, selon la définition du numéro 148, que si dans

cette équation l'on pose

Y = T . tt (11)

où
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cela veut dire que Ton obtiendra une équation en u de la

forme

(GD)M = i(HD)w+ (ÏÏ), (12)

où l'opérateur (GD) est d'ordre m.

De même, en disant que ^ est radicale de multiplicité [x

dans

(KD)Z = ()ÔZ, (13)

nous exprimons que si dans cette relation l'on pose

Z = G . î; (14)

avec

0 = c'^"'"", (14^^0

nous obtiendrons une équation en v de la forme

{gD)v = j (hD)v + 00, (15)

où l'opérateur (gD) est d'ordre {jl.

201. Mais pour obtenir l'équation en u (12), qui fait

connaître la valeur de m, nous pouvons, au lieu de faire la

substitution (11) dans (10), nous pouvons rechercher la rela-

tion qui existe entre u et v, et ensuite remplacer v dans (15)

par son expression en fonction de w. De cette façon nous

aurons le moyen de trouver m connaissant (15), c'est-à-dire

connaissant ^.

On a

Y = T . M, (11)

et d'autre part, d'après (2) et (14)
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on a

D^ = e.i;. (16)

Nous allons éliminer Y entre (il) et (16) pour avoir la

relation entre u et v.

De (11) on tire

Y T

Y = Y
*

donc

en comparant avec (16), on a

T
D(-.u) = 6.i;. (17)

D'ailleurs, la radicale de Yo étant (^q, on a

Yo = To.i/o (18)

avec

Lq — C f

Uo = ^(X).

Donc (17) devient

Mais de (14^^^)
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et de

on tire

To

donc (i9) devient

mais

donc

et

T T T
^ = (T — ?o) 7^ = ^ • Tf'

^0 ' lo ' Wo Mo ^

M U
" = + (20)

"0 "0

202. Faisons la substitution (20) dans (15) :

(#)r^^ + Dj) = A(;,D)('^^+D^)+ÔÔ; (21)
V Wo îloj A V Mo Mo/

comme l'opérateur (gl)) est d'ordre le premier nombre

de (21) sera de la forme

(MoD/^ + Mfif^-^ + ... + M^)M + (^D)D -

,

Mq

OÙ

Mo = -^.

tandis que M^, Mg, ... Mjj. ont des ordres d'infînitude (pour
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X = -\-(x>) qui ne dépassent pas l'ordre de Mq = —
. Quant aux

Un
u

coefficients de (g'DjD —, ils sont finis, donc d'ordre inférieur à
Ma

celui de Mq.

Enfin le deuxième membre de (21) est de la forme

(NoD" + N^D^-i + ... 4- N,)w + ÔÔ,

où tous les coefficients Nq, Ni, ... N„ ont des ordres d'infinitude

inférieurs à celui de Ma = i.
Mo

Donc on voit que si l'on ne conserve dans le premier nombre

de (21) que les coefficients de l'ordre le plus élevé, ce premier

membre prendra la forme

(BoD.'* + B^D^-i + - + B^)u,

avec

Bo + 0.

Donc {X est bien la multiplicité m de cp, et l'on a bien

Il = m.

C.Q.F.D.

Démonstration du second point.

203. Dans le cas où ^ =

cette substitution faite dans

= 0, la substitution (20) se réduit à

4 {hD)v + 00 (15)

donnera l'équation en u.
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Les coefficients de l'ordre le plus élevé dans cette équation

en u seront encore compris parmi ceux de

(^D)D^.
Mo

Leur réunion formera un polynôme en D d'ordre

Donc la multiplicité m de

cp = 0 + cpo

dans (FD) est ici

m = -\- ].

C.Q.F. D.



QUATRIÈME PARTIE

Équations différentielles à paramètre variable.

Problème fonctionnel.

CHAPITRE PREMIER

Relations asymptotiques entre solutions formelles
'

ET solutions exactes.

204. Dans la troisième partie de ce travail, nous avons

étudié les solutions formelles

Y = T.u (1)

satisfaisant à

(FD)Y = OÔ.T. (2)

Dans cette quatrième et dernière partie, nous considérerons

les fonctions y satisfaisant exactement h l'équation

(FD)î/ = 0, (3)

et non plus asymptotiquement comme dans (i2).

Et nous montrerons que toute solution y de l'équation fonc-

tionnelle (3) peut être développée asymptotiquement en utili-

sant ces solutions formelles étudiées dans la troisième partie.

On utilisera pour cela un système fondamental de solutions

formelles

Y, Y, ...Y..

9
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Ces solutions formelles pourront servir au développement

de y, grâce au théorème suivant que nous démontrerons.

Théorème.

205. Les n solutions formelles Y^, Y^, ... Y„ et les-n fonc-

tions x/i, ... i/n satisfaisant exactement à

(F13)2/ = 0,

el déterminées en outre par la condition que pour z =^ ZqÏ\ y

ait égalité entre ces // et les Y, ainsi qu'entre les {n -
1) pre-

mières dérivées de ces fonctions, ces fonctions sont liées par

la relation

y, = Y, + 0ÏÏ.1V

r = (1,2,...n),

relation indéfiniment dérivable par rapport à z.

* *

206. Ces n fonctions yfîj^ ... y„ seront linéairement indé-

pendantes, c'est-à-dire que leur VVronskien ne sera pas iden-

tiquement nul, puisque pour z = Zq on aura

W(M2...2/.) = W(YJ,... Y„) + 0.

*

207. Une loisassurée l'existencedecesnfonclions î/i?/2 ••• î/w

linéairement indépendantes dont nous connaissons les déve-

loppements asymptotiques YiY.2...Y„, il sera facile d'établir

le développement asymptotique de n'importe qu'elle solution y

de

(FD)2/ = 0.
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Veut-on en effet développer la solution y déterminée par la

condition que pour z = Zq l'on ait

y = bo\ ^y = h\ ... b"-'y = b^_,,

où V>| ... hn-i sont des fonctions données de x et du numéro j?

On remarquera que toute solution y est de la forme

//
= Qî/i + H h C„//„,

où CiCc2 ... sont des quantités indépendantes de z qu'on

pourra déterminer par les relations

[Ciî/i + H h C„î/,]^„ = ^0

[C,l)y, + C,Uî/2 + ..• + c;dz/,],, = h.

+ C^D-^î/s + ... H- C^D^-V/^l^^ =

Mais puisque pour z = Zq les fonctions 1/ et Y sont égales,

ainsi que leurs (n—i) premières dérivées, ces relations peuvent

s'écrire :

[CJ, + C,Y, + ... + CJi, = i^o

[CJ>Y, + C,DY, H- ... + C.OY

=

[C,D«-iY, + C^D-^ + - + C.D''-^],^ = b^_,.

Le déterminant de ces équations est W(Y| Yc2 ... Y^j) qui

est 4= 00 parce que Yi ... Y^ est un système fondamental.

Donc ces relations feront connaître C1C02 ... qui pourront

être développés asymptotiquement, selon les valeurs données

à &o^| ... hn-^' On aura ensuite 2/ par

y = Ciî/i + Cgî/^H h c„î/,,

ou

y = C,(Y, + 00 T,) H- + 00 T^) + ... + C.(Y„ + 00 T.),
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el même

D'y = C,(D%+ 00 T,)+ QD^Y^+ 00 T^)+ ... + C,(LrY, + 00 T„)

(r = 0, 1, 2 ... oo).

208. Voici sous quelle forme nous démontrerons le théo-

rème du numéro 205.

Rappelons que l'on a

(H'D)Y^ = (JÛ.T^ (1)

et, d'autre part,

(¥D)yr = 0. (2)

Donc la l'onction

— i/r = -

satisfait à

(FD)t = OÛ.T^, (3)

et de plus pour z = Zq Ton a

T = Dt = ... = b^-H = 0. (4)

Le théorème du numéro 205 consiste à atlirmer que les

conditions (3) et (4) imposées à t entraînent la relation indé-

finiment dérivable

-.^m.lr (5)

tout le long de z^z<^.

209. Nous démontrerons ce théorème sous la forme un peu

plus générale suivante, que nous appellerons le grand théorème.

« Si l'expression t(^, z,j) satisfait à

(FD)t = ÔÔ.T^, (6)
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FD = PoD" + P^D"-! H h P.

et où PqPi ... Posent de la classe ^{x), et où est un facteur

principal de (FD).

Et si, de plus, au point de z = Zq de l'intervalle ZiZ^ l'on a

T = ÔÔIV; Dt = OOT^; ... D^-^t = ÔÔ. T^, (7)

alors ces dernières relations s'étendront à tout l'intervalle z^zc^.^y

210. 11 s'ensuit que l'on aura tout le long de ZiZl2 relation

indéfiniment dérivable (5)

T = ÔÔ.T^.

En effet, on pourra dériver indéfiniment par rapport à jz la

relation (6)

PoD^T + Pfi"-H H h l'nT^ = ÔÔTy.

Et les relations (7) qui auront lieu pour tout l'intervalle z^z^

donneront, en tenant compte de ce que Pq H=

D^T = ÔÔ T,. ;
U«+iT = ÔÔ . ; etc.

En un mot, on aura tout le long de 5;i2o2 la relation (5) indé-

finiment dérivable par rapport à z,

T = ÔÔ.T^.

* *

211. Il nous reste toutefois à dire comment cet inter-

valle 2|22 doit être délimité.

Nous supposons toujours remplies les conditions du nu-

méro 147 relatives aux fonctions Bq et au coefficient Po-
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Nous supposerons de plus que les radicales cp^cp^ ... cp^ (égales

ou inégales) sont numérotées dans un ordre tel que

Hcpi > I{cp2 > ... > Rcp„ (% -
(8)

et nous supposerons que ces relations (8) se maintiennent tout

le long de z^z^ (zi < z^).

Si, par exemple, le signe de K(cpi - cp^) changeait en un

^o'miz^de l'intervalle ZiZ^, il faudrait appliquer notre théorie

séparément aux intervalles z^z^ (inclusivement) et z^z^ (inclu-

sivement). Et il arrivera généralement que les développements

asymptotiques trouvés pour y dans l'intervalle ZiZ<.2 et dans

l'intervalle z^z-^ ne seront pas le prolongement l'un de l'autre.

Remarquons que ce point z.2 n'est pas exclu de notre étude,

puisque compris dans z^z.2 et dans z^z^. Les seuls points exclus

sont ceux signalés au numéro 147.

*

212. Dans le chapitre II qui suit, on fera la démonstration

du grand théorème pour le cas de = Ti,avec Zq=Zi {z^ < z^).

Et, par suite, aussi pour le cas de = T„ avec Zq = z^,

puisque ce dernier cas se ramène au premier par le change-

ment de 5; en — z' ; et de z^, z<2 respectivement en — z'^ et- z[.

Le grand théorème sera démontré ensuite dans toute sa

généralité au chapitre [IL

Nota uene.

213. Il résulte de l'hypothèse faite relativement à \\
1

^

au numéro 147, que — est de la forme .^(:r).
1^0

(*) Rcp = partie réelle de cp.



( 135
)

Donc, au lieu de considérer l'opérateur (FD), nous pourrons
1

considérer l'opérateur — (FD) qui a comme le premier tous
^0

ses coefficients de la forme mais dans lequel le coefficient

de D" est l'unité.

En d'autres termes, nous pourrons supposer, sans diminuer

la généralité, que

Po = 1,

et c'est ce que nous ferons dans ce qui suit.
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CHAPITRE II

Cas particulier du grand théorème

§ 1. Énoncé.

214. Nous avons à démontrer dans ce chapitre le théorème

suivant :

Si l'expression t(x, z,j) satisfait à la relation

(FD)t = OÔ.T„ (i)

où

(FD) = D''+PiD"-i + --f P„,

et où P1P2 ... P„ sont de la forme

et où T4 est un facteur principal de (FD) dont la radicale cpi

est telle que

%,>Rcp2>...>Rcp„, (2)

et si, de plus, à l'extrémité z = z^àe l'intervalle z^z^, l'on a

T = ÔÔ. Ti ; Dt = ÔiJ. Ti ; ... D^-^t = ÔÔ. T^, (3)

alors ces dernières relations s'étendront à tout l'intervalle

^1^2 (*).

(*) Soit K la valeur de Ti pour z = z^.V.n posant t= K . on sera ramené

au cas où pour z = Z;^ l'on a = 1. C'est pourquoi nous supposerons dans

ce chapitre que pour z Zi l'on a T,= 1.
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§ 2. Abrégé de la démonstration.

215. Pour faire cette démonstration, nous introduirons la

notion de système capital de fonctions.

Nous dirons que le système des n fonctions

Vo v„ ... v„

forme un système capital pour l'opérateur (FD) si ces fonctions

remplissent les trois conditions suivantes :

1° Elles sont indépendantes du numéro j;
â*' Le rapport

i\.T,...T„

est dans la zone
;

3° Les n fonctions

définies par

W(V„V„... V„)

Vi, V2, ... V,

w
^(FD)V„ (4)W

ou

W = W(V,V,...V,...V„) (5)

VV, = W(V,...V,_,V,^...V„)n (6)

ces n fonctions ViV^ .... restent bornées quand x tend vers

+ », et cela dès que le numéro j, contenu éventuellement

dans les coefficients de (FD), dépasse une certaine valeur Jq-

216. Nous construirons notre système capital en partant

du système fondamental de solutions formelles :

Y,(A Y,(/), ... Y„0-)

(*) Wr est un Wronskien d'ordre (n — 1) qui ne renferme pas la lettre Vr.
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par les formules

V, = \Ui) ;
V, = Y.a,) ; ... v„ ^ Y„o;),

où .... in sont des nombres flxes, choisis suffisamment

grands (*). (Voir n° 238.)

217. Cela posé, représentons par K la valeur de (FD)t; el

par .... les valeurs pour z = Zi de t, Dt, D^-h.
Donc T est solution de

(FD)t = K (7)

et satisfait, pour z = Zi, aux conditions

z = bo\DT = b,; ..:D^-^T = b„_,, (8)

relations où, diaprés les hypothèses (1) et (5) de l'énoncé,

l'on a

K = ÔÔ . T, (9)

bo = ÔÔ; b, = 00 ; ... b„_, --== ÔÔ. (10)

(Dans la formule (3) de l'énoncé, on donne 00 au lieu

de 00. Mais puisque l'on suppose en même temps que z = z^,

alors on à Ti = 1, d'après la note du n'' 214).

218. Cette fonction t et ses dérivées d'ordre 1,2, .... (n—

1

pourront se représenter par

i
(11)

Dt = c,dv, + ... + (:„dv„

[y-i-z = CiD^-^Vi H h C^D^-^V^
)

V
(*) Les rapports — (r= 1, 2 ... seront, ainsi que leurs inverses, de

classe (p(x).
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Il suffira, en effet, de donner aux fonctions C les valeurs qui

résultent de la résolution de ce système, dont le déterminant est

W(V„V„...V,) + 0.

219. Éliminons T entre ces relations (11) et la relation (7)

(FD)T ^ K.

Nous obtenons pour déterminer les C un système différen-

tiel linéaire

DC, = (- 1 K + (- If+^+^VV,
j

-± + ... + (:„
I

(1 -2)

(Voir n° 239.)

220. Que Ton peut écrire

w
Cr = Cr^ (- ir+^

I

^Kdz-{-(- 1)-^+^ (1 3)

les c étant les valeurs que prennent les C pour z = (*).

En vertu de (8), ces valeurs c sont déterminées par les

relations

n*(r,v, + ... + c„v„),, = h,

(14)

221. Dans ces relations Ton voit immédiatement, parce

que le déterminant de ce système d'équations en c est

W(V„ V„ ... V„) 4= 0,

(*) Les c sont indépendantes de z, donc De = D^^^= ... = 0.



( 140 )

et parce que les deuxièmes membres 6q, 6i, .. b^_^ sont, en

vertu de (10), de la classe 00, on voit immédiatement que les c

déterminés par ces relations (14) sont ÔO

= 00
;

C2 = 00 ; ... = 00. (15)

222. ïl est facile de vérifier, en reprenant les calculs en

sens inverses, que lorsque les C sont déterminés par les for-

mules (13) et (14), la fonction

T = c,v, + ... + c,v„

satisfait bien aux relations (7) et (8).

*
* *

223. Désignons par Wq l'une des fonctions \^'i,W2, ...^^

définies par la formule (6), pour laquelle on ait, pour x suffi-

samment grand (x > Xq) :

Wo - wv
(r=^l,2,...n).

Ces relations (16) ont pour conséquences :

(16)

224. 1° Que les fonctions

sont non décroissantes. (Voir n« i240.

225. 2« Que

(H)

le facteur secondaire Uq étant, ainsi que son inverse, de la

forme z. (Voir W 441.)
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Comme on a

= Ti ... Tr-Jr+i - '^n ' ^ry

M,, étant, ainsi que son inverse, de la forme ^{x) (*), il s'ensui-

vra que

u éianl, ainsi que son inverse, de la classe z.

226. Ces remarques faites, représentons par la fonction

-c^ i

^W, (19)

(s = 1,2,...n). )

Notre théorème sera démontré si nous prouvons que

r. = ôô

(.s- = 1, 2, ... n).

Car on a, pour r = 0, 1, 2 ... [n— 1), en vertu de (11 ),

D^T = C, . un^,

= C5 . . :S

OU, par la formule (18),

ir- = S,y,.T,.J;

donc si

(i-= 1,2, ... n),

(*) C'est une conséquence de la note du numéro 216.
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on aura, tout le long de z^z^

(r = 0,C..(//-l))

ce qui est bien la relation qu'il faudrait démontrer.

227. Nous allons donc tâcher de prouver que

Ts
= ÔÔ? (20)

(.s- = \, % ... n).

228. Pour transformer les relations (15) entre les G en des

relations analogues entre les y, nous ferons dans, ces rela-

tions (13) la substitution (19)

W= y,. (19^^«)

0

On obtient ainsi pour caractériser les quantités y les rela-

tions

W r= w
^ {r = Cr + (- 1)"+^

I

Mz + (- 1 (21)

I \V^^*'''^''
^'ïnVn)(f^

229. Ces relations (21) permettent de calculer les fonc-

tions y par une méthode d'approximations successives.

On détermine les n suites

[y = oî,8},5î, 8?,...

[8j = 8§,

rg l _ go gl g2 §3
L^nJ — -'ny ^n' ^n>
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pour les termes initiaux par

W,

et, pour les termes suivants, par les formules de récurrence

230. Et l'on démontre :

1° Que dans les termes initiaux

'on a séparément

231.
\Y
T^^r = 00. (24)

(Voir n« 242.)

232

(Voir n« 245.)

233. Donc

= 00. (26)

234. 2'' On démontre que la série

5Sl + 8^ + o^ + -
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est convergente, uniformément par rapport k z ei x.

(Voir n« 244.;

Elle représente donc une fonction <i^j.'

235. 5<> On démontre encore que, pour j > Jq,

avec

A . Ï(XZ)
(27)

(Voir n» 245.)

236. 4° On démontre enfin que

^r = rr (28)

(Voir n« 246.)

*

237. Gela établi, la relation (27), où l'on remplace 4>r P^i* Tr

et où l'on fait s = 1, nous donnera, pour j > Jq •

Tr - ^ +

Donc, quel que soit N, on pourra trouver un nombre jo

(donné au n° 235) tel que, pour tout j > jo, l'on ail

Cela veut dire que l'on aura
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= ou.

Donc, il reste :

ce qui est la relation (20) qu'il fallait établir.

§ 3. Développement du numéro 2i6.

238. Soit YiO), YaO), M^U) système fondamental

de solutions formelles de (FD).

Formons le produit

W(Y, ...W... YJ
Y,...Y,...Y„ J

Yi Y^ ... Y„

LW(Y....Y,... Y„)J

r(FD)Y,-|

L J
7C.

Le premier facteur est de la forme

£e(X).

11 en est de même du deuxième facteur, parce que le système

YiY(2 .... Y„ est fondamental.

Donc chacun de ces deux facteurs est dans la zone z.

Quant au troisième facteur, il est de la classe 00.

Donc pour tout le produit on a

Remarquons maintenant que ce produit n forme le quotient

de deux polynômes en

DYi D«Yi

yT' Yi Y,

DYs D% D"Yj

T'

DY„ D,Y„ D"Y„

-T"



( 146 )

et que toutes ces fonctions sont pseudo-convergentes. Par

conséquent, d'après la propriété des fonctions pseudo-conver-

gentes énoncée au numéro 66, si Ton représente par 5j^(j),

Jn(i) des numéros astreints seulement à tendre vers

l'infini avec j, en posant

Y,(j,a))=z,o-),

on aura

W(Z„...Z„...ZJ

Zi ... z^ ... z„

Zj^ ... z^ ... z^

.VY(Z,...Z^...Z„)J

(FD)Z,

(i)

TT -[- OU = 00,

ou,

W(Z,...Z,...Z.)

W(Z,...Z,...Z„)
(FD)Z^ = 00.

Par suite, on pourra trouver un nombre Jq tel que, pour

tout j ^jo, on ait :

w(z,... z,... z^

W(Z, ... z,... zj

Donc, en particulier, en posant

(Fl))Z^ = X. \{x, z).

(r = 1, 2, ... n),

on aura

W(V,...V,... V„)

W(V,...V,...V„)
(FD)V^ = )..I(^, z).

Remarquons d'ailleurs que dans la formule (II) on a,

d'après (l) :

donc en posant

on a

(III)
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Conclusion :

On obtient un système capital Vj, V2, V^par les for-

mules

(r = l,2,...n),

à condition de choisir pour /i, j^, jn des numéros fixes

suffisamment grands (comme l'indique la formule III).

§ 4. Développement du numéro 219.

239. Les fonctions C|, Cg, ... C„ sont déterminées par les

relations

Qv, + ... + c.v„ = T

QDV, + ... + C„DV„ = Dt
^

CiD"-iVi H h C„D"-iV„ = [)"-iT,

T étant une fonction qui satisfait à

(FD)t = K. (il)

Si l'on dérive chacune des équations (I) et qu'on en soustraie

la suivante, on obtient :

(DC,).V,+ ...+(DC„).V, = 0

(DC,).DV, + ... + (DCj.DV, = 0

(DC,) . D^-^V, + ... + (DC„) . D«^V„ = 0,

et

(DC,).I)''-iV, + -+(DC„).D''-iV„

(III)

(IV)
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à celle équation (ÏV) ajoutons les équations (I) multipliées

respectivement par

nous obtenons

(DCi) . D^-iV, + ..• + (UC„) . U"-iV„

+ C, . (FD)V, + - + C„ . (FD) V„ = (Fl))T.

En vertu de (il), le deuxième membre est égal à K. Donc, en

posant pour abréger

(FD)\V = fc,,

on a

(DC,) . D-^V,+ ... 4- (DCJ . D^-iV^ = K - {kfi, + - + fe„CJ (V)

Les n quantités (DCi), (DCg), (DC^) sont donc

déterminées par les n équations du premier degré (ÏÏI) et (V) :

(DC,).V, + ...-f(DC.).V„ = 0

(DC,) . D«-^V, + ... + (DC„) . D-W^ = 0

(DCi) . D-^V, + ... + (DC„) . D"-iV„ = K - (fe,C, + ... + fe„C„).

En résolvant, on obtient :

W
DC, = (- 1)"-^

^ ^ - ^i^i ^' (^ï)

où W et W,. ont les significations données par les formules (5)

et (6) du numéro 215.

Mais d'après la formule (4) du même numéro 215, on a

et notre formule (VI) devient :

W ^ Va V i

DC, = (- 1)"^ +
j
^ C, + ... ^ î

.

C. Q. F. D.



( 149
)

§ 5. Développement du numéro 2^4-,

240. Je dis que la relation

^ DW„ DW^^^^^^^ (I)

a pour conséquence que

esl non décroissante quand z croit.

Posons, en effet,

w— = r-
(II)

La relation donnée (I) s'écrira

ou

Or, on

logf=log|n+iarg(f)

Dlog/'=Dlog Ifl +iDarg(/')

RDlog/"= Dlogin.

Donc (Ul) équivaut à

(111)

(IV)

Et l'on en conclut que log \f\ et par suite
\ f\ ou, d'après (II),

W
est non décroissante. C. Q. F. D.

Wo

(*) R signifie partie réelle. Par exemple R -|- 3 — l) = 2.
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§ 6. Développement du numéro 225.

241. Représentons par a toute fonction qui est, ainsi que

son inverse, de la classe ^(x).

On a

W, = lV./IV...T„.â (I)

et, en désignant par le chiffre 0 l'un des indices 1, 2, n,

choisi conformément au numéro 223,

Wo = T,...To... T„.a. (H)

De (l) et (II) on déduit

donc

= c «a. (III)

Mais, d'après le numéro 240 précédent, la fonction

est non décroissante. Il faudra donc que dans le deuxième

membre de (III) on ait

R(cpo-cp,)^0. (IV)

Rappelons les relations (2) du numéro 214

Rcp.è Rcpsè...^ 1^^. (2)

comme la notation cpo désigne l'une des radicales cpjcp^ ...
f^,
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il faudra, pour satisfaire à la fois à IV et (2), que Ton ait

R?o = Hcp, (V)

(ce qui ne veut pas nécessairement dire que cpo = cpj).

De (V) on déduit

I

ih'fodz I _ I

Sl.Oidz

I
^

I

—
I

^

OU

!To| = |T,|. (VI)

Représentons par p toute fonction qui est, ainsi que son

inverse, dans la zone z.

On aura évidemment

et aussi, à cause de (VI),

ou

Î^«=HP. (VM)

La relation (II) peut s'écrire

Wo

OU, à cause de (VII),

Wo = (T,.T3... To... TJ. Ja,
to

VV„ = T,.T3... T„.fJ.

C. Q. F. D.

§ 7. Développement du numéro 231.

242. Il nous faut montrer que
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On a, par (18),

Mais, à cause des relations (2),

TV

T.
< TV

(18)

est non croissante. Donc

et par suite

= 2.

donc (18) donne

II

W„ -

et alors, en vertu de la relation (15), d'après laquelle

C. Q. F. D.

on aura enfin

§ 8. Développement du numéro 232.

243.

Wo pwj w

On a

mais,

Wo.T, = T,.T2...T,.i (17)
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et

donc

1 _ ^

w
D'autre part,

(II)

(9)

Par (II) et (9), la relation (I) devient

w \
(III)

|W
Mais, d'après le numéro 224, rrp- est non décroissante.

Donc on peut appliquer le théorème du numéro 54, d'après

lequel on aura

Donc (III) devient

W _
. 00 ' dz = ' 00.

Wo

W w

et enfin

wj w Kdz = 00.

C. Q. F. D.
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§ 9. Développement du numéro 234.

244. La suite

go 8^

étant déterminée pour le terme initial par

(22)

et pour les termes suivants par la formule de récurrence

W W
om = (_ __o

I

^^sy^ + ... + S^^^)^;,, (23)

il s'agit de démontrer la convergence uniforme par rapport

à 2 et à a? de la série

D'après la définition du numéro 215, on pourra trouver un

nombre fixe

M = T^, (I)

tel que l'on ait

= X . M ; = >^ . M ; ... î;„ = î . M,

la formule (25) donnera donc

Mais (n° 224)

(l'Sfl +••• + |S^|)rf^ (II)

- est non décroissante, donc sa plus grande

valeur dans z^z est atteinte en z, et l'on a

J I
Wo

- w
(isfi + - + m)d^ = ^ •

w; J + +
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et la formule (H) devient

S»+' = );.M.|' (|5î| + ... + \Zi\)dZ: (111)

Nous poserons

+•••+ =cr^^ (IV)

On aura donc, par (lll),

^ M ^\'dz. (V)

-Si

En écrivant celte formule pour r = 1 , 2, . . . n, et en ajoutant

membre à membre les n relations ainsi obtenues, il vient

G'+^=î.n.M . ^\'dz. (VI)

On a, par (IV),

donc, en vertu de (26), on voit que

Donc, quel que soit N, on pourra trouver un tel que

pour; > l'on ait

Nous représenterons par Sq la fonction représentée par ^
dans le second membre de cette relation. On aura donc

avec

(VII)
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A cause de (VI) et (VII), les quantités (positives)

cT^ crS ... ^, ...

seront respectivement plus petites que les quantités (positives)

so, ss ... s», ...

déterminées, à partir de S*^, par la formule de récurrence

S^+^ = M . S'dz, (IX)

Or, on a, par (VIII) et (IX),

1

1
dz

et en général

il

donc, puisque

on aura

Or, on a (V)
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donc, en remplaçant a« par la valeur (X),

n.\s

S+i

(XI)

donc, en posant

n.M.{z,— z,) = Q, (XII)

on voit que les termes de la série

où + 8^ + 6^ + ... + 8^ + - (XIII)

sont, en module, respectivement plus petits que les termes de

la série

Or, celte série, dont les termes sont indépendants de

converge uniformément par rapport k z ei x.

C. Q. F. D.

^10. Développement du numéro ^35.

245. Le reste Rj. de la série (XIII) du paragraphe précédent

est plus petit en module que le reste correspondant de la

série (XIV). Or, ce dernier reste est lui-même inférieur à

- . -- .

n
[£

où, d'après (VITI), on a, pour j > j'q,

co

et où (XII)

Q = n , M . — Zi) = \ {x, z).
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Donc, pour j > Jq, ou a

- \(x, z)

C.Q.F.D.

§ 11. Développement du numéro 236.

246. Il nous faut démontrer que

Nous rappellerons pour cela que les fonctions yi, ...

sont caractérisées par les relations (21) :

Y, = S» + (- 1)"+-+' —̂
J

(Y,^. + - + rnVn)dz, (21)

où,

w i w 1

Sî = ;^;jc, + (-ir-J -^Kd.( (22)

(r = l,2,...n).

Il nous faut donc montrer que les fonctions ^j. satisfont à ces

mêmes relations, c'est-à-dire que

W w
4-, = s» + (-1 _r + ... + 4,„„„)rf2? (I)

(r = l,2, ...n)

8? ayant la valeur donnée par (22).

Pour cela, posons

S? + Sî. + ... + 6r (11)

donc

Vr=y, (II)
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De la relation (23)

w w
S»+* = (- 1)"+-+' —̂ j —̂ (85.. + ... + o'„v„)dz,

on déduit

s w w / -"^ \

2;
S«-H = (_ if^^i^ ^ 2: S| + ••• + "»I «0 ''^••^"I)

0 J '^0 \ 0 0 /

Le second membre est égal à

Quant au premier membre de (111), on a

s s+i s-H

£ 8?.+' = 2; 8^ = 2; - K = - ^°r-

0 10
Donc (ni) devient

W W- 8» = (- i)»-H-+i—»

J
—̂ («,,^f + ... + „„4,y (IV)

Mais on a, en vertu des numéros 234 et 235

^^=ç^^=4^-+^-^Q (V)

donc (IV) devient

^1
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Mais,

|W
I

et comme, d'après le numéro 224, \:^\ est non décroissante,

on a

Wol

donc (VI) devient

et en faisant tendre s vers l'infini, on trouve

W W
4-, = 8» + (- —

»

I

(î;.-!;, + ... + v„^„)dz,

ce qui est la formule (I) qu'il fallait établir.
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CHAPITRE III.

Grand théorème.

§ 1. Énoncé.

247. Dans ce chapitre, nous devons établir dans toute sa

généralité le théorème suivant :

Hypothèses :

A. Si la fonction ^(x^zj) satisfait à la relation

(FD)T = 50feT^, (1)

où

FD = D" + PiD^-^H h (2)

B. Et où P^Pg .... P„ sont des fonctions de la classe

C. Où k est une fonction arbitraire dej;,j, indépendante

de z.

D. Et où enfin est l'un des n facteurs principaux (égaux

ou inégaux) T1T2... T„ de (FP).

ÉVENTUALITÉS :

E. Alors, suivant qu'au point zq de z^z^ on aura simulta-

nément :

T = ÔÔ . feT^, Dt = ÔÔkTr, ... D"-iT = ÔÔ feT^. (3)

11
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F. Ou que l'on n'aura pas toutes ces relations à la fois.

Thèses :

E', Alors, dans l'éventualité (E), les relations (3) s'étendront

à tout l'intervalle z^z^.

F'. Dans l'éventualité (F), les relations (3) ne seront vérifiées

simultanément pour aucun point de ^is^»

Remarques :

248. Rappelons tout d'abord que pour

^ =
j

on a > (4)

T, = T,= . = T,= .. = T, = 1. )

249. Nous ferons remarquer ensuite que, en posant

on ramène le théorème au cas où A = 1. Nous ferons donc la

démonstration en supposant

k = i. (5)

§ 2. Abrégé de la démonstration.

250. Pour n = 1, la proposition résulte facilement du cha-

pitre précédent. (Voir n*» 270.)

251. Pour n > 1, on fera la démonstration en supposant

la proposition établie pour les équations différentielles d'ordre

< n.
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252. Dans cette démonstration, T,. sera, non pas l'un quel-

conque des n facteurs principaux (égaux ou inégaux)

mais seulement l'un quelconque des (n—1) facteurs principaux

lu T2, ... 1

Nous pouvons faire cette supposition sans diminuer la géné-

ralité de notre démonstration. (Voir n" 271
.)

253. Nous supposerons enfin que Zq coïncide avec l'extré-

mité Zi de l'intervalle z^z<2 (zi < z^). Cela non plus n'altère

pas la généralité de la démonstration. (Voir n" 272.)

* *

254. Soit Y une solution formelle de (FD), possédant un

facteur principal T„, et construite de telle sorte que sa série

génératrice soit de la forme

[Y] = T„^6'^o^ + - + - + ...j, (6)

où \s^\ doit être une fonction de z qui reste supérieure à un

nombre positif fixe quand z parcourt l'intervalle z^z^.

(Voir n»» 273 à 279.)

De sorte que l'on aura

Y=T„.^(X),

et même

= 0, 1,2, ... 00),

et aussi
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255. Et soit y la solution de

(Fl))î/ = 0, (7)

astreinte à satisfaire, pour z == z^, aux conditions

y = Y,Dy = DY, ... D"-'y = D^-^Y. (8)

256. De (7) et (8) on déduit, par application du chapitre

précédent et des remarques faites aux numéros 212 et 210,

que, dans tout l'intervalle Ij{l<^, on a la relation indéfiniment

dérivable

2/
= Y + ÔÔ . T„. (9)

De sorte que, à cause de (6^^^) et (6'^^), on aura, dans z^,

D*2/ = T„.'^) (9^^0

(t = 0, 1, 2 ... oo)

et

1 1

y

257. En remplaçant dans (1)

(FD)t = ÔÔ.1V

T par

-^^y^UOdz, (10)

on obtient, en tenant compte de (7), une relation qui, après

division par y, sera représentée par

(GD)w; = ÔÔ.
y

\ 1

ou, puisque d'après (Q^er) _ est de la forme t^t ^'(^)»

(GD)w = m^. (11)
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où

GD = D"-^ + Q,D«-^ + ... + Q„_,. (12)

(Voir n- 280.)

258. Nous allons montrer que la fonction w et l'opérateur

(GD) satisfont aux hypothèses A, B, C, D de l'énoncé du

numéro 247, où Ton remplace

T par w

FD » GD

n » (n — 1)

Pi, P2, ... Pn-l, Pn « Ql, Q2, ... Qn-i

k » 1

... ... T„_i, T„ »

259. On voit déjà, par (li) et (12), que la fonction w et

l'opérateur (GD) satisfont à l'hypothèse (A) (mutati mutandi),

260. L'hypothèse (B) est aussi satisfaite, c'est-à-dire que

les coefficients Qi, Q02, ... Q^_, sont de la forme ^(x).

(Voir n« 281.)

261. L'hypothèse (C) est satisfaite avec A; == 1.

262. Les facteurs principaux de l'opérateur (GD) sont

Ti Tr T n—i

t ' T T

(Voir n°' 282 à 287.)

Et l'on voit que l'hypothèse (D) est aussi satisfaite (mutati

mutandi) .
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263. Donc, comme nous l'annoncions au numéro 258,

toutes les hypothèses A, B, C, D de l'énoncé sont vérifiées par

la fonction w et l'opérateur (GD). Comme cet opérateur est

d'ordre (n—1) < n, nous pourrons appliquer à la fonction w
la thèse E' ou selon que se présentera pour cette fonction w
l'éventualité E ou F.

Mais cette éventualité, qui se présentera pour lo, sera en

général la même que celle qui se présentera pour t. On peut

voir en effet que :

264. l"* Si T subit l'éventualité E, w subira aussi l'éven-

tualité E (avec [n—1] au lieu de n). (Voir n*» 288.)

Et, par suite, puisque le théorème proposé est applicable à

la fonction w, cette fonction w vérifiera la thèse E' tout le

long de ziZc^.

265. 2° Si, au contraire, t subit l'éventualité (F), alors

ou bien

T=i/.î(7r^(x)+ôôT,c),

et le théorème est vérifié. (Voir n'' 289.)

266. Ou bien

T H= . r(7r^(Xj+ ÔÔ T, (r = 1, 2, ... n),

et alors w sera, comme t, soumise à l'éventualité (F).

(Voir n° 290.)

Et, par suite, cette fonction w vérifiera la thèse (F^) tout le

long de ZjZg.

C) On ne peut avoir x = ?/ . fP+ ÔÔ . T,. avec |Tr 14=1^/1 i,
car alors on

aurait
|
IV

i > I
T^l et, par suite, x = OTT T,., relation indéfiniment dérivable

tout le long de ZiZ^ Ce qui est en contradiction avec l'éventualité iF).
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267. Dans le premier cas (cas du numéro 264), on déduit

que T vérifie la thèse (E^) en tout point de

(Voir n« 291
.)

268. Dans le deuxième cas (cas du numéro 266), on obtient

que - vérifie la thèse (F^) en tout point de z^z^.

(Voir n° 292.)

*

269. Le théorème se trouve ainsi complètement démontré.

§ 3. Développement du numéro 250.

270. Pour une équation du premier ordre, c'est-à-dire

pour n = i, auquel cas on a = T„, je dis que si l'éven-

tualité (E) de l'énoncé (n'' 247) se présente en un point Zq de

ziz^, la thèse (E') sera vérifiée tout le long de ziz^.

En effet :

i» Si zq = zi, la proposition résulte directement du théorème

établi au chapitre précédent;

2° Si Zq = «2, la proposition résulte encore de ce théorème

précédent, en tenant compte de la remarque du numéro 212

et de ce que T„ = Tj
;

S'' Si Zq est un point intérieur à Zyz^, on divisera l'inter-

valle z^z^ en deux intervalles partiels z^Zq et zqz^ pour chacun

desquels le théorème sera vrai. Il sera donc vrai pour l'inter-

valle total.

Le théorème proposé étant ainsi établi en ce qui concerne

l'éventualité (E), pour un point quelconque zq de z^z^, on en

déduit immédiatement, par l'absurde, la proposition relative à

l'éventualité (F).
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§ 4. Développement du numéro 252.

271. est l'une des fonctions T^T^ ... Elle appartient

donc soit au groupe

T2, ... T„_i,

soit au groupe

T2, T3, ... T„.

Le deuxième cas se ramène au premier par le changement

de 2 en — z' et de z^z^ respectivement en — «g et — z[.

§ 5. Développement du numéro 253.

272. Tout point de Tintervalle z^z^^ doit nécessairement

réaliser une et une seule des deux éventualités (E) ou (F).

Si Ton arrive à démontrer que celle de ces deux éventualités

qui existe en l'extrémité Zi doit exister tout le long de z^z^,

on en conclura immédiatement, par l'absurde, que celle de

ces deux éventualités qui se trouve réalisée au point quel-

conque Zq de l'intervalle z^zc^ est aussi celle qui existe en

l'extrémité Zi, et par suite tout le long de ZiZ^.

§ 6. Développement du numéro 254.

273. Il nous faut montrer que l'on peut construire une

solution formelle Y de (FD) dont la génératrice soit de la

forme

[Y] +

où |s(")J reste supérieur à un nombre positif fixe quand z

parcourt l'intervalle ZiZ^^.
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274. Soit m la multiplicité du facteur principal T„.

Conformément au numéro 174, dont nous conservons les

notations, nous pourrons trouver m facteurs secondaires

Wl, ...

ayant des génératrices

o(l) o(2)W = 4°' + Y + Y + -

(r = 1, % ... m),

telles que le Wronskien

W (40)40) ...,(«)

reste, en module, supérieur à un nombre fixe dans tout l'inter-

valle ZiZ^.

275. La fonction de z ne peut être identiquement nulle

le long d'une portion quelconque de z^z^. Car si cela était, les

dérivées D,sf\ Dhf seraient nulles aussi, et l'on aurait,

par suite, dans cette portion :

W(.sf.sf ....vS) = 0,

ce que nous savons être impossible, par construction.

Comme sp^ est continue (parce que de la classe a et par

conséquent pourvue d'une dérivée bornée), les zéros de sj^^ seront

en nombre limité dans l'intervalle z^z,^.

Représentons les par

Z^^\ ... Z^^K

276. Faisons remarquer qu'aucun de ces points ne peut

annuler à la fois

..(0) MO) ,.(0) ,.(0)
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car si cela avait lieu, on aurait, pour celte valeur de z,

ww%4% ....« = 0,

ce qui, encore une fois, est impossible.

277. Parce que les fonctions

^(0) ..(0) ç(0)

ne s'annulent simultanément en aucun des points

Z^'\ W\ ... Z(î'),

il sera facile de trouver (m — 1) constantes Cg, c-, .... c^, telles

que la fonction

w = c,sf + v,sf + ... + c„,.sS

ne s'annule en aucun de ces p points

w\ w\ ...

Celte fonction w est continue (puisque les fonctions s^}^ le

sont).

Par suite, on pourra construire un ensemble c, formé de p

intervalles dont chacun possède dans son intérieur l'un des

points Z^^^Z^2) j^ip)^ ensemble e, dans lequel \w\ restera supé-

rieur à un nombre positif fixe h.

278. Dans l'ensemble c^, formé en enlevant de l'inter-

valle ^i22 l'ensemble c, et en adjoignant aux intervalles res-

tants leurs points frontières, dans cet ensemble la fonction

\sf\ ne s'annule pas, et, comme elle est continue, elle restera

supérieure à un nombre positif fixe h^.

Dans ce même ensemble Cj, comme dans tout l'intervalle

la fonction |io| est bornée, donc inférieure à un nombre

positif fixe Qi,
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Donc, en désignant par Ci un nombre fixe tel que

h
la fonction

= c,sf + m; = c,sf + c,sf + - + c^^C

sera, en module, supérieure à h dans tout l'intervalle z^z<^.

279. Donc, en prenant comme facteur secondaire

la solution formelle

Y = T„.u

aura une génératrice de la forme

[V] = T, (.s» + - + -- + ...)

dans laquelle le premier coefficient s^*^^ reste, en module, supé-

rieur au nombre positif fixe h dans tout l'intervalle «jz^.

§ 7. Dét eloppement du numéro 267,

280. En remplaçant t par

'z = v.y (I)

dans (FD)t, on obtient :

Dv D V
(FD)T = V . (PD)y + — (P'D)y + (P"\))y + ...
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mais

{FD)y = 0, (7)

et de plus

donc,

- (FD T =— . ^ ^ + — ^ + ... + D-v. (II)

y 1 1/ 1.2 2/

D'après (I), on a

Dî; =- D -,

y

et d'après (10) (du n« 257) :

D - = w;,

y

donc

Dv = w. (III)

Si l'on fait cette substitution (Jll) dans (H), on a

^ .r.r.x ^ (F'D)î/ Dm; (F"D)!/
- (FD)t = - ^ ^ H

^ ^ H h D«-X
ï/ i y 1.- î/

ou

J
(FD)T = wQ,^ + Dt(; . Q„_, + ...

j ^^^^

+ D^'-^-'w .Qr-i h D"-iM»
)

avec

Qr=, ^ (V)\n—rv
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§ 8. Développement du numéro 260.

281. Je dis que les coefficients Q1Q2 ... Q«-fi de (GD) sont

de la classe ^(x).

En effet, d'après la formule (V) du § 7 qui précède, cela

revient à montrer que

.
=^(X);

or,

y

'

et, d'après (9*^'"),

y

Donc, il suffît de démontrer que

(F(^)D)z/ = £e(X)?

Mais cela résulte immédiatement de la formule (9^^^), d'après

laquelle

y Dî/ D^y
—-y -—y etc.
T„ T„ T„n ' n

sont de la classe

La proposition est donc établie.
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§ 9. Développement du numéro 262,

282. Il nous faut montrer que les facteurs principaux de

(GD) sont

t; "t;
"*

T,
•

Soit

Yi, Yg, ... Y

un système fondamental de solutions formelles de (FD) aux

facteurs principaux

Ti, T2, ... T„_i, 1„.

Les facteurs principaux de

Q, = D^i, Q,= D^i, ...Q„_=D^ (I)

seront

T ' T ' T

La propriété proposée sera donc démontrée si nous prou-

vons que les génératrices de

sont les génératrices d'un système fondamental de solutions

formelles de (GD).

283. Or, il est d'abord facile de voir que ces génératrices

de Qi, ii^f "•' ^n-\-i sont linéairement et uniformément indé-

pendantes.

En effet,

W(Q„ Q,, ... = W ... D
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et par la formule (1) du numéro 181, on a

W ^.W(YYJ,...Y„^).

Puisque YY1Y2.... Y„_i est un système fondamental pour

(FD), le premier coefficient de la génératrice de

W(YYJ2... Y„_)

est

4= 0. (II)

D'autre part, en vertu de la formule (6) du numéro 254, le

1
premier coefficient de la génératrice de est

i + 0- ('")

Donc, le premier coefficient de la génératrice de

sera

284. Il ne reste plus qu'à montrer que Q, a même généra-

trice qu'une solution formelle de (GD).

Mais, d'après (I),

^ n

donc il suffira de prouver que

(GD)Q, = Oo|r? (V)
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285. Pareillement au § 7 avant- précédent, si l'on remplace,

dans (FD) Y^, par

Y. = V . y, (VI)

on obtient

m (F"D)Y
H ^ — + + D^V.^ i.2 Y ^ ^

D'après (VI), on a

Y

(VII)

DV= D

et d'après (I),

donc

DV = Q^. (VIII)

Si l'on fait cette substitution (VIII) dans (VII), on a

^ . (FD)Y,= V . + Û . + (DQ) . H- - + D-iQ, (IX)

avec

(FD)Y _
a. = ^^ - 00 (X)

et

_ i (F(^^-^>D)Y

-
|n —

^

Y
]
(XI)

5 = 1,2, ...(n — 1).

286. Montrons qu'entre ce coefficient % et le coefficient

de (GD) donné par la formule (V) du § 7 avant-précédent

existe la relation

a. = 0, + OU? (XII)
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En comparant cette formule (V) du § 7 avec la formule (XI)

(lu présent § 9, on voit que la relation (XIJ) est équivalente à

Y y

.S' =1,2, ...(/i-1).

Donc nous devons démontrer que

T. * Y T„ 'y'^ '

Or, de la relation (9), indéfiniment dérivable :

Y w —
T = Y + '''

on déduit

(F(5)D)Y (F''^'D)î/ _
1 ^ = ^ ^ _j_ 00.

11 ne reste donc plus qu'à montrer que

T T

Or, on a

et par (9)

par (6*^^l

par (9''')

Y y

T T 11
Y--^ = (,V-Y).-.^.T„, (XIII)

,V-Y = O0.T„,

1 1

12



( 178 )

En faisant ces trois dernières substitutions dans le second

membre de (XIII), on obtient enfin

1 T _
Y y

La relation (XII) se trouve donc établie :

a. = + ÔÔ. (XII)

287. En vertu de (X) et (XII), la relation (IX) devient

^ (FD)Y, = V . ÔÔ + fQ,_, + Q„_,D + ... + D-^l )

^^^^^

+ [ÔÔ 0^ + ÔÔ Dii^ H h ÔD D«-2Q^ .
)

Mais puisque Y^. est solution formelle de (ED) au facteur

principal T,., on a

(FD)Y^ = ÛÔ.T^.

D'autre part, par (ô*^""),

1 1

Y T.-^W.

Donc le premier membre de (XIV) est

Y V / ^
j

D'après (VI), on a

Y T -

^(FD)Y,= 00;^^ (XV)

donc

v.ïïô = ôô.
T

V.OO = ÔÔ. (XVI)
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D'après la formule (12), on a

1Q„_, + Q„_,D + ... + D-M^^r = (GD)li,. (XVII)

Enfin, on a, d'après (I),

donc

et par suite

[ÔÔ . + ÔÔ . J)Qr -\ h ÔÔ D'-^Qr] =h ÔÔ (XVII l)
* n

A cause de (XV), (XVJ), (XVII), (XVIII), la relation (XIV)

devient

(GD)Q, = Ôô|-^
^ n

ce qui est la relation (V) qu'il fallait établir.

§ 10. Développement du numéro 264.

288. Je dis que si t subit l'éventualité (E), w subira aussi

l'éventualité (E) (avec (n — 1) au lieu de n).

DÉMONSTRATION.

D'après (10), on a

Et puisque t subit l'éventualité (E), on a en 5; = :

T = ÔÔ, Dt = ÔÔ, ... D«-^T = ÔÔ. (II)
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D'après (9^^^) et (O^er),

y ^'y (III)

sont pour z = de la forme

Donc on voit que les produits des premiers membres de (II)

par les quantités (ÏII) sont de la classe

\yy \yy

Et en vertu de I, il viendra pour z=^ :

w = W), Dw = M, ... D"-2j<,' = ÔÔ.

Ce qui montre que w subit l'éventualité (E).

§ H. Développement relatif au numéro 265,

289. Si

le théorème proposé est vérifié avec l'éventualité (F) et la

thèse (FO.

Car alors on a

00.

Donc on a en s = Sj :

(FD)t = 00 . 'IV

avec

T = T
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et la relation

2/ = 0Ô.T„

ne peut être vérifiée pour aucun point de parce que le

premier coefficient de la génératrice de y ou de Y est, d'après

(6) et (9), égal à

5(0)

qui est différent de zéro en chaque point de Si2.2-

ti; 12. Développement du numéro 266.

290. Je dis que si pour z = Zy on n'a pas simultanément

- = 00, Dt = ÔÔ, ... D^-^T = ÔÔ, (I)

et que si de plus

T=Hy.ï(^'^i(X) + ÔÔ.lV, (M)

je dis qu'alors on ne pourra avoir simultanément, pour 2 = 2,,

w = ÔÔ, [)w = ÔÔ, ... D^-^m; = ÔÔ. (III)

Car si les relations (Ul) étaient réalisées simultanément au

point 2 = 7|, la fonction w subirait donc l'éventualité (E), et

puisque le théorème proposé est applicable à w, cette fonction

vérifierait la thèse (E'), c'est-à-dire que la relation (111) aurait

lieu tout le long de «iZcj.

Mais alors la relation (10) :

T = y j wdz,

qui peut s'écrire

avec

\y/ z=zi
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cette relation ([V) se réduirait à

^ = 2/(^1 + /:; 00. (V)

et comme est non décroissante, et que par conséquent onII
Tu

peut appliquer le théorème du numéro 54, la relation (V)

donnerait

_ T
T = ^(^, + 00.^)=î/.I(;s) ^(X) + OO.Ï,,

ce qui est impossible en vertu de l'hypothèse (II).

§ 15. Développement du numéro 267.

291. Si au point z = z, on a

7 = 00, Dt = ÔÔ, ... D^-^T = ÔÔ, (1)

nous savons, par le numéro 264, que w vérifiera tout le long

de Z|Z2 relations

w = ÔÔ Dît) = ÔÔ'. ... b^-'w = ÔÔ.~ (II)

Je dis qu'en outre, tout le long de Z|2.2 on aura

T = ÔO T^, Dt = ÔD . T^, ... D"-^T ="ÔÔ IV? (III)

DÉMOiNSTRATION.

On a, d'après (10),
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En substituant dans la première relation (11), on a

T.

ou

y wjz.

00

= 1 00 . ~ dz

mais est non décroissante ; donc on peut appliquer le

théorème du numéro 54, et Ton a

= 00-^.
y WJz,

Mais par l'hypothèse (1) on a

et par {^^^')

donc

)
=S(X),

-) =00,

et a fortiori, puisque

a fortiori, on a

Donc (IV) devient

> •IV

l„

= o-oi.^
yJz, K

En posant

00

= V,

(IV)

(V)

(VI)
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cette relation (V) s'écrit

v = Ô^Y' (VII)
* n

Mais de (VI) et (iO) on déduit

w = [)v,

donc les relations (II) deviennent

_ T T T
Dv = 00 r~' M' = 00 • ... 0"-^?' = 00 • ~.

en y adjoignant (Vil), on a

v = ôÔ'~> [)v = ÔÔ'~, ...D«-H' = 0ôi^. (VIN)

D'autre part, d'après (9'^'^), on a

y = \\ . £ë(X),

et même

(.v = 0,l,2...).

On déduit de là que, pour m = 0, i, 2, ... (n— 1), on a :

(D'"v) .// = ÔÔ.T^

(D'^-'v) .Dy = 'ÔÔ.Tr

V . W^y =ÔÔ.1V,

donc

ou

D'" U' . î/ 1 = 00 . i;
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ou, puisque d'après (VI),

i' = -

y

m = 0,1,2, ... (n~l).

C. Q. F. D.

44. Développement du numéro 268.

292. Si w vérifie la condition (F') en un point z, je dis

que T ne peut vérifier que la condition (F^) en ce point.

Car si t satisfaisait à la condition (E'), on aurait en ce point

- ^ ÔÔ.IV, L)T = ÔÔ I r, - D"-^T = ÔÔ . T,.. (I)

Et à cause de la relation (40)

îv = D
.y

où, d'après (9^^*^) et (Qt^r), on a

1 1

on déduirait de (I)

w = 00^^ Dm; = 00-^. ... D^-^w; = 00 • -î-*'.
(II)

Donc w satisferait, en ce point z, à la condition (E'), ce

qui est absurde puisque w est supposée vérifier en ce point la

condition (F').
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CHAPITRE [V.

Équation avec second membre.

î:; I . Énoncé du problème.

293. Proposons-nous de trouver le développement asymp-

totique de la solution y de

(FD)2/ = K,

où

FD = D" + Pfi''-' H h P„

avec

\\ =

et où K est une somme de termes

K=K,+ K, + ... + K^,

dont chacun est de la forme

^r(^) étant un polynôme en à coefficients de la classe a.

Nous nous proposons de trouver le développement asympto-

tique de la solution y qui pour z = zq satisfait aux conditions

y = Dy ^- ... D"-i</

où b^^\ b^^\ .... 6(^-1) sont des fonctions données, indépendantes

de z.
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Solution.

294. Soit î/o
la fonction satisfaisant à l'équation sans

second membre

(FD)2/o = 0,

et à la condition que pour z = zq Ton ait

yo = h''>, D.i/o = b">, ... = b^'^-'K

Et, pour r = 1,:2, .... m, déterminons la fonction y^. par

l'équation

(FD)j/, =

jointe à la condition que pour z = Zq l'on ait

295. Alors la fonction

// = //o + ,Vi H-2/2 + ••• +

satisfera à l'équation

(b^D)î/ = 0 + K, + K, + ... + K„=K

et à la condition que pour z = Zq l'on ait

y = b^''\ Dy = ... D"-!?/ =

Ce sera donc bien la fonction qu'il s'agit de développer

asymptotiquement.

296. Et l'on voit que tout revient à développer séparé-

ment chacune des fonctions

yo, yi, Vi, "-ym'



( 188 )

Le développement de la fonction jjq a fait l'objet des recher-

ches des chapitres précédents. Cherchons donc le développe-

ment d'une fonction y,..

* *

297. Nous sommes ainsi amenés au problème suivant :

Chercher le développement asymptotique de la solution y de

(FD)y = K,

où

FD= l)« + PiD"-iH h P.,

avec

et où

(<ï> (x) étant un polynôme en x k coefficients de la classe a).

Solution qui, pour z = Zq, doit satisfaire à

Di/ = ... = t)"-\// = 0.

298. Remarquons que, à cause de ces dernières relations

et à cause de l'équation

D".i/ + Pfi"''y + ... -h PnU = K,

on aura, pour z = Zq,

D"// = (!<).„.

Celte remarque faite, posons

On voit facilement que
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La fonction y devant satisfaire à

(FD)y = K

devra aussi satisfaire à

(D — fe) (FD)î/ = (D — fc)K,

mais le deuxième membre est nul, parce que

K

Donc la fonction y doit satisfaire à l'équation d'ordre

(n + i) sans second membre

(D-fe)(FD)î/ = 0

et à la condition que pour z = zq l'on ait

y [)y = .,. = D^-iy = 0,

et

Comme les coefficients de l'opérateur polynôme en D

(D-fc)(FD)

sont de la forme

on voit que nous sommes de nouveau ramenés au problème

résolu dans les chapitres précédents.
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CHAPITRE V.

Variation de l'akgument de x.

299. Nous avons supposé jusqu'à présent que x tend vers

l'infini par valeurs réelles positives.

Dans le cas où l'on voudrait faire tendre x vers l'infini avec

un argument fixe, différent de zéro, on poserait

et l'on aurait à faire tendre x' vers l'infini par valeurs positives,

ce qui nous ramènerait au cas que nous avons étudié.

300. Qu'arrivera-t-il de nos développements quand on

remplacera l'argument de x par un autre?

Supposons que pour une valeur Wq de l'argument de x, les

radicales

soient numérotées de telle sorte que

Rcp,èR?2è...èRT.. (1)

Soit y^. une solution développable asymptotiquement avec la

radicale cp^.. Quand w s'éloignera de Wq, tant que les coefficients

PjP^ .... P„ de (FD) conserveront les mêmes développements

asymptotiques, et tant qu€ l'on continuera à avoir les relations

Rcpi è è ••• è l^Tr è %5 (H)

(6- = r-|-i,7--[-2, ... n),

la fonction conservera le même développement asympto-
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tique (sauf que w aura passé, par un chemin continu, de sa

valeur initiale Wq à sa valeur finale).

Mais si l'on atteint une valeur Wi de lo, au delà de laquelle

les relations (11) n'ont plus lieu, alors il arrivera généralement

que, dès que w dépassera Wi (si peu que ce soit), la fonction

//,. ne sera plus représentée par le même développement

asymptotique qu'en deçà de Wi. Il y aura, en passant par lo^,

un changement brusque dans la forme de ce développement.
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Note relative à remploi du calcul asymptotique

dans rétude de la convergence.

Conformément à ce que nous avons annoncé dans l'intro-

duction, nous allons montrer qu'on ne change pas l'état de

convergence ou de divergence d'une série

dans laquelle chaque terme Y{x) est développable asyn"*^

quement sous la forme

où A|A.2 ... A,._i sont des constantes,

où B est une fonction qui reste bornée quand x tend vers

-f 00 et où les exposants a^a^ .... a,._ia;, sont positifs et vont

en croissant de façon à atteindre une valeur a^. plus grande que

l'unité

nous allons montrer qu'on n'altère pas la convergence ou la

divergence de la série (1) quand on remplace chacun de ses

termes Y{x) par le premier terme T(;r) de son développement (2)

.

En un mot, nous allons montrer que (i) est équiconvergente

à

(2)

(3)

(4)

*
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Kappelons d'abord que, d'après un théorème d'Abel, la

convergence de la série

Im (8)

ne sera pas altérée si l'on multiplie ses termes respectivement

par les termes de la suite

v{\), - (6)

à condition que cette suite soit à variation bornée, c'esl- à-dire

que la série
X=oo

I l^fWI (7)

onvergente (*) (**).

âiarquons qu'en vertu de cette condition (7) la série

ÛC=l

sera (absolument) convergente. Donc la fonction

v{x) = v{\) 4-
I
^v(i) + + ^î^(3) -\ [- ^v(x-^\)\

tendra vers une limite finie et unique pour x = -\- oc.

Je dis que si cette limite n'est pas nulle, donc si

î;(+a)) + 0, (8)

je dis qu'alors les deux séries

U u{x) (5)
X—L

''^u(x).v{x) (9)

seront équiconvergentes.

(*) Jordan. Cours d'analyse, 2^ édition, t. I, p. 286, n» 300.

(**) ^V{X} = v{x -f- 1) — v{x).

13
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Nous savons déjà, par le théorème d'Abel, que la convergence

de la série (5) entraîne la convergence de la série (9). 11 reste à

montrer que, réciproquement, la convergence de (9) entraîne

la convergence de (5).

Pour cela posons

la série (9) s'écrit

CC=l

et la série (5) devient

V ÎV{X) .
—

^1 v(x)

La propriété à démontrer, c'est-à-dire la convergence de

(d^^s), résultera de la convergence de (9^^'^) encore par le même
théorème d'Abel, si nous parvenons à prouver que la suite

1 l 1 1

v{ï)' v(^) vÇ6)' "' v(x)"'

est à variation bornée, c'est-à-dire que la série

1

v(x)

est convergente.

Or, on a

1 1 1 v{x) — v{x + \)

v(x) v{x i) v(x) v{x) . v(x + 1)

^v(x)

v{x) .v(x-\- 1)

(10)

1

Et puisqu'en vertu de (8) la fonction et par suite aussi

1 1 ^'"^z

; -, tend vers une limite linie et reste donc en
v(x) v(x-{-\)
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module inférieure à une nombre fixe (A) :

î ^ M
v{x) .v(x -{- i)

il en résulte que la convergence de

< A. "If |AK^)|

sera une conséquence de la convergence de (7).

C. Q. K. D.

v(x)

^v{x)

v(x) .v{x i)

Cela posé, revenons aux séries (1) et (4). Les termes de la

série (i) se déduisent des termes de la série (4) par la for-

mule (2), c'est à-dire en multipliant chaque terme T(^) par

Aj a 9 Aa» A tJ

v(x) = 1 + — -f- H h H , (12)

ces fonctions v{x) ont pour a; = + oo la limite

oo) = i =H0.

Il nous suffira donc, d'après ce qui précède, pour établir

l'équiconvergence des séries (1) et (4), de montrer que la

suite

v(^\ ...v(x)...

est à variation bornée, c'est-à-dire que la série

ï (13)

est convergente.
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Or, on a, d'après (12),

a;'»-

donc

+ - + |A,_|.I

(14)

II nous suffira donc, pour montrer la convergence de (15),

d'établir la convergence des séries

ai'

où

et

ou

(15)

a > 0,

B

(16)

> 1.

La convergence de (lo) résulte de ce que, la fonction

étant décroissante, on a

= — A—

,

donc
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La convergence de (16) résulte de ce que, en désignant par

C un nombre fixe supérieur au module de ff, on a

< 2C

donc

<2C V —

.

la dernière série S— est convergente parce que y.^ > i, donc,

a fortiori, (16) est convergente.

C. Q. F. D.
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