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Einfiihrung in die mathematische Logik
Vorlesung 27

Maximal widerspruchsfreie modallogische Ausdrucksmengen

Wir wollen die Vollstdndigkeit der modallogischen Modelle zeigen, d.h. die
Beziehung, dass wenn aus einer modallogischen Ausdrucksmenge I' die Giil-
tigkeit von « folgt, dass dann « bereits aus I' modallogisch ableitbar ist. Die
Ausdrucksmenge umfasst dabei stets das System K und unter modallogisch
ableitbar meint man ableitbar mit Hilfe von Modus Ponens und der Nezes-
sisierungsregel. Dies muss hier betont werden, da es auf der Modellseite in
natiirlicher Weise Ausdrucksmengen gibt, die unter der Nezessisierungsregel
abgeschlossen sind, und solche, die es nicht sind.

In einer K-Modallogik I' gelten das modallogische Distributionsaxiom, die
aussagenlogischen Tautologien und weitere, fiir I" spezifische Ausdriicke. Fer-
ner ist I abgeschlossenen unter dem Modus Ponens und der Nezessisierungs-
regel. In einem modallogischen Modell (M, R, ), das I" erfiillt, gilt I" in jedem
Weltpunkt w € M, also
(M, R, pu,w) ET.

Die Giiltigkeitsmenge in einem Weltpunkt ist unter aussagenlogischen Opera-
tionen und insbesondere unter dem Modus Ponens abgeschlossen. Dagegen ist
die Giiltigkeitsmenge in einem Weltpunkt nicht unter der Nezessisierungsre-
gel abgeschlossen. Im allgemeinen muss es zu einem modallogischen System
iiberhaupt keine vollstindige widerspruchsfreie Erweiterung geben, die der
Nezessisierungsregel geniigt, siehe Aufgabe 27.6.

Von daher verstehen wir unter einer widerspruchsfreien Teilmenge innerhalb
einer modallogischen Sprache L eine Teilmenge W C L, die die K-Modallogik
umfasst und die unter Modus Ponens abgeschlossen ist und keinen (aussagen-
logischen) Widerspruch enthélt. Maximal widerspruchsfrei bedeutet wieder,
dass aus jeder echten Erweiterung ein Widerspruch aussagenlogisch ableit-
bar ist. Zu jeder Welt w € M in einem beliebigen modallogischen Modell
(M, R, i) von K ist die Giiltigkeitsmenge (M, R, yi, w)" eine solche Teilmen-

ge.
LEMMA 27.1. Es sei I eine modallogische Ausdrucksmenge, die aussagen-

logisch widerspruchsfrei sei. Dann gibt es eine mazimal widerspruchsfreie
Ausdrucksmenge I' C T'.

Beweis. Dies ist eine rein aussagenlogische Aussage, die im Prinzip aus Lem-
ma 5.17 folgt. Allerdings ist hier durch die Anwesenheit von O die Sprache
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etwas anders. Fiir diesen Zweck kann man modalisierte Aussagen einfach als
neue Aussagenvariablen auffassen. Man kann auch direkt das Lemma von
Zorn in der jetzigen Situation anwenden. Oder man kann im abzidhlbaren
Fall wie folgt schlieen: Mit [ ist auch die modallogische Sprache iiberhaupt
abzéhlbar. Wir betrachten eine Abzéhlung «,, n € N, , der modallogischen
Ausdriicken und definieren

Pn-l—l = Fn ) {an+1}7
falls dies widerspruchsfrei ist, und ansonsten durch
Fn+1 = Fn U {_‘an+1}.

Die Vereinigung I ist dann maximal widerspruchsfrei. U

Das universelle modallogische Modell

In einer jeden Welt in einem modallogischen Modell (M, R, v) ist die Giiltig-
keitsmenge maximal widerspruchsfrei. Fiir zwei Welten w,v € M gilt dabei

Wenn wRv, dann (v F a = wF Qa) .

Die rechte Seite kann man also als eine notwendige Bedingung dafiir anse-
hen, dass v von w aus erreichbar ist. Im universellen modallogischen Modell
definiert man die Erreichbarkeitsrelation durch diese notwendige Bedingung.

KONSTRUKTION 27.2. Es sei p;, @ € I, eine Menge von Aussagenvariablen
und L die zugehorige modallogische Sprache. Es sei U die Menge aller K
umfassenden, (aussagenlogisch) maximal widerspruchsfreien Teilmengen

W C L.

Auf U definieren wir eine Erreichbarkeitsrelation R durch

W RV genau dann, wenn fiir jedes o € L
mit « € V die Beziehung Qo € W gilt.

Wir nennen U versehen mit dieser Relation und der durch W F p, wenn
p € W, festgelegten Belegung v das universelle modallogische Modell.

Wir identifizieren also Welten mit der Menge der in ihnen giiltigen modal-
logischen Aussagen. Wenn R eine Erreichbarkeitsrelation sein soll, so muss
diese Beziehung gelten. Die rechte Seite ist dabei eine Implikation, keine
Aquivalenz; es wird nicht gefordert, dass aus Qaov € W auch a € V folgt.

KONSTRUKTION 27.3. Es sei p;, i € I, eine Menge von Aussagenvaria-
blen und L die zugehorige modallogische Sprache. Es sei I' C L eine K-
modallogische Ausdrucksmenge. Es sei Ur die Menge aller I' umfassenden,
(aussagenlogisch) maximal widerspruchsfreien Teilmengen

W C L.



Auf Ur definieren wir eine Erreichbarkeitsrelation R durch

W RV genau dann, wenn fiir jedes a € L
mit o € V die Beziehung Qo € W gilt.
Wir nennen Ur versehen mit dieser Relation und der durch W F p, wenn

p € W, festgelegten Belegung v das I'-universelle modallogische Modell.

Die Relation und die Belegung im ['-universellen modallogischen Modell stim-
men mit dem universellen Modell iiberein, es hndelt sich also um einen Teil-
graphen. Es ist unser Ziel zu zeigen, dass im I'-universellen modallogischen
Modell (U, R, i, W) genau die Ausdriicke aus W gelten.

LEMMA 27.4. Es sei I' ein K-modallogisches System und « ein modallogi-
scher Ausdruck. Dann folgt aus

'«

die Beziehung
Ol F O,

wobei

Or = {O0p|pel}.
Beweis. Die Ableitbarkeit bedeutet, dass es Ausdriicke fy, ..., 3, € I' mit
FBA...AB,— «
gibt. Nach Lemma 24.5 (1) ist
FOBLA ... A By — Oa.
Aus Lemma 24.5 (4) folgt durch Induktion sofort
FOBA ... AOBy = OB A ... ABy)
und somit mit dem Kettenschluss
FOB[A...AOB, = Do

Dies bedeutet
Opy, ..., 08, F D«.

t

LEMMA 27.5. Es sei p;, i € I, eine Menge von Aussagenvariablen und L
die zugehorige modallogische Sprache. FEs sei I' C L ein K-modallogisches
System, es sei W C L eine mazimal widerspruchsfreie I'-Teilmenge und es
sei « € L ein modallogischer Ausdruck mit Qo € W. Dann gibt es eine
maximal widerspruchsfreie I'-Teilmenge V- C L mit a € V' und mit W RV
im Sinne des I'-universellen modallogischen Modells.
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Beweis. Wir betrachten die Menge
Vi={p|08 e W}U{a},

die I' umfasst, da I" unter der Nezessisierungsregel abgeschlossen ist. Wir
behaupten, dass diese Menge widerspruchsfrei ist. Andernfalls wiirde es end-
liche viele By,..., 3, mit J5; € W geben mit

FBOLA...ABy = (aa— (pA—p)).
Dies schreiben wir als
FBLA ALy = (m(pA—p) = —a).

Nach Lemma 27.4 ist dann auch

FOB A ... AOB, = O(=(p A —p) = —a).
Wegen dem K-Axiom ist

FO(=(p A —p) = —a) = (O=(p A —p) = O-a)

und somit

FOBLA...ADOB, = (O(pV —p) = O-a).
Da der Vordersatz zu W gehort, und W abgeschlossen unter Implikationen
ist, ist auch

O(pV-p) > O-aecW.
Da p V —p eine Tautologie ist und wegen der Nezessisierungsregel (die ja fiir
Tautologien gilt) ergibt sich
- e W,

was ein Widerspruch zu Qo € W angesichts der Widerspruchsfreiheit von W
ist.

Somit ist V’ widerspruchsfrei. Sei V! C V' eine maximal widerspruchsfreie
Teilmenge von L, die es nach Lemma 27.1 gibt. Sei § € V. Dann ist 03 € W.
Andernfalls wire ndmlich wegen der Maximalitdt (von W) O-5 € W, doch
dann wire -5 € V' C V. Es gilt also WRV.. O

LEMMA 27.6. Es sei I' ein K-modallogisches System. Dann gilt im I'-univer-
sellen modallogischen Modell fiir jede Welt und jeden modallogischen Aus-
druck o die Beziehung

W E « genau dann, wenn o € W'

Beweis. Wir fiithren Induktion iiber den Aufbau der modallogischen Spra-
che, und zwar gleichzeitig fiir alle Welten. Fiir Aussagenvariablen gilt die
Behauptung unmittelbar aufgrund der festgelegten Belegung. Die Aquiva-
lenz ist auch unter aussagenlogischen Konstruktionen abgeschlossen, da die
W unter K-Ableitungen abgeschlossen sind. Es bleibt noch zu zeigen, dass
sich die Aquivalenz bei modallogischen Operationen erhélt, wobei wir mit
dem Méglichkeitsoperator ¢ arbeiten. Sei also {a gegeben, wobei die Aqui-
valenz fiir o und fiir alle Welten gelte. Wenn W E Qa gilt, so gibt es eine
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Welt V € Ur mit WRV und V F «a. Aufgrund der Induktionsvoraussetzung
gilt o € V. Wegen der Definition der Erreichbarkeitsrelation bedeutet dies
insbesondere Qo € W. Sei umgekehrt Qo € W. Dann folgt aus Lemma 27.5
die Existenz einer von W aus erreichbaren I'-Welt V' mit a € V', also nach
Induktionsvoraussetzung V' F « und somit W E (a. |

Die Vollstindigkeit der Modallogik

SATZ 27.7. Es sei I' ein K-modallogisches System und sei a ein modallogi-
scher Ausdruck. Dann ist

I'Fa

genau dann, wenn
I'Fa.

Beweis. Die Hinrichtung ergibt sich aus Lemma 26.9. Fiir die Riickrichtung
nehmen wir
'/«
an. Dann ist
" = TU{~a}

(aussagenlogisch) nicht widerspriichlich und wir miissen zeigen, dass I'' durch

ein ['-modallogisches Modell erfiillbar ist. Wir betrachten dazu das ['-univer-

selle modallogische Modell (Ur, R,v), in dem I' (in jedem Weltpunkt) gilt.

Nach Lemma 27.1 gibt es eine maximal widerspruchsfreien I"-Ausdrucks-

menge I, die wir als Welt W = T in U betrachten kénnen. Nach Lemma

27.6 gilt W E T, was insbesondere die Giiltigkeit von I' U {=a} in W zeigt.
O

BEMERKUNG 27.8. Es sei betont, dass der Vollstandigkeitssatz sich auf die
Folgerung bezieht, die unter Bezug auf Modelle formuliert wird, nicht auf
Rahmen. Typischerweise ist eine modallogische Ausdrucksmenge in gewissen
Rahmen bei jeder Belegung giiltig, aber auch noch in weiteren Rahmen bei
gewissen Belegungen. Ein semantischer Beweis fiir die Ableitbarkeit kann
also im Allgemeinen nicht allein mit Eigenschaften von gerichteten Graphen
arbeiten, sondern muss auch Variablenbelegungen mitberiicksichtigen.
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