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Uber eine Partition der nat. Zahlen und ihre Anwendung beim U-Test

Andreas Loffler

Der U-Test von Mann und Whitney (ein parameterfreies Priifverfahren zum Ver-
gleich zweier unabhingiger Stichproben mit den Umfingen m und na (ne = 1)) ist
wegen seiner einfachen Handhabung ein hidufig verwendeter Test. Fiir kleine Stich-
probenumfinge (n2 < 20) mubiten aber bisher die kritischen Werte der Priifgréfie spe-
ziellen Tabellen entnommen werden [1]. Vor allem bei Rechenprogrammen fiir Kleinst-
rechner mit geringer Speicherkapazitit war dies recht aufwendig. Das Problem bestand
nun darin, ein rationelleres Verfahren fiir die Berechnung dieser kritischen Werte zu
finden, d. h. die Anzahl der Méglichkeiten der Anordnung der einzelnen Elemente aus
den Stichproben, zu denen jeweils der gleiche Wert der Priifgréie gehort, zu berechnen.
Man gelangt hierbei zu folgender zahlentheoretischer Aufgabenstellung: Auf wie viele
verschiedene Weisen lafit sich eine nat. Zahl @ als Summe von = nat. Zahlen, welche
héchstens gleich ns sind, darstellen (Partition mit Einschrinkungen)?

Jede Zerlegung von a der Form

g=a1+ a:+ ... +a,; 0=

A
A

e S =g, @EN (1)

n

wird Zerfillung von a genannt. Die Anzahl der Zerfillungen (1) von ¢ wird mit pu1,»2 (@)
bezeichnet. Dann gilt nach [2]

pnx.ﬁg(a) i png,ﬁl(a) = (2)

Zur Berechnung von p,,,., (@) kann man sich also auf n: = m: beschrianken. Durch eine
Modifizierung des Beweisweges von [2] erhélt man leicht

Pry,na(B) = Dy 5, (an2 — @) .

Eine einfache Rekursionsformel fiir die Berechnung der Partition gibt [3] an:

pnl,ng(a) = Ppy-1,n2 (a —ﬂz) +pﬂ1'ﬂ2—l(a) A (3)

Mit Hilfe von (2) und (3) soll jetzt eine erzeugende Funktion F,, ., () (|z| < 1) fiir die
Partition p,,,., (@) gefunden werden. Das ist diejenige reellwertige Funktion, die eine
Reihendarstellung besitzt, bei der die p,,,., (@) gerade die Koeffizienten der z# darstellen.
Da p,, n, (@) = 0, wenn a > mne ist, ist also

ninz

‘Fnl,ng(z) i Z pﬂl,‘ﬂg(a) 2%, (4)
a=0

Wegen der Darstellung der Zerfiallungen nach (1) gilt weiter

na g

o ® V.5 AT (1)

a1=0az=a1 Gy =0y
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Es gilt folgender
Satz 1:

s . na+v
Flu,ng(z)z H(‘mz—)‘ (5)

r=1 A= o
Beweis: Der Beweis wird gefiihrt mit vollstindiger Induktion nach 7 und ns. Wegen
(2) ist im Induktionsanfang nur die Giiltigkeit fiir p1,q2 (@) zu zeigen:
na ne fa_gta AT
2 pl,m,(a‘) we 2 s 1 =
a=0 a=0 S
Der Induktionsschritt wird mit (3) gefiihrt:

Tiing ning ning

2 Puyna(@ 28 =2" T py 4 (@a—ne) 2+ Y p, . (a) 20
u="0 a=0 a=0

m—1 {4y __ "8 +» e gl
B E—

ot ot 1—z

Jetzt soll eine Rekursionsformel hergeleitet werden, bei der im Gegensatz zu (3) nur die
Partitionen prni, ne (i) benotigt werden. Definiert man folgende Teilerfunktion

lL,wennl=d=m

o(n; ni,ne) = Nead mit  eg— 0, sonst (6)
9irs l —1l,wennn:+1=d=nz+ny,
dann gilt folgender
Satz 2:
a—1
ap,, n(G) = -Zopﬂl.m(i) o (@a—1; n1, n2). ()
i

Beweis: Dazu geht man aus von der Identitit

A A
_— = (ln F (z))
Fnl'n’lz' ' ni,ng
ng 1mv—l (nz Y 1’) znz+1ﬂ—1
R A

= g § (vzm"—ll N il z(ﬂ3+v)m_l)

v=1 m=1
co i i
R 7GR, RS
n=1 m=n vm="n
1=sv=m ) net+lsv=<ns+m
oo
a—1
= Y 0(n;n,ne)z 4
: n=1
Daraus ergibt sich
ning ning oo
a—1 a+n—1
2 apm,m(a) % T E Zl Pm,nn(a’)a(n; ni, nz) 2
a=1 a=0n=1

und mit Koeffizientenvergleich die Behauptung des Satzes. w. z. b. w.
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Mit (7) ist eine schnelle und nicht so speicheraufwendige Berechnung der kritischen
Werte moglich.

Anmerkung: [2] gibt fiir andere Partitionen erzeugende Funktionen an. Man sieht
sofort, dal

Fy(z)=(1+2%f 2204 ) (142 A4 )

=11 (1 L i )"1 die Partition mit Summanden aus der Menge
a, €l A = {ao,a1, ...}, W€ N, erzeugt,
et AN die Partition mit k als hochsten Summanden
wle) = El( =il oder hochstens & Summanden (nach (2)) erzeugt,

F(z) = Hl(l —z")1 die Partition ohne Einschrinkung erzeugt,

oo

Foz)= [J(1+2")
1

=

die Partition mit paarweise verschiedenen
Summanden erzeugt.

Rekursionsformeln erhilt man hier durch rekursive Darstellung der erzeugenden Funk-
tion (Fi(z) = (1 — #%)Fx-(z)) und Koeffizientenvergleich sowie auf analogem Wege zu
Satz 2.
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