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Mathematik fiir Anwender 11

Vorlesung 50
Wir betrachten die Polynomfunktion
f: R — R, (z,y) — 22 — 52%y — 3y — 42® + 62y + Tz + 8y — 1.

Offenbar ist f(0,0) = —1, d.h. der Wert der Funktion ist unmittelbar am
konstanten Koeffizienten des Polynoms ablesbar. Ahnliches gilt fiir die Ab-
leitungen an der Stelle (0,0): Um beispielsweise %(0, 0) auszurechnen, muss
man lediglich den Term 7z anschauen. Alle anderen Summanden ergeben
unter der partiellen Ableitung nach x direkt 0 (wenn x gar nicht vorkommt)
oder einen Ausdruck der Form iaz*'¢y’. Da man darin z = 0 und y = 0
einsetzt, ergibt sich immer 0, mit der Ausnahme ¢ = 1 und 57 = 0. Somit ist
8(0,0) = 7.

Die hoheren Ableitungen sind ebenfalls , direkt“ aus den Koeffizienten ables-
bar. Beispielsweise ist

0 0
0 0
0 0 0
0 0 0

3 5n 5p 0.0 = 2-(-5) = —10.

Die Taylor-Formel - Vorbereitungen

Die Taylor-Entwicklung bzw. Taylor-Formel in einer Variablen, die wir im
ersten Semester kennengelernt haben (siehe insbesondere Satz 17.2 und Satz
17.2), liefert zu einem Punkt und einer gewiinschten Ordnung eine optima-
le Approximation in diesem Punkt einer (hinreichend oft differenzierbaren)
Funktion durch ein Polynom, das Taylor-Polynom. Eine entsprechende Aus-
sage gilt auch in mehreren Variablen. Wir beginnen mit einigen Vorbereitun-
gen.

Zu einem Monom z7' - x5* - - - 27 nennt man die Summe

n
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den Grad des Monoms. Ein Polynom in n Variablen,
ryr Tn
flz,. ... x,) = E Ay i) T1 TS - T
(T14eeeyTn ) ENT

(wobei die Summe endlich ist) ldsst sich entlang des Grades der beteiligten
Monome anordnen, also

e

flze,... x,) = Z Z Ay )T Ty T

d=0 (T15esmn ) ENT, | 7 |=d
Fiir jedes £ € N kann man dies auch als

flxe, .. xn) = Te(xy, .. x0) + Re(21, ..., 20)

schreiben mit (z = (z1,...,2,))
k
71 .,.T2 T
E E A(ry,.rn)l1 Ly - xnn
d=0 \ (r1,...,rn)EN", | |=d
und
e
o : : T1 ,.T2 T
Rk(x) - a(T17"'77"n)x1 x2 U xnn

d=k+1 \ (r1,....m)EN", |7 |=d

Fiir Ry gilt dabei

| R ()]
]|

hm:v—>0

= 0,
siehe Aufgabe 50.12. Bei k = 1 ist
Ti(x) = aq,..0) + a@p,.0T1 + -+ ao,..01)Tn

die affin-lineare Approxunatlon von f im Punkt 0 = (0,...,0), und da-
bei gilt fiir die Abweichung in der linearen Approximation die Beziehung
r(x) = Rnléf) Im Allgemeinen liefern die Polynome T} (z) bessere Approxi-

mationen im Nullpunkt als die lineare Approximation, und mit Ry (z) kann
man die Abweichung kontrollieren. Entscheidend fiir uns ist, dass man nicht
nur fiir Polynomfunktionen, sondern generell fiir hinreichend oft differenzier-
bare Funktionen f approximierende Polynome finden und die Abweichung
gut kontrollieren kann. Dies ist der Inhalt der Taylor-Formel fiir Funktionen
in mehreren Variablen.

Zu einem Vektor x = (z1,...,x,) € R" und einem Tupel r = (rq,...,7,)
aus natiirlichen Zahlen setzt man abkiirzend
=t

Entsprechend schreibt man fiir eine Polynomfunktion abkiirzend

— .72 . 2Tn — T
flzy,... x,) = g Ay ) L1 T T = E a,x”.

(rl,...,rn)GN" reNn
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Die gleiche Abkiirzungsphilosophie iibernimmt man fiir Richtungsableitun-
gen. Wenn V' ein R-Vektorraum ist mit einer Basis wq, ..., w,, so setzt man
D; := D,,, und fir r = (ry,...,7,) setzt man
D" := Di'oDyo---0D".
Diese Bezeichnung verwendet man insbesondere im R", versehen mit der
Standardbasis und den partiellen Ableitungen. Man beachte, dass man auf-
grund des Satzes von Schwarz unter gewissen Differenzierbarkeitsvorausset-
zungen samtliche Reihenfolgen von Richtungsableitungen in dieser Weise aus-
driicken kann. Des weiteren definieren wir fiir ein Tupel r = (rq,...,7,) die
Fakultdt durch
rl = rleoor,!
und bei Z;L 1 = k die Multinomialkoeffizienten (oder Polynomialkoeffizi-

Bk K
r) ol gl

enten) durch
Bevor wir die Taylor-Formel beweisen, die das lokale Verhalten einer Funktion
in einer ,kleinen®“ offenen Ballumgebung eines Punktes beschreibt, wenden
wir uns dem lokalen Verhalten in dem Punkt léngs einer fixierten Richtung
zu, wofiir wir die Taylor-Formel in einer Variablen zur Verfiigung haben. Zu
einer Funktion ( G C V, V euklidischer Vektorraum)
f: G—R

ist die Differenzierbarkeit im Punkt P € G in Richtung v € V &dquivalent
zur Differenzierbarkeit der Funktion

h: I — R, t — h(t) = f(P + tv),

fiir t = 0, wobei [ ein geeignetes reelles Intervall ist. Wir werden zunéchst
zeigen, dass eine entsprechende Beziehung auch fiir hohere Ableitungen gilt.
D.h. die hoheren Ableitungen von h kénnen als eine Kombination der hoheren
partiellen Ableitungen auf der durch P+Rv gegebenen Geraden ausgerechnet
werden.

SATZ 50.1. Es sei G C R™ offen,
f: G—R
eine k-mal stetig differenzierbare Funktion, P € G ein Punkt und v =
(v1,...,v,) € R™ eine fizierte Richtung. Es sei
h: I — R, t — h(t) = f(P + tv),
wobei I ein offenes Intervall um 0 sei mit P +tv € G fir allet € I. Dann
ist h ebenfalls k-mal stetig differenzierbar, und es gilt

kL ,
EOESY SDTf(P 4 t) v
|r|=k
fir allet € 1.
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Beweis. Dieser Beweis wurde in der Vorlesung nicht vorgefiihrt. U

DEFINITION 50.2. Es sei G C R" eine offene Teilmenge,
f: G—R
eine k-mal stetig-differenzierbare Funktion und P € G. Dann heifit

S D)

r=(r1,...,rn), | 7 |<k

das Taylor-Polynom vom Grad' <k zu f in P.

Es liegt also ein Polynom in den (verschobenen) Variablen vy, ..., v, vor. Der
Punkt P heif3t Entwicklungspunkt. Wenn P der Nullpunkt ist, so schreibt man
in der Regel x1, ..., z, (oder groBe X;) statt vq,. .., v,. Dies ist im Normalfall
unproblematisch, da man ja in die partiellen Ableitungen schon die Koordi-
naten eingesetzt hat. Wenn P = (aq,...,a,) ist, so schreibt man meistens
x; — a; statt v;, wobei die x; die Standardkoordinaten des R™ bezeichnen.
Man spricht auch vom Taylor-Polynom der Ordnung k oder einfach vom
k-ten Taylor-Polynom.

Das 0-teTaylor-Polynom ist das konstante Polynom, das durch den Funkti-
onswert f(P) gegeben ist, das 1-teTaylor-Polynom ist die lineare Approxi-
mation von f in P und das 2-teTaylor-Polynom ist die quadratische Appro-
ximation von f in P.

BEMERKUNG 50.3. Ein Polynom f vom Grad d stimmt mit seinem Taylor-
Polynom vom Grad k& > d im Nullpunkt 0 = (0,...,0) iiberein. Wegen der

1 Tn

Additivitat der Richtungsableitungen muss man dies nur fiir f = ax}" - - -2’
iiberpriifen. Es ist aber

D f(0) = D*---Di»f(0) = (r!)---(rp))a = rla
und
D°f(0) =0
fir jedes n-Tupel s = (s1,...,8,) # r, siche Aufgabe 50.2.
Wenn man zu einem Polynom f die Taylor-Polynome in einem Punkt
P = (a1,...,a,)

berechnen mdochte, so kann man (neben der Berechnung der Ableitungen)
auch folgendermafien vorgehen: Man schreibt das Polynom f in den Variablen
y; = x; — a;. Dazu ersetzt man in f die Variablen x; durch

xr, = I; —a; +aq :yi+a7;

und rechnet dies aus, bis ein Polynom in y; dasteht. Aus diesem Polynom
sind die Taylor-Polynome im Entwicklungspunkt P direkt ablesbar.

IDie etwas sperrige Formulierung ,,vom Grad < k  ist dem Umstand geschuldet, dass
die k-ten Ableitungen alle 0 sein konnen. In diesem Fall hat das Taylor-Polynom einen
Grad < k, enthilt aber alle Informationen bis zum Grad k.



BEISPIEL 50.4. Wir betrachten die Funktion
f: R? — R, (z,y) — e¥sinx — 3zy,

und wollen die Taylor-Polynome bis zur Ordnung 3 dazu im Nullpunkt be-
rechnen. Das Taylor-Polynom der Ordnung 0 ist das konstante Nullpolynom,
da f(0,0) = 0 ist. Fiir das Taylor-Polynom der Ordnung 1 miissen wir die
beiden partiellen Ableitungen ausrechnen. Diese sind

of
ox
mit den Werten 1 und 0. Daher ist x die lineare Approximation zu f, also

das Taylor-Polynom der Ordnung 1. Fiir das Taylor-Polynom der Ordnung
2 berechnen wir die zweiten Ableitungen, diese sind

0
= €Y cosx — 3y und —f =éeYsinx — 3x
dy

oof .
9 dr —eYsinx,
(%% = eYcosxr — 3
und
aof .
8_y8_y = éeYsinx.

Die Werte dieser zweiten partiellen Ableitungen im Nullpunkt sind der Rei-
he nach 0,—2,0, sodass das zweite Taylor-Polynom (also die quadratische
Approximation) gleich

T —2xy

ist. Fiir das Taylor-Polynom der Ordnung 3 berechnen wir die dritten Ablei-
tungen, diese sind

g 0af y
Ere e —eY cos,
0 09f Y
O_y%% = —eYsinzx,
0 0af y
a_ya_y% = eYcos,
und
g 09f Yo
8_y8_y8_y = eYsinx.

Die Werte dieser dritten partiellen Ableitungen im Nullpunkt sind —1,0, 1,0,
sodass (wegen (3,0)! = 6 und (1,2)! = 2) das dritte Taylor-Polynom gleich

1 1
T — 2y — 6:63 + §xy2

ist.
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SATZ 50.5. Es sei G C R™ offen,
f: G—R

eine (k + 1)-mal stetig differenzierbare Funktion, P € G ein Punkt und
v € R" derart, dass die Strecke von P nach P+v ganz in G liegt. Dann gibt
es ein ¢ € [0,1] mit

Pt =% %D’"f(P)m“r 3 %Drf(Pwv).w

i<k rl=kt1

Beweis. Dieser Beweis wurde in der Vorlesung nicht vorgefiihrt. U

Die Taylor-Formel

SATZ 50.6. Es sei G C R™ offen,
f: G—R

eine k-mal stetig differenzierbare Funktion, P € G ein Punkt und ¢ > 0
derart, dass U(P,e) C G ist. Dann gilt fir alle v mit P +v € U(P,¢€) die
Beziehung

f(P+v) = 32 SDF(P) v+ Bulw),
|r|<k

wobes

18t.

Beweis. Nach Satz 50.5 gibt es zu jedem v € U(0,€) ein (von v abhéngiges)
€ [0, 1] mit

f(P+v) = Z %Drf(P " 4 Z lDT f(P+cv)-v"
|r|<k—1"" |7 |
1 1 T T
= ;k;' Z 7“_ f(P+cv)—D"f(P))v

Die rechte Summe ist also die Abwelchungsfunktlon Ry, die wir abschétzen
miissen. Wegen

[Be(v)l < Z%IID”f(PvLCU)—DTf(P)II-IIUTII

Irl=k

1 T T T
= Y SID (P ) = D) ey oy
Ir|=k

1
> FID"f(P + co) = DUF(P)I] - [fol|™ - - [lv]™

|7 |=k

IN



Z I1D7f(P + cv) = DT (P - [[o]]*

Ry (v 1

Bl < 52 P+ - P,
|r|=k

Da nach Voraussetzung die k-ten Richtungsableitungen stetig sind, existiert

fiir jede einzelne Funktion D" f(P + cv) — D" f(P) der Limes fiir v — 0 und

ist gleich 0. Daher gilt dies auch fiir die Summe rechts und damit auch fiir

den Ausdruck links. O
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