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Grundkurs Mathematik II

Vorlesung 34

Untervektorraume

DEFINITION 34.1. Es sei K ein Korper und n € N. Eine Teilmenge U C K"
heifit Untervektorraum, wenn die folgenden Eigenschaften gelten.

(1) 0eU.
(2) Mit u,v € U ist auch u +v € U.
(3) Mit v € U und s € K ist auch su € U.

Eine Familie von Vektoren vy,... v € U heifit wieder ein Erzeugenden-
system von U, wenn man jeden Vektor aus U als eine Linearkombination
w = Y ., sv; schreiben kann, und eine Basis von U, wenn dariiber hin-

aus diese Darstellung eindeutig ist. Mit einem Erzeugendensystem kann man
einen Untervektorraum U in der Form

k
U = {Z&ﬂ]ilsl’EK}

i=1
beschreiben. Umgekehrt definiert dabei die rechte Seite stets einen Unter-
vektorraum, der der von den Vektoren vy, ..., v, erzeugte Untervektorraum
heifit. Er wird mit (vy,...,vx) bezeichnet.

LEMMA 34.2. Es sei K ein Kérper und

a111 + a12T9 + -+ A1pTn = 0
a21x1 + agxs + -+ + agpx, = 0
Am1T1 + Qpale + + + AppTy, = 0

ein homogenes lineares Gleichungssystem tiber K. Dann ist die Menge aller
Losungen des Gleichungssystems ein Untervektorraum des K™ (mit kompo-
nentenweiser Addition und Skalarmultiplikation,).

Beweis. Siehe Aufgabe 34.9. O

Fiir einen Untervektorraum U C K" gibt es grundsétzlich zwei Beschrei-
bungsmoglichkeiten: Als Losungsraum eines homogenen linearen Gleichungs-
systems und als ein von Vektoren erzeugter Untervektorraum. Durch das
Losen eines linearen Gleichungssystems wird die zuerst genannte Darstel-
lungsmoglichkeit in die zweite Darstellungsmoglichkeit umgewandelt.
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BEMERKUNG 34.3. Man nennt zu einem homogenen linearen Gleichungs-
system Losungen vy, ..., v, Basislosungen, wenn man jede Losung eindeutig
als Linearkombination dieser Basislosungen darstellen kann. Wenn ein solches
System in den Variablen x4, ..., x, gegeben ist, und wenn man die freien Va-
riablen z;,, ..., z;, identifiziert hat, so erhélt man Basislosungen, wenn man
diese freien Variablen an einer Stelle mit 1 und sonst mit 0 belegt und die
anderen Eintrage der abhéngigen Variablen jeweils ausrechnet.

DEFINITION 34.4. Es sei K ein Korper und n € N, . Eine Teilmenge S C K"
heifit (affiner) Unterraum, wenn (S leer ist oder) es einen Untervektorraum
U C K" und einen Punkt P € K™ mit

S=P+U={P+v|velU}
gibt.
Statt von einem Unterraum spricht man auch von einem affinen Unterraum.
Der Punkt P heifit ein Aufpunkt des Raumes und U heifit der zugehorige Un-
tervektorraum. Ein Unterraum ist ein in eine bestimmte Richtung parallel

verschobener Untervektorraum, wobei der Aufpunkt den Verschiebungsvek-
tor bezeichnet.

LEMMA 34.5. Es sei K ein Kérper und

a1121 + ape + -+ a1ty = €
Ao1T1 + A20To + - -+ + Q9T = Co
Am1T1 + Ap2Za + + -+ + @y, = Cp

ein inhomogenes lineares Gleichungssystem tiber K. Dann ist die Menge S
aller Losungen des Gleichungssystems ein (affiner) Unterraum des K™. Dabei
kann man jede Lésung P € S als Aufpunkt nehmen, und der zugehorige
Untervektorraum ist der Lisungsraum zum zugehdorigen homogenen linearen
Gleichungssystem.

P1
Beweis. Es sei die Losungsmenge S nicht leer und sei P = | : | € S ein

beliebig gewidhlter Punkt. Es sei U der Losungsraum zum zugehorigen ho-

mogenen linearen Gleichungssystem, der nach Lemma 34.2 ein Untervektor-

raum von K™ ist. Wir miissen die Mengengleichheit S = P+U zeigen. Wenn
U1

v= | 1 | €U ist, so bedeutet dies

Un

n
E aijvj =0
j=1



P1+ 0
firallei=1,...,m. Fir P+v = : ist dann

n + Un

Z&ij(pj +’Uj> = Zaijpj +Zaijvj =c+0 = c,
Jj=1 j=1 j=1

also ist dieser Punkt eine Losung des inhomogenen Gleichungssystems und

q1
somit ist P 4+ v € S. Wenn umgekehrt Q = | : | € S eine Losung ist, so
dn
ist
a—n
Q-pP—|
n — Pn

und diese Differenz erfiillt

Y ailgy—p) = D ayg;— Y ayp; = c—c =0,
j=1 j=1 j=1
Alsoist @ — P € U und somit Q = P+ (Q — P) € P+ U. d

Wenn man also die Losungsmenge eines inhomogenen Gleichungssystems be-
schreiben mochte, so nimmt man eine spezielle Losung als Aufpunkt und eine
Basis des Losungsraumes des zugehorigen homogenen Gleichungssystems.

Der leere Raum und jeder einzelne Punkt ist fiir sich ein affiner Unterraum.
Richtig interessant wird es mit Geraden.

DEFINITION 34.6. Unter einer Geraden (in Punktvektorform) versteht man
einen affinen Unterraum G C K" der Form

G=P+Kv={P+sv|se K}
mit einem von 0 verschiedenen Vektor v € K™ und einem Aufpunkt P € K".
Man spricht auch von der Punktrichtungsform oder der Parameterdarstellung

der Geraden, wobei das s als Parameter bezeichnet wird. Fiir eine Gerade
gibt es stets die bijektive Abbildung

K — G, s— P+ sv,

die auch eine Parametrisierung der Geraden heifit.

Geraden in der Ebene

Wir besprechen die vorstehenden Begriffe und Aussagen in niedrigen Dimen-
sionen.
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Wir betrachten Geraden in der Ebene K2. Unter der Gleichungsform einer
Geraden in der Ebene versteht man eine lineare Gleichung der Form

ar +by = ¢

mit (a,b) # (0,0). Es ist einfach, aus der Gleichungsform eine Punktrich-
tungsform zu erhalten.

KOROLLAR 34.7. Es sei K ein Kérper und sei
ar+by = ¢

eine lineare Gleichung in zwei Variablen iber K mit (a,b) # 0. Dann ist
die Lisungsmenge eine Gerade in K?. Als Richtungsvektor kann man den

Vektor < b ) nehmen.

Beweis. Dies folgt aus Lemma 34.5, da ( b ) eine Basislosung der zugehori-

gen homogenen linearen Gleichung ax + by = 0 ist.

KOROLLAR 34.8. Es seien im K? zwei Geraden G und H in Gleichungsform
durch

ar+by = c
bzw.
rr+sy = d
(mit (a,b) # (0,0) und (r,s) # (0,0)) gegeben. Dann ist der Durchschnitt GN

H der beiden Geraden die Lisungsmenge des linearen Gleichungssystems, das
aus diesen beiden Gleichungen besteht. Dabei gibt es die drei Moglichkeiten:

(1) Esist G = H.
(2) Esist GNH = .

(3) Der Durchschnitt besteht aus einem einzigen Punkt.

Beweis. Siehe Aufgabe 34.19. O
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Im zweiten Fall (manchmal auch im ersten Fall) spricht man von parallelen
Geraden. Der dritte Fall tritt genau dann ein, wenn zwischen (a, b) und (r, s)
keine Vielfachheitsbeziehung besteht.

BEISPIEL 34.9. Wir berechnen zu den durch
dor — Ty = 13

bzw.
or — 8y = —9

gegebenen Geraden den Durchschnitt. Wenn man von der zweiten Gleichung
das Z—fache der ersten Gleichung abzieht, so erhéalt man

5 5
84+ 2.7)y = —9—2.13
( T )y 1

also
3 101
TR
und somit
101
N
und
LT
— 5

Der Durchschnitt besteht also aus einem einzigen Schnittpunkt mit den Ko-
ordinaten (—257, —131)

3 3

Geraden und Ebenen im Raum

DEFINITION 34.10. Unter einer Ebene (in Punktvektorform oder Parameter-
form) versteht man einen affinen Unterraum E C K™ der Form

E=P+Kv+Kw={P+sv+tw]|ste K}
mit zwei Vektoren v,w € K", die kein Vielfaches voneinander® sind, und
einem Aufpunkt P € K™.
Dabei heiflen hier die Zahlen s, t die Parameter. Fiir eine Ebene gibt es stets
die bijektive Abbildung
K?* — G, (s,t) — P+ sv + tw,

die auch eine Parametrisierung der Ebene heifit. Die Bijektivitat beruht da-
bei darauf, dass keine Vielfachheitsbeziehung zwischen den Richtungsvekto-
ren v und w besteht.

1D h. dass weder v noch w der Nullvektor ist und dass der eine Vektor nicht ein
Vielfaches des anderen Vektors ist.
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LEMMA 34.11. Es sei K ein Korper und sei
ar +by+cz =d

eine lineare Gleichung in drei Variablen tiber K mit (a,b,c) # 0. Dann ist
die Losungsmenge eine Ebene im K3. Wenn a # 0 ist, so kann man als

b c
Richtungsvektoren die beiden Vektoren | —a | und | 0 | nehmen.
0 —a

Beweis. Dies folgt aus Lemma 34.5 und daraus, dass die beiden angegebenen
Vektoren offenbar Lésungen der zugehorigen homogenen linearen Gleichung
sind, die wegen a # 0 kein Vielfaches voneinander sind. Man kann auch
jede Losung als Linearkombination dieser beiden Losungen schreiben, es ist
namlich

x b [ c
y| = A R
z @\ 0 a a
Also handelt es sich um Basislosungen. U

BEISPIEL 34.12. Wir betrachten die Menge

x
E = y|l €eQ|5r—y+32=0
z

Nach Lemma 34.11 hat diese Ebene in Punktrichtungsform die Beschreibung

3 1
E=<Sr| 0 ]+s|5]]|rseQ
) 0

Zwei Ebenen im Raum, die sich in einer Geraden schneiden.



BEISPIEL 34.13. Wir betrachten die beiden Mengen

T
E = y| €eQ®52—-y+32=0
z
(aus Beispiel 34.12) und
x
F = y| €eQ® 4z +2y—T72=0
z

und interessieren uns fiir den Durchschnitt

x
G:=FENF = y| €Q®|52—y+32=0und 4z +2y —72=0
z

Ein Punkt liegt genau dann im Durchschnitt, wenn er simultan beide Bedin-
gungen, also beide Gleichungen (nennen wir sie I und I7), erfiillt, es geht
also um die Losungsmenge des linearen Gleichungssystems

or —y+3z = 0
doe+2y—Tz = 0.

Mit dem Eliminationsverfahren erhélt man die Gleichung
Al — 511 = —14y 447z = 0.
Daher ist

a7
Y= 1"
und
1 3 1 47 3 47 42 1
T =-y—— —Z —

55T 707 00 T 14

sein. Somit ist

LZ
a=1{[%):er

14
z

Wir besprechen ein geometrisches Beispiel dhnlich zu Beispiel 34.13, wobei
jetzt die Gleichungen nicht homogen seinn miissen.

BEISPIEL 34.14. Im R? seien zwei Ebenen
E = {(z,y,2) € R’ |4z — 2y — 32 = 5}
und
F = {(z,y,2) € R® |3z — by + 22 = 1}
gegeben. Wie kann man die Schnittgerade G = FE N F' beschreiben? Ein

Punkt P = (x,y,z) liegt genau dann auf der Schnittgerade, wenn er die
beiden Ebenengleichungen erfiillt; es muss also sowohl

dr — 2y — 3z =5 alsauch 3z —Hy + 22 =1
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gelten. Wir multiplizieren die erste Gleichung mit 3 und ziehen davon das
4-fache der zweiten Gleichung ab und erhalten

14y — 17z = 11.
Wenn man y = 0 setzt, so muss z = —% und xr = % sein. D.h. der Punkt
P = (}—?, 0, —%) gehort zu G. Ebenso findet man, indem man z = 0 setzt,
den Punkt Q) = (%, ﬁ, 0) . Damit ist die Schnittgerade die Verbindungsge-

rade dieser Punkte, also

13 11 209 11 11
= (=, 0, —— it R
¢ {(17’ 0 17) +t(238’ 14’ 17) e }
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