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1. Iíôîðìàöiÿ äëÿ äîñëiäæåííÿ

Ó íåâåëèêié ãðóïi âiäáóëèñü âèáîðè: M < 100 âèáîðöiâ, K êàíäèäàòiâ íà P ïî-

ñàä. Íèæ÷å íàâåäåíi ïðîòîêîëè äëÿ äâîõ êîíêðåòíèõ ãîëîñóâàíü: âèáîðè ó äåÿêié

îðãàíiçàöi¨ ïðàâëiííÿ òà ðåâiçiéíî¨ êîìiñi¨.

Ðèñ. 1: Ïðîòîêîëè âèáîðiâ ïðàâëiííÿ îðãàíiçàöi¨: M = 36 âèáîðöiâ, K = 15 êàíäèäàòiâ íà P = 7 ïîñàä

1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷i. Iíôîðìàöiÿ äëÿ äîñëiäæåííÿ Ñëàéä 3



Âèáîðè òà¹ìíi, òîìó íóìåðàöiÿ âèáîðöiâ ïðè êîæíîìó ãîëîñóâàííi âèïàäêîâà òà

íåçàëåæíà, îäíà ç M ! = 36! ìîæëèâèõ ïåðåñòàíîâîê.

Ðèñ. 2: Ïðîòîêîëè âèáîðiâ ðåâiçiéíî¨ êîìiñi¨ îðãàíiçàöi¨: M = 36 âèáîðöiâ, K = 7 êàíäèäàòiâ íà P = 3 ïîñàä

ßêi âèñíîâêè ç öi¹¨ iíôîðìàöi¨ ìè ìîæåìî çðîáèòè ïðî ñòðóêòóðó ãðóïè?

Çàñòîñó¹ìî êiëüêà ìàòåìàòè÷íèõ ìåòîäiâ.

1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷i. Iíôîðìàöiÿ äëÿ äîñëiäæåííÿ Ñëàéä 4



2. Êëàñè òîòîæíèõ ãîëîñóâàíü

Íàñàìïåðåä çíàéäåìî êëàñè âèáîðöiâ, ÿêi ãîëîñóâàëè òîòîæíî.

Ñïî÷àòêó ïðîàíàëiçó¹ìî âèáîðè ïðàâëiííÿ. Âñüîãî iñíó¹
(
K
P

)
=
(
15
7

)
= 15!

7!8! = 6435

ìîæëèâèõ âàðiàíòiâ ãîëîñóâàíü. Àëå öi âàðiàíòè ìàþòü ðiâíó iìîâiðíiñòü ëèøå çà

óìîâè ðiâíîñòi êàíäèäàòiâ â î÷àõ óñiõ âèáîðöiâ, ùî íåðåàëüíî.

Äåÿêi ç âèáîðöiâ ¹ îäíîäóìöÿìè, òîáòî êîðèñòóþòüñÿ òîòîæíèìè ñèñòåìàìè îöi-

íîê. Iíøi âèáîðöi ìîæóòü äîìîâëÿòèñÿ ìiæ ñîáîþ. Òîìó öiëêîì ïðèðîäíüî, ùî íà-

âiòü ó íåâåëèêié ãðóïi äåÿêi âèáîðöi ãîëîñóþòü òîòîæíî.

Êîæíîìó ç M âèáîðöiâ {a, b, . . . } âiäïîâiäà¹ K-âèìiðíèé áiíàðíèé âåêòîð (M =

36, K = 15). Ùîá âèçíà÷èòè êëàñè òîòîæíèõ âèáîðöiâ, íàñàìïåðåä ïiäðàõó¹ìî âiä-

ñòàíi ìiæ âåêòîðàìè âèáîðöiâ:

dist (a, b) =
1

2

K∑
i=1

|ai − bi|

Ìàòðèöÿ âiäñòàíåé ñèìåòðè÷íà i ìà¹ íóëi íà ãîëîâíié äiàãîíàëi. Òîìó äîñòàòíüî

âiäîáðàçèòè òà ïðîàíàëiçóâàòè ëèøå ¨¨ âåðõíþ ïîëîâèíó.
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Ðèñ. 3: ×àñòèíà ìàòðèöi âiäñòàíåé âèùå ãîëîâíî¨ äiàãîíàëi. ßñêðàâî-çåëåíèì êîëüîðîì âiäçíà÷åíi ïàðè âèáîðöiâ, ÿêi ìàëè òîòîæíå ãîëîñóâàííÿ

Ìè áà÷èìî, ùî ïðè âèáîðàõ ïðàâëiííÿ óñi M = 36 âèáîðöiâ ðîçáèâàþòüñÿ íà 21

êëàñ: â îäíîìó ç êëàñiâ 6 âèáîðöiâ, ó 2-õ ïî 3, ó 6-òè ïî 2, ó 12-òè ïî 1.
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3. Ñóñiäè òà àíòèïîäè. Ãðàôè òà êëàñòåðè

Ïàðó âèáîðöiâ (a, b) áóäåìî íàçèâàòè ñóñiäàìè, ÿêùî dist (a, b) = 1, òà àíòèïîäàìè,

ÿêùî dist (a, b) >P − 1, äå P � êiëüêiñòü ïîñàä, P > 3.

Öi âiäíîøåííÿ ¹ ñèìåòðè÷íèìè, àëå íå òðàíçèòèâíèìè.

Âiäíîøåííÿ ñóñiäñòâà äîçâîëÿ¹ âñòàíîâèòè íà ìíîæèíi âèáîðöiâ ñòðóêòóðó íå-

îði¹íòîâàíîãî ãðàôó. À ñàìå, âåðøèíè (a, b) ç'¹äíàíi ðåáðîì òîäi i ëèøå òîäi, êîëè

âîíè ñóñiäè, òîáòî dist (a, b) = 1.

Äëÿ âèáîðiâ ïðàâëiííÿ öåé ãðàô ñêëàäà¹òüñÿ iç øåñòè çâ'ÿçíèõ êîìïîíåíò: 4 içî-

ëüîâàíi âåðøèíè (5 âèáîðöiâ) òà äâà êëàñòåðè {A,B}. Êëàñòåð A ìiñòèòü 7 êëàñiâ

(14 âèáîðöiâ), êëàñòåð B � 10 êëàñiâ (17 âèáîðöiâ). Ãðàô ìà¹ âèãëÿä:
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Çàóâàæèìî, ùî êëàñè {2, 5, 8, 10} òà {9, 21, 25, 31} ïî¹äíàíi ìiæ ñîáîþ êîæåí ç êî-

æíèì, òîáòî ñêëàäàþòü äâi ïðàâèëüíi 3-âèìiðíi ïiðàìiäè ç îäèíè÷íèìè ðåáðàìè.
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Òåïåð âèêîðèñòà¹ìî âiäíîøåííÿ àíòèï�îäi¨. Áóäåìî ãîâîðèòè, ùî êëàñòåð ¹ ñïiëü-

íîòîþ, ÿêùî ñåðåä éîãî åëåìåíòiâ âiäñóòíi àíòèïîäè.

Ðèñ. 4: Ñóñiäè òà àíòèïîäè äëÿ êîæíîãî êëàñó âèáîðöiâ. Ëiòåðàìè A,B ïîçíà÷åíi äâà âåëèêèõ êëàñòåðè. Óâàãà: íà öié ñòîðiíöi êîæåí êëàñòåð ïîçíà÷åíèé
ñâî¨ì ïîðÿäêîâèì íîìåðîì, à íå íîìåðîì ïåðøîãî âèáîðöÿ ó öüîìó êëàñi!

Ìè áà÷èìî, ùî åëåìåíòè êîæíîãî êëàñòåðó àáî çîâñiì íå ìàþòü àíòèïîäiâ, àáî

ìàþòü ¨õ ç ïðîòèëåæíîãî êëàñòåðó, çà îäíèì âèíÿòêîì: àíòèïîäîì äî êëàñó �9 ç

êëàñòåðó A ¹ içîëüîâàíèé êëàñ �11. Îòæå, êëàñòåðè A,B ¹ ñïiëüíîòàìè.

3. Ñóñiäè òà àíòèïîäè. Ãðàôè òà êëàñòåðè Ñëàéä 8



4. Ïðîåêöi¨ íà ïëîùèíè. Ôàêòîðíèé àíàëiç

Ïîñòàâèìî çàäà÷ó: ñïðîåêòóâàòè M âåêòîðiâ âèáîðöiâ {a, b, . . . } ç K-âèìiðíîãî ïðî-

ñòîðó îïåðàòîðîì ïðîåêöi¨ P íà òàêó äâîìiðíó ïëîùèíó, ùîá âòðàòèòè íàéìåíøå

iíôîðìàöi¨. Òîäi ìè íàî÷íî ïîáà÷èìî íà ïëîùèíi êîíôiãóðàöiþ, ìàêñèìàëüíî ïîäi-

áíó äî K-âèìiðíî¨.

Ñïðàâåäëèâà òåîðåìà, ùî îïòèìàëüíîþ ¹ ïðîåêöiÿ íà ïëîùèíó ãîëîâíèõ êîìïî-

íåíò, îòðèìàíèõ â ðåçóëüòàòi ôàêòîðíîãî àíàëiçó. À ñàìå, ìà¹ ìiñöå áiëüø çàãàëüíà

Òåîðåìà. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Ps îïåðàòîð ïðîåêöi¨ íà ïiäïðîñòið ïåðøèõ s ôàêòîðiâ

{z1, . . . , zs}, G(R; k, s) � ãðàñìàíiâ ìíîãîâèä óñiõ s-âèìiðíèõ ïiäïðîñòîðiâ äiéñíîãî

M-âèìiðíîãî ïðîñòîðó, {P} � âiäïîâiäíi ïðîåêòîðè. Òîäi
M∑
i=1

i−1∑
j=1

|Ps (xi − xj)|2 = max
P∈G(R;k,s)

M∑
i=1

i−1∑
j=1

|P (xi − xj)|2 .

4. Ïðîåêöi¨ íà ïëîùèíè. Ôàêòîðíèé àíàëiç Ñëàéä 9



Ïåðøèé òà äðóãèé ôàêòîðè ìiñòÿòü ëèøå 65,4% iíôîðìàöi¨ ïðî âiäñòàíi (54,1% òà

11,3% âiäïîâiäíî), òðåòié � 8,5%. Òîìó ïðåäñòàâèìî äâi äiàãðàìè.

Ðèñ. 5: Ïðîåêöiÿ íà ãîëîâíi êîìïîíåíòè (òîáòî íà 1 i 2 ôàêòîðè)

Ïðîåêöiÿ íà 1 òà 2 ôàêòîðè. Çëiâà 10 åëåìåíòiâ êëàñòåðà B, ñïðàâà 7 åëåìåíòiâ

êëàñòåðà A, ìiæ íèìè 3 içîëüîâàíi êëàñè 3 (�3), 28 (�17), 29 (�18), ÷åòâåðòèé

içîëüîâàíèé êëàñ 14 (�11) íåíà÷å çíàõîäèòüñÿ âñåðåäèíi êëàñòåðà B.

4. Ïðîåêöi¨ íà ïëîùèíè. Ôàêòîðíèé àíàëiç Ñëàéä 10



Ðèñ. 6: Ïðîåêöiÿ íà 1 òà 3 ôàêòîðè

Ïðîåêöiÿ íà 1 òà 3 ôàêòîðè äîïîâíþ¹ iíôîðìàöiþ, ÿêó äà¹ ïðîåêöiÿ íà ãîëîâíi

êîìïîíåíòè. Çîêðåìà, içîëüîâàíèé êëàñ 14 âæå çíàõîäèòüñÿ çîâíi êëàñòåðó B.

4. Ïðîåêöi¨ íà ïëîùèíè. Ôàêòîðíèé àíàëiç Ñëàéä 11



5. Âèáîðè ðåâiçiéíî¨ êîìiñi¨

Òåïåð ïðîàíàëiçó¹ìî âèáîðè ðåâiçiéíî¨ êîìiñi¨. Ìè âiäðàçó çàñòîñó¹ìî ìåòîä ïðî-

åêöi¨ íà ïëîùèíó äâîõ ãîëîâíèõ êîìïîíåíò.

Ðèñ. 7: Ïðîåêöiÿ ìàòðèöi âèáîðiâ ðåâiçiéíî¨ êîìiñi¨ íà ãîëîâíi êîìïîíåíòè. Óñi ñóñiäè ç'¹äíàíi ëiíiÿìè

5. Âèáîðè ðåâiçiéíî¨ êîìiñi¨ Ñëàéä 12



ßê i ðàíiøå, ïîçíà÷à¹ìî êëàñ íàéìåíøèì íîìåðîì ç éîãî âèáîðöiâ.

Ìè áà÷èìî, ùî ïî îäíîìó ç êëàñiâ ìiñòÿòü 8, 7, 5, 4-õ òà 2-õ âèáîðöiâ, 4 êëàñè

ìiñòÿòü ïî îäíîìó âèáîðöþ, 2 � ïî òðè. Óñüîãî ¹ 5 + 2 + 4 = 11 êëàñiâ, (4 · 1 + 2) + (2 ·
3 + 4) + (5 + 7 + 8) = 6 + 10 + 20 = 36 (âèáîðöiâ).

� îäèí içîëüîâàíèé êëàñ 28, ðåøòà 10 êëàñiâ îá'¹äíàíi ñóñiäñòâàìè ó îäèí êëàñòåð.

Êëàñè 7 òà 1 ¹ àíòèïîäàìè içîëüîâàíîãî êëàñó 28, êëàñè 2, 5 òà 31 � àíòèïîäàìè

êëàñiâ 3 òà 10 (ó òîìó æ êëàñòåði).

Çàóâàæèìî, ùî 5 êëàñiâ 1, 2, 5, 7, 31 ïî¹äíàíi ìiæ ñîáîþ êîæåí ç êîæíèì, òîáòî

ñêëàäàþòü ïðàâèëüíó 4-âèìiðíó ïiðàìiäó ç îäèíè÷íèìè ðåáðàìè.
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6. Ïîðiâíÿííÿ ...

Ñïðîáó¹ìî ïîðiâíÿòè ðåçóëüòàòè äâîõ âèáîðiâ â öié ãðóïi.

Ç'¹äíà¹ìî íà äiàãðàìi 5 (âèáîðè ïðàâëiííÿ) øòðèõîâèìè ëiíiÿìè òèõ ñóñiäiâ, äëÿ

ÿêèõ dist (a, b) = 2, îòðèìà¹ìî äiàãðàìó 8. Òåïåð íà äiàãðàìàõ îáîõ âèáîðiâ (7 òà 8)

áóäóòü âiäîáðàæåíi óñi ñóñiäè, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü ¹äèíié óìîâi:

dist (a, b) 6
P

3
,where

P

3
∈
{
7

3
= 2,

3

3
= 1

}
.

Ìè áà÷èìî, ùî òåïåð êëàñòåð B íà ðèñ. 8 ¹ ìíîãîãðàííèêîì, i íàãàäó¹ 4-âèìiðíó

ïiðàìiäó íà äiàãðàìi 7, ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ ç êëàñiâ 7, 1/3, 31, 5/8, 2/4 i òàê ñàìî, ÿê i

êëàñòåð B, ìiñòèòü 17 âèáîðöiâ.

Ïîêàæåìî, ùî (ïðè îäíîìó ïðèïóùåííi) ïiðàìiäà íà äiàãðàìi 7 ìiñòèòü ïðèíàéìíi

îäíîãî âèáîðöÿ ç êëàñòåðó A, îòæå, íå ñïiâïàäà¹ ç êëàñòåðîì B.

6. Ïîðiâíÿííÿ ... Ñëàéä 14



Ðèñ. 8: fact-15-36-12-2

Äëÿ ïåðåíåñåííÿ íà ðèñ. 7 êëàñòåðó A çàñòîñó¹ìî áóëåâó ëîãiêó. Ïîçíà÷èìî

M−âèìiðíi áóëåâi âåêòîðè êàíäèäàòiâ íà âèáîðàõ ó ïðàâëiííÿ ÷åðåç gi, i = 1, . . . , 15,

áóëåâi âåêòîðè êàíäèäàòiâ íà âèáîðàõ ó ðåâiçiéíó êîìiñiþ � ÷åðåç {hi}, i = 1, . . . , 7.

Âiäçíà÷èìî, ùî A&g3 = A&g4 = A&g6 = A&g10 = A, A&g11 = g11 = A\ {1, 20}.

6. Ïîðiâíÿííÿ ... Ñëàéä 15



Íàì òàêîæ âiäîìî, ùî êàíäèäàòè

name (g6) = name (h1), name (g9) = name (h2), name (g11) = name (h6), name (g13) = name (h7)

� îäíi é òi ñàìi îñîáè, ïðè÷îìó êàíäèäàò name (g11) = name (h6) îòðèìàâ îäíàêîâó

êiëüêiñòü (12) ãîëîñiâ:

ord (set (g11)) = ord (set (h6)) = ord ({3, 4, 7, 10, 15, 17, 19, 21, 24, 25, 26, 30}) = 12.

Ïðèïóñòèìî, ùî set(g11) = set(h6), òîáòî ùî çà íüîãî âiääàâàëè ãîëîñè îäíi é òi æ âèáîðöi.

Òîäi íàì âiäîìi 12 iç 14 âèáîðöiâ êëàñó A ïðè âèáîðàõ ðåâiçiéíî¨ êîìiñi¨, à ñàìå:

set(h6) = {3, 4, 17} ∪ {10, 19, 21, 24, 25, 26, 30} ∪ 7 ∪ 15.

Îñêiëüêè âèáîðåöü 7 íàëåæèòü äî 4-âèìiðíî¨ ïiðàìiäè (ðèñ. 7), i âîäíî÷àñ

7 ∈ set(h6) & name (g11) = name (h6) & set(g11) ⊂ A,

òî ìè äiéøëè âèñíîâêó:

ÿêùî set(g11) = set(h6), òî ïiðàìiäà íà äiàãðàìi 7 ìiñòèòü ïðèíàéìíi îäíîãî âèáîðöÿ ç

êëàñòåðó A, îòæå, íå ñïiâïàäà¹ ç êëàñòåðîì B,

ùî é ïîòðiáíî áóëî äîâåñòè.
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7. Iíâàðiàíòè. Õàðàêòåðè. Ìåíòàëüíiñòü.

Ïîäiáíiñòü êîíôiãóðàöié íà ðèñ. 7 òà ðèñ. 8 ãîâîðèòü ïðî iñíóâàííÿ äåÿêèõ iíâàði-

àíòiâ äâîõ âèáîðiâ. Âîäíî÷àñ, ùîéíî áóëî äîâåäåíî, ùî öi iíâàðiàíòè íå ¹ òîòîæíi-

ñòþ êëàñòåðiâ.

Ñïðîáó¹ìî çíàéòè ÿêiñü ìàòåìàòè÷íi ôîðìè äëÿ òâåðäæåííÿ, ùî ãîëîñóâàííÿ îáîõ

âèáîðiâ (ïðàâëiííÿ òà ðåâiçiéíî¨ êîìiñi¨) ¹ âiäîáðàæåííÿ ìåíòàëüíîñòi âèáîðöiâ, ¨õ

ñïîñîáó ïðèéíÿòòÿ ðiøåíü. Òîäi ìè çìîæåìî óòî÷íþâàòè ñåíñ öüîãî òâåðäæåííÿ

(ó ðiçíèõ éîãî ìàòåìàòè÷íèõ ôîðìàõ), â ðiäêiñíèõ êðàéíiõ âèïàäêàõ � ïîâíiñòþ

äîâåñòè àáî ñïðîñòóâàòè.

Áóäåìî ìiðêóâàòè òà øóêàòè.

. . .

. . .
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Ìàòåìàòè÷íi ìåòîäè àíàëiçó âèáîðiâ ó íåâåëèêié ãðóïi

Äÿêóþ çà óâàãó

Ðèñ. 9: TEX logo
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