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Elliptische Kurven
Vorlesung 14

Isogenien

DEFINITION 14.1. Es seien F; und FEs elliptische Kurven iiber einem Korper
K. Eine Isogenie ist ein Morphismus

Q: E1 — E2
mit (D) = Oo.

Die konstante Abbildung mit dem Wert 5 betrachten wir hier als eine Iso-
genie, die Konventionen sind unterschiedlich. Oft wird diese konstante Abbil-
dung nicht als Isogenie angesehen und nur unsere nichtkonstanten Isogenien
gelten als Isogenie. So oder so sind die nichtkonstanten Isogenien interessant.

Anders als in der Definition 10.5 von Isogenien zwischen komplexen Tori wird
hier nicht verlangt, dass eine Isogenie ein Gruppenhomomorphismus ist. Al-
lerdings werden wir in Satz 15.8 beweisen, dass die Isogenien im algebraischen
Sinn stets Gruppenhomomorphismen sind.

Als eine nichtkonstante Abbildung zwischen projektiven Kurven ist nach Satz
7.11 eine nichtkonstante Isogenie eine surjektive endliche Abbildung von ei-
nem bestimmten Grad, und der Grad stimmt mit dem Grad der Koérperer-
weiterung Q(F>) C Q(F;) tiberein. Wir betrachten zunéchst Isogenien auf
einer elliptischen Kurve E, die unmittelbar mit der Gruppenstruktur auf £
zusammenhéngen. Zu jeder (additiv geschriebenen) kommutativen Gruppe
G und jeder ganzen Zahl n ist durch

G — G, v — nx,

ein Gruppenendomorphismus gegeben. Bei n = 1 ist dies die Identitét, bei
n = —1 die Negation und bei n = 0 die konstante Abbildung auf 0. Der
Kern ist die Menge

{r € G|nz =0}
der Torsionselemente zur Ordnung n.

Bei einem komplexen Torus iiber den komplexen Zahlen £ = C/T" zu einem
Gitter I' € C und n € N, liegt die Untergitterbeziechung nI' C I" und das
kommutative Diagramm

c X C

3 \J

c/r Y ocyr.
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von Gruppenhomomorphismen vor, vergleiche Lemma 10.6. Dabei ist die
obere horizontale Abbildung bijektiv und die untere horizontale Abbildung
surjektiv mit dem Kern

{ﬂ+j3u,j:0,1,...,n—1},
n n

wenn v und v eine Basis des Gitters bezeichnet, sieche Lemma 10.6. Insbe-
sondere besteht der Kern von [n] aus n? Elementen. Allgemeiner besteht das
Urbild unter [n] zu Q@ € C/I" aus

{P+z’9+j3|z’,j:0,1,...,n—1}
n n

wenn P ein Urbild ist. Insbesondere bestehen sédmtliche Urbilder ebenfalls
aus n? Elementen was bedeutet, dass der Grad dieser Abbildung gleich n?
ist.

Nach Lemma 7.14 sind die Multiplikationen [m|: E — E Morphismen und
damit Isogenien. Auch die Gradeigenschaft gilt iiber jedem Korper.

SATZ 14.2. FEs sei E eine elliptische Kurve tiber einem Korper K und m €
N.. Dann ist der Grad der Multiplikationsabbildung

m]: E— E, P+— mP,
gleich m?.
Beweis. Nach Korollar 6.8 wird die m-te Vervielfachung durch ( f,,,, ¢,y) mit
rekursiv definierten rationalen Funktionen f,,, ¢, € K(x) beschrieben. Mit
erheblichem Aufwand kann man zeigen, dass der Grad des Zéhlers von f,,

gleich m? und der Grad des Nenners kleiner ist. Dann kann man mit Lemma
13.11 schlielen. O

Insbesondere sind die Multiplikationsabbildungen nicht konstant, wobei al-
lerdings eventuell alle K-Punkte auf £ abgebildet werden kénnen.

LEMMA 14.3. Es seien
o1, p2: B — Es

Isogenien zwischen den elliptischen Kurven Ey und Es. Dann ist auch
o1+ 2 By — By

eine Isogenie.
Beweis. Dies folgt aus

X
Elwl—(‘D)ZEQXEQi)EQ.

da die Hintereinanderschaltung von Morphismen wieder ein Morphismus ist
und 9, insgesamt auf D5 abgebildet wird. O
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DEFINITION 14.4. Zu elliptischen Kurven E; und E, {iber einem Koérper K
bezeichnet

Homy (E1, Ey) = {¢ : E1 — Ey | ¢ Isogenie }

die Gruppe der Isogenien von F; nach F, zusammen mit der konstanten
Abbildung nach 9.

DEFINITION 14.5. Zu einer elliptischen Kurve E iiber dem Koérper K nennt
man

End (E) = {f: E — E | f Isogenie }
mit der Addition und der Hintereinanderschaltung von Isogenien den Endo-
morphismenring von E.

Es handelt sich in der Tat um einen Ring, wobei alle Eigenschaften bis auf die
Distributivitét klar sind. Diese wird sich aus Satz 15.8 ergeben, siche Aufgabe
15.4. Der Endomorphismenring enthélt die ganzen Zahlen als Unterring, und
zwar entspricht der Zahl n die Multiplikationsabbildung mit n. Es ist eine
wichtige Frage, wann es iiber diese Multiplikationsabbildungen hinaus weitere
[sogenien gibt.

Weildivisoren

Wir haben in Beispiel 7.2 gesehen, dass es fiir eine rationale Funktion auf ei-
ner elliptischen Kurve keine eindeutige Darstellung als Bruch gibt. Dies hangt
damit zusammen, dass der affine (und auch homogene) Koordinatenring der
elliptischen Kurve nicht faktoriell ist. Ein Maf fiir die Nichtfaktorialitit eines
Ringes und einer Varietédt wird durch die Divisorenklassengruppe beschrie-
ben, die auch in der algebraischen Zahlentheorie eine wichtige Rolle spielt.

Eine rationale Funktion # 0 auf einer glatten Kurve C' besitzt in jedem Punkt
P eine Ordnung, die sich iiber die Ordnung im zugehorigen diskreten Bewer-
tungsring Op ergibt. Sie ist positiv, wenn dort eine Nullstelle vorliegt, und
die negativ ist, wenn dort eine Polstelle vorliegt. Bis auf endlich viele Punkte
ist die Ordnung gleich 0, das Null- und Polstellenverhalten einer Funktion
wird also vollstédndig dadurch beschrieben, dass einer endlichen Punktemen-
ge ganze Zahlen zugeordnet sind. Man kann sich umgekehrt fragen, ob eine
solche Vorgabe durch eine rationale Funktion realisiert werden kann. Dies ist
die Idee der Weildivisoren.

DEFINITION 14.6. Es sei C' eine irreduzible glatte Kurve iiber einem algebra-
isch abgeschlossenen Korper K. Unter einem Weildivisor versteht man eine
formale endliche Summe D = %", . npP.

Die Menge der Weildivisoren bildet eine Gruppe.

DEFINITION 14.7. Es sei C' eine irreduzible glatte Kurve iiber einem algebra-
isch abgeschlossenen Kérper K und sei f € Q(C), f # 0, ein Element des
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Funktionenkérpers. Man nennt div (f) = > 5. ordp (f)P den Hauptdivisor
zu f.

DEFINITION 14.8. Zwei Divisoren D, E auf einer glatten Kurve C' iiber einem
algebraisch abgeschlossenen Korper K heiflen linear dquivalent, wenn D — E
ein Hauptdivisor ist.

LEMMA 14.9. Es sei C' eine irreduzible glatte Kurve tiber einem algebraisch
abgeschlossenen Korper K mit Funktionenkorper Q(C'). Dann ist die Zuord-
nung

Q(C)* — Div (C), f ——div(f),
ein Gruppenhomomorphismus.

Beweis. Siehe Aufgabe 14.10. 0

DEFINITION 14.10. Es sei C eine irreduzible glatte Kurve iiber einem alge-
braisch abgeschlossenen Korper K mit Funktionenkérper Q(C'). Dann nennt
man die Restklassengruppe

DKG (C) = Div (C)/HDiv (C)
die Divisorenklassengruppe von C'.

DEFINITION 14.11. Es sei C' eine glatte projektive Kurve iiber einem alge-
braisch abgeschlossenen Kérper K. Zu einem Weildivisor D = .. npP

auf C ist der Grad als
deg (D) = an

peC
definiert.

Der Riickzug eines Weildivisors

DEFINITION 14.12. Zu einem nichtkonstanten Morphismus
p: C7 — Oy

zwischen glatten Kurven iiber einem algebraisch abgeschlossenen Kérper und
einem Weildivisor D = ), ap - P auf C, nennt man

p'D = Verz(Qo(Q))ayq) - Q
QeCy
den zuriickgezogenen Weildivisor.

Insbesondere gilt fiir einen Punkt P € C
PP = Z Verz (Q|P) - Q.
Qep~1(P)
Die Abbildung
¢*: Div (Cy) — Div (C1)

ist ein Gruppenhomomorphismus.



SATZ 14.13. Zu einem nichtkonstanten Morphismus
Q: Cl — 02

zwischen irreduziblen glatten Kurven tiber einem algebraisch abgeschlossenen
Korper und einem Hauptdivisor D = Y pap - P = div(q) auf Cy mit
qg € Q(Cy), ¢ # 0, stimmt der zurickgezogene Divisor ¢*(D) mit dem
Hauptdivisor zu ¢ € Q(C1) auf Cy tberein.

Beweis. Wegen der Nichtkonstanz gehort zu ¢ eine Korpererweiterung
Q(Cy) € Q(CY)
und zu jedem Punkt @) € C liegt ein kommutatives Diagramm

OCWP(Q) — OCLQ
1
Q(Cy) — Q(Ch)

von injektiven Ringhomomorphismen vor, wobei in der ersten Zeile diskrete
Berwertungsringe stehen. Wenn

q = umy
mit einer Einheit u € Og, 4 (@) und einer Ortsuniformisierenden
™ € 0@
gilt, so ist

q = UW; — u(ﬂ/ﬂ}/erz(QW(Q))) _ uu/ﬂ_?Verz(Q“p(Q))

mit einer Orstuniformisierenden 7, von O¢, ¢, woraus die Aussage folgt. [

Die vorstehende Aussage sichert, dass
p: Cp — Oy
einen Gruppenhomomorphismus
DKG (Cy) — DKG (C)
induziert.

KOROLLAR 14.14. Es seit C' eine glatte irreduzible Kurve iiber einem algebra-
1sch abgeschlossenen Kdorper K und sei Q) der Funktionenkorper von C'. Es
seiq € Q,q ¢ K, und

q: C — Py

der nach Lemma 7.13 zugehorige Morphismus zu einem Element ¢ € Q.
Dann gilt fiir den zuriickgezogenen Divisor

¢"((0) = (00)) = div (g).
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Beweis. Der Funktionenkorper der projektiven Geraden
P} = Proj (K[X,Y])
ist K(t) mit ¢ = X. Die Erweiterung der Funktionenkérper ist durch
K(t) — Q(C), t—gq,

gegeben. Der Hauptdivisor zu ¢t auf Pk ist (0) — (00) = (V) — (X), wobei
zwei Beschreibungsméglichkeiten fiir die Punkte verwendet wurden. Daher
folgt die Aussage aus Satz 14.13. O

SATZ 14.15. Es sei C eine glatte projektive Kurve tber einem algebraisch
abgeschlossenen Korper K. Dann ist der Grad eines Hauptdivisors gleich

0.

Beweis. Fiir ¢ # 0 konstant ist die Aussage klar. Sei also ¢ nicht konstant.
Wir betrachten den im Sinne von Lemma 7.13 zugehorigen endlichen Mor-
phismus
q: C — Py
vom Grad n. Nach Korollar 14.14 ist
div (q) = ¢"((0) = (0)) = ¢"(0) — ¢"(o0).
Nach Satz 13.2 besitzen die beiden schematheoretischen Fasern beide die

K-Dimension n und diese ist die Gesamtmultiplizitit der Faser. U

Die vorstehenden Resultate erlauben folgende Definition.

DEFINITION 14.16. Es sei C eine glatte projektive Kurve {iber einem alge-
braisch abgeschlossenen Koérper K. Man nennt

die Diwvisorenklassengruppe vom Grad 0 zu C.
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