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Grundkurs Mathematik 11

Vorlesung 37

Relationen

Sei P eine Menge von Personen und £ eine Menge von Eigenschaften, die
eine Person haben kann oder auch nicht, und zwar sollen hier nur solche
Eigenschaften betrachtet werden, wo es nur die beiden Moglichkeiten des
Zukommens oder des Nichtzukommens gibt. Die Gesamtinformation, welche
der beteiligten Personen welche Figenschaft besitzt, kann man dann auf ver-
schiedene Arten ausdriicken. Man kann beispielsweise eine Liste von allen
zutreffenden Person-Eigenschafts-Paaren erstellen, also

(Anna, klug), (Hans, schon), (Berta, schon), (Hans, lustig), (Anna, lu-
stig)

oder man kann zu jeder Person die ihr zukommenden Eigenschaften auflisten,
also

Anna: klug, lustig
Berta: schén
Hans: schon, lustig

oder umgekehrt zu einer Eigenschaft die Personen auflisten, die diese Eigen-
schaft erfiillen, also

Schon: Berta, Hans
Klug: Anna
Lustig: Anna, Hans

Man kann auch das ganze in eine Tabelle schreiben, wo die eine Leiste die
Personen und die andere Leiste die Eigenschaften reprasentiert, und dann
diejenigen Kreuzungspunkte, die eine zutreffende Beziehung représentieren,
ankreuzen, also

Anna | Berta | Hans
Schoén X X
Klug X

Lustig | x X




Anna schon
Berta klug
Hans ¢ » lustig

Eine weitere Moglichkeit besteht darin, die Information durch ein Verbin-
dungsdiagramm auszudriicken, bei dem Person und Eigenschaft genau dann
durch eine Strecke oder eine Kurve verbunden werden, wenn die Eigenschaft
zutrifft.

Der mathematische Begriff, um Beziehungen zwischen den Elementen von
zwei Mengen zu beschreiben, heifit Relation.

DEFINITION 37.1. Es seien M und N Mengen. Eine Relation R zwischen
den Mengen M und N ist eine Teilmenge der Produktmenge M x N, also
R C M x N.

Statt (z,y) € R schreibt man hdufig auch R(x,y) oder xRy und sagt, dass
»,2 in Relation R zu y steht“. Typische mathematische Relationen sind: ist
gleich, ist grofler als, ist Element von, ist Teilmenge von, ist disjunkt zu, usw.

Wenn R C M x N eine Relation ist, so heifit fiir jedes m € M die Menge
Npm = {y € N | R(m,y)}

die Faser durch m und fiir jedes n € N heifit die Menge
M, = {zxe M| R(z,n)}

die Faser durch n.

BEIsPIEL 37.2. Wir betrachten auf einer Auswahl von Speisen und Getréinken
die Relation, die angibt, ob ein Gericht zu einem Getréank passt. Sei

E = {Hecht, Nudeln, Kartoffelgratin, Zupfkuchen}
und
G = {Rotwein, heifle Schokolade, Wasser, Kamillentee, Kaffee}.

Wasser passt zu allen Gerichten, Kamillentee zu keinem der Gerichte. Rot-
wein passt zu Nudeln und Kartoffelgratin, aber nicht zu Hecht oder zu Zupf-
kuchen. Heifle Schokolade und Kaffee passt zu Zupfkuchen, nicht zu den
anderen Gerichten.

BEISPIEL 37.3. Es sei S die Menge der Stadte und A die Menge der Auto-
bahnen. Dann ist die Beziehung ,liegt an® eine Relation L zwischen S und



A. Zwischen einer Stadt s € S und einer Autobahn a € A bedeutet
sLa oder L(s,a)

einfach, dass die konkrete Stadt s an der Autobahn a liegt. Zu s ist dann die
Menge

As = {a€ A| L(s,a)}
die Menge der Autobahnen, an denen s liegt, und zu a € A ist

Se = {se€S|L(s,a)}
die Teilmenge der Stédte, an denen die Autobahn a vorbeifihrt. Fiir s =
Osnabriick ergibt sich also

AOsnabriick = {AL A30, A33}
und fiir die A1 ergibt sich
Sa1 = {...,Hamburg, Bremen, Osnabriick, .. .}.

Diese Relation wird vollstéindig beschrieben, wenn man zu jeder Stadt die
daran vorbeifithrenden Autobahnen oder aber wenn man zu jeder Autobahn
die daran liegenden Stéddte auffithrt. Genauso gut kann man die Relation
durch eine Tabelle ausdriicken mit einer Leitzeile fiir die Autobahnen und
einer Leitspalte fiir die Stiddte, und wo im Kreuzungspunkt (s, a) ein Kreuz
gemacht wird genau dann, wenn L(s,a) gilt. Die Aussage

Vs(JaL(s,a))

bedeutet, dass jede Stadt an einer Autobahn liegt (wohl falsch) und die
Aussage

Va(3sL(s,a))
bedeutet, dass jede Autobahn an mindestens einer Stadt vorbeifiihrt (wohl
wahr).

BEISPIEL 37.4. Es sei £ = R? die reelle Ebene und G die Menge aller
Geraden in der Ebene. Die Produktmenge

ExG

besteht aus allen Paaren (P,g), wobei P ein Punkt der Ebene und g eine
Gerade ist. Es gibt mehrere Moglichkeiten, eine Gerade zu beschreiben, und
damit auch mehrere Moglichkeiten, ein solches Paar zu beschreiben. Bei-
spielsweise ist
((2,-5), {(u,v) | 4u — 3v = 6})

ein Paar, wobei der Punkt vorne durch die beiden Koordinaten und die Ge-
rade hinten durch eine Geradengleichung angegeben wird. Bei einem solchen
Paar besteht keine Bedingung zwischen dem Punkt und der Geraden.

Die Inzidenzrelation zwischen Punkten und Geraden wird ausgedriickt durch
I = {(P,g) € Ex G| P liegt auf g}.

Statt ,liegt auf* kann man auch einfach P € ¢ schreiben.
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BEISPIEL 37.5. Es sei M eine Menge und P die Potenzmenge von M. Dann
wird auf M x P die Inzidenzrelation I erklért durch

I(z,T) genau dann, wenn x € T'.

Die Inzidenzrelation driickt also aus, ob ein Element x zu einer bestimmten
Teilmenge 71" gehort oder nicht. Die Faser zu einem Element besteht aus
samtlichen Teilmengen, die dieses Element enthalten, und die Faser zu einer
Teilmenge besteht aus allen Elementen dieser Teilmenge.

Bernard

Lucie -

- Antoine

B&atrice

Paul

Delphine

Charles

Relationen und Abbildungen

Abbildungen kann man als spezielle Relationen auffassen.
DEFINITION 37.6. Es seien L und M Mengen und es sei
F:L—M
eine Abbildung. Dann nennt man
' =T ={(z,F(z))|z€e L} CLxM
den Graphen der Abbildung F'.

Abbildungen und ihre Graphen sind im wesentlichen dquivalente Objekte.
Um Abbildungen innerhalb der Relationen herauszustellen, sind die folgen-
den Begriffsbildungen sinnvoll (die Begriffe sind sinnvoll, ob die gewéhlten
Bezeichnungen sinnvoll sind, ist eine andere Frage).

DEFINITION 37.7. Eine Relation R C M x N heiit linkseindeutig, wenn es
zu jedem y € N maximal ein x € M mit (z,y) € R gibt.

DEFINITION 37.8. Eine Relation R C M x N heif$t rechtseindeutig, wenn es
zu jedem z € M maximal ein y € N mit (z,y) € R gibt.
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DEeFINITION 37.9. Eine Relation R € M x N heifit linksvollstindig, wenn
es zu jedem z € M einy € N mit (z,y) € R gibt.
DEFINITION 37.10. Eine Relation R C M x N heifit rechtsvollstindig, wenn
eszu jedem y € N ein z € M mit (x,y) € R gibt.

Wenn ein Paar (z,y) € R gegeben ist, so meint rechtseindeutig, dass (bei
gegebenem) x die rechte Seite, also das y, eindeutig bestimmt ist. Wenn man
sich aber die Relation auf M x N dadurch gegeben denkt, dass zwischen
den Elementen der linken Menge M und den Elementen der rechten Menge
N genau dann eine verbindende Strecke (kein Pfeil) vorliegt, wenn das ent-
sprechende Paar zu R gehort, so hat rechtseindeutig die Auswirkung, dass
von jedem Punkt der linken Seite (!) aus maximal eine Verbindungsstrecke
abgeht.

LEMMA 37.11. FEine Relation R C M x N ist genau dann eine (der Graph
einer) Abbildung, wenn sie linksvollstindig und rechtseindeutig ist.

Beweis. Eine Abbildung

p: M — N
ordnet jedem x € M genau ein y € N zu, das ist nach Definition die
Linksvollstéandigkeit und die Rechtseindeutigkeit. U

Eine rechtseindeutige Relation, die nicht unbedingt linksvollsténdig ist, nennt
man auch manchmal eine , partielle Abbildung“, eine (insbesondere links-
vollstéindige) Relation nennt man manchmal auch eine ,, mehrdeutige Abbil-
dung*.

BEMERKUNG 37.12. Eine Abbildung f: M — N ist genau dann surjektiv,
wenn der Graph der Abbildung (als Relation aufgefasst) rechtsvollstandig
ist, und genau dann injektiv, wenn der Graph linkseindeutig ist.

Relationen auf einer Menge

Im eingangs erwdhnten Beispiel gab es einerseits Personen und andererseits
Eigenschaften, die diese Personen haben konnten oder nicht. Die beiden be-
teiligten Mengen hatten also eine unterschiedliche Funktion. Wenn man aber
z.B. zwischenmenschliche Beziehungen ausdriicken mdochte, so stimmen die
beiden Mengen héufig iiberein, und es ergeben sich neuartige strukturelle
Moglichkeiten, da ein Element sowohl vorne als auch hinten stehen kann.
Betrachten wir in der studentischen Dreier-WG die Relation , kann gut lei-
den“. Die zugehorige Relationstabelle sieht vielleicht so aus.

Anna | Berta | Hans
Anna X X

Berta X X
Hans X X X
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Hier ist zunéchst wichtig, die Bedeutung der Spalte und der Zeile festzule-
gen; sagen wir, dass die Tabelle so zu verstehen ist, dass in der Leitspalte
das grammatische Subjekt und in der Leitzeile das grammatische Objekt
steht. Damit besagt die Tabelle, dass Hans alle Personen der WG gut leiden
kann, dass Berta sich und Anna gut leiden kann, aber nicht Hans, und dass
Anna ihre beiden Mitbewohner gut leiden kann, aber nicht sich selbst. Die
Relation ist also weder ,reflexiv®, da sich Anna nicht gut leiden kann, noch
,symmetrisch“, da Hans zwar Berta gut leiden kann, aber nicht umgekehrt.

DEFINITION 37.13. Eine Relation R auf einer Menge M ist eine Teilmenge
der Produktmenge M x M, also R C M x M.

Wenn ein Paar (x,y) zu R gehort, so sagt man auch, dass x und y in der
Relation R stehen. Statt (z,y) € R verwendet man haufig suggestivere
Schreibweisen wie xRy,  ~ y oder z < y. Dabei werden manche Symbole
nur verwendet, wenn die Relation gewisse zusétzliche Eigenschaften erfiillt.
Die wichtigsten Eigenschaften fasst die folgende Definition zusammen (die
bei zwei verschiedenen Mengen keinen Sinn ergeben).

DEFINITION 37.14. Es sei M eine Menge und R C M x M eine Relation
auf M. Man nennt R

o reflexiv, wenn (z,z) € R gilt fir alle z € M.

e transitiv, wenn fiir beliebige z,y,z € M aus (z,y) € R und aus (y,z2) € R
stets (z,z) € R folgt.

e symmetrisch, wenn fiir beliebige x,y € M aus (z,y) € Rauch (y,z) € R
folgt.

e antisymmetrisch, wenn fiir beliebige x,y € M aus (z,y) € Rund (y,z) € R
die Gleichheit x = y folgt.

Ein Pfeildiagramm ist eine Moglichkeit, eine Relation darzustellen.

Eine wichtige Darstellungsmoglichkeit fiir eine Relation auf einer Menge ist
durch ein Pfeildiagramm gegeben, man spricht auch von einem gerichteten
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Graphen. Dabei werden die Elemente der Grundmenge M als Punkte (Kno-
ten) gezeichnet, und es wird genau dann ein Pfeil von Punkt z zu Punkt y
gezeichnet, wenn xRy gilt. Die Richtung des Pfeiles ist dabei wichtig. Wenn
allerdings die Relation symmetrisch ist, so gibt es zu jedem Pfeil den entspre-
chenden Riickpfeil. Daher driickt man symmetrische Relationen direkt durch
ungerichtete Pfeile (Kanten, Verbindungsstrecken) aus und spricht von un-
gerichteten Graphen.

BEISPIEL 37.15. Eine (Fufiball-)Spielgruppe bei einer Europa- oder Welt-
meisterschaft besteht aus vier Mannschaften, und jede spielt gegen jede. Ein
Spiel kann unentschieden oder mit einem Sieg fiir eine der beiden Mannschaf-
ten enden. Wir interessieren uns fiir die Gewinnrelation in einer Spielgruppe,
die man durch einen gerichteten Graphen beschreiben kann, wobei man einen
Sieg von A iiber B durch einen Pfeil von A nach B (und ein Unentschieden
durch keine Verbindung) ausdriicken kann.

Wir besprechen nun verschiedene mathematische Relationen, die mit diesen
Eigenschaften definiert werden konnen.

Ordnungsrelationen

Eine reflexive, transitive und antisymmetrische Relation nennt man eine Ord-
nung, wofiir man héufig ein Symbol wie >, <, <, C verwendet. Diese haben
wir schon im Kontext von angeordneten Ringen besprochen.

DEFINITION 37.16. Eine Relation < auf einer Menge [ heif3t Ordnungsrela-
tion oder Ordnung, wenn folgende drei Bedingungen erfiillt sind.

(1) Esist i < i fir alled € 1.
(2) Ausi < jund j < k folgt stets i < k.
(3) Ausi < jund j < i folgt i = j.

Eine Menge mit einer fixierten Ordnung darauf heifit geordnete Menge. Wenn
zusitzlich gilt, dass fiir je zwei Elemente x < y oder y < x gilt, so spricht
man von einer total geordneten Menge.

BEISPIEL 37.17. Die reellen Zahlen R (ebenso die rationalen Zahlen und
die ganzen Zahlen) sind total geordnet durch die Griflergleichrelation >.
Dies gehort zum Begriff des angeordneten Korpers, der nicht nur verlangt,
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dass eine totale Ordnung erklért ist, sondern auch, dass diese mit den alge-
braischen Operationen vertraglich ist. Die strikte Grdfierrelation > ist keine
Ordnungsrelation, da sie nicht reflexiv ist. Der Kérper der komplexen Zahlen
C ist nicht angeordnet (und ldsst sich auch nicht anordnen).

BEispiEL 37.18. Wir betrachten die positiven ganzen Zahlen N, zusammen
mit der Teilbarkeitsbeziehung. Man sagt, dass eine Zahl k die Zahl n teilt,
geschrieben
kln,

wenn es eine weitere natiirliche Zahl m mit n = km gibt. Die Bezeichnung
ist nicht sonderlich gliicklich gewéhlt, da ein symmetrisches Symbol fiir eine
nichtsymmetrische Relation verwendet wird. Die Teilbarkeitsrelation ist in
der Tat reflexiv, da stets n|n ist, wie m = 1 zeigt. Die Transitivitéit sieht
man so: sei k|n und n|m mit n = ak und m = bn. Dann ist m = bn = bak
und daher k|m. Die Antisymmetrie folgt so: Aus n = ak und k = bn folgt
n = (ab)n. Da wir uns auf positive natiirliche Zahlen beschrénken, folgt
ab = 1 und daraus a = b = 1. Also ist kK = n Einfache Beispiele wie 2
und 3 zeigen, dass hier keine totale Ordnung vorliegt, da weder 2 von 3
noch umgekehrt geteilt wird.

BEISPIEL 37.19. Es sei M eine beliebige Menge und R = P (M) die Potenz-
menge davon. Dann sind die Elemente aus R = (M) - also die Teilmengen
von M - durch die Inklusionsbeziehung C geordnet. Die Reflexivitdat bedeutet
einfach, dass eine jede Menge in sich selbst enthalten ist und die Transiti-
vitat bedeutet, dass aus T} C T5 und 75 C T3 die Inklusion 77 C Tj folgt.
Die Antisymmetrie ist dabei ein wichtiges Beweisprinzip fiir die Gleichheit
von Mengen: Zwei Mengen 77,75 sind genau dann gleich, wenn 77 C 75 und
umgekehrt 7, C T gilt.

BEISPIEL 37.20. Es sei X eine Menge (beispielsweise ein reelles Intervall,
oder ein topologischer Raum), so ist die Menge der (stetigen) Funktionen
f: X — R geordnet, indem man f > g dadurch definiert, dass f(z) >
g(x) fiir jeden Punkt z € X sein muss. Dies ist offensichtlich keine totale
Ordnung.
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