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PREFACE,
^VI EST VN EXTRAIT DV VIII e LITRE

ou fécond Volume
y fur lufige de VAnalyje dans la

Géométrie > (dp dans les Sciences Phyfîco-Mathema-

tïques.

E huitième Livre contient les ufages de

l'Analyfe que l'on a expliquée 6c démon-
trée dans les fept premiers Livres. Les

Lecteurs qui commencent , y verront

les utilités de l'Analyfe 3 & la manière d'en appli-

quer les méthodes à découvrir les propriétés des

figures de la Géométrie fimple ck compofée , &: à

réfoudre les Problêmes de ces Sciences, & les Pro-

blêmes des Sciences Phyfico-Mathematiques. Ils y
apprendront aufîi les nouveaux calcus différentiel

8c intégral
y qui fervent principalement à la connoif-

fance des lignes courbes. Pour les faire concevoir

clairement , il falloit auparavant faire connoître la

manière dont l'Analyfe réduit les lignes droites 3c

courbes à des équations j que ces équations expri-
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ment les principales propriétés , & , pour ainfi di-

re , la nature des lignes courbes ; & tirer de là l'idée

qu'on doit fe former de toutes les courbes. Ce hui-

tième Livre eft divifé en trois Parties : Les ufages de

l'Analyfe , en n'employant que le calcul ordinaire

de 1 Algèbre , font expliqués dans la première. La

féconde contient le calcul différentiel , & les ufages

qu'en fait l'Analyfe. On fait découvrir dans la troi-

fiéme, par le moyen de l'Analyfe, les réglés du cal-

cul intégral , & l'on fait voir enfuite les ufages qu'el-

le fait de ces règles.

PREMIERE PARTIE.
Sur Vufage de l'Analyfe y en n'employant que le calcul

ordinaire de l'Algèbre*.

ON fait voir dans la première Section
,
que l'Analyfe

reprefente les lignes 6c les figures de îà Géométrie par

les lettres de l'Alphabet, & tous les rapports (impies &
compofés que peuvent avoir ces lignes & ces figures par le

calcul de ces lettres
5
& que par confequent les lignes & les

figures font les valeurs géométriques des expreiHons littéra-

les , & les rapports de ces lignes & de ces figures font com-
me les objets reprefentés par les calculs de l'Analyfe. Cela
doit faire appercevoir aux Commençans l'ufage de l'Ana-

lyfe crans la Géométrie, & leur faire concevoir tout l'artifice

des Méthodes qu'elle donne pour en réfoudre les Problè-

mes, qui con fifte en ceci.

Elle reprefente par des lettres différentes les grandeurs

inconnues que Ton cherche , & les grandeurs connues ou
données dans chaque Problême j elle trouve par le calcul

les équations qui expriment les rapports connus entre les

grandeurs connues êc.les inconnues , lefquels rapports font

les conditions qui déterminent la nature du Problème: Elle

découvre les grandeurs inconnues , en les feparant des

grandeurs connues , & faifant en forte
,
par des calculs re-
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$ès, que les lettres des inconnues deviennent égales à des

lettres des feules grandeurs connues jointes enfemble par

l'addition , ou la fouflraction , ou la multiplication , &c. &
c'en: là la réfolution analytique du Problême. Pour avoir

la réfolution- géométrique qu'elle reprefente , l'Analyfe em-
ployé là Géométrie , & elle fait tracer les lignes &• les fi-

gures qui ayent entr'elles les rapports &: les proportions ex-

primées par la réfolution analytique j ce qui donne les

lignes & les figures qui font la réfolution géométrique du
Problême.

L'art qu'on vient d'expliquer efl mis en pratique dans
tout ce huitième Livre. Pour commencer par les chofes les

plus faciles , on l'employé dans la première Section à décou-
vrir les propriétés des triangles rectangles confédérés feuls,

& enfuite dans le cercle
^ & à trouver par ces propriétés la

réfolution géométrique des équations du fécond degré

,

c'eft-à - dire , les lignes qui font les valeurs de l'inconnue de
ces équations.

Pour faire voir l'utilité de l'Analyfe dans les Sciences

Phyfico - Mathématiques-, on l'employé dans la féconde
Sedion a découvrir la réfolution des Problêmes de l'art de
jetter des bombes, & de ceux qui font fur les centres de pe-

fanteur & d'ofcillation -

y ces derniers fervent à donner la

jufteflè aux horloges.

Les Commençans pourront déjà voir dans ces deux pre-

mières Sedions le parfait accord de l'Analyfe avec la Géo-
métrie & avec la nature même. Car lorfque l'Analyfe ex-

prime le Problême qu'on veut réfoudre par une équation
du fécond degré, & qu'elle donne deux valeurs pofitives de
l'inconnue que Ton cherche dans le Problême, là réfolu-

tion géométrique fournit atiffi deux lignes différentes re-

prefentées par ces valeurs : dans les Problêmes de l'art de
jetter les bombes , il y a deux inclinaifons du mortier re^

prefentées par les deux valeurs analytiques, qui font propres

à lui faire jetter la, bombe par une même force de poudre à
l'endroit où on la veut faire tomber ^

& dans les Problèmes
fur le centre d'ofcillation d'un pendule compofé, il y a deux
endroits dans le pendule

,
qui répondent aux deux valeurs

analytiques
,
propres à placer la lentille

,
pour faire que les-

vibrations du pendule marquent les fécondes. Quand les-

*iij
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deux valeurs analytiques fe trouvent égales, les lignes géo-

métriques qu'elles reprefentent le font auffi $ les deux incli-

naifons du mortier fe reduifent a celle de 4 y degrés, qui

donne la plus5 grande étendue de tous les jets de bombe par

une même force de poudre $ & les deux endroits du pendu-

le où il faut mettre la lentille fe réunifient au point , où
arrêtant la lentille , on rend les vibrations du pendule les

plus promptes qu'il eft poffible. Quand PAnalyfe découvre
que les deux valeurs font impoffibles , on trouve une con-

tradiction dans la réfolution géométrique j
l'endroit où l'on

veut faire tomber la bombe , fe trouve hors de la portée de
la poudre

j & l'on trouve auffi qu'il y a une contradiction

dans les fuppofitions que l'on a faites fur le pendule com-
pofé , &c. Tout le refte du huitième Livre eft employé à
faire voir les ufages de PAnalyfe dans la Géométrie com-
pofée , c'eft-à-dire , dans la fcience des lignes courbes , 6c

dans la réfolution des Problêmes Phifico - Mathématiques
qui en dépendent.

On explique dans la troifiéme Section la manière de ré-

duire les courbes à des équations qui en expriment les prin-

cipales propriétés : la voici. On fuppofe fur le plan où eft

chaque courbe une ligne droite dont la pofition eft donnée
fur le plan , & un point fixe d'où elle part

,
qu'on nomme

fon origine
,
qui eft auffi donné. Cette droite fe nomme la

ligne des coupées : on fuppofe une infinité d'autres droites

toutes parallèles entr'elles qui partent de tous les points de
la courbe , &. vont toutes couper la ligne des coupées , on
les appelle les ordonnées ; la partie de la ligne des coupées
depuis l'origine jufqu'à l'ordonnée qui la termine , eft la

coupée de cette ordonnée $ & ,
pour abréger on nomme

chaque coupée & fon ordonnée correfpondante , les coor-

données. Or dans toures les courbes régulières il y a un rap-

port commun qui règne entre les coordonnées
,
qu'on peut

regarder comme le rapport commun à tous les points de la

courbe d'où partent les ordonnées. Ainfi en nommant chaque
coupée par une même lettre

,
qu'on appelle changeante

,

parcequ'elle reprefente fucceffivement toutes les coupées
$

reprefentant de même chaque ordonnée par une autre lettre

qu'on nomme changeante par la même raifon j marquant aufïî

par des lettres différentes les lignes connues qui fervent à dé-
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terminer le rapport commun aux coordonnées : l'Analyse

exprime ce rapport commun à tous les points delà courbe par

une équation $ les changeantes des coordonnées y tiennent

lieu de deux inconnues. On a fait voir dans la première

Seétion
,
que l'on peut de même exprimer par une équation

le rapport commun de tous les points d'une ligne droite , en
concevant de tous Tes points des droites parallèles tirées à

la ligne des coupées fur le même plan où eft la ligne droite.

C'eft de ces équations
,
qui expriment la nature des cour-

bes
,
que l'Analyfe déduit leurs propriétés , & la refolution

des Problêmes qui les regardent. C'eft de ces mêmes équa-
tions qu'elle prend la diftin&ion des courbes en géométri-

ques Ôcen mechaniques : les équations des premières ne con-

tiennent que des expreflions ordinaires de l'Algèbre , le

nombre des dimenfîons des changeantes eft déterminé , &;

les coordonnées font toujours de fimples lignes droites : Par-

mi les courbes mechaniques , les unes ont des courbes pour
l'une ou l'autre des coordonnées , ou pour toutes les deuxj

d'autres ont des lignes droites égales à des arcs de courbe
pour l'une ou l'autre des coordonnées , ou pour toutes les

deux. Il y en a dont le nombre des dimenfîons des coordon-
nées n'eft pas déterminé ^ la plupart ne peuvent s'exprimer

que par des équations qui contiennent des différentielles.

Enfin les équations des courbes géométriques fervent à les

ranger en differens ordres qu'on appelle genres , félon le

nombre des degrés où font élevées les puiiTances feparées

des changeantes , ou félon le nombre des dimenfîons du
produit des changeantes multipliées l'une par l'autre, quand
ce produit eft le feul terme qui contient des changeantes

,

ou quand il a plus de dimenfîons que la puifTance la plus

élevée de l'une ou de l'autre des changeantes feparées.

Les courbes géométriques les plus fîmples, ou du premier
genre , font celles qui s'expriment par des équations où la

plus haute puiflance des changeantes feparées ne monte
qu'au fécond degré, ou bien dans lefquelles le produit des

changeantes multipliées l'une par l'autre , n'eft que de deux
dimenfîons ^ on les appelle Sefhons coniques

,
parcequ'elles

peuvent fe former par la fe&ion commune d'un plan & d'un

cône. Les Géomètres anciens & nouveaux fe font appliqués

à décrire ces courbes , à en découvrir les propriétés , à en
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refoudre les Problêmes , & à les faire fervir à la refolutîon de

beaucoup d'autres Problêmes ;
cela les a rendues de grand

ufàge. On enfeigne dans cette troifiéme Sedion leur forma-

tion, c'eft-à-dire, la manière de les décrire fur un plan ,
io,

par le mouvement continu du point d'interfedion de deux
régies mobiles ^ i°. en trouvant fucccefïïvement les points

par où. elles doivent pafTer. On tire de leur formation les

équations qui en expriment la nature., & l'on déduit de ces

équations les principales propriétés de ces courbes. On a

eu foin de n'oublier aucune de celles qui font neceiïaires à

l'intelligence de ce huitième Livre , afin que les Lecteurs

qui fçavent au moins médiocrement les Elemens d'Euclide,

n'euffent befoin d'aucun autre Ouvrage pour entendre ce-

lui - ci.

Dans les Sedions coniques
, ( & c'eft à peu près la même

choie dans les courbes géométriques des genres plus élevés,)

il y a une ligne déterminée des coupées pour chacun des

angles que les ordonnées
,,
parallelesentr'elles, peuvent faire

avec leurs coupées : cette ligne déterminée s'appelle le dia-

mètre de la courbe. L'équation de la courbe par rapport à
ce diamètre eft la plus {impie de toutes , c'eft à-dire, qu'elle

a le moins de termes : mais quand on prend fur le plan de
chacune de ces courbes une ligne des coupées différente du
diamètre , & qui ne lui eft pas parallèle $ l'équation de la

courbe
,
par rapport à cette ligne des coupées , a un plus

grand nombre de termes que l'équation la plus fimple. Dans
la refolutîon des Problêmes qui fe reduifent aux Sedions

coniques , on trouve rarement l'équation la plus fimple

,

laquelle feroit diftinguer d'abord celle des Sedions coniques

2. laquelle le Problême fe rapporte : mais il fe prefente ordi-

nairement une équation qui a plus de termes que celle de la

courbe par rapport au diamètre ; & cependant les changean-

tes de l'équation n'ayant que deux dimenfions , la courbe

qu'elle exprime eft l'une des Sedions coniques. Il faut donc
avoir des marques certaines pour diftinguer à laquelle des

Sedions coniques appartient l'équation qu'on a trouvée ôc

des moyens pour trouver le diamètre de cette Sedion co-

lique , & les* autres lignes neceftaires pour la décrire par

la même méthode dont on s'eft fervi pour décrire une telle

Sedion conique. On a mis pour cela un Problême dans la

troifiéme
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troifiéme Section
,
qui en eft le feptiéme, où l'on enfeigne à

trouver
,
par Le moyen de l'équation fimple de chacune des

Sections coniques, l'équation la plus compofée de chacune

des mêmes Sections , laquelle exprime le rapport commun à.

tous les points de la courbe par rapport à une ligne des cou-

pées fur le même plan de la courbe -qui eft différente du
diamètre , de ne lui eft pas parallèle , ôc dont l'origine eft

différente de l'origine du diamètre. L'on tire de ces équa-

tions compofées de chacune des Sections coniques , les mar-
ques certaines pour diftinguer, dans la refolution des Pro-

blêmes qui s'y reduifent^ la Section conique en particulier

à qui convient l'équation que l'on peut trouver. L'on fait

voir aufïï la manière de fe fervir des équations compofées de
chacune des fedions coniques

,
que donne ce feptiéme Pro-

blème, pour trouver, dans les équations compofées qui fe

prefentent dans la refolution des Problêmes, & quife rap-

portent à une Section conique , le diamètre & les autres

lignes neceffaires ,pour la décrire. Cela fe fait par la méthode
des indéterminées , en regardant les connues de chaque
équationdu feptiéme Problême comme des indéterminées

,

& en comparant chaque terme de cette équation avec cha-

que terme correfpondant de l'équation qui s'eft prefentee

dans la refolution du Problême : car l'on détermine, par le

moyen des équations que donnent ces comparaifons, les

valeurs du diamètre £c des autres lignes qu'il faut avoir pour
décrire la Section conique exprimée par l'équation qui refout

le Problême.
En regardant de près les veftiges que M r Defcartesa îaiffés

dans le fécond & dans Le troifiéme Livre de fa Géométrie ,

on voit afîèz qu'il s'eft fervi de la méthode dont on vient de
parler, (qui eft expliquée dans le feptiéme Problême de
cette troifiéme Section, &. dans les Remarques qui le fui-

vent,
) pour diftinguer dans la refolution du Problême de

Pappus 3 qu'il donne dans le fécond Livre, à quelles Sections

coniques fe reduifoient les équations qui fe font prefentées

à lui dans cette refolution, & pour trouver le diamètre 6c

les autres lignes neceffaires .pour décrire ces Sections coni-

ques. Il .-.'en eft encore fervi , dans la refolution des équations

qu'il donne dans le troifiéme Livre, pour décrire les Sections

coniques qui jointes enfemble fe coupent en des points

Tome II. * *
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dont les ordonnées ou bien les coupées font la refolution

des équations. Cependant les Commentateurs de M 1 Des- .

cartes n'ont point expliqué cette méthode qui auroit éclaire»

fa Géométrie, & Pauroit rendue plus facile. M c Craige en
Angleterre, &M c le Marquis de l'Hôpital en France, font

les premiers qui l'ont donnée au Public.

On explique dans la même troifiéme Section la méthode
générale de décrire toutes les courbes Géométriques, en
trouvant fuccefTivement les points par où elles doivent paflèr.

On y a mis aufli quelques Exemples des courbes mechani-
ques. Enfin, pour n'oublier aucune des courbes qu'on a pu
imaginer jufqu'à prefent, l'on y donne une idée des courbes

qu'on nomme exponentielles ^.parcourantes.

La quatrième Section eft fur les ufages que PAnalyfe fait

des courbes
3 l'on en explique feulement deux : le premier

eft pour trouver
,
par le moyen des courbes Géométriques

,

les lignes qui font les valeurs géométriques des équations

déterminées, c'eft-à-dire, qui n'ont qu'une inconnue-, ceft

ce qu'on appelle conftruirc les 'équations-, le fécond eft pour
refoudre

,
par le moyen des courbes

,
plufieurs Problêmes

Phyfico- mathématiques. La conftru&ion des équations eft

une des belles parties de la Géométrie compofée. Pour
l'expliquer à fond d'une manière courte, mais fans obfcu-

rité, on l'a déduite du principe d'où elle dépend naturelle^

ment
,
que voici.

Si l'on prend les équations de deux lignes géométriques

où les mêmes lettres changeantes marquent les coordon-
nées, & que l'on ôte l'une des deux changeantes, par exem-
ple la changeante des coupées , dans l'une de ces deux équa-

tions par le moyen de l'autre éq îation , il en naîtra une
troifiéme équation qui n'aura qu'une feule changeante ou
inconnue. Or les deux lignes géométriques de ces équations

étant jointes l'une à l'autre de façon que leurs coupées foient

communes ou parallèles entr'elles, & qu'elles partent d'une

même origine, &. qu'il en foit de même de leurs ordonnées
,

elles fe couperont en autant de points qu'il y a de dimen-
fion dans la plus haute puiftance de l'inconnue demeurée
feule dans la troifiéme équation: Et fi l'on tire de tous les

points d'interfection de ces deux lignes géométriques , des

ordonnées jufqu'à la ligne des coupées de celle qu'on a
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décrire la première , elles feront les valeurs géométriques

de l'inconnue de la troifiéme équation , fi cette inconnue

eft celle des ordonnées ^ les coupées qui fe terminent à ces

ordonnées feront les valeurs géométriques de l'inconnue de

Ja troifiéme équation, fi c'eft l'inconnue des coupées qui y
foit demeurée. Ce principe répand une lumière fur la mé-
thode que donne l'Analyfe pour trouver les équations des

lignes géométriques, qui prifes deux à deux font propres à

conftruire telle équation déterminée qu'on voudra
; & pour

joindre enfemble ces deux lignes géométriques d'une ma-
nière propre à les faire couper dans les points qui auront

pour ordonnées ou pour coupées les lignes qui font les va-

leurs géométriques de l'inconnue de cette équation déter-

minée
j il répand, dis-je, une lumière fur cette méthode qui

la rend claire aux commençons
,
quoiqu'elle foit très-courte.

On prend pour exemple la conftru&ion de toutes les équa-

tions du -troifiéme & du quatrième degré, & l'on fait voir

la manière de l'exécuter par l'union d'une parabole donnée
& du cercle ^ & encore par l'union d'une hyperbole donnée
entre les afymptotes dont l'Angle efi: aigu ou obtus, &; du
cercle. On a mis cette dernière manière de conftruire tou-

tes les équations du troifiéme &du quatrième degré, parce-

qu'elle renferme quelques difficultés qui auroient pu. embar-
rafier les commencans.

On pourra encore remarquer en cet endroit l'exaéte

convenance de l'Analyfe & de la Géométrie. Il y a autant

d'interfeétion des deux lignes géométriques employées à

conftruire l'équation
,
qu'il y a de valeurs analytiques de

l'inconnue de cette équation. Quand toutes les valeurs que
fournit l'Analyfe font pofitives & différentes, les lignes qui

en font les valeurs géométriques font toutes différentes 3 &
du côté des lignes pofitives. Lorfque l'Analyfe donne des

valeurs négatives , les valeurs géométriques font du cote

des lignes négatives. Quand le fécond terme de l'équation

efi: évanoui , la fomme des valeurs négatives que donne
l'Analyfe eft égale à celle des pofitives ^

l'on trouve aufîi

dans la conftruétion géométrique, que la fomme des lignes

du côté des grandeurs négatives eft égale à celle des lignes

qui font du côté des pofitives. S'il y a des valeurs analyti-

ques égales, Ton trouve autant d'interfedions des lignes
** ij
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géométriques qui Te réunifTent enfemble. Enfin dans les cas

où l'Analyfe trouve des valeurs impoffibles , les lignes géo-

métriques employées à la conftru&ion ne fe coupent ni ne fe

touchent point du côté que devroient être' les valeurs géo-

métriques correfpondantcs»

On explique à la fm de la même quatrième Section quel-

ques ufages des courbes pour la refolution des Problêmes

Phyfico- mathématiques. On fait voir que les traces des

bombes jettées à toutes les inclinaisons poflibles du mortier,

font des paraboles. On tire d'ordinaire des propriétés de la

parabole la refolution des Problêmes de l'art de jetter les

bombes: mais comme l'on à refolu ces Problêmes dans la

féconde Section fans fe fervir de la parabole, on donne la

refolution de deux autres Problêmes fur toutes les parabo^

les que peut décrire une bombe jettée par une même force

de poudre à toutes les différentes inclinaifons qu'on peut

donner au mortier. On fait voir aufli dans la même Section

que l'ellipfe &: l'hyperbole font les figures qu'il faut donner

aux verres, afin que les rayons qui y entrent parallèles à

l'axe foient difpoîés
,
par les réfractions qu'ils fouffrent en

parlant de l'air dans les verres, ou des verres dans l'air, à fe

réunir dans un point donné. Enfin on 1 fait découvrir par

l'Analyfe, que la cycloïde cft la courbe que le centre de
pefanteur d'un pendule fimple, ou. le centre d ?

ofcillation

d'un pendule compofé doit décrire , afin que fes vibrations

grandes oiv petires foient toutes d'une égale durée: ce qui

fait concevoir qu'un tel pendule en: ce qu'il y a de plus pro-

pre à modérer le mouvement des horloges , &: à les rendre

k meiure exa&e du temps.

SECONDE PARTIE.
Sur le calcul différentiel, <$> fur ïufage de VAnalyfi

en fe fervanr de ce calcul,

ON fait remarquer dans la première Seclion, que ce n'efb

point une chofe nouvelle dans la Géométrie que de
confidçrer des parties de grandeur d'une fi extrême petitefTe,.

qu'on ne. peut les faire entrer en comparaifon avec les gran^
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cteurs ordinaires que l'on peut déterminer. Les plus anciens

Géomètres, comme on le voit dans le douzième Livre

d'Euclide, & dans les Ouvrages d'Archimede, ont pris ces

parties infiniment petites pour principe de quelques - unes

de leurs démonftrations. Car pour démontrer, par exemple,

que deux cercles font entr'eux comme les quarrés de leurs

diamètres, & deux circonférences comme leurs diamètres»,

ils ont fuppofé qu'on pouvoit concevoir dans l'un & l'autre

de ces cercles deux polygones Semblables inferits, ou deux
polygones Semblables qui leur fuflent circonferits , dont les

cotés fuflènt d'une telle petiteffe, que la différence des poly-

gones inferits ou circonferits d'avec leurs cercles fut moin-

dre qu'aucune grandeur finie & déterminée, quelque petite

que pût être cette grandeur. Or ces polygones étant- entr'eua

comme les quarrés des diamètres des cercles, & leurs cir-

cuits comme ces mêmes diamètres -, la fuppofition- qu'ils

avoient faite leur faifoit conclure que les cercles & les cir-

conférences avoientle même rapor,t que les aires & que les

circuits de ces polygones.

Ce n'a donc point été de nos jours une nouvelle décou-

verte que d'employer dans la Géométrie; ces parties des

grandeurs entières , fi petites qu'elles n'ont aucun raport fini

avec elles-. Ce que les illuftres Auteurs du calcul différentiel

& intégral ont ajouté à cette fuppdlftion que les Anciens

ont prife.de la nature,.n'a été que de donner des exprefîions

convenables à ces petites parties qui font les premiers éle-

mens des grandeurs
-,
& de trouver un calcul' qui leur fût

tellement propre, qu'on put leur appliquer les méthodes
de l'Analyfe, & qu'on pût remonter de ces parties•infiniment»

petites aux grandeurs entières ou intégrales donfc elles font

les premiers élemens. Le fondement du calcul différentiel

eft commun aux anciens &; aux nouveaux Géomètres. La
certitude des démonftrations pofées fur ce fondement eft la

même. La manière même d'employer, dans les démonftra-

tions & dans les refolutions des Problêmes, ces parties des

grandeurs plus petites que toute grandeur qu'on peut déter-

miner, efl: commune aux uns & aux autres. Car comme les

Anciens ne fuppofoient cette différence infiniment petite

entre le cercle êc le polygone d'une infinité de côtés qui lut

dtoit. infexie ou circonferit, que pour faire leur démonftra-
**

iij,
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tion

5
qu'ils ne la concevoient fubfiflante que pendant la

démonftrations 6c qu'au moment qu'ils l'avoienc faite, ils

reo-ardoient cette différence comme devenant nulle, & que

le polygone infcris ou circonfcrit, qui étoit pour ainfî dire

J'infinitiéme, ne di£Feroit en rien du cercle. Les nouveaux

Géomètres n'employent aufîi les même différences infini-

ment petites que pendant la refolution des Problêmes j ils

ne les reçoivent réelles & fubfiftantes que pendant leur

calcul ^ 6c au moment qu'il leur a donné la refolution , ils

fuppofent que les différences s'évanouiiTent & deviennent

nulles, 6c que les grandeurs qu'ils fuppofoient ne différer

des grandeurs entières qu'ils cherchoient que par des diffé-

rences infiniment petites , n'en différent point du tout. La
certitude du calcul différentiel doit donc être au même
degré que celle des démonftrations des anciens Géomètres
qui avoient le même principe, 6c qui ont été reçues de tout

le monde. La feule différence eft que les Anciens ne faifoient

fur ce principe que des démonftrations qu'on appelle fer

abfurdum , &c que les nouveaux calculs démontrent tout

directement.

On apperçoit même diftinctement, en y regardant de

près, les fécondes différences renfermées dans la fuppofitioa

des Anciens
,
quoiqu'ils n'y fiffent pas de réflexion, Se qu'ils

n'en euffent pas befom dans leurs démonftrations. Car
dans l'exemple qu'on a pris d'eux fur le polygone inferit

dans le cercle, qui devoit avoir tant de côtés que la diffé-

rence de l'aire du polygone inferit dans le cercle, fût plus

petite que toute grandeur finie 6c déterminée ^ il eft évident

qu'il falloit qu'ils conçu(Tent celui des polygones inferits
,
qui

étoit, pour ainfi dire, le dernier, comme ayant un nombre
infini de côtés ^ autrement la différence de fon aire d'avec

le cercle eût été finie 6c déterminée, ce qui auroit détruit

leur fuppofition: Or l'on conçoit diftinclement que la dif-

férence de l'aire de ce dernier polygone d'avec le cercle,

moindre 3 par la fuppofition, qu'aucune grandeur finie, étoit

compofée du nombre infini des petits fegmens de cercle ,

dont les petits côtés du polygone étoient les cordes : C'eft

pourquoi ces petits fegmens étoient juftement ce qu'on

appelle des fécondes différences dans les nouveaux calculs,

puifcju'il y en avoit une infinité pour faire une première dif-
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ference, qui étoîc celle de l'aire du polygone infcrit d'avec

l'aire du cercle.

Après avoir établi la fuppofition des parties des grandeurs

plus petites qu'aucune grandeur finie, on donne les expref-

fions de ces- petites parties qu'on nomme différences ou diffé-

rentielles. L'on a pris les expreflions de M 1 Leibnits comme
moins capables de caufer des méprifes dans ks calculs &;

dans l'impreffion , & parcequ'elles foulagent davantage l'i-

magination : On met enfuite le calcul des premières diffé-

rences, des fécondes différences, des troisièmes, &c. C'eft

ce qu'on nomme le calcul différentiel.

On explique dans les trois Sections fuivantes l'ufage de
l'Analyfe en fe fervant du calcul différentiel. Mais comme
l'on s'eft propofé d'être court dans ce Volume des ufages

de l'Analyfe 3 & d'y apprendre cependant à fond aux corn-

mençans la manière de découvrir les principales propriétés

de toutes les courbes j on a réduit à des formules générales

hs Problêmes qui les font trouver. Ces Problêmes font de
deux fortes $ la refolution complette des uns dépend du feul

calcul différentiel $ la refolution des autres fe commence par

le calcul différentiel , & s'achève par le calcul intégral. On
fait découvrir aux Lecteurs dans la féconde Sedion les for-

mules pour refoudre les Problêmes qui ne dépendent que
du calcul différentiel , comme les formules pour trouver les-

tangentes , les foutangcntes , les perpendiculaires , les fou-

perpendiculaires de toutes les courbes , & les autres lignes

qui ont rapporta celles qu'on vient de nommer- les formu-
les pour trouver les ordonnées 6c les coupées des points des

courbes où les tangentes de ces points font parallèles aux
coordonnées , ce qui comprend la refolution des Problêmes
fur les quantités qu'on nomme les plus grandes& les moindres ',

les formules pour découvrir dans les courbes qui font en
partie concaves , & en partie convexes , les points qui fepa-

rent ces parties, qu'on nomme lespoints d'inflexion', & dans
les courbes qui rebrouffent leur chemin , les points de rebrouf-

fement. Enfin les formules pour trouver les developéesde toutes

fortes de courbes. Ces courbes developces fervent à former
les courbes dont elles font les developées, par le develope-

ment infenfi ble d'un fil qu'on conçoit les enveloper. L'Ex-
trémité de ce fil j à melure qu'il fe develope , décrit les cour-
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bes dont elles font les developées. Elles font devenues de
grand ufage dans la géométrie compofée & dans la refolu-

tion des Problèmes Phyfico- mathématiques depuis que M.
Hugcns en a fait la découverte. On donne des exemples

pour apprendre aux commençons la manière de fe fervir

de toutes ces formules, & pour refoudre par leur moven les

Problêmes des courbes particulières dont ces formules ex-

priment la refolution générale.

On fait de -même découvrir aux Ledeurs dans la troifié-

roe Section les formules générales pour refoudre les princi-

paux Problêmes fur toute forte de courbes, dont la refolu-

ïion fe commence par le calcul différentiel , & s'achève par

le calcul intégrai ^ comme les formules de la redi fication

des courbes, c'eft-à-dire
,
pour en trouver la longueur-, celles

qui fervent à mefurer leurs aires, qu'on appelle leur quadra-
ture

^ celles dont on tire la mefure des corps folides formés
par la révolution des courbes autour d'une ligne .droite prife

pour axe fur le même plan ^ celles qui font connoître la mê-
ïure des furfaces courbes de ces folides ^ enfin celles qui font

découvrir les centres de pefanteur des courbes, de leurs fur-

faces , des folides qui en peuvent être formés, &des furfa-

ces courbes de ces folides. On fait voir aufîî la manière d'ap-

pliquer ces formules à l'ufage par des exemples particuliers.

On a eu foin de mettre parmi ces exemples les différentielles

particulières de la redification et de la quadrature des Se-

ctions coniques
,
qu'on appelle les èlcmcns de leur rectification

ou de leur quadrature, afin de s'en fervir dans la troifieme

Partie pour faire concevoir clairement les méthodes qu'on

y doit donner pour trouver, d^ns les cas où les méthodes
du calcul intégral ne donnent pas les intégrales exactes de
quelques différentielles, pour trouver, dis -je, dans ces cas

les intégrales finies de ces différentielles, en les reduifant à
la rectification ou à la quadrature des Sections coniques.

Les Méthodes qu'on a expliquées au long dans le feptiéme

Livre, font mifes en ufage dans la quatrième Sedion pour
exprimer par des fuites infinies les intégrales des différen-

tielles dont les Règles du calcul intégral ne donnent pas les

intégrales exactes & finies. On aurait pu en donner une in,

£nité d'exemples
j mais on a choifi ceux qui iufnToient pour

apprendre .aux commençons à .s'en former eux- mêmes tant

qu'il
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qu'il leur plaira , fans trouver d'autre peine dans l'applica-

tion des Méthodes ,
que celle du calcul , & qui pouvoienc

en même temps les inftruire de chofes neceflàires dans la

Géométrie & dans les Parties pratiques des Mathématiques,

Un de ces exemples fur la rectification des arcs de cercle,

fait découvrir une formule générale pour trouver, avec la

corde ou le finus d'un arc donné, la corde ou le finus de

tel autre arc qu'on voudra
5
cette formule peut fuffire pour

faire par de (impies fubftitutions les tables des finus 5 £c les

Lecteurs peuvent trouver des formules femblables pour faire

ks tables des tangentes & des fecantes. Un autre exemple

fur la quadrature de l'hyperbole équilatere par raport aux

afymptotes fait découvrir une formule pour faire, par de

iimples fubftitutions , une table des logarithmes hyperboli-

ques. L'on y explique ces logarithmes, la manière de les ré-

duire aux logarithmes ordinaires , & la manière de trouver

une formule , avec laquelle on puiffe, par le moyen d'un

logarithme donné, avoir le nombre dont il eft le logarith-

me. On explique de plus les logarithmes des lignes. On
\erra dans la troifiéme Section delà troiiîéme Partie

,
qu'ils

font d'ufage dans la Géométrie compofée. Enfin on fait

voir que les mêmes méthodes ne fervent pas feulement à
trouver les fuites qui font les intégrales des élemens des

courbes, de leur quadrature, des furfaces courbes, & des

folides formés par la révolution des courbes ; mais auiîi les

frites qui font les valeurs connues des lettres inconnues qui

entrent ou qu'on peut faire entrer dans ces élemens. On a

mis pour exemple le Problème qui fait découvrir une for-

mule pour trouver, par le moyen d'un fecleur quelconque
d'ellypfe, dont le fommet eft à l'un des foyers , &dont l'un

des côtés eft fur l'axe, l'ordonnée de l'arc de l'ellypfe qui

eft la bafe du fecteur. Cette formule donne la reiolution

directe du Problême .agronomique que Kepler propofa à

tous les Géomètres de fon temps, & dont il ne put trouver

qu'une refolution indire&e. Ce fameux Aftronome
,
qui eft

à prefent fort fuivi des Sçavans , fuppofe que les Planètes

décrivent i s ellypfes par leurs mouvemens propres, &: il le

prouve en particulier de Mars par le moyen des obferva-

tions. Il fuppofe que le temps moyen d'une révolution en-

tière doit fe mefurer par l'aire entière de l'ellypfe, qu'on

Tome II. * * *
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peut concevoir divifée en 360 fe&eurs égaux, lefquels pris

de fuite mefurent le temps moyen des parties de la révolu-

tion entière j
il nomme anomalie moyenne chaque fomme de

ces fe&eurs prife de fuite depuis l'axe d'où il comptoit ces

fommes -, il lui falloir^ pour chacune de ces fommes, ou pour

chaque anomalie moyenne, trouver l'angle que formoient

au foyer les deux côtés du fecteur qui comprenoit chacune

de ces fommes, il appelloit cet angle l'anomalie véritable y

c'eft-à-dire, qu'il lui falloit trouver pour chaque lieu moyen
de la planète, le vrai lieu de cette planète. La formule

dont on vient de parler , fert à découvrir les deux côtés du
triangle re&angle, dont l'angle, qui eft l'anomalie véritable

_,

eft l'un des angles aigus : ainfi elle fait trouver la refolution

de ce Problême
,
qui peut fervir pour les tables agronomi-

ques.

TROISIEME PART I E.

SurTuJage de PAnalyfepourdécouvrir les règles du calcul

intégral 9 &Jurl'u/age que VAnalyfe fait

de ces règles.

LA méthode de retourner des différentielles aux gran-

deurs entières, qu'on appelle intégrales } dont elles font

les différentielles , eft ce qu'on nomme le calcul intégral.

Ainfi les principes fondamentaux de ce calcul dépendent
du calcul différentiel. On établit dans la première Section

trois propofitions fondamentales du calcul intégral
,

qui

font des fuites neceflàires du calcul différentiel j & l'on en
déduit

,
par le moyen de PAnalyfe, les règles du calcul in-

tégral pour trouver les intégrales exa&es des différentielles

qui leur font foumifes. La première & la plus féconde de
ces propofitions eft pour découvrir les intégrales des diffé-

rentielles qui n'ont qu'une même changeante. On enfeigne

aux Commençans dans les Corollaires de cette proposition

la manière de trouver les intégrales des différentielles les

moins compofées , & de toutes les grandeurs complexes,
(dont les termes font diftingués par les différentes puiffan-

ces d'une même changeante
, ) élevées à une puiflànce quel-
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conque dont Pexpofant efl un nombre entier pofitif. On
leur fait remarquer qu'une intégrale qui a un terme confiant,

c'eft -à-dire Tans changeante, donne la même différentielle

que fi elle n'en avoit pas -

y
& qu'à caufe de cela une même

différentielle peut avoir pour intégrale la grandeur chan-

geante dont elle efl: déduite, augmentée ou diminuée de

telle grandeur confiante qu'on voudra. Ainfi l'on a befoin

de la règle
,
qu'on explique dans cette première Se&ion

,

pour s'aflurer dans la refolution des Problêmes particuliers,

û l'intégrale qu'on trouve efl: complette : ou s'il lui manque
une grandeur confiante ; & pour trouver, dans ce dernier

cas, la grandeur confiante qu'il faut lui ajouter ou en ôter,

pour la rendre complette.

Après avoir apris la manière de trouver les intégrales

dans les cas particuliers les plus faciles , en les reduifànt a

la première propofition , l'on donne des méthodes généra-

les qui conviennent aux différentielles les plus compofées
5

Et comme les principales difficultés font fur les différen-

tielles qui font compofées de grandeurs complexes, c'eft-à-

dire qui ont plufieurs termes , élevées à des puiffances dont
les expofans font des nombres rompus , ou des nombres
négatifs , on rapporte toutes ces fortes de différentielles à
des formules générales, qu'on nomme binômes

, quand la

grandeur complexe n'a que deux termes ^ trinômes, quand
elle en a trois , & ainfi de fuite. On enfeigne à réduire les

différentielles particulières aux générales, & l'on donne
trois méthodes qui font découvrir des formules générales

des intégrales de ces différentielles. La première n'eft qu'un

ufage de la table de la page 410, pour mettre les différen-

tielles les plus compofées en état d'y appliquer la première

propofition fondamentale : Cette première méthode eft

facile à concevoir ^ cependant les Commençans peuvent la

palier dans les premières lectures de cet Ouvrage , à caufe

de la longueur du calcul , & s'attacher à la féconde méthode.
Elle donne non feulement tous les termes des formules gé-

nérales qui fervent à trouver les intégrales exactes des dif-

férentielles qui leur font foumifes, mais encore les termes

qui fervent à trouver les intégrales finies des différentielles

qui n'en peuvent avoir 'd'exactes par les feuls termes des

formules qui les donnent exactes j &cela par la fuppofition
* * 'r 11
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des rectifications ou des quadratures des Sections coniques

,

ou du moins de celles des courbes plus (impies que ne font

les courbes à qui appartiennent les différentielles dont on
cherche les intégrales finies. On applique d'abord cette

féconde méthode aux différentielles binômes. On l'étend

enfuite aux trinômes , & les Lecteurs pourront l'étendre de
fuite aux différentielles plus compofées. La troifiéme mé-
thode fait découvrir une formule générale pour trouver les

intégrales des différentielles complexes, qui ayent un tel

nombre de termes qu'on voudra ^ elle en fait même décou-

vrir pour les différentielles complexes multipliées les unes-

par les autres. On donne deux manières de trouver ces for-

mules générales, qui font toutes deux utiles. Les formules

que cette troifiéme méthode fait découvrir conviennent

aux différentielles binômes , trinômes , &c. en fuppofanc

égaux à zéro les termes de ces formules qui font inutiles à

ces différentielles. On fait voir la manière d'appliquer ces

formules aux différentielles particulières.

On a mis vers la fin de la première Se&ion les deux autres

propoiitions fondamentales du calcul intégral -, l'une n'eft

que pour les différentielles qui font un membre d'une équa-

tion dont zéro eft le fécond membre j l'autre eft pour trou-

ver les intégrales des différentielles qui ont plufieurs chan-

geantes multipliées les unes par les autres
5
on donne, des

moyens pour réduire a cette propofition les différentielles

qui peuvent s'y rapporter 5 mais comme il y en a un grand
nombre qu'on n'y peut pas réduire, du moins facilement,.,

on donne des moyens particuliers (car on n'a pas encore

découvert de méthode générale ) pour feparer les chan-

geantes dans les différentielles qui en ont plufieurs multi-

pliées les unes par les autres , afin de les rapporter aux mé-
thodes des différentielles qui n'ont qu'une feule chan~
géante.

Enfin on étend , à la fin de la première Section , aux fécon-

des différences, aux troisièmes, &c. les méthodes qu'on a

données pour trouver les intégrales des premières différent

ces.

Il y a un grand nombre de différentielles dont on ne peut

pas trouver les intégrales exactes par les méthodes de la

première Se&ion, On peut bien trouver des fuites infimes-
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qui en foient les intégrales ; mais on aime mieux les avoir

en termes finis. C'eft ce qui a fait* chercher des méthodes
pour avoir les intégrales finies de ces différentielles en fup-

pofant les rectifications ou la quadrature des courbes plus

fîmples que ne font celles auxquelles fe rapportent ces dif-

feientielles ^ & il y en a un grand nombre dont on peur
avoir les intégrales en termes finis, en fuppofant les rectifi-

eations ou les quadratures des feules Se&ions coniques. Orï

a mis dans la féconde Section les Problêmes qui font décou-

vrir ces- intégrales en termes finis. Le premier ne donne rien

de plus que les formules de la féconde méthode de la pre-

mière Seâaon-j on n'a pas laiffé de le mettre pour faire voir

comment on arrive au même but par différentes voyes. Le
troifiéme Problême, qui enfeigne à transformer les diffé-

rentielles & les courbes en d'autres différentielles &: en

d'autres courbes dont' les intégrales & les aires foient éga-

les , eft de grand ufage pour changer les différentielles com-
plexes où les puiffances des changeantes font fort élevées

en d'autres plus fîmples, & pour changer de même des

courbes d'un genre fort élevé en d'autres plus fîmples , &
même pour les réduire aux Sections coniques, de manière
que les aires de ces courbes plus fîmples foient égales aux
aires des courbes plus composées dont elles font les rranf-

fbrmées : ce qui rend plus facile la découverte des intégra-

les dés différentielles fort compofées. On a mis aufîi dans
la féconde Section une méthode particulière pour avoir en
termes finis, en fuppofant la quadrature du cercle ou de
l'hyperbole équilatere, les intégrales des différentielles que
Ton y peut réduire. Enfin on donne dans le quatrième Pro-
blême la méthode de trouver les intégrales des différen-

tielles des courbes méchaniques, dont les ordonnées ou
bien les coupées font égales à des arcs de courbe, comme
du cercle, de la parabole, ôtc. ou bien aux puiffances quel-

conques de ces arcs, en fuppofant la rectification de ces

arcs.

On explique dans la troifiéme Section le calcul différem

tiel 6c le calcul intégral' qui conviennent aux courbes dont

les équations contiennent des expreffions logarithmiques , ou
bien des expreffions exponentielles. Ces calculs donnent les

moyens' d'appliquer à ces for-tes de courbes les formules de
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la féconde Se troifiéme Sedion de la féconde Partie, pour

trouver leurs tangentes, leurs perpendiculaires, les points

où les tangentes font parallèles à leurs coordonnées, leurs

points d'inflexion ou de rebrouffement , leurs developées

,

leurs redifications , leurs quadratures, la mefure des folides

formés par leur révolution autour d'une ligne droite , la

mefure des furfaces courbes de ces folides , &. les centres de

pefanteur de ces courbes , de leurs furfaces , & des corps

formés par leur révolution : l'on en donne des exemples,

& l'on explique àuiîî la manière de conftruire ces fortes de
courbe par le moyen de la courbe logarithmique. Les deux
dernières Sections font fur l'ufage du calcul intégral qui a

été expliqué dans les trois premières.

Les principaux ufages du calcul intégral font de faire

découvrir les rectifications des courbes, leurs quadratures,

la mefure des folides formés par la révolution des courbes

autour d'une ligne droite , la mefure des furfaces courbes
de ces folides, ^c les centres de pefanteur de ces courbes,
de leurs aires , des folides qui en peuvent être formés , Se

des furfaces courbes de ces folides. On explique dans la

quatrième Section la méthode générale pour refoudre ces

Problêmes, qui ne confident qu'en ceci: Il rautfubftituer dans
les formules de ces Problêmes qu'on a données dans la troi-

liéme Sedion de la féconde Partie, les valeurs des lettres

de ces formules prifes des équations particulières des cour-
bes auxquelles on veut les appliquer. Ces fubititutions rédui-

ront les formules à être les élemens de la rectification de
ces courbes ou de leur quadrature , &c. Il faut enfuite trou-

ver, par les méthodes qu'on a données dans les trois pre-

mières Sections de cette troifiéme Partie, les intégrales de
ces élemens, ces intégrales exprimeront les rectifications

qu'il falloit trouver, ouïes quadratures, &c.
On applique cette méthode à des exemples dans la qua~

triéme Sedion, & pour être court, en faifant voir cepen-
dant aux Commencans l'ufage des principales méthodes
qu'on a données pour trouver les intégrales , on a mis un
premier exemple qui en contient une infinité. L'on y fait

découvrir la redification d'une infinité de courbes com-
prifes fous l'équation des paraboles de tous les degrés à l'in-

fini. Avant la découverte des nouveaux calculs on avoic
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regardé avec admiration l'invention de la rectification de

la féconde parabole cubique qui eft à la fin du premier

Volume de la géométrie latine de M 1 Defcartes $ on verra

dans ce premier exemple que les nouveaux calculs font

trouver la rectification d'un nombre infini de courbes. Les

Commençons pourront s'exercer à trouver eux-mêmes la

rectification des courbes qu'il leur plaira de choifir dans

l'ordre de celles qu'on démontre, dans ce premier Exemple,
avoir des rectifications exactes ^

car ils n'auront qu'à pren-

dre dans les équations des courbes qu'ils auront choifies , les

valeurs des lettres de la formule qui contient en gênerai

toutes ces rectifications , &. les fubftituer dans cette formule.

On démontre dans le même Exemple qu'il y a un autre

nombre infini de courbes comprifes fous la même équation

de toutes les paraboles , dont on peut trouver la rectifica-

tion exprimée par un nombre fini de termes , en fuppofanc

celle de la parabole fimple -, on donne la méthode générale

de trouver ces rectifications finies , & on l'applique à des

exemples , afin qu'il ne refte plus que la feule peine du cal-

cul à ceux qui voudront en faire eux-mêmes tant d'autres

exemples qu'il leur plaira. Ils y verront l'ufage des formules

de la féconde méthode de la première Section, Ôc du premier

Problême de la féconde Section , & que ces deux méthodes
donnent les mêmes refolutions.

Pour faire voir la manière de trouver les quadratures des

courbes , on a choifi un exemple , où il faut feparer les chan-

geantes qui font multipliées l'une par l'autre dans l'équation

de la courbe de cet Exemple -, & il eft en même temps très-

propre à faire remarquer le jufte raport de l'Analyfe à la

Géométrie compofée. Car l'équation de la courbe eft du
troifiéme degré elle n'a point de fécond terme : Et en

prenant l'une après l'autre toutes les valeurs déterminées

pofirives & négatives que peut avoir la ligne des coupées

,

il ne refte plus d'inconnue dans l'équation que celle dç&

ordonnées. Or en prenant fucceflivement les valeurs pofiti-

ves que peut avoir la ligne des coupées, on voit que l'incon-

nue a trois valeurs, deux pofitives, &: la troifiéme négative

qui eft égale à la fomme des pofitives ^ ce qui fait connoître

qu'il y a trois ordonnées ; les deux pofitives forment fuccef-

fivement chacune une branche de la courbe du côté de*
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ordonnées pofitives, & la négative forme une troisième

branche de la courbe de l'autre côté , &. l'ordonnée de cette

troifieme branche eft toujours égale à la Comme des ordon-

nées correfpondantes des deux autres branches. Il y a une

valeur positive de la coupée où les deux valeurs pofitives de
l'ordonnée deviennent égales ^ ce qui lait voir que les deux
branches formées par les deux ordonnées pofitives fe réunif-

ient au point où conviennent ces deux ordonnées égales

,

& l'ordonnée delà troifieme branche eft double de chacune
de ces ordonnées égales: fi l'on prend une valeur pofitive

de la coupée qui lurpafle celle qui convient aux deux ordon,-

nées pofitives égales, on trouve que les deux valeurs pofiti-

ves de l'inconnue font impofïïbles , & qu'il ne relie cjue la

feule valeur négative ^ ce qui fait voir que les deux branches

que forment les ordonnées pofitives ne s'étendent pas plus

loin du côté des coupées pofitives , mais que la branche que
forme L'ordonnée négative continue fon chemin à l'infini.

Quand on prend les valeurs négatives que peut avoir la

coupée, on trouve toujours qu'il y- a deux valeurs impofîibles

de l'inconnue des ordonnées , & qu'il ne relie qu'une valeur

réelle : Elle fert à former une branche de la -courbe du côté

des coupées négatives. On fait voir aufîi dans le même Exem-
ple la manière de trouver les afymptotes de cette courbe

,

pour apprendre aux Oommençans comment ils doivent s'y

prendre pour trouver les afymptotes des autres courbes qui

peuvent en avoir.

La cinquième &: dernière Section eft fur l'ufage que fait

fAnalyfe du calcul différentiel &; du calcul intégral pour

trouver la nature des courbes, c'eft-à-dire, pour trou ver les

équations qui en expriment les principales propriétés. La
plupart des Problèmes Phyfico - mathématiques le reduifent

à la recherche des .courbes qui en donnent la refolution.

On en amis plufieurs Exemples vers la fin de cette dernière

Section , ,& on les peut regarder comme en faifant une fé-

conde partie. On explique dans la première Partie ce qu'on

appelle la méthode inverfc d-cs tangentes : cette méthode eft

regardée comme l'un des grands avantages que la Géomé-
trie compofée a retire de la découverte des nouveaux cal-

culs : voici ce qu'on entend par cette méthode. On a donné

4àn$ la féconde Section de la féconde Partie la manière de
trouver

.
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trouver, par le moyen de l'équation des courbes , leurs tan-

gentes, foutangentes, perpendiculaires, fouperpendiculai-

res , & les autres lignes qui y ont raport -

y
la manière de re-

trouver les équations des courbes quand on en a les tangen-

tes données, ou les foutangentes , ou les perpendiculaires,

ou les îouDerpendiculaires , &c. eit ce qu'on appelle la ?ne~

thode tnverfe des tangentes. Cette méthode étoit inconnue

'avant la découverte des nouveaux calculs j
M r de Bcaune

propofa un Problème fur cette méthode à M 1 Defeaites
, qui

fit bien connoître le befoin que l'on avoit de calculs diffe-

rens , de ceux de l'Algèbre ordinaire pour refoudre ces for-

tes de Problêmes. On a donné quatorze Exemples de cette

méthode pour la rendre familière ^ le Problême de M 1 de
Beaune fait le quatorzième $ le premier, le fécond, le fep-

tiéme, le huitième, le onzième Se le treizième contiennent

chacun une infinité d'autres Exemples ^
le douzième, le

treizième Se le quatorzième ne faifant découvrir que des

équations différentielles des courbas que l'on cherehe, on
donne la conftrucHon de ces courbes

,
pour apprendre aux

commençans la manière de conftruire les courbes dont on
n'a que des équations différentielles.

On a mis dans la féconde partie de cette dernière fection

fx Exemples Phyiico-mathematiques
,
pour faire voir l'ufage

de l'Analyfe dans la refolution des -Problêmes Phyiîco-

mathématiques en employant les nouveaux calculs. Mc

Defcartes, pour faire voir l'utilité de fes découvertes pour
ces fortes de Problêmes, a mis dans le fécond Livre de fa

Géométrie la conftrucHon des courbes dont il faut donner
les figures aux verres, afin qu'ils raflèmblent en un point

donné les rayons qui partent d'un autre point donné, par
le moyen des réfractions de ces rayons à l'entrée ou au
fortir de ces verres. Ces courbes, qui font devenues célè-

bres parmi les Géomètres, s'appellent les Ovales de Mr Def-
cartes • il a caché l'Analyfe qui lui a fait découvrir & con-

ftruire ces ovales. On lésa prifes pour le premier Exemple •

l'on y verra combien l'invention en eft facile par les nou-
veaux calculs

-, que les règles les plus fimples de ces calculs

font trouver d'abord la conitruclion de ces ovales -

y
& que

l'Analyfe fait découvrir par un calcul très-fimple&. très-facile

que ces ovales deviennent des ellipfes quand les rayons y
_;£ * * *
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entrent parallèles , êc des hyperboles

,
quand ils fe prefentent

parallèles pour en fortir.

Ce célèbre Auteur propofe un autre Problême vers la fin

du même fécond Livre, & il laiiïe à Tes Lecteurs à en trou-

ver la refolution : le voici. L'une des furfaces d'un verre

étant la figure formée par la révolution de laquelle on vou-

dra des Sections coniques fur leur axe, trouver la conftru-

ction de la figure qu'il faut donner à l'autre furface de ce

verre, afin que les rayons qui partent d'un même point don-

né, ou qui font parallèles, foient difpofés par les deux re*

fractions qu'ils doivent foufTrir à l'entrée Se au fortir du verre

à fe réunir à un point donné. On prend pour fécond Exem-
ple ce Problême , fans le borner aux feules Sections coniques

,

mais l'étendant à toutes les courbes, c'eftà-dire , fuppofé

que l'une des furfaces d'un verre ait la figure de telle courbe

qu'on voudra, (qui foit feulement fuppofée connue, ) il faut

trouver la conflrudion de la ficaire qu'on doit donner à la

féconde furface du verre, afin que les rayons qui partent

d'un point donné, ou qui font parallèles , foient difpofés
,

par les refractions qu'ils doivent foufFrir à l'entrée & au for-

tir du verre , à fe réunir à un point donné.

On a pris pour troifiéme Exemple le Problême fameux
où l'on cherche la courbe formée par une chaîne compofée
de petits anneaux égaux lorfqu'elle eft attachée par fes deux
feules extrémités fur un plan vertical. L'illuftre Auteur des

nouveaux calculs a donné la conftru&ion & de beaux ufages

de cette courbe dans les Journaux des Sçavans & dans les

Aétes de Lipflc, mais il a îupprimé l'équation de la courbe

& l'analyfe de fa conftruction. On fait découvrir dans ce

troifiéme Exemple l'équation de cette courbe, l'on en donne
trois conftrudions , dont la troifiéme eft celle deM r Leibnits ,

& on les fait découvrir toutes trois par l'Analyfe.

Les trois derniers Problêmes ont été propofés par Mr

Bernoulli à prefent ProfefTeur à Bafle. Les Mathématiques
lui ont de grandes obligations , & à feu M 1 Bernoulli fon

frère, des nouvelles découvertes qu'ils ont faites furies nou-

veaux calculs., 6c de l'émulation qu'ils ont excitée parmi les

Sçavans en leur propofant des Problêmes qu'ils avoient

refolus, mais dont ils tenoient les refolutions cachées, afin

que les autres euflent le plaifir de les trouver eux-mêmes ;
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ce qui nous a donné la refolution d'un grand nombre de
Problêmes nouveaux & utiles. M r

le Marquis de l'Hôpital

eft celui qui a le plus enrichi les Mathématiques des refolu-

tion s complettes de ces Problêmes
,
quelque difficiles qu'ils

fufTent: il a donné celle des trois Problêmes qui finirent

cette Se&ion , mais il a entièrement fupprimé rÂnalyfe du
premier , & il a fupprimé une grande partie de celle des deux
autres, par les mêmes motifs que M rs Bernoulli.

Le quatrième Exemple eft le Problême où il s'agit de
trouver la courbe fur laquelle il faut qu'un corps pelant fe

meuve librement pour aller le plus promptement qu'il foie

pofTible d'un point donné à un autre point donné , en fup-

pofant que ces deux points donnés ne font pas dans une
même ligne verticale. On fait découvrir par l'Analyfe fans

y mêler aucune fynthefe
,
que la cycloïde eft la courbe qui

refout le Problême.

Le cinquième exemple eft le Problême où il faut trou-

ver la courbe dont la révolution autour d'une ligne droite

donnée , forme la furface courbe qu'il faut donner à la partie

d'un Vaifteauqui eft dans l'eau, afin qu'il trouve en voguant
dans la mer la moindre refiftance de la part de Peau qui

foit poiïible. On fait découvrir par l'Analyfe l'équation de
cette courbe , & la conftruction que l'on en donne.

Enfin l'on cherche dans le fixiéme Exemple quelle eft la

courbe fur laquelle un corps pefant defeendant par le feul

mouvement qu'il recevroit de fa pefanteur , il la prefTeroit

en chaque point avec une force precifément égale à celle

de fa feule pefanteur lorfqu'il eft en repos , ou avec laquelle

il tïreroit un fil auquel il feroit attaché en repos. On fait

auffi découvrir par Analyfe l'équation de cette courbe, que
l'on trouve être une courbe géométrique. Mais ce Problême
iuppofant les propofitions qui regardent la chute des corps

par le feul mouvement qu'ils reçoivent de leur pefanteur ^

au lieu de les mettre en fuppofitions v on les a démontrées,
tant celles qui regardent les chûtes perpendiculaires

,
que

celles qui font fur les chûtes inclinées , & fur les chûtes qui

fefont par des courbes ^ afin que les commençans viftent

clairement la refolution que l'on donne en la deduifant des

premiers principes , fans avoir befoin d'aucun autre ouvrage
pour entendre à fond celui - ci,

f TT* « «
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Ils auront dans lesfept premiers Livres , dans la première

Section de la féconde Partie du huitième où eft expliqué le

calcul différentiel, & dans les trois premières Se&ions de la

troiliéme Partie du huitième Livre où l'on a mis les Règles
du calcul intégral , les méthodes qui leur font neceffaires

pour reioudre les Problêmes des Mathématiques , Se ils trou-

veront, dans le huitième Livre entier ce qu'il leur faut fea-

voir de Géométrie compofée. -Car on leur fait, connoître

routes les courbes que peut contenir cette feience. On leur

fait découvrir par Analyfe les principales propriétés des

courbes les plus fimples qui font les Sections coriques. On
leur apprend à réduire les courbes aux équations qui en ex-

priment la nature. On leur enfeigne à tirer de ces équations

les propriétés de ces courbes, & on leur a mis des formules

générales qui leur feront découvrir celles de ces propriétés

qui font les plus confiderables & les plus utiles, par de
iimples fubftitutions. On leur a auiîî appris par beaucoup
d'Exemples la manière d'appliquer les méthodes de l'Ana^

iyfe à la refolution des Problèmes Phyfico- mathématiques.

Enfin on a eu foin, dans tout l'Ouvrage, &: dans les résolu-

tions les plus compofées, de marquer jufqu'aux moindres
démarches de l'efprit pour arriver à ces refolutions , afin

qu'ils ne fuffent arrêtés nulle part , & qu'ils devinrent en
état d'entendre toutes les nouvelles découvertes^ & de faire

iÇux- mêmes celles qu'ils voudront entreprendre.

ANALYSE



ANALYSE COMPOSEE,
v

ANALYSE QUI ENSEIGNE A RESOUDRE
les Problêmes qui fe réduifent à des équations

compofées.
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LIVRE VIII.

0# /'wz jfa/V w/V tufâge de VAnalyse dans

la Géométrie (jr dans les Sciences phyfico-

mathematiques y feJl-à-dire,on explique la

manière de fe fervir de rAnalyfe pour ré-

foudre les Problèmes de ces Sciences,

Avertissement.
N a ajouté ce dernier Livre pour les Le&eurs
qui fçavent au moins médiocrement la Géo-
métrie ordinaire : Ils y verront comment les

calculs & les opérations de PAnalyfe font les

exprefiions de tous les raports des lignes & des

figures de la Géométrie fimple de compofée, qui en font

découvrir les proprietez les plus compliquées, & réfoudre

Jes Problêmes d'une manière fimple, facile, qui n'embarafïç

Tome II. A
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pas l'imagination, & qui laifle à l'efprit l'étendue dont il a

befoin pour découvrir aifément tout ce que ces Sciences peu-

vent contenir de plus difficile, Se pour pénétrer jufqu'à l'infini.

Pour exciter la curiofité des Lecteurs , 6c pour faire voir

l'utilité de l'Analyfe, qui étoit regardée par ceux qui ne la

fçavent pas comme contenant de pures fpéculations , on a

mêlé dans ce huitième Livre plufieurs Problêmes des Scien-

ces phyfico- mathématiques j comme ceux qui fervent à

donner aux pendules à fécondes toute la juftelTe pofTible

pour les rendre la mefure exacte du tems -

y
ceux qui fervent

à l'art de jetter les bombes, pour les faire tomber exacte-

ment où l'on voudra, ceux qui fervent à faire connoître les

figures que l'on doit donner aux verres pour ralTembler en

un point les rayons de lumière, &c.

On s'eft feulement propofé de faire connoître les ufages

de l'Analyfe Ôc la manière de s'en fervir dans la réfolution

des Problêmes qui s'expriment par des figures- & non pas

de faire un corps de Géométrie dont toutes les parties fuf-

fent liées par la dépendance mutuelle des proportions qui

iéroient déduites les unes des autres. Cependant on a tâché

de mettre de l'ordre dans les matières qu'on y traite, de

manière que les plus (impies précédaient , autant que cela

fe pouvoit, les plus compofées, & qu'elles ferviiTent à s'é-

claircir mutuellement 3 & l'on a pris foin pour rendre tous

les Problêmes que l'on réfout clairs & faciles aux Lecteurs

qui commencent, de mettre du moins en fuppofitions( n'é-

tant pas ici le lieu de les démontrer ) tous les principes d'où

ils dépendent, &c qu'il faut avoir en vue pour en concevoir

clairement la réfolution.

On partagera ce huitième Livre en trois parties. On ex-

pliquera dans la première la manière de fe fervir de l'Analyfe

dans la réfolution des Problêmes de Géométrie & des Scien-

ces phyfico-mathematiques, en n'employant dans les ope-

rations que les calculs de l'Algèbre ordinaire. Dans la fé-

conde Partie on enfeignera les ufages de l'Analyfe dans la ré-

folution des Problêmes des mêmes Sciences, en y employant

le calcul différentiel. On fera voir dans la troifiéme Partie

comment l'Analyfe fait trouver les Relies du calcul intégral'-,

Se on expliquera enfuite l'ufage de ces Règles dans la réfolu-

tion des Problêmes de la Géométrie ôc des Sciences phyfico-

mathematiques.
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PREMIERE PARTIE-
T>e tuftge de l'Analyfe dans la réfolution des Problèmes

de la Géométrie& des Sciencesphyfico-mathematiques
9

enfefervant desfeuls calculs de VAlgèbre ordinaire*

PREMIERE SECTION.
Ou l'on fait voir comment les calculs de VAnalyfe expriment

tous les raports des lignes & des figures 3 en font découvrir

les propriété^ & réfoudre les Problèmes,

Première supposition ou demande.

167. 1 Our exprimer par les calculs de l'Analyfe les raports FicH
& les proprietez des figures de la Géométrie, il faut mar-
quer les lignes de ces figures par les lettres de l'alphabet

j

par exemple dans la première figure on nommera a le côté

AB du triangle ABH ; b 3 le côté B H', c, le côté A H;
& de même des autres figures. On marque ainfi ces déno-
minations , AB = a; BH = bi AH= c i ou bien

AB {a) Sec.

Quand il y a dans les figures des lignes égales , on les

nommera par une même lettre $ de même quand une ligne

efl: double, triple, &c. d'une autre ligne déjà exprimée par

la lettre a 3 on la nommera ia
9
}a 3 &c. quand elle en efl;

la moitié , le tiers , &c. par 4 a , \ a 3 &c.

268. Il efl évident que l'addition & la fouftraction des lettres

qui expriment les lignes des figures, marquent que ces lignes

font ajoutées enfemble, ou retranchées les unes des autres -

y

par exemple fi AK= d 3 ôc AB= a; la fouftraction a— d
FlGt f.r

marquera que AK efl; retranchée de A Bi par confequent

a— d= KB. Il en efl: de même de l'addition.

169. L'expreffion f marque le raport de la ligne ^i?(^)àla,
ligne BH ( b ) , ce qu'il faut remarquer dans l'exprelTion de

tous les autres raports des lignes.

170. La. multiplication des grandeurs, par exemple delà

grandeur a par la grandeur b 3
que l'on marque par ces let-

tres jointes enfemble ab 3 ou par a x b 3 efl; une proportion

Aij
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dont le premier terme eft l'unité , le fécond & le troifiéme

font les grandeurs a & b à multiplier l'une par l'autre, 6c

le quatrième terme efl; le produit ab de ces grandeurs
^ ainfî

chaque produit dans les opérations de l'Analyfe exprime
une ligne qui eft le quatrième terme d'une proportion, donc
les trois premiers termes"" qui font connus , font l'unité 8c

les deux grandeurs multipliées l'une par l'autre. Par exem-
ple dans la première figure, fuppofé que AK foit l'unité

ainfi AK= i
3
qi\eAB= a, AM= e; l'on a, en fup-

pofant KM &£ B H. parallèles, cette proportion A K (i) «

AB {a) ::AM{e). AH=-f-, ou fimplement ae~AH y

parcequ'on peut toujours fous-entendre l'unité fous un pro-

duit , ou fous une grandeur fans la marquer. L'on voit donc
que le produit de deux lignes AB (a) 6c AM (e) eft une
autre ligne AH=ae 3 qui eft la quatrième proportionelle

à l'unité A K èc à ces deux lignes AB (a) & AM (e).

En fuppofant que les triangles AKM 3 ABH3 font fem-

blables, que AK = i, AB= a 3 KM= k 3 BH=b;
JBH eft aufTi le produit de KM (k) par AB{a)

s
puifqu'on a

cette proportion AK{i) . KM {k) :: A B (a) . BH [h

==ak).
D'où l'on voit que quand on a deux lignes données KM{k)

& AB (a); pour trouver la ligne BH (b= ak) 3 qui eft

leur produit, il n'y a qu'à faire les deux triangles fembla-

bles AKM, ABH 3 où AKCoit= i, KM~k 3 AB
=za 3 & l'on trouvera BH= ak.

271. Le produit de trois lignes acf3 marque deux proportions
;

par la première, l'unité eft à la ligne a 3 comme la ligne e

eft à la ligne ae 3 qui eft la quatrième proportionelle, à l'u-

nité & aux lignes a & e; par la féconde proportion l'unité

eft à la ligne ae 3 comme la ligne / eft au produit des trois

aef3 qui eft une ligne quatrième proportionelle à l'unité

& aux lignes ae &f.
D'où l'on voit que le produit de quatre lignes aef<^ y

marque trois proportions
h
le produit de cinq lignes aefah

>

marque quatre proportions , &c. & que dans ces propor-
tions le produit total n'eft qu'une ligne qui réfulte de toutes

ces proportions.

*7 1# Quand les produits font compofez de lettres égales
%

comme 1 , a 3 aa 3 a\ a\ a\ &c. il eft évident que les pro-
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portions des lignes qui donnent ces produits font continues,

& qu'ain fi tous ces produits pris de fuite font une progref-

fion géométrique de lignes , dont la première après l'unité

efb repréfentée par la lettre a 3 qui eft la racine de tous ces

produits , ou de toutes ces puifTances.

;a73. La divifion d'une grandeurAH (a e) par une autre AM(e)^ Fie. 1.

que l'on marque ainfi " = f , ou flmplement a, eft une

proportion inverfe de la multiplication , dont le premier

terme eft AH(ac) ou la grandeur à divifer j le fécond ter-

me eft le divifeur AM(e) $ le troifiéme terme eft le quotient

AB (" = ^)$ le quatrième terme eft l'unité AK (1) s
ou

bien, en faifant en forte que les trois premiers termes de la

proportion foient les trois termes donnez , la divifion eft

une proportion dont le premier terme eft le divifeur AM (<?),

le fécond terme eft la grandeur à divifer AH(ae)-^ le troi-

fiéme terme eft l'unité AK ( 1
) j

le quatrième eft le quotient

D'où l'on voit que le quotient d'une divifion n'exprime

qu'une ligne qui eft le quatrième terme d'une proportion

dont le divifeur eft le premier terme, la grandeur à divifer

le fécond, 6c l'unité le troifiéme.

De même en fuppofant les triangles AKM 3 ABU fem-

blables , de que AB= a> BH= h= ak', KM == k , Se

AK~ 1 5 la ligne KM (k) fera le quotient de BH (ak)

diviféepar AB {a); puifque AB (a). BH (ak) :: AK (1)

.

KM(k).
D'où il eft évident que quand on a deux lignes données

BH (ak ou h), de AB (a)
5
pour trouver la ligne KM (k) y

qui eft le quotient de BH (ak) divifée par AB (a) , il n'y a
qu'à faire les deux triangles fem blables ABH , AKM 3 ou
BH= ak ou h, AB= a 3 AK= i, & la ligne KM (k)

fera le quotient.
#

L'on voit aufîî que fi la ligne à divifer étoit repréfentée

par le produit de plufieurs lettres aefg, qui marque que
cette ligne eft le dernier terme d'une proportion précédée

de plufieurs autres, l'on pourroit parla divifion en repaftant

par toutes ces proportions, revenir à la première , dont le

dernier terme ne /eroit exprimé que par deux lettres , com-
me ae.

>74. Quand l'exprefîion de la grandeur ou de la ligne à divi-

A iij
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fer AH 3 n'a aucune lettre commune avec l'exprefîion du
divifeur A

B

3
que AH eft, par exemple, exprimée par c 3

& AB par a 3 la divifion fe marque ainfi £ 5
& fuppofant

que AK eft l'unité 3 l'on a toujours la même proportion
AB{a). AH(c)::AK(i). AM=^C

.

X1y D'où il eft vifible que £* (±) ,
qui eft Pexpreffion du ra-

port deAH à AB 3 eft la même chofe que
-^ fj] • les

raports égaux exprimant des grandeurs égales, & Ton voie

aufïï qu'on peut toujours fous-entendre l'unité écrite fous

une grandeur entière ou rompue, comme étant le dénomi-
nateur delà fraction dont cette grandeur eft le numérateur,
fans que cela en change la valeur. /

R E M A R Q^_U E.

2 7^. \J N doit remarquer que dans les comparaifons des lignes,

l'unité eft ordinairement arbitraire ^ c'eft-à-dire, qu'on peut
prendre une des lignes données pour l'unité , en raportant

toutes les autres à cette ligne comme à leur unité : Mais
quand on a ainfi déterminé l'unité , on ne doit plus dans
toute la queftion que l'on veut réfoudre

,
prendre d'autre

Fig.i. ligne pour l'unité $ ainfî fuppofant dans les deux triangles

femblables AMK3 AHB 3 que AK— œ 3 AB= b 3 AH= d 3 AM= c, fi l'on prend la ligne AK (a) pour l'unité

l'exprefîion ^ = AH (d) marquera le produit des lignes

AB{b) 3 AM{c) 3 qui eft AH— -^.

Quand on a ainfi déterminé une des lignes d'une queftion

comme a pour être l'unité, on y trouve ces deux commo-
ditez. i°. On peut l'effacer des produits où elle fe trouve,

ce qui abrège l'exprefîion de ces produits, fans en diminuer

la valeur, l'unité ne changeant rien dans la valeur des pro-

duits où elle fe trçaive
$
ainfi aabc=bc 3

~= bcd. 20. On
peut dans une équation rendre tous les termes d'un même
nombre de dimenlîons, en multipliant chaque terme par

l'unité répétée autant de fois qu'il lui manque de dimen-
fions pour égaler les dimenfions des autres termes , ce qui

Ïqs rendra homogènes. Ainfi on rendra tous les termes de xi

-î-px— bed= o , homogènes, en écrivant x^ •+- apx — bed

s=o; ou bien en divifant les termes qui ont le plus de

dimenfions par l'unité répétée autant de fois qu'il manque
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de dimenfions aux autres pour les égaler. Par exemple, on
peut rendre homogènes tous les termes de xx— bbcx— ccdd

= 0, en écrivant xx— ^ fy ~ ff^= o.

177« Les extradions des racines dans les calculs de TAnalyfe,

que l'on marque par les figues radicaux \/, y/, ^, &c. comme
Vab 3 y/abc 3 &c &c par les grandeurs mêmes qui font les

racines, quand cela fe peut, comme a eft la racine quarrée

de aa 3 b la racine cubique de b\8cc. font les exprefTions des

Problêmes ou des figures que l'on fait dans la Géométrie,

pour trouver les lignes qui font moyennes proportionelles

entre d'autres lignes, ou entre l'unité Se d'autres lignes.

Par exemple, Vab marque la ligne qui eft moyenne propor-

tionelle entre la ligne a & la ligne b > $abc exprime la pre-

mière des deux lignes moyennes proportionelles entre la

ligne qui eft prife pour l'urjité , & la ligne qui eft exprimée
par le produit abc des trois lignes a3 b3 c\ 6c ainfi des autres.

Corollaire I.

278. IL eft évident, après ce que Ton vient d'expliquer, que
tous les calculs de l' Analyfe peuvent être repréfentez par les

lignes & les figures de la Géométrie
,
par le moyen des trian-

gles femblables & des proportions des lignes ^ 6c que tous

les raports de ces lignes qui forment les figures de la Géo-
métrie, peuvent être marquez parles exprefTions 6c les cal-

culs de l'Analyfe.

Corollaire II.

170. IL eft de même évident que l'on peut changer, pour la

commodité du calcul , des exprefîions compofées en d'autres

plus fimples, 6c des exprefTions embaraflantes en d'autres plus

faciles , fans en changer la valeur.

Par exemple, en nommant a la ligne prife pour l'unité,

on peut réduire les produits les plus compofez à une feule

lettre. Si Ton a bcde 3
1°. faifant a. b:: c.±j-

y
qu'on fuppofera

== m 3 l'on aura am^bci 6c fubftituant am au lieu de bc

,

on aura amde = bcde. i°. Faifant enfuite a. m:: d. n 3 Ton
aura œn= md; 6c fubftituant cette valeur de md dans amde,

on aura. aane= bcde. 3 . Faifant enfin a. n:: e. p 3
on aura

ap = ne; 6c fubftituant cette valeur de ne dans aane 3 ors

aura aty=:bcde'> où fupprimant l'unité a\ onaura/= bcde,
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Si l'on avoir ^, on crouveroit a>p= bcde 3 & aaq=fgh^

& l'on auroit ^J = ^ = £$ enfuite faifanc q. f:;a{i), r 3

on auroic |= f= r.

Si l'on avoit une fra&ion dont le numérateur 6c le déno-

minateur fufTent complexes 3 c'eft-à-dire , continffent plu-

iîeurs produits joints par +- £c— , on pourroit abréger de

même l'exprefîîon de cette fra&ion complexe.

On peut auffi abréger l'exprefîîon des fractions dont le

numérateur & le dénominateur contiennent le produit de

plufîeurs lettres comme **/V*i en faifanc en force que la

même lettre fe trouve au numérateur & au dénominateur,

ce qui la fait évanouir $ car faifant a. b : : cm }
on aura a m

= bc 3 & abcd= aamd; puis faifant comme a. m : : d. n 3 on
aura abcd-=aaan', faifant de même pour le dénominateur

a . e : : f. p 3 on aura ap= ef3 Jk, efg= apg'> faifant en,-

fuice a. p : : g . q 3 on aura aq= pg'> ainfi efg= aaq 3 &^= ^|= f ; enfin faifant q. a ::n. r3 on aura r= -y

.

Si l'on avoit bc— de^en. trouvant m moyenne propor-

tionelle entre b 6c c 3 & n moyenne proportionelle entre d

& e 3 l'on changeroic l'exprefîîon bc— de en mm— nn qui

lui feroit égale.

Il y a beaucoup d'autres manières de changer ainfi les ex-

prelîions en d'autres, fans en changer la valeur que l'on tire

des triangles femblables , & des autres figures de la Géo-
métrie ordinaire.

Seconde fuppojîtion ou demande.

280. 1_J Ans les propofîtions de Géométrie où il s'agit de la

furface des figures 3 les produits des calculs de PAnalyfe

Fi g. 1. expriment les aires des figures -

y
par exemple nommant a la

bafe GF du quarré GH 3 & a & hauteur GJ 3 aa eft l'ex-

prefîîon de l'aire du quarré GH. De même nommant a la

bafe AB du triangle re&angle ABH3 Scfo hauteurBH3 b;

\ab fera l'exprefîîon de l'aire du triangle ABH. Suppofant

aufïi dans le re&angle GFBC 3 fa bafe GF ~a 3 fa hauteur

GC = b; le produit a b fera l'exprefîîon de l'aire de ce

rectangle. Il en eft ainfî des autres.

Dans les propofîtions qui regardent les corps folides, les

produits des opérations analytiques expriment la folidité

des
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des corps; par exemple, nommant aa le quarré G H'-, fi

l'on conçoit le cube dont ce quarré eft la bafe, 4? fera l'ex-

preffion de la folidité de ce cube ; de même abc fera l'ex-

preflîon d'un priime dont la bafe eft repréfentée par le pro-

duit des lignes a & b 3 & la hauteur par c s \abc fera l'expref-

fion d'une piramidequi aura la même bafe &la même hau-

teur que le prifme précèdent. Il en eft ainfi des autres.

L'addition &. la ïouftra&ion des produits qui repréfentent

des furfaces, expriment que ces furfaces font ajoutées les unes

aux autres , ou retranchées les unes des autres : c'eft la même
chofe des produits qui expriment des folides.

Troisième fufpojîtion ou demande fur l'ufage des fiyties 4- &—
par raport a la Géométrie.

.81. Supposant que les deux lignes DAE3 CABfe coupent Fig.ï«

à angles droits au point A 3 & que les lignes parallèles à

l'une &. à l'autre qui font dans les quatre angles droits, com-
me RM j KM, 0L 3 A0 y KL \ ON 3 PN 3 RQ^ QP3 &c.

foient comprifes dans un Problême
,
quand on a befoin de

diftinguer entre les parallèles à AB 3 celles qui vont vers la

droite de celles qui vont vers la gauche, & entre les paral-

lèles à DAE 3 celles qui defeendent de celles qui vont en
montant, on nomme parmi les premières qui vont vers la

droite ou vers la gauche , les unes pofitives & l'on met au
devant le ligne •+• , & les autres négatives ôc l'on met au
devant le ligne -*-

; on fait la même chofe pour diftinguer

entre les parallèles à DAE 3 celles qui defeendent de celles

qui montent. Il eft libre au commencement de l'opération

de prendre pour positives lesquelles on voudra entre celles

qui vont de gauche à droite, ou de droite à gauche -

y
6c de

même entre celles qui defeendent èç celles qui montent:
Mais fi Ton fe détermine à mettre le figne-+- devant celles

qui vont de gauche à droite , comme AB 3 DH3 EF 5 celles

qui vont de droite à gauche, comme AC3 D
1

'

3 EG 3 &c.
doivent avoir le ligne— . De même fi l'on fe détermine à
mettre le ligne -\- devant celles qui defeendent, comme AE,
BF , CG 3 &c. on doit écrire le ligne — devant celles qui

vont en montant, comme AD 3 BH3 CI^ &c. Le terme où.

commencent les pofitives & les négatives de gauche à droite,

ou de droite à gauche, eft la ligne DAE i le terme oii com-
Tome Ils B
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mencent les pofitives qui defc'endent 6c les négatives qiu

montent, eft la droite CA B.

Appellant l'angle EAB le premier, DAB le fécond,

CAE le troifiéme, 6c DAC le quatrième, les lignes du
premier feront toutes pofitives- entre les lignes du fécond,

celles qui font vers la droite font pofitives , 6c celles qui

montent font négatives j dans le troifiéme, celles qui vont

à gauche font négatives , 6c celles qui descendent, pofitives
j

&c dans le quatrième, les unes 6c les autres font négatives.

Suppofant AO= -+ a = 4- i , OL= 4- b 3 AE= -*- f ,

l'on aura dans les triangles femblables OAL 3 EA F 3 AO
f+ a ou 4-i). OL (-h 4):: A E(-hc). E F = 4--^

}
d'où

l'on voit comment 4- multiplié par 4- , donne un produit

qui a 4-.

Faifant ^/0 = 4-^= 4-i, AE=+c 3 ON— — d 3

l'on aura dans les triangles femblables OAN 3 EAG 3 AO
( + a 0114- 1). AE( + c) ::ON{— d). EG=— ^.

Comme aufïï en nommant AK (-+-?) 3 on aura à caufe

des triangles femblables OAN 3KAM 3 AO (4- a 0114-1).

ON(—d) :: AK( 4-*). K.M=— ^ ; d'où l'on voit

comment 4- multiplié par— , ou— par 4- , donne un pro-

duit qui a—

.

Suppofant encore A R = — /, l'on aura à caufe des

triangles femblables OAL 3 QAR 3 AO{-\-a ou 4- 1 ).

O L{->rb)::AR (—/). RQ== — &
3
d'où l'on voit en-

core comment 4- par— , ou— par 4-, donne un produit

qui a —

.

Enfin à caufe des triangles femblables 0AN3 RAM y

l'on aura ^0( + /ioii+i). ON (
— d) : : AR{ —/)

.

RM= 4- d
-4-

3
d'où l'on voit comment — par— , donne

un produit qui a 4-.

De même dans les furfaces le rectangle A F fait du pro-

duit de 4- AE par 4- A B 3 fera pofitif.

Le rectangle AH fait de—AD par 4- AB3 fera négatif.

Le re&angle AG fait de 4* AE par— AC 3 fera négatif.

Mais le rectangle AI fait de — AD par— AC 3 fera

pofitif
^ 6c du côté oppofé au rectangle négatif AH fait

de—DA par 4- AB. L'on fuppofe dans tous les produits

l'unité pofitive.
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D'où l'on voie que les aires qui font dans les cotez op-

pofez de la ligne qu'on a prife pour terme entre les gran-

deurs pofïtives & les négatives , font l'une pofitive,& l'autre

négative,.

On peut aifément appliquer ceci aux produits qui expri-

ment la folidité des corps.

CO ROLLAIRE.
182. J^E s deux mêmes lignes DA E 3 CAB 3 fe coupant au fis. i,

pointA à angles droits , ou en faifant enfemble au point A
tel angle aigu qu'on voudra

3
qu'on tire la ligne FA I, faifanc

au point A avec l'une ou l'autre tel angle aigu OAZ 3 qu'on

voudra : Concevant ces lignes prolongées à l'infini, & que
par tous les points DAE on mené des lignes comme D I ,

RQ^0Z 3 EF 3 &c. parallèles à la ligne CA B ,
jufqu'à la

rencontre de FA

I

3 ôc de même par tous les points de CAB
des parallèles à DAE

,
jufqu'à la rencontre de la même

ligne FAI, comme PQ> CI, KL, BF3 &c. On fuppofera

la ligne AO= -\-a 3 OZ=+ ^; on nommera auiîi •+- x
chacune des lignes comme AE depuis A en defeendant

prifes fur A0E 3 jufqu'à la rencontre de chaque parallèle,

comme EF 3 on nommera + y chaque ligne comme EF
menée par ce point E 3 parallèle à AB'> mais on nom-
mera— x chacune des parties A R, AD de la ligne AD3

qui vont en montant , Se qui fe terminent aux parallèles

RQ^DI 3 i CBA3 Se ces parallèles R£>^ DI feront nom-
mées

—

y.

Cela fuppofé, il eft évident, à caufe des parallèles, que
AO{-ha). OZ(-*-b) :: AE(-^x) . EF ( +y ) ; & par

confequent -+- bx= +-ay 3 Se +• y= -h ~- : : ^ c ^e m^me
AO{-+-a).OZ(+b)::AD{— x). DZ{—y); d'où l'on

aura — bx=— ay, Se—y= — -~.

Il eft évident que l'équation y= Jf convient à chacune

des parallèles menée de chacun des points de AOE jufqu'à

la ligne AZF', de forte qu'en déterminant la grandeur de

chaque x 3 comme A E 3 la grandeur de EF {y) qui lui ré-

pond eft déterminée. Il faut entendre la même chofe de

l'équation—,y=— ^-par raport aux parallèles RQ^DI
de Pautre côté,

. . .

Bij
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D'où l'on voit que l'équation indéterminée y = bf ^

convenant à toutes les parallèles y par raport aux x qui

leur répondent , Se en exprimant la grandeur par raport

à ces x correipondantes • elle détermine le lieu de tous les

points de la ligne droite AF qui pafTe par toutes les extrê-

mkez àes y3 Se elle détermine ce lieu de la ligne droite AF
par raport à la ligne AOE. Cela efl caufe qu'on nomme
l'équationy= '-'f-

le lieu a la ligne droite , ou Véquation à la

ligne droite ', Se la ligne droite AF efl la ligne à qui convient

cette équation, qui étant prolongée en Al efl auffi la lio-ne

à qui convient l'équation —y = — -*£, qui efl la même
que la précédente.

Dans un lieu, par exemple, exprimé par y = i* Se

conflruit géométriquement par la figure FAF , DA 1 3 on
nomme le point A où commencent les x pofïtives prifes fur

AE3 Se les x négatives fur AD3 l'origine : la ligne AE Se AD
fur laquelle fe prennent les x3 fe nomme la ligne des coupées

ou des abcijfes : les lignes AE3 AD 3 nommées x 3 s'appellent

les coupées ou les abcijfes : les parallèles EF 3 OL 3 Sec. qui font
les y 3 fe momment les ordonnées 3 & encore les appliquées y

chaque abciiïe x Se fon ordonnée correfpondante y } fe nom-
ment les coordonnées : la ligne CAB menée par l'origineA
parallèle aux ordonnées, s'appelle la ligne des ordonnées , Se

l'on peut concevoir que les y fe prennent fur cette ligne, &
raporter le lieu IAF à cette ligne CAB par le moyen des
parallèles KZ^PQ^ee. à la ligne DAEhC&rYon aura AK= OZ(-hb) . KZ=AO{a) :: AB == EF (y). B F= AE(x), d'où, l'on déduira BF (x) =-^i l'on trouvera
de même P Qjsu CI

{
— x)=— -^.

Dans une équation comme y= ^, qui exprime le lieu

d'une ligne les x 3 Se de même les y marquant des lignes qui
vont en croifTant fuccefîivement, ou en diminuant fucceflî-

vementj on les appelle grandeurs changeantes ou variables
Se les grandeurs déterminées , comme A O (a) 3 O

Z

(h) fe
nomment grandeurs confiantes.

D'où l'on voit que dans les Problèmes de Géométrie, il

faut diflinguer les grandeurs variables , les inconnues , les

indéterminées , Si. les déterminées ou connues. Les variables
font celles qui dans une figure vont en croifTant ou en dimi-
nuant fucceilivement, aufquelles convient un même raport,
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& elles font marquées par des inconnues x 3 y 3 &c. Les in-

connues font les grandeurs qu'on cherche pour la réfolution

d'un Problême. Les indéterminées font les grandeurs qu'on

mer pour en repréfenter d'autres, comme dans *", l'expo-

fant n repréfente les grandeurs qu'on peut mettre à la place

decetexpofant, comme 1 • 1
, 3 ,1, f , &c. on avertit quand

les grandeurs font indéterminées -, l'on a vu dans les livres

précedens des exemples des indéterminées. Les grandeurs
déterminées, qu'on nomme auffi données & connues, & qu'on
nomme confiantes dans les Problêmes où il y a des variables.,

font les lignes ou figures déterminées, comme font les trois

cotez d'un triangle donné, comme font des angles donnez,
des triangles, des quarrez connus, &c.

Quand une ligne efl: fuppofée tracée fur un plan , fi elle

eft indéterminée, on dit qu'elle efl: donnée de pojîtion'-> &; fî

de plus fa longueur efl déterminée, on dit qu'elle eft donnée

de grandeur.

Exemple de fufage des calculs del Analyfepour découvrir
les propriété^ des Figures.

Avertissement.
L'A n a l y s e fuppofe les plus fimples proprietez des figu-

res démontrées par la Géométrie, comme les proprietez des
perpendiculaires, des parallèles, des angles, 6c celles qui
ne contiennent pas de raports ou de proportions ^ mais elle

iért à démontrer toutes celles où entrent les raports & les

proportions, fi ce n'eft la feule propofition qui eft le principe

de toutes les proportions des lignes & des figures, fçavoix
que dans tous les triangles femblables , les cotez oppofez aux
angles égaux, qu'on nomme cotez relatifs ou homologues^
font proportionels.

Exemple I. suhles triangles rectangles.
AEB eft un triangle re&angle en E 3 fon hypothenufs

ru4B }
efl: le diamètre de la circonférence AEB qui pafte par

le fommet E de l'angle droit ; ED eft une perpendiculaire

tirée du fommet E fur AB. Pour découvrir les proprietez

de ce triangle, on fuppofera AE~a', EB =ii AB= cLy

BB= x> ce qui donnera AD~d— x.

Biij
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283. i°. Les triangles femblables AEB, AED 3 donneront

AB (d).AE (a) ::A£{a). A D (d— x) ; d'où l'on aura

la première équation^— dx= aa. Parles triangles fem-

blables AEB 3 EDB3 l'on aura AB {d) . BE{b) : : BE(b).
BD (x) ; d'où l'on déduira la féconde équation dx= bb.

Ajoutant enfemble la première & la féconde équation, l'on

trouvera dd=aa+-bb 3 c'eft-à-dire, le quarré de l'hypothenufe

efi égal à la fomme des quarrcz^dcs cotez^, qui eft la propriété

des triangles re&angles.

284. î°. Les triangles iemblables ADE 3 EBD3 donnent aufïi,

en fuppofant DE= c 3 A D{d— x). DE{c) :: DE(c).
DB ( x ) j d'où l'on aura dx— xx= ce 5 c'eft-à-dire le quarré

de DE3 qui eft moyenne proportionelle entre les deux partiesADy

DB de Ihypothenufe ou du diamètre AB coupées par la perpen-

diculaire DE } efi égal au rectangle des deux parties du diamètre^

qui eft une autre propriété des triangles rectangles.

Corollaires quil faut fe rendre familiers.

I.

* 8 5 • L/H ypothenuse AB ( d) d'un triangle rectangle, peut

s'exprimer ainfi AB (d) = y/ÂE
!

'-\-BE
1

' [>/aa-\-bb.)

I I.

286. Le côté AE {a) — Vab z— be
1

( v
7 dd — b b) ; le

côté BE (b)=\/AB l— AE
t (Vdd— aa.)

III.

287. La perpendiculaire ED[c)= VADxDB (Vdx— xx),
& fuppofant que le milieu de AB {d) eft au point C 3 & que
CD =x 3 l'on aura AD = AC -+- CD— \ d + x 3 6c
DB— BC— CD= ±d— x; ce qui donnera ED (c) =
VAD xDB=^dd— xx. Si l'on fuppofe AD=e3 DB=f3

ED=zç 3 l'on auraZD
1

{cc)=:ADxDB=zcf
3 &c=s

Vef
I V.

288. Il eft démontré dans la Geometriequ'en tout cercle AEB3

fi l'on tire de l'extrémité A du diamètre AB une corde à
un point quelconque E de la circonférence , & une autre
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corde EB de ce point E à l'autre extrémité B du diamètre,

le triangle AEB eft toujours rectangle en E> ainfî les ex-

preflîons précédentes conviennent à ces lignes du cercle
j

fçav oir Âlf fddJ sas ÂJ"-^~BE ''= <*a+-bb ; & AB (d)

= >Jaa -t- bb ) & AE (a) = Vâb z — Be* = Vdd— bb', &

$E (b)=x/lB
l —ZËl =zVdd— œa. De même ËD (ce)

s= AD x DB= dx— xx, & ED (c) = vVa:— xx î mais

aufli EB = £D h- DB = dx — xx -t- xx = dx ; c'eft

pourquoi l'on aura BE= Vdx.

D'où il fuit que fi deux cordes égales BE, /Se. font en

deux differens cercles , nommant dans l'un le diamètre AB,
d, & DB, x, & dans l'autre le diamètre J\ & la ligne qui

répond à BD, %, l'on aura v^* =^£5 & par coniequent

dx= <T|, d'où l'on déduira */. J\ :: §. at.

Si l'on fuppofe CD= x, l'on aura £D f^ =y/ad x db

Si l'on fuppofe EB= m, AB= d, & DB= x, Ton

aura DB(x). EB (m)::EB (m). AB (d); d'où l'on
1 —

1

£2 /• mm N «r -y x» / J ! -EB
déduira D^^;=5| (7), & ^^W==

ËI(v-).
Il faut fe rendre toutes ces expreflions familières.

V.

L'on peut concevoir de tous les points E de la demi- 28^=

circonférence BEA, en commençant au point B & allant

de fuite de B par E jufqu'à l'extrémité A , des perpendicu-

laires comme ED fur le diamètre AB> et fuppofànt AB
z=d, chaque perpendiculaire ED=y, &: chaque diftance

BD du point 2?, jufqu'à la rencontre D de chaque perpen-

diculaire, égale à x ; il efl: évident que chaque DE (yy) fera

égale au redangle qui lui répond des deux parties du dia-

mètre BD x DA = dx— xx > ainfi l'équation yy = dx
— xx convient à chacune de ces perpendiculaires DE,
Les extrêmitez E de toutes ces perpendiculaires ED font

dans la circonférence ^ c'eft-à-dire , la circonférence palTe

par tous les points Eh ainll l'équation yy= dx— xx mar-

que le lieu de la circonférence par raport au diamètre AB*
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6c en déterminant la valeur de x telle qu'on voudra, pourvii

qu'elle foit moindre que le diamètre AB 3 on trouvera la

valeur de y qui lui répond -, 6c de même en déterminant

telle valeur de y qu'on voudra
,
pourvu qu'elle n'excède

pas \ d> on trouvera la valeur de x qui lui répond
,
par la

*?6. réfolution des équations du fécond degré. * Cela efl: caufe

qu'on nomme l'équation yy = dx —- xx 3
ou xx— dx -*-yy

= o , ïéquation au cercle 3
ou le lieu du cercle. Les abcifles x.

font fur le diamètre BA 3 6c B efl: leur origine > 6c les DE (y)
font les ordonnées.

VI.
Suppofant toujours AB = d 3 ED=y 3 fi l'on fuppofe

chaque CD = x , l'on aura DE (yy) = AD x D B ==s

\d-\- x x\d— x= ~dd— xx ; a'mfiyy= ldd— xx, ou xx

•*-yy— ±dd=o
y
e(l auffi l'équation du cercle 3 ou le lieu au

cercle. L'origine efl: au centre Ci les abcifles CDfxJ font fur le

demi diamètre CB ou CA 3
6c les ED (y) font les ordonnées.

VIL
z*)o. On peut par le moyen du troifiéme Corollaire, changer

l'expreflîon d'un redangle^en un quarré ce 3
fans en chan-

ger la valeur ^ il n'y a qu'à mener une ligne droite AB égale

à la fomme des lignes AD (a)-*-DB (b) , tracer une demi-

circonference dontAB foit le diamètre, 6c élever au point D,
où elles fe joignent, la perpendiculaire DE 3 qu'on nomme-

ra c jufqu'à la circonférence ^ 6c l'on aura DE (ccJ=ADx
DB (ab) . D'où l'on voit que fi l'on avoit xx= ab 3 on trou-

veroit de la même manière la valeur de x 3 car faifant AD
z=a 3 Si DB= b 3 DE fera égale à x 3

étant moyenne pro-

portionelle entre AD (a) 6c DB (b).

Si l'on avoit xx*=^ aa— bb 3 on trouveroit de même la

valeur de x , en faifant AD= a-t- b 3 & DB= a— b 3 car

D£feroit égale à x 3 puifque DÉ"(xx)-=AD x DB=zaa
— bb 3 6c x= \'aa — bb.

jtaj. On peut encore trouver de cette autre manière la valeur

de x dans l'équation xx= aa— bb. Il faut faire AB =^,
tracer un demi cercle fur le diamètre AB (a) ; &L après

avoir ouvert le compas de la grandeur de la ligne A E

,

qu'on fuppofe égale à b 3 6c mis une des pointes fur l'extré-

mité A,, il faut marquer le point E où l'autre pointe coupe

la demi,
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la demi. circonférence, de tirer EB 3 ce fera la valeur de xi

car EB (xx)=AB (aa)— AE (bb); Se x = V aa— bb.

2 02, Quand on a l'équation xx= aa-irbb 9 on trouvera la

valeur de x, en faifant un angle droit AEB des deux lignes

AE3 EB 3
dont on iuppofe la première égale à a3 de la féconde

égale à £;puis tirant l'hypothenufe ^^ par les extrêmitez

A B y de ces lignes , ^i? fera la valeur de # 5 car AB (xx)

= AE(aa) +~ËB (bb)', & x= ^aa+ bb.

VII I.

Réfolution géométrique des équations dufécond degré.

Première manière.

293. j/Out e s les équations du fécond degré peuvent fe réfou-

dre géométriquement par les Corollaires précedens j c'eft-

à-dire, on peut trouver les deux valeurs en lignes de l'in-

connue de ces équations
3
car toutes ces équations peuvent

fè réduire à cette formule xx *jr dx ± ce= o
3
d 3 c 3 e,

repréfentent des lignes données dans les Problêmes de ces

équations. Or il faut réduire le terme connu ce * à un quarré *i$q.

bb 3 de la formule fera xx ± dx± bb= o. Il faut faire éva-

nouir le fécond terme, en fuppofant x= ^f-~dj de Ton

aura la transformée ^==3 \dd+-bb\ de^= ±^~dd"^l bb.

On trouvera la valeur de ^par le feptiéme Corollaire, à
laquelle ajoutant la ligne =\d 3 quand le fécond terme

a — , de en retranchant [d., quand le fécond terme a -*-;

l'on aura la valeur de x.

Seconde manière.
z 94- 1 O u R rendre cette réfolution plus diftinde, on réduira

toutes les équations du fécond degré à ces quatre formules.

La première racine. La féconde racine.

I
K

, xx— dx— bb= o. *= \d*->J\dd->rbb. x== \d— V±dd-*-bb.

l%xx-i-dx— bb= o. at== — ±d-*-)/±dd-*-bb. x—— \d— V±dd+bb.
l\xxr—dx+bb=:o. x= ld+V$dd-*rbb. x= {d— y/^dd—bb.

4
e

,
xx -*-dx+ bb=o. x~—{d+Vfdd—bb. x=.— \d— \/^dd—bb.
Tome II. C
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Pour trouver les valeurs géométriques des deux racines

de la première 6c de la féconde formule , dont l'une effc

FiG.ii. pofitive, 6c l'autre négative, i°. on tirera la ligne CD égale

à la moitié de la ligne repréfentée par d dans les Problêmes
exprimez par ces deux équations

s
c'eft-à-dire, on fera CD

c=jd. i°. On élèvera la perpendiculaire DE=*b. 3 . Du
centre C avec l'hypothenufe CE, on tracera la demi-cir-

conference AEB , 6c on prolongera CD de côté & d'autre

jufqu'à la circonférence ^ 6c AD fera la racine pofitive de

la première formule, 6c DB fa racine négative. Et au con-

traire DB fera la racine pofitive de la féconde formule, 6c

AD fa racine négative.

Car +AD= CD{+ {d) + CA ou CE, ouV-1^-1

( y/JddTW) j ainfi AD = x=±d+ y/\dd+ bb
s
&. DB=

— CB ou— CE 3 ou— V—^—'i— V^dd+ bb)-*- CD
(-*-!<0$ ain *ï DB = x=z+.\d— yj^dd+bb; & pour la

féconde formule, il faut prendre la racine négative du côté

de Z)^, 6c l'on aura at=—DA=— DC {
— \d)— CA

ou — CE (— y/'rid^bb
) j & la pofitive x = + D^=a

-j- CB ou -+- CE (+V~ïTd~+bb )-CD(-î^).
Pour trouver les valeurs des deux racines de la troifiéme

6c de la quatrième formule, i°. Il faut faire le diamètre AB
de la demi-circonference AEB=d', ainfl CA ou CE ou CB
z=\d. i°. Il faut élever BF perpendiculaire fur AB à l'ex-

trémité B> 6c faifant BF — b, mener par F la ligne FE
parallèle iBA. 3 . AbaifTèr par le point E où elle rencontre

la demi circonférence, la perpendiculaire ED au diamètre

qui le rencontrera en un point D 5 AD fera la première

racine pofitive de la troifiéme formule -, DB fa féconde ra-

cine pofitive. De même AD fera la première racine néga-

tive de la quatrième formule, 6c DB fa i c racine négative

Car *= AD — AC [+ \d) + CD ou -h V—1_j£
( + ^± dd— ïb); 6c x =+ DB = +-CB (4-r<0 —CD
ou — ^Tl—ei) (— >J\dd-~bb). Pour la quatrième for-

mule, la première racine négative eft x=—AD=—CA
{
— {d) — CD ou — Vf-/Z^T( — >/\dd— bb)', 6c la

féconde racine négative x=— DB =— CB (
— { d)

+ CD(+ Vjdd^bb).
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Remarque.
QUand dans la réfolution des deux dernières formules

BF {b) furpafleC^ (4^) la parallèle FE au diamètre AB{b)
ne peut pas rencontrer la demi circonférence ; & dans ce

cas le Problême eft impoflible, c'eft-à dire il renferme con-

tradiction • ce qui fait voir le parfait, raport de l'Analyfe à
la Géométrie , car dans ce cas où b furpafTe^ J., bb furpafle

-dd\ & V±dd— bb eft une grandeur imaginaire j ainfï dans

ce cas les deux racines de la troifiéme& de la quatrième for-

mules font imaginaires.

Dans le cas où BF {b) = CD ({d), la parallèle FE ne
rencontre la demi -circonférence qu'en ce point E 3 d'où

menant la perpendiculaire ED(b), elle tombe au centre Ci
alors les deux racines font égales, & valent chacune AC({d)-

y

dans ce cas V\dd— bb— o
7
6c chaque racine eft égale à

Exemple IL

ABDE eft un quadrilatère infcrit dans un cercle, pour fis. m,
y trouver des triangles femblables qui faflent découvrir les

proprietez qui lui conviennent
3

il faut tirer les diagonales

AD3 BE3 de la. ligne DF qui falfe au point D l'angle EDF
égal à l'angle ADB\ & l'on aura i°. le triangle ADB fem-
blable au triangle EDF', car l'angle ADB eft égal par la

fuppofition à l'angle EDF 3 &: les angles DAB 3 DEF font

égaux , ayant chacun pour mefure la moitié de l'arc BD,
2°. Les triangles ADE3 BDF font auffî femblables, parce-

que les angles ADE, BDF font égaux, contenant chacun

les angles BDA 3 EDF égaux par la fuppofition 5 & de plus

l'angle commun FDA3 & les angles DAE 3 DBF font auffî.

égaux, ayant chacun pour mefure la moitié de l'arc DE.
Suppofant à prêtent AE=-a 3 AB~b 3 BD— c 3 DE

= d 3 AD= e 3 BE=f3 FE= xi par confequent BF
s= BE (f) — FE(x) . L'on aura à caufe des triangles fem-

blables ADB 3 EDF 3 AD(c). D£{d) :: AB{b). EF (x)

,

d'où l'on déduira cette première égalité ex= bd. L'on aura

auffî à caufe des triangles femblables ADE 3 DBF 3 BF
(/—*)• AE{a) ::BD (c). AD(e)', d'où l'on déduira

C i

j
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cette féconde égalité ef— ex= ac. Ajoutant ces deux éga-

liez , on trouve AD x BE ( ef)=AE x BD {ac) + AB x

DE {bel), c'eft-à-dire quen tout quadrilatère infcrit au cercle ,

le reHanqle des diagonales AD x BE (ef) , efl égal à la fom-

me des rectangles des cbtez^ oppofez^ AE x BD -h AB x DE
(ac-^-bd) , qui efl: une propriété de ce quadrilatère qui fert

dans la trigonométrie.

Exemple III.

fig.iv.PArtager une ligne donnée AB (a) en deux parties

297. AC 3 CB , en forte que la partie AC foit moyenne propor-

tionelle entre la ligne entière AB ôc la partie CB.

Soit la partie inconnue que l'on cherche AC— x 3 ainfï

CB= a— x; ôc par les conditions du Problème l'on aura

AB {a). AC(x) :: AC{x). CB (a— x)
3
d'où l'on

déduira l'équation aa— ax= xx 3 ou xx^ax— aa=^o.

On trouvera la valeur pofitive de ,v=— {a-^y/\aa-^-aa y

ou— \a-*-y/\aa i
en faifant (flg 2.) CD— \a , la perpen-

diculaire DE= ai traçant du centre C avec l'hypothenufê

CE prife pour rayon l'arc BE 3 & prolongeant CD jufqu'à

l'arc en B 3 carDB fera= x =-f- CB ou -h CE (-*- \J\aa -t- aa)

— CD (— { a)= AC ( fig. 4. )
que l'on cherchoit,

Avertissement.
C^Es Exemples fuffifent pour faire voir l'ufage de FAna-
lyfe dans la Géométrie fimple $ il fera plus utile de faire

voir l'ufage de l'Analyfe dans les fciences Phyfico-mathe..

matiques qui fervent à perfectionner les Arts, & dans la

Géométrie compofée, c'eft-à-dire , dans la fcience des lignes

courbes.
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SECTION IL
Ou Von fait voir Vufage de VAnalyfe dans les feiences

phyjtco-mathematiques quifervent a perfectionner

les Arts.

Ufage de PAnalyfe pour réfoudre les Problêmes

de l'art de jetter les Bombes.

Principes que l'on fufâofe pris des traite^du mouvement.
7Définitions.

I.

298. ON fuppoferaîa mafïè du mobile= m, fa vite{îe=T/ J la

longueur parcourue= /> le temps employé à parcourir cette

longueur ==t. Quand il y aura différentes malles, viteflès,

longueurs , temps , on marquera les malles différentes par
des m différentes, 6c de même les viteffes, les longueurs Ôc

les temps.

II.

2 pp. La quantité du mouvement eft le produit de la maflèpar
la viteiïe , c'eft-à-dire mu; mais pour ne pas multiplier les

difficultez , on ne confiderera dans la fuite qu'un même
mobile ^ ainfi la quantité ou la force du mouvement fera fa

viteHè.

I I I.

300. Le mouvement égal ou uniforme eft celui dont la vitefîè

demeure la même pendant la durée du mouvement. Le
mouvement accéléré eft celui qui à chaque inftant de fa du-
rée reçoit une nouvelle augmentation de viteftèj le mouve-
vement retardé 3 celui qui perd à chaque inftant une partie

de la vitefTe qu'il avoit ; Le mouvement uniformément ou
également accéléré pu retardé 3 celui qui à chaque inftant re-

çoit une égale augmentation ou perd une égale quantité de
fa vitefîè. Comme on ne parlera ici que du mouvement ac-

céléré ou retardé de cette dernière manière , on le nom-
mera fïmplement mouvement accéléré ou retardé.
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Suppositions qu'il faut se rendre familières.

I.

Pour comparer enfemble les mouvemens uniformes.

*oi. £)An s les mouvemens uniformes la vitefTe efl égale à la

longueur parcourue divifée par le temps employé à la par-

courir, #=
\ j

par confequent *==£, ècl^tu.

302. Par confequenc quand les mouvemens uniformes font

differens, V. u :: *. $:: Lt. IT ; &t T . tu.$ %
l- :: Lu.

IV ix
jf-

. J }
&Z. / :: TV. tu :: f . £.

303. Il fuie de là, 1*. que quand V= u ; ~ ==-!_,& £. / :
<

T . t, ce qu'il faut bien remarquer, &; que Lt= lT.

304. i°. Que quand T= ti Z. I :: V . u 3 ce qu'il fauc bien

remarquer, 6c que Lu = /^\

305. 3°. Que quand L— l\ V . u :: t. T9 6c que VT'= ut.

II.

Sur la pefanteur.

506. JL A pefanteur, dont on n'examinera point ici la caufe , faic

qu'un corps pefant en defeendant librement depuis le repos,

acquiert à tous les inftans de la chute des degrez égaux de
vitefTe. L'on n'aura ici nul égard à la refiftance de l'air,

l'expérience faifant connoîcre qu'elle n'apporte pas de chan-

gement confîderable à un corps très. pefant comme l'eft une
bombe. C'efl pourquoi on fuppofera que les degrez de vi-

tefTe que le corps pefant acquiert pendant chaque inflant

de fa chute, fe confervent entiers dans les inftans fuivans

de la chute, pendant lefquels le même corps en acquiert

toujours de nouveaux. De forte que partageant la durée de
la chiite en trois temps égaux, dont chacun foit ==t , le

premier degré de vitefTe s'acquiert depuis le repos jufqu'à

la fin de it 3 & il efl tout acquis à la fin de it 3 &. il demeure
entier dans les deux temps fuivans

5
pendant le fécond temps

le corps pefant acquiert un fécond degré de vitefTe égal au
premier, &. ce fécond degré efl tout acquis à la fin de it>

& le mobile a deux degrez de vitefTe acquife à la fin de it.

Le troifiéme degré de vitefTe s'acquiert pendant le troifiéme

temps, & il efl tout acquis à la fin de $t, ôc alors le corps

pefant a trois degrez de vitefTe acquife.
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III.

Sur les mouvemens accélère^.

$°7' LEs longueurs parcourues par un même corps qui defcend
librement

,
prifes chacune depuis le repos , font enrr'elles

comme les cjuarrez des temps employez à les parcourir
j

elles font auffi entr'elles comme les quarrez des vitefTes

acquifes à la fin des temps employez à parcourir ces lon-

gueurs.

Par exemple un corps pefant tombant librement depuis Fig.v.

le repos A s parcourt AB pendant i / 3 AC pendant i 1 3 AD
pendant 3*3 AE pendant 4/-. La vitefle acquife à la fin de \t

eft «3 à la fin de %t , elle eft iu-, à la fin de $t } elle eft 303
à la fin de 4? 9 elle eft 4».

A

B

. AC :: \tt.Aftt:: iuu. \uu. De même AC. AD ::

q.tt. ytt. : : ^.uu . yuu. De mêmeAD . AE :: ytt . 1 Gtt : : yuu

.

i6uu. De même AC. AE:: ^tt. \6tt :: ^uu. i6uu, &c.
Ainfi nommant Z une longueur parcourue depuis le re-

pos -, T3 le temps employé à la parcourir 3 V^ la vitefle acquife

à la fin de ce temps -, 6c / une autre longueur parcourue
depuis le repos 3 t 3

le temps employé à la parcourir 3 », la

vitefle acquife à la fin de ce temps 3 on aura cette expreffion

générale de la troisième fuppofition Z.l :: TT. tt : : VV. uu.

Corollaire.
308. JJ'Ou il fuit que dans les mouvemens accélérez V.u :: VZ

.v7 • ; T . t. Par confequent dans les mouvemens accélérez

on peut exprimer les vitefTes par les racines des longueurs

parcourues depuis le commencement, ou depuis le repos
3

on peut aufli exprimer les temps par les racines des mêmes
longueurs

3
puifque ces vitefTes font entr'elles, & ces temps

entr'eux comme les racines de ces longueurs 3 ainfi pr=VZ$
»= v7, & de même T= \/Z 3 t= Vl.

IV.

Sur les mouvemens retardez.

5°9' UN corps pefant qui eft pouffé verticalement de bas en

haut avec une vitefle quelconque toute acquife
,
perd à cha-

que inftant de la montée un degré de fa vitefle égal à celui

qu'il acquiereroit à chaque inftant en defcendant, jufqu'à
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ce que l'action de la pefanteur lui aie fait perdre au dernier

inltant de la montée le dernier degré de la vitelle avec la-

quelle ilavoit écépoulTé en haut j après quoi il recombe libre-

ment par l'action de la pefanteur. Les longueurs que les vu
telles qu'il perd (en partageant en temps égaux la durée de la

montée) l'empêchent de parcourir, priies depuis le com-
mencement, font entr'elles comme les quarrez des temps,

& auffî comme les quarrez des viteiTes perdues -, c'eft-à-dire,

nommant — X la longueur prife depuis le commencement
de la montée, qu'empêche de parcourir la vitelle perdue
— V au corps pefanc poulie en haut

,
pendant le temps T

t

eïl à une autre longueur— / prife aufîi depuis le commen-
cement qu'empêche de parcourir la vitelle perdue — #
pendant un autre temps t y comme TT à tt\ de comme
VV à uu i airifi— Z . — / ; : TT . tt ;:W'. uuiàc— VZ,— y/l::—^. — un T. t.

V.

Pour comparer les mouvemens accélérez^ & retardez^

avec les uniformes.

310. \j N corps pefant étant defeendu depuis le repos pendant
un temps quelconque T de la longueur Z en acquierant la

vitelle Vh fi dans le même temps T > il eft mû uniformé-

ment félon une direction quelconque, foit verticale, foit

horizontale ou inclinée avec la même vitelle V toute ac*

quife, il parcourera une longueur zZ double de la première

Z. On peut appliquer la même propofition au mouvement
retardé.

Corollaires.
I.

311. J. O u R réduire les mouvemens accélérez ou retardez aux
uniformes, il faut prendre les viteflés des mouvemens accé-

lérez toutes acquifes, Se les concevoir comme demeurant
uniformes j & Il l'on prend les mêmes temps, il faut doubler

les longueurs parcourues par la vitelle qui s'acquieroit dans

le mouvement accéléré. Ainfi dans le mouvement accéléré

la vitelle V qui s'acquieroit faifoit parcourir la longueur Z
dans le temps T ; pour le réduire à l'uniforme, il faut con-

cevoir que la même vitelle V toute acquife fera parcourir

iZ dans le même temps T.

Par
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II.

y 1 2 , Par confequent la n^ême vitefîe V toute acquife fera par-

courir la même longueur Z dans le mouvement uniforme

dans la moitié du temps ITic'eft-à-dire, dans le temps- T>
elle fera, dis-je, parcourir la même longueur L qu'elle fe-

roit parcourir dans le mouvement accéléré pendant qu'elle

s'acquieroit dans le temps entier T. Car puifque ia viteflè

acquife /^dans le temps :T feroit parcourir iL dans le mou-
vement uniforme -

y
dans le même mouvement uniforme, elle

fera parcourir L moitié de iL dans { 2% qui n'eft que la

moitié du temps T3
pendant lequel la même longueur L

feroit parcourue dans le mouvement accéléré pendant que
la viteflè V s'acquiert.

Il faut s'appliquer à concevoir clairement ce fécond Co-
rollaire, &. le le rendre bien familier pour n'être pas em-
barrafTé dans la fuite : car c'efl: celui qui n'étant pas bien

conçu j feroit de la difficulté au Lecteur.

III.

$13. Si un corps pefant en defcendant librement depuis le re- Fic.V,

pos au point A , &c parcourant la longueur AE (L), acquiert

la vitefTe V dans le tems T 3 6c qu'il foit repouflé en haut
de E vers A avec la même vitefTe toute acquife /^, il efl

évident que fa pefanteur lui fera perdre dans un temps égal

.au premier T fa vitefTe V^ & que cette vitefTe V fera détruite

par l'ailion de la pefanteur precifément à la fin du temps T.
I V. (

5 14. Suppofé qu'un corps étant defcendu par le mouvement Fig.v;

accéléré de fa pefanteur depuis le repos en A > & ayant par-

couru la longueur AE{L) en acquérant la vitefTe V dans
le temps T3 foit repoufTé de E vers A avec la même viteflè

toute acquife V 3 &c remonte par un mouvement retardé à
caufede fa pefanteur, il remontera precifément à la même
hauteur dans le même temps T qu'il avoit employé à dcf-

cendre, c'eft-à-dire,il parcourera en remontant precifément

la même hauteur EA (Z) dans le même temps 7% & il ne
fçauroit remonter plus haut. Car avec la vitefTe V toute

acquifeil remonteroit iL dans le temps 7**, Ci elledemeuroit *
} io,

uniforme, & que le mouvement ne fût pas retardé par la

pefanteur
;
mais la vitefTe V dans le temps T étant entière-

ment détruite par le Corollaire précèdent, la vitefTe perdue

Tome II. D
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dans le temps reft— V égale à la viteffe pofitiveH-^ &
la longueur— / que la viteffe — ^empêche de parcourir

en le perdant par le mouvement recarde , eft à la longeur

+ Z que la viteflè -\-V feroit parcourir en s'acquierantpar

le mouvement accéléré, comme le quarré du temps / du
mouvement retardé au quarré du temps T du mouvement
accéléré ^ êc encore comme le quarré de la viteffe— V au

* jo7 . quarré de la viteffe -*- /^. *— L-hZ:: tt. TT : : W. Wy
èc comme les viteilès font égales , les temps le font aufîi

j

&— l=-\-Z: Par confequent puifque le corps en remon-
tant avec la viteffe acquife F, parcoureroit iL ou iEA dans

le même temps T1

, fi le mouvement demeuroit uniforme, il

ne parcourera que L ou EA dans le. mouvement retardé
,

puifqu'il faut ôter — L de +iZ, c'eft-à-dire — EA de

-h iEA'j & fa viteffe V étant entièrement détruite par la

pefanceur à la fin du temps T, il ne peut pas remonter plus-

haut que EA ( L )
, d'où il étoit defeendu.

V.
315. Un corps pouffé par un mouvement uniforme fuivant telle

direction qu'on voudra avec la viteiTe V qu'il auroit acquife

Frc.v. en tombant de la hauteur AE(Z) dans le temps T, parcou-

rera 1Z dans le même temps 7\ & 4Z dans 2 7"; èc dans le

mouvement retardé , s'il eût été pouffé en haut avec la

même viteffe V 3 il n'auroit remonté pendant le temps T
que la hauteur L , Se enfuite retombant par la peianteur dans

le fécond temps T égal au premier , il auroit parcouru la

même hauteur L , ôc feroit arrivé au point d'où on Tauroit

pouffé en haut; c'eft-à-dire qu'avec cette même viteffe V
dans le temps T de la montée L du mouvement retardé,

le corps parcourera deux fois L par le mouvement unifor-

me ^ ôc dans le temps de la montée ôc de la defeente du mou-
vement retardé & accéléré , il parcourera quatre fois L par

le mouvement uniforme.

Sixie'me Supposition.
Sur les mouvemens compofès.

3.1 6. [j N corps A eft pouffé en même temps par deux forces,

Fig.vi. l'une fuivant la direction AB > l'autre fuivant AD, qui font
l'angle quelconque BAT), de manière que la viteffe que
donne la première foit à la viteffe que donne la féconde dans
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le même temps, comme A B eft à AD) fi l'on achevé le

parallélogramme 2?Z>, & qu'on tire la diagonaleAC , cette

diagonale AC marquera le chemin que tiendra le mobile,

la longueur qu'il parcourera dans le même temps , & la

vitefle qu'il aura reçue des deux forces j c'eft a-dire AB eft

à AC comme la viteiîe fuivant AB eft à la viteffe fuivant

AC y
& de même la vitefle fuivant AD eft à la virefle fui-

vant AC', comme ./4Z) ou fon égale i?C eft à AC
s
èc il par.

coureroit chacune de ces trois lignes en des temps égaux
avec la viteiîe refpective qui leur convient.

Corollaires.
I.

317. (JUand un corps A parcourt l'hypothenufe AC d'un Fig. vil,

triangle re&angle ^.2?C d'un mouvement uniforme, fa vitef-

fe peut être regardée comme venant de deux forces qui lui

donneroient des vitefTes fuivant les deux côtés qui feroient

entr'elles comme AB &; BC } 6c qui lui feroient parcourir

feparément ces côtés dans le même temps qu'il parcourt

AC,
I I.

318. Quand un corps A va rencontrer obliquement un plan fic.vii.

ou une ligne BC2.11 point C fuivant AC, en tirant d'un pointa
pris fur AC la perpendiculaire AB à BC > 6c prenant AC
pour exprimer la force totale ou la vitefTe totale du mobile^
AB exprimera l'effort de ce mobile contre BC3 ou la viteiîe

avec laquelle il pouffe BC.

PROBLÈME I.

V9° 1_^E coté BA (a) du triangle rectangle ABC étant fuppofé F 1 g. vil.

vertical, fon côté BC(b) horizontal^ l'hypothenufe AC{c)
inclinée fur l'horizontale AK :fv. ppofant qu'un mobile (oit

poufie de A en B avec la vitefTe qu'il auroit acquife par le

mouvement accéléré en tombant depuis le repos de la hau-

teur BA dans le temps T > & parcourre d'un mouvement
uniforme AB avec cette viteffe acquife=VAB * (Va) dans * 508.

le temps 4 T*: Trouver, i°. de quelle hauteur, qu'on nom- * JIt .

mera x , il devroit tomber pour acquérir la viteiîe v**, avec * 5og#

laquelle il parcourera d'un mouvement uniforme le côté

horizontal BC(b) dans le temps - T. 2 . De quelle hauteur,

Dij
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qu'on nommera y, il devroit tomber pour acquérir la vitefîè

* ;o8. VV * avec laquelle il parcourera d'un mouvemenc uniforme

l'hypothenufè AC {c) dans le même temps { T.

Rcfolution. Le temps étant égal, c'eft-à-dire J7",, i°. AB {a}.

* }o4. BC ( b ) : : y/AB {Va ). y/x. * Donc aVx = /£v6* , & vx = Ly/^y

& x = " = * ^/
c

-

• Ce qu'il falloit premièrement trouver.

*îo4. i°. AB [a). AC{c) :: \/AB {Va). v>*. Donc aVy= cy/a y

& v^= -^- &y= c-j=z ^~~. Ce qu il falloit fecondement

trouver.

Fie vu. Rcfolution géométrique. Il faut mener par le point C, CH
perpendiculaire à AC, Se le point // où elle rencontrera.

*i83. v4i? prolongée, déterminera, i°.BH= * i£^i'= ^= x,

COROLLAIRE,
320. Si l'on tire dans un demi cercle ACEGH 3 dont le diame-

F 1 c vin. tre HA eft vertical , de tous les points C , E 3 G de la demi*

circonférence des perpendiculaires CB 3 ED y GF &c. au
diamètre HA 3 &: les cordes CA 3 CH; EA 3 EHi GA >

G/i"j &c. de chacun de ces points aux extrêmitez du dia-

mètre , on aura autant de triangles re&angles qu'il y a de
points dans la demi- circonférence -

y
&c ce que l'on a dit du

triangle rectangle ABC, convient à chacun de ces triangles,

Ainfi nommant d le diamètre HA 5 x, chacun des cotez,

verticaux AB 3 AD 3 AF 3 &c. de tous les triangles le refte

du diamètre HB , HD 3 HF 3 &c. fera = d— x ; chacune

*i88. des hypothenufes AC3 AE3 AG, ôcc. fera= y/dx *
; chacun

£287. des cotez horizontaux BC3 DE3 FG 3
&c. fera= Vdx— xx*

La vitefle acquife par le mouvement accéléré dans le tempsT
pour faire parcourir chaque côté vertical x d'un mouvement

f 3i i4 uniforme dans le temps \ T3 fera Vx* ;Vd— x fera la vitefTe

pour faire parcourir chaque côté horizontal y/dx— xx dans

le même temps 4 T 5 6c Vd fera la vitefTe pour faire parcou-

rir dans le même temps £ T chaque hypothenufe y/dx.

Application de ces principes à l'art de jetter les Bombes.

Demande.
321. jl une Bombe étoit jettée verticalement par un mortier

ïig. vin. fuivant la ligne verticale ABHavçc quelle force de poudre
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on voudra, il eft évident que quand la bombe fcroit montée
au point le plus haut où l'action de fa pefanteur lui auroic

entièrement fait perdre la vitefTe de fon impulfion ,que l'on

fùppofè être le point H > elle retomberoit de cette même
hauteur HA 3 & elle auroit acquis par fa peiànteur en arri-

vant au point A d'où elle étoit partie precifément.la même
vitefîè avec laquelle elle avoit été pouîîée par la force de la

poudre qui Pavoit fait monter de A en H.
y

D E F I N I T I O N,

j 2 x . O N prendra four la mefure de la force de la poudre ou de la F 1 g. VIH»

viteife qu'elle donne à une bombe fuivant quelque direction

AC 3 AE , AG , &c. que ce puifTe être, la hauteur HA d'où

il faudroit que la bombe tombât librement depuis le repos

pour acquérir par cette chute une vitefTe égale à celle avec

laquelle elle eft poufTee par la force de la poudre. On l'ap-

pelle aufïi la force du jet,

Corollaire.
323. Jc,N prenant le diamètre HA

(
qu'on fuppofe vertical) du Fie. vm,

demi cercle HGECA pour repréfenter une force quelcon-

que de poudre, toutes les cordesAC3 A£ 3AG3 &c, menées
à tous les points delà demi-circonference, repréfenteronc

toutes les inclinaifons qu'on peut donner au mortier fur

l'horizontale AK 3 & par conféquent les directions de tous

les jets obliques qu'on peut faire par cette force de poudre.

Nommant d la hauteur HA i x 3 le côté vertical AB 3AD3

AF3 &c, des triangles rectangles ABC3 ADE 3 &c. qui ont
pour hypothenufès les jets obliques AC3 AE 3 AG 3 &c. faits

par une même force de poudreHA 3 les reftes du diamètre

BH 3 BH 3 FH 3 &c. feront exprimés par d— x 3 les côtés

horizontaux des triangles comme BC 3 DE 3 EG 3 &c. par

Vdx — xx ; & les cordes AC 3 AE 3 AG , &c. par Vdx.

La vitefTe que la force de la poudre donne par chacune

des cordes AC 3 AE 3 &c. eft \/HA (Vd) qui demeure uni-

forme fuivant la direction de la corde pendant tout le jet.

Et comme cette vitefTe uniforme eft fuivant Phypothenufe

Vdx d'un triangle rectangle, * elle peut être regardée comme * ^y^
venant de deux forces qui imprimeroient à la bombe l'une

une vitefTe uniforme fuivant le côté vertical du triangle qui

Diij
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eft repréfenté par x, & l'autre une vitefTe aufli uniforme fui»

vant le côté horizontal y/dx— xx\ &ces deux vitefles, pour

faire parcourir chacune leur côté dans le même temps
%

doivent être l'une à l'autre comme ces côtés , c*eft-à-dire

,

comme x eft à y/dx— xx. Afin que ces deux vitefles ayent

çntr'elles ce raport des côtés •, la vitefle uniforme par le côté

vertical %> doit être égale à celle que la bombe auroit acquife

*
5
i57. en defcendant depuis le repos de la hauteur **, ain fila vitefle

uniforme par le côté x eft égale à y/x ; 5c demeurant unifor-

me par ce côté x 3 elle doit le faire parcourir dans la moitié

du temps T que la bombe employeroit à tomber de la hau-

teur* ; & la vitefle uniforme par le côté horizontal \/dx— xx}

doit être égale à celle que la bombe auroit acquife en tom-

bant depuis le repos de la hauteur du refte du diamètre
*5I j d— **.-ain{ila vitefle uniforme qui fera parcourir le côté

horizontal, fera exprimée par Vd— x.

La vitefle y/à fera donc parcourir la corde y/dx 3 dans le

même temps que la vitefle y/x fera parcourir le côté verti-

cal x, & que la vitefle y/'d— x fera parcourir le côté hori*

zontal y/dx-**xx, en les fuppofant toutes trois uniformes^

& que le temps pendant lequel elles font chacune parcourir

les trois lignes qui leur conviennent, eft la moitié du temps
que la bombe employeroit à defcendre depuis le repos de
la hauteur du côté vertical*. Par eonfequent dans ce temps
entier ces trois vitefles feront parcourir par un mouvement

5 $10. uniforme le double des lignes du triangle rectangle*, & en
deux fois ce temps entier, le quadruple de ces mêmes li-

gnes
}
c'eft-à-dire dans le temps de la chfite accélérée, ou

de la montée retardée par x , elles feront parcourir par un
mouvement uniforme le double de ces trois lignes

;
& dans

le temps de la montée & de la chiite, le quadruple de ces

mêmes lignes. On doit fe rendre ces chofes familières pour
entendre facilement les Problèmes fuivans.

PROBLÊME II.

314. LA force delà poudre HA étant donnée, par exemple,

f X6.VIII. de 400 toifes, trouver pour telle inclinaifon qu'on voudra
donner au mortier qu'on fuppofe au pointa. i°. La diftance

<dQ fur l'horizontaleAK qui eft depuis le mortier^ jufqu'au
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point qui eft dans la verticale MN où la bombe eft

pendant le jet au point le plus élevé. 2 . Trouver la diftance

horizontale AK depuis le point A jufqu'au point K où la

bombe retombera far l'horizontale AK.
Pour refondre ce Problême

,
je remarque. 1 °. Que la force

du jet étant donnée, HA (</)eft connue
}
& concevant MA

divifée en 400 parties égales, elle repréfentera la force du
jet. Prenant une inclinaifon du mortier déterminée comme
l'angle CAK que fait le mortier avec l'horizon A K> la

pofition de la corde AC eft donnée, 5c par conféquent le

point C où elle rencontre la demi - circonférence -

y
ainfî

le côté vertical AB(b), l'horizontal BC ( Vdb— bb , ) l'hy-

pothenufe AC (Vdb) du triangle rectangle ACB 3 font don-

nés. i°. Que la viteiîèpar l'oblique AC eft VHA (Vd), qui

demeure uniforme pendant le jet
^
que la vitefte par l'hori-

zontale BC ou Vdb — bb , eft VHA—BA (Vd—b); ÔC

que la viteftè par la verticale AB ou b 3 eft VAB (Vb). 3*. Que
la moitié \ T du temps T que la bombe employeroit à def-

cendre AB par le mouvement accéléré, ou à monter AB
dans le mouvement retardé, cette moitié, dis-je, - T eft le

temps pendant lequel dans le mouvement uniforme ces trois

lignes du triangle rectangle ABC font parcourues par les

vitefTes qui leur conviennent j
ainfl dans le temps entier T

de la montée delà bombe à l'endroit le plus haut du jet,

les mêmes vitefles feront parcourir le double de ces trois

lignes par le mouvement uniforme ^ &: dans le temps iT de

la montée & de la defcente de la bombe au point K de
l'horizontale , elles feront parcourir le quadruple de ces trois

lignes.

Héfolutîon: Soitla diftance inconnue ^0=^,& la diftance

inconnue AK= s; l'on aura, i°. la longueur horizontale

inconnue AO (zj eft à la verticale iBA (ib), toutes deux
parcourues par un mouvement uniforme dans le temps en-

tier T, qui eft celui où la bombe doit monter au point le

plus élevé du jet ; comme la vitefte par l'horizontale qui eft

Vd— b
3
eft à la vitefTe par la verticale qui eft Vb. L'on aura?

donc %yb= ibVd—>b; par conféquent AO (sQ = iVdb— bb

e=* iBC. L'on aura, 2 . la diftance horizontale inconnue * Z 3»,

AK ( s ) eft à la verticale^AB (4^) parcourues l'une & l'autre
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d'un mouvement uniforme pendant iT qu'il faut à la bombe
pour monter & enfuite retomber au point K> comme la

vitefTe par la première qui eft Vd— b , eft à la vitetfe par la

féconde qui eftv^. Donc sVb= ^.b^d— b , & J= ^fdb— bf>

* t88 . = *4.BC.

En marquantAB par une indéterminée x3 on aura AO {zj

sss iVdx— xx J & AK ( J )= 4VV*— **!

Corollaires.
I.

$iy jJ'Oii l'on voit que la diftance horizontale AK depuis le

mortier A jufqu'au point K où tombe la bombe de chaque
jet ( ce qu'on nomme l'étendue du jet) eft toujours quadruple

du côté horizontal BC , ou DE , ou /G, &c. du triangle

rectangle quLrspond à ce jet ^ & que la diftance AO fur la

même horizontale jufqu'à la verticale qui -pajOTe par le point

le plus haut de chaque jet, eft double de ce même côté ho-
rizontal.

I I.

326. Par conféquent dans le demi cercle HGECA 3 le dia-

Sic. vin. mètre HA étant pris pour une force de poudre quelconque,

toutes les perpendiculaires CB 3 ED 3 G F3
&c. menées des

cordes AC 3 AE 3 AG 3 Sec. qui marquent toutes les di-

rections du mortier : ces perpendiculaires , dis-je , feront

chacune le quart de l'étendue du jet qui lui convient par

raport à cette même force de poudre , & elles feront la moi-

tié de la diftance horizontale qui eft depuis le mortier juf-

qu'à la verticale qui païïe par le point le plus haut du jet.

III.

327. Comme le demi diamètre DE eft plus grand qu'aucune
des perpendiculaires BC3 FG 3 &c. àc que DE convient au
jet fuivant la corde A E qui fait l'angle d'inclinaifon EAK
de 45 degrés ^ de tous les jets qui le peuvent faire par la

même force de poudre, celui qui fefait, le mortier étant

incliné de 45 degrés fur l'horizon, a la plus grande éten-

due, c'eft-à-dire,, a la plus grande portée : & cette étendue
étant quadruple du demi diamètre, eft double du diamè-
tre, c'eft.à-dire, la force HA du jet eft la moitié de l'éten-

due du jet de 4; degrés.

Et
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Ec comme les perpendiculaires F G 3 BC 3 qu'on fuppofe

également éloignées du centre D > font égales -, tous les jets

poflibles qu'on peut faire avec la même force de poudre
,

ont deux a deux une égale étendue, l'un au-defïbus dé 45
degrés, & l'autre autant au-defïus de 45 degrés que le pre-

mier efl: au-deiTous, Il n'y a que le jet de 45 degrés qui a la

plus grande étendue, qui foit unique.

PROBLEME III.

5*8. L/N mortier ou un canon étant pointé de but en blanc, fig.viii.

c'eft-à-dire dans une direction i?Chorizontaleau-de{Tus d'une

tour dont la hauteur repréfentée par A B (b) foit connue
par exemple de 10 toifes au-defïiisd'une plaine horizontale

repréfentée par AO', fuppofé qu'on tire une bombe ou un
boulet avec une force donnée de poudre repréfentée par

HA {d) ; trouver la diftance horizontale AO
{
zj où. tom-

bera la bombe ou le boulet fur l'horizon.

La vitefTe du jet, c'eft-à-dire la viteffe de la bombe par

l'horizontale BC (y/db— bb) , efl: ici y/d

*

j la vite/Te verticale * jto.

qu'acquierera la bombe par fa pefanteur en tombant pen-

dant le jet de la hauteur AB {b) , efl: y/b', & cette viteiTe lui

feroit parcourir dans le temps T par le mouvement utiiforme

iAB (ib).On aura donc, la viteffe du jet Vd efl: à la viteiTe ver-

ticale \Jb acquife par la defcente de la bombe de la hauteur

BA dans le temps T \ comme la longueur horizontale par-

courue par le mouvement uniforme avec la viteffe ^laquelle
longueur efl: AO{\) , efl: à iAB (ib) qui efl: la hauteur ver-

ticale que la viteffe y/b lui feroit parcourir par le mouvement
uniforme

; ce qui donnera zVb = ib\/d, & j^== iy/db =
i\/HÂ x BA =iAC*. Ce quilfalloit trouver. *>***

Les Problèmes fuiwans contiennent la pratique de Van
de jetter les bombes.

PROBLEME IV.

5 1 9. TROV VE R par un feul jet de bombe à telle inclinai/on du
mortier quon voudra , la force du jet, & par confequent l'éttn-

duc ou la portée de tous les jets pojjibles par cette même charge

de poudre.

Tome II, E
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I. Cas. Quand on eft dans une plaine.

Fie. vil. IL faut donner au mortier i'inclinaifon CAK qu'on voudra,

de lui donner aufli la charge quelconque de poudre dont on
voudra trouver la force, & la remarquer , & après avoir

jette une bombe, remarquer le point K fur l'horizontaleAK
où elle fera tombée

s
&; mefurer la diftance horizontale AK3

qu'on fuppofe, par exemple, de iooo toifes ; le quart de la

portée AK 3 qui eft dans l'exemple 250 toifes, fera le côte

horizontal BC d'un triangle rectangle ABC qui convient à

ce jet : Ainfî l'on connoît dans ce triangle rectangle ABC
,

le côté horizontal BCde 1 50 toifes ou parties égales, l'angle

ACB égal à l'angle d'inclinaifon du mortier qu'on a choiiî,

& l'angle droit ABC; le côté vertical BA 6c l'hypothenufe

AC feront donc connus par la trigonométrie, ou en faifanc

un triangle rectangle femblable -

y
& cela fuppofé,

La figure feule fait voir qu'il n'y a qu'à faire AB . AC : .<•

*jit. AC. AH Se AH fera la force du jet*. Mais pour faire

voir l'ufage de PAnalyfe , voici la réfolution analytique.

Soit ^la force du jet que l'on cherche, AB= b 3 BC-=zc 3
rACr=e.

* 510. La viteiïe par AC ( e ) eft v\* ; la viteffe par AB { b ) eft Vb.

* 304. L'on aura donc , * v\. v^ : : AC (e) . AB (b) ; par confequent
z

Wzj= eVb 3 &^= 1/= •£. —= AH ; ainiî mettant le

nombre des toifes qui font les valeurs de b Se de e 3 à leur

place , on aura le nombre des toifes de HA qui eft la force

du jet que l'on cherchoit. Et tirant par C la-perpendiculaire

CH à AC jufqu'à la rencontre H de BA prolongée, HA
fera la ligne qu'on cherchoit qui exprime la force du jet.

Fig. vin. Faifant HA le diamètre d'un demi-cercle , Se menant à

tous les degrés les cordes AC 3 AE S AG 3 &c. Se tirant les

perpendiculaires horizontales CB 3 ED3 GF 3 Sec. les cordes

marqueront les directions de tous les jets pofliblespar cette

force ^ les horizontales marqueront le quart de l'étendue de
ces jets

j Se le diamètre HA fera la moitié de l'étendue du
jet de 45 degrés. Ce qu'il falloit trouver.

1 1. Cas. Quand on eft fur un terrain inégal, (jr que la bombe

tombefur une hauteur ou dans un lieuflus bas que le mortier.

Fie ix. LE mortier foit en A> l'horizontale qui paiTe par A eft
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ARKi on donnera au mortier telle inclinaifon CAK qu'on

voudra, mais quand on l'aura choifîe, elle eft déterminée

& connue -

y
on donnera auffi au mortier la charge quelcon-

que de poudre dont on voudra trouver la force, il faudra

la remarquer j il faudra enfuite jetter une bombe avec cette

charge 5 & fuppofé qu'elle tombe fur le lieu <^plus élevé

que le mortier, ou au lieu q plus bas que le mortier en A} il

faudra mefurer la diftance ^^ou Aq , l'angle Q^AR ou
qAR 3 ce qui donnera l'angle PAQ^ou PAq\ il faudra

trouver par la Géométrie pratique la verticale QR ou qR,
l'horizontale AR & PR ; ce qui donnera aufîi PQ^ouPq.
Ces chofes fuppofées , on trouvera ainfi l'étendue du jet

qu'on fuppofe être AK ou Ak 3 après avoir tiré la verticale

KS ou ks jufqu'à la rencontre de AC prolongée.

Soient les connues AR= r 3 QJl ou qR—q 3 PR =p 3

PQ==p — q 3 ou Pq=*p-*-q', l'inconnue AK ou Ak~zj
on aura, à caufe des triangles femblables , ARP3 AKS 3 ou
Aks ', AR (r) . PR (p) : : AK ou Ak (zj . KS ou ks= F

-f.

La vitefTe de la bombe, fuivant la direction inclinée ACPS 3

eft: uniforme, comme aufïi la vitefTe fuivant l'horizontale

ARK 3 ainfi cette vitefTe horizontale demeurant la même,
les temps employés à parcourirAR 3AK ou Ak}

font comme
ces longueurs AR (r) 5cAK ou Ak (zj 3 &: on les peut pren-

dre pour marquer ces temps
3
mais dans le temps que la

bombe auroit parcouru AR (r) 3 la vitefTe qu'elle a perdue

par fa pefanteur fuivant la direction verticale , l'a empêchée
de parcourir PQjsu Pq (pzçiq)

3 puifqu'on fuppofe qu'elle

efl tombée en Qjzu en q ; & dans le temps qu'elle auroit par-

couru l'étendue AK ou Ak (zj , la vitefTe perdue Tauroit em-
pêchée de parcourir la verticale SK ou sk(!~) 3 ce qui donne

*PQJp-~q)ou Pq{p+-q). SKo\xsk{ ?
^) :: AR (rr) . * $<*.

Z4Ko\i~Âk(z£)', d'où Von déduira AK ou Ak(z^)= 4^ ,
P "+" 7

c'eft-à-dire PQ^ ou Pq(p^Zq) . PR(p) : : AR\r). AK ou

Ak = z^= ~j' Ce quilfalloit trouver.

L'étendue AK du jet étant connue, on trouvera la force

HA du jet, & l'étendue de tous les jets poffibles par cette

force de poudre , comme dans le premier cas.

Eij
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III. Cas. Quand on efi fur une hauteur comme une tour ou

un baftion , quily a une plaine au pied, & quon donne

une direïlion horizontale au mortier.

lie vin. ON donnera au mortier qu'on fuppofe en B fur la hau-

teur AB j dont la diredion eft fuivant l'horizontale BC^ la

charge de poudre dont on voudra trouver la force , & il fau-

dra la remarquer, comme auffi le point O où l'on fuppofe

que tombera la bombe fur l'horizontale AOi & meiurer

la hauteur AB 3 qu'on nommera b, & l'horizontale AO s

qu'on nommera a.

Pour trouver la force du jet HA 3 qu'on nommera x y
on

fera ce raifonnement : La viteïïe acquife par la chute de

HA (x) qui eft Vx 3
eft à la vitefTe acquife par la chute de

AB (b) qui eft v^î comme la longueur horizontale AO{a)
parcourue par la première d'un mouvement uniforme, eft

à deux fois la hauteur BA ou iBA (ib) que la féconde au-

roit fait parcourir à la bombe d'un mouvement uniforme

dans le temps qu'elle eft defeendue par fa pefanteur d'un

mouvement accéléré de la hauteur AB ou NO', d'où l'on

déduira ibVx^ax/b, & #= -^5 ce qui donne, BA (b) .

\AO{\a) :: {AO {\a). AH — x~%. Ce qu'il fallôit
trouver.

La force du jet étant découverte, on trouvera, comme
dans le premier cas , l'étendue de tous les jets pofîibles par

cette force.

Remarque,
yJN peut par ce quatrième Problême trouver la force de

toutes les charges de poudre, la plus grande étendue de

chacune de ces forces, qui eft double de la force, &: les éten-

dues de tous les jets pofîibles par chacune de ces forces, èc

en faire une table.

PROBLEME V.

330. FAIRE tomber une bombe fur l'endroit qu'on voudra, avec uns

charge de foudre telle quon voudra choifîr 3 dont la force efi

fuppofée connue par le quatrième Problème j pourvu que cet

endroit nefoitpas hors de la portée de la force de la poudre dont

on veut fe fervir ce que la refolution analytique fera même
connaître*
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I. Cas. Quand l'endroit où l'on veut faire tomber la bombe

eft fur le plan horizontal qui fajfe far le mortier }

c eft-a- dire dans une plaine.

LA queftion fe réduit à trouver l'inclinaifon CAK qu'il Fig. viil;

faut donner au mortier, afin qu'avec la force qu'on a choi-

sie
,
qu'on fuppofe repréfentee par HA , la bombe foie jettée

à l'endroit K de l'horizontale AK cflii pafTe par le mortier

qu'on fuppofe en A 3 on fuppofe auffi cette diftance horizon-

talc AK connue par la Géométrie pratique. Pour trouver

l'inclinaifon CAK 3 il eft évident qu'il fuifit de trouver le

côté vertical BA du triangle BAC.
Soit la force connue du jet HA= d, la diftance hori-

zontale auffi connue AK= A; par confequentle côté hori-

zontal Bc~* L AK ~l h. Soit le côté vertical que l'on *j2 f .

cherche BA= x , d'où l'on aura HB= d— x.

Réfolution. La viteile par l'horizontale AK (/>},qui eft

>/d— x* , fera parcourir cette horizontale AK{b) par un * 320,

mouvement uniforme dans le temps que la bombe montera
à la plus grande hauteur du jet qui eft égale à AB (x), &
defeendra de la même hauteur jufqu'à Fhorizontale à l'en-

droit K 3 c'eft-à-dire , dans le temps que la viteffe par la

verticale AB ( x ) qui eft Vx *j lui feroit parcourir d'un mou- * 310,

vement uniforme 4.AB (4.x); par confequent Vd— JT. Vx
: : AK (h). 4.AB

( 4* ) » d'où l'on déduira xx— dx^-~hh
= o. Les deux valeurs de x dans cette équation font pofiti-

ves- la première eft* x= 7 d-+->/\dd— rfàb.i la .féconde,* 7*,

x= ~d— Vjdd— ~hb '> ce qui fait voir qu'il y a deux
inclinaifons du mortier par lefquelles on feroit tomber la

bombe au même endroit K de l'horizontale AK, & on les

trouvera en mettant dans ces valeurs de x à la place de d
& de h , les nombres de toifes qui leur font égaux

j
car HAïiG.vm*

& BA étant connues ,1e triangle re<ftangle ABC eft: connu,

& la pofition de la corde AC qui eft la dire&ion du mortier.

Remarques.
I.

•

O N tronveroit Ta même résolution par la feivie propriété de
la ^figure

; car J/^(^— x). BC(±h) : : BC{\h) . BA {x),

d'où l'on déduit la même équation xx — dx -+- -^ /;/;= ©,

E ity
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I I.

Quand d=~b 3 c'eft-à-dire quand la force du jetHA (d)

eft égale à la moitié de l'étendue AK {h) 3
les valeurs àcBA

(x) font la feule grandeur £ d, c'eft-à-dire -HA 3 ce qui con-

vient à l'inclinailon de 45 degrés.

III.
Il eft évident que le Problême eft poflîble dans tous les

cas où i h eft moindre que \d 3 o\i eft égale à { d 3 ou , ce qui

eft la même chofe, quand \h eft moindre que do\x égale id»
èc qu'il eft impoffible dans tous les cas où £ h furpafTe d, c'eft-

à-dire, quand le point K eft hors de la plus grande portée
*i l7- ou de la plus grande étendue du jet qui eft égale à id.

*

Second cas du cin qjj ieme Problème.

Quand l'endroitfur lequel on veut jetterla bombe eft plus élevé

ou flus bas que l'horizontale qui pajfe par le mortier3 comme
quand on veut la jctter fur le flanc d'un baftion 3 fur une tour,

fur quelqu endroit d'un fort qui eft fur une montagne} ou quand
lé mortier eft lui-même fur une montagne,

Fi g. IX. LA queftion fe réduit comme au premier cas, à trouver

le côté vertical AB du triangle rectangle ABC 3 qui fera

connoître la direction de la corde AC qu'il faut donner au
mortier pour faire tomber la bombe , avec la force de pou-
dre HA qu'on fuppofe connue, fur l'endroit Q^ qu'on fup-

pofe élevé fur l'horizontaleARK qui paffe par le mortier A,
ou fur l'endroit q plus bas que le mortier.

Pour trouver BA 3
il faut mefurer l'angle QAR ou qAR>

& trouver par la Géométrie pratique l'oblique A Q^ la

verticale QR ou qR 3 & l'horizontale A Ri & fuppofanc

HA= d 3 A Q^ou Aq= œ 3 ARzx=.r 3 QR ou qR^=zq 3

»z88. & l'inconnue AB qu'on cherche = x; l'on aura BC=*
Vdx— xx î l'étendue du jet AK ou Ak 3 qui eft quadruple

?ji;. * de BC=4.Vdx— xx', la verticale KS ou ks= ^.BA==z^.xi

& à caufe des triangles femblables KA S 3 PA R 3 on aura

AK(4*/dx—xx). KS (4*) :; AR{r). P R=-.
Vdx

d'où l'on déduira PQ=z P R _ gg r*r2=J
y*'— !"

m &
rx _|_ qydx • xx "^— XX

?4 ===:—
:, , » On fe contentera de donner la réfo-

* ydx -— xx
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lution du Problême par raporc à PQj le Lecteur pouvant
facilement l'appliquer à Pq.

Refolution. La bombe qu on fuppofe jettéefuivantla dire-

ction ACPS , rencontre la hauteur Q^ dans le temps que par
le mouvement horizontal uniforme, elle auroit parcouruAR 5

êts'il n'y avoir pas eu de hauteur ^elle feroit tombée au
point K fur l'horizontale AK > dans le temps que par le mou-^
vement uniforme, elle auroit parcouru l'horizontale AK~>
ainfi la vitefle étant uniforme, c'eft-à-dire la même par
l'horizontaleARK , les temps par AR Ôcpar AK\ peuvent
s'exprimer par ces longueurs. Mais dans le temps du mou-
vement uniforme par AR 3 la vitefle Verticale que la pefan-

teur a fait perdre à la bombe, Ta empêchée de parcourir PQ\
bc dans le temps du mouvement uniforme par AK , la vitëi*

ie verticale que la pefanteur lui auroit fait perdre, Pauroit

empêchée de parcourir SK, par confequent* AR (rr) . *3<>9 ,

AK {
1 6 x dx~^xx) : : PO fz-gdx-xx v

< KS^ . ce .

^\ Vdx— xx / ,

donne cette équation $rrx= 1 6 x dx— xx x
rx~ qVdx ~JH

l/dx— xx '

W>

. r / 1 • 1 drr— îdqq— \rrq _,
*

"*" ^
qui le réduit a xx— 2? î—2 x * h = o.

Cette équation a deux racines pofitives % ainfï il y a deux *
19#

valeurs de BAI [x) qui donnent deux angles d'înclinaifon Cor.%,

pour le mortier
,
par chacune defquelles on lui fera jetter

la bombe fur l'endroit Qj ces deux valeurs font AB{x)

drr •+ idqq -H •[ rrq * drr -+- idqq
-4- f rr^ -^—3r dq

ixrr-*-qq ixrr+ qq rr + qq

Mais à caufe du triangle rectangle AQR, AQ(œa)=AR (rr)

.+- <3~£ (qq)i ainfi mettant aux dénominateurs aa à la place

à<frr->rqq> &aux numérateurs ^— qq à la place de rr 3 les

deux valeurs de AB feront ^.S (x)= \ d -+--±

g

-+- d— {g x

Par exemple, fuppofé que la force de la poudre HA (d)

foit de 300 toifes^ l'éloignement AQ(a)dQ 320 toifesj la

hauteur QR (q) de 83 toifes j en fubftituant ces valeurs de d 9
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a, q, à leur place dans les valeurs de AB (x), on trouvera

que la plus petite eft de 85 toifes, 6c la plus grande de 175
toifes. Ainfî partageant le diamètre HA du demi cercle en

3 00 parties égales
,
prenant , 1 °. AB de 8

5
parties , 6c tirant

la perpendiculaire BC
y
la corde AC fera la première dire-

ction qu'il faut donner au mortier pour faire tomber la bom-
be en Q^i° Prenant AF de 273 parties , 6c tirant la perpen-

diculaire FG , la corde AG fera la féconde direction qu'il

faut donner au mortier pour le même effet.

R E M A R Q^U E S.

I.

JL,E Problême eft toujours pofllblc quand la quantité né-

. gative qui eft dans les deux valeurs de x fous le ligne \/, eft

moindre que la pofitivequieft fous le même figne v', ou quand
* fi> elle lui eft égale^il eft impoflible * quand elle eft plus grande.

1 l-

Si l'angle d'inclinaifon du mortier CAK étoit donné, &
qu'on voulût trouver la charge de poudre, c'eft-à dire, la

force du jet propre à faire tomber la bombe à l'endroit Q^
Fi g. ix. dans cette fuppofition l'angle PAR eft connu, 6c l'on trou- -

vera par la Géométrie pratique les lignes AQ^a)> AR [r) t

QR {q) 3 PR j qu'on nommera p ; nommant aufîï l'étendue

inconnue du jet AK (aj 3
on trouvera par le fécond cas du

quatrième Problême l'étendue AK (%) , BC (
£ AK= \ sj j

enfuite on trouvera la force du jet HA (d) que Ton cher»

choit, comme dans le quatrième Problême.

VfAge dç VAnalyJe pour trouver le centre de pefumeur

des corps peftns.

Principes que l'on fuppofe pris des traités de Méchanique.

PREMIERE DEFINITION.

331. UN levier eft une ligne droite comme AB 3 qu'on fuppo/c

jg, iv. inflexible & que l'on confidere, pour l'exactitude des démon-
ftrations, comme n'ayant aucune pefanteur. On y diftingue

trois chofes, i°. Un de fes points, foit à l'une ou l'autre de

£çs extrémités A ou B> ou entre ïqs extrémités comme C,
fur
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fur lequel il efl appuyé, ou par lequel il efl fufpendu ; Se on

appelle ce point l'appui * i q
. Un poids attaché à un point de

ce levier comme en A ou B , ou C 3 Sec. ou quelqu'autre

force qui tire ce levier par ce point; 3 . Une autre force à

un autre point du même levier, qui tire aufll le levier par ce

point.

Première Supposition.

332. LE levier AB étant fuppofé horizontal, appuyé ou fufpcn- f i g. iv.

du au point C } Se deux poids A Se B aux extrémités ; fi le

poids A efl au poids B 3
réciproquement comme la diftance

BC où efl B de l'appui C, à la diftance AC où efl A du
même appui C, ces deux poids A Se B feront en équilibre :

Et réciproquement Ci A Se B font en équilibre , l'on aura^
.B :: BC. AC.

Ainfî fuppofant le plus petit poids A=p> le plus grand

B= »/», le raport ^= —= - : Suppofant la diftance BC
= d j Se par confequent la diftance AC = nd> l'on aura

A x AC(ndp) = B x BC(ndp).

Corollaire I.

33 3- ^I au lieu des poids A Se B attachés aux extrémités du
levier, l'on conçoit deux corps A Se B qui choquent ou qui

tirent les extrémités du levier, fçavoir A avec la viteffe v s

Se B avec la viteffe u', A x v fera la force avec laquelle A
agit au point A 3 Se B x u fera la force avec laquelle B agit

au point Bi par confequent fi A x v . B x u : : BC. AC , il

y aura équilibre entre ces deux forces ^ Se s'il y a équilibre,

A x v . B,x u :: BC . AC\ d'où l'on déduit A x v x AQ
= B x u x BC.

Seconde De'finition.
-5 34- _Le point C d'un levier, dont les diftances CA 3 CB des

poids A Se B qui font aux points A Se B du levier, font

entr'elles réciproquement comme ces poids , s'appelle le

centre de pefauteur de ces poids
s
la ligne tirée de ce centre C

perpendiculairement à l'horizon, s'appelle la ligne de dire-

ilion de ce centre, ou fîmplement la ligne de direction. La
pefanteurde chacun des poids confîderés feparés du levier,

S'appelle leur pefanteur ou leur force abfolue; comme aufïi

Tome 1 1* E
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le produit A x v ou B x u de l'a malle de chacun des deux

corps A de B en mouvement (qui choqueroient outireroient

le levier aux points A 6c B) par leur vitefle v ou u 3 en les

confïderant lans raport au levier , s'appelle auflî la force

abfolue de chacun de cqs corps. Mais le produit de la pefan-

teur abfolue de chacun des poids A 6c B 3 ou de leur force

abfolue
,
par la diftance où eft ce poids ou ce corps du cen-

tre de pefanteur ou de l'appui C 3
s'appelle l'effort de ce poids

ou de cette force fur le levier \ on le nomme en latin momen-

tum. Ainfi A x AC , BxBC ,Axv x AC 3 B x u x BC y

font les efforts des poidsA &B 3 &c des forces^ xv&Bxu,
agiffant l'une fur l'autre par le moyen du levier.

Seconde Supposition.
*

3 3 5« S I Ie levier eft appuyé ou foutenu à fes deux extrémités A
Fi g. iv. àcB 3 6c qu'il y ait un poids C à un point quelconque Centre

les points A 6c B 3 les appuis en A 6c en B foutiennent cha-

cun une partie du poids C 3 6c la partie que le poids C com-
munique à l'appui A 3 eft à la partie qu'il communique à

l'appui B , réciproquement comme la diftance BC eft à la

diftance AC.
Ainfï nommant a la partie de fa pefanteur que le poids C

communique à l'appui A 3 ôc b celle qu'il communique à
l'appui B ; l'on aura a . b : : BC. AC i d'où il fuit que a + b

ou le poids entier C. b : : AB . AC', & l'on aura auffi a •+- b

. a : : AB . BC; c'eft-à-dire , le poids entier C eft à la partie

de fa pefanteur qu'il communique, par exemple, à l'appuiB y

comme la diftance AB entre les deux appuis , eft à la diftance

CA du point C de l'autre appui A.
S'il n'y a voit qu'un appui en A , & qu'en B ce Rit feulement

quelque force qui refiftât à l'effort que le poids C commu-
nique au point B 3

il eft clair que ce feroit la même chofè

que s'il y avoitun appui au point i? .,6c que le poids C corn-

muniqueroit au point B la môme partie de fa pefanteur.

SI au lieu du poids C, c'étoit un corps en mouvement qui

poufsât ou tirât le point C, 6c que la viteffede ce corps fût x/,

il eft évident qu'il faudroit prendre la force C x v pour le

poids C 3 6c que cette force ou quantité de mouvement fe

diftribueroit aux points A 6c B en raifon réciproque des

diftances AC, BC.
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Troisie'me Supposition.

'33 6. QU a n d les directions AD , BE des forces ou des poids Fr G ; X.

qui tirent les points A & B du levier, ne font pas perpendi- & xr *

culaires au levier AB 3 il faut tirer de l'appui C des perpen-

diculaires CD, CE aux directions AD, B E des forces, Ôc

prendre ces perpendiculaires ou ces diftances des directions

des forces ou des poids
,
pour les diftances où font les forces

ou les poids de l'appui C 3 & mettre ces diftances des dire-

ctions pour les diftances des forces dans la féconde fuppo-

fition qui précède.

Cependant dans le cas où les directions des forces font Pic. X.

parallèles entr'elles, on peut prendre AC èc CB pour les

eloignemens où font les forces ou les poids de l'appui C^par-

cequ'elles ont le même raport AC. CB :: CD. CE.

Qjj atrie'me Supposition.
3 37- 1 L y a dans tous les corps pcfans, c'eft-à-dire dans toutes

les figures pefantes , un point qu'on appelle le centre de fefan-

leur de la figure, par la ligne de direction duquel la figure

étant fufpendue ou foutenue, toutes les parties de la figure

demeurent en équilibre ou en repos.

Ain (1 on peut concevoir un corps pefant comme compofé

d'une infinité de petits poids, qui deux à deux fe tiennent

en équilibre par un levier qui pane par le centre commun
de pefanteur de tout le corps pefant.

Bropofitionfondamentalepour trouver le centre depefanteur.

338. COncevantuii plan proche d'un corps pefant P, & par-

tageant par l'efprit le corps pefant en autant de petits poids

qu'on voudra, qu'on nommera a, b 3 d, e3f &c. pour rendre

la chofe plus claire ^ fi des centres de pefanteur de chacun

de ces petits poids , on conçoit des lignes droites menées per-

pendiculairement à ce plan, nommant * celle qui eft tirée

du centre de pefanteur du petit poids ai /2, celle qui eft tirée

de£, &c. fi l'on conçoit aufii la perpendiculaire x, menée du
centre commun de pefanteur C à ce même plan , la fomme
des produits a&->rbQ> -+-d^-v-?e-H&:c. de chacun des petits

poids par fa perpendiculaire , eft égale au feul produit uP
de la perpendiculaire & du centre de pefanteur multipliée

Fij
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par le corps pefant entier

5
ou, ce qui eft la même chofe

par la fomme des petits poids a y b 3 d,&.c. c'eft-à-dire a cc+b(Z

-H dfr -+• ei + &c.= ^x^+^+^+ ^ + &c. = je x P.

Tic. XII. Pour découvrir la vérité de cette propofition par l'Ana-

lyfe, il iiiffit de confiderer deux des petits poids dans lefquels

on conçoit le corps pefant partagé. Ces deux petits poids

foient a & b', le levier parle moyen duquel on les conçoit

en équilibre foit aCb 3
qui paiTe par le centre de pefanteur

commun C , lequel point C eft comme l'appui de ce levier
j

* 53*. le poids a foit nommé a y
le poids b foit —na'jâinfi* a. na

:: bC. aC , &Ca.a-*-na:: bC. ba ; ainfi jf^ = jJL = i£
ë

La ligne /S** repréfente le plan qui eft proche du corps

pefant • & b(2 3 qu'on nommera $ 3 eft la ligne perpendicu-

laire tirée du centre de pefanteur du petit poids b au plan

j8x,ot j Cdy., qu'on nommera x, eft la perpendiculaire tirée

du centre commun de pefanteur C au même plan ; & ae&
eft la perpendiculaire menée du centre de pefanteur du petit

poids a au même plan. On mènera bde parallèle à ce plan

/Gxcti & les trois lignes b&,dv^ ea, font égales entr'el les,

&; chacune eft = £/3(£) j Cd— C*— dtc=x— g. Il faut

démontrer que ^ x £ $ -+- <z x aa.= Cx, x b-+-a.

A caufe des triangles femblables ^^ Cbd 3 on aura £C.
fo( i. i-t-») ; Cd(x,— /3). ae±=ax— £-*-*#— ]S»j Ainfî

** •+- f^= « -4- x.?*— /3«. Or le produit de £ x ^/3 = ^//3»
.

(à caufe de b= an 3 èc de £/2= /3) j celui de <g par a&-=.a->c

+• ax.n — *?j8# ; ainfi b x b$ •+- a x aa.= a& -+• a%n. Le pro-

duit de la fomme des deux petits poids a & b par Cx., eft aufH

a^-an x x= œx,-\- avM, Ce quilfalloit démontrer.

Corollaire.
3 39- IL eft évident que ce qu'on vient de démontrer pour deux

des petits poids dans lefquels on conçoit qu'un corps pefanc

eft partagé , convient à tous • & qu'ainfi pour trouver là

diftance du centre de pefanteur d'un corps à un plan , il

faut trouver la fomme des produits de tous les petits poids

dans lefquels on peut concevoir le corps partagé par les

lignes perpendiculaires tirées de chacun à ce plan, c'eftà-

dire, la fomme des produits de chacune de ces perpendicu-

laires multipliée par fon petit poids, & divifer cette fomme
par la fomme de tous les petits poids, c'eft-à-dïre

,
par le
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Corps entier, 5c le quotient fera la perpendiculaire tirée du
centre de pefanteur du corps à ce plan , c'eft à-dire fa diftance

de ce plan.

Avertissement.
On pourroit ici trouver par analyfe, en fe fervant du cal-

cul ordinaire , le centre de pefanteur des différentes figu-

res j
mais la méthode étant bien plus aifée en fe fervant du

calcul différentiel 6c du calcul intégral, on n'en parlera que
dans les parties fuivantes } il fuffit ici d'avoir démontré le

principe de la méthode par le calcul ordinaire.

ZJfege de VAnalyfe pour trouver le centre d'ofciUation

des pendules compofés s ce qui fert à donner

la régularité aux horloges.

Avertissement,
34°« LA régularité des horloges dépend de ce qui en modère

le mouvement j l'on n'a rien trouvé qui le fît avec plus de

juftefle que les pendules, parceque l'on a découvert l'art de

faire en forte qu'un pendule fît toutes fes vibrations chacune
d'une égale durée, c'eft-à-dire

,
que l'effort du poids de l'hor-

loge agiffant par le moyen des roues & des pignons fur le

pendule quelquefois un peu plus fort , d'autre fois un peu

moins fort , ort a trouvé le moyen de faire que les plus gran-

des & les moindres vibrations du pendule fe fiflent en des

temps égaux, ou fufTent chacune d'une même durée. Ainfi

donnant aux roues &: aux pignons de l'horloge le nombre
de dents propres à faire que l'effort du poids ne pouffe le

pendule que de fécondes en fécondes , ce qui efr. facile, il ne

faut plus que trouver un pendule qui faite chacune de ks
vibrations en une féconde de temps 5 ôc l'on aura une horloge

qui fera la mefure exa&e du temps. Pour cela il faut trouver

deux chofes , la première efl: qu'en fe fervant d'un pendule

compofé, c'eft-à-dire, qui a deux ou plufïeurs poids (ce qui

fert à avancer ou à retarder facilement l'horloge
,
quand elle

en a befoin ) il faut trouver l'endroit où doit être placé cha^

Cun des poids, afin que les vibrations fe faffent chacune en

un temps donné, comme en une féconde $ la féconde
,
quelle

eft la courbe que doit décrire le point du pendule où l'or»

F iij
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conçoit que l'effort des poids eft réuni , afin que les durées

de chacune des vibrations foient égales 3 6c le moyen de
faire décrire cette courbe à ce point là dans les horloges»

L'Analyfe fait trouver l'une & l'autre de ces deux chofes.

Voici la première.

D E' F I N I T I O N.

34 T
« LIN pendule Jtmple eft une ligne inflexible SC 3 qu'on con-

fie, xin. fidere comme n'ayant aucune pefanteur, qui eft fufpendue à
un point S }

qu'on appellera le point de fufpenfîon, au bout
de laquelle eft un poids C 3 6c l'on conçoit que le poids C efb

comme réuni au point C qui eft l'extrémité de la ligne. La
diftance SC du point de fufpenfîon jufqu'à ce point C 3 eft la

longueur du pendule (impie. Si l'on retire un peu le pendule

de la fituation verticale, il fera de petites vibrations qui fe-

ront fenfiblement d'une égale durée.

Fxg. xiv. lin pendule compofè eft celui où il y a plufîeurs poids enfilés

& xv. parla même ligne inflexible, 6c l'on confîdere ici chacun de

ces poids comme fi ce n'étoit qu'un point. La diftance de-

puis le point de fufpenfîon 6" d'un pendule compofé jufqu'au

point C(fig. 14), 6c jufqu'au point K ( fig. 15), que l'on

fuppofe égale à la longueur d'un pendule fîmple ifochrone 3

c'eft-à-dire
,
qui feroit fes vibrations dans le même temps

que le pendule compofé , s'appelle la diftance du centre d'oC

cillation', 6c le point C ou K s'appelle le centre d'ofcillation.

Première Demande.

341. O Ans un même pendule compofé, qu'on fuppofe inflé-

Fi c xiv. xible,les poids differens commet, L3 (fig. 14), 6c A, B3L3

& xv.
( fig 1 1 ) ^ ne fçauroient fe mouvoir qu'ils ne décrivent dans

le même temps des arcs femblables AQ^ LP ; par confé-

quent le temps étant le même, les viteffes des poids font

neceffairement entr'elles comme ces arcs ^ 6c ces arcs comme
leurs rayons SA, SZ : ainfi les viteffes des poids A Se L font

comme leurs diftances AS 3 L S } du point de fufpenfîon.

' Seconde Demande.
j 43. L'Effort de la pefanteur fur les corps pefans leur im-

prime au premier inftant de leur chute à chacun un même
petit degré de vitefle, qu'on nommera 1. Ainfi le produit
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de chaque poids par 1 ,

par exemple ^xi, Zyi, &c. ou

A , Z, eft* la quantité du mouvement de chaque poids au *
2?9 ,

premier inftant de la chute.

PROBLÊME I.

TR OU VER la difiance du centre £0filiation d'un pendule

compofé 3 c'eft-a-dire , la longueur du pendule fimple qui feroit

fes vibrations dans le même temps que le pendule compofé
, ^

quon appelle ifochrone.

Premier Cas.
Zorfque le pendule compofé a deux poids A & L.

344» S)0 1 t le poids^=^ le poids Z==/
:>
la diftance 5\^= r, Fic XIy

la diftance SL =f"> la longueur inconnue SC du pendule

fîmple ifochrone , ou la diftance du centre d'ofcillation du
pendule compofé foit =^. Soit aufli le mouvement inconnu
du poids ^(^)dans le pendule compofé au premier inftant

de la defcente=y ; le divifant par le poids *A (a) , on aura * 2Î^.

la vitefle du poids A (a) dans le pendule compofé =~. Mais
dans le premier inftant la viteiïè ^ du poids A dans le pen-
dule compofé , eft à la vitefte du poids C dans le pendule
fîmple ifochrone, ou du point C dans le compofé qui eft à

Ja même diftance S C , laquelle viuéiïe eft 1 dans le même
premier inftant par la féconde demande, comme la diftance

SA (c) eft à la diftance SC ( zj par la première demande:
Donc S C ( zj = j. Ainfi il ne s'agit plus que de trouver la

valeur de y pour avoir celle de SC (2J. Voici comment on
la trouve.

La pefanteur au premier inftant de la defcente des poids

A {a) &Z (/) du pendule compofé, leur imprime à chacun
la même vitefTe 1

(
par la féconde demande ) ainfi leur quan-

tité de mouvement eft<rxi,/xi,oiu& /: mais le poids

A (a) à. caufe du pendule inflexible, ne peut pas dans ce

même inftant parcourir une longueur qui foit égale à celle

que parcourt le poids Z (/), mais il eft neceffité par le pen-

dule à parcourir une longueur A ^moindre que celle que
parcourt / qui eftZT'; le poids a perd donc une partie du
mouvement a x 1 que lui donne la pefanteur, & il retienc

feulement la partie^ de ce mouvement laquelle nous cher-

chons j Se l'autre partie qui eft a x 1—y3 ou a —y, eft celle
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qu'il perd. Cette partie perdue a—y Te diftribue au point

J33;. de fuipenfîon «S Seau poids Z (/) *j la partie de cette perte

a — y qui fe communique au point de fuipenfîon, doit s'y

perdre entièrement, parceqne ce point eft immobile. L'autre

partie de la perte a—y qui fe diftribue au poids /, fe trouve

»33j. ainfi* S L{f) . SA (e) : : a—y . *^n > par confequent la

quantité de mouvement que reçoit de la pefanteur au pre-

mier inftant le poids /, qui eft / x 1 , eft augmentée de A-^—-\

ainfî la quantité de mouvement du poids / dans le pendule

Ï199. compofé eft n*y"? ^ la divifant par le poids l3 Ton aura*
'

pour la vitefte du poids / dans le pendule compofé ^jj1̂ *

* }À%> Or cette viteife tLtfpii eft * à la viteiîè y
- du poids a dans le

même inftant, comme SL (f) à SA (e). L'on a donc %
= tn

-fî-'
ty

h
d'où l'on déduit;/= "l

l

eZm - Mettant cette

valeur toute connue de;/ à fa place dans SC(jO=Ç, l'on

trouve SC ( sQ = re/e Z
F

/i
l

j c'^ft ^a longueur du pendule ifo-

çhrone, ou la diftance SC du centre d'ofcillation que l'on

cherchoit.

Second Cas,
Zorfque le pendule compofé a trois poids A , B , L.

345; Aj o u t a n t aux deux poids a èc l un troifîéme poids B,
£ic, xv. qu'on nommera b } de fa diftance Si?= g ; il faut trouver la

nouvelle diftance inconnue SK, qu'on nommera encore z^ y

du centre d'ofcillation qu'on fuppofe en K 3 & qui étoit au-

paravant en C.

Soit x la quantité du mouvement du poids B {b) dans le

f299 . pendule compofé, par confequent *~ eft fa vitelîé
;
mais la

vitefTe du poids b dans le pendule compofé qui eft f , eft à la

vitefTe du poids qui eft au bout du pendule fimple ifochrone
j

ou , ce qui revient au même , du point K qu'on fuppofe être

le centre d'ofcillation du pendule compofé de trois poids,

P 343- laquelle vitefTe eft 1 *, comme la diftance SB (g) eft à la lon-

. *3+i. gueur z^ du pendule ifochrone *, ou à la diftance SK (zj) du
centre d'ofcillation que l'on cherche. Donc SK(zJ = -t-

Pour avoir ha valeur de SK
( ^J) , il ne faut plus que trouver

la valeur de x de la manière fuivante : Parla 2 e demande,
jLa quantité de mouvement que reçoit b de fa pefanteur dans

1§
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le premier inftant, eft b x 1 5 ainfî ne lui reftant à caufe du
pendule inflexible que la quantité x 3 il perd la quantité de

mouvement £ x 1 — x } ou b— x. Une partie de cette perte

Ce diftribue au point de CuCpenfîon S où elle fe perd entière-

ment, & l'autre partie fe diftribue au centre d'ofcillation C
des deux poids a & /, où l'on conçoit qu'eft réuni leur effort

commun. Pour trouver cette partie, on fera cette propor-

tion* <SC(^^). SB (g) ;; b— x.
'*il * hF

fjJ$ï-
ni* = *nrt

à la partie de la perte ^— a; du mouvement de b qui fe di-

ftribue au centre C d'ofcillation des deux poids A éc L } où
tout leur mouvement eft conçu comme réuni.

Ainfi on conçoit à ce point C la Comme des mouvemens
des poidsA èc L , qui eft

(
par le premier cas de ce Problê-

me, en mettant dans^-f-^^^-, la valeur de^s=^g~^f )

*^;? + fi + "-
'*-::::;;? = -:r:FMm i

-, & de Pius r n

y conçoit la partie de la perte £— x du mouvement de £

qui eft diftribuée à ce point, &: qu'on vient de trouver=
^—^cï-lrffr^^ . Ainfî le mouvement entier qu'on conçoit

au point C eft
"'" "" laefl ~*~ Fni "** "^ <g ~* /;^ ; ~

"

gg,r ~

^

/r

Mais la diftance Si? (g) eft à la diftance SA (e) ^ comme
la vitefîe f du poids b dans le pendule, eft à la vitefTe du
poids a dans le même premier inftant j ainfî la vitefîe de^z

dans le pendule de trois pieds eft gj la multipliant par le

poids a*, l'on aura*— pour la quantité de mouvement du *xf%i

poids a dans le pendule à trois poids. De même SB (g) eft

a <SZ (/), comme la vitefîe f du poids b eft à la viteffe du
poids l 3 laquelle eft par confèquen't= ^ j la multipliant

par le poids /,* l'on aura ^f pour la quantité de mouvement
du poids / dans le pendule à trois poids j

leur Comme eft donc
égale à la quantité de mouvement qu'on a trouvée en con-

cevant leur mouvement réuni au point C ; ainfî l'on a l'équa-

tion
aex -*-Flv Mte -h lacFl * FfU -h Ahel -n bfU - «e ?*• - f$ l v

. H'oÙ l'Oll dé-
bî> tiee -h ffl 3

dllît X == aa ' ee^ "*" la l' e FSl ~*~ r> FfSil -h "hf>egg -h l,l,f"Rl

wi + *«/7 -h aeffi +/i H-*;*be&&-*-~kr&l)
'

Pour avoir la diftance 5JC ( xj du centre d'oCcillation du
pendule à trois poids, ou la longueur du pendule iCochrone,

il ne faut plus que fubftituer cette valeur de x dans SK (zj

=c=^, 6c l'on aura après avoir diviCé le numérateur & le

Tome II. G

i^i
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dénominateur qu'on trouvera enfuite de la fubftitution par

abeg h- bfgl, l'on aura , dis - je , SK (O = Sîg^f

.

CV <p? /'tf« chcrchoit.

Corollaire.
34^ LÎ.N continuant cette Analyfe pour les pendules à quatre

poids , à cinq poids , &c. on trouvera toujours que la diftance

du centre d'ofcillation eft égale à une fra&ion dont le nu-

merateur contient la fomme des produits des poids chacun
par le quarré de fa diftance du point de fufpcnfion , &: le

dénominateur contient la fomme des produits des mêmes
poids chacun par la fimple diftance où il eft du point de
fufpenfion,

Avertissement.
L'On met d'ordinaire au pendule d'une horloge deux
poids connus, l'un qui eft le plus pefanteft attaché fixement

au bout du pendule, l'autre eft petit qu'on appelle la lentille,

& l'on peut le faire couler le long du pendule en le hauffant

ou l'abbaiftànt
,
pour retarder ou pour avancer l'horloge

félon le befoin -, éc on peut par une vis l'arrêter au point

qu'il faut pour faire marquer les fécondes à l'horloge.

PROBLEME II,

Qui eft l'application du précèdent à la pratique.

347* AyANT un pendule a deux poids A^L, comme l'on vient

de dire , trouver tendroit du pendule ou il faut arrêter la len-

tille ou le petitpoids A , afin que le pendulefajfefe s vibrations

chacune dans une féconde ou dans une autre partie de temps

déterminé.

rie. xiv. 1 L eft clair que la queftion fe réduit à trouver la diftance

SA du point de fufpenfion S } où il faut mettre le petit poids

A , afin que le pendule compofé ait fa diftance SC du cen-
tre d'ofcillation égale à la longueur d'un pendule fimple
ifochrone, c'eft-à-dire du pendule fimple qui fait {qs vibra-

tions chacune dans une féconde.

Il faut donc apprendre de Pufage qui eft maintenant aftèz

connu, quelle eft la longueur «SCdu pendule fimple qui fait

fes vibrations chacune dans une féconde. On fuppofe cette
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longueur
,
que l'on fçait être de crois pieds huit lignes 6c

demie = K> on fuppofe le gros poids connu Z= /,, fa di-

ftance SZ auiïî connue =fi le petit poids A connu =^5
fa diftance SA inconnue= x. Ayant trouvé * que la diftance * 344.

du centre d'ofcillation d'un pendule à deux poids eft -///.

il faut fuppofer que c étant à prefent indéterminée, repré-

fente x, 6c l'on aura, en mettant x à la place de e , "ffiiffi

= K 3 ce qui donne l'équation du fécond degré xx— Kx
— Œl -»- LLL -— dont les deux racines * font x = \ K *7 (J «

*+- \
/L KK -r fKl ~ ^ l

- Ces deux racines font pofitives * **9>— 4 r
Cor. s,

quand iC eft moindre que fj parcequ'alors le dernier terme

fK! * ffl eft pofitif. Ainfï l'on aura deux points clans le

pendule compofé, dont les diftances du point S font déter-

minées , étant les valeurs de x qu'on vient de trouver ^ 6c

mettant la lentille A auquel on voudra de ces deux points,

les vibrations du pendule compofé le feront chacune dans

une féconde.
,

Suppofant donc que SZ (f) furpafle SC (R±=±$ pieds 8 f lig.)

par exemple que/= 3 pieds 1 pouce, que /=3 livres, que

la lentille A [a = 1 once), en mettant ces nombres à la

place des lettres dont ils font les valeurs dans chacune des

valeurs de *, on aura deux diftances du point S î 6c mettant

la lentille à laquelle on voudra, les vibrations du pendule

marqueront les fécondes. Ce qu'ilfaUoit trouver.

R. E M A R Q^U E.

Où l'on fait voir ïétendue des rêfolutions des Problèmes

que l'Analyfe fait découvrir.

548. i°.oI l'on vouloit que les vibrations du pendule à deux poids Fic.XIVi

fe firTent dans une autre partie du temps qu'une féconde, il

n'y auroit qu'à apprendre de l'expérience la longueur du
pendule fimple dont les vibrations fe feroient chacune en
cette partie du temps r, de mettre cette longueur à la place

de K , èc l'on auroit la diftance du point S où il faudroic

mettre la lentille A , afin que le pendule compofé fît fes

•vibrations chacune pendant cette même partie du temps.

2 . Si on vouloit que le pendule compofé fît fes vibrations

Gij
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chacune en une féconde, 6c qu'on voulue aufli que la diftan-

ce Sv^(x)dela lentille^ fut déterminée, & toujours 5= \ K»

il n'y auroitqu'àfuppofer dansSA=±;K -j^\KK +• T f ^ *

que ^ i KK-*~
*'

K/7 ?
'^ = o , & prendre la diftance du plus

gros poids Z ,
qui eft f3 pour inconnue , 6c l'on auroit l'équa-

tion du fécond degré ff— Kf—^= 0, dont la racine

_____ 4^

pofitive/=i/C4- v/iiC/C-i-^: = iiC-f- ^ ^i + f, mar-

queroit la diftance S Z (f) qu'il faudroit donner au gros

poids Z , afin que le pendule compofé dans lequel la diftance

de la lentille Sd eft^iC, fîtfes vibrations chacune dans une

féconde. Ainfi mettant dans cette valeur de SZ [f) les nom-
bres repréfentes par a\ iC> l s

Ton aura la diftance SZ du
gros poids Z propre à cet effet.

3®. On peut trouver par la valeur de SA (x)= {iC_
V^KK+fKl~ ff

\ les cas où le fécond Problême eft poffible,

6c ceux oïï il eft impofTible. Car fuppofant V 1 g^+W— ff1

= o , on aura l'équation KK •+ 4/7^~ Affi = o , dont la

racine pofitive eft K s=— *£-'-*- v/
4J^-h ±~2 == — li!+Lf K

Vtl-t-alj ce qui fait voir que quand K furpaffe — !£'-*- 2£*

Vli-i-alj le Problême eft poffible
5
pareeque les grandeurs

poflcives qui font fous le figne V dans la valeur de x, furpal-

fent la négative: mais quand K eft moindre que—^ -+-^*

Vll-t-al, la négative furpafle les pofitives, 6c les valeurs de

SA (x) font imaginaires.

4 . On peut appliquer la réfolution du fécond Problême
aux pendules compofés de plus de deux poids , en fuppofant

la diftance inconnue du feul petit poids qui tiendroit lrcu

de lentille.
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section m.
Où Von fait voir Vufage de ïAnalyfe dans la Géométrie

compofée 3 c"eft-a-dire Vufage de VAnalyfe par raport

a toutes les lignes courbes
,
pour en découvrir lespro-

priétés & les ujages.

Avertissement.
V_> 'E s t dans la Géométrie compofée , c'eft-à-dire , dans la

fcience des lignes courbes, que paroîc fur-tout l'ufàge, £c

même la neceflité de l'Analyfe ^ depuis qu'on l'a appliquée à

cette fcience, on y a fait des progrès furprenans ^ &; fi elle

n'étoit pas infinie, on auroit dans l'Analyfe, en employant
le calcul différentiel et intégral ( inventé de notre temps) le

moyen de l'épuifer. Comme la fcience des lignes courbes

fert à la Phyfiqueôt à toutes les fciences Phyfico-Mathema-
tiques , d'où dépend la perfection des Arts 5 c'efl: dans cette

fcience que paroît évidemment l'utilité de l'Analyfe.

On applique l'Analyfe aux lignes courbes, en réduifanç

chaque courbe à une équation qui en exprime une des prin-

cipales propriétés^ &; enfuite on découvre par le feul calcul

de l'Analyfe, en fe fervant de cette équation, tout ce que
l'on peut defîrer defçavoirdecette courbe. L'Analyfe même
fournit le moyen d'exprimer une infinité de courbes par une
même équation par le moyen des lettres indéterminées, &
de découvrir par le même calcul les propriétés de toutes ces

courbes. C'efl ce que l'on va expliquer dans cette fe&ion.

Première De' finition.

349- vJUand deux lignes données A

B

3 BC, fontun angle ficî.xvl

quelconque A B C, & que la première AB ou une de les * VIL &

puiiTances, comme AB , AB > &c. ou le produit de la pre-

mière AB 3 ou de quelqu'une, ou de plufieurs de fes puif-

fances par d'autres lignes données • quand , dis-je , cette pre-

mière ligne AB 3
où ce produit eft égal à la féconde BC ou.

à quelques-unes de fes puidances , ou au produit de BC, ou
des puiflances de BC par des lignes connues ^ on dira que

cette égalité ou équation exprime le raport des lignes AB
G fîj
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£c BC. Ainfi fuppofé AB~a 3 BC'^b, 6c une antre ligne

donnée=/3 fuppofé aufli que ap= bb 3
ou aap=zbl

-\-pbb ;

on dira que cette équation exprime le raport de AB à BC.

Explication de la manière dont FAnalyfe réduit les courbes

à des équations qui en expriment la nature 3 c cfi-a-dirc

>

les principales propriétés.

3 jo. QAc eft une ligne foie droite foit courbe fur un plan -

y
ABb

Fi g. xvi. eft une ligne droite donnée de pofition, dont le point fixe

.xv il & 0Ll ^origine A eft déterminée, mais la ligne eft indétermi-
XVIII A >

•

née de côté 6c d'autre
5
foit gAG une ligne droite qui coupe

AB au point A en faifant avec elle un angle quelconque

BAG , foient auiïi de tous les points de CAc des lignes droites

CB 3 cb 3 &c. tirées fur AB ,
parallèles entr'elles 6c à gAG ',

fuppofé que l'équation qui exprime le raport de la pre-

mière parallèle BC avec la première AB 3
foit la môme que

celle qui exprime le raport de la féconde bc avec la féconde

ligne Ab correfpondante , de la troifiéme bc avec la troi-

fiéme Ab qui lui répond, 6c ainfi de toutes les autres, de

manière qu'en mettant chaque dedans la première équation

à la place de la première BC 3 6c la correfpondante AB de

chaque nouvelle BC a la place de la première AB 3 ce foit

la même équation 5 on peut faire une équation qui convien-

ne à tous les points de la ligne droite ou courbe cAC 3 en
nommant la changeante AB 3 x', la changeante BC 3 y\ 6c

mettant dans la première équation x à la place de AB 3 &y
à la place de BC 3 6c l'on a l'équation de la ligne droite ou
courbe cAC.

Exemples.
351. Si l'on a les deux lignes droites données p Bc d 3 6c que

l'équation qui exprime le raport de chaque BC (y) à cha-

*i8i. que AB ( x) 3 foit px= dy j la ligne ACC eft droite*.

Si l'équation qui exprime le raport de chaque BC [y) à

chaque AB (x) 3 eft px —yy, la ligne ACC eft courbe , Se

fe nomme la parabole '•> &Cpx=yy
3
eft l'équation à la parabole.

Si l'équation eft
f

- yy= dx — xx 3
la courbe ACC fe

nomme Vcllipfc.

Si l'équation eft yy= dx— xx 9 la courbe ACC eft la

489. circonférence du cercle *.

Si l'équation eft fyy=:dx-i-xx 3
la courbeACC fe nomme

l'hyperbole,
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Si l'équation eft ppx—y\ la courbe ACC fe nomme la

'première parabole cubique.

Si l'équation eft pxx =y\ la courbe ACC fe nomme la

féconde parabole cubique.

Si l'équation eft x ]= dyy— xyy3 la courbe ACCfc nomme
la ci/foïde.

Comme il y a une infinité de courbes différentes , il y a

auffi une infinité d'équations différentes qui les expriment
5

& il eft inutile d'en faire ici une longue énumeration
5
ce

que l'on vient de dire fuffit pour faire concevoir comment
l'Analyfe réduit chaque courbe à une équation qui exprime

fa principale propriété , d'où l'on déduit les antres.

Si l'on tire des points CCcc de la ligne CCAcc des parai- Fig. xvi,

leles CG, cg 3
&c. à la ligne AB qui Te terminent à la lignegv^G

qui eft fuppofée parallèle aux lignes BC 3 Bc 3 bc 3 etc. il eft

évident qu'a caufe des parallèles , les lignes AG 3Ag, &c. font

égales aux lignes BC 3 bc 3 &c. chacune à fa correfpondante
j

ainfi chaque AG—y 3 6c que de même les lignes GC3 gr,&c.

font égales aux lignes AB } Ab 3 &c. chacune à celle qui lui

répond, ainfi chaque GC= at. D'où il eft clair qu'en rap-

portant les points de la ligne ACC à la ligne droite gAG3

parle moyen des parallèles CG 3 cg 9 &c. l'on aura la même
équation que l'on avôit de la même ligne CCAcc 3 en ra-

portant tous fes points à la droite ABb par le moyen des

parallèles BC 3 bC 3
&c.

Seconde De' finition.

'353. JJAns toutes les courbes qu'on peut réduire aune équa- fig.xvi»

tion qui en exprime la propriété , la ligne droite AB à la-

quelle on raporte tous les points de la courbe , s'appelle

la ligne des coupées ou des abfcijfes 3 &t la changeante AB 3

Ab 3 &c. s'appelle A* coupée ou l'abfciffeî le point fixe A s'ap-

pelle l'origine. Les parallèles BC 3 bC 3 &c. s'appellent les

ordonnées ou les appliquées: et comme l'on a vu qu'on pouvoit

prendre auffi les coupées fur AG parallèles aux ordonnées,

& les ordonnées fur ABB 3 chaque AB & fa correfpondante

BC s'appellent les coordonnées ; &: les deux lignes ABB 3 AG
qui fe coupent à l'origine A 3 les lignes des coordonnées ; £c

l'angle GAB qu'elles font enfemble , l'angle des coordonnées ;

& les quatre angles GAB > GAH 3 gAH 3 BAg> qu'elles
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font enfemble à l'origine A 3 font les quatre angles des deux

lignes des coordonnées.

Divifion des courbes en differens genres.

3 54. LE s lignes comme CCAcc dont on peut exprimer la natu-

re, c'efl-à-dire, la principale propriété par une équation algé-

brique qui contienne le raport des coordonnées changean-

te tes x &y*> lefquelles coordonnées ne font que de (Impies li-

gnes droites, s'appellent Géométriques ou Algébriques , èc on
les diftingue en differens genres, dont chacun prend fon

nom du nombre qui eit l'expofant de la plus haute puiffance

de celle des deux coordonnées x ou y} qui eft élevée au plus

haut degré fans mélange de l'autre dans l'équation , ou du
nombre des dimenfions du produit de Tune par l'autre dans

l'équation
,
quand ce produit a plus de dimenfions que la

plus haute puiffance feparée de l'une & de l'autre.

Les lignes dont l'équation ne contient que x <k y linéai-

res fans être multipliées l'une par l'autre, comme^= dy
:>

font les lignes du premier genre : et il n'y a dans ce premier

genre que la ligne droite.

Les lignes dont l'équation contient le quarré de l'une des

coordonnées xouy, ou le quarré des deux xx & yy , ou le

produit des deux xy 3 font les lignes du fécond genre .-.Mais

comme elles font auflï les premières courbes ou les courbes

les plus (impies , on les appelle les courbes du premier genre.

Toutes les courbes dont l'équation contient la troisième

puiffance de l'une ou de l'autre des coordonnées x" ou y, ou
de toutes les deux x 1 & y\ ou un produit des deux qui a
trois dimenfions xxy ou xyy } font les lignes du troifiéme genre 3

&en même temps les courbes du fécond genre ; & ainfi de fuite

à l'infini.

La manière d'exprimer par une feule équation une infinité

de courbes toutes de differens genres,

3 5 5- xL,N mettant dans l'équation à la parabole p
l x 1=y des ex-

pofans indéterminés mècn 3 on aura l'équation p
m
xn=ym^\

qui exprime les paraboles de tous les genres à l'infini 3 en conce-

vant que m Se n repréfèntent tous les nombres entiers que
Ton peut mettre à leur place dans cette équation. Par exemJ
pie fi m= 1 , n= 1 , l'équation p

m
x
n
ï=/

n "hn
fera l'équation

àla
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à la parabole du premier genre p

l x 1=yl
: Si m= 1 , n= r

,

l'équation /V1= /" "** u
fera ppx=y\ qui eft l'équation à

la première parabole cubique: Si w== 1, 0=2, l'équation

^
m

A:
n =^m """ fera pxx = y\ qui eft la féconde parabole

cubique : Si m= 3 , n= 1 , l'équation />
m

x" =/n * n
fera

px=y\ qui eft la première parabole du troifiérn.e genre

^

& ainfi à l'infini.

De même en mettant dans l'équation à Pellipfe jy
x= xx x

d— x , & dans l'équation à l'hyperbole jy
l= x l x d-\-x ,

les expofans indéterminés m èc ni l'on aura i°. l'équation

~y
m * n= x

m
x d— x

,
qui exprime les ellipfes de tous les

genres à l'infini, m & n repréfentant tous les nombres entiers

qu'on peut mettre à leur place -, £c _°. l'équation ^y~
m-. _

d-*-x
,
qui exprime les hyperboles de tous les genres à l'in-

fini par la même raifon.

On peut de même rendre générales les équations de tou-

tes les courbes qu'on peut imaginer.

Troisie'me De' finition,
\$6. 13 An s les courbes du premier genre, quand la ligne des Fie X7I.

coupées ABB coupe par la moitié chacune des ordonnées

CBc terminées de côté & d'autre à la courbe, elle s'appelle

un diamètre de la courbe, & le point A où ce diamètre ren-

contre la courbe eft nommé le fommet de ce diamètre
^ il

fuftît qu'il en coupe deux différentes par la moitié
,
pour les

couper toutes. Quand le diamètre eft coupé perpendiculai-

rement par les ordonnées , on l'appelle Paxe de la courbe
> la

ligne droite donnée p dans les équations px =yy, jyy= x x.

d— x 3 jyy= x x d*-x 3 s'appelle le paramètre du diamètre

qui eft la ligne des coupées x dans l'équation. Dans l'ellipfe

& dans l'hyperbole les diamètres fe croifent dans un point K Fig.xviïj

qu'on appelle le centre. Dans l'une& dans l'autre le diamètre xvm»

dD qui eft parallèle aux ordonnées, s'appelle le fécond ou le

diamètre conjugué du premier diamètre A& qui les coupe cha-

cune par la moitié , & on les appelle conjugués l'un de l'autre.

Une ligne qui touche une courbe dans un feul point , comme Fig. xix.

CS } s'appelle la tangente en ce point là qui s'appelle lepoint tou-
xx

*
XXI '

chant'* & la partie de la ligne des coupées comme i?S, qui eft

interceptée entre l'ordonnéeBQ du point touchant Ç3 ôcle

Tome II. H
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point S où elle eft rencontrée par la tangente prolongée,

Fig. xix. s'appelle la foutangente .-une droite CD perpendiculaire à la

tangente au point touchant, s'appelle une perpendiculaire à la

courbe>&. la partieBD de la ligne des coupéesentre l'ordonnée

BC au point touchant, & le point D où cette perpendiculaire

coupe la ligne des coupées, fe nomme la fouperpendiculaire.

Une ligne droite fur le même plan de la courbe, dont la

courbe s'approche de plus en plus à l'infini fans jamais la

Pig. xxi. toucher, comme KE 3 s'appelle une afymptote de la courbe.

in. Les mêmes définitions conviennent aux courbes des gen-
) I

'

I il * • l/V 11
tes plus élevés, néanmoins comme la même courbe dans

ces genres plus élevés, a d'ordinaire plufieurs branches de
chacun des côtés du diamètre, quand elle a un diamètre:

lorfque la ligne des coupées coupe chaque ordonnée de ma-
nière que la fomme des parties de l'ordonnée terminées aux
points de chaque branche de la courbe d'un coté, eft égale

à la fomme des parties de la même ordonnée terminées aux
branches de la courbe qui font de l'autre côté -

y
alors la ligne

des coupées eft un diamètre de la courbe, & ce diamètre eft

l'axe, quand les ordonnées lui font perpendiculaires.

De la formation ou defeription des courbes , fur-tout

du premier genre.

3j8' (Jn peut tracer les courbes fur un plan de deux manières,

i°. Par le mouvement continu d'un point, ce qui fe peut

faire de différentes manières : par exemple, on peut faire

mouvoir deux longues règles fur deux points fixes qu'on

appelle les Pôles , de façon qu'elles fe croifent pendant leur

mouvement en des points dont la fuite eft la courbe que l'on

veut décrire : l'une des deux règles peut fe mouvoir paral-

lèlement le long d'une ligne donnée de pofition, pendant

que l'autre tournera fur fon pôle, & la fuite des points où
elles fe croifent pendant leur mouvement fera aufli une

courbe -

y
Ton peut faire mouvoir une figure re&iligne ou

courbe le long d'une règle immobile, pendant qu'une autre

règle fe mouvant fur fon pôle , coupera la courbe en des

points dont la fuite fera une ligne courbe. On peur imaginer

une infinité d'autres manières de décrire les courbes par le

mouvement continu, i°. En trouvant plufieurs poînrs de la

courbe très-proches les uns des autres, & les joignant enfenu
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ble par de petites lignes , l'on a à peu près la courbe que l'on

veut décrire.

De toutes les manières que l'on a trouvées de décrire l
v
es

courbes du premier genre par un mouvement continu , la

plus commode eft la fuivante, dont M. le Marquis de

l'Hôpital eft l'auteur, parcequ'elle fert non feulement à les

tracer avec les axes , mais aufli avec tel diamètre de la courbe

qu'on voudra -

y
& de plus elle donne d'abord l'équation de la

courbe la plus (Impie par raport à fes axes ou à fes diamètres.

Il faut remarquer que les courbes du premier genre fe

nomment ordinairement les feïlions coniques 3 parcequ'en

Concevant deux cônes égaux qui ont le même fommet, Ôc

qu'un plan coupe l'un des deux ou tous les deux , la fedtion

eft une parabole, quand le plan coupant eft parallèle à un
côté de la furface du cône, qui eft le côté du triangle qui

coupe le cône par le fommet perpendiculairement à ce plan
5

une ellipfe
j
quand le pian coupe les côtés oppofés de la fur-

face du cône, & ne fait pas les angles avec ces côtés, égaux
à ceux qui font ces côtés fur la bafe du cône ; un cercle

,

quand le plan coupe les côtés oppofés, & fait avec eux les

angles égaux à ceux que font ces côtés fur la bafe j une
hyperbole, quand le plan coupe les deux cônes oppofés au
fommet : c'eft ce qui a fait appeller par les Anciens

, fetlions

coniques y les courbes du premier genre
3
mais cette manière

de concevoir ces courbes comme formées par la fedion du
cône , étant plus embarraftante que la manière de les décrire

fimplement fur un plan, celle-ci étant la feule qui eft d'ufa-

ge -, on ne parlera point ici de la première. On fe conten-
tera d'expliquer la féconde , d'en déduire les équations des
fedions coniques , Se les principales propriétés neceffaires

pour entendre ce huitième Livre.

La formation de la parabole.

ï°.l L faut tirer une droite AB
S
indéterminée , & prenant Fie xvi.

le point A pour l'origine, mener une autre droite gA G P
par A faifant l'angle BAG avec AB égal à celui que l'on

veut que faffent les ordonnées avec ABb', & ayant pris AP
de la grandeur que doit être le paramètre du diamètre AB
ou d'une grandeur déterminée telle qu'on voudra, qui fera

le paramètre du diamètre ABb de la parabole qu'on décrira,

Hij
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il faut mener par P la ligne indéterminée FPf parallèle à

ABb.
i°. Il faut prendre une longue règle ACF 3 l'attacher par

un clou au point A autour duquel elle puiflè fe mouvoir fur

le pôle A , & la mettre d'abord fur la ligne gAGP ; il faut

enfuite prendre une longue règle GC, Scia faire glifler tou-

jours parallèle à AB le long de la ligne AGP 3 & la mettre

d'abord le long de ABb.
3°. Pour décrire la partie de la parabole qui eft à la droite

de AB 3 il faut faire mouvoir en bas la règle ACF fur le

pôle A y
& faire en même temps glifler la règle GC 3

le long

de AGP3 faifant en forte que AG foit toujours égale à PF3

& marquer avec un ftile Cla ligne courbe AC qui paffe par

tous les points C 3 où les règles fe croifent dans leur mouve-

ment , & ce fera la partie de la parabole qui eft vers la droite

du diamètre ABb.
4°. Pour décrire l'autre partie Ac de la parabole, il faut

faire mouvoir la règle Afen haut au-deflus de P3 & faire

glifler la règle gc le long de Ag, faifant en forte qucAg foit

toujours égale à Pf3
& marquer avec un ftile c la courbe qui

pafle par tous les points c où les règles Ac & gc fe croifent

dans leur mouvement continu, & ce fera la féconde partie

de la parabole.

La defcription de l'ellipfe & de l'hyperbole.

361. LA longueur A& du diamètre ou de Taxe doit être déter-

Tig.xvii. minée, comme aufli la longueurAP du paramètre qui con-
&xviii. v ien t à ce diamètre ou à l'axe ^ & l'on doit d'abord faire ce

qui eft marqué dans les deux premiers articles de la parabole,

excepté que la féconde règle aC doit être mobile autour du
pôle a, qui eft la féconde extrémité du diamètre Az.

Pour décrire la partie de l'ellipfe ou de l'hyperbole qui

eft à la droite de ABb 3
on fera mouvoir en bas au-deflous

de P la première règle ACF fur le pôle A 3 & en même
temps la féconde règle aC fur le pôle a, faifant en forte que

L^Gioit toujours égale à PF ; &. l'on marquera avec un ftile

en C la courbe qui pafle par tous les points C où fe croifent

les deux règles -

y
& ce fera la première moitié de l'ellipfe ou

"de l'hyperbole AC,
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Ci

Pour décrire l'autre moitié, on fera mouvoir en haut la

première règle ^/'au-defTus de P toujours fur le pôle A 3 &
l'autre règle ac du côté gauche de ABb > faifant en forte

que Ag foie toujours égale à Pf, & l'on marquera avec un
ftile en c la courbe Acc 3 qui pafle par tous les points c où
ces règles fe croifent j &. ce fera la féconde partie de l'ellipfe

ou de l'hyperbole.

L'hyperbole ayant en particulier une autre hyperbole a*,

à l'extrémité a du diamètre Aa. entièrement égale & fem-
blable à la première AC ', on décrira cette féconde hyper-

bole a* en faifant mouvoir la première règleAC en A*, fur

le même pôle A 3 & en même temps la féconde en a*, fur le

pôle a 3 faifant en forte que Ay foit toujours égale à P<p; 6c

traçant avec un ftile en x, la courbe qui paffe par tous les

points x où fe croifent les deux règles , elle fera la féconde

hyperbole a*, fembkble & égale à la première AC.

La manière dont on déduit desformationsprécédentes les équations

de la parabole 3 de Pellipfe & de l'hyperbole.

Pour la parabole,
361. SOit le paramètre AP= p 3 chaque PF ou />/=/, Fie.XVi,

chaque coupéeAB 3 Ab= x3 chaque ordonnée BC3 bc ==/.
Les triangles APF 3 ABC 3 font femblables, comme aufli

APf3 Abc, à caufe des parallèles AGP3 BC3 & ABb 3 fPF:
par confequent^/>(/0. FF (f) :: BC(y). AB (x); d'où

l'on déduit px=fy : Mais à caufe des parallèles, BC {y)= AG= PF (f) par la conftru&ion : ainfl mettant y à la

place de f3 l'on a l'équation à la parabolepx ==yy} c'eft-à-

dire, chaque ordonnée BC (y) eft moyenne proportionelle

entre la coupée AB (x) & le paramètre AP (p) ; ou bien

le produit />* du paramètre par la coupée eft toujours égal

au quarré de l'ordonnée yy.

Il eft évident que la même équation convient à la féconde

moitié de la parabole Ac.

Corollaires.
I.

363- Si l'on prolonge chaque J?Cvers la gauche jufqu'à ce

qu'elle rencontre la parabole en c 3 l'on aura Bc= BCi car

mettant la règlefAç dans la fituation où elle fafTe fP=.FP,
Hiij
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l'on aura sfg = fP> par confequent Ag fera égale à PF
=AG 3 & gc fera égale à AB= GC', mais Bc eft toujours

égale à Ag à caufe des parallèles : ainfi quand fP= F

P

>

Ageft égale à AG> & gc=AB= GC: ainfi dans l'équa-

tion 7>a: ==//, qui convient à BC & à 2fr, / =^., & x= x

,

ôc /? eft la même grandeur.

D'où Ton voit que fi l'on plioic la parabole de façon que

le pli fut dans la ligne ABb 3
la partie ACC de la parabole

s'ajufteroit fur l'autre partie Ace , quand les ordonnées^
font perpendiculaires aux coupées x.

II.

3 64. La ligne PGAg touche la parabole au fcul point A qui

eft le fom-ïiet du diamètre ABb h car il faut que la règle AC
ou Ac faite un angle avec GAg au point A> pour donner

chaque autre point C } c de la parabole, 6c GAg eft feule

tangente au pointa car toute autre ligne AC ou ^rpaftanc

par A, &£ faifant un angle avec GAg au point A , donne un
point de la parabole, & par confequent elle pafle par deux

points de la parabole -, d'où l'on voit que la tangente par le

fommet A , eft parallèle aux ordonnées du diamètre ABb,
III.

36 c. La parabole ACC eft concave à l'égard du diamètre ABb,
car chaque corde AC3 Ac 3 eft entre Parc qu'elle foutient, Se

le diamètre ABb.
IV.

x 6 6 Quand l'angle BAG eft droit , les ordonnées CB font per-

pendiculaires au diametre^i?; ainfi dans ce cas ABb eft l'axe

dont APeR. le paramètre: dans tout autre cas AB eft fim-

plement un diamètre dont AP' eft le paramètre, qui n'eft pas

alors le même que celui de l'axe ou d'un autre diamètre»

V.

a<£n L'angle GA B que fait la tangente GAB au CommetA
avec le diamètre AB , eft celui que fait en ce point A la

courbe même avec fon diamètre AB.
VI.

368. Dans la parabole, les coupées AB , Ab 3 (fig. 19.) font

entr'elles comme les quarrés des ordonnées ^ car nommant
AB{x) 3 Ab{u) 3 BC{y) i bc(t), Von aura g = J = ^ v

& par confequent les ordonnées BC (y) 3 bc-(zj) 3 font en*

tr'elles comme les racines des coupées ABi^c) 3 Ab (*) :

puifque yy , z£ ; ; x . u > ÔC y . ^: : Vx. Vu.
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'360. Le paramètre p eft à la fomme de deux ordonnées bc Fig. XIX.

+- BC
(
^.-4-/ ) j comme la différence des mêmes ordonnées

bc— BC= ec (^

—

y) eft à la différence des coupées Ah— AB = Bb ou Ce {u — x)\ car px = yy , àc pu= a^j
donc ^»

—

px= z^— j^; d'où Ton déduit ^?. ^-j-y;.

« — y. »— *•

VIII.

3 70#
L'équation^= ^a; fait voir que les x augmentons, lesy

augmentent auffi ^ ainfi la parabole s'écarte de plus en plus

à l'infini de fon diamètre.

PROBLÊME I.

Ou Ton donne une méthode généralepour mener les tan-

gentes des courbes géométriques.

371. 1)N E -parabole ACe étant décrite fur un plan avec fon dia- î™. XIX.

mètre ABb & fon paramètre AP, mener la tangente SC far
un point donné C, dont l'ordonnée eft BC.

IL eft évident qu'il fuffir. de trouver la foutangente BSi
car il n'y aura plus qu'à tirer la droite SCy&c elleTera la tan-

gente. Entre toutes les méthodes pour trouver les tangentes

des courbes, on a choifi la fuivante qui convient à toutes les

courbes géométriques, comme ayant le plus de raport à la

méthode de les trouver par le calcul différentiel.

Rèfolution. i°. Il faut concevoir une fecanteSCV qui pafîè par
le point donné C 3 & coupe la parabole en un autre point c >

& mener l'ordonnée cbi & nommant AP (/») 3 AB{x) y

BC (y) y BS (j ) j Bb ou Ce (e ) î l'équation pour le point C
eft yy—px= o. i°. Il faut trouver la valeur de ce y par le

moyen des triangles femblables SBC 3 Cec 3 qui donneront
. SB (s). BC(y) ::Ce{e). ce= ^. 3 . Pour avoir l'équation

par raport au point c 3 il faut mettre dans l'équation à la

courbe, Ab(x+e)à\a place de AB (x) 3 & bc (y>+-
e

-f) à la

place de BC [y ) , & ordonner la nouvelle équation de ma-
nière que tous les termes de la première foient le premier

terme de la féconde $ le fécond terme contienne toutes les

grandeurs où e eft linéaire -, le troifiéme terme contienne

toutes celles où fe trouve ee 3 & ainfi de fuite j & l'on aura

yy+ *zil+.*£2 sss o. 4 . Il faut ôter le premier terme
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de cette équation qui efl égal à zéro parlafuppofition,pui£

que c'eft l'équation de la courbe
j ôcfe-tefte doit par confe-

quent être auiîî égal à zéro. 5 . Il faut diviier cette équation

reftante par e 3 ce qui laiflera le premier terme fans e. 6°. Il

faut fuppofer la diftance Bb ou Ce (e) des deux ordonnées
BC 3 bc égal à zéro, ce qui détruira tous les termes excepté

le premier, qui eft égal à zéro. 7 . Enfin il faut trouver dans
ce terme la valeur de l'inconnue s 3 & mettre' au lieu de y fa

valeur en x prife de l'équation de la courbe, & ce fera la

foutangente qu'on cherchoit
3
car il eft évident que la diffé-

rence Bb entre les ordonnées devenant zéro ou s'anéanrifl

fant, que les deux points C 3 c deviennent le feul point C, èc

que la fecante SCc devient la tangente au point C 3 èc par

confequent BS ( s ) devient la foutangente.

Dans notre exemple, ayant ôte le premier terme, divifé

l'équation par e3 & fuppofé enfuite e= o, l'équation reftante

fera ~yy — p=o-^ ou mettant px à la place deyy3 l'on aura

7 px—^= 0, d'où l'on déduit BS (/)«= ix.

Ce qui fait voir qu'en prenant AS=AB 3 le point S fera

celui où la tangente CS rencontre le diamètre.

Remarque,
372. o'Il arrivoit, lorfqu'on cherche la tangente des-differens

points de la courbe, qu'en mettant dans le terme où e efb

linéaire , des valeurs déterminées de x Se dey, cela rendît le

numérateur &: le dénominateur de la fraction qu'on trouve

ordinairement pour la valeur de s 3 chacun égal à zéro, il

faudroit prendre le troifiéme terme où fe trouve ee > le di-

vifer par ce', fuppofer enfuite ^= 0, ce qui rendroit tous

les termes fuivans égaux à zéro , & l'on trouveroit par le feul

terme reftant où étoit ee qui feroit lui feul l'équation, la

valeur de s qui donneroit la foutangente qu'on cherche $ èc

ainfi de fuite, c'eft-à-dire, fi le terme où eft ee donnoit une
valeur de s 3 dans laquelle le numérateur& le dénominateur
fe trouvaient égaux chacun à zéro par la fuppofition de
quelques valeurs déterminées de x & dey mifes à leur place

dans cette fraction ou valeur de s 3
il faudroit pafler au terme

où fe trouve e\& ainfi de fuite ; & l'on remarquera que quand
il faut pafler au terme ce, l'on trouve d'ordinaire deux valeurs

rfe s h quand il faut pafTerau terme e\ on trouve trois valeurs

de s?
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Ûe si ce qui fait voir dans le premier cas que la courbe a deux

foutangentes au point déterminé dont on cherche les fou-

tangentes
^
qu'elle en a trois dans le fécond cas, & ainii de

fuite j c'eft-à-dke , cela arrive ordinairement.

Corollaires de ce Problème four laparabole.

I.

373- Si l'on mené par le point touchant C, une perpendiculaire fig.xix,

CD à la tangente, fuppofant que ABB eft Taxe, la fouper-

pendiculaire BD eft toujours égale à la moitié du paramètre

de Taxe { p : Car SB (u). BC {y) : : BC (y) . i?£>= -g

ss g =5 -| d en mettant au lieu de^ fa valeur px.

I I.

374. Si après avoir trouvé la tangente SC au point C, on tiroit Fig.xix.

CI parallèle à l'axe ABb 3 AI parallèle à la tangente qui

feroit égale à SC 3 & qu'en nommant la coupée C/(x),
l'ordonnée AI (y) , on prît une ligne p telle que CI [x).

JA ou CS {y) :: CS (y), pi cette ligne p feroit le paramètre

du diamètre CI } car px =yy .-ainfi l'on pourroit décrire la

même parabole par la formation (fig. 16.)* en prenant CI * $
6 »-

(fîg. 19.) pour ABb (fig. .16.), CS pour GAg ; la grandeur p
qu'on vient de trouver = y-2 pour le paramètre AP.

î I I.

375. D'où l'on voit que tous les diamètres de la parabole font

parallèles à l'axe & entr'eux: Ce que l'on vient de dire du
diamètre CI pouvant être appliqué à tous les autres: Et que
AS= * AB ==f CI=Ct 3 à caufe des parallèles. * * 7i *

IV.
3 76' D'où l'on peut trouver en toute parabole tracée l'axe & fon

paramètre, lorfqu'on n'a qu'un diamètre & le paramètre de
ce diamètre , en menant deux perpendiculaires cBC 3 ebe à ce

diamètre
,
qui fe terminent des deux côtés à la parabole , les

partageant chacune par la moitié en B 3 b; de tirant bBA
par les points B,b 3 ABb fera l'axe , BC3 bc fes ordonnées -,

enfin faifant AB (x) . BC (y) :: BC (y). p 3 h ligne/ fera

le paramètre de l'axe.

Pour l'ellipse.

377- a O 1 t le paramètre donné AP=p 3 chaque coupée AB Fïg.xyil:

= x j l'ordonnée BC=y 3 le diamètre Az, qui eft donné
t=d 3 & PF=f=:AGj les triangles APF 3 ABC font

Tome II, I
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femblables, comme auflï APf} Aki c'eft pourquoiAP (/>) ;

PF (f) :: JBC{y). A3(x)\àLQ\i l'on tire /= £: Mais
les deux triangles AzG , Ba.C étant aufli femblables, l'on a

^a(^). ^G(/)::a^(^— x).BC(y); d'où l'on déduit

/"= j-atKj qui fe réduit à £ j/y= k*— *at= d— x x

x^ qui eft l'équation de l'ellipfe, où l'on voit que AP (p).

'A&{d) : . BC {yy). AB x Ba.(dx— xx),ce qui convient

aux ordonnées y de tous les points de l'ellipfe.

De' FINITION.
378. LA ligne A* (d) eft le premier diamètre î le point du milieu K

du diamètre eft le centre'-, la ligne Dd parallèle aux ordon-

nées par le centre K > &c terminée des deux côtés à l'ellipfe

,

eft le fécond diamètre > ou le diamètre conjugué du premier dia-

mètre A*. Ces diamètres s'appellent l'un le premier axe > ôc

l'autre lefécond axe , quand les ordonnées leur font perpen-

diculaires. Le paramètre p d'un diamètre A& (d), dont on
fuppofe le diamètre conjugué DKd—iï, eft toujours la 3

e

proportionelle au premier diamètre d & au fécond <f»j ainfi

d. £ :: <K p , dcp=i£. Le paramètre <x du fécond diamètre

Dd(£), eft de même la 3
e proportionelle à £&d; ainfi JV d

:: d. w, & vr= f; d'où l'on voit que d. p(
f

J) :: dd. M-7

& j\. <ff{M) :: j\j\. dd.

Autre cxpre_(Jïon de Véquation à l'ellipfe.

379. JlLN prenant le centre K pour l'origine des coupées,& nom-
mant chaque KB (x), BC (y) , As.(d) , AP{p), il eft évï-

dentqueiC^= |d'; ainfi AE ={d— x. Mettant |df— *
au lieu de * dans l'équation ^j/y= dx. — xx, il vient ce tte

autre équation à l'ellipfe jyy = ± dd*— xx -=-\d — x x

~d*^-x
3
qui donne AP (p). A& (d) :: BC {yy). AB x

B3L
( \dd— xx.).

380. Puifque|= j~, on peut mettre dans chacune de ces

équations de l'ellipfe —, au lieu de ^, & la première fyy= dx
— xx 3 deviendra ldyy= dx— xxi & la féconde jyy= \ dd

— xx deviendra '~yy= ±dd— xx. Multipliant cette der-

nière par ii, elle deviendra yy— } M— - xx ; & tranf-

pofant £ ** s= 1 J\js—yy 9
ou bien £ xx — 'j «W +yy= o ?
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& mettant i =^î l'on aura ixx— \ <M -t-jyy == o

,
qui eft

l'équation à Tel lipfepar raport au diamecre conj u gué dD= A,

dont le paramètre eft.7r, laquelle donne cette proportion,

Le paramètre t du fécond diamètre dD eft au fécond dia-

mètre dD(£) y
comme le quarré de l'ordonnée Ce=BK (x)

eft au produit de x eD= \W—yy= i^+y * { J\

—

y.

Corollaires de U formation de l'ellipfe.

381. LE premier, le fécond, le troifîéme, le quatrième & le

cinquième Corollaires de la parabole conviennent aufli à
l'ellipfe.

V I.

382. On peut voir par l'équation f£yy= ±dd— xx 3 les endroits

où l'ellipfe rencontre le diamètre Az
3
& le point qui en eft

le plus écarté. Car, i°. quand KB (x) eft Zéro, ce qui arrive

au centre K, yy= \W , ainfi y= \ £ = iCJD, qui eft le

point de l'ellipfe le plus éloigné du diamètre ^a. i°. Quand
KB {x)= KAouKà{{d) 3 a\orsjfyy= ±dd—.i^=o-
ainfi y = oau fommet A 3 & de même au point a

;
ce qui

fait voir que l'ellipfe rencontre chaque diamètre comme A&
en deux points A & a également éloignés du centre K.

3 . KB (x) ne peut pas furpafTer AK({d) 3 parcequ'autre-

mentle fécond membre\dd— xx feroit négatif, & par con-
fequent la valeur dey feroit imaginaire, c'eft-à-dire impof-
fible.

VI I.

383. Les quarrés de deux ordonnées BC , bC, font entr'eux

comme les produits des fegmens AB x ai? 3 Ab x £a, dans
lefquels ces ordonnées partagent le diamètre.

VIII.

3 84. Si l'on décrivoit un cercle fur le diamètre Az , de qu'on
prolongeât les ordonnées BC jufqu'à la circonférence, les

quarrés des ordonnées du cercle étant égaux chacun an
produit des fegmens du diamètre dans lefquels ces ordon-
nées le partagent* , les quarrés des ordonnées BC, bC à *

x %%
l'ellipfe feroient entr'eux comme les quarrés des ordonnées
au cercle par les mêmes points j d'où il fuit , en prenant les

racines de ces quarrés
,
que les ordonnées à l'ellipfe font
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entr'elles comme les ordonnées au cercle par les mêraci

points.

PROBLÊME IL
305. MENER une tangente S C par un point donné C de l'ellipfe

Fi g. XX. dont Aa (d) efi le premier diamètre > Dd (J\) lefécond dia-

mètre
s
BC

( y ) l'ordonnée au point donné C, 6^ KB ( x ) /<i

coupée 5 (^* l'équation efi jjrjy— ^ dd -+ xx =0.

* 571. IL faut trouver la foutangentei?<S'=: /., 6c fuppofer* x= x

**-

e

3 &y=y— ^j parceque les KB(x) croifTant, les

BC (y ) diminuent ; 6c mettre dans l'équation ces valeurs

de a: 6c dey 3 & faifant comme dans la parabole, on trou-

vera ffyy
—gW -*-^^= O»

— \dd^r 2 e x «+• tftf
4

d'où l'on déduira jfjy = x, & (en mettant ponr ^j/ fa

valeur ^ ^

—

xx)\dd

Ce quil falloit trouver.

~ dd
'586. D'où Ton déduit KS= s+ x= -— . Ce qui donne

x l

cette proportion KB(x). KA {\d) :: KA{\d). KS

Çs-V'x) = -— ,
qu'il faut remarquer,.

387. Si on vouloir fe fervir de l'équation par raport au fécond

diamètre Dd qui en: iixx— i <JW ~t-yy= o, l'on trouve-

rcit la foutangenre ef (*)== -
4— *«-,.& #/= 4—

j ce

qui donneroit iC<? ou BC{y). Kl>{{£) :: KD {{£). Kf

Corollaire du Problème précèdent.

388. 5iI'Pon tIre le diamètre CKf, & qu'on prenne ce diamètre

Fie. xx. pour ^iCa.(fig: 17), & la ligne fCS ( fig. 20) pour la ligne -

& xvii. />G^g(f7g. 1 7-), & qu'on prenne auffi pour paramètre^/7

(p)

( fig. 1 7 ) , la 3
e proportionelle au diamètre CKc ( fig. 2 o) , 6t

à fon diamètre conjugué GKg qui eft la parallèle à la tan-

*3«i. gente SC/par le centre K 9 U qu'on- forme l'ellipfe* comme
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* 161. dans la figure 17 *, l'on tracera la même ellipfe de la figure 20

5

dont l'équation fera, en tirant^/ parallèle à CS 3 ~ x AI
= Cl x Je h d'où l'on voit que tous les diamètres de Fellipfe

paflentparle centre K 3 & qu'ils font partagés à ce centre K
en deux parties égales KC 3 Kc; ce que l'on vient de dire du*

diamètre CKc convenant à tous les autres.

Pour l' h y p e r b o l e.

389. S Oit ïe paramètre AP=^p3 chaque coupée AB= x 3 fig. xvm;
chaque ordonnée BC =. y ^Xo. diamètre Aa.— d 3 PF—f.
A caufe des triangles femblables^/M7

, ABC 3 comme auiïî

APf, Abc, l'on a , AP (p) . PF (f) : : BC{y).AB(x) 3 d'où

l'on déduit /= &
$ les triangles femblables Aa.G 3 i?aC,

donnent autti 3 Aa{d). AG=zPF (f) :: aB'(d-h x) . BC (y),

d'où l'on tire/= ^~= y j ce qui donne l'équation à l'hy-

perbole f yy = dx -+- xx = à -+- x x x= aB x AB
y
ainfi

dans l'hyperbole AP (p).. Aa, (d) :: BC \yy\. ai? x AB
( dx -+- xx )

.

390. Si au lieu de AB= x 3
on fuppofe K B= x (K eft le

milieu du diamètre Aa, ëc fe nomme le centre) , alors ai?

= ±d+ x 3 &cAB=KB—KA= x—*{d 3 Se l'on aura

cette féconde exprefîioiï de la même équation ~fy=. xx
— \dd.

391. Pour avoir d'autres expreffions de l'équation à l'hyperbole,

on remarquera que chaque diamètre comme Aa (d) a fon pa-

ramètre déterminéAP {p) 3 6c que fon fécond diamètreDd (£)

qui paiTe par le centre /C, eft parallèle aux ordonnées BC
du premier diamètre, & qu'il eft la ligne moyenne propor-

tionelle entre le premier diamètre Aa (d) Se fon paramètre

AP {p); ainfi Aa (d). Dd (J\) :; Dd(£). AP {p) ; par

confequent p= *i, Se J\= y/dp : le fécond diamètre a auflî

fon paramètre ^r, qui eft'la ligne troifiéme proportionelle au
fécond diamètre £ 6c au premier d; ainfi <^= ^ & </= vVJV

Autre exprejjîon de l'équation à l'hyperbole.

392. 1:L fuit de là que $=?-£ en mettant dans fan lieu de /fa

valeur ££ ^ ainfi on peut mettre dans les équations précé-

dentes à l'hyperbole ^ au lieu def 3 Scelles feront changiez

en d
jjyy-~ dx*+ xx-i 6c

A

£yy= xx— i dd.
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393. On peut auffi rapporter l'hyperbole immédiatement à Ton

fécond diamètre Dd{^)^ en fe fervant de la féconde équa-

tion 3 car puifque^v= xx— \dd } en multipliant le tout

par il , Se tranfpofant l'on aura il xx =yy +» l <J\^ j & met-

tant encore, il l'on veut, au lieu de?* fa valeur L, puifque
dd "

tt= ^-, l'on aura Lxx=yy**-\M y c'eft-à-dire le paramè-

tre du fécond diamètre *r. Dd ($) :: bC= iC^ {xx). iCb

Corollaires.
394* LE s cinq premiers Corollaires de la parabole conviennent

auffi à l'hyperbole.

V I.

395. L'Équation de l'hyperbole ACC convient auffi à l'hy-

Fig xviii. perbole oppofée a*,, & on peut la déduire de la même ma-
nière de la formation de l'hyperbole -

t
car nommant a/3 (x)

,

fa{y) y P<p (/"), ^a (</), AP{p) y
les triangles femblables

^Pcp & ^j8st donneront ^/> (/>) . /><p (/) ; : /Sx, (v) . ^/3 ( d+ x) .

d'où l'on aura/=a y **"•*-: Les triangles femblables ^ay 6c

a/3jc donneront auffi Aa. ( */) . Ay= ity (/) (
par la fuppoii-

* j«x. tion *) •; ajg(Af). /3* (7) \ d'où Ton aura/== ^= pxp^ y

qui fe réduit à
f-yy

s^= dx -^ xx y qui eft la même équation

qu'on avoit trouvée pour l'hyperbole ACC J par laquelle on
voit que quand a/3 ( x ) = ^i? ( x ) , /Sx, (/ ) fe trouve necef-

fairement= BC (y ) ; ce qui fait voir que ces deux hyper-

boles font égales , de manière qu'on peut les ajufter l'une fur

l'autre.

VII.

396. Il eft évident par cette équation que plus les x augmen-
tent, plus \zs y augmentent auffi, ce qui fait voir que l'hy-

perbole s'écarte à l'infini de fon diamètre.

PROBLÈME III.

397- MENER une tangente SC far un -point donné C de l'hyper^

Fie. XXI. bole dont le -premier diamètre eft Aa (d) j le fécond Dd (<T) • le

paramètre du premier diamètre Aa
( p ) j la coupée KB (x)

5

L'ordonnée B C
( y ) j la [outan<rente B S ( s

) , & l'équation f
yy-H^dd— XX= o,
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Il faut* mettre dans l'équation x-*~e à la place de x 3 & *j7û

y «t-
'2 à la place de y 3

pareeque AB ( x ) augmentant de -+- e 3

y augmente aufli de-f-
'-f }

ôcl'on aura^j/y .+.
rf//-*-F77J7= ° >

AT* — 2fA; — tf?

d'où l'on tire *fsyy=zx 3 Se (en mettant au lieu de fyy fa *
37 i,

x* Ldd
valeur #*— ~ dd ) B S ( s ) = ^— ,

qui eft la valeur de
* x

la foutangente BS (s) que l'on cherchoit, puifque BK{x)
eft fuppoiëe connue.

398. D'oùl'on déduite= KB— BS(x— s)= ï—
. par

confequent KB(x). KA {\d) :: KA (\d). K S (x— s)

Ce qu'ilfaut remarquer.

Corollaire I.

399- JL/O n peut déduire de ce Problême le même Corollaire

que l'on a ciré du Problême de l'ellipfe, pour décrire la

même hyperbole par le moyen du nouveau premier diamè-
tre CKc, de la tangente SC & du paramètre de ce nouveau
diamètre CKc 3 lequel paramètre Te trouve en menant par le

fommet A l'ordonnée AI au nouveau diamètre parallèle à
la tangente SC 3 & faifant enfuite cette proportion. Le pro-

duit des fegmens cl par CI du diamètre cKC prolongé , eft

au quarré de l'ordonnée AI à ce diamètre CKc 3 commence
diamètre CKc eft au paramètre de ce diamètre CKc. Cette

proportion eft déduite de l'équation à l'hyperbole ; & les

trois premiers termes étant connus, le paramètre du diamè-
tre CKc devient aufli connu $ le nommant p3 l'équation fera

'-%-' x~Âl
%

=CI x le.

Corollaire IL

Où l'on trouve la manière de tirer les afymptotes de l'hyperbole.

po, AY ant trouvé qi\QKS(x— *)— *— 5
û* l'on fuppofe Fie. xxi.

iC5= o, l'on aura i°. x— /==o, Se par confequent la fou-

tangente s= x „ quand KS= o
5
& A S qui eft la diftance

du fommetA au point S de la foutangente devientKA (~ d)

,

- dd
a*. S— 5= o dans ce cas : or quand une fra&ion eft égale à
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zéro, il faut que le dénominateur foie infiniment grand par

raport au numérateur
;

ainfi quand K S= o, Se s = x 3 it

faut que la coupée A B (x) foit infinie par raport à
|

dd.

Mais les x croisant , les y croifTent aufîi
j c'eft pourquoi

quand % eft infinie, y l'eft aufii : d'où l'on voit que quand
KS= o

y
c'eft-à-dire, quand la foutangente commence au

centre K 3 la tangente SC ne touche l'hyperbole qu'à une
diftance infinie

-,
St.c'eft ce qu'on appelle l'afymptote de l'hy-

perbole :Se la féconde branche Ace de l'hyper.boje ayant

une femblable tangente, étant entièrement égale à la pre-

mière, elle a aufli fon afymptote, Se ces deux afymptotes

le font auffi des deux branches de l'hypeibole oppofee

ÇLCC.

L'on -a déjà un point des afymptotes au centre K 3 voici

la manière de trouver le fécond point. L'équation iyy— xx
-t- ±-Jd~ o par raport à KB (x) infinie, Se à BC {y) aufîî

infinie , c'eft-à-dire, par raport au point C infiniment éloigné

de K où l'afymptote touche l'hyperbole, devient fyy— xx
= o; car ~dd s'évanouit de l'équation 3 étant zéro par raporc

aux deux autres termes où fonty Se x ; l'on a donc dyy=zpxx
Se yVd= xVp 3 ce qui donne x.y :: Vd. Vp. Or en menant
tAT par le fommet A parallèle aux ordonnées BC 3 l'on a
deux triangles femblables KAT 3 KBC 3 dont Je dernier eft

infiniment grand , Se cependant l'efprit peut l'appercevoir Se

le fuppofer j l'on a donc KB (x) . BC (y) : : KA . AT : mais

*. y :: y/d.Vf, donc vV. v> :• KA{{d). AT^-f&
r={ydfc par.confequent fi l'on fait AT — ±Vdp 3 c'eft-à-

dire , égale à la moitié de la moyenne proportionelle entre

le premier diamètreAa. Se (on paramètre^ (laquelle moyen*
*«9 t t ne proportionelle eft auffi le fécond demi- diamètre *), Se

qu'on tire la droite KT', elle fera l'afymptote de la branche

ACC 3 Se tirant de même At 3
ce fera l'afymptote de la fe_

conde branche Ace ; Se les prolongeant du côté de l'hyper-

bole oppofée &cc 3
elles en feront aufli les afymptotes.

On trouve par une femblable méthode les afymptotes des

courbes des autres genres plus élevés qui en ont.

Théorème,
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Théorème.
Des propriétés de Phyperbole par raport à [es afymptotes.

.401. {jNe hyperbole ccACC 6t fon oppofée étant tracée fur Fig.sxi,

un plan avec un de (es diamètres quelconque donné ^a,fon
fécond diamètre dKD 3 & la tangente tAT à l'extrémité de

ce diamètre qui efr. toujours parallèle au iécond diamètre
j

iî l'on fait AT', At chacune égale à la moitié du fécond

diamètre dKD 3 qu'on tire KT3 Kt 3 & qu'on les prolonge

à l'infini du côté de A & du côté de a -, ces lignes feront les

afymptotes de l'hyperbole cAC & de fon oppofée
;
c'eft-à-

dire, que chacune des quatre branches des hyperboles op-

pofées s'approchera toujours de plus en plus de fon afymptote

fans pourtant la rencontrer, h" ce n'eft à une diftance infinie.

Démonstration.
Nommant KA{\d) 3 KD(\£) , KB{x) 3 BC(y) 3 Von
aura à caufe des triangles femblables KAT 3 KBE3 KA(~d)
.AT = KD({£) :: KB (x). BE = f

f b
ainfi CE ==£—y. Or l'équation à l'hyperbole fj,yy= xx— \dd 3 donne

y= 2>/xx— ±ddi ainfi CE= j x x— Vxx— \dd\ d'où
il fuit que plus x augmente, &: plus CE diminue, èc par con-
fcquent l'hyperbole approche toujours de fon afymptote,
& que cependant elle ne la rencontrera qu'à une diftance

infinie ^ car la valeur de CE demeurera toujours pofitive,

jufqu'à ce que xfoit infinie
^ & quand elle le fera , CE devien-

dra zéro
, (
— \dd étant zéro par raporc à-+-xx)> de l'afym-

ptote touchera l'hyperbole.

•Première Propriété.
402. î>I l'on tire des parallèles ecBCE à la tangente tT ', ou, ce

quieft la même chofe, au fécond diamètre dD 3 qui fe ter-

minent de part & d'autre aux afymptotes j CE x CV=£= AT
1 "

=KD , car, par ce qui précède , CE= J
x x— Vxx— ± dd 3

de Cez=Be {±x) +.BC{+y=-+- $y/xx— ±dd);, donc

CE x Ce= ~ x x— V xx— ±dd x j x x -t-Vxx— ~ dd =5

+• i M= ÂT'^ KD. l

Ileft évident qu'on prouvera de même que ce x cE= At
= ~Kd

l
.

Tome II, K



74 Analyse démontrée.
40 3-, Si Ton mené aufli des parallèles Ce ex, au premier dia-

Tig.xxii. mètre, qui fe terminent aux hyperboles oppofëes, & qui

coupent les afymptotes en e, e^ Ce x Ce = K^4 \
car les

v 401. triangles fembla bles iÇi?£, Kbe donneront BE (
'4-*

j . KB (x)

: : K b (y =±= j Vxx — { dd) . b e = Vxx — J dd 5 d'où l'on

aura Ce=jç— v^xx— \ dd, & Ce = Ch^ -+- be = * -+-

>Jxx—-i-dd, donc CexCt= +j^=:J(Z
4 +

Seconde Propriété.
4°4- Si l'on tire par un point quelconque C de l'hyperbole ou de

Eig.xxii.
£on oppofée, des lignes droites comme GCg 3 ECe 3 &c. qui

coupent chacune l'hyperbole en deux points C3 c;C3 i3 &qui
fe terminent aux afymptotes en E 3 e 3 en G 3 g ; les deux par-

ties de chacune de ces lignes droites comprifes entre l'hy-

perbole & l'afymptote, comme CE 3 ce 3 ou CG 3 ig 3 &c. font

égales. Si l'on, en tire de même aux hyperboles oppofées,

comme Ce ex, CZL, les parties Ce, x-e, font égales, comme
aufïi CZ 3 x/ feront égales.

i°. Cette propriété eft évidente par raportaux lignes droi-

tes parallèles au demi-diametre dD> car la ligne BE 3 par

exemple de ECBce 3 eft égale à Be ; &: de plus l'ordonnée BC
à l'ordonnée Bc, ainfi C£= ce. Il en eft de même des pa-

rallèles Ce ex. au premier diamètre.

i°. Voici la démonftration pour les autres lignes comme
GCigj il faut démontrer que CG = ig. Pour le faire on
mènera par C&par* les parallèles au fécond diamètre ECce9

Hqih , èc on nommera CE= ce (e) 3 Ce= cE (c) 3 qH= ih (i) y

iH— qh (h) 3 iC (b) ; & les lignes qu'on veut prouver égales

CG f^J 3 ig(u) . Les triangles femblables HGi 3 EGC donne,

ront iïîfl}— CE(—e).CE (e) : : iC (b) . CG f\=&)

.

De même les triangles femblables Cge 3 igh 3 donneront Ce (c)

_ ih (—i) . ih (i) : : iC (b) .zg(u=^. 11 refte à démon-

trer que CG (\= -^~) =zigfft=
CQ • H n'y a qu'à les

réduire au même dénominateur, & l'on aura z= ili~-~r 3

S" u==^t~, v -z- ; effaçant dans chacune — ^/^ & divifant

chaque refte par
/7

-
f

A — , il refte d'un côjpé < <?, & de Pau-
tre ih. Or c<r= CV xbi, & ih—iH x qH', & ces deux
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produits font égaux * chacun à AT = KD ', ainfi ils font * 40a.

égaux
y
donc CG =/g. Ce qiïil falloit démontrer.

On démontrera de même que CZ~kI en menant par L
6c/ des parallèles au premier diamètre KA.

Corollaire.
Ou Von donne une defeription facile de l'hyperbole.

5. (jN trouve par cette propriété tous les points qu'on veut

d'une hyperbole & de Ton oppofée , dont on a les afymptotes

& un feul point C j car il n'y a qu'à mener par C tant de
lignes droites qu'on voudra, comme Cg 3 CG 3 Cx, 3 &c. 5c

prendre fur chacune
,
par exemple fur GCg la partie ig= CG,

&. le point i fera un des points de l'hyperbole : il en eft de
même des autres , 6c chaque point qu'on trouve, peut fer-

vir de même à en trouver tant d'autres qu'on voudra.

Troisième Propriété,
Où Von explique Véquation de Vhyperbole par raporl

à Jes afymptotes.

6. Si l'on tire par le fommet A du diamètre ^a, AF parai- Fig.xxii,

lele à l'afymptote Kftg 3 6c ^/parallèle à l'autre afym'pto-

te , 6c qu'on tire par un point quelconque c de l'hyperbole

parallèles cM 3 cN aux afymptotes jufqu'à la rencontre des

afymptotes en M&cN ; l'on aura toujours KM xM c=^Kf
x Af. Il en eft de même de l'hyperbole oppofée, ce qui don-

ne KM .Kf:: Af. Me.
i°. Il eft évident que la tangente tA T étant partagée éga-

lement en A 3 ^f/ parallèle à la bafe KT du triangle KtT
partage auffi Kten deux parties égales en/5 ainfi Kf3 ft 3 ôc

AF qui eft parallèle à Kf> font trois lignes égales. Par la

même raifon KF 3 FT 3 Af3
font égales. 2 . Menant par c3

ecC E parallèle à la tangente , on nommera les connues AT
=At=KD{{£);KF=FT= Af(a)',Kf=ft=AF(b)'i
les inconnues KM— Ne (x) , Mc=KN (y) >

6c l'on aura

à caufe des triangles femblables AFT , cNE 3 A F (b) .

- fr xAT ({<M ;: Ne (x) . cE= —— ; de même les triangles
b

femblables Aft 3 cMc , donneront Af(a) .At({£):: Me (y)

. ce = i—l. Mais cE x ce~AT : ainfi *

—

^ =|W 5
* 4oi,

a ab * >

Kij



y6 Analyse de montrée.
d'où l'on déduit xy= ab, c'eft-à-dire KM x Mcs-RfxfA,
Ce qu'il falloit démontrer.

Ainfi KM xMc= KfxfA '> c'eft-à-dire, x/==*£eft l'é-

quation de l'hyperbole par raport à fes afymptotes , ocelle

exprime le raport de tous les points c de l'hyperbole à J*afyn%

ptote KM par le moyen des coupéesKM (x), & des ordon-

nées Me (y) 5 & elle convient de même à l'autre branche Se

à l'hyperbole oppofée.

PROBLÈME IV.

407. MENER une tangente Sqs par un point donné quelconque q de

ïis.XXIL l'hyperbole, enfefervant de l'équation aux afymptotes xy — ab

= 0; c'eft- à-dire 3 ayant mené l'ordonne c qVj trouver la,

foutangente VS,

S O 1 t KV= x , Vq =jv 3 VS= j , on trouvera par la

*37i. méthode* en mettant *+•<? à la place de x, & y— ff à la

place de^/ dans #y— ab=o, /==.*•, ce qui fait voir qu'en

prenant VS (s)=xKV (x) ; & tirant Sqs 3
elle fera la tan-

gente.

Corollaire i.

408. X Uisqjje l'ordonnée qV partage KS en deux parties

égales , il eft évident qu'étant parallèle à la bafe Ks du trian-

gle KSs , elle partage aufîi la tangente Sqs en deux. parties

égales au point touchant ai

Corollaire II.

Où l'on explique l'hyperbole équilatere.

4°9- S I l'on mené par le centre K&par le point touchant q une
ligne Kq , ce fera la moitié d'un premier diamètre, & la moi-

tié qS de la tangente sqS fera égale à la moitié du fécond
* 401. diamètre *, &. lui fera parallèle.. Or fi un feui premier dia-

mètre de l'hyperbole eft égal à fon fécond diamètre 3 ( ce

qui ne peut pas arriver que le premier Se le fécond diamètre
* 391. ne foient chacun égal au paramètre *

), i°. l'angle FKfdes
afymptotes fera droit

5 2 . chaque, premier diamètre de l'hy-

perbole iera toujours égal à fon fécond diamètre, &par con-

fequent aufli à fon paramètre.

i°. Car foit X<7 la moitié d'un premier diamètre quelcon-

que , de sqS la tangente au fommet q de ce premier dia-
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rnetre , la moitié qS de la tangente fera égale à la moitié du
fécond diamètre

^
par confequent fi le premier diamètre eft

égal à Ton fécond diamètre, Kq fera égale à qS
3
& le triangle

KqS étant ifoceie, l'ordonnée qV au point touchant paral-

lèle àl'afymptote K/partageant KS en deux parties éo-ales

en V3 fera perpendiculaire fur l'afymptote KF h l'afymptote

K/fera donc aufli perpendiculaire au point K fur Kf.
i°. Puifqu'il fuit de l'égalité d'un feul premier diamètre &

de fon fécond diamètre, que l'angle des afymptotes eft droit,

une ordonnée quelconque qV étant parallèle à l'autre afym-
ptote Kf3 fera perpendiculaire fur KF ; & fi l'on mené par
ce point q une tangente qS & un diamètre Kq 3 le point V
de la perpendiculaire qV étant au milieu de KS , le point

touchant q fera également éloigné de K & de Si par confe-

quent Kq= qS; la moitiéK^ d'un premier diamètre quelcon-

que fera donc égale à la moitié qS de fon fécond diamètre,

Définition de Vhyperbole équilatere'.

f.10. \J Ne hyperbole dont l'angle des afymptotes eft droit,

s'appelle équilatere 3 & dans une hyperbole équilatere, chaque
premier diamètre eft égal à fon fécond diamètre, comme
aufîi à fon paramètre. L'équation de l'hyperbole équilatere

par raportaux afymptotes el\xy= aa 3 quand KA eft l'axe •

&xy=ab 3 quand JÇ-^ eft un autre diamètre que l'axe. Cette
équation convient aufli à-toute autre hyperbole par raporc

aux afymptotes j.ainfi l'équation à l'hyperbole équilatere par
raport aux afymptotes ne diffère pas des autres : Mais par
raport aux diamètres , l'équation à l'hyperbole fyy= xx— i*/d devient pour l'hyperbole équilatere^)/^= ata:-— ~Ad'y
& par raport au fécond diamètre xx—yy -+-^ j\J^ , ~ JNJ^= £ dd.

On fe fert beaucoup dans la réfolution dés Problêmes de-

Thyperbole équilatere
,
parceqifêlle eft la plus fimple.

PROBLEME V.

VJagede la méthode des tangentes pour trouverpar une

même opération les tangentes d'une infinitéde courhes.

M 1 - TRGUVER les foutanpntes de toutes les courbes à l'infini

repréfentées par cette équation p
m ~ ' x= y

m
, ou bien (fuppo-

[ant 3 pour abréger le calcul 3 le paramètre p= i ) ix= y
It

\



7<* Analyse demonthï'e.
On remarquera que quand m eft une grandeur pofîtive,"

l'équation précédente eft l'équation qui convient aux para-

boles de tous les degrés à l'infini , &que quand m eft néga-

tive, ix=y~ m
, ou bien xy

m= i eft l'équation des hyper-

boles de tous les degrés à l'infini par raport aux afymptotes.

* 571. H faut mettre dans l'équation y
a— u= o, y -^~ *à

la place de y", & x •+ e à la place de x ', & il fuffit d'aller ici

jufqu'au fécond terme où e eft linéaire , fi ce n'eft dans les cas

*37i« de la remarque*: ainfl l'on- trouvera j
m
4- ^^

m= o, ce qui

— x — le

donne s= mym, & en mettant pour y
m

fà valeur ix 3 l'on

trouve s= mx. Ce qu'il fallôït trouver.

Quand dans l'équation y
m— ix= o,w= 2,la foutan-

gente s eft égale à deux fois la coupée x 3 comme on l'a

* 571- trouvé ci-defîus*} quand ?n= $ , la foutangente eft égale à

3* j 6c ainfi à l'infini. Quand m eft négative , & que l'équation

xy
m— 1=0, eft aux hyperboles de tous les degrés par

raport à leurs afymptotes , fi m =s=i , la foutangente eft s =s
*407. — 1 x 3 comme on l'a trouvée ci-deflus*, la valeur négative

— 1 x de la foutangente marque qu'il la faut prendre du
côté oppofé à l'origine K, comme l'on a pris VS (fig. n.)
Si m= i , la foutangente S=— ix , & ainfî à l'infini.

412. -On trouvera de même en mettant x-*-e au lieu de x,

bc j-i--^au lieu dey, que les foutangentes des ellipfes de

tous les degrés à l'infini, dont l'équation eft jy
m ^ p= x

m
x

d— x , font repréfentées par s _____ ^»_££r£i . & que les

foutangentes de toutes les hyperboles dont les équations par

raport à leurs diamètres font repréfentées par ±y
m * n =z xm x

—

n

'

d + x , font auffi repréfentées par s = ^~~£i^' Les

Lecteurs les trouveront facilement par l'application qu'on
*

37 r. vient de faire de la méthode* des tangentes à l'équation

générale des paraboles & des hyperboles de tous les genres,

laquelle fuffic pour faire concevoir la manière de l'appliquer

à toutes les autres équations générales & particulières des

courbes géométriques,
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jDe la description des courbes en trouvant plufleurs de leurs points

très-proches les uns des autres.

Pour les trois Sections coniques.

On mènera d'abord les deux lignes des coordonnées OA& 3 Fie. xxm.

OE
y
perpendiculaires l'une àPautre, parcequela defeription

fuivante convient aux axes des trois fe&ions coniques. On
fuppofe un point donné F fur OAz qu'on appelle le foyer \ 6c

deux lignes connues og, gh 3 qu'on nommera la première m,
la féconde m Cela fuppofé, i°. il faut partager OF er\A 3 de

façon que OA . AF : ; og (m) . gh (n) ; en faifant à part l'angle

quelconque hof3 & prenant og= m 3 ghz=n 3 & of=OF

,

joignant hf3 & tirant par g, ga s parallèle à hf3 l'on aura

oa. af : : og (m) . ghfnj ; ainfi l'on aura le point A qu'on

cherchoit fur OAF. i°. Il faut faire AG perpendiculaire fur

OAF égale à AF 3
& tirer la ligne indéfinie OGHD. 3 . Pour

avoir tel point qu'on voudra de la fedion conique qu'on veut

décrire, il faut prendre fur l'axe OAF le point B où l'on

voudra, & après avoir élevé BD perpendiculaire à l'axe

jufqu'à la ligne OGHD 3 ouvrir le compas de la grandeur de

BD 3 & mettant une pointe fur le foyer F 3 tracer avec

l'autre pointe un arc qui coupe BD en C.

Le point C ainfi trouvé efl: un point de la parabole
,
quand

m— n', de Pellipfe, quand m furpaflè n ; de l'hyperbole

,

quand m efl moindre que «; & l'on trouvera de la même
manière tant d'autres points que l'on voudra , & auffi proches

les uns des autres qu'on voudra. On va mettre en Problême
la manière de démontrer ces trois cas.

PROBLÊME VL
Pour la Parabole.

. QjVAND m= n, trouver l'équation de la courbe , dont C
efi l'un des points.

S O 1 t OA =-\p, ainfi AF= OA= ~p> Toit AB= x,
BC=y ; foit menée la ligne FC égale à BD par la conftru-

ftion.Acaufe des triangles rectangles femblablesO^G^Oi?^
l'on a OA (\p). AG (\p) :: OB (\p+-x). BD = FC
*=±p-t-x; l'on a auffi FB= AB(x) —AF (—\p)=: x

*—\p: & à caufedu triangle re&angle FCB > FC (-^-
6 pp

*-\px+ xx)— FB (—xx+{px—±pp)=BC
l

(yy)',&Qii



8o Analyse demontre'e:
Ton déduit px =yy, qui c^ l'équation à la parabole :AB eft

Taxe, parceque les ordonnées BC (y)\m font perpendicu-

laires', & p= 4 OA (4 x \p) eft le pararnetre de l'axe.

K. E M A R Q^ U E S.

I.

4 X 5- La ligne GHD eft tangente du point H où fe termine

l'ordonnée au foyer FH h car nommant AF (x) 3 OF fera

* 571- égale àzjc, qui eft la foutangente de la parabole *.

I I.

41 6. Si par un point quelconque C de la parabole^on mené une

Eip.xxiv. ligne CF au foyer, èc la ligne C E parallèle à l'axe AB } qui

par la conftru&ion eft égale à FCy& après avoir tiré F E,&
partagé F E au milieu en Z,on mené la ligne C JLS }

elle fera

tangente au point Ci car les triangles EZC 3 SZF, feront

redangles en Z, puifque le triangle ECF eft ifocele, & ils

feront femblables & égaux, ayant les côtés EZ } LF égaux
j

par confequent S F = EC= OB i d'où l'on voit que SO
z= FB ,

par çonfequent AS= AB i ainfi SB= îAB (ix)

* 371. eft la foutangerrte du point C*.

I I I.

41 7. D'où il fuit que l'angle sCM que fait la tangente SCs avec

la parallèle ECM à l'axe par le point C 3 étant égal à l'angle

oppofé au fommet E CS , il eft aufïï égal à l'angle SCF 3 qui

par -la conftruction eft égal à l'angle £.C5.

D'où l'on voit que fi l'on donnoit à du métal bien poli la

figure parabolique que formeroit la parabole C MA en la

faifant tourner autour de fon axe A F B}
on auroit un miroir

qui raflembleroit au foyer F tous les rayons tcomme MC
qui feroient parallèles à l'axe A F B ; & qui reflechilfant les

rayons d'un point lumineux quiieroit au foyer F3 les rendroit

tous parallèles à l'axe
5
puifque dans la reflexion chaque angle

jd
J
incidence MCs eft toujours égal à- fon angle de réflexion

FCS.
-Pour l'Ellipse et l'Hyperbole.

418. v2U and m eft plus grande ou plus petite que n , trouver
l'équation de la courbe dont C.eft l'un des points.

•Pic xxiïi Comme l'ellipfe rencontre fon axe en deux pointsA& a, qui

# .xxv. (ont les extrémités de l'axe 3 6c que l'hyperbole & fon oppofée

ont
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ont aufïi les Commets aux deux extrémités A*, de l'axe prin-

cipal : Pour abréger le calcul , il faut, i°. trouver la longueur

/^a&^ct de l'axe, le fécond foyer /bu <p, Se le raport de Taxe

Az. à la diftance Ffdes foyers, & de Aa, à Fq> j i°. après l'avoir

partagé au milieu K -lans l'ellipfe, & k dans l'hyperbole, il

faut trouver la ligne OK & Ok. Puifque le point a appartient

à la courbe , OA . AF : : Oz.zF; en divifant , OA—AF

.

AF :: Oa.— aF=^OF. aF 3 or les trois premiers termes

OA— AF s AF , 8c OF font connus : on trouvera donc
Je quatrième a.F 3 & y joignantAF3 la grandeur de l'axe fera

connue -

y
& faifant af=AF3 l'on aura le fécond foyer/; £c

comme OA furpafle A F 3 a F eft pofitive & fe trouve du
même côté que A par raport à O. Dans l'hyperbole l'on

trouvera OA—AF . AF :: — OF . — aF ; & comme OA
eft moindre que AF, a.F eft négative, &doit être prife en
allant vers la gauche de F à <*. On prendra amTi cup=AF

'

3&
<p fera le fécond foyer de l'hyperbole,& Aa fera fon grand axe.

Pour trouver le raport de >^a à i7/ Ton a déjà Oa. ajp ::

OA . ^i7
, en faifant le changement alterne, Oa. 0^4 : : aF.

AF 3 en divifant Oa— 0A= Aa.. OA :: &F—AF= Ff9

AF; donc ^/a Ff: : OA. AF : dans l'hyperbole on trou-

vera 0&-^0A~Acl. OA :: clF-*-AF= F$. AF h par

confequent A a. Fq> :: OA. AF.

Pour trouver la valeur de KO ou kO , foit Aa. ou Acl= a
9

Ffon F<p=if. On fera cette proportion pour l'ellipfe^

KF(W KA (\ a) : :AF ({ a-{f), OA^ \^±~\±.

ainfi KO= OA +AK = * "" ~
jf* ? "/= W

.

Dans l'hyperbole on aura kF (\f) ,-k.A (\a) :: AF— kF

— kA({f— la). OA = if^ifl, StkO = kA

— 0^ == \^f—\4^ aa = Mr- L 'on ^marquera

que 2C &: £0 = f~^ j donnant cette proportion ICi^* &

kF (\f). KA & k.A (\a) :: KA & kA(\a). KO &

&0
f
Jir— / j la ligue OH eft tangente * au point H* où eft ? j8*. 398.
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l'ordonnée PJ/au foyer F. Ces chofes fuppofées, on trou-

vera l'équation de la courbe de la manière fuivante.

Soit KB ou kB=x, BC=y, KA w\'kA= \a> KF
ou kF~if, OB= ¥LO—KB dans l'ellipfe j ôt dans

t aa
l'hyperbole kB—kO=± ±~T-x. FB{ dans l'ellipfe)

= KF — KB; ( dans l'hyperbole) = kB — kF = -h{f
Zpx. Or les triangles femblables AG 3 0BD3 donnent OA
. AG : : OB . BD= FC par la conftru&ion

y
mais OA . AG

::{Az^ou{Aa.({a).{Ffç>*\F<ç(-f)iûnÇi\a.{f::

0i?(-4-ÎLf£— Xy)# 5DouJC=+ î<+f. Maintenant
TJ

dans le triangle rectangle FBC 3 FC — FB = BC , c'eft-

à-dire ± aa— fie H-^— \ff-*-fx— ** = JJ >
C
Î
L" ^ r^-

duit à ^~i ^y= xx— |** 3 qui eft l'équation de l'hyper-

bole, pareeque Fq (f) furpaffe A* (a) : mais dans l'ellipfe

oiiAâ (a) furpafle Ff (f) 3 il faut tranîpofer les membres de
l'équation, & Ton aura -^r=jfyy= \aa— xx 3

qui eft Téqua-
tion à l*ellipfe.

Dans l'une & dans l'autre fi Ton prend i°. une ligne jv

s= y/aa—ff= \/^4a jpf
= y/iAF x ia.F dans l'ellipfe

,

= v/Jp (p — Act=^ 2-AF x iolF dans l'hyperbole, £ fera

le fécond axe, & l'on aura "£yy= + xx -f- J aa. 2°. Si l'on

fait a. <T : : £. ~=p3 p fera le paramètre du grand axe, &
l'équation fera fyy= ^xx-±_\aa.

Corollaire I.

4 T 9- LA fomme F C •+- fC des deux lignes menées des deux
îig.xxiil foyers F

, / à un point quelconque C de l'ellipfe, eft égale à
& xxv. j»axe ^a , & la différence <pC— FC des deux lignes menées

des deux foyers à un point C de l'hyperbole, eft égale à

Taxe Aa.
DE* MONSTRATION.

Si l'on prend dans l'ellipfe K£= KJ?, qu'on mené hd Se Fc,
ces deux lignes font égales par la conftruéHon. Et comme
Kt?=KB, bc eft auffi égale ABC; ainfî les triangles reclanu

gles/^C, Fbc font égaux, & Pr^COn prouvera de même
dans l'hyperbole, en fuppofant £i?= ££, que $C=Fx.

,
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ainfi il faut démontrer que FC-hFc= v4a-, & que Fx,

— FC=A<t. OA. AG:i\a.\f::OB\Â xJ.BD
if

FC= {a— £• De même OA. AG .: {a. \f:: Ob

\ aa(±î*+xJ.&d=*Fcssi$a+te. Donc FC+Fc, ou FC
z T

^-fC=a= Az.
On fera les mêmes proportions pour l'hyperbole OA. AG

::{a.{f::03(x— *4^). BD = FC =*!l— \a. OA
— aa

. AG :: \a. \f : : 0& (x 4- ^rj\. /3JN =r qC= Ç -t- \ *.

Donc <pC— FC=:a==iAoL.

R E M A R Q^U E,

0» /V» dfowtf* la description ordinaire de tettipfe

& de l'hyperbole.

410. ON déduit de cette propriété la manière ordinaire de dé- Fig.xxtii.

crire i'ellipfe&; l'hyperbole, Taxe An ou Aa. étant donné, & xxv *

&: les points F,f, ou i7 , <p des foyers étant auflî donnés: en
prenant dans l'ellipfe avec le compas un fegment quelconque

AB de Taxe An, & du foyer F pour centre avec ce rayon

>4i? tirant un arc de cercle , 6c décrivant enfuite de l'autre

foyer/pour centre un autre arc avec l'autre fegment Ba pour
rayon , l'interfe&ion des deux arcs C fera un point de l'el-

lipfe } de même dans l'hyperbole décrivant un arc du centre

F avec le fegment quelconque AB de l'axe &A prolongé,

& enfuite de l'autre foyer q> pour centre décrivant avec

l'autre fegment olB de l'axe <tA prolongé un fécond arc, le

point d'interfe&ion C de ces deux arcs fera un point de l'hy-

perbole.

Corollaire II.

4 2 1 • S ï l'on mené des foyers F, /"par un point quelconque C de Fiô. xxv,
Pellipfe, les lignes FC ,fC , & ayant prolongé fC enM en

faifant CM = CF , on tire FM, enfuite partageant FM
qui eft la bafe du triangle ifocele FCM en deux moitiés en Z3

on tire CZS, qui eft perpendiculaire àFM > elle fera la tan-

gente au point C.

Lij



84 Analyse demontrî'i;

Démonstration.
Jl faut mener ZN parallèle à Ff3 & par le centre K tirer

KN qui fera aufli parallèle àFZM ; carZN partageantMF
en deux parties égales en Z 3 partage aufTi Mfcn deux par-

ties égales en Ni ainfi KN, partageant Ffcn deux parties

égales en K , &fM en deux parties égales en N, eft parallèle

à FM. Mais puifque Mf= FC+Cf= A a (a), MN
419. = iVi7 = ~a 3 CN*=^ f

f, ZN eft la moitié de Ffi ainfi

ZN={f. Soit Si?= j, les deux triangles femblables CLN3

CSf donnent cette proportion CN (
r
i). CFfé+^aJ ::

\aaZN (\f). Sf=±f-*-*—3
retranchant Bf(\f+x) de Sf9

1 aa— xx
*3*y. Ton aura SJ3(sJ= ± —

,
qui eft * la foutangente dé

l'ellipfe.

D'où il eft évident que les angles FCS 3 fCs font/égaux.

Corollaire III.

412. Si l'on mené des foyers F 3 <p de l'hyperbole à un point

Iicure quelconque C 3 les lignes FC 3 q>C 3 & ayant pris CM ssa CF ,

xxvi. ^ men<i fm 3 on. tire CZS par le milieu Z de FM bafe du.

triangle ifocelei^CAf, CZS eft la tangente.au point C.

D e'monstkatio n.

AY a n t mené par le milieu de MF3 ZN parallèle à Fk<p3 ,

& tiré kN qui fera parallèle à MF 3 il eft évident, comme
dans le fécond Corollaire, que M<p= <tA= a 3 NZ= kF

•w. = £/> CM—CF= f^— \a*, ainfi C N= Ç.,.<p-C=£
+-^. Soit SJl= s, les triangles femblables CN

Z

3 C(pS
donneront cette proportion CW f£y. C<p ftt"****^ : : NZ (\f)

— aa
,q>S={/+-— =-x— i5 ôtant q.kfjfjde <pS, Ton aura.

X
— aa

•598- £5= •*=—= kB—SB~x— /.qui eft* la valeur de kS 3 ,

X .

c'eft-à.dire , la diftance du centre £ au point S delà foutan-

gente.

4 2 3« H eft évident que les angles çÇSy.FC.S font égaux..
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Méthode générale de décrire les courbes algébriques en trouvant

tant de points qu'on voudra de ces courbes très-proches les uns

des autres y l'équation de la courbe étant donnée.

424. r °. I L faut d'abord cirer les lignes des coordonnées qui foient-

perpendiculaires ,. fi L'on veut que ce foient les axes , & qui

foiïènt entr'elles l'angle qu'on voudra, fi l'on veut qu'elles

foient d'autres diamètres que les axes
y

il faudra prendre les

coupées ou les x fur l'une, & les ordonnées^ feront parallè-

les à l'autre. 2 . Après avoir déterminé le point où commen-
cent les coupées x , il faut fe fervir de l'équation de la cour-

be, & fuppofer celle des deux inconnues qui monte au plus

haut degré ( on fuppofe par exemple que c'eft x) égale à une

grandeur connue très-petite, qu'on nommera \a
y
fubftituer

cette grandeur connue dans l'équation de la courbe à-la pla-

ce de x y
& l'équation deviendra déterminée, & n'aura d'in-"

connue que y. 3 °. Il" faut trouver les lignes qui font les va-

leurs de j, en réfolvant cette équation par les règles qu'on

a données * quand l'équation ne pafiTe pas le fécond degré, * 193 &
& par celles qu'on donnera dans la fuite quand elle paiTe *94,

le fécond degré : & après avoir pris une coupée depuis l'o-

rigine des x égale à la 3 on mènera par fbn extrémité une
parallèle à la féconde des lignes coordonnées qu'on fera

égale à là valeur dey qu'on vient de trouver
y & ion extré-

mité fera un point delà courbe qu'on veut décrire. On trou-

vera de même une féconde ordonnée y en mettant za à
la place de x

y
une troifiémeen y mettant 3^,&ainfide fuite}

& l'on aura à très-peu près la courbe qu'on vouloit tracer»

Rem a r q^u e,

4-1 5- CJU and y a plufieurs valeurs pofitives, la courbe a plu-

sieurs branches du côté où l'on a fuppofé les^y pofitives?

quand y a des valeurs négatives , il faut les tirer du côté
des y négatives. Quand on trouve que la valeur dey eft zero

5

c'eft une marque que la courbe joint le diamètre des x à Pén-

droit de la valeur de* qui a donnéy=o -

y
quand on trouve

des valeurs imaginaires, c'eft une marque qu'il n'y a aucune
partie de la courbe fur la partie du diamètre à qui convien-

nent ces valeurs imaginaires dey
y
comme on le. trouve dans

l'hyperbole, n'y ayant aucune partie de la courbe fur l'axe

L iij
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ni far Ces premiers diamètres , àc les hyperboles oppofées

commençant chacune aux extrémités de l'axe ou de cha-

cun des premiers diamètres. Quand en prenant

—

\a
y
— iat

3^, êcc. pour les valeurs déterminées des*, on trouve

des valeurs dey ^ il faut mettre ces ordonnées^ du côté des

x négatives.

L'énoncé de cette méthode paroît afTez clair pour la faire

clairement concevoir.

PROBLÊME VIL
426. QVA 2TD on a l'équation d'une courbe , par exemple de quel-

qu'une des trois fcït ions coniques par raport à l'un de[es diamè-

tres , trouver l'équation qui exprime le raport des points de la

même courbe k une autre ligne droite donnée de pojîtion fur le

même plan.

JLEs équations des fe&ions coniques par raport à leurs

diamètres étant difpofées de façon que zéro en foit le fécond

membre . font :

yy
—px=^o^ équation à la parabole.

^yy^xx-^ldd==o^ équation à Pellipfe par raport àfon

premier diamètre , ou bien yy +- -£ xx— ±dp= o.

L xx +-yy— \«M= o , équation à l'ellipfe par raport à fon

fécond diamètre, ou bien xx^^yy— |JV=o $ & quand

le diamètre eft égal au paramètre, elle devient xx •+• yy— ~dd=zo, qui eft l'équation au cercle, quand les^ font

perpendiculaires aux x.

*yy— xx-4-±dd=o , équation à l'hyperbole par raport

à fon premier diamètre, ou bienyy— ^ xx-H {^=05 quand

dss^p , elle devient ^/y— xx-t-^dd= o.

LXx—yy—J^<=o ; équation à l'hyperbole par raport

à fon fecond'diametre,ou bien xx— jyy— i<JV= o
3
quand

^=7r=^, elle devient xx—yy-*-±dd-=.o.

On remarquera dans ces équations , i°. Que p eft le para-

mètre du premier diamètre, deù. le premier diamètre, t eft

le paramètre du fécond diamètre, fr eft le fécond diamètre:

dans l'ellipfe 6c dans l'hyperbole on prend l'origine des

Frc.xvi. coupées x au centre K ^ mais dans la parabole l'origine

xvii. des x eft au fommet A. i°. Que dans l'équation à la parabole
4Vin

' Tune des inconnues eft élevée au quatre, 6c l'autre n'eft que



LIVRE VIII. S 7
linéaire ^ dans l'ellipfe, elles font toutes deux élevées au
quarré avec le même figne-t-; dans l'hyperbole, les deux
inconnues font aufïï élevées au quarré, mais avec difFerens

figues , l'un ayant -h, & l'autre— 3 . Que dans l'équation

à l'ellipfe fi d~p
3
alors ^=J\ & l'équation devient^-*-*.*:

— ±dd= o, qui eft l'équation au cercle, quand les y font

perpendiculaires aux x s & quand dans l'équation à l'hyper-

bole d—p, alors d-=. J\, & l'équation devient yy— xx
4-l^=o

,
qui eft l'équation à l'hyperbole équilatere par

raport à (es diamètres : il ya+^^ } quand c'eft le premier
diamètre, &— ~ dd 3 quand c'eft le fécond.

xy— ab= o, ovixy— aa=iO eft l'équation à l'hyperbole

par raport aux afymptotes, & l'hyperbole eft équilatere,

quand l'angle des afymptotes eft droit.

Pour la Parabole.
27. AYant l'équation yy

—px= o de la parabole AC par fig o RB
raport à fon diamètre AB 3 fur lequel font les AB (x) , îon xxvi 1.

paramètre eft AP—p 3 \es ordonnées font BC (y) faifant

l'angle donné CBA avec le diamètre BA ; trouver l'équa-

tion à la même parabole AC par raport à la ligne droite ON
donnée de pofirion fur le même plan , dont l'origine eft O.

II faut mener par O la ligne OLM parallèle à AB
3
tirer

par le fommet^ la ligne AL parallèle aux ordonnées BC 3

prolonger l'ordonnée CB jufqu'à la ligne ON , & elle cou-

pera OZM en M', prendre fur ON une ligne déterminée

OF qu'on nommera /, élever FG parallèle aux ordonnées

NC 3 & on nommera la ligne connue F G (g) ; elle détermi-

nera OG qu'on nommera h : toutes les autres lignes âela,

figure 17 font ici inutiles. On fuppofera 0N= u 3 NC=n^y
la donnée AL= 1 3 & la donnée L0= i 3 les triangles fem-

blables OGF 3 OMN donnent OF (f) . ON (u) : : FG (g) .

NM= fw, &OF(f).ON(u) ::OG(h). OM= juî Von
aura donc BC=NC—NM—MB= ^— ju — 1 3 &
AB=OM—OL= ±u--i. Celafuppofé

5

Il faut mettre dans l'équation yy— px= o le quarré de
là valeur de BCi la place de yy 3 8c la valeur de AB à la place

de xi et l'on aura ^— -
f
g
- uz^— 2/2^4-

f/
uu +• *jr u •+• U= 0.

— *?»+ ip

C'eft l'équation à la même parabole AC par raport à la

h'gne ON*
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r e m a r q^u e.

4-iS UN remarquera que le coëficient |£ qui multiplie le terme

uu eft toujours égal au quarré de la moitié du coëficient ^

,

qui multiplie uz^, & qu'ils doivent avoir des lignes differens
j

l'expreflion même le fait ici connoître : mais dans tous les

cas où l'expreflion ne le fait pas connoître, il n'elt pas moins

neceilaire que cela fe trouve • autrement l'équation ne feroit

pas à la parabole -, en voici la raifon : Pour réduire l'équation

précédente qui eft à la ligne ON différente du diamètre AB
à l'équation yy—px= o

,
qui eft l'équation fimple au dia-

mètre AB 3 il faudroit faire évanouir les termes où ^ell

linéaire , en fuppofant l'ordonnée BC (y) = x.— /«— h
ou y+-y *-»- l=z>ï &il fauten même temps que le quarré utt

de la féconde inconnue u s'évanouifïe -

y
or cela ne fçauroit fe

faire, comme on le peut voir en faifant foi-même l'opération,

que le coëficient qui multiplie uu 3 ne foit égal au quarré de

|a moitié du coëficient qui multiplie.^, (& que ces coëficiens

n'ayent des lignes differens.

Pour l'hyperbole par raport à [on premier diamètre.

4 i 9- AY a n t l'équation yy— ~ xx -+- ± dp= o de l'hyperbole

Figure AC par raport à fon premier diamètre A&. = d 3
fur lequel

xx vu. ônt p rjfes }es coupées KB— x depuis le centre K 3 fon pa-

ramètre eft A P= p , les ordonnées font BC=y faifant

l'angle donné CBA avec le diamètre prolongé aA ; trouver

l'équation de la même hyperbole par raport à la ligne droite

ON donnée de poficion.fur le même plan , donc l'origine eft

Je point fixe 0..

Il faut mener par O la ligne OM parallèle au diamètre

&AB, prolonger l'ordonnée CB en N qui coupera OLM
eniVf , tirer par lefommet A la ligne AL parallèle aux or-

données NC3
prendre fur CWja ligne déterminée arbitraire

OF qu'on nommera^ élever FG qu'on nommera g parallèle

aux ordonnées . elle déterminera OG qu'on nommera è ; on
mènera auffi O/wzpar parallèle aux ordonnées NCi toutes

les autres lignes de la figure 27 font ici inutiles : on fuppofera

ON=u,NC= zj les données AZ=BM= l } Ol= Ki
= ii les triangles femblables OGF3 QMN donnent comme
-ç^defTus NM^=-j.u 3 M=jW, ainfi Ton a l'ordonnée
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iflC=-=^—I »— /, KB—OM—0/=/^—/£=£«— ij

cela fuppofé,

Il faut mettre dans l'équation j/y — j**-**:* ^= 0, au

lieu de BC(y), fa valeur^— ig— /; & au lieu de iC^ (x)

fa valeur | u— i 5 & l'on aura

^— « UZ^ 1-K+ff UU^r^f U «+- //= O.

—-
dff

uu *+•
rf/

»
rf

C'eft l'équation i la même hyperbole AC par raport à la

ligne ON différente du diamètre AKa.

Pour Vhyperbole par raport a fon fécond diamètre.

DKd ( $) eft le fécond diamètre de l'hyperboleAC} Dp (t) figûrs
eft fon paramètre, £C eft l'ordonnée (*), K& {y )= BC eft xxvu.

la coupée j Se l'équation par raport à ce fécond diamètre eft

xx— -yy— ^7r==o. Il faut trouver l'équation à la même
hyperbole par raport à la ligne On fur le même plan , dont

eft l'origine.

Il faut mener par la ligne Oim parallèle au fécond dia-

mètre qui rencontre le premier diamètre A& en /,&l'ordon-

née£C en m'-> il fautprendre 0/d'une grandeur donnée qu'on
nommera/, mener/g qu'on nommera g parallèle à As. -, elle

déterminera Og qu'on nommera h', les autres lignes de la

figure 17 font ici mutiles : on fuppofera On= «, nC= ^,
Ki= mlZ=l 3 & Oi= 1

:

, & l'on aura comme dans les cas

précedens »w= |«, 0>«= //2 == £ # , £C= ^— 1«— /,

& JC/3= i?C= ^ «— fi cela fuppofé

,

On fubftituera dans xx — jij/y-^-iJv = o, au lieu de

at=j8C, la valeur de /gC=^— 7*— / i & à la place de iC£

ou BC {y ) la valeur de K&= | »— *'
3 & l

'

on aura

j^_««^-^ i/^H-f* uu + fu + ll=:o.

Wf *f *

— iJV
C'eft l'équation par raport à la ligne 0» différente du fécond

diamètre Dd; & elle ne diffère de la précédente, qu'en ce

que— j JV a ici le figne—-,

Tome II, M
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R E M A & Q^U E S.

I.

43 *• DAns l'hyperbole équilatereoù d= ^=ps=^^ l'équa-

tion du premier & du fécond diamètre devient par raport à

la ligne ON ou On
,
^— j^K— 2^-*"// ** +* t u "+" ^== °*

ff UU->ry-U— //

Il y a +-\dd quand c'eft, le premier diamètre, &— ~dd
quand c'eft le fécond diamètre.

IL

43 !• Comme les quarrés des deux inconnues doivent fe trou-

ver fous differens fignes dans l'équation à l'hyperbole par

raport à Ces diamètres ^ il faut que le coëficient^— ^7°^
multiplie uu foit moindre que le quarré de la moitié du
confident — ££, qui multiplie»^ dans les cas même où l'ex-

prefïîon ne le fait pas voir d'abord comme ici j autrement
l'équation ne feroit pas à l'hyperbole,

Pour l'hyperbole par raport aux afymptotes.

43 3- AYant l'équation xy— ab— o de l'hyperbole cPC par
ïigure raport aux afymptotes KB (fur laquelle font prifes les

x —KB)& Kb à laquelle font parallèles les^= BC 3 ou

KQj=a 3 ècQJ7= b; trouver l'équation delà même hyper-

bole par raport à la ligne ON donnée de pofition fur le même
plan dont l'origine eft le point fixe O.

Il faut mener OM parallèle à KB}
prolonger CB jufqn'en

N qui rencontrera OM en M; mener par O la ligne OL
parallèle à CiV.qui rencontrera BK prolongée au point Z;
prendre OF d'une grandeur déterminée qu'on nommera /,
élever FG 3 qu'on nommera g parallèle à CNh elle détermi-

nera OC qu'on nommera h ; on fuppofera enfuiteles données

KL s=.i 3 OZ= l, & les inconnues 0N=:u 3 NC=z^3 &
l'on aura comme dans les cas précedens NM =fu 3 OM
a= $ru 3 BC=^-— g

f
u— / , KBr= LB ou OM— KZ= ±»

m*, i ; cela fuppofé

,

Il faut fubftituer dans xy— ab= o 3
au lieu de x(KB) &

de y {BC) 3
les valeurs de KB= b

f u— i> & de BC=a^

XXVIII.
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+&*—&
h h

ç'eft l'équation de l'hyperbole entre les afymptotes par ra-^

port à la ligne droite ON différente des afymptoces.

POUB. 1,'E L L I P S E.

434. A^ant l'équation yy -+- Ixx— \dp*= o de l'elliple par figure
raport à Ton premier ou fécond diamètre Aa.= d{\\ n'im- xxix.

porte pas) dont le paramètre efl AP—p>\çs coupées font

XB= x 3 les ordonnées BC= y, trouver l'équation de la

même ellipfe par raport à une ligne droite ON donnée de

pofition fur le même plan dont l'origine eft le point fixe O.

Il faut mener par O } OM parallèle au diamètre A&, pro-

longer CB en N qui rencontrera CJWenM '•> mener par O ,

OL parallèle à CN h prendre une ligne déterminée OF qu'on

nomraera/i élever FG qu'on nommera g parallèle à NC> elle

déterminera OG qu'on nommera h h on fuppofera aulîi OL
*=BM=zl, KL= i 3 ON=u, &c NC= ^ } ôc l'on aura

J?C= ^— £«—•/, & KB= LB ouOM—KL =p u— /.

Cela fuppofé,

On fubftituera dans j/y-4- £ xx—^^=0, à la place de

JBC (y) 3 fa valeur 5^— ^«— /i & à la place de KB {x) fa.

valeur j-u — /'

3 & Ton aura

^

—

f-uz^— 2/^-*- fêuu -*- y- u •+• ll-sss
i

c'eft l'équation de l'ellipfe par raport à la ligne ON difFe*

rente du diamètre A&.

Remarques fur l'équation précédente.

I.

43 5» C^mme les quarrés des deux inconnues doivent être dans

l'équation à l'ellipfe fous le même figne, le coëfîcienr^

-*- fe qui multiplie a» doit toujours furpafïer
(
quand même

rexpreffion ne le feroit pas voir comme ici ) le quarré de la

moitié du coëficient— y.

Mij
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I I.

Oà l'on fait voir la manière de trouver l'équation du cerclepkr

raport à une ligne différente de fon diamètre.

droit, OF (ff)==FG {gg)-JfOG {hh)i ainfi mettant au

lieu de hh fa valeur//

—

gg 3 & d à la place de/ 3 l'équation

devient ^

—

yuz^— i/^-*-«» -*-^« -+- // =o
7

^fu +• ii

— idd
c'en; l'équation du cercle par raport à la ligne ON différente

du diamètre A&.
S'il n'y avoit que la ligne OGM parallèle au diamètre Az^

et que l'angle MON fût nul -, alors OF (f) devient OG{h)^
& FG (g) devient zeroj par confequent l'équation précé-

dente au cercle devient ^— ilz^-t- uu— liu -\-ll= o.

+ ii

— \dd

Remarques générales fur tout le Problème précèdent y

& fur fes ufages.

I.

43 7- vJUanç au lieu de l'équation par raport à une ligne

Figure droite ON, qui eft oblique par raport au diamètre des
xxvii. fcdions coniques , on veut l'équation par raport à une ligne

kxix.' droite OM parallèle au diamètre Az $
il eft évident que dans

"ce cas, F G (g) devient égale à zéro, que OF (f)ScOG (h)

deviennent la même ligne, ainfi dans les équations précé-

dentes il n'y aura qu'à effacer toutes les grandeurs où fe

trouve g comme étant zéro, & faire partout f=b, &. les

équations deviendront celles que l'on demande.

I I.

438. D'où l'on voit que quand le terme ux^ manque dans une

équation aux ferions coniques,, & que cependant il y a outre

les quarrés z$ 3 uu, des termes où ^& u font linéaires, c'eft

une marque certaine que la ligne OM à laquelle l'équation

marque le raport, eft parallèle au premier diamètre A* ou
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au fécond diamètre dans l'hyperbole & dans l'*el'lipfe

, & au

diamètre AB dans la parabole.

III.

Dans le même cas où «^ ne fe trouve pas, toutes les

grandeurs où eft g devenant zéro, &: /"devenant égale a h y

la fraction qui multiplie uu marque toujours le raport du pa-

ramètre au diamètre dans l'hyperbole &: dans l'ellipfe -

y
car

alors le terme où eft uu devient necefTairement Jp ?- uu 3— dans l'hyperbole , & -+- dans Tellipfe
^
parceque

fô uu
devient zéro , & IjZ ff

?

f
uu devient Ip £ uu , à caufe de hh =ff.

Si dans le même cas uu n'a aucun coëfîcient, l'hyperbole eft

équilatere , & dans l'ellipfe le diamètre eft égal au para-

mètre ; & fi l'angle des ordonnées & du diamètre eft droit

,

l'équation de l'ellipfe devient l'équation du cercle.

IV.
L'ufagc des équations de la parabole, de l'ellipfe & de l'hy-

perbole & du cercle par raport à leur diamètre & par raport

à une autre ligne que le diamètre
(
qu'on nomme ordinai-

rement les lieux géométriques du premier genre) eft, i°. pour

connokre tout d'un coup, quand en réfolvant un Problême
on trouve une équation qui appartient à une fection conique

5

pour connoître, dis je, (1 c'eft une parabole, ou une hyper-

bole, ou uneellipfe,ou un cercle: car quand l'équation qu'on

trouve eft femblable à quelqu'une des équations des fecîions

coniques par raport au diamètre, & n'a pas plus de termes,

on eonnoît d'abord à quelle fe&ion conique appartient

l'équation qu'on a trouvée j & quand l'équation qu'on

trouve a plus de termes que n'en ont les équations fimples

des fe&ions coniques par raport à leur diamètre, on con-

noîtra en comparant l'équation trouvée avec les équations

des ferions coniques par raport à une autre ligne que le

diamètre , à quelle feclion conique elle appartient
^
par

exemple, fi u^ne s'y trouve pas, &. qu'il n'y ait quelequarré
de l'une des inconnues, c'eft une parabole

y
(i les deux quarrés

des inconnues s'y trouvent fous un même figne, c'eft une
clliple 3 fous differens lignes, c'eft une hyperbole par raport

au diamètre : (i les deux quarrés ont le même figne, & n'ont

aucun coëfîcient, de que l'angle des ordonnées foit droit
>

c'eft un cercle. Quand uz, s'y rencontre, après avoir ôté le

coëfîcient de l'un des quarrés des deux inconnues , s'il en

M iij
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avoit un, on connoîtra que 1 'équation eft celle de la parabole,

cjuand la fra&ion qui eft le cocficienc de uu eft égale au
quarré de* la moitié du coé'fîcient de uz^-

y
que l'équation

appartient à l'hyperbole quand elle eft moindre, ôc à Tel-

lipfè quand elle eft plus grande
^ ôc que (1 les deux quarrés

des inconnues n'ont pas de coëfïcient &. ont le même ligne,

l'équation appartient au cercle. z°. Pour tracer les courbes
de ces équations, quand on a découvert, comme on vient

de. le dire, fi elles appartiennent à la parabole, ou à l'hyper-

bole, ou à une ellipfe, ou au cercle: car 11 l'équation qu'on
a trouvée eft fîmple , ôc appartient à une fe&ion conique par
raport au diamètre, on la tracera par les articles 360, 361.
Si l'équation trouvée appartient à une fection conique par

raport à une autre ligne qu'au diamètre, on regardera celle

des équations des fections coniques par raport à une autre

ligne qu'au diamètre, à qui l'équation trouvée eft femblable,

comme étant la même équation que l'équation trouvée, èc

la figure de la fe&ion conique de la première de ces deux
équations , comme étant la figure de la féconde , c'eft-à-dire

,

de l'équation trouvée. On iuppofera les termes correfpon-

dans de ces deux équations égaux entr'eux -, 6c par les valeurs

des indéterminées fs g 3 i 3 l , d 3 p, que feront trouver les

équations particulières de la fuppofition des termes corref-

pondans égaux, on aura la valeur du diamètre d & du para-

mètre p de la fe&ion conique de l'équation trouvée, & le

centre de cette fection conique
,
quand elle en a un , & on

pourra la décrire par la méthode des art. 360, 3 6 1 , en fair

Tant à l'exemple des figures 27, 28 & 2 9, une figure propre à
l'équation trouvée. L'on remarquera que l'angle des coor-

données eft toujours donné ou arbitraire , ce qui eft cau/è

qu'il fuffit de déterminer les valeurs des lignes OF (/) , FG (g)

des figures 27, 28 èc 29, pour avoir la valeur de la ligne OG (h),

V.

Ad. r. Comme l'on a fuppofé dans les équations du Problême
précèdent les grandeursf} g }

h 3
&cc. pofitives, quand la com-

paraifon des termes correfpondans de ces équations avec

ceux de l'équation qu'on trouve dans la réfolutiond'un Pro-

blème, fait trouver les valeurs de ces lettres négatives ou
une partie -

t
cela marque qu'il faut tracer les lignes repréfen*.
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técs par ces lettres négatives du côté oppofé à celui où on
les a tracées dans les figures 27, 18 6c 29.

V I.

441. On remarquera enfin que quand on compare une équation

d'une fection conique à celle des équations précédentes qui

lui répond , & que la première n'a pas tous les termes de la

féconde j
on fuppofera dans cette dernière, que les termes

correfpondans à ceux qui manquent dans la première , fonc

égaux à zéro $ ce qui fera connoitre les lignes égales à zéro,

de celle des figures 27, 28 & 29, qui eft la figure de la fé-

conde équation
; & quand FG (g)= o, la ligne OF(f) tombe

fur OG (/;), £c elles font égales, &^-= i , ce qui arrive quand
le terme u%^ manque dans l'équation. Quand le terme 2/2^

manque dans l'équation , alorsBM ( / )= o, & la ligne OGM
tombe fur le diamètre AB; & fi en même temps le terme
où eft «^manque aufîi , les trois lignes AB, OGM, OF 3

n'en

font qu'une, qui eft le diamètre AB &OG[b) — OF [f).

Par exemple pour comparer l'équation yy— —j^= o

,

qui eft l'équation d'une parabole*, avec l'équation de la * 440.

parabole ^— ^ u ^— 2 /^ •+- ff uu -h -^ u -4- // = o
3
Fioni

hp • >» X X Y I I*

y U •+ lp

on prendra^ pour l'ordonnée %^ & # pour la coupée u } 6c

le terme 2/2^ manquant, on fuppofera 2/2^= o , ce qui don-
nera AL ( /)= o j 6c de plus le terme u z^ manquant auffi

y

OG(h)= OF (/), 6c les trois lignes AB , OGM 3 OFN ,

n'en font qu'une j le terme ££*# eft aufïi égal à zeroj Ôc

puifque/=o, les grandeurs^ 6c //font chacune égal à
zéro ^ 5c à caufe de /? =/, la grandeur— ^u devient —pu,

JUnfi les deux équations à comparer ferontyy— **%£*= o ,

êc ^— pu-*~ip=so : L'on aura donc , 1
Q

. £ = p ', ainfi le

paramètre de la parabole de l'équation propofée eft égal à

J-.
2 . -+- //>= — g • & mettant la valeur de /s on aura g= — ïf > & -^ * ( =— f•*• Le figne — marque qu'il

faudra prendre iA (i =— 4*0, non p as en allant de /

vers A , mais en allant du côté oppofé de i vers (a)
}
& le

fommet delà parabole de l'équation propoféeferaen(a). On
pourra la décrire par la méthode de l'article 360 ,

puifque

Ton a fon diamètre 6c fon paramètre, 6c qu'on fuppofe que
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l'angle des ordonnées , &. par confequent celui de la tan-

gente au fommet qui lui eft égal , eft donné ou arbitraire.

PROBLEME VIII.

Où l'onfait voir l'ufige desformules précédentes 3 & oà l'on donne

une manière [impie& facile de tracer toutes Us fetlions

coniques par un mouvement continu.

443. FAE 3 FBE font deux angles quelconques formés chacun
Fig.xxx, par deux règles, attachés fur un plan aux points fixesA &.B
& xxxi. fur lefquels ils font mobiles

;
en faifant en forte que les deux

côtés AE3 BE pendantieur mouvementfe coupent toujours

fur la ligne droite donnée E D qui rencontre la ligne A

B

qui joint les deux points fixes A & B en un point D diftingué

de ces deux points
7

il faut trouver l'équation de la courbe

que forment les deux autres côtés AF 3 BF par leur point

Je concours F pendant le mouveme-nt de ces deux angles

mobiles fur les pôles A èc B.
II faut bien remarquer que les deux côtés AE 3 BE (

qu'on

appellera les premiers ) ou leurs prolongemens AS,BV3 font

toujours ceux qui doivent fe couper fur la droite donnée DE,
& que les deux côtés AF3 BF (

qu'on nommera les féconds
)

ou leurs prolongemens AP3 BM 3
font toujours ceux qui

décrivent la courbe en fe coupant pendant le mouvement
des angles dans les points F 3 qui forment la courbe.

Fig.xxx. Pour refoudre le Problême, je remarque que quand les

premiers côtés fe coupent au point D, ils ne font qu'une

même ligne droite qui eft la ligne AB qui paiTe par les pôles

A & B y & que dans cette fituation les deux féconds côtés

A F3 B F deviennent AC 3 BC 3 6c font déterminés de pofi-

tion & de grandeur- pareeque l'angle BACePc égal à l'angle

donné FAE 3 & CBA eft égal à l'angle donné FBE. Dans
la figure 31 , où le point D de la ligne DE eft dans le prolon-

F 1 g« re gementde BA 3 lorfque les deux premiers côtés fe coupent
xxxi. au point Z), & ne font qu'une m-eme ligne qui eft BAD, le

côté AE étant furAD 3
l'angle donné EAF', devient l'angle

DAC 3 & le côté AF tombe fur AC ; mais le côté BE tom-
bant en même temps fur BD , le fécond côté BF ne peut

plus être coupé par le fécond côté AF ; c'eft le prolongement

JBM devenu BC du fécond côté FB, qui eft coupé par le

fécond
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Tecond côté AF devenu AC : C'eft pourquoi l'angle ABC
eft égal à l'angle EBM complément à deux droits de l'angle

donné FBE 3 &C non pas à l'angle donné FBE 3 & le trian-

gle ACB eft entièrement donné.

Cela fuppofé
,
pour trouver l'équation de la courbe que

forment les points de concours F, je prens pour la ligne des

coupées la ligne droite DE déterminée de pofition, & je

prens fon origine au point D où elle rencontre la donnéeAB3

& je fais les ordonnées tirées des points F fur ED , comme
l'ordonnée FI, parallèles à la donnée AB i j'en tirerai cet

avantage que l'équation me fera connoître, fi les points fixes

ou les pôlesA dcB font eux-mêmes dans la courbe -

y
puifque

fi la courbe palfe par A ôc B 3 DA & DB feront les ordon-

nées de ces deux points
;
je connoîtrai autli par la même

équation que le point déterminé C eft un des points de la

courbe.

Soit donc la coupée Df=u 3
l'ordonnée FI~z 3 \es don-

nées AD= a 3 DB=b 3 DN= c 3 AN=.d 3 DR= e?

BR=f. Pour former les équations particulières qui me
doivent donner l'équation du Problême, je remarque (fig. 30.)

que les deux angles CAF 3 DAEfont égaux, puifque CAD
Se FAE font fuppofés égaux

3
6c par la même raifon CBF

eft égal à DBE\ ainfï pour faire des triangles femblables, je

tire FG qui faiTe l'angle AFG= AET) 3 & par confequent

AGF =ADE 3 &de même FH qui fa{fcBFH=BED

,

&L BHF = BDE; ainfi j'ai les triangles femblables AFGS

AED 3 & BFH 3 BED. Je prolonge BC jufqu'au point R s

où elle rencontre ED prolongée , & je mené par F la ligne

KFZT3 parallèle à EDR ; ces lignes me donnent d'autres

iriangles femblables, comme ADN 3 LGF 3 &c.
Mais dans la figure 31. les angles DAC&.EAF étant fuppo-

fés égaux , en ajoutant à chacun l'angle commun CAE 3 les

angles DAE, FAC font égaux : Je mené FG de manière que
AFG= AED & EGA= EDA 3 & j'ai les deux triangles

femblables AFG 3 AED. De même l'angleABC eft fuppofé

égal à l'angle EBM comblement à deux droits de EBF'; ainfi

ajoutant à chacun l'angle EBC, j'aurai V&ngleABE—CBM
qui eft égal à fon oppofé au fommet FBHi je tire FH de

manière que BFH^BED £c FHB= BDE 3 & j'ai les

Tome II, N
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deux triangles femblablesBFH

y
BED : Je mené auffi ZFKT,

parallèle à EDI3 & je prolonge AC jufqu'à N 3 & BC ju£,

cju a Ry ce qui me donne d'autres triangles femblablesADN?
JQN3 QFZ 3 àcaufe des parallèles 3 &cGFZ 3 ADN; parce-

queAND eft égal à fon alterne GZF 3 & queADN eu; égal

par la conftrudion à FGZ 3 comme auffi BDR,BKT3 à caufe'

des parallèles , 6c BDR , THF J parceque i?icZ>= i?rr à,

caufe des parallèles , & que ^X)i^ le même que BDE effc

égal à FHT le même que FHB= (
par la conftrudion

)

BDE. Je fuppofe à prefent l'inconnue DE=xi les triangles

femblables me feront trouver deux valeurs différentes de

DE (x) defquelles faifant une équation, elle fera l'équation

de la courbe.

FicXXX. Les triangles femblables BDR 3 BKT3 donnent DB [b).

DR (e) : : KB (b— zj . KT= kf* -, ainfi FT = «"^-fr -

& £>i? ^; . BR (f) : : KB (b—xJ.BT=: b±=p. Les trian-

gles femblables BDR 3 THF , donnent BR (f) . DiÊ (e) : :

FT (b-fr**). TH = tgsffis&g . d'où l'on déduit J?if

= BT — TH = <ifF-rr~- b

b

<<+"~^b<*
t ii s donnent encore

^iJ (09 . J?D ^; :: FT (
h"1' hu

). FH= l

'^f^.
Enfin les triangles femblables BFH 3 BED 3 donnent i?Jf

«i.r^I/AV^-.^. »
c>eft la première valeur de JMf*;.

Les triangles femblables ADN
3 AKZ 3 donnent AD (a).-

DN (c) : : AK (a+ *J.KZ= **£ -, d'où l'on déduit ZF
=5 «»^-«ff. ils donnent encore y4D f*,} . ^iV f^ ; : ^2t

(a-*-zJ. AZ~ "±ï±> r Les triangles femblables ADN,
ZGF, donnent auffilrfJV^ . DN (c) :: ZF (

"+*—
J.

ZG = '"-^-«f»
j d'où Ton déduit AG = AZ — ZG

s==
^f^^^f^ n s donnent encore ^iV^ . AD (a)

: : ZF f
a
-
c^ ey MH

J . FG= «<*«-«" Enfin les triangles fembla-

bles AGF, ADE, donnent AG (
«—«** *£+***-*«

) . jeG
(—Z«-V • •• ^i> fol. a* W = ^fSÈ-?^t^
= iÂl*«-të-&+ tff , où fuppofant — f r -h^ = 4- xx

,

& _i- g e ff— — c c l'on il
-^ H- <<tf»*^t c j^ -A^-t/^-M,
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qui fe réduit à— albeuu -h aabce^u— a>bnu — a*CuiÇj= o

j

-H Pacuu -h ahiz^u +- a lbceu «+• bbvj^ez^

-+ abbcezu •+• ab*xxu •+• aabcuz^
-*- b'iuczjt— ab'ceu — <*Vees^

•+• abbxx,ez^— b^K^es^

-H <z^ f e e— œb*x,x,e

C'eft Téquation de la courbe pour la figure 3 o ,
qui fait voir

qu'elle efl: une fe&ion conique.

On trouve pour la figure 3 1 , en fe fervant des triangles

femblables marqués par les mêmes lettres , D E (x) =a
— <itu +*dcx~ nie l,iit — l h t\ -*-b\e _A r,,nnr»-

r- scH+ctî -ddn- *" *• *dd *<»- «*-t-/A-*-4«-4// >
OU 1UPPU

fant— ee-*-ffz=z + ii. bece— dd— w, Ton a
-*«•+*«*-***

^-^4.^ u j fe réduit à

jl . — tiïbewu +• aabcez^c -+ dîbuu •+• <&*ree2^= o -

9

**- afreuu— ahtzji — iïbceu +• bb-wuezg^

— abbcezu -t- atfxxu— *fe?£f g g 2^

*— b\xzji 4- *£Vfff— ^3 ^ Ê Ê ^— abby.xex^

4- *' b c e e

-H ab %yLY.e

C'eft Téquation delà courbe pour la figure 31 ,
qui ne diffère

4e la précédente que par quelques fignes.

Pour connoitre fila courbe pajje par les foies A ^ B.

£,N fuppofant que /D^=ao, l'on aura le feul dernier

terme de chacune des équations précédentes. Celui de la

première étant divifé par— aacit~>r bb-we
y
donne Téqua.

tion déterminée s^-ir az^— ab= o , dont la racine pofitive

^= b sss BT> ( fig. 3 o) , & la négative 5^=— a = A V
$

ainfi la courbe paiTe par les pôles A&.B. Le dernier terme

de la féconde étant divifé par^^ee-t- bbiute, donne Téqua,

cion déterminée 2^

—

az^-h ab= o, dont les deux racines

font pofîtives, parcequ'elles font du même côté de l'ori-

gine D (fig. 31 ) . La première eft z^sasszDA -, la féconde

N ij
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2 == b= Di?5 d'où l'on conclut que la courbe pafTe par jf

Pour connoitrefi le point C du triangle déterminé ABC
efi dans la courbe.

ïig.xxx. rL N menant par C la ligne C/â parallèle à la ligne des cou*
pées EDI 6c Cfr parallèle aux ordonnées IF, DBi fuppo-

fant C$ = D£ = u, & C^==J)/3 = ^, & nommant les

autres lignes comme ci-deiîiis, les triangles femblables BDR y

B&C, donneront DR{e). $C (u) : : D B {b) . i?/3=^5
d'où l'on déduit Z>/3 {zj = JDB— BQ> = £=*». Les trian-

gles femblables ADN, AfcC, donneront auiTiZ)iV(f) . C/3(«)

z: AD (a) . AÇ>= ç ; d'où l'on déduit D&'( zJ=A$—AD'
B^fl=£=».i£=*i

1
d'où l'on tireX)JN(a) =^|fe,ôcJNC(^)

tss 1^—^. Or l'on trouve précifément les mêmes valeurs

de « & de 2^en fuppofant J'G( -",y ,i ~',f

)
, & .FH' (^-^s^i')

5

chacune égale à zéro, ce qui doit arriver dans la formation

de la courbe quand le point F qui la décrit fe trouve au

point C; ain fi la courbe pafTe au point C.

Si on vouloit fçavoir les points où la courbe rencontre la

ligne E DR, il n'y auroit qu'à fuppofer dans les équations

précédentes x= o, & les deux -valeurs -de u que l'on trouve-

roit par cette fuppoflrion , marqueroient ces points $ fi l'on

trouvoit les valeurs de u imaginaires, ce feroit une marque
que la courbe ne rencontreroit point EDR. Si on trouvoit

«Jeux valeurs égales pofitives ou négatives de u, cela feroit

voir que ED toucheroitla courbe au point auquel u auroic

ces deux valeurs égales.

Pour connoitre les cas où la courbe efi uneparabole , ou une ellipfe^

ou une hyperbole 3 & pour en trouver le paramètre

& le diamètre.

X L faut faire en forte que le quarré de l'une des deux incon-

nues , comme ^, n'ait pas d'autre coëficient que l'unité , &
l'équation fera pour là figure 31*.

•^raabce"\ — aabca) ' 4-albtz)

— abbce \^—abbMe
j

* a^ci +.aPxx] -*-^Wj~

aa ctt -+- bb^x,e
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Êc comme Ton peut exprimer les eoëficiens qui font con-

nus par d'autres grandeurs connues plus fimples_,* on expri- * 175,

mera le coëfïcient du cerme u z^ par ~i • celui du terme ^
par iq , celui du terme uu par ~£ ; celui du terme u par s 3 6c

enfin le dernier terme par tt 3 & l'on aura l'équation abré-

gée 2^.

—

ir**^— 1^— Tn uu ^Z su±tt= o, qui contient

toutes les équations aux fe&ions coniques par raport à une
autre ligne qu'au diamètre 3 n'y ayant que la diverfité des

Cgnes, les difFerens raports des cocficiens, & quelques ter-

mes qui peuvent quelquefois fe trouver nuls ou égaux à zéro,»

qui la rendent propre à l'une des fedions coniques plutôt

qu'à l'autre.

Quand ^- eft pofitive & égale au quarre ~~ de la moitié

de *^~. la fe&ion conique eft une parabole. * * 440.

Quand £ eft pofitive &: furpallè ~, c'eft une ellipfe, * * 440,

Quand ~- eft négative , c'eft une hyperbole par raport

à l'un defes diamètres,.* &- non pas par* raport aux afym- * 44o^
ptotes;

Si on vouloit trouver le paramètre, quand c'eft une pa-

rabole -, le paramètre & le diamètre, quand c'eft une hyper-

bole ou uneellipfe, il n'y auroit qu'à fuppofer chaque terme
de l'équation abrégée (excepté le premier) égal au terme
qui lui répond dans l'équation correfpondante du feptiéme

Problême*, 6c déterminer par ces équations les valeurs des * 4i^
indéterminées f3 g 3 i 3 1 3 d 3 p 3 &.là valeur de p feroit le para-

mètre , celle de <? feroit le diamètre. Mais comme l'on n'a'

befoin de ces chofes que pour décrire là fe&ion conique par-

la méthode des art. 360, 3 6 r , & que la pratique du Pro-
blême que l'on traite ici, donne la defcription facile de la

fedion conique
j il eft inutile de les expliquer ici plus au long.

La maniera de trouver les axes-avec leurs paramètres dcs-feclions

coniques décrites par la méthode précédente-.

4^44» IL faut remarquer pendant que Ton fait la defcription de k Fisçr*

courbe, la iîtuation où les féconds côtés Af3 Bf'font parallèles
x x x l *'

entr'eux , & en même temps le point M où fe croifent les

deux premiers côtés, lorfque les féconds font parallèles
3 &

lés laiftant dans cette fituation , faire décrire une circonfé-

rence AMBNA au point M-> ou ,.ce qui revient au mêmeT

Niij
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& ce qui eft plus facile , il faut tracer la circonférence

AMBNA fur la corde AB 3 de manière que l'arc AMB
(du côté de la ligne donnée DE où fe coupoient les deux

premiers côtés
,
pendant que le point de concours des fé-

conds côtés décrivoit la courbe ) foit capable d'un angle

AMB y qui faiïe avec les deux angles donnés EAF> EBF>
quatre angles droits. Il faut enfuite tirer par le centre O de

ce cercle la ligne NOMD perpendiculaire à la ligne donnée

DE; & ayant mené par le point M où elle rencontre la

circonférence, les droites MA s MB , il faut faire l'angle

MAfégû à l'angle donné EAF 3 & MBf~ EBF > & les

deux lignes Af, Bf feront parallèles : car l'angle AM B
faifant deux droits avec MAB 3MBA 3

il faut que les deux

qui relient BAf 3 ABf faflent auffi deux angles droits
,

puifque AMB fait quatre angles droits avec MAf3 MBf>
par confequent Af3 Bf font parallèles. Or l'on va démon-
trer par l'Analyfe que l'axe ou l'un des axes de la courbe

décrite par le point F 3 eft parallèle aux lignes parallèles Af,

Bf3 d'où il fera facile de trouver l'axe dans la courbe dé-

crite par le point F.

La corde AB qui joint les deux pôles eft donnée , 6c

les angles AMB 3 MAf3 MBf font auffi donnés ,
puifque

les angles EAF, EBF 3 aufquels les deux derniers font égaux,

font donnés ^ 6c de plus la ligne DE eft donnée de pofî-

tion j c'eft pourquoi la circonférenceAMBNA eft donnée,

fon diamètreMN eft donné , les lignes ND 3MD font don-

nées , comme auffi AM 3 MC 3 BM 3 ML ', & menantAN 3

BN 3 ces lignes font auffi données j enfin tirant AK perpen-

diculaire fur/i? prolongée en K 3 AK 6c BK font données.

Il faut encore tirer FH perpendiculaire fur BH qui ren-

contre Af en G h 6c enfin tirer du point E fur AMC pro-

longée la perpendiculaire El ; ces chofes fuppofées

,

On nommera les données DM{m) 3 DN (n) 3 AK (a) t

KB{b) 3 MC(c) i CD {d)>DL{e)ML{f)h & les incon-

nues DE(x), AG (a) } FG ( 0- Les triangles rectangles fem-

blables DMC,CEI}
donnent MC{c). CD (d) :: CE(x-d)

. Ç/=s*iz£[. àcMC(c). DM (m) ::CE{x— d). El=
"*-/?

> Les triangles redangles MDC 3 MAN étant fem-

fclables à caufe des angles égaux oppofés au fommet DMC y

rdMN , l'on a MC{c). MD [m) :: MN(n—m).AM
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7
d'où l'on déduit AI === AM+MC+ CI =

*,n- mm

+

t, +.**-*£ ^ »*»**
}
parceque •+• jVfC ( -t- £f) =

<+- Z>JW ( -v- mm ) + CD ( -+- dd). Or les triangles rectangles

EAI 3 FAG 3 font femblables; car ôtant l'angle EAG des

angles égaux IAG 3 EAF3 les angles reftans EAI 3 FAG
font égaux , c'eft pourquoi ^/

(
**?,**

) . £/ (
sfisisj ; ; ^G (a)

, JG(0; ce qui donne Z)£ (#)= ^—^. 11 faut à prefenc

trouver une féconde valeur de DE ( x ).

Les triangles re&angles LDM 3 LEP } font femblables,

ayant l'angle Z commun
7
c'eft pourquoi ML (/) . iW"D (w)

;: Z£ (;+ *), MPms'SfJBS.^ & iWZ (/) . ZD (*) :: Z£
(?-»-*)• ZP=^ eJ^s. Mais les triangles redangles fembla-

bles MLD 3 MNB 3 donnent ML (f) . MD {m) :: MN
(72 — m ), BM= m»-™-\ d'où l'on déduit B P= B

M

•*-ML— zP=z n,n ' mm ^ F/-"" ex =a SsL^i? , à caufe de ikfZ

(+ff)=MD (mm)-*- LD(^ee). Enfin les triangles re-

ctangles .#£/>, BFH 3 font femblables
,
puifqu'en ôranc des

angles égaux EBF , MBf3 l'angle commun MB F 3 les

angles reftans EBP 3 FBH 3 font égaux ^ c'eft pourquoi

$P{"JLzti). EP {?Zfz*) !: BH=AG (u)—>BK(t>).
FH=: FG (sQ +GH= AK (a), d'où l'on tire *»
—»*n-i»"=rs— wu-j, » 4U1 aonnc

C'eft l'équâtîon de la courbe que décrit le point F 3 ( tig. 32 ),

laquelle équation appartient à l'ellipfe
,
puifque s^&^ ##

cntlemême figne -t** i & le produit a^ne s'y trouvant point,

i°. la ligne des coupées AG («) eft parallèle au diamètre*, * 4

'

g^

lequel diamètre eft l'axe, puifque l'ordonnée FG (sQ eft per-

pendiculaire à la ligne des coupées AG(u). i°. ~ (5) coefi-

cient de uu 3 marque le raport du paramètre au diamètre *
5 *+\%

& par confequent auffi le raport du quarré du fécond dia-

mètre au quarré du premier diamètre,

Quand la ligne droite DE que décrit le concours* de»

deux premiers côtés EA 3 E& 3 eft coupée par la circonfè-

440;
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renée AMBNA > quand elle eft par exemple de, l'équation

devient zj^ **- a *\.— tM "*" 7» = 0) qui appartient

_ -hm
.. f mmmm iTL. 4/

___ b d e. „ , ade -,

an-t-çn. \. ^^ dn + e»

*44o. .à l'hyperbole par raportau diamètre, pareeque*— ^uu a Ip

* 4}8« ^gne— s
^G eft parallèle à l'axe *

j
puifque #^ne s'y trouve

pas , & que FG (zj eft perpendiculaire furAG ( a )
, ôc ff ( ? )

* 339. exprime le raport du paramètre au diamètre*, comme aufîi

le raport du quarré du fécond diamètre au quarré du pre-

mier diamètre.

Quand la droite DE touche la circonférence AMBNA
& devient J\ e , alors les triangles MDC3 CEI3 MDL s'éva-

nouiiTent, & il ne refte que les triangles AEl, FAG3 MAN,
MBN3 BEP3 BFH'y 6c fi l'on fait une figure pour ce cas,

-on trouvera en fe fervant de ces triangles une équation à 1&

parabole dans laquelle #^6c uu ne fe trouvent point j ce qui

*438. fait voir que A G eft parallèle au diamètre * qui doit être

l'axe
,
puifque F G (a) eft perpendiculaire fur AG \u).

R<£MARO^UES.
445- VJUand une fection conique eft décrite , & qu'on a une

ligne droite donnée de position AG parallèle à l'axe
3
pour

trouver l'axe , il n'y a qu'à mener deux perpendiculaires à

AG qui fe terminent de côté & d'autre à la courbe , 6c mener
une droite par les points du milieu de chacune , ce fera Taxe.

Corollaire L

446. (JN peut aifément mener une tangente de la courbe par

.Figure l'un des deux pôles, comme i?, fans,même qu'elle foit tra-
XXXii. c£e 11 faLlc niener par ie p }e ^4 une droite >^£>Jufqu'à la

donnée DE (on peut facilement l'imaginer , jk. les lignes

dont on va parier
,
qu'on n'a pas tracées dans la ligure 32,

pour éviter la confufion
)
qui fafle avec AB l'angle QAB

==EAF î puis mener QJ1 , 6c tirer par B la ligne Bf3 qui

fafTe avec QB l'angle QBf=EBF, 6c cette ligne Bffera.

tangente au point B : car en imaginant la fituation des deux
premiers côtés AE 3 BE dans le temps que le fécond côté

[AF eft couché fur AB 3 ôc décrit Ja portion de courbe infi-

niment petite au point Bh i'i eft clair que dans cette fituation

i'angie
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l'angle BAQ^k égal à EAF , & QBF=EBF , & qu'à ce

moment la petite portion de courbe qui eft au point B , fe

trouve dans la ligne Bf\ &. i?/eft par confequent tangente

au point B.
Corollaire IL

Ou l'on enfeigne à décrire telle feclion conique quon voudra

dont cinq points font donnés,

\J- CjOmme l'on décrit une ligne droite dont on a deux points, Fiqurs

un cercle dont on a trois points , on peut de môme décrire par
l

'

la méthode précédente une fe&ion conique déterminée tel-

le qu'on voudra j lorfqu'on en a cinq pointsA 3 B 3 C 3 G , F,
il faut en joindre trois, A , B , C, par les lignes AB , AC y

£C 3 & prendre deux de ces pointsAScB pour pôles ; mener
par les autres points F 3 G3 les lignes FA 3FB3GA3GB s faire

les angles FAE , GAK 3 égaux chacun à l'angle CAD com-
plément à deux droits de l'angle CAB 3 & faire l'angle FBE
égal à l'angle ABg complément à deux droits de l'angle

ABC 3 & GBK = ABC ; mener la ligne droite EDK
parles points £ Se K 3 oii les lignes AE 3 BE SeAK 3 BKfc
rencontrent. Si l'on fait avec des règles des angles égaux
à EAF 3 EBF 3 Se fi faifant tourner ces anglesfur les pôlesA
Se B 3 on fait toujours en forte que les premiers côtés AE 9

BE fe coupent fur la droite EDK , il eft clair que le point F
qui eft le concours des deux féconds cotés AF 3 BF décrira

la fedion conique qui pafTera par les cinq points donnés.

Si l'un des cinq points ou une partie des cinq points étoit

dans l'une des hyperboles
3 Se les quatre autres ou l'autre

partie dans l'hyperbole oppofée j il faudroit faire les angles

. FAE 3 GAK égaux chacun à l'angle CAB 3 Se non pas à fon

complément à deux droits CAD ; Se de même les angles

FBE 3 GBK égaux chacun à l'angle CBA 3 Se la ligneEDK
pafTeroit entre les pôlesA SeB , comme dans la figure 3 o*

Avertissement.
L4.8. 3 1 au lieu d'une ligne droite DE l'on faifok parcourir au Fie ur*

point de concours E des deux premiers côtés AE 3 BE des î^?' &

angles mobiles EAF 3 EBF 3 une des ièdions coniques, la-

quelle on voudra, qui paiTât par l'un des pôles
,
par exemple

parA 3 le .point de concoursF des deux féconds côtésAF *

Tome II, G
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BF , décriroit une courbe du fécond genre, c'eft à-dire, dont

on trouveroic l'équation , comme on a fait celle des feclions

coniques , dans laquelle les inconnues auroient trois dimen-
sions 5 & fi l'on faifoic décrire au point de concours E la

courbe du fécond genre qu'on viendroit de tracer, le point

de concours F décriroit une courbe d'un genre plus élevé , 2c

ainfi à l'infini.

j4vertijfement.

Oit ne porte pas ici cette matière plus loin, parcequ'il

faudroit faire un traité entier de ces lignes courbes, & on
s'en: propofé feulement de faire voir ici quelques ufages de
TAnalyfe par raport aux courbes géométriques , & furtout

aux fe&ions coniques , & ce que l'on en a dit fnffit pour en-

tendre ce que l'on dira dans la fuite qui y aura raport, fans

avoir befoin d'autres ouvrages.

Des courbes qui ne sont pas géométriques.

449» (JUtre les courbes géométriques dont les coordonnées

font de {Impies lignes droites par le moyen defquelles on
exprime un raport commun à tous les points de chacune de

ces courbes par une équation algébrique, où les inconnues

ont un nombre déterminé de dimenfions -

y
il y a une infinité

d'autres courbes dans chacune defquelles il y a, comme dans
les courbes algébriques , un raport commun à tous leurs

points que l'Analyfe exprime par une équation -, mais ce ne

peut pas être en y employant de (impies lignes droites pour
coordonnées qui ayent entr'elles un commun raport

,
qui

puifTe être exprimé par une équation algébrique, ce feroient

des courbes géométriques, mais dans quelques-unes on fe

ièrt pour l'une ou l'autre des coordonnées , Se quelquefois

pour toutes les deux*, de lignes courbes, comme d'arcs de
cercle , ou d'arcs d'autres courbes 5 ou bien l'on fe fert de

lignes droites pour coordonnées, mais que l'on fuppofe éga-

les à des arcs de cercles ou d'autres courbes j dans quelques-

unes les abcifTes partent d'un même point , & les ordonnées
font des arcs de courbes ^ dans quelques autres les coordon-

nées quoiqu'elles foient des lignes droites ou des arcs de
courbes, elles fuppofent encore la quadrature de quelques

courbes, c'eft-à-dire l'exprefrlon des coordonnées dans l'é-

quation de ces courbes , contient Pexpreffion de la quadra-
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turc de quelque courbe divifée par quelque ligne. II y en a

' dont on ne connoîc le raport commun de cous les points , ou
de toutes les lignes infiniment petites dont leur contour efl

compofé
,
que par des lignes infiniment petites qui font des

triangles infiniment petits qui donnent chacun une même
équation

,
qui devient par le moyen des grandeurs chan-

geantes x 3 y 3 &c. l'équation de la courbe.

Quelques-uns appellent ces lignes mechaniques ; d'autres

pour prévenir le préjugé que donneroit ce nom de mcchani-

que aux Le&eurs, en les portant à croire que ces courbes

n'ont pas des propriétés & des ufages qu'on puifTe démon-
trer auflî exactement que celles des courbes géométriques,

aiment mieux les appeller tranfcendentes. Il n'importe quel

nom leur donner , èc on peut les appeller mechaniques ;

mais il eft certain que depuis î'heureufe découverte du calcul

différentiel Se intégral 3 on en démontre les propriétés auflî

exa&ement que celle des courbes géométriques , & qu'on

en fait prefque autant d'ufage dans la Géométrie & dans les

fciencesphyiico-mathematiques
3 & que la plupart des plus

belles découvertes & des plus beaux Problêmes refolus par

les Sçavans de notre temps , regardent les propriétés £c les

ufages de ces courbes.

Quoiqu'on puifïe exprimer les principales propriétés de
plufieurs courbes mechaniques par des équations où il ne
faut que le calcul ordinaire de l'Algèbre

3
on ne peut gueres

cependant découvrir les propietés ôc les ufages des courbes

mechaniques, qu'en employant dans leurs équations lesex-

preffions du calcul différentiel &: intégral , &: en fe fervant

de ce calcul ; c'effc pourquoi on fe contentera ici de donner
iéulement l'idée de quelques courbes mechaniques.

Des lignes spirales.

5 c, J>I l'on imagine que le rayon CA prolongé à L'infini, du cer- Figorb
deAED 3 fe meut en tournant autour du centre C, en cbm- XXXÎY'

mençant au pointA , Se allant deA vers E 3 D 3 A , & qu'en

même tems un point C parte de C 3
& fe meuve fur le rayon

CA de manière qu'il arrive au point A en même temps que

CA, la ligne CBA que décrit le point Cpar ce mouvement,
s'appelle fpirale. Sa propriété principale fe déduit de fa forma-

tion
3 qui efl que la circonférenceAEDA efl: un arc quelcon-

Oij
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que AED pris depuis l'origine ^jufqu'au point D où fe trou-

ve le rayon CD quand le point mobile Cfe trouve en même
temps au point B de la fpirale , comme le rayon CD que par-

court le point mobile C pendant que le rayon CD ouCA par-

court la circonférence entière, eft à la partie CB du même
rayon que parcourt le même point C pendant que le rayon

CA ou CD parcourt l'arc AED.
Ainfî nommant le rayon r-> fa partie CB prife pour abfciiTe,

x ; la circonférence AEDA 3 c ; & chacun des arcs AED pris

pour ordonnées,^/; la proportion précédente s'exprimera

ainfî, c .y: : r.xiCQ qui donne l'équation à la fpirale cx=zry^.

Remarques.
I.

45 *• ON remarquera que quand le point mobile Ceft arrivé en

A , il peut continuer de fe mouvoir y Se dans une féconde ré-

volution v il décrira une féconde partie de la fpirale , dans

unetroifiéme révolution, une troifiéme partie de la fpirale,

et ainfî à l'infini -

y ce qui eft caufe que le rayon prolongé CA
rencontre la fpirale en une infinité de points $ 6c que l'abf-

cifTe x peut avoir une infinité de valeur par raport à tous.

ces points.

II.

452. On peur encore, concevoir que le point mobile C peut

fe mouvoir de Cjufqu'à^, de manière que le raport de la»

circonférence.^EA (c) à l'arc AED (y) , foit le même que
celui d'une puifTance quelconque m (m reprefente un nom-
bre quelconque entier ou rompu ) du rayon CA'(rm) à une.

femblablepuillanoe de l'abfcifîe CB (

x

m
)'> &: l'on aura pour

l'équation de ces fpirales à l'infini cx
m= r

n

y ^ oi\x
m= L™y.

1 1 1:

Outre ces fpirales, l'on en peut encore imaginer d'autres

d'une infinité de fortes
,
parmi lefquelles on fera feulementici

xemarquer la fpirale logarithmique , dont la propriété eft que
la tangente BT à un point quelconque B, fait toujours le

même angle au point B avec le rayon i?C. Mais l'équation

necefîaire pour exprimer cette fpirale, employé le calcul

différentiel dont. on ne parlera que dans la partie qui fuit.
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On remarquera feulement que cette fpirale ne commence
Î>as au centre C d'où partent les rayons CA , CD, comme
es précédentes.

Des Cycloïde s.

H- S I l>on imagine que le cercle AFE roule fur la droite ED, F 1 G v r r

Se fi l'on conçoit que le point A décrit en même temps une xxxv «

courbe AfD fur le même plan où eft la ligne ED & le cer-

cle AFE qu'on appelle générateur, cette courbe fe nomme
cycloïde. Si l'on tire par tous les points F de la demi circon-

férence AFE, une droite. J/"parallèle à la bafe ED] jufqu'à

la cycloïde en /", la droite i^/eft. toujours égale- à la longueur

deTare AF,&c la bafe ED eft. égale à la demi-circonférence

^AFE. Car il eft évident que quand le point A eft arrivé au
point D, tous les points de la demi-circonference AFE^i
commencer du point £,ont été appliqués fucceilivement fur

les points de la bafe JSD, & qu'ainfi toute la demi-circon-

ference EFA a été
,
pourainfi dire, mefurée parla bafe ED,.

qui lui eft par confequent égale > & que quand le point A
eft arrivé au point / de la- cycloïde-, frl'on trace le demi-
cercle générateur afe parce point/, en faifant ae perpendi-

culaire fur ED, Ee eft la mefure de l'arc qui en roulant s'efb,

pour ainfi dire, mefuré fur Ee, lequel arc enV vifiblement

égal à l'arc AF , ou af qui eft celui qu'a décrit pendant ce

mouvement' le point' A depuis A jufqu'en F, ou depuis a
jufqu'en/", en tournant fur ion centre, pendant qu'en avan-

çant le cercle générateur roulant toujours, le même point A
a décrit la partie de cycloïde^/ Or Bb étant égal à Ee

,

èc BF à bf, il eft évident que Ff= Ee~i l'arc AF ou af
Ainfi prenant la demi-circonference AFE pour la ligne

<\qs coupées, Ôc lès droites Ffpour les ordonnées, & nom*
Riant la demi-circonference AFE {c)

3
la bafe ED (£), cha-

que coupée AF ( zj , l'ordonnée Ff(y) , l'on aura c . b : : ^. y%

ce qui donnera l'équation à la cycloïde V=== —-, ou bien,

pareeque e= b, l'équation fera v= z^

^5. Si l'on prolonge fF jufqu'â B , & qu'on nomme Bf (y)^
AE (a) , AB (x) , AF {zj, il eft évident que l'ordonnée Bf
eft égale à l'arc AF (*J, & de plus à la perpendiculaire BF,
qui eft égale *à VAB x BE = Vax — xx\ ainfi l'on aura *

1 %7t .

encorey= ^ -H vW— xx pour l'équation à la cycloïde,-

Oiij



no Analyse demontreÏ
45 e. C'eft encore une propriété de la cycloïde

,
qu'on démon^

trera dans la féconde partie, que chacun des arcs de la cy»

cloïde , comme Af 3 eft double de la corde AF de l'arc

correfpondant^i7
; ainfi nommant toujours AE{a) 3 AJ3 (x);

* z*8. l'arc Af(s); la corde A F fera égale* à Vax
y
& l'on aura

pour une troisième équation de la cycloïde s= Wax.

Remarques.
I.

457- LA cycloïde a beaucoup de propriétés & d'ufagesqui ont

été découverts de notre temps ^ & de plus l'on a diftingué

trois fortes de cycloïdes. à qui convient l'équation y= ~
\

i
re

. quand b= c 3 c'eft la cycloïde ordinaire, i
e

. quand b

furpaffe c
3
c'eft la cycloïde allongée'-, 3

e
. quand b eft moin-v

dre que c , c'eft la cycloïde racourcie.

I I.

458. Il y a même une infinité d'autres fortes de cycloïdes, qui

ont pour bafe ED une courbe ^ elles fe forment en concevant

que le cercle générateur roulant fur une circonférence ou
fur une autre courbe, un point pris dans la circonférence du
cercle générateur, ou dans un des rayons au dehors ou au
dedans du cercle, décrit fur le plan où eft ce cercle une
efpece de cycloïde

,
qu'on appelle cpicycloïde. On doit bien-

tôt voir un fçavant traité de toutes ces cycloïdes compofé
par M. Nicole.

I I I.

4j y. On peut concevoir que le cercle générateur fait une infi-

nité de tours fur fa bafe prolongée à l'infini ^ ainfi chaque
cycloïde peut s'étendre à l'infini , excepté une efpece d'epi-

cycloïde autour de la circonférence pour bafe
,
qui revenant

aux mêmes points, eft bornée à n'avoir qu'un nombre dé-

terminé de parties toutes femblables , 6c elle eft géométri-

que.

De la Courbe lqgarithmi qjj e.

460. S O 1 t une droite AL prolongée de côté & d'autre à l'in-

Figure fini, & conçue partagée en parties égales les plus petites

xxxvi. qu'on puifte imaginer, AC3 CE3 EG 3
&c. & qu'il y ait furies

divifions les droites parallèles AB 3 CD3 EF3 &c. quifaiïenç
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une progreflîon géométrique ^ la courbe BT>FH 3 Sec. qui

paffepar toutes les extrémités de ces droites proportionelles,

s'appelle la logarithmique 3
dont les coupées font fur la droite

A L 3 & les ordonnées font A

B

3 CD 3 Sec. Cette courbe a

pluiieurs propriétés de grand ufage -, mais comme l'on ne

peut guéres les exprimer que par le calcul différentiel , on
fera feulement remarquer ici que comme les parties de la

ligne des coupées font une progreflîon arithmétique , & les

ordonnées correfpondantes une progreflîon géométrique; Se

ue quand tous les termes d'une progreflîon arithmétique

ont correfpondans pris de fuite aux termes d'une progref-

fion géométrique auffi pris de fuite , les termes de la pro-

greflîon arithmétique s'appellent les logarithmes des termes

de la progreflîon géométrique ^ la courbe logarithmique

contient les uns Se les autres, Se c'eft delà qu'elle tire fon

nom. Ainfî prenant.^2? pour l'unité , 6c A pour le point où
commencent les logarithmes, la partie ABML contient les

nombres qui furpaffent l'unité Se leurs logarichmes corref-

pondans -

3
Se l'autre partie ^ghi? contient les nombres moin-

dres que l'unité Se leurs logarithmes correfpondans, Se le

logarithme de l'unité eft zéro.

AvertiJJcmcnt.

Ce que l'on vient de dire des courbes mechaniques fufric

pour en donner ici une idée aux Ledeurs -, Se pour n'oublier

aucune des courbes qu'on a imaginées jufqu'à prefent:on va
expliquer en peu de mots les courbes qu'on appelle exponen-

tielles Se parcourantes.

Des Courbes qjj'o n appelle exponentielles \
E T parcourantes.

1 1 < JL E s grandeurs comme ax
3 x*

3
xy

3
x% &c. qui font des con-

fiantes comme a 3 ou des changeantes comme x 3 y, Sec. éle-

vées à des puifïances, dont l'expofant x,y3 ^eft une gran-

deur changeante, s'appellent exponentielles ou parcourantes.

Les équations qui contiennent de ces fortes de grandeurs

,

ont le même nom -

y
comme aufli les courbes dont le raport

commun à tous les points de leur contour s'exprime par ces

fortes d'équations.

Par exemple, en nommant x les abfcifTes AC } AE,Sec, V L*?**
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depuis l'origine A, Se y les orcionees CD, EF 3 Sec. Se une

.grandeur conitante a; fuppofe que la courbe BDFH 3 Sec.

s'exprime par cette équation a x —y} quelques-uns la nom-
ment exponentielle 3 d'autres parcourante 5 de même xx=y3

ou x y =y 3 x--=y 3 font des équations. de cour besparcou-

jrantes.

Pour fe former une idée diftin&e de ces courbes, Ciax=y
eft l'équation de la courbe BD F 3

il faut concevoir que la

première ordonnée CD (y) eft égale à la confiante a élevée

a la puilTance dont l'expofant eft rabfcifTe correfpondante

AC{x) La féconde EF (y) eft égale à la confiante a élevée

à la puifTance de la féconde abfciiTe A E (x):ir Se ainfi des

ordonnées fuivantes.

Si xx z=y eft l'équation de la courbe, il faut concevoir

que CD (y) =AC(x) élevée à.la puifTance dont l'expofant

eft AC(x)., que EF (y)= AE (x) élevée à la puifTance

dont l'expofant eft A £ (x) , Se ainfi des autres. D'où l'on

conçoit aifément la courbe dont x y =y feroit l'équation :

Mais quand l'équation eft, par exemple, xz=y 3 dans la-

quelle l'expofant ^eft une changeante différente de x Se

de y 3 l'on conçoit une autre courbe A£q>t, dont l'une des

coordonnées ACE 3 Sec. eft commune avec celle de la cour-

be parcourante, Se dont on fçait le raport de chacune des

ordonnées Cj\ £<p, Sec. qui font les 2^, avec les abfcifFes cor-

jrefpondantes communes AC 3 AE 3 Sec. qui font les x.

Les .équations exponentielles peuvent avoir plufieurs ter-

mes., comme x x
-4- x a =y y ^ry-

Les expofans changeans x 3 y, Sec. des grandeurs expo-

nentielles peuvent eux-mêmes être élevés à des puiffances

.dont les expofans foient auiii changeans, ce qui fait distin-

guer ces grandeurs exponentielles 6c leurs courbes en plu-

&ors genres ,.dont celles qui précèdent font le premier : Le
x y

,

;£econd eft, par exemple, x x =jY
, Se ainfi à l'infini.

SECTION
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SECTION IV.
De Vufdge que fuit l'Analyfe des courbes pour réfoudre

les équations déterminées
, (§r les Problèmes des

fiiences Phyfico-Mathematiques,

Ufage que l'Analyfe fait des courbes géométriques
,
pour

réfoudre les équations déterminées.

Principe d'où l'Analyfe déduit cet ufage.

& 2 • ELN fuppofant que les équations à la ligne droite & à toutes

les courbes géométriques de tous les genres ont leurs cou-

pées reprefentées par la même inconnue
,
par exemple x ou

u , &c. & leurs ordonnées auffi exprimées par la même incon-

nue, comme y ou 2^, &c. fi en le fervant de deux de ces

équations quelconques , on fait évanouir l'inconnue de la

coupée , de manière que la troifîémeéquation que Ton for-

mera de ces deux autres , n'ait que la feule inconnue y de

l'ordonnée ^ les deux lignes dont on a pris les équations pour

faire évanouir x , fe peuvent couper en autant de points que

l'inconnue^/ a de dimenfîons dans le premier terme de la

troifiéme équation donty eft. la feule inconnue.

Par exemple*, fî l'on prend la valeur de x dans l'équation

à la ligne droite x=-
b y , & qu'on la fubftitue dans une équa-

tion de laquelle on voudra des fedions coniques , comme
dans^.v =yy , qui eft l'équation à la parabole ; on aura

la troifiéme équation yy——y= , dans laquelle^/ étant au
fécond degré, marque qu'une ligne droite peut couper une pa-

rabole en deux points j de comme il y a une valeur de y= o
y

cela marque que les coupées de l'équation à la ligne droite

commençant au même point où commencent les coupées de

l'équation à la parabole, auquel point y = o; le premier

point oit la ligne droite coupe la parabole eft au fommet,
e'eft-à-dire à l'origine des x & des y ,

puifque y s'y trouve

égal à zéro. Mais fi l'origine des coupées de l'équation de

la ligne droite étoit à un autre point qu'à l'origine des x &
desy , y auroit deux valeurs réelles dans la troifiéme équation

qu'on trouveroit en faifant évanouir x par les deux autres.

Tome II. P
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De même prenant la valeur de x dans l'équation de la?.

parabole px = yy 3 qui eft x =^~j èc la fubftituant dans

l'équation par exemple du cercle
,
qui eft^y =: dx — xx 3

on trouve la troifiéme équation p£— ~{yy-t-yy= o, dans

îaquelley 4
a quatre dimenfions j ce qui fait voir que le cer-

cle peut couper la parabole en quatre points , dont il y en a

deux de confondus au fommet de la parabole où eft l'origi-

ne des x & des y, parceque^/ a deux valeurs égales à zero>

dans la troifiéme équation précédente : mais quand" l'origi-

ne des coupé-es eft différente dans la parabole 6c le cercle ,y
a quatre valeurs réelles dans la troifiéme équation que l'on

trouve par le moyen des deux équations à la parabole ÔC

au cercle.

On trouvera de même qu'en prenant deux équations de

deux fections coniques quelconques
, y aura quatre dimen-

fions dans- le premier terme de la troifiéme équation qui

naîtra de révanouilîèment de x par leur moyen j ainfi deux

fe&ions coniques' peuvent fe couper en quatre poinrs
;
que y

aura fix dimenfions dans le premier terme de la troifiéme

équation qui naîtra de l'evanouilïement de x par le moyen
de deux équations, l'une d'une feétion conique quelconque,

& l'autre d'une courbe du fécond genre
5 & qu'ainfi une

courbe du premier genre en peut couper une du fécond en

fix points.

On peut de la même manière trouver en combien de

points une courbe géométrique quelconque peut être cou-

pée par une ligne droite, par une courbe du premier gen-

re
,
par une courbe du troifiéme, &c.

Exemple.
Sie. XIX. La parabole ACc dont l'axe eft ABb^ le paramètre AP :

z=p Jqs x=AB , Ab;\Qsy=zBC ,bc 3 a pour équation^
— px= o. La ligne droite SCc, en fuppofant SA ==a$ AT
parallèle à BC menée par A égale à b ^ & prenant les x fur

AB du même point ^d'où l'on prend les x de la parabole,

aura pour abfcifTe S B=a-\- x ^ èc pour ordonnée B C=y y

& pour équation ^^t=y • d'où l'on tire x=^ a-^sh- \ fi l'on

mtt cette valeur de* dans l'équation de la parabole , on

aura la troifiéme équation yy ^zu^éï —,
5
dans laquelle
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y a deux valeurs pofitives ,
* qui font celles des deux, ordon- * 19

nées BC (y) , bc Q/), menées des deux points C, c où la 8
e
. Or*

droite SCc, dont l'équation eft x=~^-^coupe la parabo-

le ACc , dont l'équation eiï yy
— j?x= o • lefquelles deux

ordonnées communes à la droite &. à la parabole, font de-

venues déterminées par la commune interfe&ion de la droi-

te &c de la parabole.

Cet exemple iuffit pour faire clairement concevoir le prin-

cipe, & pour faire voir en même tems quelle en eft la rai-

fon
;
avec quelle juftefTe l'Analyfe s'accorde avec la Géomé-

trie , & comment elle fait découvrir avec le feul calcul les

propriétés des figures les plus compofées jointes les unes avec

les autres, & comment réciproquement la Géométrie expri-

me par fes figures les refolutions des Problêmes découver-

tes par l'Anal y fe
; c'eft ce qu'on verra mieux par Pufage que

l'Analyfe fait de ce principe.

Vfage que tAnalyfe fait du principe précèdent
, pour

former la méthode de trowver exactement 5 par les fi-

gures de la Géométrie , les lignes qui font les valeurs

des racines des équations déterminées qui donnent la,

réfolution des Problèmes déterminées de quelque de*

gré que puijfent être ces équations. Cefl cette méthode

quon nomme la conjlruEîion des équations.

î-63. lL fuit du principe précèdent
,
que pour trouver les lignes

qui font les valeurs des racines d'une équation déterminée

•quelconque, c'eft-à-dire de quelque degré qu'elle punTe être,

dont l'inconnue eft par exemple %j> i°. Il faut trouver deux

équations dans chacune defquelles l'une des inconnues, par

exemple celle qui marque les ordonnées, foie ^3 & l'autre

qui exprime les coupées, foit une autre inconnue comme a

aufîi commune à ces deux équations
;
& que ces équations

comprennent aufli , non chacune
}
mais les deux enfemble,

toutes les grandeurs connues de l'équation qu'on veut re-

foudre , & enfin qu'elles foient telles qu'en faifant évanouir

i'inconnue u par leur moyen , la troifîéme équation qui en

viendra foit precifément l'équation p-ropofée à refondre.

Pij
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464. Par exemple Ci on veut refoudre l'équation du quatrième

degré z*— nz^-\-pz^— ^-+-r=o, il faut trouver deux
équations comme z,u— vV= o, qui eft une équation à l'hy-

perbole par raport aux afymptotes , &: zj{_— nz^-\-p— y—
-f-##=o, qui eft une équation au cercle, qui font telles

qu'en mettant dans la féconde les valeurs de u 3 uu ,
qui font

, uu = —
3 l'on a pour troifiéme équation la pro-8 Vr

pofée.

2 . Il faut tracer les courbes des deux équations qu'on a

trouvées en commancant par laquelle on voudra
,
par exem-

ple on tracera d'abord l'hyperbole équilatere de l'équation

%u— Vr= o j ou bien ( en fuppofant, pour ne pas fe fervir

d'incommenfurables, Vr= œa) de l'équation zu— aa= Oy

en tirant les deux droites perpendiculaires <9ic, H 5 Se
Figure prenant OR &. la perpendiculaire RrÀ OR , chacune= ^, &

' traçant par r l'hyperbole dont OR , OH feront les afympto-

tes, après quoi nommant OC (u) 3 & BC (zj , l'on aura BC x

OC {zîi):=OR x Rr(œa= v'rj

L'hyperbole étant ainfi tracée , il faut enfuite décrire le

cercle dont l'équation eft z&— w^-h uu— y/L,,* u "^P= ° 5

& il le faut faire de telle manière 3 que les ordonnées s^du

cercle foient fur les ordonnées BC(zJ de l'hyperbole, ou bien

qu'elles leur foient parallèles, & qu'elles ayent la même ori-

gine ; &; qu'il en foit de même des coupées du cercle & de
* +56. l'hyperbole. Mais les termes nz^rku 3 marquant * que l'équa-

tion eft à une ligne parallèle au diamètre, il faut comparer
Figure cette équation du cercle avec l'équation indéterminée du
x
*
x * ** cercle * ^— 2/^-4- uu— liu -+- ll+- ii— ±dd=o, ôc fuppo-

fer que ces deux équations font la même équation
3 c'eft-à-

dire, que leurs termes correfpondansfont égaux
5
(s'il y avoir

eûle terme uz^dans l'équation du cercle, il auroit falu la com-
parer avec l'équation indéterminée du cercle où fe trouve

*4j*. uz^ ) cette fuppofition donnera les équations particulières

propres à déterminer les valeurs de l 3 i 3 d 3
par raport à l'é-

quation z&— nz^-uu— „„lv ,
» -4-^= 0; & l'on trouvera /

Figure Pour décrire à préfent le cercle de cette équation de ia
.xxvii. man iere propre à donner les racines de la propofée, il fauc

de l'origine prendre fur la ligne OH des ordonnées ^de
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l'hyperbole, qu'on fuppofe auffi être la ligne des ordonnées ^
du cercle

5
la ligne OH — l=\n; fî la valeur de /= \ n

eût été négative, il auroit falu prendre OH= \ n fur H
prolongée de l'autre côté de l'origine O 5 ce qu'il faut remar-

quer pour la fuite. Après cela il faut élever par le point H
la perpendiculaire HK = z — ty rai;; i

le point K fera le

centre du cercle qu'il faut décrire. Ç 'eft pourquoi du cen-

tre K avec le rayon \/ \ nn -h S— P3 H faut décrire la cir-

conférence BBBA, & mener des quatre points £ 3 B 3 &c.
où elle coupe l'hyperbole , les quatre lignes BC perpendicu-

laires fur la ligne OH des ^, &: ces quatre lignes BC déter.

mineront les quatre lignes OC, OC, &c. qui feront ies quatre

valeurs exa&es de ^dans l'équation propofée ^
4

, &c. ou, fi

l'on veut, leurs quatre parallèles & égales Bc 3 Bc 3 &c,
car le cercle BBBAB a pour équation parla conftruclion,

*&—• nzjritu— yr
r
a-h/= o

j &, on peut encore le démon-
trer ainfi, F£= OC— OH=z^—{n 3 KF= KH—FH
= j^- — «5 & le rayon du cercle KB= V~rm-*-'£— p.

Or à caufe du triangle rectangle KFB ,
(on imagine facile-

ment la ligne KB
,
qui n'eft pas marquée dans la figure 37)

KB = iCi7 -i-i7^ 5
ce qui donne en mettant les valeurs de

ces quarrés, l'équation précédente du cercle. L'équation de
l'hyperbole efb auffi zg— Vr=o par la conftrudion ; d'où,

prenant la valeur de »p==sJCî, & la fubftituant dans i'equa-

tion précédente du cercle, on trouve precifément l'équation

propofée *£, &c.

On remarquera fur cette conftru&ion , i°. qu'on peut

trouver fur la figure même le rayon KB = V~ nn •+-V~^i
fans en faire d'autre à part; car il n'y a qu'à imaginer l'hy-

pothenufe OK du triangle redangle OHK qui fera égale i

V±nn+%li faire enfuite le demi -cercle dont elle fera le

diamètre, & y inferire la corde OA = Vp 3 & l'autre corde
KA 3 étant le côté du triangle rectangle dont l'hypothenufe

eft OK= V±nn+ %„ & le côté OA=Vj>i l'autre côté KA
fera égal à V^nn -*-?£.—p3 & fera par confequent le rayon
du cercle de l'équation précédente.

2 . Si le cercle coupoit les hyperboles oppofées, les valeurs

de 2^ que donneroienc les interférions de l'hyperbole BB ,

Piij
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feroient les racines pofïtives, & celles que donneroientles
interférions de l'hyperbole oppofée, feroient les négatives.

467. 3 . Si le cercle touchoit feulement l'hyperbole fans la

couper , ce feroit une marque que deux interférions ou
même les quatre feroient réunies en une 3 ce qui feroit con,.

noître que les valeurs de ^, ou du moins deux feroient

égaies.

468. 4 . Si la corde OA ==y/p , éroit trop grande pour être

infcrite à la demi circonférence décrite fur le diamètre O K
==\/ j nn-h~ y

ce feroit une marque que les racines feroient

imaginaires , comme aufTi -fi le cercle; dont le rayon eft KA
z^V^nn + VL^p, étoit trop petit, &; ne coupoit ni ne tou-

choit l'hyperbole BB s
&c. Ces remarques font voir la con-

formité de la Géométrie & de l'Analyfe, 6c elles fervent,

fur- tout les trois dernières , dans toutes les conftru&ions des

équations.

Corollaire.
469. XL eft «évident par le principe & par l'application qu'on en

vient de faire
,
qu'on peut refoudre ou conftruire une équa-

tion déterminée quelconque, par le moyen d'une équation

à la ligne droite, &: d'une équation à une courbe du même
-degré que fera l'équation propofée : Qu'une équation du

troifiéme ou du quatrième degré peut fe conflruire par le

moyen de deux équations dont chacune eft celle d'une

fe&ion conique
, ( on y comprend le cercle ôc de même dans

la fuite)
j
que les équations du cinquième & fîxiéme degré

peuvent fe conflruire par une équation d'une fc&ion conique

,& par 1-Uîquation d'une courbe du fécond genre : Que les

iéquations du feptiéme .& du huitième degré peuvent fe

jconftruîre par une équation d'une fection conique & une

autre d'une courbe du troifiéme genre. -Les équations du 5%
6 e

, 7% 8 e & 9
e degré peuvent auffi -fe conftruire par deux

.équations chacune d'une courbe du fécond genre. L'on peut

-déduire aifément du principe & de l'application qu'on en a

faite, de quel genre doivent être les courbes dont on pourra

prendre les équations pour conflruire les équations déter-

minées des degrés plus' élevés.

Mais il faut remarquer que les conftrudionsdes équations

.déterminées par les équations des -co-urbes les plus fimplcs
>
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doivent être préférées aux conftructions par les équations

des courbes plus compofées -

y
ainfi (fans parler delà conftru-

étion des équations déterminées du fécond degré où le cer-

cle &, les lignes droites fuffifent) l'on conftruit les équations

du troifiéme de du quatrième degré par les équations de

deux fèctions coniques, dont l'une elt ordinairement celle

du cercle, comme étant très-facile à décrire j celles du

cinquième & flxiéme degré par une équation d'une fèdion

conique 5c une d'une courbe du fécond genre
;
les équations

du feptiéme , huitième & neuvième degré, par deux équa-

tions de deux courbes du fécond genre, &c.

Il ne refte plus pour faire concevoir clairement comment
i'Anaivfe fe fert des courbes pour trouver les racines des

équations déterminées
,
qu'à expliquer la méthode dont il

faut fe fervir pour trouver quand on a une équation déter-

minée, les deux équations aux deux courbes qui fervent à

la conitruire.

Méthode pour trouver les équations des courbes qui

fervent à conftruire les équations déterminées»

1.

Pour les équations déterminées du y ejr du 4
e degré.

70. 1 Outes les équations du troifiéme degré peuvent être

repréfentées par cette formule s^ -+- nz^-\- œqz^-+- aar^=. o
;

on peut toujours donner une femblable préparation aux
grandeurs connues d'une équation *

j on fuppofe que les

lignes -*- repréfentent ceux des équations particulières ^ ainfî

quand il y a quelques termes d& ces équations qui ont—

,

les ilgnes -+- des termes correfpondans de la formule repré-

fentent ces flgnes. Quand le fécond terme manque, n efî

égale à zéro. Pour ne faire qu'un cas des équations du troi-

fiéme & du quatrième degré , il faut multiplier les équations

du troifiéme degré par* l'inconnue 2^, & la formule fferâ

^+»^ + aqz^t- aarz^= o j £t alors l'une des racines fera

égale à zéro. On n'employé pas la lettre^ pareequ'on s'en

eft fervi dans les équations des fedions coniques, par raporc

à leurs diamètres éc aux lignes différentes de leur diamètre-,

jour marquer le paramètre. Les équations du quatrième
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degré peuvent de même être repréfentées par cette for-

mule s£ -+- nz^ +- a q z\jz^ •+• a a 7 z^ -+ a*s= o. L'on peut

refoudre ces équations par deux équations j la première à

une fe&ion conique quelconque fans qu'elle foit déterminée
>

c'eft-à-dire, par une parabole quelconque, par une ellipfe

quelconque, & par une hyperbole quelconque
j la féconde

par un cercle auffi quelconque. L'on peut auffi les refoudre

par deux équations à deux feclions coniques, dont l'une foit

déterminée, c'eft-à-dire une telle parabole déterminée, une
telle ellipfe 3 ou une telle hyperbole déterminée, ou un tel

cercle déterminé , & dont l'autre ne foit pas déterminée.

Premier Cas,
Quand aucune des deux feïlions coniques n'eft déterminée.

471 . i°. I L faut fuppofer cette équation à la parabole i
re

. au= z^

+-|»^î en quarrant chaque membre, on aura aauu— z^

i°. Il faut mettre dans chacune des formules précédentes

aauu— | nnz&j=. z^ + n^ a la place de £ -+- nz^ 3 ôcau— { nz^

= zz^i la place de zzj & la première formule donnera aauu

qui devient en divifant par aa
,

2 e
. UU — g*-*- É^= C) >

+ r z^

qui eft une féconde équation à la parabole quand l'équation

propofée eft du troifiéme degré. La féconde formule don-

ih *\.-*" as =* °
> Wi e ft une ^conde

±annu-4 l»\-
aaqu -

—

\œnqz^

nera, 2
e

. uu 44
nj

+ rz^

équation à la parabole quand la propofée eft du quatrième

degré.

3 . Il faut ajouter enfemble la i
re

. &: la ie
. équation , & l'on

aura, y.m—$**>.&.+& Kr* o.

-+- qu — u \—•> au -h r z^

Ceft l'équation au cercle pour la formule du troifiéme

degré.

On
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On ajoutera de même la première & la i c équation , & l'on

aura, 3
e
, uu— ~ «+ *£.-*-

8
~ V*-^= o.

—~<2 » +- r 2^

C'eft l'équation au cercle pour la forme du quatrième

degré.

On peut trouver les racines de toute équation du troifiéme

degré repréfentée par la formule, en conftruifant la parabole

de la première équation , & lui joignant le cercle de la 3
e

équation qui la coupera en quatre points, dont un fera au.

fommet de la parabole , auquel point ^== o 5 & menant des

trois autres points de ces interfe&ions trois ordonnées à la

ligne des abfciiïes u de la parabole , elles feront les trois

valeurs des racines de l'équation du troifiéme degré. Si le

cercle ne coupoit la parabole qu'en un point outre celui du
fommet, il y auroit deux racines imaginaires

^ & s'il la cou-

poit en un point & la touchoit en un autre, il y auroit deux
racines quiferoient égales à caufe de l'union de deux inter-

férions dans le point touchant.

On peut de même trouver les racines de toute équation

du quatrième degré repréfentée parla formule, en traçant

la parabole de la première équation , & lui joignant le cercle

de la 3
e équation. Mais pour ne pas groflir ce Traité inuti-

lement , on n'en donnera un exemple que dans le fécond,

cas.

Si l'on vouloit fe fervir, pour trouver les racines des équa-

tions du troifiéme & du quatrième degré repréfentées par-

les formules précédentes , du cercle de la 3
e ou III e équation,

& d'une ellipfe ou d'une hyperbole j voici la manière de

trouver les équations.

4 . Il faut retrancher la première équation de la 1% &l'oia

o.Aura uu— ^ u — *Z + 8i K.

•+• qu
la ^»

4- au 4- f *

— f **.

C'eft une équation à l'hyperbole équilatere par raport au

diamètre pour la formule du troifiéme degré.

Tome II. Q^
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On retranchera de même la première équation de la 2 e
, Se

l'on aura uu— ~ u — *&-*- ^ 2^4- a s= o.

»? ~

4- <*» -H r Z^

— 1«^
C'eft une équation à l'hyperbole équîlatere par raport au
diamètre pour la formule du quatrième degré.

475. 5°. Pour trouver des équations à Pellipfe 6c à l'hyperbole

qui n'eft pas équîlatere, il faut multiplier la i
re équation par

la fra&ion arbitraire mais connue 4, 6c l'on aura-* 2^4- '-7 2^— é u= o. Il faut enfuite ajouter cette équation à la 2 e

,

& la fomme fera une équation à Pellipfe pour la formule du
troifiéme degré -

y
6c enfuite la retrancher de la i\ 6c la dif-

férence fera une équation à l'hyperbole non équilatere par

raport au diamètre, pour la formule du troifiéme degré.

On ajoutera de même cette équation à la z\ 6c enfuite

on l'en retranchera, & la fomme fera une équation à Pellipfe

pour la formule du quatrième degré , & la différence fera une
équation à Phyperbole pour la formule du quatrième degré.

47^* L'on peut trouver de différentes façons les lignes qui font

les racines de la formule du troifiéme 6c du quatrième degré,

en joignant deux à deux les équations précédentes qui ré-

pondent à la formule du troifiéme degré
,
quand la propo-

fée eft du troifiéme degré , 6c celles qui répondent à la formu-

le du quatrième degré, quand la propofée eft du quatrième

degré
,
puis traçant les courbes de ces deux équations de

manière que les u de l'une foient fur les u de l'autre, ou leur

foient parallèles & ayent la même origine ,6c que ce foit la

même chofe des zj> mais il vaut mieux dans la pratique

fe fervir de Pune des équations aux fe&ions coniques avec

Péquation du cercle
,
pareeque le cercle eft plus facile à

décrire
j 6c dans ce cas il faut fe fervir des axes des fections

coniques
,
pareeque les ordonnées du cercle font toujours

perpendiculaires aux coupées.

477. 6°. Si l'on veut une équation à Phyperbole par raport

aux afymptotes
,
pour ne faire qu'un même cas des équa-

tions du troifiéme & du quatrième degré, on multipliera;

la formule du troifiéme degré £-+- nz^-*- aqz^-\- aar= o r

par 2^-htf ss o
,
quand le dernier terme aura 4- , 6c par
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2^

—

>a= o, quand le dernier terme aura— ^ & l'on aura

l'équation du 4e degré g£ •+ nzl -+• aqz^r aarz^-\- a %r=. o .

+- azl -\- anz^+ aaqz^

on comprendra enfuite cette formule , c'eft-à-dire toutes les

équations du 3
e degré ainfi élevées au 4

e avec toutes les équa-

rions du 4
e fous cette formule commune du 4

e degré z^-\-nz^

•+ aqz^-*- aarz^~\- aass = o
y

l'on fuppofe que dans toutes

les équations du 4
e degré de cette formule, le dernier terme

a-hj il n'importe pas quel figne ayent les termes moyens
entre le premier & le dernier. On fuppofera cette équation

à l'hyperbole entre les afymptotes l. uz^— as=o, en' la

quarrant on aura uuz^= aass ; on mettra dans le dernier

terme de la formule la valeur de aass y & l'on aura en divi-

sant par ^, *&-t- nẑ r œq -*• — -*- au=q -, 6c mettant dans
le terme —la valeur de £===£ prife de la I

re équation , l'on

aura II. z^^*- nz^-*- uu -***-*- u -*• aq= o
,
qui eft une équa-

tion au cercle
,
que l'on trouveroit encore en mettant Am-

plement au lieu de as 3 fa valeur a^dans le dernier terme de
la formule, car l'on auroit en divifant par ^, ^-t- nz^-*- aqz^

•+- œar-\-asuz=o -

y
&. multipliant par u 3 & mettant enfuite

pour uz^ fa valeur as 3 puis divifant par as 3 l'on auroit 2^4-0^
-¥ uu •+- ~ u -+- aq= o. Si l'on décrit l'hyperbole de la pre-

mière équation , & qu'on décrive enfuite le cercle de la 2 e

•équation, de manière que l'origine des u & celle des 2^foient

communes,& que les u du cercle foient parallèles aux u de
l'hyperbole, & que ce foitla même chofe des 2^, les interfé-

rions du cercle Se de l'hyperbole ou des hyperboles oppo-
fées

y
quand il y a des racines pofitives & négatives, don-

neront les points de l'hyperbole, d'où menant les ordonnées
2^ de l'hyperbole, l'on aura les racines de la propofée qui fe-

ront ces ordonnées 2^ Si le dernier terme de la formule étoit

négatif 3 il eft évident que le terme uu de l'équation au cer-

cle auroit le figne —,-j aind elle feroit l'équation d'une hy-

perbole équilatere, & non pas d'un cercle.

78. Si le dernier terme de la formule étoit négatif, il faudroit

transformer l'équation du quatrième degré de manière que

le dernier terme fût pofitif dans la transformée, ce qui eft

toujours poffiblercar le dernier terme n'étant négatif dans

le quatrième degré que parcequJ
il y a quelque racine néga-
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*4 f
.
tive,enles rendant toutes pofitives*, le dernier terme de

viendra pofitif.

R. E M A F. Q^U E.

479- Q 1^ A N D l'équation donnée n'a pas de fécond terme, il n'y

a qu'à fuppofer toutes les grandeurs des équations précéden-

tes où eft n égales à zéro, & elles ferviront pour réfoudre

cette équation.

Second Cas.

Quand l'une des fefiions coniques eft donnée.

480. lL faut, quand l'on veut employer une fedion conique

donnée pour réfoudre une équation du troifiéme ou du qua-

trième degré , introduire dans les équations qui y doivent

fervir des grandeurs indéterminées, de manière que par le

moyen de ces indéterminées , l'on puiiTe déterminer l'équa-

tion delà parabole ou del'ellipfe, ou du cercle, ou de l'hy-

perbole qu'on aura trouvée par la méthode être l'une des

deux équations qui doit réfoudre l'équation propofée, l'on

puifle , dis je , la déterminer à être l'équation de cette feétion

conique donnée. Comme l'on a déjà employé dans les équa-

tions aux fe&ions coniques qui expriment leur raport à

d'autres lignes que leur diamètre les lettres d^f^f.g^h > i 3 1 y

on fe fervira ici de deux autres indéterminées kit m. On ne

fera, pour abréger, qu'un cas des équations du troifiéme 6c

* 477. du quatrième degré, comme dans i
r
article 6 * du premier cas.

Méthode.
481. S O 1 t la formule de toutes les équations du troifiéme degré

élevées au quatrième , & de toutes les équations du 4
e degrér

y « .+. nf> -+• aqyy -+- aary -+- aass= o.

i°. Il faut la transformer en fuppofant^= ^-, k eft une

indéterminée 3
& fubftituant cette valeur de y , on aura la

transformée ^ -+- ^'> s£ -+- ^ ^ •+- ^
r ^ -+-^ = o 3

on re-

gardera cette transformée comme l'équation propofée à

réioudre^ & quand on aura détermine k 3 & trouvé les tsl.

cines , on aura les valeurs d-e y en mettant dans^= ^ les

valeurs de 2^& de k.

481. 2 . 11 faut fuppofer cette équation à quelle parabole on

voudra, & même à une parabole donnée à caufe de l'indé-

terminée k, I. 2^.-+-
-J-*

2^= ku, ou z^+TaZs.— £* = o,
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qui donnera ^+^'+^^= kkuu ; ainfi Ton aura

**==&— ïî ^ & <£ + V* *}=kku* — 22g ^ On mec-
tra dans la propofée les valeurs de *C -*- ^ ^ , & de * t > &
l'on aura i *. uu-h^u— £g ^-t- *JLf= ©

,

4w«« ^ S-»' A.

-»-?<.

qui eft une féconde équation à la parabole.

On ajoutera la p e à: la I I
e équation, & l'on aura

III. ^4- ^-t-** -t- Ç «-*-*£' =0>.44

1*<i A. 4J-t

qui eft une équation à quel cercle on voudra a caufe de lin-

déterminée k 3 & même à un cercle donné, à- caufe de la

même indéterminée.

3°. Si l'on veut des équations à une eîlipfe donnée, & a
une hyperbole donnée par raport au diamètre , il faut intro-

duire une nouvelle indéterminée m 3 ce qui fe fera en multi-

pliant la I
te équation par J3 & l'on aura I V. J jt^-h tej^

— Ss«= o.

On ajoutera cette IVe équation à la II e
, 6c Ton aura.

V. nu a.+
<5

4"rt 2«rt A*

*=« •*" iôx a*

qui eft une équation à une ellipfe qui peut être donnée à

caufe des deux indéterminées k & T^dont k fervira à déter-

miner le diamètre de cette équation à être le diamètre don-

né de l'ellipfe donnée, &L m à déterminer le paramètre de

cette équation à être le paramètre donné de l'ellipfe donnée,

On retranchera la IV e équation de la IIe
, & l'on aura

_p** __ S^z;
4«<»i Xan >•-

qui eft une équation à une hyperbole par raport au diame-
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tre, qui peut être donnée à caufe de deux indéterminées £

& m.

Comme il n'y a point de terme »^dans la V e 6c la VIe

*4î?. équation, ~ eft le raport du paramètre au diamètre*
-,
par

confequent nommant d le diamètre de l'ellipfe 6c de l'hyper-

bole donnée, & p le paramètre, l'on aura toujours m= j-
t

ce qui détermine m par raport à l'ellipfe donnée ou à l'hy-

perbole donnée.

484. On peut trouver les racines de la propofée par la V e équa-

tion , après l'avoir déterminée à être l'équation de l'ellipfe

donnée , èc par la III e qui eft l'équation du cercle j mais alors

le cercle ne peut plus être donné
,
pareequ'il ne refte plus

d'indéterminées pour déterminer l'équation 1

1

1
e à être

l'équation d'un tel cercle donné. On peut aufli trouver ces

mêmes racines par la VI e équation après l'avoir déterminée

à être l'équation de l'hyperbole donnée, 6c par la III e équa-

tion qui eft celledu cercle, mais qui ne peut plus être don-
né par la raifon qu'on vient de dire. Il y a pourtant des

cas quand le diamètre de l'hyperbole donnée eft moindre
que fon paramètre, dans lefquels, lorfqu'on veut détermi-

ner k 3 on -ne trouve que des valeurs imaginaires de kh ainfi

dans ces cas de quelques équations particulières qu'on peut

trouver à réfoudre , on ne le peut pas par une telle hyper-

bole donnée avec le cercle ; mais on le peut toujours avec

une hyperbole donnée par raport aux afymptotes, comme
on le va expliquer , en faifant remarquer auparavant que
l'angle des ordonnées du cercle étant toujours droit, il faut

aufïi toujours fe fervir de l'axe ou de l'un des axes dans la

fection conique à laquelle on joint le cercle pour réfoudre

l'équation , 6c quand l'hyperbole entre les afymptotes eft

arbitraire, & qu'on veut l'employer avec le cercle, il faut

prendre Péquilatere à caufe de l'angle droit que font les

afymptotes,

4.85. 4 . Si l'on veut réfoudrè la propofée par une hyperbole

donnée entre les afymptotes de par un cercle , il faut fup-

pofer la racine quarrée ^-
r du dernier terme de la transfor-

mée égale à a^, 6c l'on aura VII. a^= **.', ou uz^— ^-
f= o

,

qui eft une équation à l'hyperbole entre les afymptotes
,
qui

peut être donnée à caufe de l'indéterminée kl car fuppofç



Livre VIII. 117
que l'équation de l'hyperbole donnée foie uz\j=.bb , l'on

aura 41'= bb 5 par confëquent k= b^ * 5.ce qui détermine
la valeur de k de manière que l'équation indéterminée uz^—~= o , devient l'équation particulière de l'hyperbole

donnée.

Pour trouver l'équation au cercle qui doit être joint à

l'hyperbole donnée pour trouver les racines delà propofée,

il faut diftinguer deux cas 3 le premier
,
quand l'hyperbole

donnée eft équilatere j le fécond quand elle ne l'eft pas
}
alors

l'angle des afymptotes eft aigu ou obtus.

Premier Cas.
Quand l'hyptrbole donnée efi èquibatere.

IL faut quarrer chaque membre de la VII e équation, met-

tre dans la transformée au lieu du dernier terme 4±±£ fa va-
a.t

leur uuzz^ divifer enfuite l'équation par zz , & mettre dans

le terme k~
3
la valeur de ^prife de la VII e équation z==.^~-

y

& Ton aura VIII. ^-^s-H*i*-t-lr*n- *»==<>, qui eft l'é-

quation du cercle 3 qu'il faut joindre à l'hyperbole donnée
pour trouver par fes interférions avec l'hyperbole les raci-

nes de la transformée.

Second Cas.

Quand l'angle des afymptotes efl *igu ou obtus,

\ L faut introduire une nouvelle indéterminée m ,
par le

moyen de laquelle on pourra faire en forte que quoique l'é-

quation exprime le raport du cercle comme dans la figure

29 , à une droite ON qui ne fait pas un angle cjroit avec les

ordonnées du cercle , cependant on puifïe avoir une autre

ligne OM parallèle au diamètre >^a du cercle à laquelle les

ordonnées du cercle foient perpendiculaires. Pour introdui-

re cette indéterminée m il faut multiplier la VII e équation

par ~
y & l'on aura IX. ~ uz^— -11? == o. Il faut l'ajouter à

la VIII e quand l'angle des afymptotes eft aigu , & l'on aura

X. z^^uz^-^z^fuu^-^u «4-^= o 3 qui eft l'équation
__ m kk'

aa

du cercle dont on a befoin. Il faut retrancher la IX e équa-
tion de la VIIIe quand l'angle des afymptotes eft obtus , &
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l'on aura XL a&— ÇJ«t;^K^*#+^**^"+^**0rf
qui efl: l'équation au cercle dont on a befoin.

486. On remarquera que le dernier terme de la propofée doit

avoir -+- quand on fe fert de l'équation de l'hyperbole aux

afymptotes , afin que uu ait -4- dans l'équation du cercle

qu'il faut joindre à l'hyperbole pour la rélolution de l'équa-

tion ^ on remarquera aivflï que quand le fécond terme des

équations à réfoudre efl: évanoui , il n'y a qu'à fuppofer dans

toutes les équations les grandeurs où efl: n égales à zéro, 8c

les mêmes équations ferviront pour le cas où. le fecon^i terme

efl: évanoui.

AvcrtiJJement.

Pour faire clairement concevoir la conftru&ion des équa-
tions à ceux qui commencent , on en mettra ici deux
exemples.

Exemple I.

La conftruclion des équations du troifiéme & du quatrième degré

par le moyen d'uneparabole donne e & d'un cercle, en fefervant
* 48t. de la re & de la IIP équation du fécond cas *.

487. POur. ne faire qu'un cas des équations du-troifiéme & du
quatrième degré par la méthode de l'art. 477, on fuppofera

que y* -*- ny' -+ aqyy •+- aary +- aass = o , repréfente toute

équation qu'on veut réfoudre du troifiéme ou du quatrième
* 481. degré , & qu'en fuppofant y =f, x*+«Àg -+•* &c. en efl:

4a transformée , & qu'elle efl: l'équation dont on fait la con-

•ftruction , après laquelle conftru&ion on aura les valeurs dej,

en mettant celles de ^ & de k dans^y= f

.

F 1 g n r s Soit la parabole donnée OAC3 dont Taxe eft: AB, le para-
xxxviii.

,metre ^p __ a ^ l'équation yy ,
— ax= ^ pour faire en

*48z. forte que l'équation indéterminée à la parabole* a&.-t-£j^

— ku= o, convienne à la parabole donnée, il faut s'ima-

Ficu r e ginerquela parabole AC ( fig. 17) efl: la donnée, que les xfe
% x v 1 1. prennent furAB

y
que BC, refont les ordonnées y,d>tAP (p)

eft le paramètre a: Le terme ^^ marque que l'équation z&
fftrjjSJ— ku= Ot exprime le raport des points de la para-

bole donnée à une autre ligne que Taxe ^ & comme 7^ ne
s'y trouve pas, cela marque que cette ligne efl: parallèle à

*4>s. -l'axe *j ainii il faut s'imaginer que c'efl: OM qui, eft= #_, 6c

que
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queMM (g) eft zéro , oc ON (f) la même que OM (h)

,
que

MC= 2; ; & l'équation * z&— ^-«a;— i/^h-^ uu -*-^ «
* 4t7,

— A£ K +//+^o, à caufe deg= o, & £=/eft ^— 2/^— j)8 + //+ ^=so, Il faut fuppofer que c'eft la

même équation que 2^4- J* *L

—

Au= o , & que les termes

correfpondans font égaux , ce qui donne A L (/) = — |*.

2> ou ^= k
y
ce qui détermine k j le dernier terme •+- // -i- /'^

= o
,
puifque le terme connu eft zéro dans z&-\- ~ z^— ku

= o j ainfi mettant la valeur de lî3 l'on a jf^J -h /'/= o 3 &
mettant au lieu de £ fa valeur pou a (p étant ici nommée ^ ) ,

l'on trouve ZO ou Ai(i)~— f£,ôc^Z(/)=— | j ainfi

l'équation s^h- Qz^— ku = o , devient l'équation de la

parabole donnée [A) zj^r \z^— aw=. o, en mettant au
lieu de & fa valeur ^i mais elle exprime le raport des points

de la parabole à une ligne parallèle à l'axe AB qu'on trouve

ainfï. Soit menée AL perpendiculaire à l'axe AB 3 & égale Figuré
à J , il faut la mener vers la gauche de l'axe

,
parcequ'elle eft xxxviu*

négative , & que l'on prend ici la droite de l'axe pour les

ordonnées pofitives -, fi le fécond terme de la transformée

avoit été négatif, | auroit été pofltive, &. il auroit falu me-
ner AL vers la droite de l'axe. Il faut tracer par L 3 LO paral-

lèle à l'axe qui rencontre la parabole en O; cette ligne fera

la ligne des coupées (a), &; LO fera=^= /j car menant
l'ordonnée Ob, le quarrc de Ob ou de AL qui eft ~ eft

égal au produit de la coupée Ab ou L qui eft ^ par le

paramètre a. L'équation de la parabole donnée devient donc
par raport à la ligne des coupées OL

J# z^-hiz^— au = o,

JLes ordonnées z^ font les perpendiculaires fur OL prolon-

gées jufqu'à la parabole»

Il faut à prefent joindre à cette parabole le cercle de
la III e équation, laquelle eft (en mettant au lieu de k &
valeur a) ZK.-*- r z^ruu -t- qu •+• s s= o.

B. — si z — u

Il faut s'imaginer que le cercle de la figure 29 * eft celui * 43^

de cette équation, excepté que le terme «^manquant, la

ligne MN (g) eft zéro, & OiV"(/)ne fait qu'une même ligne
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?4j*. avec OM {h) 5

ainiî l'équation * ^— ^<-+- a*— iiu+-ll
•+- /7— i^= o , eft la même que îa précédente , 6c fuppo-

fane leurs termes correfpondans égaux 3 on trouvera OL (/)

& le demi diamètre Kz
( {</) as** — £ •+- g— r£— J

jj.

Figure
XXXVIII.

Les coupées u de la parabole donnée ayant leur origine

au point Z, 6c fe prenant fur ZO, 6c les ordonnées commen-
çant à la ligne LO des abfciffes , à laquelle elles font perpen-

diculaires comme Obc 3 il faut prendre fur LO la ligne OD=s
y-1 HT g^-^ i

laquelle OD répond à OH (/') de la fîg. 29
quand cette quantité efl: podtive, mais quand elle fe trouve

négative, il faut prendre Od égale à cette quantité fur OL
prolongée de l'autre côté. Il faut enfaite élever au point D
la perpendiculaire DK = —

J- -t- %— r
*~— \ , laquelle

DK répond à HK{l)àe la figure 29 -

y
mais quand elle eft

négative , il faut prendre Dk égale à cette quantité de l'autre

côté. Le point K ou k eft le centre du cercle, qu'il faut dé-

crire avec le rayon, qu'on nommera { d, égal à cette quan-

tité •_ 4* I6>ta S.t
+- f — s j, &

tirer des points C 3 C, où il coupera la parabole des perpen-

diculaires fur la ligne LOD\ ces perpendiculaires feront les

valeurs des racines de la transformée : car prenant la valeur

de u dans l'équation A de la parabole donnée, de la fubfti-

tuant dans l'équation B du cercle, on trouvera l'équation

transformée propofée à réfoudre.

Remarques.
I.

41.83. vJUand le fécond terme manque dans la propofée, la

même conftru&ion fert en fuppofant »= o dans toutes les

grandeurs où elle fe trouve, ôcla conftru&ion eft bien plus

facile, la parabole donnée n'ayant nul befoin de prépara-

tion
y
il faut feulement y joindre le cercle, mais on a voulu

rendre la conftru&ion générale.
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I I.

J.89.
Quand l'équation propofée n'efl que du troifïéme degré

,

mais élevée au quatrième degré, l'une des valeurs de ^ou
l'une des GC eft toujours égale à la grandeur a de l'équa-

tion x dz a = o, par laquelle on a multiplié la propofée

pour l'élever au quatrième degré ,&. les autres valeurs de ^
font les racines de la propofée.

III.

i.90. Quand on a tiré les lignes OD, D K pour conftruire le

cercle, la ligne qui eft la valeur du rayon fe trouve comme
à l'art. 465.

IV.

l-p 1. Comme l'on a averti que les fîgnes h- des termes de la

formule des équations du troifiéme & du quatrième degré

repréfentoient les lignes -+• ou— des équations particulières

%]u'on aura à réfoudre, le Ledeur y doit faire attention, &;

il trouvera aifément les lignes convenables aux cas parti-

culiers.

Exemple II.

La conflruîlion des équations du troifiéme& du quatrième degré

farle moyen d'une hyperbole donnée entre les afymptotes qui ne

fontpas un angle droit, & d'un cercle enfefervantde la VIIe

& de la JC* équation.

.92. L'Eqjj at 1 on à réfoudre elt. la transformée s£ +- sj^s* Fietrai

.+. m ^_»- & j^-t- *îs =a o , l'équation à l'hyperbole donnée XXX1X -

eft *2^= ~'
y
on fuppofe que les hyperboles oppofées CC , ce

font données, c'eft-à-dire, décrites fur un plan avec leurs

afymptotes AD, AB ,
qui font un angle aigu -, & que leur

équation eft uz== bb : Pour rendre l'équation uxj== ^ pro-

pre à cette hyperbole, il faut fuppofer &£:== bb , ce qui dé-

termine la valeur de l'indéterminée k 3 qui devient k=bV" *

Mais pour abréger le calcul on laiiïera k par tout au lieu

de fa valeur qu'il fera facile de fubftituer à fa place. Il faut

joindre à cette hyperbole tracée le cercle dont l'équation

eft ^-h =>^-»- t V+- *« + y-" + 4* —^= ° i
enfuire

menant des points où il coupera les hyperboles des parallè-

les à celle des afymptotes fur laquelle fe prennent les zjiç

l'hyperbole, elles feront les valeurs delà propofée.
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Il faut pour décrire ce cercle s'imaginer que c'eft celui de
la figure 29, àc que l'équation précédente eft la même que

.
Njtf. l'équation * ^— 7 «^— 1/^-*- »» + ~ u +//=oj

— \àd

6c fuppofer les termes correfpondans égaux • ainfi , i°.— *£

= -*-7 . On fuppofera pour profiter de l'indéterminée «,
Figure qu'elle eft égale à g [GF fig. 29 ) j ainfi l'on aura OF (/)=5
XXIX. — ia,ècFG(g)==mi d'où il fuit que OG (h)=V^aa— mm i

on fuppofera pour abréger h= y/^-aa— mm = c ; & com-
me ici Oi7 (/) ou 2^ fe trouve négative, & i^G {m) pofitive,

OG{— hou.— c) fera négative. 2 . OL{l) =aa— 24. 3 °. Met-
tant dans %3j ihi =s& les valeurs de /, g,, h } l, on trouve-

ra OH ou KL{i) =r^7 — 4r- 4°- L'équation des der-

niers termes fera trouver le demi diamètre K& (\d)==

44ÎÎ "* 1«C f J <t<«
'

Il faut joindre à prefent le cercle à l'hyperbole donnée
dans laquelle on fuppofe que les coupées u fe prennent fur

Figure l'afymptote A

B

, 6c que les ordonnées 2^ font parallèles à
xxxix. l'afymptote v^_D; Pour le joindre, il faut que les coupées «

du cercle fe prennent aufli fur la même AB , & que les or-

données 2^ du cercle foient parallèles à AD ', c'efl: pourquoi

on prendra AF=— ia', on mènera FG parallèle à.AD,&C
du point A on tirera AG perpendiculaire à AD £c à FG ; on
nommera FG (m) ; & c'efl l'avantage qu'on tire de l'indéter-

minée m qu'on a introduite, de ce qu'étant indéterminée, il

eft libre de la déterminer à la ligne F G qui fafTè un angle

droit avec A G 3 ce qui eft neceffaire pour le cercle où les

ordonnées doivent être perpendiculaires à cette ligneAG &c

parallèles à FG ; on nommera GA (ceszv'q.aa— w)i on
prolongera GA vers N. Le triangle rectangle AFG répond
au triangle OFG de la figure 29, mais il eft de l'autre côté

à caufe des quantités négatives. Pour trouver le centre du
cercle, il faut prendre du point A fur l'afymptote AD pa-

rallèle aux ordonnées 2; , AL=— ^ du côté oppofé à AD,
parceqne cette quantité eft négative 3 cette ligne répond à

OL delà figure 29. Il fautenfuite menerpar L une parallèle

,LMi la ligne GAN 5 cette parallèle ZM répond à la ligne
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ZKBa. deia figure 19, & c'eft la ligne du diamètre du cercle

laquelle pafle par Ton centre: Pour avoir ce centre, il faut

prendre fur LM la ligne LK =h- ~*— ^ vers la droite
de l'afymptote BAL où font les coupées u pofitives quand
XK eft pofitive du côté oppofé quand elle eft négative:
cette ligne LK répond à la ligne LK de la figure 29 .,

& le

point K eft Je centre du cercle. Enfin de ce centre K avec le

rayon ^ $*.-*- g— tt* — ^^S** dont on trouvera la

longueur comme ci-defTus*:, on tracera un cercle qui coupera * 4^.
les hyperboles données en des points, defquels menant les

ordonnées BC(zj à l'afymptote AB3 elles feront les racines
de la transformée propofée à réfoudre

5
les ordonnées de l'hy-

perbole CC feront les racines pofitives, &les ordonnées de
l'oppofée feront les négatives : voici comme on le démontre.
En concevant le rayon KC y Ton aura par la propriété du

cercle, ou à caufe du triangle rectangle KMC, MC •+-KM
= KC. Mais MC==BC(^)^BN(^

â u)^NM{^^)^
& KM = + LK(+ '%g— *)-ZM(- ^h par confe-

quent MC -h Of = ^-*- 2g^ «J^^. 25 ttu + «t^

h- *r # -i_ ^ — ^ = !!M + r^'— -4: «m? -<- i»Mf au2 /^

réduit à s^-t--^ «s^-*-^^-**»*-*-*^»-*- ^— 2^r= o>

qui eft l'équation X du cercle qu'on a conftruite. Mettant
dans cette équation la valeur de u prife de l'équation VII
de l'hyperbole, qui eft »= 4ir, & celle de #0 = —-'

3 l'on

trouve exactement la transformée 2^-1-^7^, &c.

La conftru&ion eft à peu près femblable
,
quand l'angle

des afymptotes eft obtus. La plus facile de toutes eft quand
cet angle eft droit comme ci-deffus art. 464. On fera fur

cette conftrudion des remarques femblables à celles qu'on a

faites fur la précédente.

Il eft à propos de remarquer auffi que quand on réfout en

particulier un Problême de Géométrie, dont l'équation dé-

terminée monte au troifiéme ou au quatrième degré 5 on
trouve ordinairement avant d'arriver à cette équation déter.,

minée deux équations particulières du fécond degré qui ont

Riij
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les deux inconnues u 6c z^, & qui déplus contiennent toutes

les connues du Problême, & c'eft en fe fervant de ces deux
équations particulières pour faire évanouir Tune des incon-

nues u ,
qu'on arrive à l'équation déterminée, alors on peut

conftruire le Problême par le moyen de ces deux équations

particulières
i
c'eft-à-dire, qu'en conftruifànt les deux fe&ions

coniques de ces deux équations, 6c les unifiant enfemble , les

points d'interfeéHon donneront les lignes qui fatisfont au
Problême. Mais quand l'une de ces deux équations parti-

culières n'eft pas celle du cercle qui eft plus facile à décrire

que les autres fe&ions coniques ^ on peut préférer la mé-
thode qu'on a donnée où le cercle eft employé,

II.

Za méthode pour trouver les équations des courbes qui fervent k

conflruire les équations déterminées qui furpaffent le 4/ degré.

494- L A méthode eft femblable à celle que l'on a donnée pour

les équations déterminées du troifiéme &; du quatrième

degré ^ il faut feulement faire évanouir le fécond terme des

équations à réfoudre. On peut fe fervir de la première pa-

rabole cubique y
i== aax pour les équations du 5% 6 e

, 7% 8 e

& 9
e degré, comme on s'eft fervi de la parabole du premier

genre pour le y 6c 4
e degré , & elle fera trouver une ou plu-

sieurs équations des courbes du fécond genre, dont l'une

étant jointe avec la parabole cubique , la coupera en des

points, d'où menant les ordonnées^ delà parabole cubique,

elles feront les racines de l'équation propofée. Comme 1 on
n'entrera pas ici dans le détail comme l'on a fait pour les

équations du 3
e& du 4

e degré, 6c qu'on fera obligé d'employer

plufieurs lettres qui repréfentent les coé'ficiens connus, on
Je fervira pour cela des lettres /, k 3 l 3 m, n 3 p,q 3 r, s y tî

6c l'on employera a pour tenir lieu d'unité, 6c pour rendre

tous les termes homogènes.

La propofée eft par exemple y
9 -*- aly1 4- a zmy6

-+- aïny s

4- a*fy* •+- aïqy % •+- a6
ryy •+- aPsy -h a s

t= o. On fuppofera

•+- a^ky*

l'équationy=aax 5 on mettra au lieu de y fa valeur, ex-

cepté dans l'une des grandeurs du terme y\ 6c l'on aura x %

-\--~yxx-+- mxx -\-~yyx -+• pyx-¥- jy
1

-H akx -+- ryy +- asy
-*-aat=i o, qui eft une équation à une courbe du f„cond
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genre, qu'on peut décrire par points, en fuppofantpour trou-

ver chaque point Tune des deux inconnues égales à l'unité,

à deux, trois, quatre, &c.

Si l'on mettoit au lieu de y-> fa valeur aux dans le terme ly\

on auroit une autre courbe du fécond genre très-facile à

décrire par points, puifque l'inconnuey ne monteroit qu'au

fécond degré.

Si la propofée eft du douzième degré commej/u *H-^) IÛ

-v- œœky 9 -\- &c. en fuppofant l'équation^3= ^.x;_, on trou-

vera, en mettant partout aax au lieu de yi
3 une équation

d'une courbe du troifiéme genre, qui étant jointe avec la

parabole cubique, fera trouver les racines de la propofée.

On pourra dans les équations des degrés plus élevés
,

employer les équations à la parabole d'un genre auflî plus

élevé y comme y*= a>x 3 y
s= a/x 3 &c.

On pourroit au lieu de l'équation à la parabole, employer
l'équation à une efpece d'hyperbole du fécond genre , du
troifiéme genre, &c. comme^yx= a) iy*x-=a y

&c.

Enfin l'on pourroit même employer pour première équa-

tion celle d'une fe&ion conique -, mais en fubftituant la va-

leur de y en x prife de cette équation, on trouveroit celle

d'une courbe d'un genre plus élevé, laquelle étant jointe à

la fe&ion conique , feroit trouver les racines de l'équation

propofée.

VfcLge des courbes pour la réfolution des Problèmes

des fiiences Phyjîco-matheinatiques.

Usage de la Parabole.
95. LA courbe que décrit une bombe lorfqu'elle fort du mor-

tier, quelque inclinaifon que l'on donne au mortier, eft une
parabole. Car fi l'on imagine dans la figure 3

e

,
que la verti- fig. vin.

cale HA prolongée au-deiïbus deA eft le diamètre
;
que les

points N,Q^K dans les lignes MO 3 PR , SK font ceux par

où parle la bombe , & par confequent ceux de la courbe

qu'elle décrit
^
que les lignes menées de chacun de ces points

au prolongement de HA3 <\u\ foient parallèles à la direction

du jet ACMPS 3 font les ordonnées : il fuit de ce qu'on a

démontré art. 319, fécond cas , & 330, fécond cas
,
que le
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quarré de AM égale à l'ordonnée du point N, eftau quarré

de AP égale à l'ordonnée du point Q^3 comme MN égale

à la partie du diamètre ou à la coupée qui répond à l'ordon-

née du point N\ éft à /'Régale à la partie du diamètre qui

répond au point Qj & comme il eft évident par les art. 329

& 330, fécond cas, que cette propriété convient à tous les

points de la courbe que décrit la bombe , & que c'eft: la pro-

f j68. prieté de la parabole,* cette courbe eft une parabole : ainfi

nommant MN ( x ) , PQJu) , AM [y ) , AP (g) , on a cette

proportion de la parabole^. *&:: x. u.

Avertijfement.

On déduit ordinairement la réfolution des Problêmes de

Part de jetter les bombes des propriétés de la parabole
5

mais comme l'on a donné cette réfolution fans l'employer,

il eft: inutile de s'y arrêter ici : on mettra au lieu de cela les

deux Problêmes fuivans.

PROBLÈME L

49 G. TR VVE R l'équation de la courbe qui pafft par les Commets

fis. vin. des axes de toutes les paraboles décrites par une bombe jettee

par une même force de poudre } en donnant an mortier toutes fos

inclinaifons pojjîbles des cordes A C , AE, A G , &c.

XL faut s'imaginer que l'horizontaleAOK ètlaverticaleHA
font les lignes des coordonnées de cette courbe que l'on

cherche $ on prendra les coupées fur AH 3 ainfi les A E,
AD, AF3 & leurs parallèles comme ON' 3 &c. feront les x',

&; les ordonnées fur AOK 3 ainfi AO & les parallèles à AO
feront les y, la force du jet HA eft: donnée, &: on fuppofè

HA= d. Il eft: évident que le point le plus élevé de chaque

»ji 4 . jet, comme le point JV*du jet par AC 3 e& le fommet de la

parabole de ce jet. Or par l'art. 324 Ton zy=ziVdx— xx 3

ce qui donne yy — ^.dx •+- 4xx= o
,
qui eft: l'équation qui

convient à tous les points dss fommets des paraboles d'une

même force de poudre, c'eft-à-dire à tous les points les plus

élevés de ces paraboles, puifque la changeante^ marque
Péloignement AO où eft chacun de l'axe HA 3 & la chan-

geante x exprime la hauteur AB 3 AD 3 &c. fur l'axe AH
4e chacun de ces points. Mais yy— ^dx -*- 4* x= o eft

l'équation-
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l'équation d'une ellipfe*; ainfi la courbe qui pafle par tous * 377»

ces fommets eft une ellipfe. Ce quil falloit trouver.

PROBLEME IL
(-97* * ROUVER 1équation de la courbe qui touche toutes lef -pa-

rât"oies d'une même force de foudre.

1 Our réfoudre ce Problême, il (unit de confîderer deux Fie. xl.

de ces paraboles AMC 3 AmC 3 dont les axes OM 3 om ont

leurs fommets M , m par le Problême précèdent dans la

même ellipfe AMmH\ ces deux paraboles fe coupent tou-

jours en un point C 3 lequel point Ceft toujours au-dedans
de la courbe touchante , excepté ce feul cas

,
qui eft que ce

point d'interfection C eft dans la touchante, lorfque les deux
paraboles AMC 3 AmC deviennent une feule & même pa-

rabole, c'eft-à-dire, quand les deux axesOAf , om 3
devien-

nent un même axe OM 3 &par confequent les deux ordon-
nées A0 3 Ao deviennent une même ordonnée. Ces chofes

fuppofées :

Soit la connue AH= d 3 l'ordonnée AO 3 Ao=y 3
la

coupée ou la partiede l'axe OM 3 om 3
depuislefommet,= A;

A. yy— ^dx -t- 4.XX= o eft l'équation commune aux fom-
mets de toutes les paraboles par le Problême précèdent,

fuppofant à prêtent que le point d'interfeéUon C eft dans la

courbe touchante • AB 3 qu'on nommera », fera une ordon-

née de la courbe touchante, de BC 3
qu'on nommera ^, en

fera la coordonnée
3
ôcl'on aura par la propriété de la para-

bole AMC cette proportion *, le quarré de AO (yy) eft à la *3**«

partie de l'axe OM (x), comme le quarré de CTVou OB
(#—y) y qU i eft uu— iuy+-yy 3

eft à la partie correfpon-

dante de l'axe MN sa MO— CB= x— £5 ce qui donne

l'équation xyy— zjy= uux— îuyx H- xyy
,
qui fe réduit à

B- \yy —: i&xy -*-uux =? o. Cette équation convient au

point d'interfedion C de deux paraboles quelconques, com- .

me AMC 3 AmC 3 dont les axes & les ordonnées aux axes

font Amplement parallèles ; faifant évanouir l'une des deux
coordonnées x ou y des deux paraboles par le moyen des

deux équations A et B
,
par exemple prenant la valeur de ,

» s== sp?£ dans l'équation B > & la fubftituant dans l'équa,.

Tome II> S
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non A, on trouve 1 équation D.yy OT+^ —
= o , laquelle équation détermine le point d'interfedion C,
(qui par l'équarion B étoit le point d'interfedion de deux
paraboles quelconques, dont les axes & les ordonnées aux

axes étoient fimplement parallèles) à être le point d'inter-

fedion C de deux paraboles quelconques d'un même jet

,

c'eft-à-dire de deux paraboles quelconques parmi celles donc

les fommets des axes font tous dans la même ellipfe AMmtt,
Pour déterminer à prefent l'équation D .à exprimer le

point d'interfedion C de deux de ces paraboles d'un même
jet, qui ont leur point d'interfedion C dans la courbe tou-

chante qu'on cherche , il ne faut plus que fuppofer que ces

deux paraboles AMC y AmC deviennent une même para-

bole j ce qui fe fera en fuppofant que AO (y) a deux valeurs

égales ou deux fois la même valeur dans l'équation D. Et

*7i. alors multipliant* l'équation D par la progredîon arithmé-

tique 2, i, o, on trouvera^=+ '

-
u
^ ***•*

. Mettant cette

valeur dey & fon quarré à la place dey & deyy dans l'équa-

tion D, elle deviendra l'équation E. uu-\-\d^—4^= 0,
qui eft l'équation de tous les points d'interfedion C de tou-

tes les paraboles d'une même force de poudre prifes deux à
deux, qui fe coupant dans un point C de la courbe touchante
qu'on cherche, deviennent deux à deux une même para-

bole, & font par là que l'équation E exprime le raport de
chaque point C de cette courbe touchante par le moyen des

deux coordonnées changeantesAB (u) &BC (zj. Et comme
l'équation E eft celle d'une parabole, on voit que la courbe
touchante eft une parabole, dont les Ledeurs trouveront

aifément le paramètre. Ce qu'ilfalloit trouver.

Vfkge de ïEllipfe %) de VHyperbole.

PROBLEME.
Tic. xxv. TROVVBR la nature de la courbe AC.dont l'axe eft la ligne A B,

qui [oit telle que fi l'on donne à la furface d'un morceau de verre
49 • la courbe AC,/7 raffemble en un feul point f ou q> tous les

- rayons de lumière comme EC,quiferontparallèles à l'axe AB.
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Supposition.
(jNfuppofe, i°. qu'un rayon de lumière comme £CpafTant
d'un milieu dans un autre différent comme de l'air dans le

verre, s'il eft perpendiculaire à la furface des deux milieux,

il continue dans le fécond Ton chemin dans la même ligne

droite j mais que s'il eft oblique à la furface des deux milieux,

il ne continue pas fon chemin dans la même ligne droite,

mais qu'il fe rompt à l'entrée du fécond milieu, & qu'il con-

tinue enfuite fon chemin dans une autre ligne droite Cfou
C<p. i°. Que fi l'on tire une perpendiculaire pCP à la fur-

face CS qui fepare les deux milieux
, (
quand la furface eft

courbe , la perpendiculaire à la tangente de la courbe au
point C où paffe le rayon de lumière, eft la perpendiculaire

à la furface des deux milieux en ce point C qui eft le point

touchant, ) l'angle ECp que forme le rayon EC avec la par-

tie Cp delà perpendiculaire qui eft dans le premier milieu,

s'appelle Vangle d'incidence, & l'anglefCP ou <pCP que forme
le rayon rompu Cfou C<p dans le fécond milieu avec la

perpendiculaire CP 3 s'appelle Vangle de refratlion. 3 . Que
quand plufieurs rayons de lumière paflent ainfi obliquement

d'un milieu dans un autre, c'eft une loi prouvée par l'expé-

rience, & dont on donne la raifon dans la Dioptrique & dans

la Phyfique
,
que le raport du finus de l'angle d'incidence 6c

du finus de l'angle de refra&ion eft le même par raport à

tous les rayons, quelque différence qu'il y aie entre les angles

d'incidence j c'eft ce raport confiant qu'on appelle le raport

delà refraflion. Quand les rayons paffent de l'air dans le verre,

ce raport eft \-
y
6c quand ils partent du verre dans l'air, ce ra-

port eftj. 4°. Que dans les courbesAC le rayon incident eft Fig.xxv.

EC; la tangente au point C eft CS > la perpendiculaire à ce

point eft pCP qui rencontre l'axe AB en P oup; le rayon

rompu eft Cfou Cep
;
par confequent l'angle d'incidence eft

ECp= (à caufe des parallèles EC 3 AB)i l'angle CPA ou
CpA, qui ( ou fon complément ) dans le triangle CPfou Cpq>^

a pour côté oppofé le rayon rompu Cfou Ccpî & l'angle de

réfraction eft PCf ou />Ccp, qui dans le même triangle CPf
ou Cp<Q a pour côté oppofé la ligne Pfou pq j ainfi le fînus

de l'angle d'incidence eft au finus de l'angle de refradion

,

comme le rayon rompu Cfou Cep eft à la diftance fP ou cp/,

Sij
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où eft le point/ ou <p, auquel fe ralïemblent les rayons, delà

perpendiculaire PCp ou pCP i ainfi quand les rayons CE
parallèles à Taxe AE

,
palTent de l'air dans le verre, comme

on le fuppofe dans la figure 2 5 3 Cf. fP : : 3 . 2
;
quand ils

paiïent du verre dans Pair, comme on le fuppofe ( fig. 26 ),

/(p. C<p ;: 1. 3. Ces chofes fuppofées , voici l'état de la

queftion.

Il s'agit de trouver la courbe AC ( fig. 2 5 6c 2 6 ) ,
qui foie

telle que menant des lignes droites Cf3 Cep de tous les points C
de la courbe à un point fixe /ou p de l'axe ^i?, & menant
aufîi par tous les points C de la courbe des perpendiculaires

-pCP, à la tangente de ces points C3
jufqu'à l'axe en i' ou ;,

Je raport de chaque C/ou C$ à la diftance correfpondante

fP ou <pp foit toujours le même raport, Se qu'on puiflè le

rendre égal au raport -£ fig. 25 , | fig. 26.

Resolution.
Le s figures 2 5 Ôc 26 font voir d'une manière fi claire Se û
courte que la courbe AC doit être une ellipfe quand les

rayons pafïènt de l'air dans le verre, Se une hyperbole quand
ils paftènt du verre dans Pair, qu'il eft inutile de chercher

ces courbes par l'Analyfe. Car MF Se CP ou Cp étant fup-

îio. xxv. pofées perpendiculaires à la tangente CS , Se par confequent
se xxvi. étant parallèles , l'axe Aa. ou Aa, ou la ligne égale à l'axe

v« &412. *Mf ou Mq> eft à la diftance des foyers Ffou Fq> ,. comme
chaque rayon rompu C/ou Cep eft à Pfou pq diftance où
eft le foyer /ou <p de la perpendiculaire CP ou Cp'-, d'où

l'on voit qu'en faifant une ellipfe dont l'axe A a. foit à la

diftance des foyers .F/comme 3 à 2 3 &une hyperbole dont
l'axe A a foit à la diftance des foyers Fq> comme 2 à 3 , ces

deux courbes feront celles que l'on cherche.

Trc.xxv. C'eft pourquoi fi après avoir tracé une ellipfe AC dont
l'axe A a foit à la diftance des foyers Ff comme 3 à 2 , on
décrit un arc de cercle du centre /avec quel rayon on vou-

dra fC moindre que fA ,
qui rencontre l'ellipfe aux deux

points C, c 3 l'un au-deftus, l'autre au-defïbus de l'axe, Se que
l'on faiTe tourner la figure comprife entre l'arc de l'ellipfe

&: l'arc du cercle autour de l'axe AB 3 elle décrira la figure

convexe d'un côté Se concave de l'autre qu'il faut donner à

un verre, afin que ks rayons parallèles à VzxeAE comme £C3



Livre VIII. 141

tombant de Pair fur la furface convexe CA , ils aillent tous

fe rafTembler au foyer f.

Après avoir de même tracé une hyperbole AC ( fig. z 6 ) ,

dont la diftance des foyers F<p foit à l'axe A*, comme 3 à z 3

fî Ton tire une perpendiculaire CB à Taxe AB 3 & qu'on

faile tourner la figure ACB autour de TaxeAB3 elle décrira

la figure qu'il faut donner à un morceau de verre, afin que
les rayons EC parallèles à l'axe qui entreront dans le verre

au travers delà ligne droite BC fans y foufFrir de réfraction

lui étant perpendiculaires, foient détournés par la réfraction

qu'ils foufFriront au fortir du verre par la furface hyperbo-

lique du verre aux points C 3 c 3 de manière qu'ils aillent

tous fe raflembler au foyer (p. Ce quilfalloit trouver..

Vfage de la Cycloïde four donner de la régularité

aux Horloges,

TROUVER quelle eft la nature de la courhe DPGA que le Tic XLB,

centre de fefauteur P d'un pendule fîmple S P , au le centre

d'ofcillation P d'un pendule S P quon fuppofe compofé 3 doit

décrire parfa pefaneur y afin que chacune defes vibrations ou

chacune des defeentes de ce centre depuis quel point on voudra

de la courbe 3 comme du point D, ou du point P, ou du point G,
eu de tout autre point jufqu'au point leplus bas A

, fe fajfe

toujours dans un temps égal.

Supposition s.

L

ON fuppofe que quand un corps pefant defeend par le Fig.viii.

mouvement de fa feule pefanceur, foie par une ligne verti-

cale FA 3 foit par un plan incliné comme GA terminé par

les mêmes horizontales FG 3 AL 3
la vitefle qu'il aura acqui-

fe par la defeente inclinée GA r fera. égale à la vitefle qu'il

aurok acquife par la defeente FA terminée par les mêmes
horizontales FG 3 AL. Ain fi- la vitefle acquife parFA étant

= VFA*, la vitefle acquife par GA eft aufFi égale à VFA * 308.

Mais le temps eft différent 3 car le temps T par FA= Z
- F^L\ * &*,%?&

& le temps / par GA= 1(±S *
5 ainfi T . t :: FA . GA. D'où

S iiij
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l'on déduit aîfément que fi differens corps pefans defcen-

doient par pîufieurs plans différemment inclinés qui fufTenc

compris encre les mêmes horizontales, les'temps employés

à descendre par ces plans difFerens feroient proportionels

aux longueurs de ces plans.

D'où il fuit que les temps des defcentes d'un corps pefant

tombant librement par les cordes GA , EA 3 CA ,&c d'un

cercle dont le diamètre AH efl vertical, font tous égaux
entr'eux , & égaux chacun au temps de la defcente par le

diamètre HA. Car nommant la confianteHA (d) , chacune

des changeantes AF S AD 3 AB, &c. (x),Ton aura chacune
* i88. des cordes GA, EA 3 CA , &c.= Vdx *

; les temps des def-

* 301. & centes par ces cordes feront égaux chacun * à ^-^ == 2y/^
î IO - = M

d ,
qui efl: le temps de la defcente par le diamètre HA.

I I.

Fie xli. Si un même corps pefant defcendoit de fuite par plufîeurs

plans inclinés contigus qui fiiTent les uns avec les autres des

angles qui ne differafTent de la ligne droite ou de 1 80 degrés

que par des angles infiniment petits, comme font les côtés

infiniment petits dont on conçoit que font formées les lignes

courbes , la vitefTe acquife par la defcente de ces plans comme
par DPG ( fig. 41 )

, efl aulîi égale à la vitefTe acquife par la

defcente de la verticale .EJWcomprife entre les mêmes hori-

zontales ED 3 M G; ainfi la vitefTe par DPG = VEMi
la vitefTe acquife par DPGA= VEA ', & le temps T de la

301. & defcente par DPG efl 1

^
Z)PG.,* 5 le temps t de la defcente par

DPA efl
1^~~- Ces chofes fuppofées , voici la réfolution.

Résolution.
(jOncevant l'origine de la courbe au point A, on mar-
quera chacun des arcs AG 3 AP 3 AD3 &c. qui doivent être
parcourus dans un même temps par la changeante s ; & ce
temps égal & confiant delà defcente par chaque s fera nom.
mér;& chacune des verticales AM t AB 3 AE 3 &c. cor-

refpondante à chaque ;, s'exprimera par la changeante x.

Or la vitefTe acquife par la defcente de chaque s efl égale

308. à y/**, ainfi le temps T de la defcente par chaque s fera^i
ou bien

,
parceque cette exprefïïon convient au temps de

310
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chacun des arcs , on peut la divifer par 1 , & la marquer
ainfî ~ j cette expreflïon du temps devant être la même
pour chacun des arcs

,
puifque les temps pendant lefquels

ils doivent être parcourus font égaux , eft égale à une gran-

deur confiante j on peut donc la fuppoier égale à la grandeur

confiante iy/a\ par confequent l'on aura^ 5= iVa
,
qui fe

réduit à s— iVœx, qui eft l'équation de la courbe que Ton
cherche. Or c'eft l'équation delà cycloïde*. Ainfi iî Ton *4/tf.

fait décrire au centre de pefanteur ou d'ofcillation des arcs

de cycloïde , les durées des vibrations du pendule feront

toujours égales, foit que le poids de l'horloge agifTant plus

fort, faffe décrire de plus grands arcs de cycloïde, foit que
le poids de l'horloge agiflànt moins fort , en fade décrire de

plus petits.

D'où l'on voit que pour donner une entière jufteflè aux
horloges , il ne refte plus qu'à trouver le moyen de faire

décrire au centre de pefanteur ou d'ofcillation du pendule,

des arcs de cycloïde 3 ce que l'on enfeignera dans la féconde

Partie.

Avertijfement.

Les courbes ont une infinité d'autres beaux ufages, mais

ce que l'on en a dit fufïït pour faire voir aux Ledeurs com-
ment l'Anal yfe les fait découvrir par le calcul ordinaire de
l'Algèbre ,

quand cela eft poflible.
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SECONDE PARTIE-
VfAge de lAnalyfe dans la réfblution des Problèmes de

û Géométrie& desfciences Vhyfîco-mathematicjues

,

en employant le calcul différentiel,

PREMIERE SECTION.
Ou l'on explique le calcul différentiel & les principes

dont il dépend.

Principe du calcul différentiel pris
des anciens geometres.

5-00. ^""^'Est une chofe ordinaire aux anciens Géomètres de

\^ regarder deux quantités comme étant égales quand,

elles différent moins entr'elles qu'aucune grandeur finie 6c

déterminée, tant petite qu'elle puiiTe être, en demeuranc
finie ou bornée.

C'eft fur ce principe qu'en concevant des polygones inf-

crics 6c circonferits au cercle, dont les côtés allant en dimi-

nuant de plus en plus à l'infini , font que le périmètre 6c l'aire

de ceux de ces polygones qui ont les côtés les plus petits,

approchent le plus du périmètre & de l'aire du cercle ; ils

fuppofoient qu'on pouvoir concevoir un polygone infcritSc

un autre circonferit de tant de côtés , 6c par confequent de
côtés fi petits

,
que la différence entre ces deux polygones , 6c

à plus forte raifon la .différence de l'un 6c de l'autre d'avec le

cercle , fût moindre qu'aucune grandeur finie Se déterminéej

6c ils regardoient le dernier, pour ainfi dire, de ces poly-

gones inferits èc le dernier de ces circonferits comme égaux
entr'eux 6c au cercle j ce qu'ils n'auroient pu faire qu'en

concevant les côtés de chacun de ces polygones comme in-

finiment petits, 6c comme y en ayant une infinité
3
puifque

pendant qu'ils demeureroient finis 6c déterminés , la diffé-

rence du polygone inferit 6c du circonferit feroit finie , 6c de

même
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même leur différence d'avec le cercle feroit aufîî finie, & Ton
ne pourroic pas fuppofèr ces trois figures égales, comme il

leur étoit necefïaire de le faire, afin que leurs preuves fuf.

fcnc démonflracives. C'en: par ce principe que font démon-
trées la plupart des propositions du 1 i c Livre d'Euclide.

On s'en; heureufement avifé de notre temps de donner
des expreflîons propres à ces différences infiniment petites,

lefqueiles différences pendant qu'elles font réelles ont des

raports entr'elles très-réels, 6c qui font égaux aux raports

des grandeurs finies, parle moyen defquelles ces raports des

différences peuvent être exprimés. La méthode de trouver

les expreiîions des différences & de leurs raports , efl; ce

qu'on appelle le calcul des différences > ou le calcul différentiel ;

par le moyen duquel on trouve d'une manière courte & fa-

cile une infinité de raports entre les lignes droites & cour-

bes géométriques èc méchaniques qu'on auroit bien de la

peine à trouver par d'autres voyes ^ éc comme les grandeurs

entières que l'on peut comparer ont des différences qui ont
des expreiîions qui les leur rendent propres , on peut retour-

ner de ces différences aux grandeurs entières qu'on appelle

fommes ou intégrales 3 Se les trouver par le moyen de leurs dif-

férences: Ce retour des différences aux grandeurs intégrales

dont elles font les différences , eft ce qu'on nomme le calcul

intégral. Par le calcul différentiel on trouve les expreiîions des

différences des grandeurs intégrales, & l'on fait fur ces ex-

preiîions les opérations que fait l'Algèbre fur les grandeurs
algébriques

^
par le calcul intégral on trouve les expreiîions

des grandeurs intégrales dont on a Pexpreffion des différences.

Utilités de ces Calculs,

U E p u 1 s qu'on a employé ces calculs dans l'ufage de
l'Analyfe, on a non feulement réfolu d'une manière plus

courte & plus aifée la plupart des plus difficiles Problêmes
qu'on avoit réfolus par le calcul ordinaire ; mais on a fait

des découvertes Surprenantes dans la Géométrie compofée
& dans les feiences phyfico- mathématiques, comme on le

peut voir dans les Mémoires de l'Académie , dans les Atles de

Leipfîc j dans l'Analyfe des Infiniment Petits , dans les Ouvra*

ges de M. Newton , & dans tous les autres où l'on employé
ces calculs.

Tome II, T
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On applique ces calculs aux courbes méchaniques, comme

aux courbes géométriques 3 & l'on découvre parleur moyen
les propriétés des unes & des autres avec la même facilité.

Il n'effc point necefïaire dans ces calculs d'ôter les lignes

radicaux
y
ce qui ôte l'un des plus grands embarras du calcul

ordinaire , outre que" ces calculs font ordinairement plus

courts d'eux-mêmes que ne font les ordinaires.

Ces calculs fuivent la nature dans la réfolution des Pro-

blêmes phyiico-mathematiques, laquelle n'agiflànt que par

le mouvement & les figures, commence & agit ordinaire-

ment par des degrés infiniment petits à chaque initant du
temps, chacun de ces inftans étant aufli infiniment petit.

Enfin on réduit par ces calculs la Géométrie compofèe
ou la Géométrie de toutes les courbes à la Géométrie Cmple
àcs figures re&ilfgnes, ce qui la réduit à toute la fimplicité

pofïible, 6c ce qui met les Géomètres en état de la porter

à toute la perfection pofïible.

Le principe du calcul différentiel fert à démontrerfans calcul

plufteurs propofitio-ns de la Géométrie compofèe.

V>E principe que dans la comparaifon des grandeurs finie*

on peut regarder des différences qu'elles ont entr'elles y plus

petites qu'aucune grandeur déterminée, ou infiniment petites

(on n'entend que la même chofe par ces deux expreflïons
) ^

ce principe , dis-je , fuffit pour démontrer fans calcul & d'une

manière très-fimple plufieurs propositions de la Géométrie
compofèe, que Ton ne démontre que par de longs circuits.

En voici quelques exemples fur la cycloïde.

503. Si l'on mené par un point quelconque /de la cycloïde

ïicoRE l'ordonnée/Fi? parallèle à la bafe DE qui rencontre le cer-
xxxv. c j e générateur en F > qu'on tire la corde FA 3 §L qu'on mené

par /la droite/}/ parallèle à la corde F

A

3 fa fera la tan-

gente au point /j Car en mettant le cercle générateur dans

la fituation eaf, où fon point/décrit la partie /infiniment

petite de la cycloïde, il eft évident qu'en menant la corde/? -

3

on peut concevoir que cette corde fe tournant à cet inftant

fur le point e 3
comme fur un centre, décrit par fon extrê-

mité/un arc / infiniment petit, qui fait la petite partie /de
la cycloïde : or efétant le rayon de ce petit arc, eft perpen-

diculaire à la tangente de ce petit arc fi fa perpendiculaire
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à ef3 Se parallèle à FA , eft donc la tangente de ce petit arc f
ou de ce point /de la cycloïde

}
d'où il fuit auili que fe eft

parallèle à FE.
Pour entendre les proportions fuivantes, il faut remar- Fig.XLJ.

querque fi l'on envelopela courbe SKD d'un fil également
tendu par tout, qui foit comme colé fur cette courbe 3 & qui

lui foit égal en longueur
,
qu'on develope enfuite la courbe

en commençant au point D, & que l'extrémité D du fil

pendant le developement infenfible que l'on fait de la courbe

DKS , décrive la féconde courbe DPA ; la première courbe

DKS s'appelle la developée de la féconde courbe D PA\
chacune des parties du fil comme PK détachées les unes

après les autres de defTus la developée DKS 3 s'appellent les

rayons de la developée ; & la courbe DPA eft la courbe for-

mée par le developement du fil de la developée. Ces chofes

fuppofées :

Il eft évident que chaque rayon KP de la developée eft

égal à la partie developée DK de la courbe DKS 3 Ci ce n'eft

quand le fil qui envelope la developée eft plus long ou plus

court que la courbe qu'il envelope ^ car dans le premier cas

le rayon de la developée eft égal à la partie de cette courbe

qui eft developée , 6c de plus à la ligne droite dont on fuppofe

que le fil furpafïè la courbe qu'il envelope ; &: dans le fécond

cas il n'eft égal qu'à la partie de la courbe qu'on fuppofe qu'il

envelopoit.

Que chaque rayon KP de la developée eft une tangente

de la developée
7
car le refte S K du rayon KP demeurant

comme colé à la developée , le point K eft la particule de

la developée du point K 3 &i le rayon KP ne fait qu'une ligne

droite avec cette particule 6c en eft le prolongement j ainfl

le rayon KP eft la tangente de la developée en ce point K.
Que chaque rayon KP de la developée eft perpendiculaire

au point i> à la courbe DPA. Car on peut concevoir que le

rayon KP à l'inftant qu'il forme la particule P de la courbe

DPA 3 fè meut fur le centre K } 6c qu'il forme un arc infini-

ment petit P qui eft la particule P de la courbe DPA. Or
le rayon KP eft perpendiculaire au petit arc P ou à la petite

partie de la tangente au point P 3 laquelle petite partie eft

en même temps le petit arc formé par le rayon KP 3
la par-

ticule P delà courbeDPA 3 6c la petite partie de la tangente.
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Suppofons à prefent que DPA eft une cycloïde dont le

cercle générateur eft AF E 3 la bafe DE égale à la demi-ctr-

conference AFE y & qu'il faille trouver la longueur PK du
rayon de la developée au point P3 &. enfuite qu'elle eft la natu-

re de la courbeDKS qui efl: la developée de la cycloïdeDPA.
508. Pour trouver la longueur du rayon PK y il faut concevoir

que PG eft une partie infiniment petite de la cycloïde, que

PK eft la perpendiculaire de la cycloïde au point P }
&que

GK l'eft au point G; à caufe qu'on (uppofe GP infiniment

petite, les deux perpendiculaires PK,GK peuvent être con-

fédérées comme partant du même point K de la developée

qui eft comme le centre autour duquel le fil ou le rayon PK
eft conçu tourner lorfqu'il forme la particule PG; qu'on

mené les ordonnées PFP 3 GHM, qui rencontrent le cercle

générateur aux points F & H par où il faut mener les cor-

des EF 3 FA, EH 3 HA; enfin qu'on conçoive décrits des

centres K & E les petits arcs//, FZ 3
les petits triangles rectan-

gles FZH y flh feront femblables & égaux-, car i°. les hy-

pothenufes HF , A/font égales
,
puifque parla formation de

*4H- la cycloïde* Ef=FP(k caufe des parallèles//', F £), &
que FP eft égale à l'arc AHF 3 6c par la même raifon Eh
z=zHG= X l'arc AH; ainfi Ef—Eh= hf=i l'arc AF
— l'arc AH= l'arc FH. i°. hl= Gb— Pf= à la corde

JEH— la corde EF = HZ; par confequent le petit côté

ou le petit arc fl eft égal au petit côté ou au petit arc FZ y

Hiaîs/iC/== F EZ, à caufe des parallèles KP3 EF 3&KG 3 EH,
D'où il fuit que les rayons de ces petits arcs qui font Kf&C
FF font égaux : mais//7 parla formation de la cycloïde eft

égale à la corde EF; par confequent le rayon KP eft double

delà corde EF. Et comme la même démonftration convient

à tout autre rayon repréfenté par K P , il eft évident que

chaque rayon PK de la developée de la cycloïde eft toujours

double de la corde correfpondante EF du cercle générateur,

& que par confequent SA eft double du diamètre AE.
509, Pour trouver la nature de la developée DKS de la cycloïde,

il faut mener De perpendiculaire à la bafe DE delacycloide

& égale à EAou à (on égale ES 3
décrire fur le diamètre De

le demi-cercle Die; tirer la corde/)/ parallèle à />/"& à FE

,

qui fera par confequent l'angle fDI égalàfon alterne DEF3

ce qui fera caufe (les cercles DJe 3 AFE étant égaux
) ,

que
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ces cordes DI , EF feront égales,& leurs arcs égaux , & que

Dl fera auflî égale à fK qui eft égale à EF ; & menant IK
,

elle fera égale &. parallèle à D/! Ces chofes fuppofées:

La bafe ED étant égale à la demi circonférence AFE s

&FP ou fon égale £/etant égale à l'arcAHi7 *, le refte/D *4r*

de la bafe eft égal à l'arc EF & à l'arc i)/ qui e(l égal à £,F ;

l'ordonnée Kl de la developée Z)/C<S menée d'un point quel-

conque K au cercle Die, étant égale à Df, eft par confequenc

égale à l'arc DI ; & comme il eft évident que la démonftra-

tion peut s'appliquer à tout autre point de la developée, la

propriété de cette developée eft que chaqueordonnée Klett
égale à l'arc correfpondant DI du cercle Die. Et comme
c'eft la propriété de la cycloïde * dont DI c eft le cercle *4r*»

générateur, la developée DKS de la cycloïde DPA. eft elle-

même une cycloïde égale à la première DPA } puifque le

cercle générateur de l'une eft. égal à celui de l'autre ; Elle

eft feulement dans une autre fuuation
5
le point D de la de-

velopée répond au pointA de la cycloïde DPA , & le point

S de la première au point D de la féconde.

0. Comme l'on a démontré que chaque partie KP du fil

developé eft double de la corde correfpondante DI 3 & com-
me la partie KP du fil developé eft égale à la partie develo-

pée DK de la cycloïde DKS ; il s'enfuit que chacun des
arcs DK d'une cycloïde eft double de la corde correfpon-

dante DI du cercle générateur, & que la cycloïde DKS
eft double du diamètre De du cercle générateur.

Rem a rq^ues*
L

Où Pon explique ce qui refloït à faire four donner la régularité

aux Horloges*

1. I L eft à prefent évident que û Ton donne à deux lames de

cuivre SK , Sk\z courbure SK d'une cycloïde SKD, dont le

cercle générateur Die ait pour diamètre De la moitié de

la longueur du pendule SP ou de fon égale SA ,
qu'on fup-

pofe erre la longueur du pendule dont les vibrations font

précifément d'une féconde-, èc que l'on fufpende le pendule

SA ou SP au point S entre ces deux lames de cuivre par une

foye déliée ,, de façon que quelque mouvement que le poids

Tiij
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de l'horloge imprime au pendule S/7

, ce pendule foit tou-'

jours la tangente de la cycloïde S K ou Ski il eft, dis-je>

évident que le centre de pefanteur ou d'ofcillation P3 dé-

crira dans toutes fes vibrations des arcs de cycloïde AP3 \tL

* 49?. quelles par confequent * feront toutes d'une égale durée. Ce
qui reftoit à démontrer de ce qu'il faut faire pour donner

toute la jufleffe pofTible aux horloges ^ & c'en: pour cela qu'où

a choifi ici ces Exemples de la cycloïde.

I I.

r i2. Comme Ton peut regarder des grandeurs infiniment pe-

tites par raport aux grandeurs finies dont elles font les dif-

férences, on peut regarder de môme des grandeurs comme
infiniment grandes par raport à d'autres finies qui devien-

nent égales à zéro par raport à ces grandeurs infiniment

plus grandes j on démontre facilement par là plufieurs pro-

pofitions de Géométrie
j
par exemple on a déterminé par là

îa fîtuation des afymptotes de l'hyperbole art. 400. en fup-

pofant qu'elles font des tangentes de l'hyperbole à des points

infiniment éloignés du centre de l'hyperbole. De môme
dans les Problêmes où entrent les triangles rectangles dont
un côté augmente toujours pendant que l'autre demeure le

même, ou bien diminue toujours, en fuppofant que ce der-

nier côté eft égal à zéro par raport à l'autre, ou que celui-

ci devient infini • alors le côté infini & l'hypotenufe devien-

nent parallèles. De même quand un angle aigu va toujours

en diminuant, en le fuppofant égal à zéro, ou infiniment

petit, & fes côtés infiniment grands
5
on a le cas où les deux

côtés deviennent parallèles.

C'eft ainfi qu'en fuppofant qu'un des foyers de l'ellipfe

demeurant immobile, l'autre s'éloigne à l'infini, l'ellipfe de,

vient une parabole , & qu'on trouve par le même calcul plu-

fieurs propriétés communes à ces deux figures.

Cesfuppofitions, dont Pefprit apperçoit la vérité, abrègent

en plufieurs cas les réfolutions du Problême 3 ôç les rendent

générales.
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Explication du calcul différentiel.

Première supposition ou demande.

3 . XOutes les lignes droites ôc courbes, & toutes les figures

des furfaces 6c des folides
,
peuvent être regardées comme

formées ou décrites par le mouvement -

7
les lignes droites

par le mouvement d'un point qui n'eft point détourné dans

fa direction ; les courbes par le mouvement d'un point qui

étant détourné à chaque inftant de fa direction, ne décric

aucune ligne droite finie , mais une infinité de petites lignes

droites chacune infiniment petite , 6c qui font enfemble deux
à deux des angles qui ne différent de la ligne droite , ou de

l'angle de 1 80 degrés
,
que d'un angle infiniment petit. Les

angles font formés par le mouvement d'une ligne droite

mobile autour du fommet, £c de même les triangles 5 les fi-

gures des furfaces par le mouvement d'une ligne droite ou
courbe qui fe meut le long d'une autre droite, de façon que
pendant tout le mouvement de la ligne droite ou courbe qui

fê meut, demeure toujours parallèle à elle-même -,
par exem-

ple, un rectangle peut être regardé comme formé par le

mouvement de la ligne qui en fait la hauteur le long de la

bafe j la furface d'un cylindre par le mouvement d'une cir-

conférence qui fe meut toujours parallèle à elle-même fui-

vant la direction de l'axe du cylindre 5 les figures folides par
le mouvement d'une figure plane qui fe meut toujours paral-

lèle à elle-même fuivant une ligne droite, les prifmes 6c les

cylindres font ainfi formés par le mouvement de leur bafe.

Une infinité de furfaces courbes 6c les folides qu'elles com-
prennent, peuvent aufii être regardés comme formés par le

mouvement d'une figure plane autour d'une ligne doite,

comme la fphére par le mouvement d'un demi-cercle autour

de fon diamètre , & la furface de la fphére par le mouve-
ment de la demi-circonference j de même les cylindres par

le mouvement d'un rectanele autour de fa bafe regardée corn-

me axe 5 les folides paraboloïdes , ellipfoïdes, &c. par le

mouvement d'une demi-parabole 6c d'une demi-ellipfe au-

tour de fon axe. C'eft ainfi que les anciens Géomètres on£
confideré les formations des lignes 6c des figures»
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Première De' finition.

(^Hacune des quantités (il fuffit de confiderer ici les li-

gnes droites & courbes) qui augmente infenfiblement ou qui

diminue infenfiblement dans la formation des lignes & des

figures s'appelle variable ou changeante ; & les lignes qui rï'aug-

mentent ou ne diminuent point, & demeurent égales pen-

dant que les autres changent, s'appellent confiantes.

Seconde Supposition ou Demande.

514. V^Haqjje partie de temps finie, quelque petite qu'elle

foit, eft. divifible à l'infini comme l'étendue, & ces parties

de temps infiniment petites , dont il en faut une infinité

pour faire une partie finie de temps, s'appellent des inftans. Il

en eft de même de la vitefTe , du mouvement, 6c de toute

grandeur.

Seconde De' finition.

£ 1 5. L'A ugmentation ou la diminution infiniment petite

que reçoit une quantité changeante à chaque inftant par une
vitefTe quelconque, dans la formation d'une ligne ou d'une

£gure , eft ce qu'on appelle une différence. Les lignes chan-
geantes droites & courbes font marquées par les lettres des

inconnues x 3y} z^> u 3 &c. les lignes confiantes par les lettres

des connues a, b 3 c 3 &c. & l'on fe fervira delà lettre <^pour

marquer les différences
3
ainfî dx fera la différence de la li-

gne changeante x\ dy fera la différence de la ligne chan-
geante^ ; & ainfi des autres.

5 1 G. Par exemple
,
que l'on conçoive la ligne droite BC à l'ori-

Fig. xlii. gme <d de la droite ABbH 3 & que cette ligne BC fe meut
toujours parallèlement à elle-même fuivant ABbH3 èt qu'en

même temps un point C qui part de A fur la droite BC fe

meut aufîi le long de i?Cen allant de B vers C 3 de manière

qu'il fe trouve toujours dans une courbe quelconque ACc
qu'il décrit par fon mouvement

;
qu'on fuppofe auffi la par-

tie finie AC delà courbe déjà décrite par le point C3 & qu'il

décrit en un inftant par une vitefTe quelconque la partie infi-

niment petite Ce de la courbe , §c en même temps que la droù •

te BC parcourt la partie infiniment petite Bb=:(en me-
nant Cd parallèle à B b ) Cd. Qu'on nomme la coupée chan-

geante
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géante AB(x)-

y
l'ordonnée changeante BC(y)-> l'arc de

courbe changeante AC( u) > l'on marquera ainfi les différen-

ces, Bb=zCd(dx), dc(dy) ,Cc(du) , 6c comme le petit arc

Ce (du) eft conçu comme une droite infiniment petite qui

eft en cet endroit une partie de la courbe, & qui étant pro-

longée en T, eft la tangente aux points C &cc, qu'on fuppofe

infiniment proches l'un de l'autre, les raports des trois peti-

tes différences Ce (du) , Cd(dx),dc (dy) dans le petit trian-

gle Ccdy font égaux aux raports des trois côtés correfpon-

dans CT(t), BT (s), BC (y) du triangle femblable TCB
formé parla tangente CT (t)

y
la foutangente BT(s)

y
$C

l'ordonnée BC (y ).

7. On peut aufli coniîderer la courbe AC comme formée
par le point C qu'on fuppofe partir du point A pris comme
un centre ou pôle dans un point de la courbe, ou en quel

endroit on voudra du plan de la courbe , lequel point C fe

meut de telle manière le long de la droite AC pendant que

cette droite tourne autour du pôle fixe A 3
qu'il fe trouve

toujours dans la courbeAC qu'il décrit par fon mouvement.
Suppofé que la partie finie AC de la courbe foit déjà décrite

par le point C, 6c qu'il décrit en un inftant par une vitefle

quelconque l'arc infiniment petit Ce , 6c qu'on tire Ac 6c

du centre A le petit arc de cercle Cr 3
qui à caufe de fon

infinie petite/Te peut être regardé comme une petite droite,

6c qu'on nomme le rayon AC ( sQ 6c l'arc AC (u) , 6c le petit

arc de cercle Cr (dx), Ce fera du 3 re fera d zj> & en conce-

vant la petite partie cC prolongée qui fera la tangente de la,

courbe au point C > & par le pôleA une perpendiculaire At
au rayon Ac mené de A à c qui rencontre la tangente en t'y

le petit triangle Ccr formé par les trois différentielles Ce (du)
y

Cr(dx) , er(dzj) fera femblable au triangle fini cAt , & les

trois différences auront entr'elles les mêmes raports que les

trois côtés de ce triangle cAt.

Corollaire I.

18. Qn voit par ces formations des courbes, qu'on peut re-

garder une courbe comme un polygone, ou quand elle ne

rentre pas en elle-même, comme une partie de polygone

qui a une infinité de côtés dont chacun eft infiniment petit,

6c chacun de ces petits côtés fait en même temps une partie

Tome II. Y
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de la courbe, une partie de la tangente de la courbe en ce

point là , &: pour ainfi dire le côté infiniment petit d'un poly-

gone d'une infinité de côtés inicrit à la courbe.

Corollaire IL

519. O^ peut confiderer chaque partie infiniment petite d'une

courbe, par exemple Ce 3
comme formée par le mouvement

d'un point C qui eft pouffé par deux forces , l'une fuivant la

direction Cd 3 & l'autre fuivant de dans la première forma-

*<i6. tion, * de façon que la viteile delà première foit à celle delà

féconde, comme Cd à cdh & fuppofé qu'on achevât le paral-

lelograme dont Cd & cd font les côtés angulaires, il doit

*îi<f. décrire Ce qui eft la diagonale de ce parallelograme *
3 &

chaque viteile par les côtes eft à la viteile par la diagonale

,

comme chacun de ces côtés eft à la diagonale décrite dans

Je même temps 3 ainfi la viteiTe (u) par Cd (dx) eft à la viteile (a)

par Ce [du), comme dx à du '•> &de même la viteffe (v) par cd{dy)

eft à la vitefle ( u )
par Ce {du), comme dy àdujèi. les viteiies

parles côtés font entr'elles comme ces côtés Cd(dx),cd(dy).

Mo+»'Et, à caufe de l'égalité du temps, :r= *4r= v- Ce qu'on

peut facilement appliquer à la féconde formation,

R. e m a r. q^u e.

510. ON pourroit aufîi nommer par une lettre toute autre quan-

îFïg.xlii. tiré variable, comme une partie des figures des furfaces ou
des folides qui vont en augmentant ou en diminuant infenfi-

blement, comme le fegment CAC3
l'efpace ABC 3

le folide

formé par cet efpace en tournant autour de l'axe AB 3 &c 9

par exemple nommant 3^ une partie de figure variable, fa.

différence qui feroit une partie infiniment petite comme CAe
du fegment CAC 3 comme CBbe de l'efpace ABC 3 feroit d^.

Mais comme les figures s'expriment en Algèbre parle pro-

duit de plufieurs lettres, comme un rectangle par le pro-

duit ab de fes deux cotés 3 un priime par le produit abc de fa

baie par fa hauteur
5

il eft plus utile dans les Problèmes fur

ces figures , de marquer leurs différences par des produits
5

par exemple BC x Bb— ydx marquera le petit efpace CBbc
gui eft la différence de l'efpace changeante ABC.



Livre VI II. 155

PROBLEME,
Q.UI CONTIENT LE CALCUL DIFFERENTIEL.

•T'ROULER la différence d'une quantité quelconque qui contient

des grandeurs changeantes.

Premier Cas.
T « CJUand les changeantes font Amplement linéaires, & ne

font point multipliées les unes par les autres, (il n'importe

pas qu'elles foient multipliées par des confiantes
,
puifque

les confiantes n'ont point de différences
)

, 6c qu'elles font

Amplement jointes les unes aux autres par les fignes +- 6c—
^

il ne faut que prendre* les différences de toutes les chan-

geantes , 6c les joindre enfemble par les mêmes fignes, 6c

l'on aura la différence que l'on cherchoit.

Ain fi la différence de x— y -h z^= a 3 efl dx — dy •+• dz^

= o 5
la différence de ax— by -+- cz^= ab s efl adx— b dy

+ f^=o; la différence de^* — !^y -^ s-f^=ab }
efl

jdx — ^dy+-ifd^= o -,
la différence de xVa — yVb

-4- %y c= ab 3 efl dxVa— dyVb -h dzy* c= o. La raifon de

cette pratique efl évidente quand les lignes vont en augmeir.

tant, car la feconde.j/efl la première y plus la différence dy

dont la féconde furpaffe la première
;

il en efl de même des

autres : Mais comme l'on ne veut que PexprefTion de la feule

différence, il faut Amplement marquer dy.

R E M A R Q^U E.

2 * JJ O u Ton voit que quand une changeante y va en décroif

fant, c'efl la première^ qui furpaffe la fécondey de la diffé-

rence dy, ainfi la féconde y eft y— dy '> 6c dans ce cas il faut

changer le fîgne de la différence de la féconde^/ ; par exem-
ple fi x augmente, 6c que ^ diminue, la différence de x-\-y

fera dx— dy, ôc la différence de x—y fera dx -\-dy. Néan-
moins en fuivant la règle du premier cas dans la réfolution

d'un Problême , on retrouve ordinairement les grandeurs

négatives qui avoient des différences négatives, ce qui les

doit faire prendre du côté oppofé*. Cependant il efl plus à *z8i.

propos de fuivre la remarque.

Vij

& 182.
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Second Cas.

513. (JU an d plufieurs changeantes font multipliées les unes
par les autres, &, fi l'on veut 3 qu'il y ait aufîi des confiantes

dans leurs produits j il faut multiplier la différence de cha-

cune feparément par le produit des autres , & la fomme des

produits fera la différence que l'on cherchoit.

Pour trouver la différence de xy =ab 3 il faut multiplier

la différence dx de x par^ & la différence dy dey par x ; &
la fomme ydx -+• xdy= o , fera la différence de xy= ab 3 ou
ilmplement^* -+- xdy fera la différence de xy.

De même iî l'on a le produit xyz^=abc 3 la différence fera

y%dx-*r xzjiy -+- xy dz^=. o
3
ou y zjix +- x z^dy -\- xy d z^ieva.

Ja différence dexyzj la différence de a xy fera aydx +- axdy>

& ainfï des autres.

La raifon de cette règle eft que pour multiplier les diffé-

rences de x & dey l'une par l'autre, il faut concevoir que X eft

devenue x-hdx 3 & y eft devenue y + dy h & le produit de

ces deux quantités eft xy -+- ydx -4- xdy -+ dxdy '> & comme
l'on ne veut que les différences , il faut ôter la grandeur fi-

nie xy
}
& il refte pour la différence du produit xy, la fomme

ydx +- xdy •+ dxdy j mais dxdy eft une grandeur infiniment

petite par raport à ydx -+- xdy 3 c'eft pourquoi il la faut aufîî

négliger, & il ne refte ope ydx-*- xdy pour la différence de xy
que Ton cherchoit.

En voici une autre démonftration. On peut concevoir

chaque différence dx & dy de x & dey partagée par la moi-

tié, & concevoir, i°. que x eft diminuée de la moitié de fa

différence, & qu'elle eft devenue x — 7 dx ; & de même
que y eft devenue^ — { dy3 & leur produit fera xy— {ydx
— \xdy-\-\dxdy. On peut auffi concevoir 2 . que x Ôty
font augmentées chacune de la moitié de leur différence,

que x eft devenue x -\-{dx 3 & quey eft devenue y -t- { dy >

& leur produit fera xy-H-J-j^x-H y*^/h- 5 dxdy. Or il eft

clair qu'en retranchant la première fomme des produits de

la féconde, on aura pour refte exact ydx-\- xdy 3 & que ce

relie eft égal à la différence du produit xy. Pour le repré-

fenter à l'imagination, il n'y a qu'à faire un rectangle qui

aille en augmentant, dont x foit la bafe &c y la hauteur, &
prendre d'abord x— {dx & y— {dy3 &; y diftinguer les
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rectangles que donne leur produit,& prendre enfuite x+\dx
& y + \ày , & marquer les rectangles que donne leur pro-

duit
, & l'on verra que les deux petits rectangles ydx +- xdy

font la différence du rectangle entier xy.

Cette démonstration fuppofée, il eft évident que la dif-

férence de xyz 3 ou du produit de tant de changeantes qu'on

voudra, eft la fomme des produits de la différence de cha-

cune de ces changeantes par le produit des autres chan-

geantes 5 car il n'y a qu'à prendre le produit des deux xy

comme une feule grandeur #, & la différence de xy a^ fera

égale à la différence de ux^ Or la différence de uz^ eft %du

**-*dst', &. mettant la valeur de du 6c de u à leur place, on
aura la différence de xy^égale à xz^y~hy%dx+ xydz'> & ainfi

des autres.

Corollaire I.

4.. 1 L fuit de là que la différence d'une puifîance quelconque

d'une changeante x 3
eft le produit de la différence dx de

cette changeante par la puiffance de la même changeante

dont l'expofant eft moindre d'une unité que celui de la pre-

mière, multiplié par l'expofant de la première j ainfi la dif-

férence de xx eft îxdx'j la différence de ^'eft $xxdx', celle

de * 4
eft 4-x^dxi & en gênerai celle de x

u
eft nx

n ~ I
dx.

Car ydx-¥-xdy étant par le fécond cas la différence du
produit de xy }

il eft évident qu'en fuppofant y= x ^ ce qui

donne dy= dx 3 & en mettante* au lieu de dy^ ôc x au lieu

de y y
dans ydx + xdy }

on aura xdx -*- xdx •=. ixdx. Ce qu'il

eft facile d'appliquer aux puiffances plus élevées.

e. Quand il y a des confiantes pour les coeficiens des puif-

fances des changeantes, elles demeurent dans les différences

de ces puiffances ^ ainfi la différence de ax i
eft $axxdx; la

différence de ^xn
eft nax^^dxï la différence de \xx eft.

f x ixdx = xdx ', la différence de*xn
eft axn~ l dx ; la dif-

férence de J" eft J x
n~

'dx; la différence de x
n

y
m

eft nx»- J

y
m
dx

-*-mx
n

y
m ~ l dy, & ainfi des autres.

Corollaire II.

6. (jUand une fraction a au dénominateur une ou pîufieurs

changeantes ou leurs puiffances, on feait qu'on les peut met-

tre au numérateur en mettant le figne— devant leur expo-

V iij
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Tant 3
ainfi §= xy~ l

, ^s= -* x"y-"\ ^= f *
n - m

• & ainfi

des autres. D'où Ton voie que la différence de ces fra-

ctions qui ont des changeantes au dénominateur, fe trouve

comme celle des produits j ainfi la différence de i= x~ I

>

eft — ix~ 1 ~ 1dx=— x~ xdxî la différence de xjr'eft jr ldx

— \xy~ x
dyy\z. différence de ~=3 eft±xxy~*dx— ±x ly~ % dy>

la différence def ji
k

f
mm

tftit**&r:lf-*'dx~+ *-?

x

ny- K~ l dy.

Corollaire I IL

5 1 7 t LE s racines des puifiances des changeantes pouvant être

regardées comme des puiffances elles-mêmes , dont les expo-

fans font des fractions, on en trouve les différences comme
celles des puifîànces

(
premier Corollaire

) j ainfi la différence

deVx<***», efl { x i — l
dx = {x~ Idx=£

:x ; ladiffe-

rence de Vax**=.a l x t
y
eft\a J-x>-~~ dx=={œ * x > dx

ras i dxVax j en gênerai la différence de ax " eft ~ x n dxi

;ia différence de ax m eft £ x™ dx=~x m dxi'la. diffé-

rence de axy^ed £*» */<! dx+ *x*y ï r ^ ; la dif-

férence de vV—/ =>—y î, eftix u^— ^ x^ x

1 r .
xdx — ydv

1 i-rr i ,
"

je
1

vlT , y-r—

i

î la différence de Vax — xx =
•7

1

<*at —- xx 1
, eft {x4(ix— I x ix dx x ax— a: a: *

1 ÎX 2 V<

-T.—
•"

j la différence de ^ — * m x <z 4- a; = o , eft

*qty?+^\-*ir*ip-Jék x a+.x+ndxx — x
m xa :fx*~

K E M A R Q^U E S.

I.

5*8° v^U and il arrive que quelques-unes des grandeurs chan-
geantes vont en diminuant, pendant que les autres aug-
mentent, les différences de celles qui diminuent étant néga-

#.;n. tives%ilfaut,changerlefignede chaque produit particulier
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où fe trouvent ces différences négatives. Par exemple Ci \esy

diminuent pendant que les x augmentent , la différence de xy

doit êzreydx— xdy, c'eft-à dire, il faut changer le figne du
produit particulier xdy où fe trouve la différence négative

~ dy -

n.

Quand on a une fois Pexpreflïon des différences des gran-

deurs changeantes , on faic enfuite fur ces expreflions les ope-

rations ordinaires de l'Aleebre
;
ainfi le produit de dx par dy

eft dxdy 1 le quarré de dx eft dxx
-

i
fa troifiéme puiflance eft dx 1 y

&; ainfi des autres opérations.

II L

Où l'on explique quelques principes du calcul intégral.

Les quantités dont on a enfeigné à trouver les différen-

ces, font les intégrales de ces différences 3 ainfi x eft l'inte-

grale de dx i xy eft l'intégrale de ydx+-xdy, Vx = x x eft

l'intégrale de —^ • >/ax l= a^ x
* eft l'intégrale de\dxV~ax>

& en gênerai ax 11

eft l'intégrale de nax n ~ ldx> & ainfi des

autres.

Ave r t 1 s se me n t;

LA méthode de retrouver les intégrales dont on a les dif=

ferentielles , eft ce qu'on nomme le calcul'intégral , dont on
parlera dans la troifiéme Partie, Quand on réfout des Pro-

blêmes de Géométrie Se des feiences Phyfico-mathemati-

ques
,
qui font fournis à ce calcul , on trouve d'abord des

équations qui contiennent des différences j & remontant
enfuite de ces différences à leurs intégrales, on a les réfolu-

tions de ces Problêmes. Ceux qui veulent faire ufage du
calcul intégral , doivent fe rendre très familières les métho-
des qu'on vient de donner, pour trouver les différences des

quantirés quelconques qui contiennent des changeantes, en

faire eux-mêmes beaucoup d'exemples, & bien remarquer

les intégrales d'où ils ont tiré ces différences 5 ils acqniere-

ront par là une très grande facilité de retrouver tout d'un

coup , fans avoir befoin des règles, les intégrales de beaucoup

de . différences qui fe prefenteront dans la réiolution d^s-
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Problêmes, & qui leur donneront tout d'un coup les réfo-

lutions qu'ils cherchoient.

53 i. Cefeul exemple œx
n
çft l'intégrale de la différence naxn~ ldx>

peut fervir de formule pour trouver la plupart des intégra-

les de chaque différence particulière qui n'aura qu'une feule

changeante x 3 en comparant la différence particulière donc

il faudra trouver l'intégrale à la différence nax R ~ I dx ,& fup-

pofant qu'elle repréfente cette différence particulière, & que
l'intégrale ax

n
repréfente l'intégrale que l'on cherche. Car

il eftvifible que pour retourner delà différence nax n ~ l

'dx à

l'intégrale ax
n
>il faut i°. élever x à la puiffance dont l'cx-

pofant furpaffe d'une unité l'expofant n — i , 6c l'on aura

xa ~ l +*= x'\ de mettre d'ans la difïèrence cette quantité à la

place de xn ~\ & elle deviendra nax
n
dx. i°. Il faut divifer

cette quantité par la différence dx de x linéaire, multipliée

par w—- i -h i =?z;c'eit-à-dire, il faut divifer naxndx par

ndx 3 & le quotient fera l'intégrale ax\

Ainii pour trouver l'intégrale repréfentée par axn
de la

*d\'—v$dx
différence _: = ad^— i?j^ x az^—r-zz z

> on fuppo-

fera az^— z^= x, i =a } — i = » — i; par confequenc

— i+i =-t- ~= n— i + i=8 3 dx= adz^— izdz 3 &C

a^— zz^ =xn
. Pour avoir la grandeur à divifer , il faut

mettre dans la différence propofée cette valeur de x\ & la

grandeur à divifer fera naxndx= adl~ lxdx
x az^— z^T

;

le divifeur fera ndx =~ x adz^— izdzj> & faifant la divifion

on trouvera l'intégrale axn= az^— zjzj= Vœz^— z^

53 3- Il cft neceffaire de remarquer que les confiantes n'ayant:

point de différence, une intégrale jointe parle figne-Hou—
avec une confiante, a la même différence qu'auroit cette in-

tégrale feule j c'efl pourquoi quand on retrouve l'intégrale

d'une différence, il faut quelquefois lui ajouter ou en retran-

cher une confiante, afin d'avoir l'intégrale exacte de cette

différence. On donnera dans la croifiéme Partie la Règle qui

fert à trouver cette grandeur confiante.

On n'a mis ici la remarque précédente Se ravertifTemenc,

que pour donner à ceux qui commencent une idée du calcul

intégral. IV. Remarque.
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IV. R E M A R Q^U E.

4* Les grandeurs confiantes n'ayant pas de différence, quand
des grandeurs changeantes font égales à une confiante, leurs

différences font égales à zéro
j fi x •+y= a, dx ±: dy = o

,

ce qui donne dx= h^ dy ; fi axy= abb 3 aydx ~t axdy= o
s

ce qui donne ydx= zt: xdy> & j*j= ïs
}
fïxy 1 = ai

3
y~ l

dx
<-— xy~ l dy =sO;

t
ainfî dx =xy~ l dy , 8c^ = y. Cette

remarque fert dans la refolution de,plufîeurs Problêmes.

V.

c Quand on compare une intégrale, c'efl-à-dire une gran-

deur changeante finie qui a fa différence comme y-^-dy^ avec
une autre grandeur finie j il -faut en ôter la différence, qui

étant infiniment petite , ne peut point être comptée avec

fon intégrale j ainfî Z^M doit être ainfl marquée £ : Car il

faut une infinité de différences ou de grandeurs infiniment

petites pour faire une grandeur finie.

Corollaire IV.

Où l'on explique la manière de trouver la différence des fuites ,

ce qui fervira dans la 3
e Partie à en trouver les intégrales 3

& a en faire des formules générales.

Premier Cas.
6. 1 Our trouver la différence d'une fuite qui n'a qu'une même

grandeur changeante, ordonnée comme on la voit ici (A) x
m
x— p

a -+- bx
n
-hcx in

-¥-ex ia &c. i°. Il faut fuppofer (B) K =a
•+- bxn

•+- r/"+ ex in
-+- &c. & l'expreflion précédente fera

changée en celle-ci (Q xm K ?
. 2 . Il faut en prendre la dif-

férence, & l'on aura (D)mxrn ' 1 K ? dx -^px
m K ?

~ l dK 3
qu'il

faut changer en cette équivalente ( E.) mxm ~ lK x K v ~J dx
•+-px x x"~ l K ? ~ l dK 3 & lui donner cette forme ( F ) mKdx,

-t-pxdK x xm ~ lK? ~ l

. 3 . Il faut dans cette dernière F met-

tre les valeurs de K & de dK prifes de l'équation B
,
qui font

K= a •+- bx
a
-h c

x

la
h- ex Sa

-*- &c. ScKd= nbx*~ l +- mex1"'*

•+ 3»^ n" I -4-&c. x dx 3 à la place de Kdx &de dK> & l'on

aura ma->r mbx" -t- mcxln
-¥- mexin + &c,\

^ «-1 «.? - x

7Vw* //, X
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Il efl: évident que c'eft la différence de la fuite ou de Tin»

tegrale A que Ton cherchent.

Second Cas.

537- I Our. trouver la différence d'un produit de pkifieurs fui-

tes, comme de A. xm x a -hb x" -+- a l° -+- exln
-+- 6cc. x

f+. g X
u
+. hx^ 4- &c. i°. Il faut fuppofer B ;

. K= a h- £*
n

-h ^x 111
-+- ex ]a

-t- &c. 6c C. /==/•+ g*
n
h- />x

la
h- &c. 6c

l'expreiïion A fera changée en celle-ci D, x
m

x K ? P. 2 . H
faut en prendre la différence , 6c l'on aura E. mx™~ 1 Kp

/q dx

-H pxm K*- 1 P dK -+• qxm K ?
/
q_I dl 3

qu'il faut changer

en cette équivalente E. mxn ~ l Kx K?~ l
l x /

q~ J dx-\-px x

ner cette forme F. mKldx+pxldK+qxKdl x-x
m~ I

iÇp-7'I -^.

3 . Il faut prendre les valeurs de /C/^j de x/dK 3 &de xKdl
dans B 6c C

j
(c'eft:-à-dire, multiplier la valeur de K prife

dans B
,
par la valeur de / prife dans C, 6c multiplier leur

produit par dx\ prendre la valeur de.dK dans B, & la multi-

plier par xl 3 6c prendre la valeur de dl dans C , 6c la multi-

plier par xK
) , 6c fubftituer ces valeurs dans les termes mKldx

+pxldK +- qxKdl de F, ôc l'on aura.

-\~magx -H m au

x

•+ mbfx" -+ mef x
in

H- mbgx in

+pbfnx*+ ipefnx™ )dx x x
1"" 1 Xp "

-+- pbgnxxn

•*~qagnx
u
~*r iqahnx 1

-+- qbgnx 1

C'eft la différence de la fuite A que l'on chereboit.

Troisième Cas.
538. Pour trouver la différence de A. x

mK? xf+gxb
-*-bx-

a
&c:

où l'on fuppofe B. K= a + bx
li

-hc xin
=+- ex]n +- &c. & que

l'expofant de la fuite f-*-gx
n

-t- />x
ln -+ 6cc. efl l'unité , il

ne faut pas fuppofer cette dernière fuite égale à une feule

lettre , mais il faut changer l'expreflion A en cette équiva»
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lente C.fx

m K? h- gx
m+" K p +- hx

n^in Kp h- &c. & enfuice

,

i°, on prendra la différence de C. qui eft D. mfx
m ~ l K p dx

+-pfx
m K?~ l dK+liï+Jxgx m+"~ l Kp dx +pgxm+n Kp~ l dK

+ m+i?i><t?x m^ n - l K?dx+pbxm+ 1 *ie- l dK+ &Cc. qu'on

changera en Ton équivalente E. mfx™' 1 KxK^' 1 dx -±-pfx

x

x
m~" K?~ l dK+ m + nx g x

n
x x"~ l K x K p~ l dx + pgx *» x

x
m~ l K p~ l dK+m+znxbx™ x x

m~ l K x K*-
1 dx+phx^ 1

x

x
m~ l Kp~* dK-h 6cc. à laquelle on donnera cette forme F.

mfK dx-+-pfxdK-+-m-t-ngx
nKdx -+-/ g x"~

l dK h- ;w -t- 1» *

hx lu&dx+phx xu+ l dK + &cc.xx
m- l K ï- 1

. i°. Il faut pren-

dre dans B la valeur de K 6c la différence de K, c'eft-à-dire

la valeur de dK i 6c après avoir multiplié la valeur de K par

dx
y
mettre le produit dans le premier terme de F à la place

de Kdx ; multiplier de même x par la valeur de dK , 6c met-

tre le produit dans le fécond terme de F à la place de xdK
j

fubflituer de même ci la place de x
uKdx dans le troifiéme ter-

me de F le produit de la valeur de iCpar xVxj 6c celui de la

valeur de dK par x"""
1 dans le quatrième terme de F à la pla-

ce de x"*"
1 dK i celui de la valeur de K par x

ludx dans le cin-

quième terme à la place de x
znKdx ; ôc celui de la valeur de

dK par x 7-"* 1 dans le fixiéme terme à la place dzxia* ldK 6cc.

6c Ton aura.

maf+-maùxa
-+• m a c x

la
-\-èCC

-t-p bfn x" -hip cfn x
%n

-+• 6cc.

m -+ nxagx +m-\- n x c gx -+- occ

•+• p b gn x '

-t- 6cc.
Jxxxm' lK^

-*-m+ i«x<ïk 1
"-t- 6cc.

+-pbknxî R -t-8>Cc.

C'eft la différence de A que Ton cherchoic.

Remarques.
I.

I L faut dans ces fuites qu'il n'y ait qu'une même inconnue

x ,£c que les expofans des termes de chacune foient la même
progrefTion arithmétique o 3 n s m , }n, ôcc. Se que fi les expo-

îaas font pofitifs dans Tune
,
quand il y en a plufieurs muL
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tipliées les unes par les autres , comme dans le fécond & le

troifiéme cas , ils foient aufïï pofitifs dans les autres
; & s'ils

font négatifs dans l'une, ils le foient aufTi dans les autres.

u
540. Il faut fe rendre les trois cas précedens très-familiers, &

, p_i

furtout le 3
e
, où fuppofant K F_I= *z -+-£.*;" -h rx

1 "
-h &c. ,

il y a deux fuites multipliées l'une par l'autre ', &bien remar-

quer que dans la différence G. chaque terme eft multiplié

par x"
1" 1^" 1

j
que le premier terme mafdx x xm_I iC F-1

, ne

contient qu'une confiante m ^/multipliée par dx x x
m~ lK T~ l

i

que le fécond terme outre cela eft multiplié par* 11

, le troï.

iiéme par x
zu

, ôcainfi de fuite
j
que l'intégrale A du

3
e cas

dont la différence G eft telle qu'on vient de le marquer , a
tous fes termes multipliés par x

m
iC p ,fça voir, le premier n'efi

qu'une confiante /multipliée par x
mKp

, mais dans le fécond

terme fon coéfkient confiant eft multiplié de plus par x
n

„

& eft <?x
m*n K ?

3 dans le troifiéme terme le coéfkient con-

stant eft de plus multiplié par xv\ & eft hx
m^ n K?

, & ainfi

de fuite.

II L

541, D'où l'on voit que quelque nombre de fuites qu'il y air

de multipliées les unes- par les autres dans une différence

comme H. /- I
j(»

,- I /i- I ^xa+i2/-h^ l"+&c. où l'on

fuppofe iCs==.rf-H£.*
n
-w.*

in
-t-&c. /=/-+-g*n

-+-/^zn -+-&c.

on connoît toujours les expofans de * , K ,,/ dans chacun
<les termes de la fuite qui eft l'intégrale de cette différence

H» car le premier terme doit être une confiante multipliée

par' x
mK? l q -, au fécond terme il doit y avoir x"

1""" K ?
I
q

-, au

troifiéme terme., x
m+1

" Kr IH -, & ainfi de fuite. Ce qu'il faut,

bien remarquer pour la troifiéme Partie,

i v:

Sur PexaBitude des démon/?ration s du calcul différentiel& inte~

%ral 3 c'eft-k-dire fur la certitude des rêfolutions que l'on

trouve par ces calculs.

54 2
, Quand les anciens Géomètres démontroient des raports

de plufieurs figures , comme que les cercles font entr'eux

comrne les quarrés iie leurs --diamètres -

y
que les pyramides
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de même hauteur font entr'elles comme leurs bafes, Sec. ils

fe fervoient pour faire la démonftration de figures inferites

ou circonferites , dont les côtés diminuant toujours à l'infini,

faifoient qu'on en pouvoir concevoir d'inferites dont les cô-

tés étoient infiniment petits , ôc lesquelles à caufe de cela

differoient moins des grandeurs où elles étoient inferites

qu'aucune grandeur donnée , mais la diftin&ion de ces dif-

férences infiniment petites ne duroit que pendant la démon-
ftration, ôc parcequ'elle leur étoit neceffaire pour faire la

démonftration
j ôc ils fuppofoient que ces différences s'anéan-

tiffoient à la fin de la démonftration v& que la figure inferite

devenoit cxa&ement la figure même dans laquelle elle étoit

inferite -, car il eft évident que fans l'évanouiflement de cette

différence infiniment petite, le raport qu'ils vouloient dé-
montrer n'auroit pas été démontré dans l'exactitude géo-

métrique.

De même dans la méthode générale des tangentes des

courbes géométriques de l'article 371 , on fait la diftin&ion

de la partie Ce de. la fecante de la parabole (fig. 1 9 )
pendant

tout le calcul, ôc on ne ponrroit pas faire le calcul pour trou-

ver la tangente par cette méthode fans cette diftinetion de

la partie Ce , ou , ce qui en eft une fuite neceiTaire, des par-

ties Ce j ec> mais pour avoir la tangente , on fuppofe que cette

partie Ce de la fecante s'évanouit , & devient nulle.

De la même manière quand on employé le calcul diffé-

rentiel ôc intégral dans la réfolution d'un Problême , on re~

garde les différences infiniment petites comme prêtes à s'éva-

nouir, & on ne les regarde fubfrftantes que pour le calcul de

pour découvrir ce qu*oiT cherche pendant qu'on le cherche*

& au moment que le calcul fait trouver la réfolution qu'on-

cherche , on regarde ces différences comme s'évanouiflanr

& comme devenant nulles -, 6c par là la réfolution que l'on'

chérehoit eft dans la même exactitude géométrique que le
font les conclu fions des anciens Géomètres , ôc la découver-

te exacte que l'on fait des foutangentes par la méthode de-

i'article îji:

Des différences fécondes > troifiemes , &c>

On ne voit rien dans l'ancienne Géométrie qui ait raporî>

aux.'differerrces fécondes
3
troifiemes^ Sec, mais aufh les anciens.-

Xiij



i 6 G Analyse demontre'e,
Géomètres fc (ont bornés à des Problèmes qui n'en avoienx

pas befoin : On s'elt ouvert de notre temps une voye pour

la réfolution des Problêmes qui pénètre à l'infini , & qui

s'étend à toutes les courbes qu'on peut imaginer, géométri-

ques, méchaniques & parcourantes j l'on a eu beioin^pour

n'être arrêté nulle-part, de diftmguer dans plufieurs Problè-

mes, outre les premières différences, des fécondes difiè; en-

ces , des troiuémes , £c ainfi à l'infini.

On en a vu la pofîibilité en ce que la grandeur étant divi-

sible à l'infini, i°, l'on peut concevoir une progrefiion géomé-
trique ~ a } b , c, e } f, g> &c. dont le premier terme a foie

une grandeur fini, le fécond b foit une différence première

infiniment petite par raport à a , £ une différence féconde

par raport à la différence première b, de manière que c foie

infiniment petite par raport à ^,.&de même e par raport à c ;

& ainfi de fuite j de façon que le raport infini des deux pre-

miers termes a 6c b , règne dans toute la progreilion. C'eft

de cette forte qu'on aura une progreilion de diflerences pre-———B .

mieres, fécondes , &c. en élevant x -+- d x à la puiflance

dont n eft l'expofant
j car on trouvera la fuite x

u
-\-n x""

1 dx

^"^rkf1
^' 1

rf«* *-
wy,
:~'^r

1

*
n~

3 dx * -* &c - donc Ie p re -

mier terme contient une grandeur finie , le fécond une pre-

mière différence dx , le troifiéme une féconde différence dx
x dx ou dx 1

', & ainfi de fuite : Et l'on peut voir une fembla-

ble progreilion géométrique dans la Géométrie ordinaire,

Sxg. n. car l̂ l'on fuppoie dans la féconde figure l'ordonnée du cer-

cle ED fi petite, qu'elle foit une différence première prête

à s'évanouir, 6c tout proche de l'extrémité B du diamètre

AB ', il eft évident que la grandeur finie AD fera à une dif-

férence première £Z>, comme cette différence première ED
eft au refte DB du diamètre, lequel relie DB eft par confe-

quent infiniment petit par rapport à la différence première

ED i & par confequent ce relie eft une différence féconde
j

&l'on pourroit concevoir aifément une différence troifiéme,

en fuppofant que la différence ED eft le diamètre d'un cer-

cle , & continuer cela à l'infini.

2°. On a aufîi vu la pofiîbilité de ces différences fécondes,

troifiémes, &c. en faifant attention à la formation des lio-nes

Fic.xlii. & de* figures par le mouvement i par exemple fi le point C
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après avoir décrit la partie finie AC delà courbe, étant mû
enfuite le long de BC ,

qui elle-même fe meut parallèlement

fur A B y décrit en un premier infiant la partie infiniment

petite Ce (du) delà courbe ,, pendant que BC parcourt dans

le même inftant Bb ou fon égale Cd (dx), Se que le point C
s'avance fur bc depuis ^/jufqu'à c 3 &: parcourt dc(dy) fur la

droite bc : En concevant des mouvemens femblables dans le

fécond inftantfuiyant, & que bc a parcouru bH= ce 3 £t que
le point C a décrit une féconde partie ^/"infiniment petite de

la courbe, 6c qu'il a avancé fur la droite bc venue en HfàiQ
la longueur infiniment petite ef\ on trouvera des différences

fécondes. Car fi l'on fuppofè le mouvement delà droite BC
iiir ABbH uniforme , & qu'ainfi bH=ce— Bb= Cd(dx)^
mais que la viteffe du point C fur cette droite Hfen s'éloi-

gnant de l'axe AB 3 efl continuellement avancée ou retar-

dée , en prenant cette dernière fuppofition , le fécond ac-

croifîèment cf( dy) fera moindre que le premier accroiflement

de (dy) bc de—ef qui fera leur différence, fera une diffé-

rence féconde y &: de même Ce — c f fera une différence

féconde
j
puifque chacune de ces différences fécondes doit

être infiniment petite par raport à fa différence première
,

comme cette différence première efl infiniment petite par

raport à la grandeur finie dont elle efl la différence première,

Si l'on fait attention au mouvement du 3
e infiant, on y trou-

vera de même des différences troifiémes, ëc ainfi à l'infini.

On trouve de même des différences fécondes & troifié-

mes, ÔCC dans les efpaces • car le petit efpace Crc efl infini-

ment petit par raport à la différence première CA c du feg-

ment AC3 & par confequent Crc eil une différence féconde

de ce fegment. De même l'efpâce Cdc efl infiniment, petit

par raport à la différence première CBbc de la figure CAB..
11 efl facile de trouver ainfî des différences fécondes 5c troi-

fiémes dans les figures folides,

Enfin on a vu l'utilité de cette diflindlîon des différences fé-

condes & troifiémes, &c. danslaréfolutiondeplufieurs beaux'

Problêmes , c'efl pourquoi on les a aufli réduites au calcul quç.-

voici,

Supportions ou demandes ,, & définitions,

T
r

44- L'On marque ainfi les différences fécondes, troifiémes, &c.



j6S Analyse demontre'e.
des différences premières

5
la différence de dx ell ddx on afV;

la diffeience de dïx eft dddx ou ^x , Ôc ainfi à l'infini ^ de

même ddu , d*u , d'#, &c. fondes différences fécondes, troi-

sièmes, quacriemes de u j &; ainfi des autres. On nomme aufli

les différences premières, les différences du premier genre;

les fécondes, les différences du fécond g.nre, &c. Les puif

fances d'une différence première font aufii des différences du
.fécond genre, du troifiéme, &c. ainfi dxdx ou dx 1

i dxdxdx

ou dx 1

y dx* } 6cc. font des différences du fécond genre, du
troifiéme, du quatrième, Sic. & il faut remarquer que d}x
eft dddx ; mais dx 1 eft dxdxdx } &c. Les produits des différen-

ces de différentes changeantes font aufii des différences du

fécond genre, du troiiIéme,8cc. comme dxdj/ydxdy^dx'dyjàcc.

I I.

JAJ. Comme les grandeurs finies changeantes font les inté-

grales des différences premières, de même les intégrales des

différences fécondes font des différences premières 3 les inté-

grales des différences troifiémes font des différences fécon-

des j Ôc ainfi des autres. Et comme un nombre fini de dif-

férences premières ne fait qu'une différence première, &; qu'il

faut une infinité de différences premières pour faire une

grandeur finie
y

il en eft de même des différences fécondes

à l'égard des premières , des troifiémes à l'égard des fécon-

des, &c. III.

$^6. Comme une grandeur finie confiante n'a point de diffé-

rence, de même quand une dHFerence première eft fuppofée

confiante, elle n'a point de féconde différence, c'eft-à-dire

fa féconde différence, & par^confequent les fuivantes font

zéro. D'où l'on voit que comme tme intégrale changeante
,«+- ou— une confiante a la même différence que s'il n'y avoit

point de. confiante, ce quieft.caufe que pour retourner à

l'intégrale, il faut quelquefois , £près avoir trouvé l'intégra-

le de la différence, ajouter à cecte intégrale une confiante

finie , ou l'en retrancher j il faut quelquefois de même en

.retournant àes différences fécondes aux premières qui en
/ont les intégrales , ajouter ou retrancher une différence pre-

mière confiante pour avoir l'intégrale complète.

I V.

^47. Lorfqueplufîeurs changeantes comme x 3y3 ^, &c. aug-

mentent ou diminuent enfemble, on en confidere ordinaire-

ment
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ment une, laquelle on veut, comme recevant à chaqueinflant

des accroiflemens égaux, ou des diminutions égales, & par

confequent la différence de cette changeante efl confédérée

comme confiante qui n'a pas de féconde différence pendant
que les autres en ont, parcequ'elles reçoivent des accroifîe-

mens inégaux, ou des diminutions inégales. Pour le repré-

iénterà l'imagination, fuppofe que Ce, effoient deux par- Fig. lxii.

ties infiniment petites de la courbe, èc que Ce qui efl aufîi

une partie de la tangente en C , foit prolongée en g ; que du
centre c avec le rayon cfon tire l'arc//' 5 qu'on prolonge ef
en g ; qu'on mené par f, fl parallèle à ce, & par l Sci , lm, in

parallèles à Hf'-> en fuppofant i°. l'accroiffèment Cd(dx)
confiant, c'efl-à-dire Cd===ce (dx) , il efl évident que les

triangles re&angles Cdc , ceg font femblabies & égaux-, par

confequent cg= dc= dyî d'où l'on voit que de ( dy ) va en
diminuant, puifque le fécond dy qui efl *?/'efl moindre que
le premier qui efl dc\ leur différence efl eg— ef=fg ; ainfl

fg efl la différence fécondées 6c quand les dy vont ainfl en
diminuant, la différence féconde fg{— ddy) efl négative -

y

ce qu'il faut bien remarquer. Parla mêmeraifon ig efl ddu,

étant la différence de cg=zCc= du,&c decf=ci°, & les Ce,

cf(du) allant en diminuant, — ddu efl négative. 2 . Si l'on

fuppofe de ( dy)= <?/== lm , c'efl-à-dire^ confiant, les trian-

gles rectangles Cdc , cml feront femblabies Se égaux ; & l'on

verra que me fera ddx 6c li fera ddu. 3 . Si l'on fuppofe

Ce (du) confiant^ c'efl à-dire Ce (du) ï=icf=zci, les triangles

redangles Cdc, eni feront femblabies 6c égaux , 6c ne fera ddx,

&LiK fera ddy. Il faut remarquer que quand on fuppofe une
différence confiante comme dx, fon intégrale x n'efl pas

pour cela confiante, puifque fa différence efl dx i mais elle

n'a point de différences fécondes, troifiémes, &c.

PROBLÊME IL

f.8.
TROWER les différences des expreffions qui contiennent des

différences.

On les trouvera de la même manière qu'on trouve les dif-

férences premières par le premier Problême j 6c il fuffira ici

,

pour le faire concevoir, d'en mettre quelques exemples.

Pour trouver la différence de xdx
y
on regardera ce pro-

duit comme compofé des deux grandes changeantes x 6c dx,

Tome II, Y
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& on prendra la différence de chacune multipliée par l'au-

tre, & on trouvera dx1
-*- xddx pour la différence que l'on

cherchoit ^ d'où il fuit que la différence de dx 2
" eft idxddx,

La démonftrarion eft femblable à celle qu'on a donnée pour

trouver la différence des produits xy 3 xx }
&c. D'où il fuit que

la différence de £ =dx~ l

eft dx- 1 - 1 — ddx =— ^i Ja

différence de ^ —ydydx~\ en fuppofant dx confiante, eft

dy'-dx'
1 + yddydx' 1 =z ^ *- ^/ i mais en fuppofant dy

conftante, la différence deydydx' ' ferady
i

-dx~
I—ydydx~

1 ddx

a— g — £g«£ ; la différence de du
1= dx 2

- +• dy
z
, en fuppo-

fant dx conftante, fera duddu = dyddy h en fuppofant dy
conftante, elle fera duddu= dxddx', en fuppofant du con-

ftante, elle fera dxddx=— dyddy, & en ne fuppofant aucune

de ces différences conftante, elle fera duddu= dxddx-*- dyddy >

2.

La différence de du= Vdx z
-t- dy

z= dx
z
-*-dy

z
*

, en fuppo-

fant dx conftante , eft d du = dyddy x ^a;
1 -*-^

1 T =
v -, F= . ; ; en fuppofant dy conftante, elle eft ddu= ^ ,

—"t

& en fuppofant du conftante, elle eft o= -—=====, qui

fe réduit à dxddx=— dyddy. La différence de my'
r ~ Idy=dx

:)

en fuppofant /* conftante, eft mm—~Tm xy™ " x
dy

L
-*-my

r ~ x ddy

= o. De même la différence de my
m
dy = —7

—

-
y
en fup-

pofant dx conftante, eft mmy m " l dyz
-*- my

mddy = o. La
i 1

différence dcdxz +dy z z
x — dxddy , en fuppofant ^

conftante (on ne peut pas fuppofer dy conftante, parcequ'il

y a ddy qui feroit zéro fi </y étoit conftante,) eft 3 dyddy x
— 1

dx 1+ dy
z l x— dxddy — dxd*y x dxz +- dy

1 * x— dxddy
,

qu'on peut réduire, fi l'on veut, à cette expreffion équiva-
\_ 1

1 J,dxdyddy
z

* dx 1
-*- dy

z
* .+. dxd %

y x dx 1 •+ dy 1 2
.

dxzddyz

Ces exemples fuffifent pour faire concevoir la manière de
trouver les différences de toute quantité qui contient des
différences quelconques.
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SECTION II.

L'ufage de l'Analyfe dans la réfblution des Troblcmes de

Géométrie compofée>enfefervantdu calcul différentiel.

Avertissement.
LOrs qjj'o n veut réfoudre un Problême de Géométrie
ou des fciences Phyfico-mathematiques par le calcul diffé-

rentiel & intégral , on commence toujours la réfblution par

le calcul différentiel, & l'on trouve d'abord l'équation du
Problême, laquelle contient des différences , dont il ne faut

plus que chercher les intégrales, pour avoir la réfolution

du Problême.
Quand il arrive qu'on peut ôter les différences de l'équa-

tion du Problême qui en contient, fans avoir recours aux
intégrales,

(
par exemple fi dx3 ou dx 1

, ou ddx .,
&c. fe trouve

dans l'équation du Problême, 6c qu'on puiffe faire en forte

qu'elle fe divife exactement par les mêmes différences, cela

ne laifTera dans l'équation que des grandeurs finies fans dif-

férence,) alors le Problême fe réfout parle feul calcul dif-

férentiel. C'efl: de cette forte que font réfolus par le feul

calcul des différences les Problêmes de l'excellent Livre de
VAnalyfe des infiniment Petits de M. le Marquis de l'Hôpital ,

où l'on voit un ufage perpétuel de l'Analyfe dans les réfolu-

cions des Problêmes par le moyen du calcul différentiel :

Mais dans la plupart des Problêmes la réfolution s'achève

par le calcul intégral. On fera remarquer ici que dans Im-
plication de l'Analyfe à la Géométrie compofée , en fe fer-

vant du calcul différentiel &; intégral , l'on trouve ordinaire-

ment des formules générales qui donnent la réfolution de
Cous les Problêmes fémblables, en fubftituant fnnplemenc
dans ces formules les valeurs qui conviennent aux Problê-

mes particuliers. On mettra ici celles de ces formules qui

font le plus d'ufage, & qui ont le plus d'étendue, afin que
dans la brièveté qu'on efl: obligé de donner à ce huitième

Livre, les Leéleurs qui commencent , ne laifTent pas d'y trou-

ver la méthode de réfoudre les Problêmes les plus utiles de
la Géométrie compofée,& ce qui leur eft neceffaire pour en-

tendre les nouvelles découvertes,^ pour en faire eux-mêmes.

Yij
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Les formules des tangentes & des autres lignes qui ont rafort

aux tangentes.

î$o. Si l'on imagine que^CY eft une courbe quelconque dont

Pic xix. Cr eft une partie infiniment petite, & qui eft par confequent

une petite partie de la tangente au point C; qu'on mené des

points C 3 c les ordonnées CB 3 cb fur le diamètre AB '-> qu'on

prolonge la tangente fCen5oà elle rencontre le diamètre

prolongé BA 3 & qu'elle rencontre auffi au point T la tan.

gente AT du fommet Ah qu'on tire auiïi Ce parallèle au

diamètreAB qui rencontre cb en e & ^7" en t', enfin qu'on

mené CD perpendiculaire à la tangente au point C qui ren-

contre le diamètre au point D.
Quelque angle CBA que fafTent les ordonnées BC avec le

diamètre AB, le petit triangle Cec fera toujours femblable

à chacun des triangles CBS, ATS, CTt. Suppofant AB= x3

BC —y3 l'on aura CV= Bb= dx 3 ec= dy 3 £c à caufe des

triangles femblables Cec 3 CBS 3 on aura ec{dy). Ce(dx) : :

BC {y) . BS= ^j ,
qu'on fuppofera

,
pour abréger ,= S.

ydx
Formule de la foutangente. B S ( S )= -—

- ; d'où l'on déduit A S

= BS— AB = y**— * dx
,
qu'on fuppofera= s.

dy

L E s triangles femblables Ce c , SAT, donnent auflî CV (dx)

.ee(dy) :: A S
(

Ur -/" J
. AT=^~^1, qu'on fuppofera

s=0i d'où l'on aura Tt=Atou CB— AT= ^£ y
qu'on

fuppofera= t.

Ces quatre formules pour trouver les lignes BS (S),AS (s),

AT (G), Tt(r), font toujours les mêmes
,
quelque foit l'an-

gle des ordonnées avec le diamètre. On fuppofe pour les fui-

vantes que cet angle eft droit, ce qu'il faut bien remarquer.

Nommant l'arc AC de la courbe A Ce, ui la partie Ce
infiniment petite de cette courbe fera =.du> & comme elle

eft l'hypothenufe du petit triangle redangle Cec 3 l'on aura

Ce (<h l
)= Ce+ ec (dx

1
-H dy

1

) 5
ainfi Ce {du)= Vdx 1

-t- dy\

Les triangles rectangles femblables Cec, CBS donnent ec(dy)

.Cc{Vdxz ^-dy 1-):: BC{y). CS=£Vdx x + dy\ qu'on

fuppofera =s T\ ainfî CS (T)= £ y/dx
1
-h df, eft la formule
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de la tangente. Les mêmes triangles donnent aufli Ce(dx)

qu'on fuppofèra = 1 3 d'où l'on déduira Cr=C«S — ST
À= jx V'dx^+df, qu'on fuppofèra = t.

Les triangles re&angles ièmblables Cec , ^CD, ( car ils ont
chacun un angle droit Cec , CET), & de plus ôtant de chacun
des angles droits BCe tk DCc l'angle commun DCe , les

angles *?CV, ^CD font égaux,) donnent Ce [dx) . Ce (y/dx
i-^dy i

)

:: CB(y). CD= £\/d71+dy\ qu'on fuppofèra= P. C'eft

Ja formule de la perpendiculaire CD. Les mêmes triangles

donnent encore Ce(dx) . ce {dy) : : CB (y) . BD— ~, qu'on
fuppofèra= p. C'en: la formule de la foùperpendiculaire i?Z);

d'où l'on déduit AD=AB -*-BD= x~~, qu'on fup-

pofèra =^5 ^SD=SB-hBD= y-^j^\ qu on fuppo-

fèra= 7T.

On a mis toutes ces formules pour faire concevoir dans la

fuite ce que l'on entend par la méthode inverfe des tangentes,

Vfâge de ces formules.

Exemple I.

. vj) U a n d on veut trouver quelqu'une de ces lignes par ra-

port à une courbe particulière, par exemple la fourangente

S 3 \\ faut par le moyen de l'équation de cette courbe partie u-

liere, prendre la valeur de ^j ; par exemple fi l'on veut la fou-

tangente de la parabole dont l'équation e&yy— /x= o, il

faut prendre les différences, & l'on aura iydy=pdx 3
ce qui

donnera ^= ^ ^ il faut enfuite fubftituer cette valeur de

fâ dans la formule 5= J
'//, & l'on, aura 5 =~^ 5 &: met-

tant pour iyy fa valeur ipx^ l'on aura5= 1 x : ce qui fait

voir que dans la parabole la foutangente 5 eft égale au dou-

ble de la coupée x. Et quand on veut la foutangente pour

un point déterminé, il n'y a qu'à mettre la valeur détermi-

née de x qui convient à ce point là dans 5= 1 x , & la fou-

tangente fera déterminée pour ce point là. 11 faut faire la

même chofe pour les autres courbes 11 faut de même pour

les autres formules
3
trouver par les équations des courbes

particulières, les valeurs des différences dy, dx , \/dxx
-*-dy

l
,

Y iij
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en grandeurs finies qui ne contiennent plus de différences,

& les fubflituer dans les formules , & après la fubflitution,

Ton aura les valeurs que reprefentent ces formules.

Exemple IL

552. [ Outes les courbes géométriques peuvent être reprefen-

Fig.XIX. tées par l'équation générale fxm -»- gy
n -+- h x c

y
% +- a= o

dans laquelle a: marque les coupées AB ,y les ordonnées BCi
car dans les équations de toutes les courbes géométriques

,

ne pouvant y avoir que quatre fortes de quantités qui en

compofent les termes -, les premières qui ne contiennent de

changeante que x fansj ; les fécondes qui ne contiennent que

y 5 les troifiémes des x & des^ mêlés enfemble , Ôc les qua-

trièmes un terme tout connu ou confiant -

y
le premier terme

de l'équation générale reprefente les premières ; le fécond,

les fécondes j le troifiéme, les troisièmes ^ & le quatrième

reprefente le terme confiant de celles qui en ont un -

y f3 g, h

,

reprefentent les coëficiens • 6cm,n 3 r, j, reprefentent les

expofans des changeantes x ècy. Cela fuppofé, il faut trouver

par cette équation générale , la foutangente de toutes les

courbes géométriques.

i°. Il faut prendre les différences des termes de l'équation

générale, &. l'on aura mfx
m ~ l dx-*-ngy

n ~ l dy^-rhx l ~ l

y
% dx
i — 1

+ shXy-Jy= 0; doulonauraj-^-^L-—^-^

i°. Il faut fubflituer cette valeur de j*
y
dans la formule de la

foutano-eante S = ^f , & Ton aura S= — nM*— shxt r
m

dJ mfx~ 1

-i-rbx l~y)

qui efl la valeur de la foutangente de toutes les courbes géo-
métriques, ou plutôt une formule pour les trouver, en fub-

flituant dans cette expreflion générale de la foutangente
.,
les

valeurs des indéterminées/, g, £,w, n,r,

s

4 prifes des équa-
tions de chaque courbe géométrique dont on voudra avoir

la foutangente.

Avertiffement.

On n'a mis ce fécond Exemple
,
que pour faire voir aux

Lecteurs la beauté de PAnalyfè , & l'avantage particulier

qu'elle a de faire appercevoir à l'efprit le nombre infini de
toutes ks courbes géométriques , fous une expreflion auflî
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fimple qu'eft l'équation générale qui précède, Se de lui faire

découvrir par un même calcul 3 en fe fervant de cette équa-

tion , des propriétés qu'il voit clairement leur convenir à

toutes.

Remarques.
r.

553* QUand la quantité que l'on trouve par le moyen de l'é-

quation d'une courbe particulière pour la valeur de £3 , efl:

une fradion , & qu'en voulant
,
par exemple , une foutangen-

tc déterminée pour un point particulier de la courbe , la

fubftitution des valeurs déterminées de x Se de y pour ce

point- là, rend le numérateur & le dénominateur chacun égal

à zéro j il faut continuer de prendre la différence du numé-
rateur, 6c enfuite celle du dénominateur, Se les divifer l'une

par l'autre , Se fuppofer la nouvelle fradion égale à fê j Se

après avoir fubftitué dans cette nouvelle fradion les valeurs

déterminées de x Se de^/, prendre dans cette équation la

valeur de^f, 6c la fubftituer dans la formule s==^f \ Se l'on

aura la valeur de la foutangente, qui convient à ce point-là.

Si la fubftitution des valeurs déterminées de x 6c de y ren-

doit encore le numérateur 6c le dénominateur de la nouvel-

le fradion égaux chacun à zéro, il faudroit continuer de

prendre les différences du numérateur Se du dénominateur

de la nouvelle fradion, Se continuer l'opération comme on
vient de le dire.

I I.

J 54. La considération des tangentes d'une courbe a de grands

ufagesj on en mettra feulement ici quelques-uns. i°. Chaque
partie infiniment petite de la courbe, étant une partie infini-

ment petite de la tangente à ce point de la courbe , les an-

gles que font entr'elles les tangentes des points infiniment pro-

ches de la courbé, font ceux des petites parties de la courbe.

i°. Si l'on trace foi-même les tangentes d'une courbe qui

rentre en elle-même comme d'une ellipfe,en commençant
au fommet_, on verra que les foutangentes B

S

3 BS, Sec. Figor*
prifes fur un diamètre AB y

augmentent à mefure que l'on xliii,

prend des points qui vont du fommet A vers le point D

,

où fe termine le diamètre conjugué , & qu'elles s'augmen-

tent en allant du côte S vers l'origine
,
qu'au point D du
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diamètre conjugué, la foutangente KS devient infinie, la

tangente DE le détachant là de la foutangente à laquelle

elle devient parallèle en ce point D ; &. qu'enfuira les fou-

tangentes bs des points c , c pris depuis le diamètre conju-

gué D vers la féconde extrémité (a) du diamètre, pafTent

de l'autre côté, & fe trouvent au côté oppofé à l'origine,

& vont toujours en diminuant -

y
de manière que fi l'on fait

les premières pofitives,, les fécondes feront négatives 5 &au
point D du paflage des pofitives aux négatives , la foutan-

gente devient infinie.

Si l'on commence à mener les tangentes du fommet D du
fécond diamètre par tous les points C > C de la courbe, juf.

qu'aux points S , S du premier diamètre a^, prolongé vers

S , on verra que les foutangentes BS 3 BS vont en diminuant

jufqu'au fommet A du premier diamètre, où. la foutangente

devient zéro, Se continuant enfuite de mener les tangentes

cS y cS par les points c 3 c, jufqu'à la féconde extrémité d
du fécond diamètre, on verra que les foutangentes BS vont

enfuite en augmentant jufqu'au point d, où la foutangente

devient encore infinie , étant parallèle à la foutangente.

Si l'on mené hors de l'ellipfe une droite a a, s s parallèle

au diamètre, les foutangentes as^as des points C 3 C, pris

depuis le fommet A
,
jufqu'au diamètre conjugué D ,

prifes

fur cette parallèle depuis le point a qui répond à l'origine A>
feront du côté des négatives , & depuis le diamètre conju-

gué D , elles feront du côté des pofitives , Se les premières

iront en augmentant , Si les fécondes en diminuant
5 Se au

point D, qui eft le pafiTage des négatives aux pofitives, la

Ibutangente fera infinie, parce que la tangente De fe déra-

che en ce point-là de la foutangente , Se lui devient parallèle
;

Se fi l'on mené les tangentes en commençant au pointD par

tous les points D3 C} C, A3 c^c y
d , les foutangentes as né-

gatives fur œa.s
y
iront en diminuant jufqu'à celle du poinc

A }
où la foutangente fera zéro , après quoi elles deviendront

pofitives vers la gauche, 6c iront en augmentant jufqu'à la

foutangente du point d
y
qui fera infinie.

Après s'être rendu cette remarque bien familière, on
aura, i°, une marque pour connaître quand on a une équa-
tion d'une courbe par raport à une droite donnée , fi elle

tourne fa concavité ou fa connexité vers cette droite 5 car en

trouvant,
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Trouvant les foutangences de deux ou trois points proches

de l'origine, il n'y aura qu'à voir fi elles augmentent pofiti-

vement ou négativement j dans le premier cas elle eft con-

cave vers la droite donnée > dans le fécond , elle eft convexe.

On verra clairement. i°. que quand une fuite de gran-

deurs , comme de foutangentes ou autres, eft d'abord pofitive,

Se devient en fuite négative, l'expreffion indéterminée com-
mune à chaque grandeur de cette fuite, devient au point du
pafîage égale à zéro ou à l'infini -

y
elle eft égale à zéro quand

les pofitives ou négatives vont d'abord en diminuant 6c en-

fuite en augmentant ; elle eft égale à l'infini
,
quand elles

commencent par augmenter ^ 6c qu'après le pafTage elles vont

en diminuant
> ce qu'il faut bien remarquer -, & en fuppofant

l'expreflion indéterminée de chaque grandeur de cette fuite

égale à zéro ou à l'infini , cela fert à déterminer la valeur

de l'inconnue de cette exprefïlon
,
par exemple de l'ordon-

née y, ou de la coupée x aux points des pafiages des gran-

deurs pofitives aux négatives, ou des négatives aux pofitives.

3 . On vient de remarquer que les tangentes aux fommets
du diamètre font parallèles aux ordonnées

j
par conféquent

fi l'on confidere le petit triangle dont du petite partie de la

courbe eft l'hypothenufe, dx petite partie du diamètre eft

un côté, dy petite partie de l'ordonnée eft le fécond côté, aux

fommets du diamètre, on verra que l'hypothenufe du fe dé.

tache du petit côté dy tk lui devient parallèle, 6c par confé-

quent le petit côté dx entre ces parallèles devient zéro par

raport à chacune des parallèles qui devient indéterminée ou
infinie. De même les tangentes aux fommets des féconds

diamètres conjugués aux premiers, font parallèles aux pre-

miers diamètres, c^eR-i dire, elles font parallèles aux cou-

pées x .> ôc à ces fommets l'hypothenufe duio. détache du
petit côté dx & lui devient parallèle, 6c par conféquent le

petit côté dy devient en cet endroit là zéro par raport au

côté dx &ci l'hypothenufe du, qui font devenus parallèles

&. indéterminés ou infinis.

4 . Cette dernière remarque donne lieu à cette autre, que

les ordonnées y du côté concave de la courbe vont en aug-

mentant depuis le fommet jufqu'au diamètre conjugue où eft

la plus zrande y , ôc enfuite elles vont en diminuant jufqu'à

Pautre extrémité du diamètre ; 6c au contraire du côté où la

Tome II, Z
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courbe tourne fa convexité , les^ vont en diminuant depuis

l'origine jufqu'au point où fe termine le diamètre conjugué

où eft la moindre y, &, enfuite les y vont en augmentant
j

ainfi au point de la plus grande ordonnée y du côté concave,

&C de la moindre du côté convexe , dans le petit triangle

fait des du, dx 3 dy} dy efl: zéro. En prenant auflï toutes les

parallèles aux coupées x, terminées au diamètre conjugué,

pour les x 5 on verra que depuis un des fommets D ou d du
diamètre conjugué , les x vont en augmentant du côté con-

cave jufqu'au fommet A du premier diamètre, où fe trouve

la plus grande x , après quoi les x vont en diminuant jufqu'à

la féconde extrémité d du diamètre conjugué ^ & au con-

traire du côté convexe en concevant une ligne hors de l'el-

lipfe parallèle au diamètre conjugué , les x prifes fur cette

parallèle vont en diminuant depuis celle qui fe termine au
fommet D du diamètre conjugué jufqu'à la moindre de tou-

tes les x qui fe termine au fommet A du premier diamètre,

après quoi elles vont en augmentant
;
par confequent au

point de la plus grande x à\x côté concave, ôc de la moindre x
du côté convexe dans le petit triangle, le côté dx devient

zéro. D'où l'on voit que dx & dy ne peuvent pas être dans
ces cas-là chacune égales à zéro , ni avoir un raport fini.

5 . Les remarques qu'on a faites par raport à l'ellipfe, pour
fixer l'imagination, doivent s'appliquer à toutes les courbes
où les appliquées vont en augmentant , & enfuite en dimi-
nuant du côté concave, & le contraire du côté convexe, &:

de même les coupées ; & elles fuffifent pour en faire faire

de femblablesfur toutes fortes de courbes.

I I.

Des quantités quon appelle les plus grandes & les moindres 3

& les formules pour les trouver.

— D £' F 1 N I T I O N.

j 5 5 . LOrs qjj'o n a l'équation d'une courbe où les x font les

coupées , & les y les ordonnées , & qu'on veut fçavoir le point

où fe trouve lapins grande ou la moindre ordonnée^ com-
me auiîî celui de la plus grande ou de la moindre coupée x

>

c'eft-à-dire la valeur déterminée de x qui convient à ce poinc

de la plus grande ou de la moindre ordonnée, & , fi l'on veut,

celle de cette plus grande ou moindrey, & de même la va-

leur de^y ou de x au point de la plus grande ou moindre xi
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cela s'appelle une queftion ou un problême des plus grandes

& des moindres.

Comme aufli fi Ton a une quantité changeante compofée
de feules xou de feulesj/, & que cette quantité aille en aug-

mentant, &enfuite en diminuant j ou en diminuant, & en-

fuite en augmentant, 6c qu'on veuille fcavoir de toutes ces

quantités changeantes qui ont une même expreflion, celle

qui eft la plus grande ou la moindre , il faut concevoir cette

quantité comme étant l'ordonnée d'une courbe , 6c la fup-

pofer, fi elle ne contient que des x, égale à y ; ou , fi elle ne
contient que des^ égale à x ; 6c concevoir que les x font les

coupées, Scy l'ordonnée égale à la quantité propofée, &il
s'agira de trouver la plus grande ou la moindre y comme
dans les courbes -

y
& ce fera aufli un Problème des plus grandes

& des moindres.

Formules four trouver les plus grandes & les moindres.

£= ~ eft la formule pour trouver la plus grande ou la

moindre y, 6c |f = ~ fera la formule pour trouver la. plus

grande ou la moindre x j ou fimplement dy= o , &c dy= si

l'infini
,
qu'on marque ainfi dy= 00 , font les formules pour

trouver les plus grandes 6c les moindres.

Usage des Formules.
VJ.U and on a l'équation d'une courbe où il faut trouver

les plus grandes 6c les moindres , ou une expreflion d'une

quantité changeante réduite à l'équation d'une courbe, en
la fuppofant égale à une changeante^; il faut prendre les

différences de cette équation , & réduire au premier mem-
bre g , & le refte de l'équation différentielle où il n'y a plus

de dy ni de dx au fécond membre
j
6c quand on cherche la

plus grande ou la moindre y 3 prendre pour formule j-x y

c'eft-à-dire , fuppofer que le numérateur eft zéro , & tirer de

l'équation qui en réfulte, en y employant aufli l'équation mê-
me de la courbe propofée , la valeur ou les valeurs de x ; 6c

Ton aura la valeur déterminée de x au point de la plus grande

ou de la moindrej/;6c l'on peut aufli déterminer la valeur

de cette plus grande ou moindrey, puifque x eft déterminée.

Si l'on cherche la plus grande ou la moindre x 3 il faut fe

lervir de la formule §, c'eft-à-dire , fuppofer le dénomina-
Zij
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teur égal à zéro, 6c par cette équation déterminer les valeur*

de x 6c de y. Si l'on ne peut pas trouver de valeurs, ni zéro,

peur La plus grande ou moindre x &y 3
6c qu'on n'en trouve

que d'imaginaires, c'eft une marque que la courbe n'en a pas.

On diftinguera quand la quantité que l'on trouve par la

méthode eft une plus grande ou une moindre, par la féconde-

Remarque 3 nc?n. 2,

Pour trouver, par exemple, les plus grandes 6c les moin-

dres de la courbe dont l'équation eft * jyy= \aa—xx ; i°. on.

prendra les différences de l'équation, ôc l'on aura *-ydy=
— xdx\ ce qui donne ga=—

g

3
6c en mettant au lieu de/

*, dy —P*
fa valeur /= V~ap— ^xx 3

on aura dx a V~ap— ?-xx
i°. Onfuppofera, fuivant la formule^, lenumerateur= o

5

ce qui donnera

—

px = o
1
6c divifant par

—

p, on aura.

x = o : c'eft la valeur de x au point de la plus grande y.

En fubftituant cette valeur de x= o dans la propofée, au

lieu de x } on trouvera la plus grande/= j\/^. Pour trou-

ver la plus grande x, on fjppofera, fuivant la formule *-, le

dénominateur aV^ap— jxx =o-, ce qui donnera x=\a3

qui eft la valeur de la plus grande x-, 6c la fubftituant dans

la propofée , au lieu de x 3 on trouvera que la valeur de y au

point de la plus grande x 3 e(ï y= V ^ap — ±ap=o > c'eft-

A dire
, / eft zéro à ce point là.

Remarques.
î.

5^7. \JN remarquera que quand on trouve plusieurs valeurs de x
pour la plus grande ou la moindre y3 ordinairement la courbe

a plufieurs/ plus grandes ou moindres, ou les unes moin-
dres, 6c les autres plus grandes ^ ce qu'il faut auiîi remar-
quer quand on cherche les plus grandes ou ies moindres x.

On pourra les connoître par la troifiéme remarque fuivante.

IL
558. On remarquera auffi que £ eft la même chofe que dy infi-

niment petite par raport a dx 3 ou dy= o j 6c Ç eft la même •

chofe que dy infinie par raport àdx, ou dy égale à l'infini.

î I L
' Enfin fi l'on fait attention aux points deia plus grande £c
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de la moindrey, aufquels la tangente eft parallèle aux x
}
on

verra que y n'y reçoit aucun accroiffement ni diminution , 8c

qu'ainli dy eft zéro à ces points : 6c qu'il en eft de même de

dx 3 qui devient zéro aux points de la plus grande & de la

moindre x 3
aufquels la tangente eft parallèle aux^, x ne

recevant à ces points là ni accroiffement ni diminution
, &

où par confequent dy eft infinie par raport à dx } n'étant plus

bornée par la petite bafe du 3 £c en étant détachée en ce

point là : Mais que Ci dx Scdy devenoient chacune zéro , ou
avoient un raport fini , il n'y auroit niplus grande ni moindre,

I I I.

Des points d'inflexion & de rebroujjement des courbes 3 & des

I
formules pour les trouver.

L y a des courbes qui tournent d'abord leur concavité d'un Fic.xliv.

coté, 6c qui tournent enfuite leur convexité du même coté

comme ACcf , Ccfx,<p. Le point ou la partie infiniment

petite Ce (fig. 44} , 6cfy 'fig. 45 ) ,
qui fépare la partie concave

de la convexe , 6c qui eft commune à l'une 6c à l'autre, s'ap-

pelle le point d'inflexion quand la courbe va toujours du même
coté j àc le point de rebroujfement quand la courbe retourne ou
rebrouflè fon chemin comme Ce m (fig. 44).

Pour trouver ces points des courbes qui en ont , il faut

remarquer qu'en prenant les dx confiantes, c'eft-à-dire éga-

les, les dy vont en diminuant dans la partie concave, 6c en Fig. xiil.

augmentant dans la partie convexe , ou bien au contraire :

car d c-(dy) furpafTe efqui eft le dy fuivant, puifqu'en fup»

pofant cd=ce 3
c'eft-à-dire les dx confiantes, de eft égale

à egi ainfi de furpafTe ef. Dans. la partie convexe fuppofant

aufîi \zsdx confiantes, cd— ce; les dy vont en augmentant, fig.xliv,.

car dc(dy)r=eg moindre que ef; ou bien fi l'on prencit la

partie concave en revenant vers l'origine, on verroit que
les dy vont en augmentant, & que dans la partie convexe
en revenant aufîi vers l'origine , les dy vont en diminuant.

Amfi quand une courbe a une partie concave 6c l'autre con-

vexe, dans l'une les dy vont en augmentant, 6c dans l'autre

en diminuant.

D'où il fuit que fi l'on imagine que les dy 3 ou plutôt des

lignes finies qui ayent entr'elles les mêmes raports que les dy3

font des ordonnées mifès de fuite fur la ligne des coupées

uéJBH \ ieurs extrémités formeront/ une nouvelle courbe, fig.x

Ziij.
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dans laquelle il y aura une plus grande ou une moindre au point

de la nouvelle courbe, par lequel paile l'ordonnée qui va

au point d'inflexion ou de rebrouflement de la première

courbe -, ces ordonnées de la nouvelle & de la première

courbe étant l'une fur l'autre: Il y a plufieurs plus grandes

ou moindres, s'il fe trouve dans la première courbe plufieurs

points d'inflexion ou de rebrouflement.

Il fuit de là que pour trouver le point d'inflexion ou de

rebrouflement, il faut fuppofer la différence des dy ,
quieft

* ;;<?. ddy, égale à zéro , & enfuite à l'infini , * pour avoir la formule

qui fert à trouver les points d'inflexion ôc de rebrouflement.

Formules pour trouver les points d'inflexion & de rebrouflement

ddy= o, (jf ddy égal à l'infini , quon marque

ainfi d d y= oo .

Usage de la Formule.
561. "Our trouver le point d'inflexion ou celui de rebroufle-

ment d'une courbe dont on a l'équation , il faut d'abord

prendre les différences des termes de l'équation propofée,

& mettre dans un membre dy feule, &. les autres quantités

dans le fécond membre, & ce fera la féconde équation. Il

faut enfuite prendre la différence du fécond membre delà
féconde équation, en prenant dx confiante,, & la fuppofer

égale à zéro
,
puifque la féconde différence du premier mem-

bre qui devroit être ddy, efl zéro ^ ce qui donnera une troi-

fîéme équation, laquelle on réduira à n'avoir que la feule

changeante finie x, par le moyen de la féconde équation,

Ôc fe fervant auiîi de l'équation de la courbe ^ 6c l'on trou-

vera la valeur de x dans cette dernière équation
,
qui fera la

valeur de la coupée x au point d'inflexion ou de rebroufle-

ment -, & l'on trouvera la valeur dey au même point, en fub-

flituant la valeur trouvée de x dans l'équation delà courbe.

Par exemple pour trouver le point d'inflexion ou de re-

brouflement de la courbe dont l'équation efl: axx= xxy
H- aay i i°. on prendra les différences de l'équation propofée,

ôc mettant ^au premier membre, on aura la féconde équa-

tion dy= ld*4£z.l*JJ*= iaxdx— ixydx x xx+ aa " ', 2 . On
prendra la différence du fécond membre de cette féconde
équation , en iuppofant dx confiante 5 on la fuppofera égale à

/
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zéro, & Ton aura la 3

e équation iadx x— ydx1— ixdxdy *
— 1

x x ->t~ aa — ixdx x laxdx —- ixydx x xx -+• aa = o.

3°. On fubftituera dans cette troifiéme équation la valeur

de dy prife de la féconde, & la valeur de y prife de l'équation

de la courbe, & l'on trouvera 2^'— 6^\vjc= 05 d'où l'on

tire xs=zœVj ; mettant cette valeur dans l'équation de la

courbe à la place de x, on trouvey= ^a', ainfï fuppofant
la droite des x 3 oc prenant fur cette droite une longueur
x = a y/ } , &: élevant une perpendiculaire y = i a 3 fon
extrémité fe trouvera au point d'inflexion de la courbe.

On auroit abrégé le calcul en difpofant ainfî l'équation

delà courbe,^= £j-£&i ouy=axx x xx +- aa~
l

. On ne

l'a pas fait, pour faire connoître aux Lecteurs qui commen-
cent, la manière d'opérer fans féparer ainfî d'abord les^.

R E M A R Q^U E.

Ol l'on n'avoit pas trouvé de valeur de x en fuppofant la

valeur de ddy = o, on auroit fuppofé ddy= co
5 c'eft à-

dire , on auroit fuppofé = à zéro le dénominateur de la

fraction z=.ddy 3 au lieu qu'on en a fuppofé le numérateur
égal à zéro, en fe fervant de la formule ddy= o.

Xa manière de trouver les -points &inflexion & de rebrouffement

dans les courbes dont les ordonnées partent d'un mêmepoint.

& 1
' ol l'on prend dans la partie concave Ccf les petites parties Fie. XLY,
égales Ce 3 cf\ qui font les du 3 & dans la convexe p^x,, xç ,

égales aux premières, & après avoir prolongé la petite par-

tie Ce en i' 3 & %* en (j on tire des centres c 3 x, avec les

rayons ef3 x<p 3 les petits arcs fi\ <p<s &: du centre B 3 les

petits arcs Cd 3 ce-, p^JV, x,€î les petits arcs fi dans la partie

concave qui mefurent les petits angles icf3 font au delà

de la courbe par raport au point J3 °, 6c les petits arcs (p<

dans la partie convexe , font en deçà dans la partie convexe
j

ainfî les prenant pofîtifs dans l'une des parties concave ou
convexe , ils font négatifs dans l'autre

^
par confequent ces

petits arcs doivent devenir zéro ou infinis * au point d'in- * tHt
flexion ou de rebrouffement j où ils deviennent de pofîtifs,

négatifs ; ou de négatifs
,
pofîtifs. C'eft. pourquoi en fuppofant

la valeur changeante de ce petit arc fi égale à zéro ou à
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l'infini , 011 aura dans l'équation que fera trouver cette iup-

pofition la valeur déterminée de la changeante BC , Bc,
qui efl: l'ordonnée changeante de la courbe propofee j ôc

après l'avoir trouvée, en traçant du centre B avec la lon-

gueur trouvée de la changeante BC 3 un arc, il coupera la

courbe au point d'inflexion ou de rebroufîement.

Fie. XLV. Pour trouver la formule qui convient à ce cas, on mènera
la ligne cl, x,A, qui rafle avec la tangente ci, &i ,

qui eft la

petite partie Ce, ^prolongée, l'angle ici, <* \, le premier

égal à l'angle cBf, le fécond à l'angle x,Bq h <3c par le point n
,

v , ou cl, x.A rencontre le petit arc//', <pj, on tirera np , »tj
la première parallèle àfe, la féconde à £e ; & nm , v u- '> la pre-

mière parallèle à ce , la féconde à *f. Après cela on aura

l'angle lec égal à l'angle Ccdi & l'angle \w=%iA Car

les angles de, Ccd , étant les extérieurs, le premier des an-

gles cgi, leg; le fécond des angles B ge <\ui efl: le même que

cgi, & cBf égal par la conftruckion à le g, font égaux
;
par

confequenties triangles Cdr ., cel, rectangles en d &. en *>_,

font femblables. Et comme le triangle cnp efl: femblable au

triangle cle^ il efl: aufli femblable au triangle Cdc, 6c il lui eft

égal
,
puifque les hvpotenufes en, Ce font égales parla fup-

poficion des du confiantes. De plus le petit triangle mnf,
rectangle en m , efl: auiîi femblable au triangle cnp s car ôtant

des angles droits pnrn } enf\ l'angle commun pnf , les deux
angles aigus fnrn, cnp qui refteront feront égaux. On prou-

vera de même dans la partie convexe, que les triangle* ;/x_J\

xv^j ;tvç, font femblables, oc que les deux premiers font

de plus égaux. Ces chofes fuppofees , on trouvera ainfi l'arc

Nommant la changeante BC \y) ,Cd, cc,^ , v.i{dx) ,

qui vont en augmentant dans la partie concave , )& en dimi-

nuant dans la convexe
^ Ce, cf, y k, *<p (du) , on les fuppofe

confiantes, c'ell: à-dire égales
^ de, ef, S"x.,e(p feront les dy,

qui vont en diminuant dans la partie concave, &: en aug-

mentant dans la convexe dans la fuppofîtion des du confian-

tes
j
pe= nm , m— vu feront les adx poiîrifs dans la partie

concave, & négatifs dans la convexe
;
fm , (pu feront les ddy

négatifs dans la partie concave, Cv pofltifi dan> la convexe.

Les triangles femblables Cdc , cpn,fmn, donnent C d ou

c$ {dx).Cc au cn{d/t) : : fm [~-ddy) . fn s==^-'>ou bien

encore
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encore de ou pn(dy). en {du) : .- nm ( -h dd x) . fn = d^i -

on trouvera de même le petit arc <p v = ~^, & encore

_ ri^f. Les petits fe&eurs femblables Bce } nci , donne-

ront aufTi Bc (y) . ce(dx)::cn(du). ni = d-^~= v , 3 par

confegaent le périr arc/y=n?+-nf= dmé*£*JmdJz , ou bien

encore /ï = i*dxd$jî
Jndd*

ï & ç , = <p y— u = yJsàé^-^LC .

ou bien encore <pj = z&kÉL^zâsââ*.

Formulespour trouver lepoint d'inflexion ou de rebroujjemcnt dans

les courbes dont les ordonnées partent d'un même centre ou pôle.

5^3- iLfaut fuppofer l'expreffion du petit arc changeant/V égale

à zéro ou à l'infini, &l'on aura pour la formule, après avoir

multiplié parydx & divifé par à», dx z—-yddy= o, & dx
3*

—yddy= m ) ou bien encore dxdy -+- yddx = ou = 00 ,

On pourroit auffi prendre la valeur de <p< pour en faire la

formule.

Usage des Formules.
1 L faut trouver pour chaque courbe dont on voudra

chercher le point d'inflexion
,
par le moyen de fon équa-

tion, la valeur de dx & celle de dx 1
, &. après avoir trouvé

ia valeur de du — vWx1
-t- ^/y

1
, il faut en prendre la différence

qui fera égale àddu , &la fuppofer égale àzero
5
à caufe qu'on

a fuppofé du confiante, & par confequent ddu= o ^ on trou-

vera par l'équation que donnera cette fuppofition, la valeur

de ddy j il faudrala multiplier par

—

y-, & après avoir fubiti-

tue les valeurs de dx1 & de —yddy dans la formule dx*— yd(fy = eu = oc , il faudra fuppofer la quantité qu'on

trouvera par cette fubftitution , égale à zéro, & enluite à

l'infini , 6c l'on aura l'équation qui contiendra la valeur dé-

terminée de la changeante BC {y) qui convient au point

d'inflexion ou de rebrouffement de la courbe propofée. On
peut de même fe fervir de la féconde formule.

Par exemple <phH eft un arc de circonférence dont le FlGt xt!K
rayon Bq> 3 BH= a', on nommera l'arc <phH{^) i Qx.yfcC
eft une courbe telle que nommant By^> Bv. (y) , & par confe-

quent y^H{a—y )
, èc une droite donnée , b , l'équation de

cette courbe foit bz^=yy — 1 ay «+ aa. Pour trouver le

point d'inflexion
,
qu'on fuppofe être en ^ , on mènera le

Tome II, A a
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rayon B-^h infiniment proche du rayon By^H

3 & on tirera

du centre B le petit arc p^, qu'on nommera dxl JV- fera dy

,

ôc Hh fera d%. Pour trouver la valeur de ^ (^.y )
, on aura

par le moyen des deux fecfeursou triangles femblables MBh y

%JS«N BH{d). Bx{y)::Hh{d^).y^{dx)= y
-f. En pre-

nant la différence de l'équation de la courbe, on aura d^
= * ydy -^ d>

. par confequent dx = *V*?-**** 6c dx 1 —

-t- fyiayy+ aabb i on en prendra la différence ddu^= o =
^ v/4/— 8 */ -h 4^yv -h *iJ* -H — 8»i-inyw«»

^ Après avoir réduit les deux termes au même dénomi-

nateur, on la fuppofera égale à zéro , 6c l'on prendra la

valeur de ddy, qu'on multipliera par —y pour avoir la va-

leur de —yddy. On fubftituera enfuite les valeurs de dx 1 6c

de—yddy qu'on a trouvées, dans la formule dx1 -—yddy= o
^

& après les avoir réduites au même dénominateur, on les

fuppofera égales à zéro ; ce qui donnera une équation qui

ja'aura plus de différences, 6c qui étant divifée par y—?a>
donnera 4^— 1 iay*-h 1 zaay*— 4^'// "*" 5**&fy — -dbb
= 0, qui eft l'équation qui contient la valeur de BC ou

&& {y) au point d'inflexion de la courbe propofée.

Remarques.
h

§64- POu R trouver les formules du point d'inflexion on de re^

brouffement dans les courbes dont les ordonnées partent

d'un même point, par le moyen des angles infiniment petits

qu'on conçoit formés à chaque point de la courbe par les

tangentes des points pris deux à deux infiniment proches , ou
par deux parties voifïnes infiniment petites, lefquels angles

étant pris pour positifs dans l'une des deux parties concave

ou convexe de la courbe, ils font négatifs dans l'autre -, on a

pris les petites parties de la courbe j c'eft-à-dire les du, égales

ou confiantes , afin que les petits arcs qui font les mefures

de ces angles infiniment petits , euffent les mêmes rayons , 6c

que l'on vît plus clairement leurs raports,

I L
565. JLes Problêmes que l'on réfout par les formules qu'on .a
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données depuis le commencement de cette fe&ion, fervent

quand on a l'équation d'une courbe, à îe former une idée

de la courbe, & à la tracer à peu près telle qu'elle doit être
j

car on trouve par les formules des tangentes de quel côté

elle efl concave ou convexe
>
par celles des plus grandes &:

des moindres, on trouve 11 elle s'éloigne de fon axe ©u de

fon diamètre, ou fi elle s'en approche, de en quels endroits

cela arrive -

y
Se par les formules des points d'inflexion & de

rebroufTement, on trouve fi de concave elle ne devient point

convexe, ou au contraire ^ comme aufîi fi elle ne rebrouffe

poinc fon chemin vers le côté de fon origine.

I I I.

j£6. Il faut bien remarquer ici que quand on a fait l'une des

trois quantités du 3 dx , dy confiante, pour trouver la formule

de quelque Problême -

y
il faut en appliquant la formule aux

équations particulières, prendre pour confiante la valeur de

la différence qu'on a fait confiante tirée de l'équation parti-

culière, &: non pas une autre ^
autrement on ne trouveroit

pas la réfolution que Ton cherche
,
qui efl fondée fur cette

iuppoftim
î V.

567. On peut déduire des formules de ce fécond cas , les for-

mules du premier cas dans lequel les ordonnées font paral-

lèles j car en fuppofant le rayon changeant BC (y) infini
y

alors les ordonnées BC3 Bc deviennent parallèles > or en fup-

pofant^ infini, le terme dx 7" de la formule dx 2,—yddy=^ o,

devient zéro par raport à l'autre terme

—

yddyi &. en divi-

fant par —y 3 on aura ddy= 0, ou = 00
,
pour la formule

du premier cas, qui efl auifi celle qu'on a trouvée,

V.
Comme les formules des dévelopées fe déduifent aîfc-

ment de ce que l'on a démontré pour trouver les points d'in-

flexion & de rebroufTement, & qu'elles font très-utiles à la

réfolution de plufieurs Problêmes, on va auffi les démontrer,

V I.

Des formules pour trouver les dévelopées des courbes.

568. On a déjà vu que les rayons delà dévelopée d'une courbe

font tous perpendiculaires à la courbe * dont elle efl la déve- * _.

lopée,& qu'ils font les tangentes de la dévelopée j de manière

A a ij
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que chaque rayon de la dévelopée eft exactement la partie

de la tangente depuis le point touchant de la dévelopée qui

convient à ce rayon
,
jufqu'au point de la courbe à laquelle

ce rayon eft perpendiculaire. D'où il fait que quand on a

une courbe pour trouver tous les points de la courbe qui

eft fa dévelopée, il ne faut que trouver l'exprefTion chani-

geance du rayon de la dévelopée. Or l'on a trouvé des for-

mules générales pour découvrir cette exprefîion du rayon

de la dévelopée de toute courbe donnée
j on va expliquer

la manière dont on peut trouver ces formules.

569. Cf/eft une courbe quelconque dont les ordonnées BC 3

Fig. xlv. qu'on nommera (y ) ,
partent d'un même point , & qui repré-

fentera aufli toutes les courbes dont les ordonnées font pa-

rallèles entr'elle.s , & perpendiculaires à leurs coupées, en

fuppofant BC (y) infinie. Qu'on prenne une partie cf infini-

ment petite de cette courbe
,
qu'on nommera du ; qu'on

conçoive au (fi ce (dx), ef(dy), 6c toutes les autres lignes

* f6t. comme on les a expliquées ci defîus
j
* Se de plus qu'on con-

çoive cD } fD qui foient toutes deux perpendiculaires à la

courbe aux extrémités c3 /de la petite partie cfs ces deux per-

pendiculaires iront fe couper à un point D 3 qui fera un des

points de la dévelopée j
il faut chercher une formule pour

exprimer la longueur cD du rayon delà dévelopée, qu'on

nommera £. Pour la trouver, on remarquera que le fecteur

ou triangle c Df }
rectangle en /par la fuppofition , eft fem-

blable au petit fe&eur ou triangle fei rectangle en i\ car

l'angle Dr/faifant un angle droit tant avec l'angle c Df3

qu'avec l'angle fei , ces deux derniers font égaux. On aura

*s6i,vm donc cette proportion le petit arc //
(

*

âsé^yJsâÉi
) . ci (du)

iaJin
' :: cf(du) . cDM ^TJèjhj 3

& mettant au lieu de du fa

valeur Vdxz
-+-dy

L

y
on aura pour la formule du rayon de la

dévelopée qui fuppofe^» confiante, 1. Zj==-^^SL1\ En

fe fervant de la féconde valeur de l'arc fi 3
qui fuppofe de

*
rg4 , vers même du confiante, on aura encore fi £4**%%**** ) . ci (du)

u îin
'

: : cf(du). cD{^) = jéttïdï) 4ui devient en mettant pour

du fa valeur, 1. 2^= dxày-

5 70 £ En fuppofanty infinie, l'on aura pour les formules du rayon

de la dévelopée dans la fuppofition des </* -confiantes dans
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les courbes dont les ordonnées^ font parallèles entr'elles

& perpendiculaires aux coupées * , 1. ^= d^LJx^gj 1
.

71. Si l'on fuppofe dx confiante , c'efl-à-dire Cd3 ce égales, on
trouvera d'autres formules de cette manière. On a déjà

prouvé * que le petit angles/étant fuppofe égal à l'angle cBf3 * ;**.

le triangle Ice cfl femblablcau triangle Ccd3 &égal,àcaufe
de Cd = ce; ainfi//efl

—

ddy
3 6c ni eft — ddu y parceque

les dx étant confiantes , les dy 6c les du vont en diminuant
;

•le petit triangle Ifn re&angle en » 3
eft femblable au trian-

gle Ice redangle en e 3 ayant l'angle » //commun
y
on aura

donc cl [du), ce [dx) :: fl{— ddy). fn=—^ ; on aura

encore e l [dy) . ce [dx) :: ni (— ddu) . fn= ~ d
J

e

y

iiJ"
. Les deux

fec~leurs ou triangles femblables par la fuppofition cBf3 icn>

donneront aufîi B c {y), ce {dx) : : c i {du) . in =^ j
par

confequent fi— in -+-fn= -—
y~u

dxAâl
-, & encore //= in

.+. fn —. dud^^-jdxd±^ Les fedeurs ou triangles femblables

i cf, c Df, donneront// (

d*td*-j?xUy) . ci {du) : : cf{du). cB(x)
ydui

d'.-dx-ydxddy y
6c en mettant pour du 1 fa valeur

3 on aura la

première formule, 1. ^= ^L^^^^yg , les mêmes

triangles donneront encore//
( ^*fjj/^fl ) . a (</*) ; : <:/(</*)

. f DW = ctj£=?£TC 1
où mettant les valeurs de </« , ^,

ydx*dy ± Vr/V*
l'on aura pour la féconde formule, 2. *

=

1 dxdyVdx*-*- df'-Jdxdd»'

En fuppofant j/ infinie , on aura les formules pour le rayon

de la dévelopée des courbes, dont les ordonnées y font pa-

rallèles entr'elles, 6c perpendiculaires aux coupées x 3
dans

la fuppofition des dx confiantes
y
la i

re zj= f
<
-^l&yffi*—**

;

fa ,e * dx*d.y + dy*

Enfin fi l'on fuppofe dy confiante, il faut tirer// parallèle

à ce 3
qui rencontre cl en s 3 6c mener jt parallèle à fc , 6c les

triangles cCd rectangle en d 3 csr rectangle en ?, feront fem-

blables & égaux par la fuppofition dede {dy)= rs= ef{dy);

par confequent re= sf=ddx 3
& sn— ddu 3 l'une 6c l'autre

pofitives , les dx 6c du augmentant dans la fuppofition des dy

confiantes
;
& de plus les triangles csr 3 c le 3 6c »// rectangles

enr.enf, & en », font femblables à caufe des parallèles,

A a iij
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On aura donc cl (du) . el (dy) : : sf(ddx) . fn= éJAdj . on aura

encore ce (dx) . el (dy) : : sn (ddu) . fn= ^-u On fcait par

nles cas précedens que /»== -
y
-

$
par confequent// = i

+ nf=* A *
x

**-;iï
yiix

s
6c encore fi= in + nf= iud^;^dim

.

A prefcnt les triangles femblables icf, cDf, donnent//

(
4Çé^Wte) fi (du) ;: cf(du). cJ>W^.é*

m

JÏ*>ià,M
mettant les valeurs de du*, du\ on aura la première formule,

ire K= T
y#yg/.^^» Les mêmes triangles femblables

donnent encore /V (
<•*?£>*>** ^ c i (du): : cf(du) . c B(k}

= duàl>Z% dli^ où mettant les valeurs de du, du
x

,
Ton aura

la féconde formule, i e z = —ydj^ydxdy*
§^ dx V </v

2 + ^ l + ydjdu»

574. En fuppofant y infinie, on aura les formules pour le rayon

de la dévelopée des courbes dont les ^y font parallèles entre

elles , & perpendiculaires aux coupées x, dans la fuppofition

des dy confiantes
,
qui font la i

te ^=s "*'"'^~P^ 3 h * c

K— dyddu •
*

Vfage de ces formules.

575* lL faut prendre dans l'équation de chaque courbe dont on
voudra trouver le rayon de la dévelopée , les valeurs des

différences premières & fécondes marquées dans celle des

formules dont on aura fait le choix , en fuppofant pour avoir

les fécondes différences, celle des trois différences premiè-

res du, dx y dy, pour confiante
,
qui a été fuppofée confiante

dans la formule qu'on aura choifie ^ &. l'on trouvera en fub-

flituanc ces valeurs dans cette formule, une quantité déli-

vrée de toutes les différences qui fera connoitre le rayon

cD (^) de la dévelopée.

576. Pour trouver, par exemple, le rayon cD { zj de la déve-

ffr g u k 1 lopée de la courbe ACcf, qu'on fuppofe être une parabole
xlil dont l'axe e(l AB, chaque coupée Ab— x, chaque ordon-

née hc =/j le paramètre =zp.,bi dont l'équation e(l $x =yy 3

il faut choiflr laquelle on voudra des fix formules qu'on a

données pour les courbes dont les ordonnées font perpendi-

culaires aux coupées, par exemple **'*^Ĵ /f—
d- > où dx

cfl fuppofée confiante ,& trouver enfuite par le moyen de



Livre VIII. 191
l'-équation à la parabole /?# =yy 3

les valeurs eny de dx, dx 7
-,

dy
1
, Se— ddy, en fuppofant dx confiante, & les fobftiruer

dans la formule. On trouvera, en prenant les différences de

l'équation de la parabole, dx= 1-^ ; & en fuppofant dx con-

ftante, o = 1</y "
;
;

v^\ d'où l'on déduira— ^ =.^5 Û
en quarrant df*= i^>, on aura dx 1 =±jyy df; par confe-

quent ^ 1 4-^/= 4-^^ df,&y/dx
x + df = f y/ +yy+ pp.

On mettra dans la formule les valeurs de dxa dx*,— ddy 3 6c

1 on aura rZ>= 2^= -

—

cr^^jy = . ^ —,

—

scr ***jfiL x v^jj -+• ^ C'eft la valeur indéterminée du

rayon delà dévelopée, qui convient à chaque point de la

parabole. Et fi l'on veut trouver pour chaque point particu-

lier de la parabole, le point de la dévelopée qui y répond,

y étant déterminée pour chacun des points de la parabole

,

il faudra mettre cette valeur de y dans le rayon qu'on vient

de trouver, 8c il ne contiendra que des connues- mener par

ce point de la parabole la perpendiculaire à ce point-là, c'eft-

à-dire à la tangente de la parabole en ce point-là , 6c lui don-

ner ïa longueur déterminée du rayon
?
& fon extrémité fera

le point eorrefpondant de la dévelopée.

77. Si l'on veut trouver la longueur du rayon de la dévelopée

pour le fommet A où y = o 3 il n'y a qu'à fuppofery= o

dans la valeur indéterminée du rayon qui convient à cha-

que point de la parabole , êc elle deviendra \p pour le rayon

du point A qui eft le fommet -

y
& comme l'axe AB eft per-

pendiculaire au fommet A de la parabole , en prenant fur

AB une longueur =-£-/>, l'on aura fur l'axe le point de la

dévelopée qui correfpond au fommet A.
Tg. Si l'on veut trouver l'équation de la dévelopée, on mè-

nera du point B la perpendiculaire DV à l'axe AB , 6c la

prenant pour une des ordonnées de la dévelopée qui paflè

par tous les points D> on fuppoferaD7^= ^; on prendra

AV> qu'on nommera u
s
pour la ligne des coupées ^ 6c il fau-

dra trouver une équation dont les changeantes foient u & t

de cette manière AP = * "t
x+*dy

t
où fubftituant les va- * fSOt

leurs de x
? dx, dy, on trouvera AP == j- <* {j> . bP =pb **£ j *

yJ0.
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&: en fubftiruant les valeurs de dx 3 dy3

on trouvera bp= {p,

*
SSo, cP— *-%; Vdx

z
-+• d/\ & en fubftituant les valeurs de dx 3 dx

z
3

dy
z
3 on trouvera c J? sa |^ /̂rhffi > Par confequent PD=

cD — c P= jfV^yy -+- pp. L'on aura en fuite , à caufe des

triangles femb-Iable s , Pcb 3 PDV^cP'{-V^yy -*-pp) • cl (y)

:: PDÇ§V4yy+pp).à DV{t)= ^. On aura auili cb{y)

. bP (\p) :: BV (ï=±ffi. PV = ~. Par confequent

AV ( u )= A P -+- PV=^ -+- {p. Ayant les valeurs de u

& de t ex\y 3 il eft facile de trouver l'équation de la dévelopée
qui ne contienne pas d'autres changeantes que u & t; <k le

calcul étant plus court en mettant au lieu de y fa valeur y= Vpx 3 on aura u = }x -\- \p3 &: u—^= 3*, (qu'on fup-

pofera pour abréger) = s) ainfî x= j s. Mettant dans t

= ^, la valeur de'y en x 3 on aura t= *f>/px ; où fubfti-

tuant la valeur de x en s 3 on aura t= ±jVjps 3 quife réduit

à ^^= s\ qui eft l'équation de la dévelopée de la para-

bole , d'où l'on voit que cette dévelopée eft la féconde para-

bole cubique, dont le paramètre ~p eft -j-? du paramètre^
de la parabole donnée ^ Taxe s = u— \.p le prend fur l'axe

A P> & le fommet eft éloigné du fommet ^ de £jp.

On trouvera de la même manière les équations des deve-

lopéesdes courbes données.

Remarques.
t

579* vJUand une courbe eft la dévelopée d'une courbe géo-

métrique, il eft évident qu'on peut trouver une ligne droite

connue égale au rayon de la dévelopée pour chacun des

points de la dévelopée -

y
&: comme le rayon d'un point de la

dévelopée eft égal à la partie de la courbe dévelopée
,
qui

eft depuis le point de cette courbe où commence le dévelo-

pement, jufqu'au point du rayon, en y ajoutant dans quel-

ques dévelopées une droite connue, (ce que l'on peut con-

noître, comme on Ta vu ci-deiïus
5
par l'équation delà déve-

lopée, & même par Pexpreffion du rayon de cette déve-

lopée) ^
il eft clair que l'on peut trouver la longueur de la

dévelopée , ce que l'on appelle la rectification de la courbe •

c'eft-à-dire, on peut trouver une droite égale à la longueur

de
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de la dévelopée & de chacune de fes parties -

y
d'où l'on voit

par l'exemple précèdent, que la féconde parabole cubique

peut être reftifiée.

I I.

On a déduit lesfïx formules du rayon de la dévelopée des

courbes dont les ordonnées font perpendiculaires aux cou-

pées, des formules des courbes dont les ordonnées partent

d'un même point, pour être court
5
mais on en a mis fix pour

chacun de ces cas , félon les trois mppofitions qu'on peut

faire de l'une des trois différences du, dx, dy, confiante -

y
par-

cequ'il y a des cas où le calcul eft plus facile dans l'une de

ces fuppofitions que dans les autres 3 ce que l'on diftinguera

facilement dans la pratique.

I I I.

On airroit pu faire des formules pour les courbes qui tour-

nent leur convexité vers Taxe ou vers le pôle des ordonnées •

mais comme l'on trouve le même rayon avec les formules

que l'on a données pour le côté de la concavité, avec cette

feule différence qu'il eft négatif , il auroit été inutile de les

mettre ici : on remarquera feulement que dans les courbes

qui ont un point d'inflexion ou de rebrouffement, c'eft-à-

dire, dont une partie eft concave vers l'axe ou vers le pôle

des ordonnées, & l'autre convexe, les rayons de la déve-

lopée font. pofitifs dans la partie concave, & négatifs dans

l'autre, (ce qui eft vifible même par les figures 42 , 44,45 5

où deux rayons infiniment proches vont fe rencontrer au
point de la dévelopée D 3 qui eft d'un côté dans la partie

concave, & du côté oppofé dans la convexe), &; le point

d'inflexion ou de rebroufïement eft celui où fe fait le chan-
gement de pofitifs en négatifs j c'eft pourquoi *il faut que *j ;43

le rayon de la dévelopée foit infini ou zéro au point d'infle-

xion ou de rebrouffement.

IV,

Tous les Problêmes qui fe refolvent par les formules qu'on
a données depuis le commencement de cette fè&ion , n'ont
befoinque du feul calcul différentiel. La réfolution des fuL
vans fe commence par le calcul différentiel

,
qui donne l'é-

quation du Problême , & elle s'achève ordinairement par le

calcul intégral.

Tome II* Bb
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SE C TION III.

Oà Vonfa.it découvrirlesformules desprincipaux Problè-

mes dont la réfolution commence par le calcul diffé-

rentiel , (dp s'achève par le calcul, intégral.

I. Laformulefour la ratification des courbes,

582. rLN nommant u la courbe ou l'arc de la courbe donc on
cherche la longueur, du marquera chaque partie infiniment

petite de la courbe -, Se fuppofant dans les courbes dont les

ordonnées, qu'on nommera^, font parallèles, qu'elles font

Fie xlii. aufli perpendiculaires aux coupées x». 6c. dans les .courbes
xliv. dont ies ordonnées^ partent d'un même point qu'en pre-

nant les ordonnées infiniment proches de, chaque petite

partie du de la courbe, on tire du centre commun avec le

rayon y un petit arc de cercle
,
qu'on nommera dx

,
jufqu'à

l'ordonnée infiniment proche j il cft évident que chaque
petit triangle dont du eft l'hypotenufe, dx & dy les côtés,

eft toujours rectangle. Par confequent la formule générale de

la rectification des courbes eft du = Vdx 1 + dy\

Usage delaFormu le.

583. I Our. trouver la longueur d'une courbe ou d'une partie

de cette courbe , il faut trouver par l'équation de la courbe

la valeur de dy
x en x3 dx } dx

z
î ou la valeur de dx 1 eny, dy 3 dy- ;

& fubftituer l'une ou l'autre de ces valeurs dans la formule,

& alorsv^.*1 -»-^ 1 fera changée en une quantité qui n'aura

qu'une feule inconnue avec les différences qui fera égale

à du. Ce fera l'équation que Ton cherchoit par la formule

pour la rectification de la courbe ; il ne reliera plus qu'à en

trouver l'intégrale 3 ce que l'on enfeignera dans la Partie fui-

van te.

y .84. .Pour trouver, par exemple, la longueur de la i
e parabole

cubique , dont l'équation eft x i= fyy j on prendra d'abord

les différences de l'équation, £c l'on aura T,xxdx= ip?dy
9

ce qui donne dyt=
ŷ
dx, &dyl x= 1fâ3 dx^ioù. fubftituant

au lieu de fyy fa .valeur x\ on aura dy
l =~9~

?
dx\ On fubfti-
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triera cette valeur de dyx dans la formule générale , & l'on

aura du = Ç x ^Lj^. C'elH'équation que L'on cherchoit
5

il ne faut plus que trouver les intégrales de chaque mem-

bre,
,
qu'on- verra dans la^troifiéme Partie être u =-—^ x

4/>-4- 9* *<— f|. C'éft là longueur de telle partie de la i e

parabole cubique qu'on voudra, en déterminant la valeur

de la coupée x de cette partie, & la fubitituant au lieu de*
dans cette équation.

D E* F I N I T I O N.

y 8 5. L'Expression Çx V4£^de chaque partie infiniment

petite d'une courbe particulière dans cet exemple, de la i c

parabole cubique, tirée de l'équation de cette courbe, 6c

qui ne contient qu'une feule des changeantes de cette courbe

avec ies différences de cette même changeante , s'appelle

lélément de cette courbe j la fomme des élemens de la cour-

be, qui eft l'intégrale de l'élément , fait la courbe entière:

Pour marquer cette fomme ou cette intégrale par l'expref.

fîon de l'élément, on met au-devant ta lettre S. ainfi S. £fp x

V4/H-9Ar, marque l'intégrale de cet élément.

Il faudra entendre la même chofe dans les formules fui-

vantes de l'aire des courbes, des furfaces courbes, &de la

folidité àes corps formés par. la révolution des courbes au-

tour d'une ligne droite.

Elément de Vellipfe.

i8é. Supposant que le grand axe ^afoit= i^ï fon paramètre figure

= p; que les coupées KB * Kb^ Kb, &c. font == x, les xlvi,

ordonnées BC y hc^b^, Scc.=js & que l'équation de l'el-

lipfe eft y yy= aa—xx > ce qui donne xayy= aap—pxxi

en prenantles différences on trouvera l
-fydy=z— xdx> d'où

l'on aura Ce, *e(dy)=—^ & àf= £§| i* =*
(
en

mettant la valeur de layy) âxx * dx\ Subftituant cette

valeur de dy
1 dans la formule générale du= \/dxx+ dy\ on

trouvera Ce, x*(du)^ dxV
v^=ëi^- Ceft l'élément

del'ellipfe^ quand ^= 2*, du~—===.*
Bbij
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Elément de l'hyperbole.

{87. E N" fuppofant les mêmes dénominations pour l'hyperbole

Figure par raport à fon premier axe, iKA= xa 3 & que-l'équation

XLvu. eft j yy = xx-— aa\ on trouvera de la même manière que

Ce {du) = dx ^'gggtt'^g quand />= 2^, du^dxy/^EEJîf.

Mais par raport àTon fécond axe DKd } qu'on nommera z^î

fon paramètre <*, la coupée ,££ prife fur le fécond axe( x ) ;

l'ordonnée bC{y) parallèle au premier axe KA , l'équation

fera l6 yy= xx +- bb ; & l'on trouvera de la même manière

Ce (du)=s dx */***+*i>xx~îïi
, quand <*= ib = za dans ce

cas, du= dxV^^.
Manières particulières de trouver Vêlement des courbes.

i°. Z'élément d'un arc de cercle.

588. E^ nommant le rayon CA(r) du cercle AFE 3 la coupée

Figure AB {x) , l'ordonnée BF (y =V irx— xx +
)., menant l'or,

xxxv. donnée Gg infiniment proche de la première , èc Fi parallèle
* i8j?

* à ^C5 le triangle CBF rectangle en B fera fembtable au
triangle iFg rectangle en 1

•> car ôtantles deux angles droits

BFij CFg 3 l'angle commun CFi 3 les angles aigus reftans

BFC 3
iFgfont égaux. On aura donc BF (y== V* îrx— xx)

. CI (r) : : Fi\dx) . Fg {du)=~===. C'eft l'élément d'une

demi-circonference AFF 3 ou de tel arc A F qu'on voudra
de la demi-circonference dont A B {x) eft le finus verfè.-

ainfi u= S.
'td* s == à l'arc AF.

V 1 r.r — jr.r

.589.. Si Ton nomme la coupée CB {x) en prenant l'origine au

*i8 9 . centre C, alors B F— \/'rr— xx*.3 & les mêmes triangles

femblables donneront i?:F (Vrr— xx) . CF [r) :: Fi (dx)
.

Fg (du)=
fJx C'eft l'élément du quart de circonfé-

rence, ou de tel arc MF qu'on voudra moindre que le quart

de la circonférence dont la ligne C£(x) eft le finus droit :

ainfi «= S.-== =i l'arc MF.
V TT — XX

Fis. XLI. Si l'on imagine que FH eft une partie infiniment petite

de la demi-circonference AHF E , & qu'on tire les cordes

AHS AF, EF3 EH> on aura le petit triangle FZH 3 qu'on
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peut regarder pendant le calcul comme rectangle en Z

,
puis-

que l'angle extérieur ELA—FLH ne diffère du droit inté-

rieur LHA que de l'angle intérieur FAH qui eft fuppofé

infiniment petit, & n'avoir aucun raport fini avec aucun an-

gle d'une grandeur finie & donnée quelque petit qu'il puiÏÏe

être. Or le petit triangle FLH eft femblable au triangle

AHE rectangle en H 3 car les angles aigus LHF , EAH
ont pour mefure, le premier, la moitié de l'arc EF 3 le fécond,

la moitié de l'arc EFH 3 qui ne diffère- du premier que de

l'arc infiniment petit F

H

; ainfi nommant le diamètre AE
(tr) 3 la corde AH (x) 3 LF fera dx , EH fera \f^rr —^~xx~;

& l'on aura. EH (V+rr— xx). AE(ir) :: LF {dx). HF
= —lrdx~ C'eft encore l'élément de la demi-circonférence

V \rt— xx

AHE 3 & de tel arc AH qu'on voudra, dont AH (a;) fera

la corde
h
ainfi l'arc AH (# )= S.

lrdx
-. .

y..4rr— xx

? o.
Enfin fi l'on prend Tare Rr infiniment petit, & que du *i G.XLi.

centre on mené les deux fecantes RN 3 Orn à la tan-

genre enN 3 &. qu'on tire du centre O avec le rayon On
l'arc nq 3 en nommant le rayon Oe (r) 3 la tangente cN (x) 9

Nn fera dx ; la fecante ON fera= V rr-hxx 3 fa différence

qN fera= -===r, & les triangles femblablesO* iV, Jv^»,

rectangles en e & en q 3 donneront ON (y/rr+xx). Oe{r) ::

Nn{dx). qn= -~:—
3
& les fe&eurs femblables ORr3 onq

donneront h ( vVr +- xx). Or(r) :: qn( IÎIl.. V Rr (du)

:==
"-é-Tx-

C'eft encore l'élément du quart de circonférence,

ou de tel arc e R qu'on voudra moindre que le quart de la

circonférence dont eN (xj.fera la tangente ^ ainfi u= S.
r "Jïx= à l'arc eR.

z°. Z'élément de la parabole.

91. Supposant que ACc eft une parabole dont l'axe tQcAB(x)^ fig. xlii.

l'ordonnée BC(y) le paramètre (p) 3
l'équationj^= ^.* 5

la foutangente BT= * ix 3 & par confequent la tangente *yyi.

CT = Vyy •+ 4 x x = (en mettant pour yy fa valeur px)

y/px -+- ^xx. Les triangles femblables Cdc 3 CBT donneront

BT(ix) . CT (y/px+-+xx) : : Cd (dx) . Ce (du)= (^Vpx-h^xx
= ( en multipliant le numérateur & le dénominateur par

B b iij
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Vpx •+• 4.XX y ôt divifant par »)s £ÉL^±xdJL . .L'une & .l'autre

expreflîon eft l'élément d'un arc de parabole donc la coupée

eft*.

3°. Ly
élémentdesparaboles de tous les degrés,& des hyperboles

de tous les degrés par raport aux afymptot.es.

591. L'Equation x
m= \y reprefente les paraboles de tousles

degrés quand Pexpofant m e(t un nombre pofitif entier ou
rompu, & les hyperboles de tous les degrés par raport .aux

afymptotes quand l'expofant weft négatif. On prend l'unité

f sso. pour le paramètre, afin d'abréger le calcul. On trouverai que

là foutangente eft= ^*, & que la tangente a==V~ xx*-yy
=5= ( en mettant xlm au lieu deyy) -*- \/i •+-mmxlm~ J

: L'on aura

donc (à caufe des triangles femblâbles TBC, Cdc > BT Ç-x)

.CT (i^i -*-m
zxlm

~z
) ::Cd(dx) . Ce (^«)=^Vrï^x1 "*\

C'eft l'élément de toutes les paraboles & hyperboles ^ il n'y

aura qu'à fubftituer au lieu de m l'expofant particulier de :

chacune de ces courbes.; par exemple pour la féconde para^

bole cubique , m= \ }
l'équation x™— \y fera xs =iyy, Se

du= {dxy/4.-\- 9*. On peut changer par la multiplication

l'expreflion générale du= dxy/\ •+-m 2

'x
1'ta~t en ces deux autres

équivalentes du = ~ v'ix* + wV°' 5 </#=
Rem a r q^u e.

[59h QïJand on peut trouver l'intégrale de l'élément d'une

courbe, cette courbe peut être rectifiée ; mais on ne connoîc

pas encore la rectification de celles qui ont des élemens dont
on n'a pas pu trouver les intégrales ; la circonférence & les

arcs de circonférence, la paraboledu premier genre,Tellipfe

& l'hyperbole font de la dernière forte, aufti-bien qu'un

très- grand nombre de courbes plus compofées géométri-

ques & méchaniques. Quand on ne peut pas trouver la recti-

fication des courbes plus compofées que les fections coni-

ques, on tâche de réduire leur rectification à celle des fections

coniques, de manière que la rectification de ces dernières

étant fuppofée, on a la rectification de ces autres plus com-
pofées qu'on peut y réduire. C'eft pour cela qu'on a mis ici i

les élemens de la rectification des fections coniques 5 on en
verra l'ufage dans.la troisième. Partie. .
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1 1. Les formules générales pour trouver l'élément de Paire

des courbes,

?4« L'Aire d'une courbe comprife par la feule courbe entière Fig.xlii.

quand elle rentre en elle-même comme le cercle, l'ellipfe

& les autres femblables j comme auffi l'aire comprife parles

courbes qui ne rentrent pas en elles-mêmes comme les pa-

raboles v les hyperboles èc les autres femblables, & par des

lignes droites comme (ont leurs coupées 6c leurs ordonnées

j

enfin une partie finie de l'aire d'une courbe comme un feg-

ment, un fecteur , 6cc. chacune de ces aires ou de ces plans

curvilignes ou mixtes, c'eft-à-dire , en partie curviligne, en,

partie recliligne, peut être conçue partagée en une infinité

de figures re&ilignes, dont l'aire ou l'efpace eft infiniment

petit
,
par raport à l'efpace entier. Ces petites figures recli-

lignes qui remplirent l'efpace entier
,
peuvent être, félon les

différentes courbes , de petits rectangles , ou de petits trian-

gles, ou de petits parallélogrammes, ou de petits trapèzes, &c.

chacune eft la différence ou l'élément de l'aire entière > 6c leur

fournie, qui eft l'intégrale de l'élément, eft l'aire entière de
la figure. On appelle la mefure de l'aire d'une figure curvi-

ligne ou mixte, la quadrature de la courbe qui fait le circuit,

ou une par:ie du circuit de la figure. On rapportera à deux
cas la connoiiTance de l'aire des courbes, ou la quadrature

des courbes. Le premier comprendra les courbes qui ont

des ordonnées parallèles, .& on les fuppofera,perpendicu-

laires aux coupées, afin que les élemens de l'aire îbient de
petits rectangles. Le fécond comprendra les courbes donc
les ordonnées partent d'un même point , & leurs élemens

icront de petits triangles dont chacun fera, compris.entre

deux ordonnées infiniment proches , & aura pour bafè une
partie infiniment petite de la courbe. Il y a des courbes qui

peuvent appartenir aux deux cas,_, comme le cercle, l'ellipfe

6c autres femblables. Car en concevant dans un derni-cercle

6c dans une demi-ellipfe les ordonnées infiniment proches

perpendiculaires à l'axe, les élemens feront des re&angles.j

& en concevant du centre dans le cercle & dans l'ellipfe des

rayons infiniment proches terminés à la.courbe, 6c encore

*<dar>s l'ellipfe concevant des lignes tirées d'un des foyers à

L'ellipfe, les élemens feront dej>etits triangles. Les fegmens
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d'une courbe comme ACA (fig. 42 J peuvent fe rapporter

au fécond cas.

Premier Cas.
formule générale pour trouver Vêlement de l'aire des courbes

dont les ordonnées font perpendiculaires aux coupées.

J9 5. liN nommant les coupées AB (a-), les ordonnées BC(y),
frc xlii. la différence Bb{dx) delà coupée fera la largeur de l'élé-

ment CBbc de l'aire
^ l'ordonnée BC (y) fera la bafe de ce

petit rectangle ^ & ce petit re&angle CBbc fera ydx", ainfi

nommant l'aire entière ACB 3 ou cet efpace entier (*), l'on

aura de=ydx, C'ejl la formule pour trouver la quadrature des

courbes.

Usage de la formule.

59 6. IL faut, pour trouver l'aire des courbes, prendre par le

moyen de l'équation de chacune, la valeur de y en x 3
êc

quand il y a dans l'équation dj 3 La valeur de dy en dx j &
lubftituer ces valeurs dans la formule, qui n'aura, après la

fubflitution ,. qu'une feule inconnue x & fa différence dx 3

ce. fera l'élément de l'aire ^ il ne réitéra plus qu'à prendre

l'intégrale de cet élément pour avoir la quadrature de la

courbe, ou de telle partie qu'on voudra déterminer dont la

coupée fera x. On pourroit aulîi trouver l'élément de chaque
courbe.enj/ & dy au lieu de x & de dx.

Z y

clément de l'aire de la parabole & fa quadrature.

597' I Our trouver, par exemple, l'aire de la parabole dont
l'équation eft yy=zpx 3 on prendra la valeur de y en x 3 de

l'on aiirây=Vpxi on fubftituera cette valeur dans la for-

mule, & l'on aura, de= dxVpx=p * x * dx pour l'élément

de l'aire delà parabole. Si l'on veut trouver ici l'intégrale de

* JJ 1
- cette différence, on la fuppofera reprefentée * par naxn ~ ldx 3

& fon intégrale qu'on cherche par ax n
y ainfi l'expofant

«== \ 3 x— x 3 dx= dx 3 j>{— a. i°. Il faut mettre dans

l'élément,...* 1 = x 1 à la place de x 1
, ce qui donnera

p.
x x 1 dx. i°. Il faut multiplier dx par |, & l'on aura le divi-

kuv\dx. 3 . Il faut âivifer p
T x T dx par ce divifeur , &l'on

aura
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3

aura le quotient ~p i ^ *= y.*;v
/
/.*;= ? pour l'intégrale que

l'on cherche. Subftituant dans cette intégrale y= Vpx «à la

place de Vpx, l'intégrale fera-^*y= *. Cette intégrale mar-
que qu'en déterminant la coupée x d'un efpace de parabole,

en fuppofant, par exemple, x= ^, &; fon ordonnée y= c,

cet efpace e= jbe ; ainfi un efpace parabolique eft toujours

les deux tiers du rectangle de la coupée de cet efpace par fon

ordonnée.

Vêlement de l'aire de toutes .les paraboles & de toutes

les hyperboles par raport aux afymptotes

& leur quadrature.

3. JL/E qjj a t i o n à toutes les paraboles eft x
m
=y, quand

l'expofant m eft un nombre pofitif entier ou rompu, c'eft

aufll l'équation à toutes les hyperboles quand l'expofant m
eft négatif. En fubftituant la valeur dey dans la formule de
=ydx } on trouve de= x

m
dx. C'eft l'élément de l'aire de

toutes les paraboles &; hyperboles. On trouvera par la mé-
thode de l'article * que l'intégrale eft <?= —i_ xm *~*

; èc en *;?*•

mettant dans cette intégrale^= x
m
à la place de x

n
\ l'inté-

grale eft -^xy. Ce qui fait voir que l'efpace parabolique

de telle parabole qu'on voudra déterminer, en fuppofant m
égale au nombre qu'on voudra, & Ces coordonnées x & y
égales à telles grandeurs qu'on voudra, eft au rectangle des

coordonnées de cet efpace qu'on aura déterminé , comme
l'unité eft au nombre reprefenté par «+ i. Il en eft de même
de l'efpace hyperbolique entre les afymptotes dont on vou-

dra déterminer les coordonnées & l'expofant. Mais on
trouvera des genres d'hyperbole où l'intégrale eft infinie,

& d'autres où elle eft finie
;
par exemple dans l'hyperbole

du I
er genre i= xy } où m—— i , l'intégrale eft e-= —^ *°

p=J-, c'eft. à-dire infinie. Mais en fuppofant que m =— 4?

l'équation fera xyy= i , & l'intégrale fera e= —f— xy

= ixy. D'où l'on voit qu'on ne peut pas quarrer Pefpace

contenu entre l'hyperbole ordinaire xy= i , & fon afymp^

tote 3 mais on peut le quarrer dans l'hyperbole xyy= i,&c.

Tome II. C c
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I?élément de l'air de l'ellipfe.

599. .L/Eqjj at i o Nt d e l'ellipfe étant
x*yy=zaa — xx 3 qui

Eig.xlvl donne y= y/*j£=£*i \[ faut fubftituer dans la formule de

=ydx 3 cette valeur de y 3 Se Ton aura l'élément de Taire de

l'ellipfe de= dx^'^^r=BCcb, Se Tefpace KBCD(e)
= S. dx v^f^-\ Quand Torip-ine eft au fommec de l'axe,

Se non pas au centre , l'équation eft y yy= lax— xx 3 d'où

l'on tire y= y/
x.£i=.?x- x

. Subftituant cette valeur dey dans

la formule, Ton trouve de —dx v'
1-^r~ /

' rAr= i?CVb pour

l'élément de l'aire de l'ellipfe
3 6c l'eiçzce AB CA (<?)== S,

L'élément de taire de l'hyperbole,

£00. L'Eqjj ati o n par raport au premier axe étant ^jjry= xx-

Figure — aa x d'où l'on déduit y= v^V" p - , il faut mettre cette
lavn. 7 '

valeur de y dans la formule , Se l'on aura */<? = ^V^^*'
= i?CYb pour l'élément de l'aire de l'hyperbole ^ Se ï'ef-

pace ABCA (e)= S. dxV^^^. Quand Thyperbole eft

équilatere, c'eft-à-dire, quand ^= 2^, l'élément eft */*=
tf/ at \/^x— ^* j ôc Tefpace ABCA (e)= S. */x vV*— **.

L'équation de l'hyperbole en nommant fon fécond axe

dD {ib) j la coupée Kb prife fur le fécond axe (x) ; l'ordon-

née bC parallèle au premier axe [y); Se le paramètre du
fécond axe vr

}
l'équation fera^yy =xx ->rbb y Se y =

iA** »•»** Subftituant cette valeur de y dans la formule v
16 * J

;

l'élément de l'aire de l'hyperbole fera de = d x >/ ***+ *<*

= ^Cr/3
i
& l'efpace /C^C^-(*)= S. ^v"^. Dans l'hy-

perbole équilatere Ton aura ^= ^at vx* -*-*<* =zbCc$ v

& Tefpace 2C.£C^(*)= S. dxVxx+ aa.

L'élément de l'efpace hyperbolique H M C A d'une hyperbole

équilatere far raport aux asymptotes.

60 x. KM 3 KG 3 faifant Tangle droitMKG 3 font les afymptotes

3 ï g u r e de l'hyperbole équilatere ACc. KA eft Je demi axe
; A eft

XLVIL le fommet 3 AH y CM font perpendiculaires fur KM 5 Tan-
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gle AKi^ctant demi droit, AM=KH, qu'on fuppofera

= a 3= i
y
en prenant KH'(a) pour l'unité. Soit la coupée

HM=x', chaque ordonnée MC=y3 l'équation eft ay
-4- xy= aa', ou bien xy +- 1/ = 1 j d'où l'on tire^/= y^.
Subftituant cette valeur de ^ dans la formule générale de
==ydx, on aura M CeN {de) = \f&. C'eft l'élément de
l'eipace hyperbolique HMCA (*)= S. j^f.

Vêlement de l'aire du cercle.

602. Nommant le rayon C^ (r) , CB {x) , i?i?
(y)

, l'équation

eft^ = rr— xx', ainfi^ = Vrr — xx. Subftituant cette
XXXVe

valeur dey dans la formule de—ydx 3 on trouvera GBFg {de)

— dx>Jrr— xx', ainfi l'efpace CBFM {e) = S. dxjrr— xx»

Si l'on prend l'origine des coupées x au fommet A , c'eft-

à-dire, fuppofant AB= x 3
Ton aura BF {yy)~ irx— xx.

Par confequent j/= Virx — xx , & GBFg {dc)=ydx
= dx y/irx— xx j & l'efpace AFB { e ) = S. d x Virx— xx.

Second Cas.
Formule générale four trouver l'élément de Faire des courbes

dont les ordonnées partent d'un point.

^03. Supposant que toutes les ordonnées BC3 Bc 3 qu'on fig. xlt.
nommeray3 parient d'un même point B3 &: que les deux i?C3
Bc font infiniment proches , 6c forment le petit triangle CBc
qui eft l'élément de l'aire de la courbe ; ft du centre B avec

je rayon i?Con tire le petic arc Cd 9
qu'on nommera dx 3 &

qu'on pourra prendre pour une petite droite perpendiculaire

du fommet C fur la bafe Bc {y) du triangle CBc 5 il eft évi-

dent que Cdx\Bc = \ydx =de , fera l'exprefiion du petit

triangle CB c
3
& par confequent la formule pour trouver

l'élément de l'aire des courbes du fécond cas.

Usage de la Formule.
^°4- 1L faut par le moyen de l'équation d'une courbe du fécond

cas prendre la valeur de y & celle de x 3 de manière que ces

deux valeurs n'ayent qu'une feule & même inconnue avec

fa différence , & fubftituer ces valeurs dans la formule de
z=i\ydx 3 Se l'on aura l'élément de l'aire de la courbe par-

ticulière j dont l'intégrale fera Taire de la courbe.

Ce ij
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Vêlement de l'aire du cercle.

6°5' Si l'on imagine deux rayons infiniment proches, qu'on

nommera (r), terminés à un arc infiniment petit de la cir-

conférence, lequel on nommera du , & la circonférence u A

l'on aura un petit triangle formé par ces deux rayons &: par

le petit arc, qui fera l'élément de l'aire du cercle, & l'on

peut concevoir qu'un des rayons r en eft la bafe, & le petit

arc du la hauteur
j
par confequent ce petit triangle d^= :{du }

dont l'intégrale eft e ={ rw-> c'eft-à-dire, l'aire du cercle eft

égale au produit du rayon r parla demi circonférence \u.

Si u n'exprime qu'une partie de circonférence, \rdu fera

l'élément de l'aire d'un fe&eur dont l'aire= {ru.

I?élément de l'aire d'unfcqment de cercle.

dod. 5>Oient menées les deux cordes AH, AF 3 qu'on nom-
Tic xli. mera (y) , de l'extrémité A du diamètre AE^ qu'on nom-

mera (ir), aux deux extrémités de l'arc infiniment petit

HF' {du) et tiré du centre A avec le rayon AH l'arc infi-

niment petit HZ , qu'on nommera dx } &. qui peut être re-

gardé comme la hauteur du petit triangle AHF 3 dont la

*s**- bafeeftAF (v) i&ZF= dy.Orl'onàtïouvè*FH= -- lrdj

- J 8 9« (on nomme iciAF {y) qu'on a voit nommé * x) ; ainfi FH =
-^5 Jfi par confequent HZ '== H~F '— F~Z=£±Ç^
d'où l'on déduit HZ — -

ydy
\ par confequent le petit

triangle AHF={AF x HZ = -2*L'--
. C'eft l'elemenc

du fegment AHF— S. —iy- dy
.° IV 4î"r -JJ-

Différentes expreffions de l'élément F CH d'un Cefleur

de cercle.

éoj. Nommant le rayon CA (r),AB (x) , BF (y=y/irx— xx)\
Eig. xli. l'arc AF (u)', on a.FH—du, & l'élément HCF du fefteur

eft égal à FH x \ CH = j-rdu= (en mettant la valeur de
* 588. du=* - -

rJï—)—T^x__ ainii le fecleur ACF= S.—V&L.-
\/Zr -x xy/Zn—xx' zy Lrx-Tx'

* Figure Mais fi l'on prend l'origine des x au centre* C en fuppofà neXXXV.
CJ3 -= x i comme du =* rd*

.. . l'élément £ rdu=. FC?
\rr—xx «^

3 ainfi le fe&eur MC

F

xY rr — x.< 2yn-,M
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Z'élément de l'aire d'un fefleur d'ellipfe.

So2. ^OiT le grand axe ^a= i^, fon paramètre ==/>, le fécond Fic.xlvi.

axe iXi)— ib 3
fon paramètre= tt, chaque coupée Kb= x 3

l'ordonnée £*=/, &: l'équation de Ve\\ipfejyy= aa— xx>

xd'où Ton tire yy =^^ , & J* (j,)= V**£^= £
v/i^'ô zapxx. Pour avoir l'élément du fe&eur ajÇx, dont

le fommet eft au centre K ; c'eft-à-dire, pour avoir l'aire du

fecteur infiniment petit xJC%, il faut tirer du centre K avec

le rayon Kx. le petit arc x,e> ; & il eft évident que ljflement— i —.i

ou le petit fe&eur x,Kx=*<P * l KX- Qf Kx= ^Kb •+• bx

y/x i -^y
l— y/i*x>-i>xx--*.it= i- x y/^aaxx — zapxx +- ia}f.

zaxdx— pxdx r
La différence de K»«ki>*= v7

j==== , fon quarre

eft
—

' = 4j«*-«?»» -H?*? x 2c1. On a auffi trouvé*v^ */i«.
*"u Xy — \aaxx— zapxx -+- ia 5

p /u

ftmrygaaw+ô^ . i ppxx — îgpjfjc -f- iafe= «* = «* x —-^nrTSwT" *^ ^* * I^'p— îap** •

Par confequent *<p = % *— X* = —ïaff^TaJxlT- x dx

4a«xx-h4*pxx— pp*x
x ^^ ç>ecte quantité fe réduit àxtp

+ctaxx — zapxx -f- 2.a 5

p

s=
Aa pp x £o^ pon déduit x(p sas

làSp — zapxx X -+<mxx— zapxx -j— 2«*_p

za'^pdx
•

~
-"

.

~~ZT7
.. Par confequent l'élément

aapdx
x.® x TiCv= /i 11 — . C'eft la quantité où fe réduit fe

produit que Ton trouve de la valeur de jt<p par la valeur

de i Kx C'eft auffi le petit fè&eur xK x y
qui eft l'élément

du fe&eur a/O, au centre del'elîipfe.

L'élément de l'aire d'un fecieur ou triangle hyperbolique KAC
par raport au premier axe KA.

609. I Our trouver le petit fè&eur CKc= Cg x |KC 3 qui eft j 1GV
l'élément du fedeur ou triangle hyperbolique AKC3 foit la xlvii

moitié du premier axe KA = a , fon paramètre ===p 3 la

coupée KB= x3 l'ordonnée BC=y, & l'équation de l'hy-

perbole par raport à fon premier axe^j/y = xx— aa 3 qui

donne yy^^*-—^
3 ainfi XC = Zz? ( *.* ) -t- 5c" ^}sbs

Ce iij

R K
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xaxx-j-pxx-aap

. & KC=£ V^aaxx-t- lapxx—ia'p-,
ta

*

i 3-rr j -r^^. iaxdx-^-pxdx *

la différence de KC= te= —- . c <r

74««*a; -J— lapxx — za^p °

. 4«*** H- 4*pxx-+-ppxx . r _. . —% lapxx-hppxx— ialp
%

* 7* 4<wxx:4- ztf/>x*— i«'p <*•* • IViaiSU.fr -— zapxx — lap ax -

—

*

ta^pdx
Donc Cg—vCc — cg =

y zapxx— zaïp X ±aaxx -+- zapxx — zas

p

Par confequent CV x { KC == —==^=== . C'eft l'élément
1 ° iVzapxx— iaip

CKcdu triangle hyperbolique KAC. Dans l'hyperbole

, \ t r->
aadx

jequilatere , ou/= z^j CKc === Cg x \ KC=
^

.

£e même élément CKc= CgxyKC par raport:

au fécond axe D K d.

&io. Supposant la moicié KD du fécond axe= ^ 3
Ton para-

mètre = .7r-3 la coupée Kb = x 3 l'ordonnée bC—y, £c

l'équation '-^ yy = xx -+- bb , on trouvera K C = ^
7~~// " 77 ^r~1

II
-<— *" Abbxx -f- 4&*Xx: -1— ^fX» A y1

-*/±bbxx+ib7rxx + ib^. cg == ^-^2——-^ d x ,

1 zb-aXx -f- *»## -{- i&?T /"^T
1 *"

Cfr = zb , xx -t-ibi, d* \ c g ~VCc — Cg as

>/
- • - i & l'élément CKc=Cg *

\ KC = '

=• Dans l'hyperbole équilatere, où

^= 2^= 2^, CiCfr= C2;xiiCC== -f!J!_- ,

On peut trouver de la même manière l'élément d'un

fe&eur elliptique U hyperbolique dont le fommet efr, à l'un

des foyers.

On doit faire ici une remarque femblable à celle de l'art. 553.

Avertissement.
Ci i, v2U e Ton imagine qu'une figure planée BC terminée par

ï igure une courbe quelconque AC, & par des lignes droites per-,

k
xxvn. pendiculaires l'une à l'autreAB } BC, tourne autour d'une

droite comme AB
,
qu'on nommera l'axe de révolution 3 ou

pour abréger l'axe 5 il eft évident que le planA B C décrira

dans une révolution entière un folide
;
ôc que la courbe AC
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décrira en même temps ta. furface courbe qui entoure ce

{blide. L'axe de révolution peut être la tangente au fommet
Ab 3 ou l'ordonnée BC , ou la ligne des coupées AB , ou
telle autre droite qu'on voudra parallèle à la ligne des cou-

pées AB , ou aux ordonnées BC. Le plan qui tourne peut

aufîï être le plan ABC 3 ou le plan AbC qui eft toujours

terminé par La courbe AC 3
foie du côté concave comme

ABC 3 ou du côté convexe de la courbe comme AbC,
Pour une plus grande clarté on confiderera le folide formé
par la révolution du plan ABC 3 tournant autour de Taxe
AB', les Lecteurs appliqueront ce que Ton en dira aux foli-

des formés par la révolution du même plan , ou du plan

AbC 3 autour du même axe, ou de tel autre qu'on voudra.

Si l'on conçoit de toutes les parties infiniment petites Ce fig.xli/,

qu'on nommera du 3 de la courbe y^C qu'on nommera u 3

des perpendiculaires comme CB 3 cb qu'on nommera y 3 à

l'axe A B dont l'origine eft en^,
(
quand c'eft un autre axe

qui ne pafle pas par l'origine A\ l'origine en eft au point où
tombe la perpendiculaire menée du fommet A à cet axe

, ) &
dont les parties A B depuis l'origine feront nommées x ^ il

eft évident que chaque petit quadrilatère i? bcC formé par

deux ordonnées infiniment proches BC^be^ dont l'épaiileur

efti? b (dx ) ou une partie infiniment petite de l'axe , décrira

dans la révolution un cercle ou plutôt un petit cylindre', la

bafe en fera le cercle dont l'ordonnée y fera le rayon , Se

Tépaifleur en fera dx. Chacun de ces petits cylindres eft la

différence ou l'élément du folide qui en eft l'intégrale, c'eft-

â-dire la fomme de tous ces petits cylindres , & Pexprefïion

générale de ce petit cylindre eft la formule pour trouver l'é-

lément du folide.

Il eft de même évident que chaque partie infiniment:

petite Ce (du) de la courbeA C , décrit dans la révolution:

une petite zone, dont la bafe eft une circonférence 3
donc

JÇCYj^eft lerayon, & dont la largeur eft la petite partie de'

la courbe Ce (du). Chacune de ces petites zones eft l'élément

de la furface courbe qui entoure le folide formé par la révo-

lution , laquelle furface eft l'intégrale de cet élément , et l'ex-

prefîion générale de cette petite zone eft la formule pour
trouver l'élément des furfaces courbes ainfi formées»
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III. Formules pour trouver l'élémentdes f,i t

>
faces courbes

(&/- Vêlement des folides,

i°. Tour les furfaces courbes.

614. POur avoir la formule de l'élément des furfaces courbes,

Fig. xlii. on fuppofera que ^-exprime le raport du rayon à la circon-

férence j
ainlî r . c : : BC (y) . ~= à la circonférence qui eft

la bafe de la petite zone. Multipliant ^f par Ce (du) largeur

de la petite zone , on aura ^f-du ,
pour la formule quifera trou-

ver £élément des furfaces courbes -

y
& comme l'on fuppofeque

les lignes BC (y ) parallèles entr'elles, font perpendiculaires

fur Taxe ou fur les x^ on peut mettre la valeur de du =ss

V à

x

1

- -+- dy x
à la place de du, & la formule fera encore ~>

Vdx* -+- dy
1
-

2 . Pour l'élément des folides.

615. 1 Our trouver la formule de l'élément des folides ,
on

rje.XLii. fuppofera que j exprime le raport du quarré du diamètre

au cercle dont il en: le diamètre , ainfi R. C :: iBc ( îy x iy

= 4y
z
). &£. —- au cercle qui eft la bafe du petit cylindre,

qui eft l'élément du folide , duquel cercle y eft le rayon, de

2yle diamètre. Multipliant cette bafe par la hauteur Bb(dx)
de ce petit cylindre, on aura^p<£*

, four là formule qui fera
trouver l'élément des folides.

R E M A R Q^U E S.

I,

616. JlL N nommant la circonférence d'un cercle c 3 & le rayon r,

7 eft l'expreffion du raport du rayon à la circonférence j 6c

*<o;. comme l'aire du cercle = £, *il eft clair que le raport du
quarré du diamètre ir à l'aire du cercle £ eft ±^=1^
ainii l'expreffion qu'on a fuppofée £. = ^ , & la formule

fyydx etti-s-yydx.

I I.

é 1 j. Quand l'axe de révolution n'eft pas une des droites qui

Fïg.XUI. feic une Partie du circuit du plan qui tourne autour de cet

axe , mais qu'elle le touche ou le coupe feulement en un point,

comme dans le cas où le plan Abc tourne autour de TaxeAR 3

ou
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eu de l'axe R c ; ou bien quand c'eft le plan A Rc3 qui tourne

autour de l'axe AB 3 ou autour de l'axe bc 3 il y a alors deux
opérations à faire ^ en prenant ici pour exemple le plan Abc
qui tourne autour de l'axe A R. i°. 11 faut trouver par la

Géométrie ordinaire le folide qui eft un cylindre. 2, . Il faut

trouver parla formule précédente 4£H dx3 l'élément du folide

formé par la révolution du plan ARc autour de l'axe AR ;

& après en avoir trouvé l'intégrale par les méthodes de la

troifiéme Partie, il faudra ôter ce dernier du premier, &: le

refte fera le folide formé par la révolution du plan Abc 3

autour de l'axe AR. Il y a des cas où il faut ôter le cylindre

du folide qui eft l'intégrale trouvée par la formule -

y
comme

par exemple fi l'on cherchoit le folide formé par la révolu-

tion du plan Abczutoiu d'un axe qui feroit au-deiïbus de Au,
& parallèle à cette droite A B. Ce que les Lecteurs diftin-

gueront facilement : comme auffi qu'on doit partager le plan
par une ligne droite parallèle à Taxe, ou qui lui foit perpen-

diculaire quand il eft curviligne partout comme un cercle,

une ellipfe , &c. & que l'axe eft entièrement hors de la figure :

on- pourroit donner ici des formules pour trouver l'élément

du folide dans ces cas^ mais la méthode de cette remarque
étant fuffifante, il eft inutile d'en groffir ce Traité.

I I I.

Ou l'on donne uneféconde'formulefour trouverlélémentdesfolides

.

*l3L 1
jO un faire concevoir clairement cette féconde méthode, fig. xliîo

on prendra pour exemple le folide formé par la révolution

du plan Abc autour de Taxe AR ', on prendra fur ABb per-

pendiculaire à l'axe à l'origine A 3 les AB , Ab qui feront

les y, & concevant des perpendiculaires BC 3 bc infiniment

proches , des petites parties Ce de La courbe fur cette perpen-

diculaire AB à Taxe AR 3 on nommera x ces parallèles BC i

l'axe AR. Il eft évident que dans la révolution le petit qua-

drilatère BbcC^ dont l'épaifleur eft Bb(dy) , décrit Un cylin-

dre creux, ou une furface cylindrique qui a pour bafe la cir-

conférence dont AB{y)eftle rayon, 6c pour hauteur BC(x) y

&.ce petit cylindre creux eft l'élément du folide décrit par

la. révolution du plan Abc autour de l'axe AR 3
lequel folide

eft l'intégrale ou la fomme de tous ces perfts cylindres creux^

Tome II. JDd
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dont les extérieurs renferment les intérieurs. On trouvera

la formule pour avoir cet élément, en fuppofant que -^ex-

prime le raport du rayon à la circonférence 5 & faifant r. c

: : AB {y) . & , ce 4
e terme exprime la circonférence qui eft

la bafe de chaque petit cylindre creux y la multipliant par

l'épaifTeur Bc(dy), on aura la petite couronne qui -eft la bafe

du petit cylindre
5 & enfin multipliant cette baie CM£ par la

hauteur i?C(.*)du petit cylindre, on aura.
c
-^ dy pour laféconde

formule qui fera trouver lélément du folide. Ce que l'on vient

de dire de ce folide doit être appliqué aux autres par raport-

à leurs axes.

Quand Taxe touche ou coupe la courbe en un point, comme
A R j Rc 3 on n'aura befoin que de la formule pour trouver

l'élément du folide, & l'intégrale de cet élemenç fera le fo-

lide j mais quand l'axe ne touchera pas la courbe, il y aura

un vuide entre l'axe & le foljde, & alors le folide& le vuide

feront un cylindre , ou le feul vuide fera un cylindre , & l'on

trouvera le cylindre par la Géométrie ordinaire, & l'autre

folide par la formule &. par l'intégrale de l'élément que fera

trouver la'formule ^ & ôtant le moindre du plus grand, on,

aura le. folide que l'on cherchoit.

Usage des Formules.
61 y. "Our trouver par les formules précédentes l'élément de

la furface courbe, & J'élement du folide formé par la révo-

lution d'un plan borné par des lignes droites &; par une cour-

be ou une partie de courbe , ou par une feule courbe com-
me le cercle , ou l'ellipfe ,. &c. il faut par le moyen de l'é-

quation- de cette courbe, trouver les valeurs des changean-
tes & des différentielles des formules , de manière que ces

valeurs ne contiennent qu'une même changeante & fa dif-

férence, & fubftituer ces valeurs dans les formules, & l'on

aura, après la fubftitution, l'élément de la furface ou du fo-

lide que l'on cherche. Il ne faudra plus qu'en trouver l'inté-

grale pour avoir la furface &: le folide.

610. Pour trouver, par exemple, la furface de la fphere formée

-20VRE par la révolution de la demi- circonférence AME autour de
xxxv. l'axe sic Es on nommera l'axe AE(ia) la circonférence

EMJFA(u),AB(x) BF{y) ; ce qui donnerai= .F/=^
£ g= du h & l'équTttion du cercle fera yy=- zax •— xx :
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1

Se y= Vzax — xx i & l'on trouvera * du == <rfr
, On * ;88.;

fubftituera les valeurs de^ & de du dans la formule 7^0,
& l'on aura l'élément de la furface de la fphere ^ y/iax— xx x

lL___ ^=~dx, dont intégrale eft^. En fuppofant AB { x
)

= AE(ia) ,
que c eft la circonférence u, & que r eft le rayon

AC{a), l'intégrale ~ deviendra^— iau, c'eft la furface

de la fphere qui eft égale au produit de la circonférence en-

tière u par le diamètre xa. Si l'on ne vouloir qu'une portion

de cette furface, il n'y auroit qu'à déterminer la valeur de x
$C dey pour cette partie.

Pour trouver la folidité de la fphere en fuppofant les Figure
mêmes dénominations, il n'y a qu'à fubftituer dans la for- xxxv*

mule de l'élément des {oX\à.ts\yydx > la valeur deyy = iax

— xx^dc l'on aura — dx x iax— xx pour l'élément de la

folidité delà fphere, dont l'intégrale
*.^J

x \ x idxx— ±x\ *n*.

fera connoître la folidité de la fphere en fuppofant £.= fr
*, * 6l6m

que c eft égale à la circonférence u de la fphere, r égale au

demi-axe*, & que AB (x)—AE= ia 3 car cette intégrale

deviendra gxix 8**— l^ix8^= | aau, qui fait voir

que la folidité d"e la fphere eft égale au produit 2 au de fa

furface par ±a le tiers du rayon.

Si l'on veut fe fervir de la féconde formule ^Lv

, on mené- F]GtJS|
ra par le centre C la perpendiculaire CM à l'axe fur laquelle xxxv.

fe prendront lesy S>C dy i tk. l'on imaginera fur tous les points

de CM des perpendiculaires jufqu'à la circonférence, qui

feront les hauteurs des furfaces cylindriques , 5c qu'on nom-
mera xi & l'équation du cercle étant yy= ** ~—xx 3 on

auray —Vaa— xx 3 & dy= c^=== . On fubftituera ces va-

leurs de y & de dy dans la formule c

-^f^ , & l'on aura l'élé-

ment de la demi-fphere
- cx

f

X(lx

y
dont l'intégrale eft*-:* 1

, *; 3i;

dans laquelle fuppofant que c eft la circonférence AMEA
(«), r=au rayon CA (a) y

&tx auflî égale au rayon CA (*,),

l'intégrale deviendra ±aac qui fera la demi fphere
;
ôc la mul-

tipliant par 1 , on aura | **c pour la folidité de la fphere.

Dd ij
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IV. Les formules pour trouver le centre de pefanteur.

ON fuppofe comme une chofe évidente, que le centre de
pefanteur d'une ligne, ou, fi l'on veut, d'un prifmeoud'un

cylin-dre , dont l'épaifTeur eft fi petite qu'on le peut prendre

pour une ligne fenfible, eft au milieu de la ligne
;
que le

centre de pefanteur d'un rectangle dont la largeur eft infini-

ment petite, eft dans la ligne qui le coupe perpendiculai-

rement par le milieu des deux côtés les plus longs
;
que lé

centre de pefanteur d'un cerclé qui a une épaifleur infini-

ment petite , eft dans la perpendiculaire à fon plan , laquelle

l'enfile par le centre, c'eft-à-dire dans l'axe de ce cylindre

d'une hauteur infiniment petite
^
que le centre d'une circon-

férence qui eft comme une zone d'une très-petite largeur,

eft aufîi fon centre de pefanteur : car il eft clair qu'il y a des

pefanteurs égales & des efforts égaux des côsés oppofés de-

tous les centres de pefanteur dont on vient de parler,

Il fuit de là que la ligne qui coupe perpendiculairement

toutes les ordonnées d'une courbe chacune par le milieu,

paflè parle centre de pefanteur delà figure plane curviligne

que forme cette courbe fi elle rentre en elle-même, ou de

la figure plane mixte formée par la courbe & par la plus

grande ordonnée qui fe termine de part &. d'autre àla cour-

be
j
qu'elle pafTe aufîi par le centre de pefanteur de tous les

points ou de toutes les parties infiniment petites dont le cir-

cuit de la courbe eft compofé , c'eft-à-dire par le centre de
pefanteur de la courbe, fuppofantquele dedans en eftvuide^

qu'elle pafTe par le centre de pefanteur du folide formé par

la révolution de la figure plane que forme la courbe autour
de cette ligne prife pour l'axe, &: par le centre de pefanteun

de la furface courbe de ce folide $ enfin qu'elle pafle par le,

centre de pefanteur de chacun des élemens- de la.courbe, de/

chacun.des élemens de la figure plane que forme la courbe

,

de chacun des élemens du folide formé par la révolution de -

cette figure plane autour de cette ligne prife pour axe, &de
chacun des élemens de la furface courbe de ce folide.

D'où il fuit qu'en concevant un plan perpendiculaire.

à

cetse ligne qui pafTe par les centres de pefanteur des éle-

mens d'une courbe, d'une figure plane ou folide, &: d'une

furface courbe
3 la partie de cette ligne depuis ce plan per-



Livre VI ïï. uy.
pcftdiculaire au fommet ou hors de la figure jufqu'à chaque
élément, fera la diftance du centre, de pefanteur de chaque-

élément jufqu'à ce plan : Ainfi prenant l'origine de cette

ligne des diftances des centres de pefanteur des élemens, au-

point oir elle eft coupée par le plan perpendiculaire, qu'on

fuppofera être ici la même que l'origine des x de la figure,

& nommant ces diftances x ', prenant auffi ces élemens pour

les petits poids dont la courbe , ou la figure plane, ou le

iolide, ou .la furface courbe eft compofée, la fomme des*

produics des x, chacune par fon élément*, eft égale au pro- *jy«s

duit de la diftance du centre de pefanteur par la fommé des & î59 '

élemens. Ainfi lafomme des produits des % multipliées chacune

parfon élément , étant divifée par laCompte des élemens 3 donnera

pour quotient la difiance du centre de-pefanteur de la- fomme des

élemens. c'eft-à-dire, la diftance depuis l'origine des *. Or
id fomme des élemens d'une courbe, c'eft la courbe même,,
& c'eft la mêmechofe des figures planes ou folides ôedes
furfaces courbes.

Nommant donc x les coupées prifes fur la perpendiculaire

qui divife les ordonnées parle milieu ,y chacune des ordon-

nées, u la courbe, f^V fera laformule pour trouver le centre

de pefanteur des courbes. *l?%£ fera la formulepour trouver le cen-

ire de pefanteur desfigures planes. I \ -

. fera la formule pour 1

r ^ S.~xyydx
trouver le centre de pefanteur'des furfaces courbes,

s * :'vvdx
r

ou bfen* '
*'"'

, fera la formule pour trouver le centre de *6i£«

pefanteur des folides.

Usage des Formules.
IL faut prendre- dans les équations des courbes dont or^

cherchera le centre de pefanteur, les valeurs des changean-
tes & des différentielles des formules, &. faire en forte que ces-

valeurs foient exprimées par une même changeante & par fa.

différence, èc les fubftituer dans les formules, & ilnereftera*

plus qu'à prendre les intégrales du numérateur & du déno-
minateur

,
qu'on a marquées par S. qui Cigni fie fomme , & à:

Les divifer l'une par l'autre^& l'on aura la diftance-du centre

de pefanteur.

Dd iij
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Par exemple pour trouver le centre de pefanteur d'une
demi-fphere, l'équation du cercle étant yy= zax— xx > la

formule %Â^1 deviendra
S

" h * laxx ~^ * dx
.

b
-
*»**

S. £ x ia* - t. *x x dx
* n i. l'intégrale du numérateur ell*

fr
ax'— £*,, l'intégrale du

dénominateur eft ~axx — £-
r
x', & la diftance du centre

de pefanteur eftP*'-*^ 1?*"*** = 8-^=^
;r - axx — fr x' \a —

-J
x n*— 4*'

& a: étant égale au rayon a dans la demi-fphere, cette di-

itance fera l **.

• I V. SECTION.
£?# / o» explique la manière de trouver les fuites qui

font les intégrales des élemens qu'on trouve par les

formules de la feSiion précédente j @r en même temps

l'ufage des méthodes des fuîtes du fécond Problême

du feptiéme Livre art, 175 ,
pour la rcfolution des

Problèmes de la Géométrie , de l'Aftronomie
y ^Jc.

On explique aujji les logarithmes hyperboliques.

Avertissement.
fe*. CJUand on peut trouver parles méthodes qu'on donnera

dans la troifiéme Partie, les intégrales des élemens de la

longueur des courbes, de leur aire, de la foliditédes corps

qui fe forment par leur révolution, & des furfaces -courbes

de ces corps -, lefquels élemens fe trouvent par les formules

précédentes -

y
on a la rectification des courbes , leur quadra-

ture, la folidité des corps qui fe forment par leur révolu-

tion , & Taire des furfaces courbes de ces corps , & l'on a

aufli la diftance de leur centre de pefanteur par le moyen
de la formule pour trouver cette diftance: mais il y a beau-

coup de ces courbes qui ont des élemens dont on n'a pu
trouver les intégrales , comme l'élément de la longueur de
la circonférence ou d'un arc de circonférence, les élemens
des longueurs delà parabole, de l'ellipfe, de l'hyperbole-

les élemens de leurs aires, excepté celui de la parabole $ les
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f

élemens de leurs ferteurs, &c. ce qui leur eft commun avec

beaucoup d'autres courbes plus compofées géométriques , &
méchaniques : Alors on peut par le moyen de ces élemcns ôc

par les méthodes du fécond Problême du feptiéme Livre,

art. 175, trouver par le calcul, des fuites qui expriment ces

intégrales, ôtqui en approchent autant près qu'on voudra.

On peut encore par les mêmes moyens trouver les valeurs

des lignes droites inconnues qui entrent dans ces élemens„

&: de celles qu'on y peut faire entrer : ce qui donne la réfo-

lution d'un très-grand nombre de Problêmes très-utiles
>

dont on en va mettre ici quelques-uns qui ferviront aux
Lecteurs à réfoudre les autres femblables.

I.

Problèmes ou Von Je fert des élemens des longueurs de&

courbes pour trouver ces longueurs
, g) les lignez

inconnues qui entrent ou peuvent entrer duns ce&

élemens.

TROUTIER la longueur d'un arc exprimée parfa tangente,-

6. Jq,N nommant la tangente eN\x)^ ou, pour mieux marquer Fie xiii-

la tangente , la nommant (t) 3 & le rayon Or (r) 3 l'arc eR (u)
,

l'élément de l'arc eft* du= g~«
9
qui fe réduit à rrJ»+

t
"''t

*-
s9c .

— rr=o. Pour trouver eR (u) } on fuppofera* u= at -+- bt
l

*
17)-;,

.+• et 5 -+ et
1"+• &c, & l'on trouvera par les méthodes du Pro-

blême i 7j,«=^-i/ î + &*—£«**«€. & fi l'on

fuppofe le rayon OR= 1 , l'on aura eR (»)=* — 1 1* -h ±t5

— &c.

La même longueur exprimée par lefinus droit.

7. Ë.N nommant le finusBF (x) de lkrcAF qu'on nommera (u) Frerav
& le rayon AC(i)>CB fera\/i — xxi & les triangles fem- xxxv°*

blables CBF, Fgi donneront CB (V 1 — xx). CF ( 1 ) : : gi (dx)

.Fg{du)= -^f- ,
qui fe réduit à i — g -t-^-= o. On

trouvera la longueur de l'arc AF (u) = *3-/c *!^h Ai**!

^-._^<i^><£
7

.x 7v &c. comme dans l'art. 229,011 cette équa-

tion fert d'exemple
5
on y marque par^ & dy

x
ce qui eft ici

marqué par x & par dxx
> & par d*r

ce qui eft ici marqué*
jar du".
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Si l'on vouloit que le rayon fût exprimé par une lettre r

,

& non par l'unité, l'on trouveroit l'arc AF (.« ).=: x*+- ^ x i

#* 4o?r*
5 -*- ittf-*

7+ ïïsh x9 -*- &c - qu'on peut réduire à cette

expreflion équivalente # = x -+- r^rrr
x ? -h TxlWxT?* 9^

_VX IX 5_XJ__ j.7 a- * X ? X f X f Xj7_X.7 9 o,c*" rXîX4X"5X6X 7r*-* ^ik 3X4X5X6X7X8X9^^ ^ TV"
On peut trouver de même l'expreflion de VàrcAF par le

finus de complément CB 3 comme auflî par le fmus verfe AB.

La m'cme longueur exprime* par Ltççrde,

628. E :N nommant le diamètre AE(i) y la corde AH\x), >1 'arc

ri g. xli. AH(u), les- triangles Semblables*AHE
y
LH>F 3 donneront

?t/8* £f/ („\/i -xV). ^£ ( 1 ) : : Xi? (<6e) . HF {du)= -^-, qui

fe réduit à 1 — g-H^==o, qui eft femblable à L'equa.

fion pr-écedente , &; l'on trouvera par conséquent/k même
iîiite pour la longueur de l'arc AH\u)..

Si l'on vouloit que le diamètre AE fut exprimé par une

lettre D3 on trouveroit l'arc AH(u) = x •+• ^x' +^x 5

-"nfe**
7 + n^* 9 * &c - <

l
u>011 peut réduire à cette ex-

preflion équivalente AH{u)=x+- ^xM-
, y3x

*
XfD4

*'

4. ixixtxt ^7 ^_ iXiX(X,x- X 7 x 9 _<_ &c . ^ en-
1XJX4.X î.X 6*7 D« iXjXfX jXtfX 7 XsX9^

tCoré à celle-ci AH(u)= x-t- —^—, ^atx -h - ?x *. :Z?xx

H- _L2LL Cata'-tH . vX '

7 .£.#* -h&c. dans laquelle A fïenifie
6X7 V* SXjij- 1 t>

tout le premier terme x 3
qui multiplie le fécond -

y
B ^ tout le

I fécond terme rxTô1 .^xx, par lequel le troifiéme eft multiplié

C,ttourfc troifiéme j de ainfi. des lettres capitales fuivantes^

ce qui fert à abréger les formules
y & à faire cormoître la

manière facile de les continuer.

629. TROUVER la longueur de tune des'lignes inconnues de £élément3
;

F 1 g cm e comme dufinus droit BF (x) 3 ou delà, cordeAH (x) expriméepar

vVrV ^a l°n%ucur &c l'arc AF, ou de Parc AH, qu'on fuppofera connus.

g i'L faut fe fervir de la méthode */» r*tfo#r des fuites 234, &

& XLI.
Ton trouvera lefinus droit BF (x), ouia corde ^iï(x)
==.« — £*'4- jfetf* — ^u7 ht jri-p^

9 — &c. u eft

l'arc ^i7 ou v^H'. Si l'on veut expfimerie rayon paria let-

jze r, l'on aura BF(x)= u ^ ,fy th^

a

1 -- &c. Si l'on
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veut exprimer le diamètre par D 3 il n'y aura qu'à mettreD
au lieu de r, 6c l'on aura la valeur de la corde AH{x) ; l'on

pourra encore réduire la formule à cette expreflion équiva-

lente JSF(x)= u— t4rr Arr, ÂN^ ^H &c> * : XJrr 4X5t 6X7 rr Ù X 9 r r VVC.

dans laquelle A fignirle le premier terme -t- u ; B 3 tout le

fécond terme j^^ avec Ton figne —
; C 3 tout le troifiéme

terme $tfc avec Ton figne—
3
& ainfî des autres lettres ca-

pitales fuivantes.

2sT arc 3 quon nommera a , étant donne de tel nombre de degrés

quon voudra , & [a corde c étant connue 3 mais indéterminée

four marquer la corde connue de tel arc quon voudra i le diamè-

tre étant D -

y
trouver la corde x d'un autre arc u 3 qui ait avec

le crémier arc a un raport quelconque exprimé par
J,

i°. IL faut exprimer l'arc donné a par fa corde ç , 6c l'on

aura * a = c -+ l
, r * -4 131? r 5 -*- ^^x;x;

r 7 * ^27artUia <Z C + lXîi;" "*" rxTX4X5D* C "*" 1X5X4X5X6X7£>«^ 7*

«4- 6cc. Il faut aufli exprimer l'arc « que l'on cherche par fa

corde x, & l'on aura « = x -h ^ut*' * rx-ÂTxTô**
Ç

_l- 3:X3XfXÎ , ~ 7 . grc~ 1XJX4X5X6X7X) * ^ *"**"•

2°. Il faut faire cette proportion donnée , a . « : : i. n 3 ce
qui donnera, en multipliant les extrêmes & les moyens, ôc

mettant les valeurs de a 6c de a à leur place, x-t- 1X
I

3I)1
^ 5

~ ix3X4xTd+* ^ txc
* — «t -f 2rxTô jt ^ ix3X4Xîd* c

^ 2-X3X4X5XOX7.D* fc ^ W,C *

3 . Il faut chercher par la méthode du retour des fuites 9

art. 238 j la valeur de la corde x qu'on demande, exprimée

par une fuite qui ne contienne que des c 3 c 1
, 6cc. 6c l'on trou-

vera, en réduifant à un même dénominateur les grandeurs qui

font les parties du coëficient du même terme , la corde x= ne

. w X I — nn $ nX I — nn X 9 - " n _J Vj< I ~ " " X 9 — ""Xtf — " -7
"*" IXÎXJ 1

"1" /XjX4X5fl 1 C "**" iXJX4*ÎX6X7Df *

nX l — rtn X 9 — nn X 1-î - nn X 4r<i — nn .9 _, 8XI-»»X9- w»X if — «?>X49-«nX8l — ww ->
"*" 1X3X4X5X6X7XSX9£)« C H i X 3 X 4 X ) X 6 X 7 X 8X 9 X I OX I I û" fc

H- 6cc. C'eft la formule que l'on cherchoit , 6c qu'il eft facile

de continuer à l'infini , 6c qu'on peut encore abréger de cette

manière x = nc +ff$At *"-g#'?* +S^
Tome II, Ee
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4 9 - » n -p c9 .^ s. -»» çir" ^_ &c en funpofant que A re-

préfènte le premier terme ne ; i? , le fécond terme -+• ' -"" ^A
& ainfi des lettres capitales fuivantes.

631. Cette formule fuffit pour conftruire les tables des fïnus,

car le finus d'un arc eft la moitié de la corde du double de

cet arc j ainfi une feule corde d'un arc étant connue (plus

l'arc dont elle fera la corde fera périt , oc moins il faudra de

termes pour avoir une valeur très approchante des cordes

de tout autre arc) ; on pourra trouver les valeurs des cordes

de tous les autres arcs qui auront avec l'arc donné tel raporc

qu'on voudra ; par exemple fi l'on veut la corde de Tare qui

eft le tiers du donné, il n'y aura qu'à mettre la corde de l'arc

donné dans la formule à la place de c } & j à la place de »,
& fuppoferque x eft la corde que l'on cherche, & la formule

après les fubftitutions donnera fa valeur. Quand Fexpofanc

du raport de l'arc dont on cherche la corde
_,
avec l'arc donc

la corde eft donnée, eft un nombre impair, comme {,7,
Z, &c.ileft vifible que la fuite qui eft la valeur de x fera finie.

On peut de même trouver une formule pour conftruire les

tables des tangentes
,
par l'art. 616.

R E M A R Q^U E S.

V_> Es Exemples ou Problêmes fuffifent pour faire voir claire-

ment aux Lecteurs qu'ils peuvent trouver de la même ma-
nière par le moyen de l'élément de la longueur de la para-

bole, de l'ellipfe , de l'hyperbole & des autres courbes, en

fe fervant des méthodes du fécond Problème du feptiéme Livre

art i~Jï 3 & des méthodes du retour desfuites art. 134 , & les fui-

vans 3 la longueur de tel arc qu'on voudra de ces courbes,

& de plus la valeur des lignes inconnues qui entrent dans

l'élément de la longueur de chaque courbe
>
ou qu'on y peuc

faire entrer.

I I.

Problèmes où lonfefert des élemens de Vaire des courbes

pourtrouver ces aires
3 (g? les lignes inconnues qui en-

trent ou qu'onpeutfaire entrer dans ces élemens.

6 3 *• O N fuppofe que ACc eft une hyperbole équilatere entre

xl vu! * *es alymPtotes KJL > KM qui font un angle droit en K i que
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le demi-axe eft KA, le fommet A , la perpendiculaire du
fommet AG = a — KG i ( on remarquera que le produit

connu aa ,
qui eft égal au produit de chaque coupée par fon

ordonnée correfpondante, comme KF x Ff t s'appelle la

]>ui([ance de l'hyperbole
) ; les coupées font fur l'afymptote KL ',

les ordonnées CP^fF, il, IL fontperpendiculaires aux cou-

pées, & parallèles à l'afymptote iOf. Il faut trouver l'efpace

fF Ji 3 qu'on nommera l, du quadrilatère hyperbolique//1

/*.

Soit KF= b } FI= x, Ii~y> l'on aura *Ii{y)=E£.^ U™>

( j^-j ) -, multipliant par dx , on aura^/x= f£ pour l'élément

du quadrilatère fFIi(l)', ainfi/==S. f^f, &cdl== x̂b d'où

l'on déduit kdl+^l— aa —- Q . On trouvera /><*r /fi méthodes

du \*PmbL 1 75,/i7 //' (l)= aax jX—~
b
xx +- fc

**—^

x

+

-h&c.

Corollaire.
>3 3- Nommant KP(c),PF(x) 3 KI{e), IL(zJ', fi l'on prend

fur l'afymptote iCZ quatre coupées en proportion KP (c)

.

KF{c-*-x)::KI{e) . KL (e+-z^ ) le quadrilatère C/7 -F/ïur

/^i7
( a:

) ,
qui eft la différence des deux premiers termes , fera

égal au quadrilatère HLl fur IL (zj 3 qui eft la différence

des deux derniers termes : car l'on auraftf-wx== ce-t-c zj

ce qui donne ex— cz^, &f= y. Or le quadrilatère CPFf
=s*4ax± x— îTc

xx -+-
jTi

^ — &c - & ^e qua£lrilatere UZl *6}i,

= aa x j 2^—^ *&.-»- jTj ^ — &c. Par confequent chaque
terme de la valeur du premier quadrilatère eft égal au terme
corre/pondant du fécond

}
ils font donc égaux,

Avertiffement.

L'invention des logarithmes hyperboliques, par le moyen
defquels on forme bien plus facilement les logarithmes des

tables que par la méthode ordinaire des tables des logarith-

mes, dépend du Problême précèdent & de fon Corollaire
j

on va l'expliquer en peu de mots.

Des logarithmes hyperboliques.

Première Supposition.
• 34.ON peut concevoir fur l'afymptote KL des coupées KR }

F 1 g tt r b

KQ^KPj KG} KFi&c. en progreffion géométrique à l'infini,
XLVII «

Ee ij
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de manière que le raport qui règne dans la progreflion ne

diffère du raport d'égalité que d'une quantité infiniment

petite j le terme K où commence la progreflion eft zéro ^ le

premier terme KR eft une grandeur infiniment petite au-

deflus de zéro j le fécond terme K ^furpalle le premier d'une

grandeur infiniment petite, 6c de même le 3% le 4% &c. à

l'infini j la coupée K G qui fe termine à l'ordonnée A G du
iommet A , & qui lui eft égale, fe prendra pour l'unité j 6c

comme l'on peut concevoir tous les nombres poflibles dans

cette progreflion , tous les nombres moindres que l'unité

feront depuis K jufqu'à G j tous les nombres qui furpaflent

l'unité pris de fuite iront depuis l'origine K jufqu'au delà

de G à l'infini.

Corollaire I.

635- \_) NT peut imaginer tontes les ordonnées de ces coupées ; &
* 6 53« il eft clair * que tous les quadrilatères hyperboliques qui ont

6}4
' pour bafes les différences des coupées voifines, feront égaux

entr'eux. Par exemple fi PG _,
GF font deux différences ou

deux reftes des termes voifins de la progreflion géométrique
,

en ôtant les moindres, de ceux qui font immédiatement plus

grands
r

les quadrilatères CPGAy AGFfferont égaux.

Corollaire II.

^3 6- IL fuit de là que les fommes de tous ces petits quadrilatères

prifes de fuite , font une progreflion arithmétique , dont la

différence eft l'un de ces petits quadrilatères égaux. Par

exemple nommant ï l'un de ces quadrilatères, la fomme
des deux fera 2 , celle des trois fera 3 , & ainii de fuite,

Seconde Supposition.
^3 7- Cj N exprimera tous les nombres qui feront plus grands que

l'unité par l'unité plus la quantité dont ils furpaffent l'unité,

&.ceux qui feront moindres que l'unité feront exprimés par

l'unité moins la quantité dont l'unité les furpafle ^ ainfî^ 9 ,

10, &c. feront exprimés par 1 -+- 8 , n-9, &c. ^, -^feront

exprimés par 1 — |, r— ^, &c. & en gênerai tout nom-
bre qui furpafïe Tunité fera exprimé par 1 -+-# 3 & ceux qui

font moindres par 1

—

n,

On nommera auflï réciproques les termes de la progreflion;

géométrique , entre lefquels l'unité eft moyenne proportion-
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nelle -

y
ainfi{eft réciproque à 3 , car j. 1 :: 1 . 3 ;

&en gêne-

rai ,-i-^eft réciproque à 1 -h» 3 car -L^. 1 : : 1 . n- n.

Corollaire I.

38. Il fuit de là & des Corollaires qui précèdent, que fi l'on

prend quatre termes de la progreftion géométrique qui

foient en proportion , les quatre fommes des quadrilatères

hyperboliques prifès depuis le point G de l'unité
,
qui auront

ces quatre termes moins KG pour bafes, feront une proportion

arithmétique. Par exemple Ci l'on prend KF. Kl: : KL. Kn, les

quatre fommes des quadrilatères hyperboliques prifes depuis

A G ,- fcavoir AGFf' 3 AGIï , AGLl, AGnm 3 feront une

proportion arithmétique^ &c de même fi KR. KQ^j : KQ~
KP , les quadrilatères hyperboliques fur GR 3 GQ^GP feront

une proportion arithmétique ;
car quatre termes de la pro-

greffion géométrique, commeKF 3 Kl 3 KL 3 Kn 3 ne f^au-

roient faire une proportion géométrique qu'il n'y ait un égal

nombre de petits raports égaux à celui qui régne dans la

progreffion entre le premier KF & le fécond Kl , & entre le

troifiéme KL 6c le quatrième Knh ainfi il y a le même nom-
bre de ces petits raports égaux entre F & / 3 qu'entre L & » ;

il y a donc le même nombre de petits quadrilatères hyper-

boliques égaux fur FI & fur Ln
3
par eonféquent l'excès de

AGIi fur AGFf eu} égal à l'excès de AGnm fur AGL/
b
ce

qui fait une proportion arithmétique. Il eft évident que la

même démonftration convient à quatre termes tels qu'on

voudra de la progrerfion géométrique
5
qui feront une pro-

portion géométrique.

Corollaire IL
^39* CJU a n d deux termes de la progreffion géométrique font

réciproques, comme KR (égal par exemple à ])., 6ciC/(égal

à^), les deux quadrilatères hyperboliques fur GR , GI 3 qui

font fur les différences G R & G I de l'unité à ces deux ter,

mes , font égaux : car KR. KG :: KG . KJ par la fuppofition-,

donc par le Corollaire précèdent le quadrilatère fur GR eft

égal au quadrilatère fur G I.

Troisie'me Supposition ou Définition.

64c. ol l'on conçoit écrits de fuite fur une même ligne, ou fi l'on

veut dans une même colonne, tous les nombres depuis zéro

Re iij.
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de la progreflion géométrique dans laquelle régne le rapore

qui ne diffère du raport d'égalité que d'une grandeur infini-

ment petite , & qui vont en augmentant , de manière que
l'unité fe trouve placée entre tous les nombres moindres

que l'unité &les nombres plus grands , c'eft-à-dire que l'unité

foit précédée de tous les premiers mis de fuite , & fuivie des

autres aulîî mis de fuite ^ &: que fur une ligne au-detfiis, ou
dans une colonne à côté, l'on conçoive zéro écrit vis-à-vis

de l'unité ; la valeur d'un des petits quadrilatères hyperbo-
. liques écrite à côté du nombre immédiatement plus grand
que l'unité avec le figne -h, & encore vis-à-vis du nombre
immédiatement moindre que l'unité avec le figne — -, la

fomme de deux de ces petits quadrilatères écrite vis-à-vis du
fécond nombre plus grand que l'unité avec le figne -+-, de

encore vis-à-vis du fécond nombre moindre qui la précède
avec le figne — • la fomme de trois quadrilatères écrite vis-

à-vis du troifiéme nombre qui fuit l'unité avec -+-
, & encore

vis-à-vis du troifiéme qui la précède avec—
;
ôtainfi de fuite -,

la féconde ligne ou la féconde colonne contiendra une pro-

greflion arithmétique , dont chaque terme s'appelle le loga-

rithme hyperbolique du terme de la progreflion géométrique
qui eft vis-à-vis

,
qu'on appellera fon terme corre[pondant 5 zéro

fera le logarithme de l'unité , 8t fe trouvera entre les loga-

rithmes négatifs qui le précèdent , & qui font les logarith-

mes des nombres moindres que l'unité, & entre les pofitifs

qui font les logarithmes des nombres plus grands que l'unité.

Corollaire où l'on explique l'ufaqe des logarithmes.

64 r » L 'Us ag e des logarithmes eft pour diminuer la peine du
calcul dans les Mathématiques pra&iques, comme dans la

Géométrie pra&ique , l'Aftronomie, &c. on change par leur

moyen les multiplications & les formations des puiifances en
de fimples additions , & les divifions & les extradions des

racines en de fimples fouftra&ions j car le quatrième terme
b -h a d'une proportion arithmétique dont zéro eft le pre-

mier terme o , a ; b > b +-a étant la fomme des deux moyens
a^b, & le troifiéme termes d'une proportion arithmétique

dont zéro eft le dernier terme b-*-a 3 bj a , o étant la diffé-

rence du premier terme b -+- a & du fécond b } c'eft-à-dire b-h a— b=ai quand on a une multiplication à faire, ç'eft-à^dirç
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qu'il faut trouver le quatrième terme d'une proportion géo-
métrique dont l'unité eft le premier terme , & les deux nom-
bres à multiplier le fécond 6c le troifiéme terme j il n'y a qu'à

prendre la fomme des deux logarithmes du fécond & du
troifiéme terme , & chercher dans la table le logarithme qui

eft égal à cette fomme ^ le nombre qui eft vis-à-vis fera le pro-

duit que l'on cherche : Et" de même quand on aura une di-

vifîon à faire,c'eft-à-dire qu'il faudra trouver le 3
e terme d'une

proportion géométrique dont le nombre à divifer eft le i«

terme j le divifeur le i e terme j le quotient que l'on cherche

le 3
e terme, & zéro le 4

e terme 5 il n'y aura qu'à ôter le loga-

rithme du i
e terme du logarithme du i

cr terme, & le loga-

rithme qui fera égal au refte, fera vis-à-vis du 3
e terme

,
qui

eft le quotient que l'on cherche.

£42. Les formations des puifTances n'étant que des multiplica-

tions réitérées, & les extradions des racines des divifions

réitérées pour trouver la 2% la 3
e puifTance, &c. d'un nom-

bre j il n'y aura qu'à prendre le double, le triple du loga-

rithme de ce nombre, &c. & le chercher dans la colonne

des logarithmes , le nombre qui fe trouvera vis- à-vis fera la 2%
la 3

e puifTance , &c. du nombre propofé. De même pour
trouver la racine 2% 3

e

,
&c. d'un nombre, il n'y aura qu'à

prendre la moitié , le tiers , &c. du logarithme de ce nombre

,

& le chercher dans la colonne des logarithmes, & le nom-
bre qui fera vis-à-vis fera la racine 2% 3

e
, Sec. que l'on cherche.

Ce Corollaire eft une fuite de la notion des logarithmes , &
de ce que quatre termes de la progrefîîon géométrique cor-

refpondante à la progrefîîon arithmétique des logarithmes

,

faifant une proportion géométrique , leur quatre logarith-

mes font une proportion arithmétique.

Les formules pourtrouver les logarith?ncs hyperboliques,

Î43. jPOur trouver le logarithme hyperbolique d'un nombre Fi

quelconque plus grand que l'unité
,
qu'on marquera par XLvn

1 -*-n , il faut imaginer que ce nombre eft une coupée, par

exemple KF fur l'afymptote KL 3 & l'ordonnée correfpon-

dante eft Ff que fa première partie 1 eft KG
_,
& fa féconde

partie n = GF 5 & la queftion fe réduira à trouver le quadri-

latère AGFf, qu'on nommera/, c'eft.à-dire logarithme.

OURS

L'équation à l'hyperbole équilatere eft ^f^=//5=3 j*
X *V
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La différentielle de KF= i -+ n eft <fo 5 ainfi l'élément du
quadrilatère / eft dl=z Us qui fe réduit à <" + *<"— 1=0
Or on trouvera comme dans l'article 227, où eft ce même
exemple, excepté que (/) y eft nommée x

y
dl,dx

h
n,y-

y
ècdn,

dy, le logarithme /= 1 n — { nn-h±n*— ~n* -4- \n*— &c.

C'eft U formule pour trouver le logarithme d'un nombre
cjui furp.iiTe l'unité.

Quand le nombre propofé fera moindre que l'unité , on

Je nommera 1 — n) & l'on aura l'équation dl-=^Ll -^-\ = o ;

& l'on trouvera par la même méthode le logarithme /= \n

-h -^ n* -+ j «' •+ n* -+- y »' rj- £tc. Ç'eft la formule pour trou-

ver le logarithme d'un nombre moindre que l'unité ; il fau-

dra feulement, quand on l'aura trouvé, mettre le flgne —
audevant de la (omme qui contiendra tel nombre que l'on

voudra des termes de la fuite que fera trouver la formule.

Usage des Formules.
644. 1 L n'y a qu'à fubftituer le nombre dont on cherchera le

logarithme à la place de 1 -+• n ou de 1 — n dans les formu-

les, ou amplement la différence de ce nombre d'avec l'unité

à la place de n j & la fomme qu'on trouvera fera le logarithme.

Mais comme il faut que les termes de la formule aillent en
diminuant , &»que les logarithmes d'un nombre moindre

que l'unité , & celui de fon réciproque plus grand que l'uni-

té, font égaux j il vaudra mieux fe fervir de la féconde for-

mule, & mettre le nombre reprefenté par j4j à la place de

1 —• n dans la féconde formule j c'eft à-dire qu'il y faut met-

tre—^ à la place— m car ï^= 1 — J-.

Za manière de réduire les logarithmes hyperboliques

aux logarithmes ordinaires des tables.

^45* 13 Ans les logarithmes des tables, le logarithme du nom-
bre 1 o eft l'unité précédée d'un grand nombre de zéros 5 les

logarithmes de 1 00, de 1000, de ioooo,&c. font 2, 3,4, &c,

précédés du même nombre de zéros. Or en concevant les

logarithmes ordinaires des tables écrits dans une 3
e colonne

k côté des logarithmes hyperboliques correfpondans, il eft

.clair que le logarithme hyperbolique de 10, (qu'on trou-

vera 2
, 302^8 JC9 199404)6840 j 79914546 8 , fi l'on veut le

calculer
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calculer jufqu'à trenre rangs ), eft au logarithme hyperboli-
que d'un nombre quelconque, par exemple de 30, comme
le logarithme des tables qui convient à 10, qui eft l'unité

précédée de tel nombre de zéros qu'on voudra, eft au loga-
rithme du même nombre 30 qu'il faut mettre dans les tables.

Ain fi on réduira par cette proportion les logarithmes hyper*
boliques à ceux des tables.

Quand on a le logarithme 1 d'un nombre , trouver ce nombre.

4.6. 1 L faut fe fervir de la méthode du retour des fuites 134 6c

2 3 5 , où. l'on a mis ce même Problême pour exemple 5 c'eft-

à-dire, il faut par le retour des fuites, ayant /= n — fnn
+ 7 «*— ^»

4
, &c. ou /=sft-t-! nn -h { » 5 -4-6cc. trouver la

valeur de » exprimée par / 6c par les puiflances de l 3 6c y
ajouter Puni té pour avoir la valeur du nombre 1 -+- «, ou
retrancher la fuite qu'on trouvera de l'unité pour avoir le

nombre 1 — ». & l'on trouvera 1 +- k=i-h{- -+- {//-*- ^~ l
l

— &c. On trouveroit les mêmes formules par les équations

dl= £H , & *//= ji"- , en réduifant la i
te ài+a -=^j = o

,

& la i
e à 1— » —^"= o , 6c y appliquant enfuite la méthode

du fécond Probl. 1 7 j.

jjvertiffcment.

On ne s'arrêtera pasici à donner plufieurs moyens de faci-

liter 6c d'abréger le calcul de ces logarithmes , étant obligé

d'être court
}
pour dire cependant beaucoup de chofes en

peu de mots, on s'attache dans ces ufages de l'Analyfe à

faire concevoir clairement aux Lecteurs les méthodes géné-

rales qui leur feront réfoudre une infinité de Problêmes.

R E M A R C^U E.

17. L E s lignes droites peuvent avoir leurs logarithmes hyper- r r G „ * B

boliques comme les nombres
^
pour le concevoir clairement xlvii.

il faut mener la droite JOSr
,
qui fafle avec l'afymptote KG

tel angle qu'on voudra ; prendre fur cette ligne la partie

déterminée KS tel le qu'on voudra, 6c la nommer al & nom-

mant l'indéterminée ST ( x ) 3 a -+- x représentera telle droite

qu'on voudra. Il faut mener 5 G au point G où fe termine

i'unité KG , & par chacune des ST ( x )
, mener TF parallèle

Tome II. Ff



2i6 Analyse d e m o n t r e'e.

à SGyèc le quadrilatère AGFffera le logarithme hyperbo-
lique de la ligne KT. Si l'on prenoit Kt{a— x ) } fon loga-

rithme feroit AGPC. Or KS {a) .KG(i): : ST {x) .GF= X
-

V

ce qui donne KF= n- * =*s^ , Se i7/^:^ , & la diffé-

rentielle du logarithme AG Ff{dl)==±~, qui fe réduit ai

-a= o j d'où il eft facile par le Problème art. 175,,
*dl

dx
de trouver le logarithme /de la ligne a -+- x. Ce qu'on peut

aifement appliquer à la ligne Kt (a — x) j mais la différen-

tielle du logarithme négatifs G PC fera négative.& égale
— adx

Trouver l'aire d'un feHeur elliptique aKG exprimé par la tan-

gente aT au fommet a du grand axe Ka.

684 L E fecr.eur GiCa , en fuppofant les deux tangentes aT, GT3

Fîc.xlvi. elt partagé par la moitié par KT., car en concevant les deux
ordonnées G Aï', aM au demi- diamètre Kx, l'on aura pour

* t^c. Tune & l'autre ordonnée * iCT* . Kx : : Kx . K?\d -,
ainfi le

point M leur eft commun , & elles font une même droite

,

& Kx partage cette droite aG par la moitié enM .,
d'où l'on

déduit aifement que Kx partage le fe&eur entier aKG en
deux moitiés. Pour trouver la première moitié aKx, on
fuppofera la tangente AT=.t , la moitié iCadu premier axe

égale à r3 la moitiéKD du fécond axe égale à 1. On tirera Kt
infiniment proche de KT3 &: les petits arcs *a, x<$ du centre.

K avec les rayons Kt , Kx\ & l'on aura les triangles redan-

gles femblables KaT3 t\T3
qui donneront KT (\/Ka -h aT*

^vV^TT). iCa:(r) :: 77(«fr). **=*=='
En nommant *£(_y) , l'on aura à caufe des triangles fem-

blables KaT3 Kbx','aT{tt).xb\yy) ::KA\rr). Kb= r%l.

On aura aufTi par la propriété de Pellipfe * KD ( 1 ) . xb (yy )

:.; Ka {rr) . Ka — Kb =rr— &£\ d'où Ton déduit rryy~rr

—^ &J/^gh =77^1 i
ainfi Kx

Z

= JËÊ-krf\*i «ïf,

Les pet its lecteurs femblables /-iCA, jc^cp donneront Kt
(^rr^tt) . /A(^) : : Kx (V^<). xQ^rdtx V—-^=1

Par.confequent le petit fe&eur ^K*, qui eft l'élément du ..

•380,
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fedeur aiCx, eft K% x i>c<p= rit x *=^-=— x |yg|«^

Zllf j ainfî nommant j- le fedeur aivx,, on aura ds=±—
qui fe réduit à "^ •+• ds— { r= o.

On trouvera par cette équation , en employant la mé-
thode du Problème , article 1 75 a

le fedeur aiCx. ( J ) =
.-J

^ x

i/-— i/î -+-j' 5— y ^
7 4-&c. & le fedeur aiÇG, double de

aiCx, , = r x 1*

—

L t
i+.j ts— Sec.

On trouvera par la même méthode précifément la même
Cuite pour un fedeur femblable du cercle , & la même fuite

•aufîi , en rendant tous les termes pofkifs, pour un fedeur

femblable hyperbolique, dont le fommet eh: au centre de
l'hyperbole, en fnppofant l'hyperbole équilatere, ou, 11 elle

ne l'eft pas, en fuppofant fon fécond axe= 1.

*Vn feïleur elliptique AFC dont lefommet F efi a un desfoyers F
de l'ellipfe 3 ou à un autre point du premier axe AKa , étant

regardé comme connu , trouver l'ordonnée CB du point Q qui efi

l'extrémité de l'arc AC de Pellipfe qui fait la bafe du fecleur»

49. ON fuppofe la moitié KA du premier axe connue= q j Fis.Xlvï;

la moitié KD du fécond axe, auffi connue, =r^ la partieFA
du grand axe connue, == t; l'ordonnée inconnue CB = x

y

le fedeur AFC regardé comme connu , mais pourtant in-

déterminé , afin qu'il puifle repréfenter tel fedeur qu'on vou-
dra, égal à {y.

3 8o. Par la propriété de l'ellipfe * KD ( rr) . KA {qq) : : KD
—BC (rr-xx).KB = ^ x rr—xx', ainfi KB= ^y/rr—xx s

KA—KB= BAt=q— lVrr—xx
3 £iFA—BA=FB

=-t— q 4- I Vrr— xx. Or la différence B b de BA= q

— ^vVr— xx 3
eft-t

—

l=z j la multipliant par l'ordonnée
rV rr — xx l I

BC(x) y on aura 7*^*..= 1? A" J'^- pour l'élément BC cb

du demi-fegment BC A. Multipliant auffi F B par ~BC3

on aura le triangle FBC= "x - qrx +- gx yïr=rxx.
Sa dif_

ferentielle fera donc, étant réduite au même denominâ*
Ff ij
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eeur, tr-grxvrr-xx +-<,„- z<,xxxdx. Mais le tr iangle i^i?C

gc le demi-fegmentBCA faifant enfemble le fe&curCFA {\y) y

la fomme de leurs différentielles doit être égale à la diffé-

rentielle ou à l'élément du fecteur CFA qui eft \dy. On aura

donc cette équation . dx= {dy, qui le

réduit à ^f xqr-*-t-^q x Vrr— -xx.—- Vrr— xx= o. C'eft

l'équation par le moyen de laquelle on trouvera, comme
dans l'article 231, qui contient ce même exemple, la valeur

de l'ordonnée CB (x) = I -. -^L ^ I°^ii/ —
1-Sg£ f̂f;.T"*

f"/ -* &c. Ce qu'ilfallçit trouver.

On auroit pu trouver l'élément du même.fecceur en cher-

chant immédiatement le petit fe&eur C F c — Cg x | F c
,

mais le calcul étant bien plus embarraflë, on s'eft détermine

à la voye qu'on a fuivie , où il eft bien plus court & plus

facile.

A V E RT I S S E M E NTv

65.0. l^E Problême précèdent donne la réfolution directe d'un

Problême d'Aftronomie dont avoit befoin Kepler , &£ qu'il

n'a pu. trouver que par des voyes indirectes. Après avoir fait

voir dans le. chapitre 59 de fon Aftronomie nouvelle touchant les

mouvemens de Mars, que cette planette décrit une ellipfeAD&
?ig.xlvi. dont le Soleil occupe l'un des foyers F 3 que. Le temps entier

de fon mouvement moyen autour du Soleil, par exemple

depuis le pointa où elle eft plus éloignée du Soleil
,
jufqu'à

fon retour à ce point, doit être mefuré par l'aire entière de

l'ellipie qu'on.peut concevoir exprimée par le nombre 360 ,

& chaque partie du même temps par l'aire d'un fecteur

,

comme CFA de la même ellipfe dont lé fommet eft au

foyer F, & qui fera une des parties de 3 60, nommant cha-

cun de ces fecteurs C FAl'anomalie moyenne 3 il falloir trou-

ver l'angle CFA de ce fecteur au foyer F3 ce qu'il nomme
l'anomalie véritable^ Le Problême précèdent fait trouver cer.

angle CFA pour tel fe&eur CFA a
(
u'on voudra adigner 5 car

nommant le fecteur \y, Pon trouve par le Problême préce-

uentja valeur.de.l'ordonnée BC{x) qpî eft un côté du tria:
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gle re&angle FBC3 Se BC(x) étant con nue, on trouve le

iecond côté FB— t— q-^-JWrr— xx ', & l'on aura par

confequent l'angle CFA qu'il falloit trouver.

T . En prolongeant BC jufqu'au point H de la circonfe.

3 4 . rence ATa qui a pour diamètre le grand axe Aa. , l'on aura *

BC. B H:: KD . Kl= KA ; ce qui fera auffi trouver BH
& l'angle HFA> que cherchoit auffi Kepler.

R. E M A R Q^U E.

JLEs exemples qu'on a mis pour trouver l'aire des courbes

par l'élément de cette aire,& pour trouver les lignes incon-

nues qui entrent ou qu'on peut faire entrer dans cet élément,

iumTent pour faire voir clairement qu'on trouvera de la

même manière les aires des autres courbes par leurs élemens,

,

& qu'on trouvera auffi les lignes inconnues qui entrent danf
s

.

ces élemens -

y
ce qu'on doit auffi entendre des élemens des>

folides ôc des furfaces courbes.

If iij
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TROISIÈME PARTIE,
Ou Von fuit voir Vujage de VAnalyfe pour découvrir

les règles du calcul intégral , f$ ou Von explique

les ufages de ce calcul.

PREMIERE SECTION,
Ou l'on fait voir l'ufage de tAnalyfe four trouver les relies

du calcul inteyal.

Première Définition.

651. vJUand on a une différentielle quelconque, la manière

de trouver la grandeur en tiere ou l'intégrale dont elle eft

la différentielle, eft ce qu'on appelle le calcul intégral.

Première Proposition fondamentale.

6 j 3 . (JUand une grandeur différentielle eft incomplexe, qu'elle

ne contient qu'une feule changeante x multipliée ou divifée

par une confiante, &, fi c'en: une fraction
,
que le dénomi-

nateur ne contienne que des confiantes, on en trouve tou-

jours l'intégrale , i°. en augmentant dans la différentielle don-

née l'expofant de la changeante d'une unité , 2 . en divifant

enfuite la différentielle par l'expofant delà changeante ainfî

augmenté de l'unité & multiplié par la différentielle dx de
* jfz. la changeante x linéaire ^ car le quotient fera l'intégrale.*

Ainfi axdx a pour intégrale j-x1
: jxzdx a pour inté-

grale £ x* :
4xUx

a pour intégrale -ll__ : Jfâ x ** dx*
pour intégrale \x6

x Yû : ax~* dx a pour intégrale £= 00
;

c'eft-à-dire, la méthode donne une intégrale infinie, ou
plutôt elle ne fait rien découvrir $ il faut avoir recours à

d'autres manières de trouver l'intégrale : en gênerai nax*~ ldx
a pour intégrale ax"; & ax xdx a pour intégrale ^x** 1

.

Cette proportion eft une fuite évidente du calcul differen-

•/jî* tiel*. Il faut faire ici la même remarque qu'on a faite dans
l'art. 533.
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Corollaires de la première prepofîtion.

I.

4- CJfUAND on a une grandeur différentiel le complexe qui

n'eft élevée à aucune puiiTance, 6c que cous les termes n'ont

chacun qu'une feule changeante élevée dans ce terme a quel-

que puillance que ce puifîe être , on en peut toujours trouver

l'intégrale : Par exemple l'intégrale de ax'dx — bbxxdx
•+ àydy— e^dx eft J x4— h

-j x ?
-+- ^yy — e*x ; car chaque

terme fe peut regarder comme s'il étoit feul.

S'il y avoit des fra&ions, & qu'elles n'eufTent au dénomi-
nateur que des confiantes, on en trouveroic de même les

intégrales j âin&fxdx — là-w ydy & pour intégrale ~
b
x%

—s&s?yy-
I L

5. Quand une différentielle dx eft multipliée par la puifTance

d'une grandeur complexe entière, ou qui n'a que des con-

fiantes au dénominateur, & que l'expofant de la puifTance

eft un nombre entier pofitif, & qu'il n'y a qu'une même
changeante x } on en peut toujours trouver l'intégrale par la

première propofition , en élevant la grandeur complexe à

cette puifTance. Si l'on a dx x a-*--b
c
x , il faut la réduire à.

a1
•+-^ -+- '^ x dx } &l'on trouvera enfuice. que l'intégrale.

.11 1;

Mais quand une différentielle d x eft multipliée par une.

grandeur complexe élevée à une puiflance dont l'expofant

eft un nombre entier négatif au. defflis de l'unité, on en

trouvera l'intégrale fans l'élever à cette puifTance, &c fi elle

y étoit élevée, il faudroit la réduire à fa racine , & lui don

ner l'expofant négatif de la. puifTance : Par exemple dx x
1 1

a1— bx a pour l'intégrale— fx^
1— bx . MaisnTona^x x

aa—lajc-t-xx , il faut la, réduire à dx x a — x 3 donc

on trouvera par la V e propofition l'intégrale — a— x

= ~^. R E M À K. CL.U E.

On a dit que l'expofant entier négatif de la grandeur-

complexe devoit être au-defîus de l'unité $ -car quand c'eft

l'unitéTon trouve zéro ^ ainfi il faut avoir recours à. une-

eft^ATH-^-f-^x



a 3 * Analyse demontre'e;
autre méthode, qu'on donnera dans la fuite, pour trouver
l'intégrale da'ns ce cas

> l'on doit aufïl remarquer que la gran-
deur complexe élevée à une puiffance dont l'expofant eft

. négatif, ne doit avoir que deux termes dont l'un n'ait que
des confiantes, ôc l'autre la changeante x linéaire

j car dans
les autres cas on n'en peut pas trouver l'intégrale par la feule

première propofition
j il faut d'autres méthodes qu'on don-

nera dans la iuite.

Corollaire IV.

658. v2 U a nd une différentielle eft une grandeur incomplexe
qui n'a qu'une changeante élevée à une puifTance quelcon-

que dont l'expofant eft un nombre rompu pofitif ou négatif,

on en trouve toujours l'intégrale comme dans la première

propofition : Par exemple dxVax = ax * dx a pour inte-

grale|<z * x *^" :j~= dxxax z a pour intégrale ia~ * x

— --+-

1

-
1 = iV * 3 & en gênerai ax n dx a pour intégrale

Seconde De' finition.

659. L O r s qjj'u n e grandeur complexe ou incomplexe eft

élevée à une puifïànce dont l'expofant eft une fraction pofî-

tive ou négative, ou, bien une grandeur entière négative ôc

même pofîtive, on dira que cette grandeur cftfous le fignei

& quand elle eft en même temps multipliée par une gran-

deur entière, on dira que cette grandeur qui eft une partie

du produit, eft hors du figne. Ainfî dans \a Ldx-*r ibxdx x

alx -+- bx
z T

, a
lx -+• bxl

eft fous le figne | , tei^dx-i- ibxdx

eft hors du figne.

Corollaire V.

660. L G r s qjj'o n a une grandeur complexe fous le figne mul-

tipliée par une différentielle hors du figne, qui eft la différen-

tielle de cette grandeur complexe confédérée hors du fignej

on en peut toujours trouver l'intégrale par la première pro-

pofition 3 comme auffi quand la différentielle hors du figne,

telle qu'on l'a dite , eft multipliée par une grandeur confiante

quelconque 5

.
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quelconque jainfi l'intégrale de \ x a
Ldx -t- ibxdx x a Lx -*- bx

z

*33
t

2.

5

efl: -i «^c-i-Ak** : l 'intégrale de ixdx xaa-*-xx x eiïjX
i

au-*- xx z
.

Remarques.
I.

I Our connoître facilement les cas qui fe rapportent au

cinquième Corollaire, on peut y employer l'AÉalyfe, cri

fuppofant la grandeur complexe, qui eît fous le figne, égale

à une feule lettre changeante ^, & après avoir trouve la

valeur de d^, il faudra changer toute l'expreiîion de la

grandeur differcrfnelle complexe qui eît donnée en ^ &; dz^,

•Se dans les cas qui fe rapportent au cinquième Corollaire,

on trouvera une expreflion plus fimple de la différentielle

dont l'intégrale fe pourra aifément trouver par la première

proportion ; &: après l'avoir trouvée, il faudra y fubftituer

les grandeurs fuppofécs égales à s^, & l'on aura l'intégrale

qu'il falloir trouver: Cette méthode que fournit l'Analyfe

par Tes cxprefïions indéterminées qui fert à changer les dif-

férentielles données en d'autres équivalentes plus fimples &z

plus propres à y pouvoir appliquer la règle de la première

propofition fondamentale, e(t de grand ufage pour décou-

vrir les intégrales les plus compofées , comme on le verra

dans la fuite.

Par exemple pour trouver l'intégrale de 4 x ardx -+- i^xdx x

éC-x-^-bx^ 11
^ on fuppofera z^=z a 1 x -\- bx 1T -, d'où Ton déduira

z^j=-a^x -+- bx , & i%dz^=. a xdx -+- zbxdx. On changera
l'exprelTion donnée en 2^& dz^ 3 en fubftituant dans la pro-

pofée 22^/^à la place de adx •+• ibxdx , ôc ^ à la place de

a xx -*- bx
x z

j on la changera, dis je, en cette équivalente ^V^
qui en: très-fimple$ on trouvera par la i

re propofition que

fon intégrale efl: j^5
. On fubftituera dans cette expreflion

i
la valeur de s& 6c l'on aura j^= j x a'x^bx 1 l jpour l'in-

tégrale de la différentielle propofée.

I ï.

6 2 . II faut quelquefois préparer les exprefîions différentielles

pour les réduire au cas du cinquième Corollaire. Cette pré*

Tome Ils G g
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paration fe fait ordinairement en multipliant la partie qui

eft hors du figne par la changeante x ou par une de Tes puif-

fances , ou par une grandeur qui contient des confiantes &:

la changeante x , & divifant en même temps la partie qui eft

fous le figne par cette même grandeur ^ ou bien au contraire

en divifant la première partie par cette grandeur, & multi-

pliant en même temps la féconde par la même grandeur -

y

par cette préparation la différentielle conferve toujours la

même valeur. Cette préparation s'exprime ordinairement

en difant qu'il faut mettre fous le figne une grandeur qui eu:

hors du figne , & ôter de défions le figne une grandeur qui

y eft
,
pour la mettre hors du figne , fans changer la valeur

de la grandeur propofée.

Pour faire mieux concevoir la manière de faire cette pré-

paration , on la fera remarquer fur un exemple fimple 6c—'

—

p

gênerai , comme x
m

x ax
n

. Suppofé qu'on veuille multiplier

la partie x
m
par V1

, il faut écrire x
m+q

v &c en même temps

divifer la féconde partie par Ar
q pour conferver la même

valeur ^ mais comme la féconde partie eft fous le figne dont

Fexpofanteft^ il ne fuffit pas pour en faire la divifion par x 1

p

d'écrire a x*~* , mais il faut divifer l'expofant q par Tex-
q

pofant p3 ôc l'on aura xf; &pour divifer enfuite la féconde
i . .

p

partie par xv , il faut écrire ax"-^-, 6c la- grandeur propo.

p p

fée x
m

x a x
n

fera changée en xm
"* q x a x n - ^ qui lui eft

équivalente. La raifon de la féconde opération eft que la.

grandeur qui divife la féconde partie doit être égale à celle.

p

3-

qui a multiplié la première partie, 6c x v = xq
.

SiTonvouloit divifer la féconde partie par x", c'eft-à-dire

êter x
n de défions le figne > 6c multiplier en même temps la

première par x\ il faudroit écrire x
m^ ? xax*~ a =xm + up

x

'P

av =5= xm xaxn
. La raifon en eft que dans la féconde par-

dé x
u
eft élevée à la puiffance p ; ain fi en divifant la féconde

partie par x
n

, on la divife par x" ?
$ il faux donc pour con-

ferver la même valeur multiplier la première par x
n?

.

Quand l'expofant p du figne eft une fraction , comme



Livre VIII. 235
±

dans x 4 x a x* l
> & qu'on veut multiplier la première partie

j_

par x\ ôc divifer la féconde par x\ l'on trouve a:
4 "*" 3 x <zx

8 ~I

*= x7 x'âx L
'

ï
, alors 1 exprime une multiplication au lieu

i
d'une divifion

,
puifque ±= 2 x 3 sas 6.

Quand l'expofant^ du figne eft négatif, comme dans*
4
x

—- — L
ax" z

, &: qu'on veut multiplier la première partie par x\
2.

ôc divifer la féconde par x 1
, on trouve x4 * 1

- x ax l -\~*

1

*=x6 xax^ 4 l z=x6 xax7 z =x4 xax 3 2
, alors

—

l
— h 1.

<= _ | devient + *
.
sss h- |«b «+- 4 5

ce qui marque que

dans ce cas la première & la féconde partie font multipliées

par la même grandeur, parce que dans ce cas la grandeur
propolee eft une fra&ion. Ces chofesfuppofées:

Pour réduire, par exemple, la différentielle dx x a6 x 1

•

. 1

~*-}a4bx4 -+-T,a
z
bbx 5 -t-Px6 1 au cas du cinquième Corollaire,

je remarque que cette exprelfion eft égale à celle-ci dx x

1 i

a
zx-hbx z x a zx-+-bx

L
• je multiplie la grandeur qui eft

1

hors du figne par a zx -\-bx
z

, & je divife en même temps

celle qui eft fous le figne par la même grandeur, 6c je trouve
\_

sfxdx +- bK'dx x a L
x •+ bx~ l qui fe rapporte au cinquième

Corollaire.

De même pour réduire la différentielle dx x ^+x41
,

Il faut multiplier dx par x , & divifer par x la grandeur qui

eft fous le figne, & elle fe changera en xdx x a a -+- xz T qui

fe raporte au 5
e Corollaire. Au contraire pour réduire au 5

e

Corollaire la différentielle }ax }dx-\-^.x4dx x ax-4-x 1
*

, il

faut divifer la partie qui eft hors du figne par x 3 &t multiplier

celle qui eft fous le ligne par x 3 & elle fera changée en fon

équivalente îax
ldx + +x ldx x ax 5 -i-x4 S dont on trouvera
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__ i

par le cinquième Corollaire l'intégrale | x ax* ~hx41 .

On réduira de même au cinquième Corollaire la differen-

tielle adx-+-xdx x }a -\- ix \ en multipliant la première

partie & divifant la féconde par x ^& l'on aura l'équivalente.

axdx-\- xzdx x }axx -+- ix 3 \ dont on trouvera l'intégrale

par le. cinquième Corollaire ou par la première remarque,.,

en fuppofant yaxx-hix 1 * = ^, d'où Ton déduira 2^
J=

_ __ i_

$axx + ix } L
, & ^

-:l= $axx -t- ix ,Jr

i & — i%~ yd^= 6axdx

-i- 6x
1dx j Se.— ^z,' 3 dz= axdx •+• x'dx '> par confequent

. r— \ z^
z dx^= axdx -h x'dx x yaxx -+- ix l 2

. Or l'intégrale

de— y ^V^eft, par la première proportion ou parle troi-

sième Corollaire, y^
1

3 où fubftituant la valeur de ^
_I,on

2
trouvera]- x yaxx -+- ix l l pour l'intégrale que l'on cher-

choie,

On réduira au contraire la différentielle^Wx x-a
txx

-\-x*
~
7

au cinquième Corollaire ,, en divifant la première partie 6c

multipliant la féconde par #, de l'on trouvera .l'équivalente,

_ _ 1
# x

axdx x aa +• xx_ 1
, dont l'intégrale eft a x aa -+- xx 1

.

.

ï I I.

Wu l'on explique la marque quifait difiinguer les cas ou l'intégrale*

qu'on trouve eft complète 3 & la règle pour trouver quand elle ne

l'efl pas , la q/andeur confiante qu'ilfaut lui ajouter ou retran-

cher pour avoir l'intégrale complète*

.

û&$. I Ou R faire voir aux Lecteurs la raifon de la règle par la-

quelle on connoît fi une intégrale eft complète , & la gran-.

deur confiante. qu'il lui faut ajouter eu en retrancher quand
elle ne l'eft pas, afin de la rendre complète, en même temps
qu'on expliquera cette règle ^ on leur fera remarquer qu'une

différentielle complexe ou incomplexe, qui n'a qu'une même
changeante*

, peut être regardée comme l'élément de l'aire

, Ur R3 d'une courbe VDE dont* eft la coupée , ou la partie chan»-

: vin. géante de la coupée quand elle contient une confiante S&.
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une changeante, & donc la quantité multipliée par dx eft

l'ordonnée. Pour avoir l'équation de cette courbe VD E ,
il

faut effacer dx de la différentielle propofée , ficfuppofer une

changeante^/ ou ^égale à la quantité qui refte après en avoir

effacé dx.

Par exemple on a trouvé* que l'élément de la longueur * ;3 4 »

de la féconde parabole cubique AcC> dont l'équation eft x*

= $yy> étroit dx x ~ y/^p -+- 9 x= dx x \ x 1~^ z
5 ^ul

exprime le petit arc cC\ on peut regarder cette différen-

tielle comme l'élément de la quadrature de l'aire d'une

courbe VDE 3 dont x eft la coupée ou la partie changeante
&

de la coupée VAB,&\ x *?-+?* i l'ordonnée i? £ i &

l'équation de cette courbe fera.^ = J x 4^9f 2
' 6c ren-

dant cette équation commenfurable, on auraj/y= 4f'

4

"

^
9

'"
a

qui eft l'équation d'une parabole lîmple VDE ,
dont la cou-

pée £0^ i? fe trouvera
( en comparant cette équation avec

celle de l'art. 427, comme l'on a fait dans l'art. 442 ) égale

à±p-hx } c'eft à-dire, la partie confiante ±/> eft^^ & la.

partie changeante x qQl A JS 3 &. commence au point A.. Le
paramètre VP= &±

On remarquera ici que l'on dit que la redification d'une,

courbe, ou la mefure de la folidité du corps formé par la.

révolution de cette courbe autour d'une liçne droite don-
née, ou la mefiire.de la iurface courbe de ce corps , dépend
de la quadrature de la courbe qui a la même différentielle

pour l'élément de fon aire ^ainfi la rectification de la féconde

parabole cubique dépend de la quadrature de la parabole:

fimple.

Il eft évident que la différentielle propofée, par exemple

dx x l—7 x Ap -+- 9 x *-, qui eft l'élément de la longueur
2. x p \ ^r J

' x D

de la parabole cubique, eft aufli l'élément de l'aire de la.

parabole fîmple y— ~ x ***** z
'. L'intégrale de cette dif-

férentielle, qu?bn trouvera parle cinquième Corollaire, *ôu- * or.

G g iij.
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661. par la première remarque* égale à l-—-• x ^p -+- yx *,

doit exprimer la longueur AcC de la parabole cubique
j

elle doit aufîi exprimer l'aire VABEDV de la parabole

fîmple.

Pour voir à préfent fi cette intégrale exprime exactement

la longueur AcC de la parabole cubique, on fera ce raison-

nement j la quantité qu'exprime cette intégrale doit être

égale à zéro à l'origine A où commence la parabole cubi-

que AcC} c'efl-à-dirc, elle doit être égale à zéro à l'origineA
des x

y
où x=o. Il faut donc fuppofer dans l'intégrale

trouvée
x—- x ^p -+- 9 x r

,
que x = o , 6c fi l'intégrale

devient elle-même zéro par cette fuppofition , elle fera

exacte ; li au contraire elle contient encore une grandeur

confiante après cette fuppofition , comme en effet on trouve
X

en fuppofant x= o , la grandeur confiante 1 _ x4/ 1

2 7 x /î:= -\--%jp 3 il efl clair que cette confiante efl de trop} ainfi

il faut la retrancher, c'efl-à-dire, l'écrire après l'intégrale

avec le ligne— , fi elle avoit le ligne -+-
; Se avec le ligne -+-

,

/ï elle avoit le ligne— , afin qu'en la joignant avec un figne

oppofé à l'intégrale trouvée , elle la rende égale à zéro à.

l'origine des at, où la valeur de l'intégrale trouvée doit être

égale à zéro. L'intégrale exa&e- qui exprime la longueur

de la parabole cubique AcC efl donc—l-—
r x^ + ja;

1

8_ ^
2 7 x Pt

17 1
•

Afin de prévenir une difficulté qui pourroit naître dans
l'efprit des Lecteurs, fur ce que la même différentielle dx x

i_

T x 4^ -+• 9 x * a une intégrale qui efl trop grande
2 xpi
de fjp pour exprimer la longueur de la parabole cubique

j

&; qu'au contraire elle exprime exactement l'aire entière

VABE~DV de la parabole fimple, on leur fera remarquer
que fi l'on vouloit examiner fi l'intégrale de cette différen-

tielle efl exacte par raport à l'aire de la parabole fimple,

il faudroit aufli ne prendre l'aire qu'exprime l'intégrale de
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cette différentielle qu'à l'origine A des x, c'eft-à-dire , ne

prendre que l'aire ABED 3 & fuppofer que Taire exprimée

par l'intégrale

—

l—r x d.p-h<)x z commence à l'origine A
r & 27x^4
des x 3 Se qu'elle eft égale à zéro au point A où x= o j 6c

en fuppofant pour Taire de la parabole fimple comme on a

fait pour la longueur de la parabole cubique
,
que x = o

dans Tintegrale trouvée, on verra que l'intégrale contient

encore la confiante -+- -^ p. Ce qui fait voir que Taire ABED

exprimée par cette intégrale eft —
f
x \p -+- 9x T — hit*

En effet Taire de la parabole fimple étant égale aux deux
tiers du rectangle de la coupée 6c de l'ordonnée *, Taire

Tàîre VABEDA= \ x VAB (| />-*-*.) x ^£ QLZJJL
)

4/>
T

zyxixp^ r 27x2x^1 J ^* '

I r i

D'où Ton voit clairement, i°. qu'il n'y a que Tefpace ABED
de la parabole fimple qui commence à l'origine A des x qui

£>it égal à la longueur AcC de la féconde parabole cubique
5

2 . qu'il faut fuppofer x = o dans Tintegrale qu'on trouve

d'une différentielle propofée pour avoir Tintegrale completer
tant celle qui exprime la grandeur à qui appartient la diffé-

rentielle propofée ( comme dans notre exemple , la longueur

de la féconde parabole cubique,) que celle qui exprime Taire

de la courbe qui a la même différentielle propofée pour l'élé-

ment de fon aire, en fuppofant que cette aire commence à.

Torigine des x.

Comme Ton n'a pris cet exemple que pour faire conce-

voir clairement la règle , & qu'elle peut s'appliquer de même.'

à tous les autres, on la mettra ici comme générale,
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Rccrle -pour connoître quand une intégrale qui n'a qu'une même
changeante efi complète ^ & quand elle nefe/ipas 3 pour connoître

la grandeur confiante quil faut lui ajouter ou en retrancher

pour la rendre complète.

664.. 1 L faut fuppofer la grandeur changeante x de l'intégrale

égale à zéro
s
£c (î l'intégrale devient zéro , c'eft une marque

qu'elle eft exacte -, fi après cette fuppofition de x = o , il

refte une confiante dans l'intégrale, il faut la joindre avec

un ligne contraire à l'intégrale qu'on a trouvée, &, elle fera

l'intégrale complète qu'on chercho-ic.

On remarquera que dans les intégrales des fécondes

différences , ce peut être une différence première fuppofée

confiante qui foit la grandeur qu'il faut ajouter à l'intégrale

trouvée , ou qu'il en faut ôter,

IV. Remar qjj e.

665- v2U a n d on trouve une intégrale négative, ilfautlapren-

3F 1 g u r e dre non depuis l'origine, mais du côtéoppofé
-,
par exemple

XLix. fi l'origine des x eft en A ( fig. 49 )
, & que l'équation de la

courbe ECG par raport à Tafymptote AB F foit, en nom-
mant A B {x),BC (y) -, 1 = xxy, l'élément de l'aire fera

ï xx~ zdx 3 dont l'intégrale eft la quantité négative — îx" 1

=— l , ce qui marque que l'aire qu'exprime cette intégrale

n'eftpas DABCE , mais l'aire CBFG qui commence à l'or-

donnée BC
(y ) , & va vers BF qui eft le côté oppofé à l'ori-

gine A 3 car alors les différentielles dx font négatives , ce qui

marque que ces dx viennent de .F vers B , ôenon pas de A
vers B \ & qu'ainfi la fomme des petits parallelogrames

compofée desydx dont les— dx font les bafes, qui eft l'inté-

grale, eft fur la ligne qui vient de F vers B ; ce qui eft encore

évident en ce que les x augmentant dans l'intégrale — |,
l'intégrale devient plus petite , ce qui convient à l'aire CBFG s

& non pas à l'aire DABCE 3 celle-ci devenant plus grande à

mefure que les x augmentent.

Corollaire VI.

• vJ N peut encore réduire quelques différentielles qui con-

tiennent une grandeur complexe incommcnfurable, à la

proportion fondamentale ou aux Corollaires qu'on en a

déduits

,
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déduits, en rendant commenfurable la grandeur complexe
qui ne l'eu; pas, fans pourtant introduire de nouvelle in-

commenfurable. Par exemple pour réduire la différentielle
i_

a*x~ l dx x ax—x z z à la première proportion, on fuppo-

fera la grandeur qui eft fous le /igné ax — x z=a 1xt
z^

i
-

y

+ 1 î, 1^

ce qui donnera x= az^ x a r
->rs£ ,z==axx L xa— x %

1 1 1

dx= la\d^ x a z •+ ^ j ax—xx z z=a i

'z^x a1 •+ £ j Se

la différentielle propofée fera changée, après avoir fait les

fubftitutions, en cette équivalente ia izj
td 2^, dont on trou-

vera parle troifîéme Corollaire, ou par la première propo-

rtion, que l'intégrale eft— ia l

\
l

j ôtfubftituantdans cette

— i.

intégrale la valeur de sÇ l

, on aura l'intégrale— laax
~

z x
i_

a— a:
1=—2^^^ de la différentielle propofée a ix~ ldx x

———— _ i_

ax—x1 \

Corollaire VII.

7. LE cinquième Corollaire peut être rendu plus gênerai;

quand la grandeur complexe qui eft fous le figne n'a que
deux termes , dont l'un n'eft qu'une grandeur confiante.

Par exemple x*" dx x a-\-bx
a

eft une expreffion différent

tielle, où x
n~ l dx étant la différence du terme bx

n
qui eft fous

le figne, on en trouve l'intégrale par la première propofî-

tion , i°. en augmentant l'expofant^ d'une unité , ce qui la

fait devenir x*~ ldx x a -+- fx
n p I

-

y
i°. en divifant cette dif-

férentielle par le produit de Fexpofantainfi augmenté />-*- r,

multiplié par la différentielle bnx
n ~ I dx du terme bx

n
5 car le

-^———— p 1
" 1

xn " 1 dx x a •+- bx
n

1 t~ p-f-i
quotient =====—- xa-*-bxa

p-\-i x bnx
n ~ ldx /+i x bn

eft l'intégrale de la différentielle propofée.

On la trouve encore par la i
re remarque, en fuppofant

a+-bx
u = 2^i ce qui donnera a-t-bx

n= ^ p
, x

n— ^ a *

nxn -'Jdx= ^x:à'^
l

dz}èch différentielle x*~
Jdx x a •+ bx 1

p

Tome II, tt "
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deviendra égale à^ *^ l
x^=^ *^ «*<., d™t Pin-

I — l r

tegrale eft par la première propofition p£~lXbn *' >
&ei1

y fubftituant la valeur de ^en x, on aura l'intégrale=-^*

JTX?'x^7? P===^—T x rf-h^*"
1

.
Cela fup-

pofé , on peut étendre le cinquième Corollaire à tous les

cas compris dans cette exprefîion *qB x xn ~ l dx x a -h hxa

z=x* n* n ~ J dx x a-\-bx^ > où l'on voit que x
' 1

eft multi-

pliée par xqn
, dontrexpofant ^« efl: fuppofé un multiple de n,

c'eft-à-dire q efl: fuppofé un nombre entier pofitif quelcon-

que, comme 1,3 > 4,&c car enfuppofant*-*-£.*
n = ^ on

I £
q

«rP ^ I I 1 S^p

—

4
tuira^—j— = *, j^p «*<.= *

"r ^, ^r-

= Ar
qn

j
par confequent x*

n* n ~ l dx * a*-bx n = ^ x ^p^x

A a% Or q étant un nombre entier, on peut toujours

^~
trouver l'intégrale de cette différentielle, i

9
^ en élevant

-j q

^p— ^ à la puiflance du nombre entier reprefènté par q^
6c multipliant enfuite chaque terme par *

l

*

x j^J dz ;

2 . en prenant par la première propofition l'intégrale de
chaque terme

^ 3 . en réduifant enfuite l'intégrale trouvée

par le moyen de z^3 à Pexprefîion dont la changeante eft x*

Par exemple fl la différentielle propofee eft cx in~ l dx x
-^ 1

V^+^'^a^^'^x^H-h" 2
, il faut fuppofer q=i y

—
1 i.

^==|;parconfequenc£==2,^~^^x"\&^
î
— x ^d^K
np

1

^v __ a = irn x z^dz^x £— a = ffn x z^dz, — 2 a z^dz^

-h aaz^dz^ dont l'intégrale eft par la première propofition r

ou par le fécond Corollaire, ffn x { aazl— | azl •+• y 2^ =*
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j~rH x \aa— | **&.*+- f *
4 * <X?> qui fe réduit, en mettant les

valeurs de ^= a -h bx
n

, Ôc de ^4= aa -+- 2^x" -t- ££ at"

dans le z
c & le 3

e terme,à^ x
?<'«~»4«**a -M<>M*"

^^ q^

1 x -

laifTe, pour abréger, ^à la place de ^4- &*" *= a-\-bx
x *"|rI

?

R» E M A R Q^U E S.

I.

ïéS.L'ÏNTEGRALE de toutes les différentielles reprefentées
p

par cx
C[a '*'"~ I

clx x a +- ^x" , où l'on fuppofe que q eft un nom-
bre entier pofitif , & par conféquent q +- 1 l'en: auffi, a autant

de termes multipliés par a -+ bx > qu'il y a d'unités dans

le nombre entier q •+- 1. Il n'y a qu'à en faire Toi-même quel*

ques exemples pour en voir clairement la raifon.

I I.

6p. Si l'expreffion différentielle étoit cx
m
~*dx x a+- bxn

, 5c

que J fut un nombre entier pofitif, cette expreflion fèroit la
—————

p
•

même que cx*
n *~*~ ldx x a -+- £*" -

y
car puifque f eft un nom-

bre entier, il faut que m foitun multiple de n 3 qu'on peut

fuppofer reprefenté par q-\-\ x ni ainfiwz— \z=qn-\-n— r.

De même fi ^^ efk un nombre entier pofitif, l'exprefïion
p P

cx
m
dx xœ-+- bx

n
eft encore lamême que ex*"**'

ldx x a-\-bx
n

-

y

car ~^ ne peut pas être un nombre entier, que w+ine
foit un multiple de n 3 qu'on peut fuppofer reprefenté par

^-H 1 xnjct qui donnera w= qn-^-n — 1

.

III.
70, On peut par le Corollaire précèdent , faire une table qui

contienne les intégrales d'une infinité de différentielles qui

ont fous le figne une grandeur complexe de deux termes,

ce qu'on appelle un binôme , on en mettra feulement ici

quelques exemples.

1. cx
a ~ l dx x Va+ bx

n a Pour intégrale
. 'g. x q+ bx

n

J
+ I

2. cx^dxxtfâ+Ix* . . =H&np x C x q+ bx"
)
* *

3. cx^dx xVrf+ bx
n n*<-*«hg+)obùx** *cx a*- bx**'*

x

4. cx^dx x Va^bx1* 7 o^. I44,w,^iso
:

^v-^ Iq^v> xexa+bx*^ 1

Hhij
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On peut continuer ces exemples tant qu'on voudra , comme
aufîi ceux qui fuivent.

I

I. cx"~ 1dx x a-±-bx
n

* a pour intégrale . -j~ x a -+- bx* t

IV. R E M A R QJJ E.

€71. On peut de même faire res formules des différentielles

binômes , dont le figne radical eft ;/, $/ , &c. comme aufli de

celles dont l'expofant eit un nombre entier négatif plus

grand que l'unité, en remarquant, par exemple, que c

x

n ~ l

dx x

lia •+ labx" -+- bbx l,i ~\ doit être réduite kcx*~ ldx xa+ bx"

èc aînfi des autres.

Usage des Formules précédentes.

^l 1. Ces formules qui contiennent les intégrales des différen-

tielles binômes étant ainfi toutes préparées dans une table,

fervent à ceuu qui s'appliquent à laréfolution des Problêmes

par le calcul intégral
,
pour trouver tout d'un coup par de

fimples fubftitutions les intégrales des équations différen-

tielles qu'ils trouvent en cherchant à réfbudre les problèmes,,

& à découvrir d'abord la réfolution de ceux dont les équa-

tions peuvent fe rapporter à ces formules.

Avertissement.
Les Lecteurs peuvent s'être formé une idée diftin&e de

la manière de trouver les intégrales des différentielles les

moins compofées , & qui fe peuvent facilement rapporter à

la première propofition fondamentale, parle détail où l'on

efi: entré dans les Corollaires & les Remarques précédentes.

Ils n'auront à préfent nulle peine à entendre la manière de

faire les formules générales des intégrales des différentielles

compofées, qu'on va aufïi réduire, pour être courte à des

formules générales.

Troisième De'finition.

^673 . L/O r s o^u e dans une grandeur complexe les expofans des

puifTarices de la changeante x qui diftingue les termes y font
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une progreiïion arithmétique , on l'appelle un hinome quand

il n'y a que deux termes
y
un trinôme quand il y en a trois

,

& ainfi de fuite. Ainfi ax° -*- bx n
-hex ln

eft un trinôme;

mais a -*-bx"-*-e x 5 " eft un quadrinome -, 6c il faut fous -en-

tendre le troifléme terme ox Ztt qui eft zéro , comme s'il

y avoit <*-+-£ x" + ox 1B + a'".

74.

4

On rapportera ici toutes les exprefïîons des différen-

tielles des grandeurs complexes à ces formules générales.

Les binômes fe rapporteront à gx
m
dx a-\-bx

n

, les trinômes

à zx
m
'dx xa->rbx

n -+cx^
h

6c ainfi de fuite
}

6c gxmdx x
___ . p r .

a -*- b x n
•+- cxxn

-h ex 1 " •+- Sec. repreientera une grandeur

complexe qui a des termes à l'infini. Lesgrandeursg^^&c.
reprefenteront les coëficiens des différentielles particu-

lières 5 x reprefentera leur changeante
-, p reprefemera l'ex-

pofant de la puiffance de la grandeur complexe qui elt fous

le flgne p , 6c ce fera une fraction , ou un nombre entier néga-

tif , car quand c'eft un nombre entier pofitif l'on n'a pas

befoin des méthodes fuivantes , la première propofition fufrît,

comme l'on a vu dans le fécond Corollaire.

75. Il peut auffi y avoir dans une même différentielle plufieurs

grandeurs complexes multipliées les unes par les autres,

comme gxmdx x œ-t-bx n
x c -+- e

x

a
-k-fx

zn .Quand dans ce

cas l'expofant de l'une de ces grandeurs complexes eft l'unité

pofitive , il eft inutile de la marquer
j
par exemple (i;= i— 1

la différentielle fera gxmdx x a -+- bxn x c+ exa
-+ fx1

"
.

Dans ce même cas 11 Tes expofans font négatifs dans Tune
des grandeurs complexes , ils doivent aufîl être négatifs dans

l'autre
y
& s'ils font poiltifs dans l'une % ils doivent aufll l'être

dans l'autre.

1& t
Les formules précédentes peuvent avoir deux formes fans

changer de valeur -

y
la première eft quand les expofans » de

la grandeur complexe qui eft fous le ligne 3
font pofitifs -

y
&

c*eft la forme qu'on leur a donnée dans les formules précé-

dentes ; la féconde eft quand ces mêmes expofans n font

négatifs , & on les rend négatifs en divifant ia grandeur qui

eft fous le (igné par la changeante x élevée à la plus haute puif-

fance qu'a cette même changeante fous le ligne .;& multipliant

€n même temps la changeante x qui eft hors du flgne par la>

H h îij
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même grandeur
;
par exemple gx

m
dx x a+ bxn peut avoir

cette féconde forme ex
m "*" np dx x b -h ^a;"" . La i c forme

2

—

P .
p

de gx
m
dx xa-hbxn+ cx

ln
efl: gx

m * "*dx xf+^-+^- l
"i

. p -—— ?

gx
m
dx x a -*- bx m

-+- /3x
ln

x £-+-£.*" -h /*r
ln

-t-y

*

?n peut avoir

cette féconde forme gxm+zn * 3np
^A; x (2 + bx~ n + ax~ in

x
p

y -*-fx~
n
-+- *.*:~

in
-HfA;"

în
, ce qui fe fait i°. en divifantla

première grandeur complexe a •+• bx
n
•+- /3 x

ln par a;
1"

, & mul-
tipliant en même temps gx

m
dx par a;

10
5 2°. en divifant enfuite

la féconde grandeur complexe par * înxp
, & multipliant en

même temps g

x

m
déjà devenue g*m

* In par x*
np

j il en efl de
même des autres.

Exe?nples pourfaire voir la manière de réduire les différentielles

particulières aux Formules précédentes»

I.

^77* On réduira la différentielle ^dx x Vix-hxz=ksx~ sdx x
2 P

ix -ha:
1 l à la formule gx

m
dx x a +• £x" , en divifant la gran-

I X I

deur complexe qui efl: fous le figrie par x *, & multi-

pliant en même temps la grandeur qui efl: hors du figne

par x *
j ( car a;

1
fous le fîgne efl: égal à x T

5
ainfî ii

i x i

faut multiplier la grandeur qui eft hors du figne par x *)

& l'on aura h 5 x * dx x i-\-x 1
, où l'on voit que g de la for-

mule efl: égale à h s

$ w=— £ j^=/j ^= i ;#=^ i j^=si.

Pour réduire la même différentielle b 5x~ 5dx x ix •+• x1 T

à la féconde formule gx
m * 0?dxx F+axT* , l'on divifera

1X1
la grandeur qui eft fous le figne par x r

, & on multipliera

celle qui eft hors du fîgne par x * , & l'on aura b sx~ 4dx x
i,

i -t- /a;"
1 * ig de la formule =//5w=— 4^=13^55= z* s

I I.

3
6— ?x'

Pour réduire
>> yfa^ tf+JCx <fc= aTV* x 3^ -/.^

»* — ix* +• iCx
+ " 1 à la formule gjt'Vx x a -h £ a; •+• /3 a;

1" x
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ï'+ ex' +fx
%n
-*-yx

laV
> il faut divifer la grandeur qui effc

fouslefio-ne par x IX ~"£, & multiplier en même temps celle

quiefthorsdufîgnepar*
IX *& l'on aura* *dxx}b—ix

l
x

h -t- o*.
1— ix'-k- Kx'3 ~~:

g de la formule = 1 '> m = — £ s

a = }b ; 6 =0
; (2=~ i ; C= b i ?= o j/=— /'} y= 2Cj

Pour réduire la même différentielle à la féconde forme

de la même formule qui eftgx
m-" + Jnp^xxj3 -h £x-

n-H**- l,,

x

7-t-/x" n -^^jc"
in

-+- cx~ in
, i°. il faut divifer la première

grandeur complexe }b— ix~ par a:
1

,,
& multiplier en même

temps la grandeur x'* dx par **. 2 . Il fautenfuite divifer la

féconde grandeur complexe qui efl: fous le figne par x* éle-

vée à la puiflance

—

{ y & multiplier en même temps la gran-
i_

deur x~ tdx par la même grandeur #4 *~
4-= x~l

, & Ton
^__ i_

aura x' 1 dx x — j'-t- ^bx' 7
- x K— ix~

l
-+- ox'1

-\- hx~ l z
:

wde la formule= — 2^=— *§ £=0; ^= 3^y=ic
j

/*=— * $ t =« o i f= -hâ'V » 'sas I5/>=— {.

Ces exemples fuffifent pour faire connoître la manière de

réduire les différentielles particulières aux deux expreflions

équivalentes des formules, dans la première desquelles les

expofans^ in 3 &c. font pofitifs, & négatifs dans la féconde -,

on fera feulement remarquer qu'on peut aufîî réduire les

difFerentielles incomplexes , comme dx y/ax— dxxœx z
,

j i_

aux complexes, en écrivant x° x dx x o -t-ax
l £

PROBLÈME t

-jZ+TjLOWER les intégrales des exprejjïons centrales des diffé-

rentielles de la troifième définition,

PREMIERE METHODE.
r°, IL faut réduire en fuite la grandeurcomplexe qui efl: fous

le iîgne , & multiplier chaque terme de cette fuite infime

par la grandeur qui eft hors du> figne.
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Prenant pour exemple le binôme gxmdx x a +- bx"
?

t
ii

faut réduire en fuite la grandeur complexes -+- bxn
par le

moyen delà table de la page 410 5 & multiplier enfuite tous

les termes par gx
m
dx3& Ton auragx'V.xr x a •+- bxn = ga*x

mdx

-t- pga'~ l bxm^ n dx -+- p x p-~^ga ?-1
b
tx
m^ n dx + p x'^x

2°. Ilfautprendreparla i
re propofition l'intégrale de chaque

terme de la différentielle ainfî réduite en fuite -

y
ce qui don-

nera une nouvelle fuite, qui efl l'intégrale de la différentielle

p

propofée. Dans notre exemple on aura S. gx
m
dx x a -+• bx*

ssQ x -*-£a
frx

m+ l +«+ JL.—£— «r^- 1 /1^™* 1 **»
W-HI W»- w-hi+ l»g4

4/./ 1 ? g*P-Jj»x» + i*J« -H &C.

3°. Pour abréger cette expreffion de l'intégrale, il faut te

divifer par la grandeur complexe qui efl; fous le fîgne p éle-

vée à la puifïance p -+- 1 , réduite auparavant en la fuite qui

lui convient par le moyen de la table de la page 410 j le

l , q t- \ ' T

divifeur fera dans notre exemple a+ bx n '== a** 1
•+•

-H &c. & faifant la divifion , on trouvera le quotient

- g* «X<<+^ j i„+ i L 1 :

,

4 . L'intégrale abrégée fera le quotient qu'on vient de
trouver

, au devant duquel on aura mis la grandeur com-
plexe (qui efl: fous le figne dans la différentielle propofée)
élevée à la puiflànce p •+ 1 , dans notre exemple l'intégrale

fera S. gxmdx x a+ bx* iSTÎrfx* P "*"
'

x

^=^~ *
m * 1

!^± n
^
xgbx

m -* l +"+ &C.

R E M A R QJ7 E;
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R E M A R QJJ £.

79' ON peut réduire a-v- bx
n

&c a-\-bx
nl?

' aux fuites qui

leur conviennent , en fuppofant que <* eft le premier ternie

du binôme , ôc bx
n
le fécond terme ; & c'eft ainfi qu'on les a

réduites dans les articles premier 6c troisième j ou bien en

écrivant ^^"-t-^ ,6c k"+<i , où l'on prend bxa pour
le premier terme, & a pour le fécond. Si Ton fe fert de
cette féconde manière dans le premier & le troifîéme arti-

cle, on trouvera une autre expreffîon de l'intégrale de la

différentielle x
m
dx x bx" -+- a -, c'eft cette féconde cxpreffion

de la même intégrale qu'on donnera dans la méthode fui-

vante.

Avertissement.
y^, Ette méthode générale eft facile à concevoir par l'exem-

ple qu'on a ajouté en l'énonçant ^ elle réduit la différentielle

propofée à la première propofîtion , de la même manière
qu'on y réduit les différentielles complexes élevées aux
puiffances dont l'expofant eft un nombre entier, comme on
l'a enfeigné dans le fécond Corollaire. * Mais le calcul en eft * *f *«

fi long même dans les binômes, 6c à plus forte raifon quand
la grandeur complexe a beaucoup de termes, qu'on eft obligé

d'avoir recours à d'autres méthodes , dont on mettra ici les

principales.

SECONDE METHODE.
Pour les binômes.

80. I Our trouver l'intégrale de (A )gx
mdxx a-\- bx

11

, i°. il

faut faire en forte que l'expofant de la changeante x qui eft

hors du ligne, foit moindre d'une unité que l'expofant de

la plus haute puiflance de x fous le ligne, fans pourtant que

la différentielle change de valeur. Cela fe fait par le moyen
des indéterminées, en multipliant la changeante x

m
qui eft

hors du figne par x élevée à une puiffance dont l'expofant

foit l'indéterminée^, c'eft à-dire par xq
, 6c divifant en même

temps la grandeur complexe qui eft fous le figne par la mê-

mex 1

, & l'on aura ( A ) gx
m
dx x *H-^ç

nP= (B)^m * dx x

Tome II. Ii
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ax * +- bx
a

v
: & luppoiant enfuite m -+- q-+- î = w— 2.

j

car l'on en déduira ^-— "P-^f-p
. & cetce valeur de q étanc

mife à fa place dans ( B )
, on aura ( A ) gx

mdx x a -+• £*
u p

m -*- np — 3 m — If -t- 1= (C) g at

~"^ I_ fa x ax "ThTt-^^ —:^i-
^ ou l'expofanc

de a; hors du figne ne diffère que d'une unité de l'expofanc

delà plus haute puiffance de* fous le ligne. On remarquera

qu'il eft indiffèrent de multiplier x
m
dx par xq

, en divifant en

même temps la grandeur qui eft: fous le figne par xq
,
qui

devient * p à caufe du ligne *ou de divifer x
m
dx par x\ en

multipliant en même temps la grandeur qui eft fous le.figne

par xq

,
qui devient x p *.

i°. Il faut fuppofer une nouvelle changeante ç égale à la.

6' 6l.

m — n-t-I.

grandeur qui eft fous le figne, c
v

eft-à-dire
, ( D) ^= ax »•

m - np h- I

+- ^jf p* 1
j ce qui donne (E) 2^= x p* x ~ x 4 -+- bx

n

;
(cela

fe fait en féparant le multiplicateur commun x~v^~)j ce

qui donne aufli ( F )
j^H1 = xm

~ n^ x ;z -4- £ *n P
~h

*
., & (<p)

^ =:ax 7+î~+ ^-* ""V^i^ j ce qui donne enfin ( G ) <sf^

-=^1«%?'^*'^fî=i** s
«F'i*.i d'où

m-t- np — p p —J— I

l'on déduit (H ) x pH" r dx = (I ) w'4-^-f-j. x ^ d^—
m — n — pm — « H— 1

X -r X p-i-i
^Af.

aw H— np -\- 1 * ù

3°. Il faut fubftituer dans le fécond membre de l'équa-

tion ^= C> la valeur (I) de (H)& l'on aura (A)gxmdxx

„
—

' — p

— â-+-»»p-Hi
x ** dx x ax +• bx p*- 1

5
U'

fubflituant encore dans le premier terme de
( L ) au lieu de

•
; Pin-IH?I m -f- n p + 1

étx r* 1 -+ bx p*- 1

5
fa valeur s£ prife de (<p), Ton
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P p _L- 1

&\m(A.)g xm dx x a+ 6x" =(M) j+ ,f+ ,« §*!«*. —
(N)ï -^+, « 2=gî ix xax °^p + tx iiË~i ui

Te réduit (en divifant dans le terme (N) ce qui efl fous le

ligne par at p-*- 1
, & multipliant en même temps ce qui

eft hors du figne par la même grandeur , c'eft-à-dire * par * 6^ti
m — n -- 1

P Px p*i x^) a (A) g*'Vvx ,*-»-£*" ==( M )m-t-np-+--\ *

T ^
P <k— ( P )^ *f * xm

~ ndx x a+ b/
4 . Il faut prendre l'intégrale de cette équation, Se l'inté-

grale de la partie ( M )
pouvant être prife par la première

p 1

propofition, l'on aura S.gx
m
dx x. a-*- bx

x = ( Q) m -t- np-+-i *

K^-CR)^^ «fxS.i-&M+</. Subfti-

tuanc dans (QJ la valeur de s^i*-
1 prife de (F) , l'on aura

S.<rx™dxxa + i/ =(T) .+ ;+ ,

xl «g*" 1" -

— P"!" 1
, r» \

m— «-+-I "P

5 . L'on a déjà le premier terme ( T ) de la fuite qui efl l'in-

tégrale que l'on cherche
3
l'on aura par ordre tous les termes

fuivans à l'infini, les uns après les autres, par de fîmples

fubftitutions. On aura le fécond en fubftituant dans(T) ôc

dans ( R) , m— n à la place de m, 6c multipliant par le coéfï-

cient de (R) ce qui naîtra de la fubfHtution , & ce fécond

terme fera (V)— »?+»/>+'; x w _j_„p _{_!_« x w*S>x *

( ^ ) w» H- «p -+-

1

m-t-np-ï- i {— » £&

S. gx
m~ lndx xa+ bx

n

On aura le troifîéme terme en fubftituant dans (T) &
dans (R) , m — 1 n à la place de m 3 & multipliant ce qui

viendra de la fubfHtution par le cocfkientde(X), ce 3
e terme

fera (Y ) — w ~""*" 1

x JB--Hl - Î " x .
'._ x « x

m , ,
;—rrp-f-i -, m— «H— 1 >w -f- I — z»

g.*
m*- > x * ï bx"^ — (Z ) £+^7, x .jqn^pTrj *

!-5±4=iï_ «''«S. g*— " x « -t-^"
?

. ,
; jjm -\- np -\- 1 — in b ° 1 1 1J
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On trouvera de la même manière tant de termes que 1*011

voudra de la fuite infinie qui eft l'intégrale que l'on cherche
— p

de x
mdx x a-t-ùx

a
: Et comme les deux premiers termes

(T) & (V) de cette fuite font aflez connoître la manière

d'avoir les coëficiens des termes fuivans , &. les expofans

de at dans ces termes, qui font une progreflion arithmétique
y

il eft facile , fans aucune fubftitution , de continuer tant

qu'on voudra la fuite de l'intégrale quand on en a les deux

lèuls premiers termes : & comme ils font multipliés chacun

par gx^+k" , il furEt d'écrire ce commun multi-

plicateur une feule fois au commencement de la iuite avec

la marque x de la multiplication.

Remarque.
<8i. rOuR rendre l'expreffion de l'intégrale des différentielles

binômes plus facile dans l'ufage, il faut , i°. divifer le numé-
rateur & le dénominateur du premier terme chacun par n

;

ceux du fécond terme chacun par nn j ceux du 3
e par »' »

de ainfî de fuite, (ce qui ne changera point leur valeur j)'

—— ? ~,— p —j— 1

& cela donnera S. gx
m
dx x a +- bx n =g x *+ax x

T
m H— r — n

— ».X« v JL v,
m+I-ln

'
1 m + 1 — n_— _ . —

h L

n «X»
— &c. Retirant de tous les divifeurs des numérateurs une n

pour la mettre au dénominateur du multiplicateur commun %

l'intégrale fera { x a*-bx^~*
x

x m-h»P -hi x -i*™* 1 -"

»

n~~
'

* ± £*+}+* — &c. 2°. Il faut— m -+- np+1 X m -*" nP ~f" * — »

n X»

à prefent fuppofer 2Ji = r, ce qui donnera m -4- r= m >

*»±Lz* — r— 1 ; m-h 1 — n = rn — n; ™*l~
ln ==r— z:

&" fuppofer encore f-^p =^ "^/^a ^ ce qui donnera
w-npfi-i . j j

• "*'f*'-» — s 2. 3 . Il faut fubili-

tuerV, r— 1 , r— 2 } &c; 3 ;— 1, s — 2 , &c. à la place de

leurs valeurs dans la dernière expreffion de l'intégrale, 6c.

Aon aura la formule fuivante.
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La formule des intégrales de toutes les différentielles binômes

qu'on peut réduire à gx dx x a-+-bx n

Wi. S. <7x
m
dx x a-hbxn? = -§ x a -h bx n P * x4i*g

rn — n
jXA

- r_ r_ v— v v rn ~ în J»u _ r—IXr— t v ._« „rn— j-n > - i y »• — t y r- 3 w
jx^-i^ii ^ A !T ixi-ixj-t. ? 6* * 7xT^'ixV-lx/"-} x

6* * ^ JXj-lXi-iXJ-JXj-4 i> * cx
•

l U1LU

fans changer l'expreffion des expofans, S. gx
m
Jx x a -t-bx

n

Remarque IL

183. QUand le fécond terme bx n du binôme a— bx
n

eft

négatif, il faut changer les fignes des termes de la formule

dansjefquels b a une dimenfion impaire, c'eft-à-dire du i
ec

terme
,. du 3

e

y
du 5

e
, &c%

Corollaire I.

^4. Si l'on veut avoir par la même féconde méthode la formule

où les puiflances de la changeante x qui en diftinguent les

termes , ayent pour expofans la progrefîion m -+• 1 , m -t- r

-\-n 3 m-t-i-t-m, &c. c'eft-à-dire la formule de l'intégrale

qui convient à gx
m
dx x a -+- bx

n

, en prenante pour le pre-
rr

mier terme du binômes -+- bx" $ i°. il faut multiplier la

quantité qui efl: hors du (igné par *q
, Se divifer celle qui

eft fous le figne par la même grandeur, 6c l'on aura (A)gxmdx x

a-^bxn?=
( D )

gxm - q dx x ax - \ -+- bx
n —i . i°. il fautfup-

pofer œ+^+ i =— f , & non pas à «— £, & l'on trou-

vera qr=.^f^-. Subftituant cette valeur de q dans (B)»

on aura (A) gx
mdx x ^ -*-£*" =-(C) g x p-*- 1 àx (D)^xFT~î

• I -+- n
m .+. I

H-^x—P + r . 3 . Il faut fuppofer (E) z^= ax y * l 4-

^ p + î = x^f^ï * a -t- bx $ ce qui donnera, i°. (F) ^+l

P—|— I m -t- I m + I+np+n
X 01 -* 1

x a+bx l

.i°.{<ç)£= {D).axï^ri '¥-bx
—JTT

Ii ii]
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e» n J^ w-f-i 5LZ__? j ,
w ~f- i -|- np ~+- n t

m+ n f-t-"- P

m — p
Pd

f

oii Ton déduira (C) a: p*'^x=(G)S$Tx \ x </^— (H)

^rpi -x Ju '- 1
*/*. 4°. Il faut fubftituer dans

A^CxT), i°. au lieu de Cx D, fa valeur G—H xBi 2°-&

fubfticuer dans^= G x D —H x D 3 au lieu de £> dans le

terme G xD 3 fa valeur ç j l'on aura. gx
m
dx x a+ bx

n?= jïr+\ x

iX»^— F^F'i «
x * p* 1 dxx ax 7^1 -H

4.*^^—
, dont le terme j+r; X T XX P <***

m -t- I n___t * -+-np-t-n

*x p * *-!-£* f* 1 ~
, eft égal ( en divifant ce qui eft fous

le figne par a:
p* 1

, & multipliant ce qui eft hors du figne

par Km*iï*è±ga±' * U x x^ dx , jtTS.
5°. Il faut prendre l'intégrale de cette équation, & l'on aura

«p i s __ __ P + 1
»+ i4-»y4-» g*S.gW* x <z+£*r= -±-x f x r'

-P
S.xm *

ndxx a+-bxn
, où mettant à la place de z^*

1

fa valeur
p

prife dans (F), Ton aura S. yc*dx x a •+- bx
11 = ( I ) gj^- x

|x x"
1 - 1

x iT^p+ I _-K'?-±l^^%^x^
* m -4— i *

p

a-*- bx
n

. Le terme ( I ) eft le premier de la fuite qui eft l'in-

tégrale que l'on cherche. On trouvera le fécond en fubfti-

tuant dans (I) &. dans (K) m •+ n a la place de m 3
àc multi-

pliant les deux quantités qui en naîtront par le coëficient

du terme (K), On trouvera de même le 3% le 4% &c. comme
—— p

*<8o. ci-deflus ,
* & l'intégrale fera S. qx*dx x a-+~bx n = g x

fttmb. f. .

i P-f-l » 1
m -*- 1 m -j— 1 -t- *p H— » b xm '*' 1 -*'n

d-'rbx X w _j_,_ X~X m _^_ _ x m _|_ _ _^__ n ~^

ffl+i+ g^aym+t+gp+ ia ^ ££ m + i+m o.

é8 5. On peut abréger l'expreflion de cette intégrale, i°. en
divifant le numérateur & le dénominateur du i

er coëficient



Livre VIII: 255
chacun par— n -

y
ceux du fécond coëfîcient par— n x — n

;

ceux du troifiéme par— n x — n x — w • 6c ainfi de fuite.

i°. En retirant au dénominateur du multiplicateur commun
des termes de l'intégrale une — » du divifeur de chaque
numérateur des coéfïciens. 3 . En fuppofant "^~- = s , 6c

SLjI — p z=s — p = rj ce qui donnera m 'hJ^
n = s — 1

,

-n — 5— z
_,
ctu ut _ n

— r 3
~—

t
r — 1

)

» + i + nr+in __ r — 2 ^
&-c ^o £n mettant dans les coèfi-

ciens de l'intégrale s 3 s — 1 3 &c. r— 1 3 r— i 3 &c. à la

place de leurs valeurs , on aura

La féconde formule de l'intégrale de gxm dx x a -+- b x a
.

86. S. gxmdxx a+èxn? ==zrm xa+6xnP
~+~ l

x-lr x
m -i- î— ^zL*

S x 1
- l

Jt X xm- l 'hn
~t--

r Iy '- Z
x M. x v-™-*- 1 *"

Sec

R E M A R Q^U E S.

I.

87. (JUan d la valeur de r dans la première & dans la féconde

formule effc un nombre entier pofitif , il eft évident qu'elles.

font trouver une intégrale finie, quia autant de termes qu'il

y a d'unité dans le nombre entier r.

IL
p

] 8. Quand te fécond terme du binômes -+- bx n a le fîgne —

,

il faut changer les lignes de tous les termes dans lefquels b

a une dimenSonimpaire.

I I ï.

3?. Si la différentielle binôme étoit *
m dx x axn + bxzn

, il

feroit facile de trouver par la même méthode une formule

de l'intégrale de cette différentielle 3 on la laifle à trouver

aux Le&eurs
y
car ayant enfeigné * à préparer toute difFeren- *£

77.

tielle binôme de manière que la changeante x ne fe trouve

qu*au fécond terme, les deux formules précédentes fuffifenc

pour trouver ies intégrales de toutes les différentielles

binômes.

I V.

a0t On peut trouver par la même méthode deux formules

pour l'intégrale de la féconde forme de la même difFeren-
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,p -i
tielle, qui eiï: gxm * npdx x b~>rax~

n
, Tune en prenant ax

pour le premier terme du binôme, l'autre en prenant le ter-

me confiant b pour le premier terme du même binôme
3
mais

comme les deux que l'on a données font îuffifantes , on ne

s'y arrêtera pas.

application des deux formules à un exemple pour en faire

voir l'ufage.

691. J^Our trouver par la première formule l'intégrale de la
9

différentielle h s x l dx x 1 h- x * , il faut fuppofer g= h 5
j

a= i ; b= 1 ; m = — f-» = ij^>= i:ce qui donnera

r=— \ Et la valeur de r n'étant pas un nombre entier , on

ne feauroit avoir par la première formule l'intégrale finie de

la différentielle propofée : c'eft pourquoi il faut fe fervir de

la féconde formule & fuppoferg= tf; a= /' j £= 1 ; w=— |j

8-1 \P=l s
s= m

-!i=ï ; '=^7— />= -*- 3- La va-

leur de r étant égale au nombre entier pofitif 3, cela fait

voir que l'intégrale de la différentielle propofée fera finie

& aura trois termes. Pour avoir cette intégrale, il ne faut

plus que fubftituer dans la féconde formule les valeurs de

g, a , b 3 m 3 n 3 p 3 r 3 s j & l'on aura — hf x 1 +- x
T

5— ç^-^x * h- fôrxTï*
2
Pour l'intégrale de la différentielle

propofée.

V. R E M A R QJJ E.

69 2 . Cj U a n d on ne peut pas trouver par le moyen des deux

formules précédentes l'intégrale finie d'une différentielle

binôme propofée , on peut toujours avoir cette intégrale

par approximation , en continuant de fubftituer dans les ter-

mes des formules les valeurs des lettres de ces formules prifes

de la différentielle propofée ^ & il faudra chpifîr celle des

deux formules pour l'approximation dont les termes iront

le plus en diminuant. On peut auffî employer les méthodes

du Problême de l'art. 175, comme Ton a fait dans la quatriè-

me Sedion de la féconde Partie.

Corollaire IL
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Corollaire II.

Où l'on donne deux formules déduites de la formation des deux

précédentes pour trouver les intégrales finies des différentielles

binômes , dont on ne peut trouver les intégrales exactes par les

formules qui précèdent
j & cela en fuppofant données les inté-

grales de quelques différentielles binômes dont on ne peut pas

trouver les intégrales exactes par les formules qui précèdent.

O p + i

N fuppofera pour abréger u= gx a-\- bx
n

5 & l'on

écrira dans chaque formule non feulement les termes des

formules précédentes, qui font chacun une intégrale, mais

on écrira aufîi en parenthefè, pour les distinguer, chacun dans

Jeur rang les autres termes qui ont fait découvrir les prece-

dens,& qui ne font marqués que par (S.) qui vçutàiïQfomme.

T r o 1 s 1 e'm e Formule.
Premier terme de l'intégrale.

94. o.gxdxxa^-bx = ïttiTïïp x j x u

x

v — »-*-i + »]»
x

A Second terme de l'intégrale.

B
p

( h- 5*
x

i£-
x

-* 1 - 1 "
. x f; x S. <?x

m~^dx x a 4- b x
n

)

Troifiéme terme de l'intégrale.

^~ w + I * » p x »»'• I -f » i
7 - » X '«-+• I -f » /» - » 1 A

£} * » .*

/ »n.1-iiX'»-t-I- I » '< '" + I - ! " v .fi v C /rvm -3 n //vv

rf-h**"')— &C
Q^u atrie'me Formule.

Premier terme de l'intégrale.

a Second terme de l'intégrale.

S. gx^dx x a + bx
J — ZtWZîïïî * è x a*"**1*"

b
p

Troifiéme terme de l'intégrale.

m + I -t- nfM- 11 X »« h- I -»• » P -t- 1 » X I èô t H- 1 + tn / m -t- I +nf+ )i y
"+" w+lX» + I+«X»+I+i» X

*J
X

V w +• I~X

95-

,1 +»f .+. lu X »» -t-I -f-»P -*- ?»

7"ome II. K k
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Avertissement.
(_/N peut continuer facilement ces deux formules tant

qu'on voudra , les termes que Ton a mis fuffifent pour cela.

On peut aulTi en abréger les coeficiens en fuppoiànt que r

Se s ont ici les mêmes valeurs que dans les formules précé-

dentes
5
mais on a cru qu'il valoir mieux les biffer tels que

la féconde méthode les donne immédiatement , afin que les

Lecteurs viffent clairement la formation de ces deux for-

mules.

Remarque sur ces Formules.
^?6. ^{ l'on fuppofe comme connue ou donnée l'intégrale de

celle des différentielles qu'on voudra marquées^ 3 i?,C5
&c.

dans la troisième formule , & a , b , c , &c. dans la quatrième,
p

l'on aura pour l'intégrale de ladirrerentieliegjc
n
V.v x a-*-6x

a
'

tous les termes r, i, },&c.qui précèdent cette différentielle

donnée , en y joignant l'intégrale fuppofée de cette différen-

tielle avec le coefficient qu'elle a dans la formule. Par exem-
ple fi l'on regarde comme connu'e l'intégrale S. gx

m ~ z dx x
P r

a -+- bx" 3 l'intégrale de la différentielle gxm dx x a -+- bx
il

fcr<\ T I n -t-I— :i "*'"»XI J_

n, *. I _ 1 , »-i.I-»Xm.«.I-ln ** C iu - in J

p

a ->r bx . Il en efl: ainfi des autres.

De'finition et Remarque.
^57* U N e différentielle qui n'a qu'une même changeante x 3

comme font les différentielle s ^i?, C 3
&c a,b,c,&c des

formules précédentes peut être regardée comme l'élément

de l'aire ou de la quadrature d'une courbe • il y en a auflî

quelques-unes qui font les élcmens de la rectification de
quelque courbe : c'eff pourquoi quand l'intégrale d'une dif-

férentielle propofee contient avec les termes 1 , 1, 3 , &c>
(qui font des termes complets de l'intégrale) l'une des diffé-

rentielles^ , B ,C , Sic. ou a, b, c, &.c. on dit que foa inté-

grale eit dépendante de la quadrature d'une courbe, ou de
la rectification d'une courbe, ou qu'elle s'y réduit

j & que
cette quadrature oy rectification étant fuppofée, on a l'inté-

grale finie de la différentielle propofee. Mais comme les
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Scellons coniques font plus fimples que les autres courbe*

,

qu'on s'y eft plus appliqué qu'aux autres , & qu'elles font de-

venues par là plus familières , c'eft d'ordinaire à leur qua-

drature &. à leur rectification fuppofée comme connue
,
que

l'on réduit les intégrales des différentielles qui n'en ont pas

d'exactes ou de finies par la première & féconde formule, 6c

qui n'en peuvent avoir de finies que par ce moyen , c'eft-à-dire

elles ont pour intégrale quelques termes d'une intégrale

exacte , & pour dernier terme elles ont l'expreffion de la qua-

drature ou de la rectification de l'une des Sections coniques

,

de manière que cette quadrature fuppofée , leur intégrale

eft finie.

S9&, La troifiéme & la quatrième formule font connoître quelles

font les différentielles dont les intégrales fe trouvent finies

en fuppofant la quadrature ou la rectification d'une Section

conique
, Ocelles font trouver ces intégrales. Pour le conce-

voir clairement il faut avoir prefent les élemens de la recti-

fication & de la quadrature des Sections coniques dont on a

mis la plupart dans la féconde partie troijïéme Setiion depuis l'ar-

ticIeï$ijufqu'à6io,fcd.vo\r(i)rdxx rr— xx l eft l'élément

de la rectification des arcs qui ne pafîent pas le quart de la

circonférence; (i)adx x aa—xx~% en fuppofant que a eft le

diamètre , eft l'élément des arcs qui ne furpalTent pas la

demi. circonférence
; (3) rrdx x rr-\-xx , en fuppofant la tan-

gente d'un arc= x,c(l l'élément des arcs moindres que le

quart de la circonférence
5 (4)

*
z

x px-\-^.xx L eft l'élé-

ment d'un arc de parabole. On ne met pas ici ceux qui ne

fe réduifent pas à l'expreflion générale qu'on a donnée d'une

p

différentielle binôme gxmdx y a -+- bx
n

.

Les élemens de leur quadrature font (5) dx rr— x~x T

du cercle quand x commence au centre
5
(6) dx x ax — xx *

quand .v commence au fommet du diamètre a ; ( 7 ) dx x

aa-^r xx T de l'hyperbole équilatere par raport à ion i
er

axQ,($;dxxaa + xx^ de la même par raport au fécond
' V

• Kk ij
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i i . t_

axe $(9)2^ ^ dx x ijtpx—pxx i de l'ellipie
^ (10) ia t dx x

— au -p-^ pxx x de l'hyperbole par raport au premier axe^

(u) iù z dx x nbb -+ tcxx * de la même par raport au

fécond axe ^(ii) dx x î-j-x*
1

d'un quadriratere hyperboli-

que par raport à l'afymptote 5(13)4 x ldx x aa— xx ~ * d'un

fegment de cercle
^ (14) \ aadx x ax—xx" T d'un fecteur

1

de cercle -

y (15) \rrdx x rr— xx * encore d'un fe&eur de cer-
— 1

**43. cle
j (16) { rdx x 1 -\-xx* d'un fecteur d'éllipfe dont la moi-

tié du fécond axe eft l'unité, r la moitié du premier axe, &c

le fommet eft au centre -(17)! aadx x — aa-\-xx * d'un

fecteur d'hyperbole équilatere par raport au premier axe^
1^

(1 8) \aadx x aa-^xx 2 d'un fe&eur de la même hyperbole
_ r

par raport au fécond axe ; ( i<))~aapdx x — i~a-
s

p -Jnapxx z

d'un fecteur d'hyperbole par raport au r r axej (10) jbb^tdx h
« 1

ib*p -+- ibvrxx z d'un fe&eur hyperbolique par raport au,
_ 1

fécond axe
j (2 1) ± aapdx x ia ]

p
— zapxx T d'un fecteur

d'ellipfe. Si l'on met le figne S. de fomme ou d'intégrale-

devant chacun de ces élemens, cela en marquera l'intégrale,

fuppofée.

€99. On remarquera dans ces élemens de trois fortes de diffé-

rentielles 3 les premières, comme la première, la féconde, &c.

font toutes réduitesà ladifFcTenriclJegeneralexV.* x a-^-bx
1
'

;

les fécondes font celles où le premier terme du binôme fous

le figne contient la changeante x , comme la 4
e
, la 6 , &c

Il faut préparer ces Secondes pour les réduire à la difTeren-
i_

tielle générale
3
par exemple on réduira la 6 e dx x ax— xx z-

à x ldx x a — x z
. Ilfaut faire la même chofe dés autres Sem-

blables. Les 3
cs font la 3% la 1 2

e
, la 16 e

, où le figne du binôme

effc— 1. Pour les comprendre dans la 3
e & la 4

e formule , il

faut fuppofer u = a •+• bx\ tT
1 —a-i-bx" , & u~ l * r= «a

1 - 1 =0
z=zœ-^,bx

n
5 &. remarquer que uP = 1 : car dans la
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i

tel

progreflion géométrique ~- u° , ux

, u
z ,u\ Sec. il eft évident

quele premier terme u°, elH'unité ,
puifque ^- 1 , u\ u\ u\ &c.

ainfi il faudra pour ces troifiémes différentielles fuppofer

dans la troifiéme & la quatrième formule u= i . Ces chofes

fuppofées.

Vfâge de la troifiéme & de la quatrième formule pour connohre

les différentielles dont les intégrales deviennent finies en fup-

pofant les quadratures ou les rectifications des[celions coniques ^

& pour trouver ces intégrales.

>o. i°. Pour avoir d'abord la différentielle la plus (impie dont

l'intégrale dépend de la rectification fuppofée d'un arc de
\_

cercle marquée par ( i ) S. rdx x rr— xx l
, il faut fuppofer

p

que dans la troifiéme formule (A) S. gxm ~ ndx x a •+- bx l

eft

(i)S.rdxxrr— jcx" t& mettre au lieu deg, a, b 3 n,p^ leurs

valeurs prifes de ( i ) , & ne laiffer d'indéterminée que m , &
p i

l'on aura S. gx™~ ndx xa-^bx" = S. rx
m~ ldx x rr— ix

z *

r= S. rx°dx xrr— x z x
. ïl faut en fuite trouver la valeur de m

en fuppofant m— z = o j ce qui donnera m = i. U faut

mettre dans la différentielle générale g x
mdx x a + bx"

p
, le3

valeurs de toutes les lettres indéterminées , & l'on aura
———— — i.

S.rxzdx *rz— x1
* pour la différentielle la plus (Impie que

donne la première formule dont l'intégrale dépend de la

rectification fuppofée S. rx°dx x rr— xx
Pour trouver à prefent l'intégrale finie de la différentielle

— _ i

rx^dx x r*— xz~
*

, il faut fubftituer dans le terme ( i ) & (A)

de la troifiéme formule , les valeurs des lettres indetermi-
,

i

nées prifes de rx
zdx xr1— x1

* , & l'on trouvera S. rx~dx x

r~— xz " r=— | rx
1

x rr— x 1
* H- r rr x S; rdx x rr-—xx 2 î

c'eft l'intégrale de rx
zdx x t

x—x1 z
-

i°. Pour avoir la différentielle plus compofée d'un deoré
que la précédente , & dont l'intégrale finie dépend de la

même rectification fuppofée d'un arc de circonférence > il

Kk iij-
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faut fuppofer dans la troifiéme formule (B) S. gx m~ x * dx x

a-*-bx
n = S. rx°dx x rr— xx " z

j Se faifanc les mêmes

opérations que dans Je premier article, on trouvera que m
= 4, & que la différentielle , dont l'intégrale finie dépend

de la même rectification
,
qui fuit la plus (impie , eft r x dx x

j_

f-— xx z
j Se l'on trouvera que Ton intégrale finie (en mettant

dans les termes i , i , B de la troifiéme formule , les valeurs
_i\

des lettres indéterminées prifes de rx4dx x r— x- z ' eft

— \rx" x rr— x z L — } rV x rr— x* * -t- -| r
4 x S. rdx x

T

rr— xx z
.

3°. On trouvera de même que la différentielle fuïvante

eft rx
6dx x r

l— x 1 l
3 en fuppofant dans la troifiéme formule

p i

(C) S. gxm
~ udxxa+ bx

x = rx°dx x rr— xx T
, & l'on

aura fon intégrale en fubftituant dans les termes i , i
, 3 & C,

les valeurs dem 6c des autres indéterminées prifes dans rx6dx x
_ 1

r'— x- -. Mais fans fe donner cette peine, il eft vifîble

que fi l'on met dans gx
m
dx x rr— xx z fucceffivement 2, 4,

6 3 & tous les autres nombres pairs , à la place de ?n s
Ton aura

toutes les différentielles de fuite que peut donner la troifiéme

formule, dont les intégrales finies dépendent de la rectifi-

cation fuppofée donnée d'un arc de circonférence marquée

par S. rdx x rr— xx~ T
$ & que l'on aura l'intégrale de cha-

cune en prenant autant de termes d'intégrale de la troifiéme

formule, que 1 fe trouve de fois dans le nombre pair qu'on
prendra pour m, Se qu'il v aura de plus le terme qui les fuie

immédiatement marqué par l'une des lettres A, B, C, &c.
avec fon coefficient

3 èc fubftituant dans tous ces termes les

valeurs des indéterminées prifes dans rx
m
dx x rr— .x:x~ r , ou.

au lieu de m on aura mis ce nombre pair.

En fe fervant de la quatrième formule comme l'on a fait

de la troifiéme dans les art. 1 , ï , & 3 , l'on trouvera que fi

l'on met fucceffivement dans rx
mdx x rr— xx. - à la place
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«îe m 3 les nombres pairs négatifs— 2 , — 4, — 6 , &c. l'on

aura toutes les différentielles que Ton peut trouver par la

quatrième formule , dont les intégrales dépendent de la

rectification fuppolée d'un arc de circonférence marquée
t

par S. rdx x rr— xx - & que pour avoir l'intégrale de cha-

cune , il faut prendre de fuite dans la quatrième formule

autant de termes marqués i, 2, 3, &c. qu'il y a de fois— 2 dans

le nombre pair négatif qu'on voudra mettre à la place de m
1

dans rx
mdx * rr— xx i

, & déplus celui des termes mar-
qué a, b, c, Sec. qui les fuit immédiatement avec fon coefi-

cient, & y fubdituer les valeurs des lettres indéterminées,

prifes dans rx
mdx x rr— xx z où l'on aura déterminé m y

en mettant à fa place ce nombre pair négatif.

Avertissement.
1 L fufïït ici d'avoir fait clairement concevoir la méthode
& la manière de l'appliquer ^ èc on laiffe aux Lecteurs qui

voudront le la rendre familière , &. acquérir l'habitude de

connoître tout d'un coup les différentielles dont les intégra-

les font finies, en fuppofant les rectifications ou les quadra-

tures des Sections coniques
3
on leur laiffe, dis- je, à trouver

les différentielles qui fe rapportent aux autres rectifications

& aux quadratures des Sections coniques qu'on a mifes ci-

deflus * , èc à en trouver les intégrales finies par la 3
e & 4

e
* £>,S.

formule- ils nefçauroient plus y avoir d'autre difficulté que
celle du calcul. On va feulement l'appliquer aux différen-

tielles dont l'intégrale finie dépend de l'intégrale fuppofée

des différentielles delà 3
e forte* qui ont— i'pourfig-nedela * 69?.

-, _____ _ 1

différentielle binôme, comme la(n)i^x i±x
,

Pour trouver les différentielles qui fe rapportent à \x zdx x

1 _t* par le moyen de la troifiéme formule,' i°. il faut

fuppofer(A)S.g*ri-Vx *7TT? P '= S. \x°dx ** ±x c

y

ce qui réduit
( A) , en laiffant la feule indéterminée m à

S. ix
m~ xdx x 1 riz.*

1
. Il faut enfuite fuppofer x

m ~ J = x° 3

ou plutôt m — 1 = o , ce qui donne w_= 1^ & mettre dans
p

la différentielle générale gxVx x a-* bx
n

?
les valeurs de
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toutes les indéterminées qu'on vient de trouver, & elle fera
— 1

changée en \x
ldx x i±^' j c'eft la différentielle la plus

fîmple dont l'intégrale dépend de la quadrature de l'efpace

1
— J

hyperbolique marquée par S. \dx x l rtr x
. Pour en avoir

l'intégrale il faut fubftituer dans les termes 1 & A de la troi-

fiéme formule les valeurs des indéterminées pnfes de \x
ldx x

—1
699. 1 -f- x 1

ï
& l'on trouvera , en fuppofant u = 1

* comme on

l'a fait remarquer, 4^ x1 -H S. ix°dx x. l+*1

pour l'inté-

grale de \x
ldx x 1+ x 1

On trouvera de la même manière par la fuppofition de

*H. (B) * S.gx
n ~ia

dx xa + bx
a?= S. ix°dx x i±x* ~\ queixV.*x

—j — 1 .

1 -±_x eft la différentielle qui fuit la plus fimple , donc

l'intégrale fuppofe la quadrature S. idx x 1 -±_
xI

, & l'on

aura fon intégrale Hh { x1— x* +- S. ix°dx x * -*- * , en

fubftituant dans les termes 1 3 2 et B de la troifiéme formule,

les valeurs des indéterminées prifes de \x
rdx x 1 H£ x

L'on verra clairement en faifant foi-même ces opérations,

qu'en augmentant de fuite d'une unité l'expofant de x hors

d'u figne , l'on aura toutes les différentielles que peut don-
ner la troisième formule , dont les intégrales finies dépen-

dent de S. \x°dx x 1 +- x1

5 par conféquent fi l'on écrit
— 1

ix
mdx x 1 hh x 1

t
& qu'on mette fucceflivement au lieu

de m les nombres naturels 1, 2
, 3 , &c. l'on aura toutes ces

différentielles 5 & pour en trouver les intégrales , il faudra

prendre dans la troisième formule autant de termes 1,2,

3 , &c. que le nombre mis à la place de m contient d'unités

,

en y ajoutant celui des termes A , B , C , &c. qui les fuit im-

médiatement avec fon coeficient , & y fubftituer à la place

des indéterminées leurs valeurs prifes de \x
mdx x * ±x l

où l'on aura déterminé w, en mettant à fa place le nombre
qu'on aura voulu.

On trouvera de même par la quatrième formule les dif-

férentielles dont les intégrales finies dépendent de ix°dx x

1 ±:x l \ il n'y a de différence qu'en ce qu'il faut mettre

les
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1

les nombres négatifs— i,— 2,— 3, &c. dans ix
m
dx x i^.v 1

à la place de m.

On trouvera de la même manière quelles font les diffé-

rentielles dont les intégrales finies dépendent de l'intégrale
r -— 1

fuppofée*(3) S.rrdxx rr-^-xx , 8cde (16) S. \rdx x 1 +xx , *<î
9 8.

& on trouvera enfuite les intégrales finies de ces difleren-

tielles par la troifiéme & la quatrième formule.

APPLICATION DE LA SECONDE METHODE
aux différentielles trinômes reprêfentéespar l'expreffion générale— __

p

gxmdx x a 4- bx" -h ex"
1

; pour trouver leurs intégrales.

12. ON fuppofera comme aux binômes gx
m
dx x a+- bx" 4- fx1B

q q q=^m+VA:x^"'
-
F-4-^n ~ f-i-rx

111

^ ,& l'on déter-

minera la valeur de ^ en fuppofant»*4-^=— |

—

f^ 6c non
pas enfuppofant?w4-^= i«— -?— 1

?
ni #? -\-q~n— -— 1.,

parce qu'on fetrouverok embarrafle dans ces deux dernières

fuppofitions : on aura donc q= r™t-f
. 2c fubftituant cette

~~ ——
' --- p m — p

valeur de q 3 on aura gx
m
dx x a-\-bx"+cx Zn = £•* p^ dx x>

a x. * + l - -* bx. ?* L +- c-.x
' '-+ 1 --

. on fuppofera ^

r= ax »+» 4- £x f*~ ~ -h ex ' f*i
;
& continuant

l'opération comme dans les binômes, on trouvera d'abord
Premier terme de l'intégrale.

S. gx
m
dx x a -h bx

n
4- cx^ = £*- x £ g*"^

1
x ^ -t- &? h- ex1 "

P "

'

m
*ÎZT" * Tx S-g*

m ""V* x a 4- **" 4- £*
ln — éigtspt^ i

£x S.gx
m* in

^.v x ^4-^xn
4-rxin

, où Ton a déjà le premier

terme de la fuite infinie
,
qui efE la formule générale de l'in-

tégrale des différentielles trinômes
5
& de plus l'on aie moyen

de trouver par ordre tous les autres par des fubftitutions à
peu près comme dans les binômes.

Par exemple pour trouver le fécond terme , il faut fubftfè
tuerw4-« à la place de m dans le premier terme, dans A de-

dans B-.& leurs cocficien&,.& multiplier les trois quantités,
Tome IL. JJJ,
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qui naîtront de ces fubftitutions par le cocficient de A,èC

Second terme de l'intégrale.

l'on aura —ZZ\ZX&1 -4 &"** x -*<*»«*"**
c ___

D

^n— x '

—

«j»^— X -4 x û - g* ÛAT X <tf -*- £*

f a:

Pour trouver le troifiéme terme , il faut ne faire qu'un feul

terme de B 6c de C , en réduifant le cocficient de B au déno-

minateur de C, ce terme fera — m±j+^+inxn, + ïïn
m

_«,

E

jT^'^yxy^fc8^ x g x S. g***- <fc x7^7v7PnP

Il faut enfuite fubftituer dans le premier terme , dans A 6c

dans B,w+i»à la place de m dans les expofans 6c les coëfï-

ciens , 6c multiplier les trois quantités qui en viendront par
le cocficient de E, 6c l'on aura, en nommant* le cocficient

Troiliéme terme de l'intégrale.

deEpourabreger
)
*x rT|irn x4gx

m -<- I -*-ln x^-t-^ 1,

-+.fx
lnp4~ I

F

<—e**V+i n

l:

ïn**i x S - gxm + ln dx x ^H-^ n -i-^lnp— * x
G

'Êl'iïï?* x 7 x S. gAf"* 4" <fc x a+ bx^+cx* p
.

On trouvera de fuite le4
e terme, le 5% & autant d'autres

<]u'on voudra, de la même manière qu'on a trouvé le 3% 6c

l'on en fera la première formule. On fera par la même mé-
thode une féconde formule pour la féconde forme gxm * lnp

dx x
—

p

c-\- bx~R
-\-ax~

ln des différentielles trinômes où les expo-
fans n font négatifs : On fera une troifiéme formule pour
les différentielles trinômes 011 les expofans n font pofitifs

,

dans laquelle on écrira après le premier terme, les quanti-

tés A 6c B 5 après le fécond terme, les quantités C ôc D 5 6c

ainfi de fuite. Enfin on en fera une 4
e pour les différentielles

trinômes où les expofans n font négatifs, dans laquelle on
écrira après le premier terme les quantités a 6c b

5 après le

fécond terme, les quantités c 6c d, 6c ainfi de fuite. On peut
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aifément imaginer ces quantités a , b , c , d , Sec. de la 4

e for-

mule, quoiqu'on ne les ait pas formées ici ; où l'on fe con-

tente de faire bien concevoir aux Lecteurs les méthodes de
faire eux-mêmes les formules , de manière qu'ils n'y puiiTent

plus trouver d'autre difficulté que la peine du calcul.

On peut par la même méthode faire des formules pour

les différentielles quadrinomes
,
pour celles qui ont cinq

termes , fix termes , &c.

Usage des Formules,
vj Uand dans la réfolution des Problêmes on trouve une
différentielle trinôme, dont l'intégrale donne la réfolution

que l'on cherche , il faut réduire cette * différentielle à l'ex- * 677;

preffion des différentielles trinômes , &c enfuite fubftituer

dans la première formule de l'intégrale de ces différentielles

les valeurs deg,<*,^,f,?«,#,^, prifes de la différentielle

propofée $ & fi l'on trouve une intégrale complète 6c finie

,

on a ce que l'on cherche : fi on la trouve infinie, il faut ré-

duire la différentielle propofée à la féconde forme, en ren-

dant négatifs les expofans n 3 & fubftituer dans la féconde

formule de l'intégrale qu'on aura faite pour cette féconde

forme, les valeurs des mêmes lettres prifes de la différen-

tielle propofée réduite à la féconde forme 3 & fi Ton trouve
:

l'intégrale complète &. finie , Ton a ce que l'on cherche
,

mais (i l'on trouve une intégrale infinie, on n'aura l'intégrale

que par approximation
,
qu'on pourra continuer tant qu'on

voudra, en choififfant celle des deux formules par le moyen
de laquelle les termes de l'intégrale approchée qu'elle donne:

de la différentielle propofée , vont .le plus en diminuant.

R E M A R Q^U E.

O N a fait voir* que l'on pouvoir par la 3
e & la 4

e formule , * £99 .

qui repréfentent les intégrales des différentielles binômes,

trouver les intégrales finies de celles de ces différentielles

qu'on pouvoit réduire à l'intégrale fuppofée connue de la>

quadrature ou de la rectification des Sections coniques : fî

l'on forme la 3
e ôt la 4

e formule de l'intégrale des différen-

tielles trinômes, lefquelles formules auront, outre les ter-

mes 1,2,3, &c - de l'intégrale, les quantités marquées A, B„
G, &c. dans latroifiéme, &c a, b, c, ôcc. dans la quatrième:

L 1 ij
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on trouvera aufll par leur moyen

,
quelles font les différen-

tielles qu'on peut réduire aux quadratures & aux rectifica-

tions fuppofees connues des Sections coniques, c'eft-à-dire

dont on peut trouver les intégrales finies en fuppofant ces

quadratures ou rectifications, ôc l'on pourra en même tems

trouver ces intégrales finies.

Pour le faire concevoir clairement on fera remarquer,
3°. que les différentielles binômes qui contiennent A-*, & qui

font les élemens de la quadrature ou de la rectification des

Sections coniques, peuvent facilement devenir trinômes ;

car en fuppofant f+xoiu — a; au lieu de x 3 c'eft-a-dire en

fuppofant à l'origine des x une grandeur connue e , & que

la changeante x ne commence .qu'à l'extrémité de la con-

nue e ^ & fubftituant e-+-x
z
à la place de x 3

par exemple dans

?W. l'élément de l'aire du cercle *
(5) dx x rr— xx T

, & dans

celui de l'hyperbole équilatere {%) dx x TTa +• xx T
, le pre-

1

mîer deviendra dx x rr— ee •+- zex— xx x
, Se le fécond

dx x a a -\-ee-t- zex -+- xx *
,
qui deviendront, en fuppo-

fant dans le premier rr — ee = f , & dans le fécond aa -+- ee

s=f3 dx x r +- iex — xx *
> dx x /"-h icx + xx L

. Il en eft

de même des autres. L'on pourroit aufTi fuppofer e — a: au
lieu de x. i°. Que pouï avoir les intégrales finies des diffé-

rentielles binômes qui fe réduifent à la rectification où à la

quadrature des Sections coniques , il ne faut fuppofer qu'une
quadrature ou une rectification j mais qu'il en faut fuppofer

deux pour les différentielles trinômes qu'on y peut réduire
;

trois pour les différentielles quadrinomes , & ainfi de fuite.

Il fuffira d'en donner ici un exemple.

Pour trouver les différentielles trinômes dont les intégra-

les finies fe réduifent à la quadrature de l'hyperbole ix°dx x

f~iriex-*-ixx l
3

i°. on fuppofera que la quantité A
r

S. gxm
~hndx x a +• bx

n
-+- ex

1 * = S ix°dx xf-+- îex -+- ixx *
,

& l'on fubftituera dans A les valeurs des lettres g, a } b 3 c > n3p\

prifes de S. ix°dx x /-t- lex •+- ixx x
, en laiffant la feule in.
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déterminée m 3 Se S. gxm - ndx x â+Tx"+ cx ln ?
deviendra

1
S. ixm '*m

' ï dx xf-*- icx-i- ixx * . i°. On fuppofera m -h i = o,
• — p

£e qui déterminera m=— 1 5 ainfi gx
m
dx x a+ bx

n
-+- cx

lm

deviendra ix~ l dxx /-+- iex+ ïxx j
. 3 . Onfubftitucrales

valeurs des mêmes lettres dansifyS.gx^'dx x a+ bx"-*-cx
Zr>F

y

& l'on aura (B) S. gx* ldx xf+iex-hixx'1*

ïl eft à prefent évident qu'en fuppofant la quadrature

S. ix°dx xf-+-iex-t-ixx~ï de l'hyperbole comme donnée, Se

fuppofant encore l'intégrale S. îx'dx x f-*-zex-*-ixxj , la
p

différentielle trinôme rxndx x a-*-bx
u+ cx

iR = \x~
ldx x

, _ __

/*-+- z^at-4- iatat r fera la plus fimple que donne la formule des
différentielles trinômes dont les expofans n font pofitifs,

dont l'intégrale dépend de la quadrature de l'hyperbole ôc

de Pintegrale fuppofée S. ix*dx *f-+-iex+ixx T
, & l'on

aura l'intégrale de cette différentielle, en mettant dans le

premier terme de la formule , & dans les quantités A & B , 6c

dans leurs coëficiens, les valeurs des lettres g, a , b , c 3 m 3——————
__,

n 3 p 3 prifes de ix~ ldx x /"-*- i^v-è- 1** *,

On trouvera comme dans les binômes, &en faifant des
opérations femblables aux précédentes, en fuppofant (C)— p -. - __

S. gx
m* In dx x a •+ bx

a
-\~ cx

ln = S. 1 x°dx x f-\- lex-t- ixx z

(qui eft la même quadrature de l'hyperbole
} )

que ix~ zdx x
i_

f-*-iex-\-ixx r eft la différentielle trinôme qui fuit la plus

llmple qu'on vient de trouver, dont l'intégrale finie contien-

dra deux termes complets, & de plus l'intégrale fuppofée de

l'hyperbole, & encore l'intégrale fuppofée (D) S.gx^^^dx x
p I

a «+- bx
n
-h cx

in = S. ixxdx x /"-+- lex •+- ixx *. De manière

qu'en fuppofant m égale fuccefîîvement aux nombres néga-

tifs — 1,— 2, — 3, &c. l'on aura les différentielles trinômes

pour les expofans n pofitifs , dont l'intégrale finie fe réduit
_

à la quadrature fuppofée de l'hyperbole dx x /h- icx-\-xx ^
Ll iij
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!.

en fuppofant outre cela pour la première m de ces differen-
———————— L

tielles l'intégrale donnée S. ix'dx x /h- iex-*-ixx L
-, pour

la féconde S. ixz dx x f-+- iex + ixx^ ; & ainfi de fuite.

On en trouvera d'autres de la même manière par le

moyen de la formule de l'intégrale des différentielles trinô-

mes, dont les expofans n font négatifs.

On peut appliquer la même méthode aux différentielles

quadrinomes , <kc.

TROISI E'M E METHODE,
Par laquelle on trouve uneformule générale de l'intégrale

des différentielles binômes , trinômes , £$f des autres

plus compofées*

.—— ?

706, x
m
dx x f-+-gx

n
-*-hx~

n
-\-ix

in
•+- &c. x a -+- bx" -4- oc

2,1
'-*- ex**

+• &c. eft l'expretfion générale de toutes les différentielles

complexes qui auront tant de termes qu'on voudra fous le

fîgne quelconque p 3 &c tant d'autres termes qu'on voudra
hors du ligne j il faut en trouver l'intégrale qui fervira de
formules générales pour trouver les intégrales des différen-

tielles binômes, trinômes, Se des autres plus compofées..

1 .. Il faut fuppofer ( 1 ) K= a -+- bx a +- cx
ia
H-rx 5

'1

-*- Sec.

ce qui donnera (i)dK= nbx
n~ 1 dx -+- mcxtn~ldx -+- yiex 1 *~ l dx

44 St£. & changer l'expreffion de la différentielle en cette

autre équivalente f x'Kjdx -+• g^
n4-K ? dx +hx'n * t n ICdx

+±Jx
m *' i *K?dx,-h &ç. ou bien

( 5 ) f+gX
a
-*rbx

z>i
-+- ix 3

'

k

-h &c.

x x
mdx x K p

.

i°. I] faut fuppofer que (4) Axm -" lK^ 1
h- i?/+I+T +I

s- C,ï
ra+,+1T+I

-h D ****+» K? + l
h- &c. repréfente l'in-

tégrale que l'on cherche ^ A 3 B, C 3 &c. foqt des indétermi-

nées qui repréfentent les coëfîciens qu'il faut trouver ^ & il

cft évident par les articles 5 3 S ôc 540, que les expofans delà

changeante x doivent être en progreflîon arithmétique
;
que

dans le premier terme A, l'expofantde x. doit furpafîer d'une

unité celui de x dans le premier terme delà différentielle j,

que dans le fécond terme B il doit augmenter d'une n 3
dans

lfiL-troifieme.de in 3J&, ainii.de fuite, ôcque l'expofant de K.
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doit dans tous les termes être l'expofant f de la différentielle

augmenté d'une unité, c'eft-à-dire/ -+- i.

3 . Il faut prendre la différence de chacun des termes de (4),
œ* 1 K'dKSe l'on aura m +- 1 AxmdxKv+l +;+i A x

m 1 -*-» Bx m + R dxK ? + 1
1 -Sx

m -f- 1 -i-n X F ^iC

?w i-+-î«CAr
m * 1VA;xiCp '+- I

H-/;-+-i Cx m - l + ZrKp dK
+ ,„+1+ i„xDx m+3,,^r+I -+-;+i Dxm + l^ RK v dK
-+-&c. qu'il faut réduire à cette équivalente

( 5)
m +- 1 Axm

dx x

K x K p + f+i A x xxmK ? dK-*-m -t-i + n B x
11

x x
m dx x

/C x K'-*-J+~i B x
1 * n

x x
mK pdK + m-*-\ -+-"1 n CxZndx x *"*

xDx ?n
xiC x r+; + i CxI+ln

x x
mK'dK -+- w-+-i -h 3»

*V*x K x /c
p -+- J^ki Dx , + Jn x x

mK p ^iCH-&c. ou, ce qui

eft la même chofe ( 6 ) w -t- 1 A Kdx —4— /> —*— 1 -^x ^iC -h

#z i-i-sJSxVxiC^-jrW-'i Bx l+ndK m 1 -h i?2 Cxzndx x 2C

+- /> H- 1 Cx l* lndK m- ?«-h 1 -H30 DxînKdx +j> -h i Dxl+indK
+- &C. x x

m
iC

p
.

4 . Il faut mettre dans (6) les valeurs de K 6c de dK prifes

de ( 1 ) £c ( 1
)

, & les difpofer dans l'ordre qu'on voit ici -

y
&

fuppofer que cette différentielle eft égale à la propofée, c'eft-

à-dire que cette différentielle moins la propofée eft égale à
zéro.

f 1 At^dx = m-hi Aa-\-m-\-i Abxn -^-m-\-iAex'ln -+-m-{- i Ae xl a-î- &c.

~H~i XnAbx*-\-p->t-i XinAcxln-\-p-i-i X 3»^* 3n "*"&<:.-f-p-f- 1 Ax dl^ =
-+- w? 4- 1 4-TBx'X^*'=
4-p4-ï Bxn+ l diç. =
4-m4- 1 4-2«C^

In
/C^=

1 Cx 1R + l dK =

•^m-\-i-\-nBaxn-\-m->m 4-»23kvin4-w4-i4-« Bcx^ n
-+-Scc.

+FhX»B^n+Hh X i»Bfx3-4- &c ')xdxxx
mK*=O m

4-w4-iH^«C«^ln4-»""4-i--l-ï«C^î n4- &c
+ P+~X »C**3" 4- &C.

4-rw4-i4-5»D.»3 n
/c^ =

-/ — gx* — hxln

4-w-Hi-î-}«D^3 n
4-&c.

5 . Il faut fuppofer chaque terme égal à zéro , Se trouver

par les équations que donnera cette fuppofition les valeurs

des indéterminées A 3 B 3 C } &c. &. Ton aura A=
tn +• 1 X 4 î

g _ w +. I _ f + 1 X »Xjf

7? = »»-Tx« , &C.
w+l+»X*
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6°. Il faut fubftituer ces valeurs des indéterminées dans (4),.

(pour abréger le calcul on laiffera les capitales^, B, &c. au

lieu de leurs valeurs , excepté dans le premier terme y ) 6c

l'on aura.

La formule de l'intégrale de la différentielle x
m dx x

Y_1_gx ,1

-+-'rix
ln-wx 3n

-H Sec. x a.-h.bx
,, 4-cx1B+.exJ

nP
.

707. at
1"* 1

x a +-ex* +• cx ln

1 x.

»"-f-l-f-«X* jw-Hl-I-wX*

J-m-(-i — PH-iXî» XeA— m~\-\ — p-|-i.Xl»X^-— »»» —f-— *

—

I

—m— p-f-iX» X ^C

m -j- 1 -j- 5« X *

-h &c. Le multiplicateur x"
1* 1

x. ^-t-£x
11

-h cx
tn -* ex

inP +• 6cc
eft commun à tous les termes.

R. E M A R Q^U E.

708. V.JN" peut trouver tant de termes qu'on voudra de cette

formule: Elle contient les formules- des intégrales des diffé-

rentielles binômes, trinômes, &c. Par exemple fi l'on veut

s'en fervir pour trouver l'intégrale de la différentielle bino-
p

me x
m
dx xfx a h- bx" , il faut fuppofer dans la formule, que

les lettres qui ne fe trouvent pas dans cette différentielle

binôme, font chacune égale à zéro, comme g= o, />= o,

i=o,f = o,*=.o, &c. & l'on aura la formule de l'inté-

grale de l'expreffion générale de la différentielle binôme j il

faudra faire la même chofe pour les différentielles trinômes,,

quadrinomes, bec. Elle fait même trouver les intégrales des

différentielles qui n'ont qu'un feul terme comme /W*r 3 en
fuppofant de même chaque lettre de la formule égale L
zéro, excepté/ & m,.

Corollaire I.

T°9 - k_) M trouvera de la même manière par la même méthode*
la formule de l'intégrale de la féconde forme de la même,
différentielle, dans laquelle les expofans n font négatifs

5

mais il faudra marquer l'expofant de la plus haute puiffance

dt.x dans la grandeur complexe élevée à la puiffance dont-

L'expofant
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î'expofant efl: l'unité par une indéterminée , & de même
celui de la plus haute puifïànce de x dans la grandeur com-
plexe élevée à la puiflànce^. Nommant, par exemple } l'ex-

pofant dex dans la première (m) &. dans la féconde (snp)
$,

la féconde forme de la différentielle fera xm + fn + s "P dx x
1 1 1—

1

1 1 — _p
/' — hx~n -hgx~z " H-/*T îa -+- &c. x e-\-cx n -\-bx ln+ ax~ in

+- &c. la lettre indéterminée r marque le nombre entier

pofïtif qui multiplie l'expoiànt n du dernier terme de la

fuite f-k- <çx
n +- hxza h- ix ia -+- &c. Si ix in étoit le dernier ter-

me, r feroit égal à 3 j fi le dernier terme contenoit x7", rfe-

roit égal à 7. De même n* ex in écoit le dernier terme de

si -+- 6xn *+- cxin
•+- ex in

, j dans snp feroit égal à 3 , Sec.

Corollaire IL
[0'UN trouvera de la même manière l'intégrale de la diffé-

rentielle x™dx x / -+- ^xn +- hxln + &C x a-*-bxn ex 1

1
-H&c. x a •-+- /3x

a m- xx 1R +- &c. Il faudra fuppofer 3
1°. K~œ

-+- £xn -f rAr
ln 4- &c. &/ = *-»- £xn •+- xx 1D •+- &c. ce qui

changera la différentielle propofée en x m dx x K p / 1 x

/""*" &*" "*"^ln +* &c - 2 °- c
l
ue l'intégrale que l'on cherche

eft reprefentée par l'intégrale indéterminée x 1" -*" 1 K ï
"* 1 fa* 1 x

A-k- Bx n
-+- Cx ln

-\- Dx>* -4- &c. 3 . Il faudra prendre la dif-

férentielle de chaque terme* , & mettre tous les termes cor- *
53 7,

refpondans les uns fous les autres , de façon qu'ils ne fafîènt

enfemble qu'une même fuite, & écrire au-defîbus les termes
correfpondans de la différentielle propofée avec les fignes

négatifs pour marquer qu'on fnppofe la différentielle indé-

terminée égale à la propofée. 4 . Il faudra fuppofer chaque
terme de cette différentielle égal à zéro , & trouver par les

équations que donnera cette fuppofition les valeurs des in-

déterminées A , B , &c. & lesTubftituer à leur place dans
l'intégrale indéterminée, qui deviendra par-là l'intégrale de
la différentielle propofée.

Usage des Formules des Intégrales.

[ 1. (J U a n d on aura formé foi-même les formules des inté-

grales des expreffions générales des différentielles , il ne

faudra plus dans la réfoliuion des Problêmes que réduire les

Tome II. M m
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différentielles qu'on trouvera à l'expreffion générale des dif-

* 6.77. ferentielles *
., & fubftituer dans la formule de l'intégrale les.

valeurs des lettres des expofans & des coéficiens
,
prifes.

de la différentielle dont on cherche l'intégrale , en fuppo-

fant égales à zéro les lettres de la formule qui ne font pas

dans cette différentielle 5 & fî l'on arrive à un terme dont le

coéficient foit zéro , ou que l'un de fes multiplicateurs foit o
4

& que la même chofe fe trouve dans les termes fuivans

,

tous les termes qu'on aura trouvé qui précéderont celui qui'

eft zéro , feront l'intégrale exa&e de la différentielle pro-

pofée. Si l'on ne peut ainfî trouver l'intégrale finie de la

différentielle propofée par le moyen de la formule de la

différentielle générale dont les expofans n font pofitifs , il

faudra fe fervir de la formule de la différentielle générale

dont les expofans n font négatifs 3. 6c fî l'on ne trouve pas

d'intégrale finie par l'une èc l'autre formule , la méthode ne

peut la donner que par approximation , en fûbftituant dans

autant de termes qu'on voudra de celle des formules qui'

fera trouver les termes qui iront le plus en diminuant par

raport à la différentielle propofée Jes valeurs des lettres des

expofans & des coéficiens prifes de la différentielle propofée

donc on cherche l'intégrale.

Avertissement.
712, vJN fçait par le calcul différentiel * quels doivent être les

*54i. expofans de la changeante x dans tous les termes qu'on

doit fuppofer pour former l'intégrale indéterminée (4) qui

doivent aller en progreffion arithmétique ; ainfi l'on n'a

befoin pour trouver l'intégrale que de trouver les coéfi-

ciens des termes -

y
& c'eftà cela que fervent les indétermi-

nées A , B , C , &c. qui les repréfentent , & qui fervent à les

faire trouver. Cependant on peut employer la 3
e méthode

non-feulement à trouver ces coéficiens, maïs aufîîà décou-

vrir les expofans que doit avoir la changeante x dans tous

les termes de l'intégrale que l'on cherche 5 & comme ils fonc

en progreffion arithmétique , il fuffit de trouver les deux
premiers. Pour cela il faut trouver l'intégrale par parties >.

c'eft-à-dire , en trouver lès termes les uns après les autres.

Cette méthode étant utile pour découvrir les intégrales de
plufieurs différentielles particulières, & même de celles qui
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y

ne font finies que par la fuppofition des quadratures on rec-

tifications des courbes , on a cru la devoir expliquer ici , &
pour abréger le calcul on l'appliquera feulement à trouver

Tintégrale des différentielles binômes xmdx x a -+ bx^

.

Autre manière de fè fervir de la troifiéme méthode 3 en

trouvant Cintégrale par parties.

Intégrale indéterminée A -+- Bxn
•+- Cxin

-+• Dx in +&c, x

x"1
"* 1

Kp"*-
1

.

D'fKren- ^TAa-hm -+- i A b xa

tielle de

Tintcgra'e p -+- i Anb

x

11

indétèrmi- +œ+i -i-nBaxn +w+i+ nBbxln
}> x dxxnK?

née. -*- p -h i Bnbxin

On fuppofera, i o. que le premier terme eft^ x #m +
' K ? * %

[A eft une indéterminée qui marque le coéficient du pre-

mier terme , & qui fervira à le faire trouver -

y
) car il eft évi-

dent par le^ règles du calcul différentiel *
,
que les expofans *«£ ^37 ]

de la changeante x & de la grandeur complexe repréfentée c
3 8.

par K , doivent augmenter d'une unité chacun dans l'inté-

grale. Il faut prendre la différentiel le de Ax™* 1 K^"* 1 ,&l'on

aura , en écrivant les termes de l'intégrale à part à mefure

<]u'on les découvrira , & en écrivant auffi les termes cor-

refpondans de leurs différentielles les uns fous les autres ^ on
aura, dis-je, les deux premiers termes delà différentielle de

l'intégrale indéterminée.

2©. Mais le fécond terme de la différentielle fait voir

qu'il faut fuppofer pour fécond terme de l'intégrale indé-

terminée Bxm + 1 * n
iCp ""'

; car on a befoin de l'indétermi-

née B pour marquer le coéficient du fécond terme , & il eft

évident qu'il faut fuppofer que l'expofant de la changeante x
doit avoir pour expofant m -+- i h- n , afin que la différen-

tielle du fécond terme donne au moins un terme correfpon-

dant au fécond terme de la différentielle du premier terme,

autrement on ne pourroit pas avoir une équation pour dé-

terminer B. Il faut à préfent prendre la différentielle du
Mm ij
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fécond ternie, & l'ajouter à la différentielle du premier.

30. Le troifiéme terme de la différentielle des deux ter-

mes de l'intégrale indéterminée fait voir quelle troifiéme

terme de cette intégrale doit être Cx™* 1 *™ K?* 1

,,& la

différentielle de ce troifiéme terme fera connoître que le

quatrième terme doit être Dx™* 1 *^ K ? + l ,& ainfi de fuite.

Mais quand on a les deux premiers , la progreflion arithmé-

tique des expofans eft donnée, &. il eft inutile de chercher les

autres.

4 . Après avoir pris autant de termes qu'on en voudra
de l'intégrale indéterminée , & mis en ordre les termes de
leurs différentielles , il faut fuppofer que h fuite de cette

différentielle eft égale à la différentielle propofée , c'eft à-

dire, il faut écrire les termes correfpondans de la différen-

tielle propofée, avec les fignes négatifs., fous ceux de la dif-

férentielle indéterminée qu'on vient de trouver
3 fuppofer

que chaque terme delà. fuite que forment toutes ces diffé-

rentielles , eft égale à zéro 3 déterminer par les équations que
donnera cette fuppofitibn les valeurs de A , B , C, &c. & les.

fubftituer à leur place dans l'intégrale indéterminée , & l'on

trouvera par la fubftitution la même intégrale cri'on a déjà,

trouvée;.
*

Seconde Proposition fondamentale
du calcul integral.

714. LA quantité différentielle^* -+- xdy a pour fon intégrale-

* 523. xy *
3 la différences^* +> xzdy-*~xydz^, a pour intégrale xyz^f..

1". 5 2-3°- De même m -+- i x n ~*l

y
mdy + n -+- 1 xn

y
m * 1 dx , a pour irjtéi.

grale/"* 1 x* + \ De même la différentielle
ydx

j/
d) =jT I dx

* 526. — xy~
x dy , a pour intégrale y =: xy~ l

*. De même
T-

n

-^pzJL^y^ f ^ir m <fc._-f #£*->^
a pour intégrale f x

ll

jT
m= —.,

Il faut fe rendre familières ces fortes de différentielles &
leurs intégrales ou il y a plufieurs changeantes , & fur-touc

celles où l'une des changeantes eft au dénominateur j ou bien,,

ce qui eft la même chofe , la puiffance de l'une des chan-
geantes à un expofant négatif. On les a expliquées dans les»

articles 5,23,524., 5 i 5i5 i6.ôt 5
i 7 .
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Troisième Proposition fondamentale.

'iç. Quand une quantité différentielle eft égale à zero,fon

intégrale, quand on la peut trouver, doit être fuppofée égale

aune grandeur confiante
,
qu'il faudra prendre homogène

aux termes de l'intégrale.

Cette grandeur confiante eft ordinairement arbitraire

,

mais il eft fouvent de l'indultrie de celui qui refout un Pro-

blême où fe trouve une telle différence , de prendre une
grandeur arbitraire qui donne la réfolution la plus fïmple.

Soit
,
par exemple , la différence

Zxydy - yy(lx=
s
dont on

trouve par la féconde proportion fondamentale
,
que l'in-

tégrale eft^ =yyx~ l

j il faut la fuppofer égale à une gran-

deur confiante a , & l'on aura ^?=^,ou bien^y= ax pour,

l'intégrale complète.

& E M A R Q^U E S.

l

IÔ^v^Uand une différentielle qui contient deux changean-

tes, eft une équation, & qu'on n'en peut pas trouver l'intégra-

le , il arrive quelquefois qu'en la multipliant par un même
multiplicateur, ou la divifant par un mêmedivifeur, on la ré-

duit à la féconde ou à la troifiéme propofuion fondamen-
tale, c'eft à-dire , on en peut trouver l'intégrale, par ces pro-

portions.

Par exemple on ne fçauroit trouver l'intégrale de la diffé-

rentielle -/=^ , mais en la réduifant à cette expreffion

ixdy—ydx — o , & la multipliant par— , elle deviendra
ii^iri^'cro, dont l'intégrale fe trouve par la féconde pro-

pofîtion fondamentale ~ ;.& la rendant égale à une confian-

te homogène , on aura pour l'intégrale complète ~ =a , oii!

bien yy =;ax.
On trouvera de même l'intégrale de nxdy — ydx= o

,

en la multipliant par-^— • car elle deviendra
*

lx~ —

-

= , dont l'intégrale eft par la féconde propofîtion fonda-
n

mentale -^-, qui deviendra complète en la rendant par la 3©

proportion fondam. égaleà une grandeur homogène a
n~ l

?

car Ton aura^- = an - 1

y
oubknj

n= an
~

l

x..

M m iij^
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On réduira de même la d\fférenÛGl\Qy*dy=<:iaydx— aaxdy

à la féconde proportion fondamentale , en ladivifant par^y -

f

car elle deviendra j/^y = **ydx
Jy*

d
\ dont on trouvera que

l'intégrale eft \yy=^ , ou bienjy*= zaax.

En divifant de même la différentielle ^xxydx-k- ^x^dy

= ictxydy — ayydx par xx , elle deviendra }ydx -t- }xdy
_____ i.rvjy-^yj-

^ dont on trouvera par la féconde proportion

fondamentale, que l'intégrale eft }xy=z^ , ou bien $xx
= ay.

On réduira auflî à la féconde propofition fondamentale

la difTérentielle zaxdy-\r xxdy= aydx -h xydx , en fuppofant

%&= 2. ax -+- xx , ce qui donnera zdz^= adx~\- xdx 3 &c fub-

ftituant 2^& 2^/^au lieu de leurs valeurs 3 l'équation devien-

dra %£y =yd^ ou bien zdy—ydz^= o j la divifant par 2^
l'on aura ^i~^3-= o , dont l'intégrale eft^, qu'on rendra

complète en la fuppofant égale à une grandeur confiante

homogène
-£ 5

& remettant la valeur de ^, l'intégrale fera

by = a y V z ax -\- xx.

Enfin on réduira la différentielle
larjy * l

l

,
Jx

y

y l'xî
x ' lxy ',x == o

à la féconde propofition fondamentale, en fuppofant ax+xK
= 2^, ce qui donnera dz^= adx -+- zxdx -, & fubftituant 2^ au

lieu de ax «+- xx ^ & dz^ au lieu de adx •+- zxdx , l'équation

deviendra 1 "^_~/^ = o -

y
la multipliant par ~ , l'on aura

''
'

v~7- = o , doat l'intégrale eft ^ ,
qu'il faut rendre égale

i* "ï. *-T
__

à une confiante *Mk remettant la valeur de^1
, l'intégrale

fera
v = -

L . On remarquera dans les deux derniers

exemples la manière de réduire l'exprefiion compofée de la

différentielle à une plus fimple, en fuppofant une feule chan-

geante égale à une grandeur complexe.

I I.

7 }7 Quand les différentielles dans lefquelles les changean-

tes x & y , & leurs différences dx & dy font mêlées enfemble

,

font allez fimples , ou quand étant compofées on les peut

aifément réduire aux plus fimples , comme dans les deux

derniers exemples , on connoît d'abord fi l'on en peut trou-
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ver les intégrales par la féconde proportion fondamentale

ou fi l'on ne le peut pas. Mais il s'en trouve beaucoup qui

quoique fimples ne font pas foumifes à la féconde propor-

tion fondamentale , ou qui font fi compofées qu'on ne peut

pas les réduire à des expreffions fimples dont on puiiTe trou-

ver les intégrales par la féconde propofition fondamentale.

Dans ces cas il faut féparer les changeantes x & y &. leurs

différences de manière que dans les termes où font les x èc

les dx il n'y ait pas d'y ni de dy , ôc que ce foit la même
chofe des y tk.dy ^ & enfuite on en cherche les intégrales par

les méthodes qu'on a données pour trouver les intégrales

des différentielles qui n'ont qu'une même changeante , ou
bien l'on s'affure qu'on ne peut pas les trouver exactes

9
&

qu'on ne peut les avoir que par approximation , ou tout au
plus que fi on les veut avoir finies dans plufieurscas , il faut

îuppofer les rectifications ou les quadratures de quelques

courbes.

Cette féparation des changeantes fe fait , i°. par les cal-

culs ordinaires de l'Analyfe
,
par exemple en divifant dans

la différentielle xdy =ydx chaque membre par xy , l'on aura

-} = ^ , cm les changeantes font féparées , & les cas où
cela fe peut faire ne font aucune difficulté. Cela fe fait, 10.

en fuppofant les changeantes de la différentielle égales à

^d'autres changeantes autrement difpofées
;
& fubftituant

dans la différentielle propofée les fécondes changeantes à

la place des premières , on fépare en plufieurs cas les chan-

geantes l'une de l'autre.

Par exemple pour féparer les changeantes de adx=ydy
— xdy , on fuppofera y— x= z^, d'où l'on aura /==2^-*- x

,

&*/y= dz^r- dx 3 & fubflituant ^à la place dey — x , & dz^

H- dx à la place de dy , la différentielle deviendra adx= ^dz^

«+- %dx , ou adx — zdx= zdz^ • & divifant par a — ^ , l'on

aura^A:==^ , où les changeantes font féparées.

Pour féparer aufli les changeantes de l'équation y/y x

xdx -*-ydy= Va x xdy—ydx
, on fuppofera^/= 5 & a:= 7 x

Vaa— z&: Ce qui donnera Vy— V^^dy =M±±idi . dx— * x

Vaa — z&— gJl^S~ - ®n ^bftitucra à la place dev^j,^,,
x 3 dx leurs valeurs ^ & l'on changera par ces fubftitutions

l'équation propofée en cette, autre équivalente atdtVfx vO; *
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aattdx^ ou bien atdty/t x Vaax^— ^= aattd^
qui fe réduit à ^ = y^jfrr, ,

qu'on peut aufli exprimer par

^7t
= y^~= » dans laquelle les changeantes font féparées.

Mais l'on n'a pas de régies générales pour trouver com-
ment il faut fuppofer les changeantes nouvelles qu'il faut

fubftituer à la place des changeantes de la différentielle , afin

de féparer certainement les changeantes.

71g, Dans les cas où l'on ne peut pas faire cette féparation exa-

cte des changeantes d'une équation différentielle où elles font

mêlées , on peut toujours avoir l'intégrale par approxima-

tion
; car on peut par les méthodes du fécond Problême du

feptiéme Livre, art. 1 75 , trouver la valeur dey qui ne con-

tienne que des x & des dx 5 & par conféquent la valeur de dy

aufli en x & dx
^ & fubftituant ces valeurs dans l'équation dif-

férentielle , elle ne contiendra plus que la feule changeante x
& dx , & l'on en pourra trouver l'intégrale au moins par ap-

proximation.

I I I.

Sur les intégrales des différences fécondes 3 troifiémes , &C*

719. 1 Outes les méthodes qu'on a données jufqu'ici pour trou-

ver les intégrales des premières différences , fervent aufli à trou-

ver les intégrales des différences fécondes , troifiémes 3 &c. en *

remarquant que les différences premières font les intégrales

des différences fécondes, que ces dernières le font des troi-

fiémes différences , & ainfi de fuite
5
car il eft évident que dx

eft l'intégrale de ddx
^
que \ dx1 eft l'intégrale de dxddx 3 Se

ainf] des autres ^ ainfi l'intégrale de la différence (econdedxdy
= -~^ !J~ , dans laquelle on fuppofe dy confiante, c'eft-à-

dire que dy n'a point de féconde différence , eft xdy = a

y/dx 2
- -+- dy 1

. On remarquera aufli qu'il faut quelquefois ajou-

ter à l'intégrale qu'on trouve d'une féconde différence , ou
en retrancher une grandeur différentielle confiante du pre-

mier genre , c'eft-à-dire une première différence qui n'ait

pas de féconde différence , ou dont la féconde différence eft

zéro ; &. de même pour les troifiémes différences. La régie
* 664.. que l'on a donnée* pour trouver cette grandeur confiante

dans les intégrales des premières différences , fert aufli pour

les intégrales des différences fécondes , troifiémes , &c.

SECTION
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SECTION IL
Ou Ion enfeigne a trouver les intégrales finies des diffé-

rentielles qui nom quune changeante dont on ne peut

trouver les intégrales exactes , en Juppofant la recti-

fication ou la quadrature des courbes.

Avertissement.
20. (JUand on ne peut pas trouver par les méthodes de la

fection précédente les intégrales exactes des différentielles

qui n'ont qu'une changeante , on peut toujours en trouver

les valeurs approchées tant près que l'on voudra , en fubftî-

tuant dans autant de termes que l'on voudra des formules

aufquclles fe réduifent les intégrales de ces différentielles , les

valeurs des lettres de ces formules prifes des différentielles

dont on cherche les intégrales
;
on peut encore trouver ces

valeurs approchées des intégrales par les méthodes du fé-

cond Problême du feptiéme Livre, art. 175, comme on l'a

fait voir dans la dernière fection de }a féconde Partie. Mais
comme l'on eft plus content de fe repréfenter une grandeur

incommenfurable,( par exemple la racine incommenfurable
qui eft une des valeurs de l'inconnue dans une équation irré-

ductible du troifiéme degré ) par une ligne finie, ou par une
figure finie , que par une approximation telle que Ton vou-

dra } les Géomètres de notre temps ont aufîi voulu
,
pour

contenter tout le monde , repréfenter une intégrale que les

méthodes ne donnent que par approximation , la repréfenter,

dis-je
,
par un arc de courbe fini & regardé comme connu

,

ou par l'aire d'une courbe fuppofée comme connue. Il a

fallu pour cela trouver des méthodes pour réduire lesinté*-

grales des différentielles dont les Régies que l'on a don-
nées ne font pas trouver les intégrales exactes , aux rectifi-

cations ou aux quadratures des courbes les plus flmples ,

comme font les ferions coniques quand cela le peut. On a

déjà donné de ces méthodes dans la fection précédente,* on * 6<)4,
en va donner d'autres dans les Problêmes fuivans , en fai- 6 y y.

fant remarquer qu'on fuppofera , dans l'expreffion générale

d'une différentielle , la grandeur complexe de tant de ter-

Tome IJ% N n
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mes qu'on voudra qui eft fous le ligne p } comme a -^ bx
•+- cx

zn
-t- &c. égale à une feule lettre K , ainfi dK= nbxn~ ldx

•+ mcx™~ ldx •+ &c; S'il y a une féconde grandeur com-
plexe de tant de termes qu'on voudra fous le fîgne q muL
tipliée par la première, on fuppofera cette féconde a H-bv

11

-v- ex 1 " -+- &c. = / ^ ce qui donnera dl = »bx n_1 dx
-h incxln^ldx •+ &c.

PROBLÈME I.

y

2

1 . L'A lettre vdans l'ëxpreffion générale de la différent!cllcy?**™

à

xK p
,

repréfentant tout nombre entier pojïtifou négatifs eny comprenant

l'unité & Z?ro y & ni , n , ^ repréfentant tous les expofans que

peuventavoir yi& K , cette différentielle peut représenter une fuite

infinie de différentielles 5 l'intégrale d'une feule de ces différentielles-

étantfuppofée connue lorfque Kp
cfl un binôme j deux lorfque K p

eft

un trinôme ; trois quand K p
eft un quatrinome , & ainfi de fuite >

trouver les intégrales de chacune des. autres différentielles de cette

fuite infinie*.

C>Ette fuite infinie de différentielles eft £x m'~
iRdxK?

> .

xx m - in dxK? ,Q>xm
~ indxK\ 3ix m dxK p

;
bx m +

' "dxK^.
c.x

m+ indx.K ?
, dxm+indxK ?

, &c.

Pour les Binômes*.
L'I'n t eg r.ale d'une feule de ces différentielles comme-
axmdxKp

, étant fuppofée connue , Se nommée ax^( c'eft-à-

dire A eft: l'intégrale , &'(a) fon coéficient , ) il faut trouver

lés intégrales de toutes les autres quand elles font binômes.

Pour les trouver il faut aller de fuite , & trouver l'intégrale

du termebxm 'HlI)dxKp
,
qui fuit à droite celle qu'on vient de

fïippofer connue , &.avec l'intégrale de ce terme on trouve-

ra celle du fuivant cxm+indxK ?
, & ainfi à l'infini , & enfuite

par le retour on trouvera les intégrales des termes qui vont

de la droite à la gauche.

On remarquera que
,
quand une différentielle propofée n'a

pas par les régies de la première fection une intégrale exacte,

1 intégrale de cette différentielle n'eft que fuppofée -

y
mais

que quand on a befoîn dans une réfolution. d'une intégrale

quelconque
,
par exemple fi Ton a befoin de l'intégrale

x™* 1 K?* 1

, ou a?™"* 11 -" K?
~* 1

, ou de telle autre qu'on vou-

dra
y
cette intégrale.^ fa différentielle qu'on peut toujours
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trouver par le calcul différentiel , ne font pas fuppofées , el-

les font exactement connues.

R E S O L U T I O N.

22. POur trouver l'intégrale de hx m '*' n dxK p
, en fuppofant

connue l'intégrale a x A de zx 1]dxKp
, l'on emploiera l'inté-

grale a:
1""*" 1 K v* 1

, ai. on en prendra la différentielle

m-+-ia-*-m-\-i. b

x

n
"p

i°. On en ôtera la +p-h 1 nbxn >^xx xmK*.
différentielle donnée -*—

a

j

3 . On ôtera auffi l'intégrale fuppofée a x ^ de l'inté-

grale jc** 1 K** 1
. La différence ^m+I iC

?+1 — a x ^ fera l'in-

tégrale de la différentielle entière

m •+• 1 a-\- m +- 1 b x
n

J
.+_ p _ï_ 1 nbx

x > x dx x. x
mK?

-:

4°. On fuppofera le premier terme de la différentielle égal

à zéro , c'eft-à-dire w-t- 1 a— a.

5 °. On mettra cette valeur de (a) dans l'intégrale x™- 1 K^ 1

— a.A,èc l'on aura xm+ l K ?uhl — m+T aA pour l'intégrale

de la différentielle m+- 1 -+-p 4- 1 » x bxm
~hn dxK?

, le premier
terme étant zéro.

6°. On divifera cette intégrale & fa différentielle par le

coéficient de la différentielle, & on multipliera les quotiens

par b , & l'on aura
b*~ ^' -mTT b«A

pQur ,,;n_

»2+i -i- p-h 1 n y. b

tégrale de la différentielle propofée bxm "Hl dxK?
. Ce qu'il

falloit trouver.

Si l'on fuppofe à préfent connue l'intégrale qu'on vient de
trouver , & qu'on la nomme pour abréger b x B , on trou-,

vera par fon moyen l'intégrale de la différentielle fuivante

cxm + in dxK* , en fe fervant de l'intégrale x™^.- 1 i£P±'j

car fa différentielle fera

>xdxx x^X*
j

N nij

m •+• n •+ 1 <*.*
n
4- 7W-+-7Z4- I bx

in
)

I-+- p-h 1 n bx^
|

d'où l'on ôtera
\

la différentielle
-

propofée — bxa
«



284 Analyse demontr e
5

e.

Ec xm+rL+1 K^ 1 — bx^ fera l'intégrale, de cette différen-

tielle totale.

Suppofant m-\-n-*~ 1 ^= b , ôç fubftituant cette valeur,

de b dans l'intégrale, l'on aura xm+n+l K?* 1— m-+-n-+- 1 a x B
pour l'intégrale de la différentielle m-\-n-\- 1 -hp-t- in x

bxm~" ia dxK?
. Divifant cette différentielle 6c fon intégrale

par le coéficient de. cette différentielle , & multipliant les

ex™*»* 1 K^ 1 — m -+- n -+-1 a x ci?
quotiens par c , Ion aura 1

,

m-\-n-\-\ -+-/?-+- 1 n x b

pour l'intégrale de cxm^adxK?
. Ce qu'il falloit. trouver.

Avertissement.
72J».O N trouvera de la même manière l'intégrale de la diffé-

rentielle fuivante dxm "i' iadxK ? par le moyen de l'intégrale

qu'on vient de découvrir
^ & ainfi de fuite à l'infini. Voici

à préfent la manière de retourner de la droite vers la gau-

che : on le peut faire de l'intégrale fuppofée de telle différ-

entielle qu'on voudra de la fuite infinie à celle qui 'la pré-

cède immédiatement vers la gauche -

}
mais pour être, court,

on n'en mettra que deux exemples.

7240. Pour trouver l'intégrale de ax
mdxK?

, en fuppofant con-

nue l'intégrale qu'on nommera b x B de la différentielle

bxm+adxK\ on le fervira de l'intégral e x mH_I K^ 1

, dont la

différentielle eu: m-*- 1 a-\- m -+- i b x
n

)

•+- p -+ 1 nbx
a

on ôtera la différent } * dx xxmKf
; .

tielle donnée du 2^

terme — bx
n

En ôtant l'intégrale fuppofée bi? de l'intégrale * jn"i
'
I

i<C p
"M

, •

l'on aura xm+l K ?* 1 — bB pour" l'intégrale de cette diffé-

rentielle totale. On fuppofera fon fécond terme , &: non pas le •

premier, égal à zéro -, ce qui donnera b = wz -h i -f- /? 4- 1 nxb.

Gn fubftituera cette valeur de b dans l'intégrale précédente.,

& Ton aura xm* 1 K?1+ — m-**i — p -+- 1 n x bB pour Tinté-,

grale dew+i ax
mdxK?

. On divifera l'une & l'autre par. 1er

coéficient m +- 1 a , &; l'on multipliera les deux quotiens'

gw ( a) , ÔC l'on aura
^^^^ — m + ï —f^Tn xbzB

m •+• 1 .a.
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pour l'intégrale de ax mdxK ?
. Ce qu'il fallôit trouver.

Suppofant
,
pour abréger , l'intégrale de la différentielle

axmdxK? qu'on vient de découvrir , repréfentée par aA
,

pour trouver l'intégrale de la différentielle (Zx
m~ndxKp

s on

ie fervira de l'intégrale xm
"n+'i(P+ '

, dont la différentielle

efl. m— n +• 1 ax~n -*rm— n -+- 1 b )

-H ' p •+- 1 nb
I

on ôtera la diffé- > x </x x xmK?
.

rentielle donnée
|

du 2 d terme — a
J

L'intégrale de cette différentielle totale fera xm ~ n + ïK p
'*'

1

— aA. On fuppofera le fécond terme égal à zéro
s
ce qui

donnera a = w — n -h i+^+im x £. Subftitnant cette

valeur dans l'intégrale , on aura xm
~n^ 1K ?

'*'
1 — m — n -+-~ï

— ^ -+- 1 » x bA pour l'intégrale dera — n +- 1 axm~ndxK?..

On divifera l'une & l'autre par le coéficient m— »-t- \ a
Se on multipliera les quotiens par /B, 6c l'on aura

^m_B + I

iC
pH_I— m— n + F — p-hi n * b(2A

m— n + 1 a
pour l'intégrale de la différentielle $x m ~ n dxK ?

. Ce qu'il

falloit trouver.

On trouvera de même par ordre les intégrales de toutes
les différentielles qui vont de droite à gauche dans la fuite

infinie.

Pour les Trinômes.
IX, LE s deux intégrales qu'on nommera a x A ,b xi? des deux

différentielles trinômes &xmdxK ?
, bxm*ndxKp

, étant fup-

pofées connues
^
pour trouver l'intégrale de la différentielle

fuivante cxm*LXidxK ? de h fuite infinie , i°. il faut fe fervir

de l'intégrale xm+1Kp+1
, & en prendre la différentielle qui;

eft m -+- 1 x^+œ+ i x bx
li

-h m -4- 1 x ex1"

4-/>+ ix nbx^r.f -+- 1 x incx
zn

enôterles
deux diffé-

l*dx*x K^
rentielles

données — a — bb^

N n iij
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L'intégrale de cette différentielle totale eft xm+ïK^1—*A

i°. Il faut fuppofer les deux premiers termes de l a différer

tielle totale chacun égal à zéro, ce qui donnera a=m +- i xa^

& b = wïT -4- /? -+- i x n x b , & fubftituer ces valeurs dans

l'intégrale précédente, ôcl'on aura xm * 1K p
'*'

1 — m -+- 1 x^^
— m->r\ — p-t-i x»x£i?pourl'intégralede>w-t-n-/n-i xm
x cxm*indxK ?

, les deux premiers termes étant zéro.

30. H faut divifer par le coéficient de cette différentielle,

cette môme différentielle & fon intégrale , & multiplier les

deux quotiens par c , & l'on aura

cxm * ' K ? "*"
' — m -+- 1 acA— m +- 1 — p-*-inxbcB

m-\- 1 -*- p-h \ zn x. c

pour l'intégrale de la différentielle c*™"1
" 1 *dxKK Ce qu'ilfaU

Uit trouver.

Avertissement.
726. U N peut de la même manière avec l'intégrale qu'on vient

de découvrir , & avec l'intégrale bB , trouver l'intégrale de

la différentielle trinôme fuivante àxm ^ indxK ?
, & ainfi de

fuite à l'infini
5
& retourner de la droite à la gauche comme

dans les binômes. On peut de même appliquer la même
méthode aux différentielles quadrinomes j mais il faudra

fuppofer connues les intégrales de trois différentielles , 6c

en fuppofer quatre pour les différentielles de cinq termes,

&ainfi de fuite à l'infini,

PROBLEME IL

J2-7»
*-* ANS l'expreffion générale x'MxK.P"*'5

3 l'indéterminée s repré~

fentant tous les nombres entiers pojitifs& négatifs en y comprenant

l'unité& z^ro 3& m repre'fentant tous les expofans que peut avoir

la changeante x hors du jîgne } & p tout expofant du figne de la

grandeur complexe marquée par K 3 cette différentielle peut ex-

primer une fuite infinie de différentielles dans lefquclles m repré-

fente tous les expofans poffbles des puiffances de la changeante x

hors du figne 3 & p tous les expofans poffibles des puiffances de

la grandeur complexe K j s marque 0,1 3 1 3 3 , 4 3 &c - o ,— 1

,

— 2 ,
—

3 }
&c. l'intégrale d'une feule différentielle de cette fuite
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étant fuppofée connue quand K efi binôme 5 deux quand K cfl tri-

nome 3 & ainfi de fuite ; trouver les intégrales de toutes les diffé-

rentielles de la fuite infinie.

C>Ette fuite infinie de différentielles peut être aînfî repré-

fentée ^^P'S^/^Kf- 1
, (èx

mdxK^~ l

, ax
mdxKp

,

b/M'+1
, cx

mdxK^ z
, dx

mdxKP^ i

, &c. on remarquera

que
,
pour abréger , m repréfente tous les expofans poffibles

de xm * im hors du ligne, comme au Problême précédent.

Pour les Binômes.

UN trouvera de fuite, l'une après l'autre v l'intégrale de
chacune de ces différentielles , depuis celle dont on fuppofe

l'intégrale connue , comme dans le Problême précédent

^

mais la méthode étant un peu plus fimple en allant de la

droite vers la gauche , on la mettra la première, & enfuite on
donnera la méthode pour aller de la gauche à la droite.

Pour trouver par exemple l'intégrale de $xmdx

K

p
~

l

, en
fuppofant connue l'intégrale de a xmdxK? 3 qu'on nommera
a^, 1-0. il faut préparer la différentielle donnée a *'ndx JCP

,

en la multipliant par la valeur de K= a-+- bxn ,.& la div'u

fant en même tems par K , ce qui n'en changera point la

valeur 3 & l'on auraa^-f-a^n
x dx x xmK ?

~'
, dont l'inté-

grale fera toujours aA. i°. Il faut fe fervir de l'intégrale

^m + 'i( P;
, 2c en prendre la différentielle qui eft

w+i a +- m -+- 1 ê>x
a

)

+* $nbxn

|

II faut lui ajouter- y
f
x dx x xmK i;

~ x
:

.

la différentielle
j

préparée •+* a# -t- abx*
j

L'intégrale de cette différentielle totale fera &A~\- xm **" I

7C p
.

.

3 . Il faut fnppofer le fécond terme de la différentielle

totale égal à zéro , ce qui donnera a =

—

m—1 — pnb
fubftituer cette valeur de (a) dans l'intégrale & dans le pre-

mier terme de la différentielle totale , & l'on aura xm•* ' K p

— m— 1 —pn x A pour l'intégrale de

—

pn-axmdxK?
~

i:'y.

puifque le fécond terme — o.

4 . Il faut divifer cette intégrale & fa différentielle par

le. caéficient — pna delà différentielle , & multiplier les.
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„ ,, ^>xm + 1K^— w-— i

—

pnx$A
quotiens par # , 6c 1 on aura —
* r — pna
pour l'intégrale de $xmdxK?~\ Ce qu'ilfalloit trouver.

On trouvera de la même manière avec l'intégrale de

(ZxmdxKy~ l = (èa -+- $bx n x x^xK?' 1 qu'on, vient de

découvrir , 6c qu'on peut fuppofer = @>B , l'intégrale de la

différentielle yjc^dxK*' 1

, & ainfi de fuite à l'infini en allant

de la droite à la gauche.

728. Pour aller de la gauche vers la droite , il faut multiplier

non la différentielle fuppofée , mais la différentielle même
dont on cherche l'intégrale par la valeur de K = a -\- bx n

,

& la divifer en même tems par iC,6c de plus trouver d'abord

l'intégrale d'un des termes de la différentielle préparée , 6c

par le moyen de cette intégrale trouver l'intégrale de l'au-

tre terme, 6c la fomme de ces deux intégrales fera l'intégra-

le de la différentielle propofée.

Par exemple pour trouver l'intégrale de la différentielle

b xmdx K ? *
' , en fuppofant connue l'intégrale de a.xmdxK ?

qu'on nommera 2.A
s
i°. il faut préparer b x™dx K? * x en la

réduifant à ba -+ bbx n x xmdxK ?
j fe fervir de l'intégrale

^m+j^p + i

^ jont on prendra la différentielle qui eft

m -+- 1 a •+- m -+- 1 b xn

Il faut lui ajouter > * xmdxK?.

la différentielle
|

donnée + a J

L'intégrale de cette différentielle totale fera Ar
m"'"

I

iC p
'hI +- aA.

i°. Il faut fuppofer le premier terme de la différentielle

totale = o , ce qui donnera a =— m -¥-
%
î a

3
fubftituer

cette valeur de (a) dans l'intégrale ,6c l'on aura xm + , KP "*" 1

— m-{- 1 ^^ pour l'intégrale du i d termes -h i+;+i » x

éxm * ndxK ?
, le premier terme étant= o. Il faut divifer cette

intégrale 6c fa différentielle par le coéficient de la diffé-

rentielle , & multiplier les quotiens par bb , 6c l'on aura
b^m-i^p-H. — ^.1 b^ 1 1 r—3-- == Pour 1 intégrale du lecond ter-

ra-»- 1 -hp -+- 1 n

me b^*m "Wxi<Cp de la différentielle dont on cherche l'in-

tégrale.

3 . Pour

*
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3 . Pour trouver l'intégrale du premier terme baxmdxK?

de la même différentielle , il faut fe fervir delà même inté-

grale #
m+1

iCH" 1
, en prendre la différentielle qui clt

•j» -*- 1 a-+- m-+- 1 bx
n

•+- p -+• 1 nbx
n

1m ajouter le fécond }x x™dxKr

terme de la différen-

tielle propofée H- b bx
u
)

L'intégrale de cette différentielle totale fera x™+ l K*+'i 4-

b* M - ' if 1 —~jb,^
T] e r r y C A

_— . Il faut iuppolerle fécond terme

de ce tte différentielle totale = o , ce qui donnera b = —

•

tn+ i—p+ i m fubftituer cette valeur de b dans l'intégrale

— m-+-i—p+inxx K

précédente '& l'on aura xm^K^ 1 =-.—
* ' m-\- 1 -+-p -+- 1 n

ffl-f- 1 a\ -f- m -f- 1 -+- p -4- 1 n Y A __ m -j— i tf X w H— t -+-p-f- i »Y.A

w-f-i H-p-+- 1 « w-f-i -f-pH-i »

c=w-h i ^ x ^ pour l'intégrale du i
er terme m-\- 1 ax

mdxKf

de la différentielle totale précédente , fon fécond terme
étant= 0.

Il faut divifer cette intégrale & fa différentielle par le

coëricient de la même différentielle, & multiplier les quo-
tiens par ba 3 & l'on aura haA pour l'intégrale du premier
terme bax dxK ? de la différentielle propofée.

4 , Il faut ajouter les deux intégrales des deux termes delà
I

'

T T

différentielle propofée,& l'on aura \>aA+ "J^ ^gJLLbf^
m -+- 1 +/+i«

_ ;-n.»b^H.b«-»'*" '

pour ^intégrale de la diffe-

m-\- 1 -h/>-t- 1 »

rentielle propofée bxm dxK*-hX =zba-*- bbxn
x x

mdxK ?
>

Ce qu il fallait trouver.

Pour s'aflurer que ces méthodes de la droite à la gauche
Se de la gauche à la droite fe rapportent, il n'y a qu'à cher-

cher, par la première, l'intégrale de ax
mdx k ? qu'on a fup-

r. > , , A ,,.' , P-hi nbaA+ bxm^K*+ x

poice égale a &A par 1 intégrale i- 9

w+ i -4-/ -4- 1 n

Tome II, O o
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qu'on vient de découvrir par la dernière, de la différentielle

bxmdxK pJhl= ba + bé>x
a

x x
mdxK\ & l'on retrouvera zAi

car employant l'intégrale x™* 1^* 1 dont la différentielle

eft m -H i a-k- m-*-i hxn

\

lui ajoutant m
[

différentielle •+• ba +• b£ *H
L'intégrale de cette différentielle totale fera x*"*^**

J^7nbaA+bx^K?+\
t supporant le. fécond terme de

la différentielle totale = o , l'on aura b = — m — r—p— i ». Subftituant cette valeur de b dans l'intégrale

précédente, de dans le premier terme de fa différentielle,

lîon trouvera après avoir abrégé,. — p-^r i naA pour l'in-

tégrale du premier terme de la différentielle, qui fe réduira

à —*/>-*- i naxm dx K ?
, car le fécond terme= o. Divifant

cette intégrale &fa différentielle par — p+ ma 3 & multi-

pliant les quotiens par a, l'on trouvera &A pour l'intégrale

de cLx"dxK.p
. Ce qu'il falloit trouver.

7*3°». H eft: évident que l'intégrale d'une feule différentielle,

laquelle on voudra, de la fuite infinie du fécond Problême
où. l'expofant p augmente ou diminue par ordre d'une unité

,

étant donnée
,
quand K eft: un binôme

j
on peut trouver par.

ces deux méthodes les intégrales de. toutes les autres.

P o u k les Trinômes..

T3 1 » JL,Es intégrales, qu'on nommera a^ , fF des deux diffé-.

rentielles a x m dx K\ fx m * n dx K p
( dans lefquelles K doit

avoir le mêmeexpofant/>) étant fuppofées connues, on peut

trouver l'intégrale de laquelle on voudra des quatre diffé-

rentielles x mdxK p ~ I

,
x m + n dx K'- 1

,, x
m + lndx K'- 1

,

x m * ]n dx K 9 ' 1

, dans lefquelles l'expofant/'—. idelagran-

deur trinôme K eft le même, & d'une unité moindre que

l'expofant p des deux différentielles données dont les inté-

grales a.A , fF font fuppofées connues..

Pour cela , i °. il faut préparer les deux différentielles don-

nées , les multipliant chacune par la valeur de K= a -+- 6xn

•+r.~cx
ln

, &; les divifant en même temps parK 3 & elles devien-
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dront a^+akVaa 1" x x
m
dxKv ~\fax n^fbxir^fcx^ x

x™dxK v ~\ fans changer de valeur.

i°. Ilfautfe fervir des deux intégrales gx^X^bx™*"* 1*??
y

en prendre les différentielles qui font

m-t-i ga -*- m**-i gb x
n
-*~ m-+- 1 gcx 1 *

-H p n g b x" h- ipngcxtn

H- m-hn-hi bax"-+- m-\-n-hi bbx^-\- m-*-n-\-\ hex 11
"

-*- fnbbx^-*- ijpnhcx*"* > x x^xK'^,
11 faut leur

ajouter les

deuxdifîè- . „

rentielles
+ âa+ * „"*"

préparées. -+• fa x
n
H-

acx 1*

fbx ln
-t- fi**'}

L'intégrale de cette différentielle totale eft par la fuppo-

iition aA -t- fF+-gxm + I K p +bxm + n + 1 K p
.

3 . Pour trouvera prefent l'intégrale de laquelle on vou-

dra des quatre différentielles x m dxK ? ~ 1

3 x^V^iC'"
1

,

x m + lndxK r - ?,x m + 3ndxK p~\ qui font comme les incon-

nues qui diftinguent les quatre termes de la différentielle

totale j il faut fuppofer les trois autres termes égaux chacun

à zéro , &c non pas le terme où e(t la différentielle dont on
veut trouver l'intégrale.

Par exemple pour trouver l'intégrale de la différentielle

x m+n dxK p ~ \ il faut fuppofer le premier terme, le troifiéme

&le quatrième de la différentielle totale chacun égal à zéro
5

ce qui réduira la différentielle totale au feul fécond term e 1

L'équation du premier terme donnera a=— m — 1 g }

celle du quatrième donnera/=— m— n— 1 — ipn x b.

Subftituant ces valeurs de a & de /dans la troifiéme, on

trouvera h—
fî.

Il faut fubftituer ces valeurs de a,/3 b dans le fécond terme

de la différentielle totale qui eft demeuré feul , & dans Pin*

tegrale de la différentielle totale , & par ces fubftitutions on

aura — m— 1 gA — m— n— 1 — ipn x ^-F-\-gx
m * 1 K p

uc m+n+i^-p ur l'inteerale de cette différentielle
b r o

r«ub - a?«uc x™+»dxK?~ l
. Enfin il faut divifer cette intégrale

& fa différentielle par le coëfkient de la différentiel le, 6c l'on

Oo ij
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a 11 ra ^S
*""* 1 ^''-*" zgcxm+n+ l K?-m -\bgA- m- n-i-ipnx içejp'

pngbb— 4-pngtic

pour l'intégrale de la différentielle x m + :> d.xK p ~ l

. Ce qu'il

falloit trouver,.

R E MA K 0^17 ES.

I.

731. L'On peut trouver de la même manière les intégrales de

x
mdxK?~ l

, x m -hln dxK?-\Slxni + îndxK 9 - 1

; & l'on trou-

vera par la même méthode avec les intégrales de x
m dxK ?~\

x m+n d.xK ?-J
, les intégrales de xm dxK p~\ xm+*dx K p 'l

-

y

St avec celles-ci, les intégrales de xmdxK p~\ xm '*' ndxKp~ i

,

, & ainfi de fuite à l'infini. On trouvera aufli les intégrales

des différentielles où Pexpofant p augmente de fuite d'une

unité, comme de x^dxK p^\ x
mdxK p * t

)&.c. en fuppofant

pour la première les intégrales connues de xmdxK\ xm * ndxK\
Se trouvant par leur moyen celles de xmdxK v+\ x^ + ^dxK'- 1

,

& enfuite,par celles-ci, on trouvera les intégrales de x
mdxK ?+1

^

àcc. comme dans les binômes..

ri:.

7:3 3'» Quand on a trouvé par ce fécond Problème les inte^.

grales des quatre différentielles xmdxK p~\ xm * ndxK p ~ l

\

x m + l"dxK p ~ l

, x
mmhiadx

K

p
~

l

, on peut trouver par le pre-

mier Problême toutes les autres différentielles de la fuite

infinie, où Pexpofant/»—-1 demeurant le même, lesexpofàns

de x vont en augmentant de fuite , ou en diminuant d'une »,

ce qu'il faut aulîi entendre de chaque autre fuite où Pexpofant

^—2, ou p— 3, ou^-j- 1 , ou/7-t- 2,.&c. demeure.le même,
n'y ayant de changement que dans les expofans n de la

changeante x hors du flgne qui augmentent ou diminuent

de fuite, de 1n.

1 1 l:

7-34. La différentielle générale peut être compoféedepluiieurs

grandeurs complexes fous differens fignes, multipliées les

unes par les autres „ par exemple x.
m + m d*x K?** ft* 1

, où

K= a -¥ bx
n
-+- cx

x
\ &c. l==e -+-/*" +• g*

ln
-+- &c. & de plus

r, $ > t repréfentent chacune de fuite tous les nombres entiers

.

pofitifs et négatifs y comprenant zéro &, l'unité,.Or pourvu»
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qu'on ait les intégrales données d'autant de" différentielles

de fuite comprîfes dans cette expreflion générale, qu'il y a

des termes moins deux dans les deux grandeurs complexes,

c'eft-à-dire, deux, quand les deux grandeurs complexes font

chacune un binôme 3 trois ,
quand l'une eft binôme &: l'autre

trinôme -

r
quatre, quand les deux font trinômes, &: ainll de

fuite ; on pourra toujours par le premier Si le fécond Pro-

blême trouver les intégrales de toutes les autres différen-

tielles comprifes dans la différentielle générale , c'eft-à-dire

dans lefquelles m 3 n 3 p 3 q 3
ont les mêmes valeurs, & qui ne

différent entr'elles que par les nombres entiers pofitifs ou.

négatifs que peuvent repréfenter r 3 s 3
t.

Supposition ou Demande.

3 5- On a déjà dit qu'une différentielle quelconque dx x x m
x

p

rf + ^V' + a1 " H- Ôcc.oii il n'y a qu'une changeante, pouvoir

être regardée comme l'élément de l'aire d'une courbe dont
p

là coupée eft échangeante x 3
l'ordonnée eft '

x

m
x a -+- éx

u

>*- &c. & la différentielle eft le produit de l'ordonnée par la.

différence dx de la coupée. Quand les élemens de l'aire de

deux courbes font égaux , les aires de ces courbes font égales*, .

D E'F I N I T I O N.

3<>. .L,E changement d'une différentielle en une autre dont l'in-

tégrale fera égale à l'intégrale de la première , s'appellera la

transformation des différentielles comme auffi des courbes

6c la féconde fe nommera la transformée de la première.

PROBLEME III.

sur la transformation des differentielles

et des Courbes.
37- *&N E différentielle étant donnée 3 la transformer en telle autre •

qu'on voudra qui foit l'élément de l'aire d'une courbe ég^le à
l'aire de lapremière.

Résolution.
iL n'y a qu'à prendre une nouvelle changeante «en tel

raport que l'on voudra avec la changeante x qui eft la cou--

pée dans la dif&rentielle.donnée , & fuppofer qu'elle eft la;

Oo iij,
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coupée de la courbe transformée
3
trouver la valeur de la

première coupée x 3 & de la première ordonnée, exprimées

par la nouvelle changeante u de la féconde coupée
3
prendre

la différence de cette nouvelle coupée #, & faire une pro-

portion dont la différentielle du de la nouvelle coupée foie

le premier terme , la différence dx de la première coupée x
& ion ordonnée exprimées par la nouvelle changeante u 3 le

fécond & le troifiéme terme , & le quatrième terme fera

l'ordonnée de la transformée ^ car le produit des extrêmes

fera l'élément de Taire de la transformée., & le produit des

moyens eft l'élément de la propofée.

On a par exemple la différentielle
a_|_^ n-, qu'il faut

regarder comme l'élément de l'aire d'une courbe dont x eft

la coupée , & a -{-bx> l'ordonnée. On la transformera en

une autre courbe dont l'aire foit égale à la première
_, & dont

la coupée foit u 3 en fuppofant que xn = u eft le raport de

la première coupée à la féconde j ce qui donnera x= u »
;

1 — - » y — — 1 a a;
n — xv n — I

fera enfuite cette proportion ^«. </* ^i. "
du) : •' T+b&

CM 1
T,1S

J ===
j
ce quatrième terme fera l'ordonnée

de la transformée, puifque l'élément de cette dernière
, qui

eft le produit des extrêmes, eft égala celui de la première
y

qui eft le produit des moyens -

y
Se

a

du fera l'élément

de l'aire de la transformée : & l'aire S. —=^— ^« de lan\a ->r bu

a x n ~ r

transformée fera égale à l'aire S.^r^ dx de la propofée.

738. On peut auffi ( ce qui abrège fouvent le calcul) faire la

proportion en mettant pour premier terme la différence du

de la nouvelle coupée exprimée par la changeante x -

y
pour

fécond& troifiéme terme, la différentielle dx 3 & l'ordonnée

jgjn , & le quatrième terme qui en viendra fera l'ordon-
a x
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née de la transformée, qu'il faudra exprimer enfuite par la

changeante u.

Dans notre exemple , où u= xn
, la proportion fera du

= nx"~ l dx. dx : :

a *
,

,
•

x,

a
. , n . Subftituant » à la

a-\- bx l n\a-^-bxn

place de *n
, l'ordonnée de la transformée fera

& la différentielle transformée fera— * du.
n\a~\-bu

Mais

—

du = 1 x —^=du (en fuppofant que (a)

eft le quarré de l'hyperbole équilatere , c'eft-à-dire que
a =AG x KG (fig. 47 j )

que £= 1 ; a—KF; u = i7/,) figurs
efl: l'élément* du quadrilatère hyperbolique i7/// multiplié xlvii.

par 1, 6c \ x S.
a
._ du efl: ce quadrilatère même fuppofé

connu. Ainfî l'intégrale de la différentielle prife pour exem-

pie j^yjidxy efl: égale à l'efpace hyperbolique entre les

afymptotes FJif de l'hyperbole équilatere multiplié par £.

L'on peut enfuite faire une table où foient toutes mar-

r . h xln ~ * cx^ n ~ *

queesles intégrales des différentielles a+ bxn dx',
-

a
^p^ndx 3

&c. qu'on trouvera facilement parle premier Problême*, * 7Z1
>J
iU

ou par les formules des articles 694 & 695 , en fuppofant "**

connue la quadrature de l'aire hyperbolique S. ~~~ du,

C or. o L L A I & E.

39:.ON peut par le moyen de ce troifiéme Problême faire en

forte que les expofans de la nouvelle changeante u dans les

termes de la grandeur complexe de la différentielle trans-

formée, foient en telle progreffion arithmétique que l'on

voudra, & qu'ils y foient même négatifs..

Par exemple on peut raporter les différentielles particu-

lieres à ces expreffions générales ; i
re

. x
mdx x ^h-^-wx 11 '

-+- &c. 2 e
. xm dx x a +- bxR

•+- cx* n + &c. x e-^fx a ^-gx^ ?

-i- Sec.
3

e
. xmdx x ~â+ï>x n -h ex n

~-t- Sec. x e+fx n -+- g

x

ia p

x h-+six n -h K.x lli

-h &c. Pour faire en forte que dans les
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termes des grandeurs complexes des transformées les expo-

fans de u foient en une telle progreffion arithmétique que
Ton voudra, que l'on pourra marquer par l, il, 3/ J &.C. en
donnant à / telle grandeur que l'on voudra, il n'y a qu'à

fuppofer jc
n —=»', u marque la nouvelle coupée

}
cela don-

nera u= x i ,&du=jx l dx; on fera enfuite la pro-
n

portion dont du(jx~~
l

dx) fera le premier terme, dx le
V

fécond ; l'ordonnée x
m
x a + bx" -t-&c. le troifiéme terme

j

_— 1
*"p

le quatrième terme fera£x
ra

J x a-hbx a
-+- &c, on fub-

itituera dans le quatrième terme la valeur de x en u 3 èc
1 m -I- 1 — n _____________ ^

l'on aura £ u u " x a -+- b

u

{ -h c u l1 •+- &c. pour l'ordon-
lm + 1-n _______________ p

née de la transformée, & l-u ïr
~~~ du x a -+- bu 1

•+- eu 11

•+- &x. pour la différentielle transformée. On trouvera de

même les différentielles transformées de la féconde & troi-

fiéme différentielle, en mettant u à la place de x } & lm + l
- n

à la place de m > èc l à la place de n.

Pour rendre négatifs les expofans n des termes des gran-

deurs complexes de trois différentielles générales, il n'y a

qu'à fuppofer ~== x~
l= u, ce qui donnera du=— x~ dx'}

xm=u~ m =z-^
h
xn = u~" j Se en faifant la proportion,

dont le premier terme fera du = — x~ zdxj le fécond, dx',

le troifiéme , l'ordonnée de chacune des trois différentielles
;

le quatrième terme fera l'ordonnée de la transformée, dans

laquelle mettant La valeur de x en u3 on trouvera— u~ m ~ x
x

a-t-bu~ n
-+-cu~ 3- n

-+- &c. & la différentielle transformée
p

fera— u
m ~ du x a-\-bu~ n

-+- &c. Il n'y a qu'à mettre
dans la féconde & la troifiéme différentielle générale—m— z

à la place de m, & — n à la place de «; Se Ton aura les

transformées.

Sans changer la valeur des transformées, on peut rendre

pofitifs les expofans négatifs— n qui font fous le figne, en
fuppofant que l'indéterminée r marque le nombre qui mul-
tiplie n dans le dernier terme de la grandeur complexe,
fçavoir 1 dans les grandeurs binômes, 2 dans les trinômes, 3

dans les quatrinomes , &c. & l'on aura \—— du x

au In
-t- bu in- n+ f»rn-ïn

p
-+- &c. pour la transformée de la

première
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première différentielle générale -

y
— ^ „ fnp

r

+ sn „. t
^a x

rf«sn -H £«sn-n -+- f »sn ' in H- &C. x ?a ta -»-/V a ~ n h- gu tR ' in?

+• &c. pour la transformée de la féconde différentielle

générale ; =—*= rv à.u x i»ra 4- £*rn ~ n
-+- f

*"»-"'

-j- &c. x fasn -+-/Vn ~ n + g«sn-lirq
-f. &c. pour la transfor-

mée de la troifiéme différentielle générale ^ jdans la féconde

& troifiéme différentielle marque le nombre entier qui mul-

tiplie l'expofant u de la plus haute puifiance de u dans la fé-

conde grandeur complexe qui eft fous le figne 1 dans la fé-

conde, & fous le figne ^ dans la troifiéme différentielle.

|.0. On remarquera que quand on rend ainfî les expofans n

négatifs, l'on trouve une ordonnée négative, ce qui marque
que l'aire de la courbe transformée eft du côté des ordonnées

négatives j& fl la coupée de la propofée &. celle de la trans-

formée font une même ligne , & que l'aire de la première foit

fur la coupée depuis fon origine, Taire de la transformée éga-

le à l'aire de la première , fera fur le prolongement de la cou-

pée de la première courbe.

R E M A R Q^U E S.

I.

Où l'on explique Tufige des trois Problèmes qui précèdent.

M* C>Es trois Problêmes lervent à réduire l'intégrale d'une

différentielle qui n'a qu'une même changeante
,
qu'on ne

peut pas trouver exacte par les méthodes de la première

iedîon,&qui eft Pélement d'une courbe compofée, à être

finie par la fuppofition des re&ifications ou des quadratures

données des fedions coniques 'quand cela fe peut , ou du
moins d'autres courbes plus fimples que celles dont la diffé-

rentielle eft l'élément. Pour le faire concevoir clairement

,

I
on prendra la différentielle x9dx x a «+• bx* x repréfentée

par xmdx x a -4- bxn
• ainfî m = 9 , « = 4 , p = {. 1 o. H

faut lui trouver par le troifiéme Problême une transformée,

où l'expofant de u fous le figne , foit 2 , Se l'on trouvera que

fa transformée eft \u^du x a-+-buz 2
. Or l'élément de Paire

de l'hyperbole équilatere eft * (8) du x aa -+- uu x
j ainfi fup-. * 6 9 S,

Tome II. P p
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pofant que a de la transformée eft égale à a a de l'élément

de l'hyperbole , & que b= i ^ il faut , i°. par le premier

Problême, ou par les formules 694ÔC 695 , trouver, cet élé-

ment de l'hyperbole fuppofé connu v les intégrales dc.u zdu x

a -\-btf- *
, de #^0 x a -+- bu 1

. 3 °. Il faut trouver par le

j_

fécond Problême avec l'intégrale de u*du x a-\-bu-'
L

, Pinte-
i „ 1

grale de #*;/# x a -h bu 1
*

!

,&enfuitede u'nduxa -+- bu7- v

1
, & multiplier cette dernière par le coéficient \ de la;

transformée , & ce fera l'intégrale ou l'aire de la transfor-

mée qui eft égale à l'aire de la propofée..

IL

742», On peut par le moyen du premier & du troifiéme Problè-

me , comme aufîi par les formules des art. 694, 695 , faire-

des tables ( comme on l'a fait voir à la fin du troifiéme Pro-

blême ) où foient toutes formées les intégrales des différen-

tielles dont la grandeur complexe binôme ou trinôme a le

figne />=-£> & qui font finies en fuppofant la quadrature

des fe&ions coniques. On voit des tables de cette forte à

la fin du Traité de la quadrature des courbes de M r New ton 3,

& quand on trouvera une différentielle que l'on pourra ré-

duire à quelqu'une de celles des tables , on en aura l'intégrale

par le moyen de ces tables : & quand le ligne p de la gran-

deur complexe des différentielles que l'on trouvera dans la

réfolution des Problêmes , fera plus élevé que le figne{,,

mais qui pourra s'y réduire en le diminuant ou l'augmentant

fuccefiivement d'une unité, on pourra achever de trouver les.

intégrales de ces différentielles par le fécond Problême..

I I L

Où Pon fait voir l'étendue du troifiéme Problème.

74J* Le troifiéme Problême de la transformation des différen-

tielles & des courbes eft de grand ufage dans la réfolution

des Problêmes ; 1 °. il peut fervir pour trouver une infinité de

valeurs approchées des intégrales de toutes les différentielles

dont on ne peut trouver les intégrales exactes ; car il eft évi-

dent que l'on peut trouver un grand nombre de différen-

tielles transformées $£ ces différentielles 5.6c choifiilant les
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plus fîmplcs , comme aufïï celles qui donneront des fuites où
les termes aillent le plus en diminuant , on pourra trouver

par les méthodes du Problême de l'art. 175, dont on a fait

voir l'application dans la dernière fection de la féconde Par-

tie , les intégrales approchées de ces transformées, Jefquel-

les feront auiîï les intégrales des différentielles dont elles font

les transformées.

2°. Il peut fervir à réduire tout d'un coup des différen-

tielles fort compo fées , ou qui appartiennent à des courbes

âes genres bien élevés , à des différentielles qui foient les

clémens de la quadrature des courbes les plus fïmples , Ôc

•cela de beaucoup de façons
,
que Ton ne peut apprendre

qu'en faifant foi-même beaucoup d'ufage de ce Problême.

On en mettra feulement ici quelques exemples pour faire en-

trer les Ledeurs qui commencent dans ces ufages.
— 8-f^xx

La différentielle négative ~~
i
dx

,
qu'on peut regar-

% Y '
|

' XX

<ler comme l'élément d'une quadrature de courbe dont x

cft la coupée, dx la différence de la coupée,& _~j l'ordon-
Tr( XX

née peut fe réduire tout d'un coup à la quadrature fuppofée

<3e l'aire du demi-cercle S. du x Viru— uu , en fuppofant

pour trouver la transformée, que xx = ir ~ rru
3 ce qui

rr
donnera x = - Viru— uu

'

3 dx= du ; & l'ordon-
u uvi.ru — uu

-
j & ^faifant enfuite la propor-

— rrdu
t r -+- xx* rr

* •

•

— Sr'xx

rr-f- xx'
tion du troifîéme Problême , du . dx

\urzru— UU)

— ir«u4-«'\ zru— uu

yt ) » =Viru— uu , on aura du\ iru— uu
rir u— uu

pour la différentielle transformée de la propofée 3 & S. du x

y/zru— uu exprimera l'aire du cercle,* * 601,

La différentielle ± x dx\/ a-\-bx
n

, dans laquelle dx fera

regardée comme la différence de la coupée x > & i y/a -+- bx*

comme l'ordonnée, peut fe réduire à la quadrature fuppo-

fée de l'hyperbole ou de l'ellipfe S. — du x^ b-\- auu,en fup-

pofant pour trouver la transformée 3 que ~ ou x~n s=uu^

ppij
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— — n — n
ce qui donnerai z = *

y
x 1 = u~

l

> xn = »
_1

j */# =s»

_ £ t _— | nx 1 ^& faifant la proportion du{— \nx L
dx)

. dx w œx~ l
x Va-*-bxn

. —-x 1 x^ + bxn
y & fubftituant

dans le dernier terme la valeur de at en u , on aura è£ «
_i

x

y/ b-\- auu -^ &. multipliant par <^« , on aura la transformée

^u' 2, du x V b -+- </*r. Or en fuppofant connue S. — du x

y/b-t-au1
, ou trouvera par le premier Problême l'intégrale-

de zrn u~
x du x v^H-tfa 1

,
qui fera égale à l'intégrale de la

propofée.
. r

Si la différentielle propofée ax~ ldx x a + bx
n z avoit eu

pour expofant du figne un autre nombre/» plus grand que|,
on auroit pu fuppoler cet expofant = \ , & après avoir

trouvé y
comme on le vient de marquer , l'intégrale de

j_

a*" 1
x a-\-bx

n L
j on trouveroit par le fécond Problême.,

p

avec cette intégrale fuppofée 3 celle de zx~ ldx * a -+ bx
l

}

pourvu que l'expofant/> fe puifle réduire à \ , en augmentant

ou diminuant^ d'un nombre entier quelconque.
_ r

745* 3 °. Toutes les différentielles , comme a dx x a + bxa ~
,,

ayant deux parties , fçavoir la différence dx de la chan-
\_

géante x , & a x a + bx
a 1

-, il eft évident que pourvu que
la première & la féconde partie d'une différentielle foier.t

les extrêmes d'une proportion , & la première & la féconde

partie d'une autre différentielle en foient les moyens -

y
l'une

de ces différentielles fera toujours égale à l'autre -,.& par
conféquent l'une fera la transformée de l'autre ,& l'inté-

grale de l'une fera égale à l'intégrale de l'autre. Or une
différentielle peut-être l'élément de l'aire d'une courbe de
différentes manières

,
par exemple une différentielle peut

exprimer le re&angle infiniment petit 3 dont l'ordonnée efl

. le plus long côté, & la différentielle ^x'de.la coupée a; efl

la bafe infiniment petite j une différentielle peut aufïï ex-

primer le triangle infiniment petit
,
qui eit l'élément de

l'aire d'une courbe , dont les ordonnées partent d'un même
point 3 elle peut de même exprimer le quadrilatère infinie
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méat petit

,
qui eft l'élément de Taire d'une courbe qui peut

être conçue partagée en quadrilatères infiniment petits
,

& ainfi de tous les autres élémens de l'aire des courbes
,

quelque figure que puiffent avoir ces élémens. Cela fuppofé,

le Problême de la transformation des différentielles & des

courbes n'efl: pas borné à transformer une courbe dont les

élémens font des rectangles ou des parallélogrammes infini-

ment petits , c'eft-à-dîre, dont les ordonnées font parallèles

en une autre dont l'aire fera égale à Taire de la première, 6c

qui aura auffi fes ordonnées parallèles -

y
mais il lert encore à

transformer les courbes dont les ordonnées font parallèles

en d'autres ou elles partent d'un même point , ou dont
les élémens de Taire auront telle figure que Ton voudra , àc

à transformer les courbes dont les ordonnées partent d'un

même point en d'autres qui auront les aires égales à Taire

de la première , & dont les ordonnées partiront aufîi d'un

même point , ce qui fait voir la grande étendue du troifîéme

Problême 1 on en mettra fèuleme»t un exemple.

Par exemple on peut donner pour transformée à la diffé-

rentielle ax 1 dx xa-t-bx' , la différentielle ~ du x

-
, qui eft Télément d'un fecleur d'ellipfe du x

Vab— abuu 1 r

,— s dont le fbmmet efl au centre de Tellipfe , multï-

plié par ~
v en fuppofant V * = u -

y
ce qui donnera du?

znbx"- 1dx ~~ï 1 .... „ „ a _ tfMi

~~ ~b~ÏT~ %

abu z
: Faifant enfuite 1&b ùu

— anb xn ~ l dx
proportion du je Problême du

( ^-^^ * j^^"
>J

in-I
j- .. ax 1 dx tx .

(î ^_^a a Ire. /\u/v
a.dx :: . 2=-^- x *

y & fubfti-
a + bx nbx*

u a + bx
\

tuant dans le 4e terme la valeur de ,

z -=.u . & celle

i-n

de a +- bxn
, & celle de x*~ , & multipliant par le premier

terme du la quantité qui naîtra des fubflitutions , Ton aura:

P p iij
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3.

la différentielle transformée ~ du x = =f *
Va é» — a & m

* 608. -

^-f,
3

. r» Or -, ? *
. f efl: la valeur * d'un fe&eur

iYzb— abu x zVib— a bu

elliptique infiniment petit dont le fommet eft au centre de
l'ellipfe j ainfi l'intégrale de la transformée fera égale à l'aire

du fe&eur entier S.
, , , multipliée par =J. Ce fera

aufli l'intégrale de la propofée qu'on a réduite à la quadra-

ture fuppofée d'un feâeur d'ellipfe.

Si l'on veut avoir le grand axe de cette ellipfe avec fon

paramétre
, ( ce qui fuffit pour la décrire par l'article 3 6 r } ) ôc

l'expreflîon de fon ordonnée , il faudra fuppofer l'élément

d'un fe&eur d'ellipfe 3 qu'on a trouvé dans l'article 60 S ,=:
aapdu

, , f—— •

: , en nommant 2^ le grand axe , p ion para-
tVia^p — lapuu ' 0*1
mètre , & y/aap—puu l'ordonnée j il faudra, dîs-je , fuppofer

za

cet élément égal à l'élément —-7 r=
% : ou bien

,
pour

6ter l'équivoque que cauferoit a prife différemment , on nom-
..;,../ rrpdu

mera ir le grand axe de l'elliple , & 1 on aura— -.

° r ' iVir'p— zrputt

I
& prenant ir Sep pour deux indéterminées,

% Vsb— abuu

il faudra en trouver les valeurs exprimées par a & b
,
par

le moyen de l'équation précédente , & l'on aura d'abord

f/r* x ab — abuu = aax Tpr* — zpruu
,
qui fc réduit à

a^^r' — abptfuu = 2aarr — iaa«a 5 & fuppofant a^/>r*

= 2aarr , & abptfuu t= 2aa»a , la première équation don-

nera/* =-jJ , & la féconde p = ^=^~
h
par conféquent

rr = J j ainfi la moitié du grand axe de l'ellipfe dont on a

trouvé l'élément , efl: r= V- •. mettant cette valeur de r

dans p = "
, on trouvera p= ^l = ~-^

1 Sv* e^ la vâ'

îeur du paramétre de la même ellipfe : mettant ces valeurs

de r & de /> dans l'ordonnée indéterminée de l'ellipfe

yrprr — puu on trouvera v^ — 4«* pour l'ordonnée de la
TT~— ' bit

même ellipfe dont le fe&eur S. xy^z~rabm
multiplié par =£*
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eft la valeur de l'intégrale de la différentielle propofée , éc

•dont la coupée eft u.

On peut avec cette intégrale fuppofée trouver par le pre-

niier Problême les intégrales des différentielles ;

—

~-

3 &c. & les mettre dans une table à
c.v z " dx dx 1

d.

a •+ bx
n

•> a+ b x
1

côté de leurs différentielles :& fll'on avoit d'autres diffé-

rentielles femblables , où Pexpofânt du ligne p de la gran-

deur complexe a -+- bxn
fût un nombre entier pofltif ou

négatif différent de l'unité négative— 1
,
qui eft l'expofant

delà grandeur complexe des différentielles précédentes , il eft

évident que l'on en trouveroit les intégrales par le fécond

Problême par. le moyen des intégrales fuppofeesdes diffé-

rentielles précédentes -, & Ton pourroit aufli mettre ces inté-

grales à côté de leurs différentielles dans une table.

(.6. 4°- On Peuc Par Ie même Problême donner à la différen-

tielle rrr—z. 3 la transformée -

( qui eft l'élémentbb-+-xx > zVu—bbnn K l

d'un fecleur de cercle* où bb eft pris pour l'unité arbitraire * 607.
qui eft auffi. le diamètre du- cercle

, ) en fuppofant x =
j- j~. / zxdx \ a av.—xx-^-bb 2,

V-- U ; car on aura du (f=.j

.

dxrjffs . -^
XX

a= ( en fubftituanrla valeur de x )
-

. : & multipliant
iT«— bbuu -

. du
ce 4e terme par le premier du , on aura — a x

1 Vu — bbuu
'

qui eft l'élément d'un fecleur de cercle multiplié par la con-

fiante— a
,
qu'il faut encore multiplier par ^ dans la fup-> .

pofltion qu'on prend b pour l'unité arbitraire , & de plus pour
le diamètre.

\J» 5 . Enfin il pourra quelquefois arriver que le troifîéme

Problêmede la transformation des différentielles ou des cour-

bes , fera trouver une différentielle transformée qui aura une
intégrale exacte . 3 ou une courbe transformée

y dont la qua-

drature fera exacte , d'une différentielle, propofée , ou d'une

courbe propofée dont on ne peut pas avoir l'intégrale ou tas

quadrature exa&e par les métliodes des intégrales,
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Où l'on explique une méthode particulière pour trouver les inté-

grales finies des différentielles qui Ce peuvent réduire à la

quadrature du cercle ou de l'hyperbole équilatère.

74° • (JUtre les méthodes générales pour trouver par les

quadratures , ou par les rectifications îuppofées des courbes

les plus fimples , les intégrales finies des différentielles donc
on ne peut pas les trouver exactes, contenues dans les trois

Problêmes précédens, & dans les formules des articles 694
& <î 9 5 , il y en a de particulières pour les différentielles donc
la quantité complexe

(
qui eft fous le figne dont Pexpofanc

eft p , qu'on fuppofe ici égal à "+:{ , ) multipliée par dx &
par quelque confiante , eft l'expreflion de l'élément de la

quadrature d'une des fections coniques. On mettra feule-

ment ici une de ces méthodes pour les différentielles qui

contiennent l'élément de la quadrature du cercle ou celle
-4-1

de l'hyperbole équilatère zdx x aa -4-

x

1 l
, ou &âx x

_ +•*
zax _f_ x-

2
, appliquée à un exemple.

Quand une différentielle eft le produit d'une grandeur

complexe ou încomplexe hors du figne par dx xaa^-xx \
-4-1

ou par dx x iax^-.xx * , comme zœx—xx x dx x Viax—xx-
y

i°. fi Pexpofànt { eft pofitif , c'eft-à-dire fi la quantité qui eft

ious le jigne fe trouve au numérateur , il faut la réduire au
dénominateur en multipliant le numérateur 6c le dénomi-

nateur 1 de la différentielle par Viax —* xz
, & l'on aura

»+— 4M* -f- 4<*axx xdx . . , . r . .

r~ : Quand la quantité incommenlurable eit
y-xax— xx ^ l

déjà au dénominateur, cette préparation eft inutile.

2.o
# Ii faut multiplier le numérateur& ledénominateurpar*

ou par une puilïànce de x qui foit telle que Pexpofànt de la

plus haute puiffance de x hors du figne , foit moindre d'une

unité que celui de la plus haute puiftance de x fous le figne,

( ce qui eft pofîible
,
pareequ'en multipliant la grandeur hors

du figne par* ou une puifîànce de a: , il faut pour conferver

l'égalité de ce multiplicateur commun , multiplier la quan-

tité



Livre VIII. 3 o y
tiré qui eft fous le figne par le quarré de x ou de cette puif-

fance de x i) cette puiflànce de x eft ici x* pour le numéra-
teur, & **pour le dénominateur

;
de l'on aura la differen-

tielle préparée \ ,

*__ '^== x'>dx--±ax 6dx+<Lcix* x
V — x° -f— tax 7

dx x — .V
8 h- 2.ax7 ï . qui n'a point changé de valeur.

3 . Il faut partager la différentielle préparée en parties-,

comme on le voit ici, x1—4^**^4^V xdxx— x^^-iax1 ~ *

Première Partie. Seconde Partie.

1

\ax6 xdxx— x*-h iax7
* — ï ax 5 -*-±± a*x4 x dx x

Troilîéme Partie.

I _ i

x
6
-h iax s l •+ ± a xx }— | a^x 1 xdxx — x* -+- iax*

" *

Quatrième Partie. Cinquième Partie.

**- 1 -_
?
a:— \d* x _/* x—r+i« T h- {

4

Va: x— a;
1
-»- 2*/ a;

~
t

.

Il faut faire ce partage avec,ces deux conditions, i°. qu'on
puifTe prendre l'intégrale de chaque partie, fi ce n'en: de
la dernière qui eft l'élément même d'un fèdeur de cercle

,

(en prenant a pour le rayon) —- multiplié par i^,
2, =y i.(ix— xx

& qui eft fuppofé connu j _°. que la fomme -de ces parties

foit égale à la différentielle préparée qui eft égale à la pro-

pofée : ainfî en mettant une quantité pour faire la première
de ces parties avec le fîgne 4-011 — , il faut dans la partie

fuivante mettre la même quantité ou une quantité équiva-
lente avec le fîgne oppofé — ou -t-, de ainfî de fuite. Les
Lecteurs verront dans la pratique qu'on va donner de la

méthode appliquée à notre exemple
,
qu'elle fait trouver

certainement ces quantités, qu'il faut mettre fous des fîgnes

oppofés, de non par des tentatives : c'eft pourquoi au lieu de
leur faire trouver l'intégrale de chacune des quatre pre-

mières parties , on leur fera découvrir l'intégrale comme fî

le partage n'avoit pas été fait en faifant cet autre partage

A première Partis. i

naturel de la différentielle préparée x7dx x— P+i</.v7 ~ T

b _______ _ 1 c
ï— ^.ax

6dx x— x % -3riax1 1
-h 4-a

z
x*dx x — x*-t-i#x7 *

Tome II, Qq
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A

7dx x—
c

a
%xAdx x

b

N A L Y S E

i

—— X x' -+• Zrf.*
7 i

H-4- ». x°-t- i<^ x

7— \ax^ dx x — x -ï-iax^

A
. -1:

i =^x'dxx—~ x^-^riax7
2-

— 4^a; 5
^at x — at

6
-+- 2^* 5 1

-k- \a?~x^dx x — x4
-t- 2^x 3 "" L

.

On fe fervira de la première propofition fondamentale pour

trouver les parties de l'intégrale que l'on cherche ; on regar-

dera la quantité qui eft fous le figne — x* +• i ax7 comme
la changeante , l'expofant — | du figne comme l'expofant

de la changeante j la différentielle de la changeante fera

— Sx7 dx-^ î x 7 ax 6dx pour A. Or po,ur avoir l'intégrale.

de. A , il fautaugmenter d'une unité l'expofant— {delà chan-
________ j_ #

— i_

.

géante— x* -+- zax7 *, ce qui donnera x7dx x— x 8
-h lax1

1

'

& ayant pris pour divifeur la différentielle — 8 x7dx -+- 1 x

jax6dx multipliée par l'expofant— [+i = f , il faut di-

vifer la quantité qui eft hors du figne par le divifeur— 4.x7dx
=+- 7 ax

6dx 3 et l'on trouvera le quotient— \ 3 ainfi la pre-
î_

miere. partie de l'intégrale, eft—»|x iax7—

x

8 T
; on trou-

vera aufli le refte +-\a x
6
dx. x — x 8

-t- iax
7 ~ r

5 ce refte eft

juftement la- quantité retranchée pour faire la première-

partie du premier partage
3 6c on remarquera que ce refte

n'étant qu'une différentielle, & non pas une intégrale, il.

doit être multiplié par-*-.* 8
-+- zax7 z qui eft la partie fous

le figne de la différentielle , & non par— x 8
h- zax 7 "ï* 1= ï

qui eft la partie fous le figne de l'intégrale 3 ce qu'il faut

remarquer pour les parties fuivantes 3 il faut ôter ce refte

—————— _ *•

de, la partie B, & il reftera pour (B)— \ax 6dxx — x 8
-*- iax7 *

qu'on nommera b.

Il faut à prefent , avant d'opérer fur b
,
préparer cette""

quantité de façon que l'expofant de x hors du figne foit

moindre, d'une unité que l'expofant le plus grand de x fous

le figne, fans changer la valeur de bj & l'on trouvera (b)
1

-à* ~ ax s dx x — a
6
-+- iax\ *_.
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ïl faut opérer fur b comme Ton a fait fur A , c'eft-à-dire

,

i + i =+ i
après avoir réduit b à— J ax*dx x — x b + iax ) t z

,

•6c pris pour divifeur { x — 6x 5dx-\- { x ioax 4
'dx=— }x*dx

•+ jAx^dx , il faut divifer — | ax 5dx par ce divifeur , & l'on

trouvera le quotient +• £*s ainfi^i^ x — x 6
-h z^x 5 t eft

la féconde partie de l'incegrale
; &: l'on trouvera auffi le

_ j_

refte -+- îi- aaxAdx x — a;
6
-*- 2<<x 5 2

j d'où l'on voit com-
ment fe trouve la féconde partie du premier partage. Il faut

ôter ce refte de la partie c, & l'on aura (c) + J a lxAdx x
_ 1 _ i_— x6 -*-iax^

z b=
(
C)-h-i œ zx*dx x —

x

4 -*-!^* 3 * •

Il faut opérer fur c- comme l'on a fait fur A & fur b, Se

Ton trouvera le quotient — § *x
3 ainfî la troifiéme partie

de l'intégrale fera — \o l
x —- x4 -*- iax* 3 l'on trouvera

auffi le refle — 4 a ix*dx x — x* -h i^x 3 1 =— 4- a lxdx x

.— x1
-*- 2^x " T

3 d'où l'on voit comment fe trouve la troi-

fiéme partie du premier partage. Il faut ôter ce refte, c'eft à-

dire l'écrire avec le figne oppofé , & ce refte fera +- | a^xdx x
i_— x1

_|_ 2;ZAr 2-. On opérera fur ce refte comme Ton a fait

fur A, fur bôcfurc, êcî'on trouvera le quotient— \a} 3 ainfî

la quatrième partie de l'intégrale fera— \ a
1 x— x

1 -+ lax 2
*

L'on trouvera aulîi le refte— \a4dx x — x
z
-+- iax *

3 d'où

l'on voit comment fe trouve la quatrième partie du premier
i_

partage : il faut l'ôter en écrivant «+- | a*dx x — x~ -h iax L

\a4d x=
,

~
,
qui eft l'élément d'un fecteur de cercle * dont * g07%

a eft le rayon , multiplié par | a a.

On fera une fomme de toutes les parties de l'intégrale
>

| a*dx
dont la dernière partie fera

8

, 6c elle fera Tinte-
y/iax— x 1

gralefin'e delà différentielle propofée, en fuppofant la qua-

drature d'un fecteur de cercle.

QfPJ
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Analyse demontri'e.
Cet exemple fuftit pour faire concevoir la méthode par-

ticulière qu'on y a expliquée
3
£c pour l'appliquer aux exem-

ples femblables.

Définition de quelques Courbes méchaniques.

749. ON peut imaginer des courbes méchaniques dont les or-

données foient des lignes droites parallèles fur une ligne

droite des coupées, de manière que les ordonnées, quoique

droites, foient égales aux arcs d'une circonférence pris dé

fuite depuis le (bmmec, ou aux arcs d'une parabole, ou à

ceux d'une autre courbe dont la rectification n'eu: pas connue

exactement, ou bien de façon que les ordonnées foient les

puifTances telles que l'on voudra de ces arcs, multipliées

encore fi Ton. veut par la coupée, ou par une puiflance quel-

conque de la coupée. On peut, par exemple, imaginer fur

le diamètre d'un cercle depuis le Commet, que les ordonnées

foient de fuite égales aux arcs du cercle, aux quarrésde ces

arcs, ou à leurs troifiémes puifTances, 6tc. Ôc de même pour

la parabole & pour les autres courbes dont on n'a pas la.

rectification exacte..

%s?. Par exemple S.—=====•* efl: l'intégrale fuppofée d'un arc
1 Virx— xx ° l L

fdx
t r dx

de cercle, -,dxx S. _ -

—

; dxxS. — y.vx S. .-=
V 2. rx— xx Viyx— xx

rdx

Virx— xx'

xdx x S.

—

f , &c. font les élemens de l'aire de ces
Virx— xx~

fortes de- courbes méchaniques.

*
; c)i. De même un arc de parabole cft * S. ff'x Vpx -+-^.xxi

nommant cet arc u; udx 3 u
%dx 3 u-xdx 3

feront les élemens

de l'aire de ces fortes de courbes • Se ainfi des autres.

PROBLÈME IV.

75°- 'TROUVER les intégrales des différentielles de la définition

précédente 3 en fihppofiant donnéeja rectification. contenue dans,

ces différentielles.

L A méthode eft femblable à celle de Particle 713. Il faut-

trouver les termes de l'intégrale indéterminée les uns après

les autres, écrivant devant chacun un coeficient indéter-

miné, Se prendre la différentielle de chacun de ces terme?
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à mefure qu'on le découvre ; la différentielle du premier

terme fera découvrir le fécond terme de l'intégrale indeter-

mince j la différentielle du fécond fera découvrir le troi-

fiéme terme de l'intégrale indéterminée, &. âinfi de fuite,

obfervant que chaque terme de la différentielle doit avoir

au moins deux quantités différentes avec des coéficiens

differens. Il faut enfuite fuppofer que la différentielle de

l'intégrale indéterminée eir. égale à la propofée, c'eft-à-dire

il faut écrire la différentielle propofée avec le figne— , fous

les termes correfpondans de l'autre. Enfin il faut fuppofer

chaque terme de cette différentielle égal à zero^ cette fup-

pofirion donnera les équations dont on a befoin pour trou-

ver les valeurs des coëficiens indéterminés, lefquelles étant

fubftituées à leur place dans l'intégrale indéterminée , elle

deviendra l'intégrale de la différentielle propofée.

on fup-Pour trouver l'intégrale de dx x S.
"---

/ yxxx— xx

r o * dx ' J J
r

d

x m
poiera u= S.

•

; ce qui donnera du =- -— ._ : il
* yXXX XX

'

V'iw

—

<xx

faut auiTi prendre la différentielle de Virx — xx } qui eft

%'dx xdx
Ppiiy qui voudront abréger, pourront fuppofer

V XXX —* XX
rdx— xdx

|/= v
/2rAr

—

xx 3 & dy= - . = . La queftion fe réduit
«/ •/ w 2. ïX —— XX *

à trouver l'intégrale de u*dx^ en fuppofant l'intégrale
xdx

y XXX XX

Inteqrale indéterminée de u J d x.o

S. tJdx = Au lx + But x Vi rx — xx •+- Cu} +- Dux~
**-E x Vi rx— xx +• F u.

Différentielle de l'intégrale indéterminée.

'JJTndxXV ïrx— xx . . •_ Drxdx

y^Lrx — xx
A^dx •+-

V xrx

xdx

— XX
-h

B"* ,/*

Virx--.v*

\.ïrx

dx

— XX
-v

kWj[*

Différen-
VlM, - AJC

tielle pro-

pofée avec
-IHÎJ ï

Je ligne—

.

£r</.i

D:i (!rX\ Xrx — xx

V±rx — xx

Il faut fuppofer Au yx pour le premier terme de l'inté-

grale indéterminée 5 c'eft-à-dire dans ce premier terme feu le-
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ment on regarde u comme confiance ; A eft une indetermi-

née. Il faut prendre la différence de An 5 x 3
& il eft évident

que fon premier terme Au*dx, &. la différentielle propofee

\u*dx, feront le premier terme de la différentielle totale

,

lequel premier terme étant fuppofe = c , on pourra deter.

miner le coefficient indétermine A.

Le fécond terme-»- —=s^L. de la différentielle àcAti lx
Yz rx— xx

Y A OC

où l'on a mis la valeur de du = -— . ( ce que l'on fera
Vzrx— xx *

toujours dans la fuite, ) fait connoître que le fécond terme

de l'intégrale indéterminée, devant avoir une différentielle

dont un terme foit correfpondant à - - . ., afin qu'on
1 Vzrx— xx

puifTe faire une équation de ces deux termes pour détermi-

ner le fécond coëfîcient, doit être Bu 1
x Virx— xx , (B eft

indéterminée
, ) dont la différentielle a trois termes ., Tun

r , n Buxdx ' n r i \ %Aïuxdx
defquels eft

—

qui eft correfpondant a —==—

.

1 Vzrx— xx l l Virx — xx

Le fécond de ces trois termes qui eft -+- — , fait
1 y^rx— xx

connoître que le troifîéme terme de l'intégrale indétermi-

née doit être Cu l

,
(Ceft indéterminée, ) dont la différent

tielle — pi<- le terme correfpondant a
Yi rx— xx L Vzrx — xx

Le terme g/^jO^fj-** ou finalement Brudx , fait
Virx— xx l

connoître que pour avoir une grandeur correfpondante, il

faut fuppofer JDux pour le quatrième terme de l'intégrale

indéterminée, (D eft indéterminée,) carie premier terme

de fa différentielle fera Dudx3
ou, fi l'on veut,

" irx -- x?l

Vzrx— xx

qui eft la grandeur correfpondante que l'on cherche.

Le fécond terme de la différentielle de Bux
3 qui eft

Z) t x d x "

, fait connoître qu'il faut fuppofer E x Virx— xx
yzrx — xx

pour le cinquième terme de Pintegrale indéterminée, [E eft

indéterminée,) carie premier terme de fa différentielle eft

Exdx . n i î ri i
Dtxdx— •

,
qui eft la grandeur correfpondante de - ——

Virx— xx l ° r Yirx—xx*
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Le fécond terme -~r==z de cette différentielle , fait
Ylyx— xx

connoître qu'il faut fuppofer F u pour le fixiéme terme de
jp > â x

l'intégrale, 'F cil: indéterminée, ) car fa différentielle --_—'——
' Virx— xx

E Y dX
eft la grandeur corrcfpondante de .

Vitx— xx

Tous les termes de la différentielle de l'intégrale indéter-

minée contenant plufieurs quantités , de façon qu'en fuppo-

fant chacun de ces termes égal à zéro , tous les coèfkiens

peuvent être déterminés ; l'intégrale eft finie , & il ne faut

plus chercher de nouveaux termes.

Il faut à prefent ôter la différentielle propofée 1 u 3 dx du
terme correfpondant de la différentielle indéterminée j fup-

pofer chacun des termes égal à zéro j ce qui donnera ici fix

équations, par le moyen defquelles on trouvera les valeurs

de A , B , C , &c. qui font A = i ; i? = 3 r 3 C=— r,

J)=— y1
3 E = — y\ F = -t- }rK Eprin il faut fubfti-

tuer ces valeurs dans rintegrale indéterm inée, & l'on aura

S. u 1 dx = 1 u 1 x •+- ^ru 2-

x V irx— xx — ru 3 — $r x
u x

— 3r 3 x V irx — xx -h }r 5u 3 pour l'intégrale de la différen-

tiel le propofée. Ce quilfalloit trouver.

Cet exemple furïït pour faire concevoir clairement la

méthode.& la manière de l'appliquer
j les Lecteurs pourront

fe la rendre familière par des exemples.

SECTION III.

Ou Ion explique le calculdifférentielg) le calcul intégral

des expreffions logarithmiques
y g) des quantités

exponentielles.

Avertissement..
JLEs logarithmes des nombres font d'ufage pour faciliter

les calculs les plus difficilesôc les plus embarrailës des nom-
bres dans la refolution (\qs Problêmes des parties pratiques

des Mathématiques , comme de PAftronomie , de la Marine

,

de la Géométrie pratique, &c. Il y a auiïï.des courbes qui

contiennent toutes les grandeurs poffibles avec leurs loga-
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rithmes, c'eft-à-dire toutes les grandeurs poffibles qui font

une progrefîîon géométrique infinie
,
qui va en augmentant

depuis celle de ces grandeurs que l'on peut prendre à dis-

crétion pour l'unité , ôc en diminuant à l'infini du côté

oppofé depuis la même unité
; ces courbes contiennent en-

core les grandeurs qui font une progreiîion arithmétique,

dont zéro (qui eft le terme de la progreiîion arithmétique

correfpondant à l'unité delà progreiîion géométrique, &qui
en eft le logarithme) eft entre les termes pofîtifsà l'infini de

cette progreiîion arithmétique qui font les logarithmes des

termes correfpondans de ceux de la progrefîîon géométri-

que qui îurpaiïent l'unité , le premier étant le logarithme du.

premier , le fécond du fécond , &c. & entre les termes né-

gatifs de la même progreffion arithmétique, qui font aufîi les

logarithmes des termes correfpondans de la progreflion

géométrique. Ces courbes, que l'on peutappeller/^g^/Y/wz/'.

que s t
font aufîi de grand ufage dans la Géométrie compofèe,

fur-tout dans la partie qui traite des courbes méchaniques,
pour décrire certaines courbes , en trouver les propriétés

qui fe découvrent par lefeul calcul différentiel , comme leurs

tangentes , les points où elles s'écartent ou s'approchent le

plus de leur axe , &c. de celles que l'on découvre par le

calcul différentiel & le calcul intégral joints enfemble

,

comme la re&ification des courbes , leur aire , &c. lefquelles

deferiptions & propriétés ne peuvent pas fe découvrir par

les règles dont on fe fert pour les autres courbes.

751» La première de ces courbes logarithmiques eft l'hyperbole

ïicun êquilatere \ car Ton a fait voir * qu'en prenant tous les nom-
xlvii. k rCS j e fu j te fur kqj7 l'une des afymptotes , fuppofant

•

* 6^' que KG eft: l'unité , & que chaque nombre plus grand que

l'unité, comme KF3 eft exprimé par 1 -+-x, & que chaque

nombre plus petit que l'unité , comme KP 3 eft exprimé

par 1 — x ; le quadrilatère hyperbolique G AfF qui

eft fur l'excès G F de ce nombre fur l'unité , ou GACP
qui eft fur l'excès P G de l'unité fur ce nombre , eft le loga.

* 643. rithme de ce nombre 1 -4- x ou 1 — x. On a aufîi démontré*

que Ffétanz égale à ^~^ = ^b, & que de même PC
étant égale à

!^~^ = j~ , l'élément du quadrilatère

O^/^eft^^celuideG^C^eft'i^J&parcohféquent,
nommant"



Livre VI Iï. 31$
nommant ces quadrilatères GAfF , L 1 -i-*;& G ACP

,

L 1 —- x
, ( /. fignifîe logarithme 3 ainfi /. 1 -*- x marque le

logarithme de 1 •+• # ) la différentielle du logarithme d'un -

nombre 1 h- x qui furpaiTe l'unité , eft d. I. 1 -+- x= -^-- &
celle du logarithme d'un nombre 1 — x qui eft moindre que
l'unité , eft d. L 1 — x =^4-^.

L'on a aufîi fait voir * qu'en prenant une grandeur quel- * (347.

conque K S , qu'on nommera a fur la ligne K S T
,
qui fait

avec Fafymptote à l'origine iC , l'angle quelconque GKS 5

&: menant la ligne «S G au point G où finit l'unité K G , 6c

enfuite par tous les points T\>t , de iCS tirant des parallèles

T F
y
t Pi ,SG,& nommant les KT^a+ x;& les Kt,a-^x ;

les grandeurs KT {a-\- x) &Kt{a— x, ) ont les mêmes loga-

rithmes que les nombres correfpondans KF , KP fur l'afymp-

tote • KS {a) eft prife pour l'unité par raport à ces gran-

deurs iScKF devient 1 -h - =^ , & /< T7 devient 1 — ^= £J=^
( à caufe des bafes parallèles de l'angle GKS;) ainfi

Ff=^^ devient £-, ;PC=^- devient ,-fe 5 l'é-

lément de GAfF devient d. La-*-x~ ££.
?
& l'élément de

GACP devient ^/. /. ^ — Ar= ^jÔc /. ,2 -t- * » S. ffei

j'J.
Zrf logarithmique eft la féconde de ces courbes , 8c c'eft Fic.xxxvt,

de là qu'elle tire fon nom. Les ordonnées AB
}
CD , EF , &c.

de cette courbe
,
qu'on nommera x , font les grandeurs qui

font une progrefïion géométrique infinie
j elles vont en aug-

mentant d'un côté , 6c en diminuant en retournant du côté
oppofé ; l'une de ces ordonnées , laquelle on voudra , com-
me A B , doit être prife pour l'unité , 6c le point A fur la

ligne des coupées ACE, &c. fera l'origine des coupées AC3

AE 3 &.c. qu'on nommera s^j chaque coupée, comme AC (zj t

eft le logarithme de l'ordonnée correfpondante CD (x)^

ces
vlogarithmes pris du côté de Ag , comme Ae (

— ^, ) font

négatifs.

Defcription de la logarithmique.

54» AYant tracé la droite ACE indéterminée de côté St

d'autre , Se élevé deux perpendiculaires inégales AB , E F
d'une longueur arbitraire ^ il faut partager AE par le milieu

en C , 6c élever la perpendiculaire CD , 8c la faire moyenne
Tome JJ% R. r
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proportionnelle encre AB 6c .Ei^&le point D fera un dé-

ceux de la logarithmique : on trouvera de la même manière

tous les points de cette courbe qui font entre B 6c F. Pour

avoir chacun des points H ,K^.M , &c. qui font au-delà
,

comme le point M., il faut trouver aux deux ordonnées CD,
E F déjà tracées , une troifiéme proportionnelle qu'on nom,
mera G H j prendre fur la ligne des coupées E G = C E , 6c

élever la perpendiculaire,G .H" égale à la troifiéme propor*.

tionnelle qu'on a trouvée , & Ton extrémité.// fera un point

de la logarithmique. En prenant de même G J == G E , 8c

élevant la perpendiculaire. I K. égale à la troifiéme propor-

tionnelle aux ordonnées EF 6c G/f, le point iC fera dans la

logarithmique. On trouvera de la même manière les points

de la logarithmique qui vont de droite à gauche. On peut

encore trouver, quand on a déjà pludeurs points de la loga r

rithmique , chacun des autres points , en prenant à difcré-

tion trois points déjà connus, comme B,D yH , 6c faifant

GI= AC
,
qui eft la diftance entre, les deux ordonnées des

deux premiers points , 6c élevant la perpendiculaire IK égale

à la quatrième proportionnelle aux trois ordonnées AB^
CD , GH , le point K fera dans la logarithmique. On trou-

vera par ces trois pratiques tous les points qu'on voudra de

la logarithmique,

Equation de la logarithmique.-

_

7JJ» JC.N concevant toutes les ordonnées ^infiniment proches,

les unes des autres en progrefiîon géométrique , il eft évi-

dent que leurs différences dx font auffi dans la même pro-

greflion géométrique -

y
d'où il fuit que chaque raport — cil

confiant
^
aihfi ^ — r = t~e

&c - $ l l'on conçoit par cha-

que point de la. logarithmique la tangente en ce point
,

comme. DBS 5 Bd =? A C fera dz^; l'on aura pour tous les

550. points Ç ===.£ ,
* (on nomme* la foutangente CS ) 5

d'où

il fuit, toutes les dz^ étant fuppofées confiantes
,
que la fou-

tangente efb confiante, c'eft à-dire la même pour tous les

ppints-.de -la logarithmique ;
ainfi^== £ , ou *=^= *J? 3 eft Té-

quarion de la logarithmique qui convient à tous fes points.

Si l'on prend pour l'unité celle des ordonnées qui eft égale

s^la.foutangente qu'on fuppofera être AB 5 dz^ fera po/ltive.
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'du côté que les ordonnées augmentent, &: négative du côté

qu'elles diminuent. L'on peut encore trouver l'équation de
^•logarithmique par l'art. 519 -, car concevant que le point i?

décrit chaque particule infiniment petite BD , DF &c. de

la logarithmique dans le même tems T qu'il décn'roit les

petits côtés angulaires Bd{ dzj) dD ( dx ) du petit parallélo-

gramme dont cette particule BD efl la diagonale $ fi l'on

iuppofe chaque côté Bd(dz^) décrit par une viteflè uniforme
qu'on nommera a , & chaque côté comme dD ( dx ) par une
vitede qui s'accélère en progreffion géométrique

$ ( on pour-

ra nommer x œtte vitefTe par chaque dD =dx : ) En fuppo-

fant<^ confiante, Pon aura pour chaque particule, comme
BD , cette équation T = * £ = ^ , où. le raport

d
-£ étant *

5 1 9.

confiant , les x feront nécessairement en progreffion géomé-
trique, comme on vient de \ç faire voir au commencement
de cet article.

r j6. L'on déduit de l'équation de la logarithmique cette

autre^— ~ = -— quand a efl fuppofee l'unité. Or dz^

efl la différence du logarithme z^', ainfi la différence d'un lo-

garithme d'un nombre ou d'une grandeur x efl égale à la différence

de ce nombre divifée far ce nombre même ; dz^ ou dix= ~ quand
le nombre furpafîe l'unité , & —- dz^ou <— dix :=—*, quand a;

efl moindre que l'unité. Ainfi ^ou lx= S.4r- Onpeutauffi,
îi l'on veut, nommer les nombres en progreffion géométrie

que 1 + x
,
quand ils furpaffent l'unité , 1 — x

,
quand ils

font moindres , cela efl arbitraire.

Remarques,
L

r

$J» VJUand le nombre efl exprimé par 1 -*-* jalor

s

dl. 1 -¥-x

s= T'l\- , & dl. 1 — x — =tS. Quand au lieu de l'unité c'eft

une quantité a qui en tient lieu , dl . a •+ x= ~~- 5 & dl. a
—x=— ~-

x
. Quand la foutangente confiante a n'eft pas

prife pour l'unité dans la logarithmique , alors la différen-

tielle du logarithme efl dix= «£ j & d— / . x =— ^.

I I.

t j8. Il efl évident que zéro efl le logarithme de l'unité -

y
& que

le logarithme de zéro efl infini dans l'une &; l'autre des-cour*.

tes logarithmiques.

Rrij
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759». ih -> jërj &c - f°nC au^ des différentielles logarithmiques
y

car on peut exprimer chaque ordonnée x de la logarithmi-

que par une grandeur connue a ou b , &c. plus une chan-

geante x, en fuppofant néanmoins que la foutangente eft,

l'unité j & alors ^f efl: une différentielle logarithmique

multipliée par f.

D E* F I N I T I O N.

?60o L'On empîoyera ici / pour fignifier le logarithme de la.

grandeur au-devant de laquelle on l'écrira , & /\* , ï'x , /
m

.xr
;

&c. marqueront le logarithme de x élevé à la puiffance dont

l'expofant efl: 2. .-, 3 , 7»,&c. de même /
_i

a: ,
/" 2

at 3
/~mx , &c.

exprimeront que le logarithme de x ou fa puiffance dont

l'expofant efl: 1 ji , w , &c. fe trouve au dénominateur ;l.lx

marquera le logarithme du logarithme de x , & /"Y* expri-

mera le logarithme du logarithme de x élevé à la puiffance.-

dont m efl l'expofant.

.

I>ropofetion fondamentale du calcul différentiel

des exprejjïons logarithmiques % .

761.. dl. 1 +x=^;J/. 1 —x= ~rx 5 dl. x = x

-f
:

-, </ — /. x
«==—

-4f-
r

j dl.a-¥-x= fg-j *//.*— *;==£§» quand la fou-

tangente <* de la logarithmique n'efl: pas prife pour l'unité
5 ,

dl.X=:^,&d—l.X = — *-&.

Corollaires.
I.

762 >.l Ou r trouver la différence de/
m
Ar,on fuppofera l

mx=^ym
y

ce qui donnera /a: = y , & *//.* = dy = ^ par la première

*"?4 1 . propofition *
3 l'on aura auffi ^/

m
A; = my^~ l dy , & /m_, Ar= j/

m"',

On fubftituera les valeurs dejj/"
1
"

1 & de ^ dans ?nym
~

l dy,

& l'on aura ^/
m
x z^ml^^'x x ^ = mx~ x

l
nx - lx x a?*. Si

Ton vouloit exprimer a: par i -+- x , 6c— x par 1 — x , il n'y

auroit qu'à fubftituer dans la différence qu'on vient de trou-

ver au lieu de x y 1.,-hx.ou 1

—

at
5
& écrire dans ce.dernier,

cas -~^.dx k .
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63. Pour trouver la différence de l.lx , on fuppofera lx —y -

y

'

ce qui donnera , i°.dlx= dy= * ^ , 2 ./. lx= ly
s
& 3 . dl. *

7^ If

/* = * Ç= £ = AT
-1

/
-1

.* X </*.

Si Ton veut exprimer # par 1 -h*
j
pour avoir «?/. / 1 -»-.*:,

on fuppofera /. 1 -t-.v= 1 -t-y, ce qui donnera, 10. dl. 1 -ha:

Ba^c*^ • i°././i -*-a:= /i 4-J5 30.^//. U +- x ~dli +y * y6i t

5= ffe j & fubftituant les valeurs de âfy & de 1 -t-jj/ dans -/_Jy 5

l'on aura .^/. h.+.y=
<

-

I+/^ =i+ x ' xl~ l i-*-x x dx.

Remarque.
64. JL'On peut atiffi employer ces expreflîons des logarithmes

l,i -4- x= S.y^. Par exemple, en iLippofant/./n-x= ^, 8c

/n-Ar= i-hy
?
(ce qui donne /./h-at= /i-+-j/= S. —,) l'on

aura dl.li -+- x= </^= ~^, & dy= * -^~. Ces expreffions *
7^ x ^.

fans les réduire (quand on n'a beioin que de différentielles)

à une quantité qui n'ait que /v,i + x,8c/.h-a:, peuvent

être utiles à trouver les intégrales dans plufieurs Problêmes,

qui fuient exprimées par des fuites qui n'ayent pour incon-

nues que des x , ou des ^ , ou des ^, comme on le verra dans

la fuite.

Corollaire III.

5 C. kJ N trouvera la différence de l
m
Ix 3 en fuppofant lx =xy •

ce qui donnera 3 i°. dix = dy = '~
,

20. rix = /
n

y • d'où

l'on aura dl
m
y = * my~ l

l
m~ l

y x ^/ • où fubftituanc les va- * 762,
leurs dey~ l ^l

m~ l

y , dy , l'on trouvera dl
m
lx = ml m~ x lx x

/"'atx *V.

IV.

66. Enfin on trouvera de même la différence de MV, en
fuppofant /

m
Ar =^j/

m
• ce qui donnera, i°. lx=y-

y
i°. dix

= dy= d
-±;

i 3 . /
n
/
m
x= />

ra

; d'où l'on déduira ( en regar-

dant j/
m
dans l

n

y
m comme l'on regarde x dans l

m
x )

* dl
n

y
m

* T^. a

Brtirfl-y x
12£l^Z sss7l my- ir- J

f
a
x 4y, où fubftituanc les

valeurs de;/"
1

,/V/ , l'on trouvera dtTx^nml^x x £-?£*

jc.^= »^- i /- i

x.x î]-'l
mxxdx..

R r iij
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7&y* S l l'on fubftitue dans les valeurs trouvées par letroifiémc

& le quatrième Corollaire, i •+- x à la place de x , on aura

dl mlx = ml™- 1h -t-xx/- 1

i 4-Arxy^,ÔC dl"lmxz=. nml~ l

i

*Hxx /
a_I /'n i + a x

AT X

1+*

Corollaire V.

£?#/ cfl la fropofition fondamentale du calcul intégral

des expref/ions logarithmiques.

768. 1 L fuit de la proportion fondamentale & de fes Corollaires,

que l'intégrale de ~ ou x~ ldx
(
qu'on marquera dans la fuite

*
7 6i. par S. £)=.**. *

* 76 2 . S. wz/
m_1x x Ç= /'nx.

*

* 766. S. nml"-
J xm x <£ = /"a;"

1.*

763. S./
-1

* x ^ = /./*.

*j6$. S. ml

766.

x x rv*. *

m-** S.nmr-'Tx x ife
!

ex= /7
1

.v a

A X |A"

xXlx l> L X.

Si l'on fubftitue dans les exprefllons précédentes t

la place de x , on aura les intégrales par raportà l'expreflion

1 +x;&on trouvera de même les intégrales pour \qs loga-

rithmes négatifs S.~ j S. ^>
R E M A R O^U E.

769. On remarquera aufli que l.i + x = S. -f^-v
•== * a; — £ **

643- j,3 ^*4-H&C. & que/. 1 — x = S. =rj= at— -|* :

&c.

Et fuppofant, pour abréger , /. 1 •+ x =y 9 l'on aura 14- x
* 646. = 1 +/ +r,y

^/x= */j/ X I

:*?y iXîXi &c. d'où il fuit que
&c.

En fuppofant de même /. 1 — .v ==^ , l'on^aura 1 — a;= i—y + jf -xïf iX IXty — &c.

On peut de même exprimer par des fuites les intégrales

qui font des logarithmes de logarithmes
j
par exemple , fup-

po'fant 2^= /. / 1 -t-.v , & /. i-»-x=i -Hjy, l'on aura ^= /. 1

+

,

y= s. fi, ïé&*#,i #*&.;, =s. &.
643 . On déduira de ^s^-; ^= * / — f/

1
-t- f_y'

— ~f
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^&c.& dedy=z^-7 ,y = x — ixz -h i *» — •£ *4 -»- &c.

1 °. Si l'on veut la valeur de /. /i h- a;= 2^, exprimée par

une fuite où il n'y ait que des a:, il n'y a qu'à prendre dans la

dernière équation les valeurs dej,y-,j|/5, &c. & les fubftituer

dans s^=y— \y
x -*- &c. & l'on aura la valeur de /. 1 1 -+- x

= ^, exprimée par une fuite où il n'y aura que des x.

2 . Si l'on veut exprimer la valeur de x par une fuite où
il n'y ait que des^ après avoir trouvé , comme on vient de

le dire , la valeur de ^exprimée par une frite où il n'y ait

que des at, il faudra par le retour des frites * trouver la frite * 234*
où il n'y ait que des ^, qui eft la valeur de x.

3 . On peut par le même retour des fuites trouver la va-

leur de x exprimée par une frite où il n'y ait que des y.

EXPLICATION DU CALCUL DIFFERENTIEL
& intégra] des quantités exponentielles.

Supportions quon a démontrées Ailleurs,

70. LE calcul différentiel & intégral ne s'applique aux quan-

tités exponentielles x x —y , a y=y, & aux autres plus corn-

pofées, que par le moyen des logarithmes de ces quantités.

Pour faire concevoir clairement cette application , on fera

faire attention à ces trois propriétés des iogarithmes -

y
i°. la

fomme des deux logarithmes de.deux ou de plufieurs gran-

deurs, comme lx -h la ,
* eft égale au logarithme du pro- * 64.1.

duit de ces grandeurs l.ax
}

i,°. la différence de deux loga-

rithmes lx — la * efl égale au logarithme. l~ du quotient * 64.1,
qui naît de la divifion de la grandeur.*; par la grandeur a k

5

30. le logarithme d'une grandeur linéaire x multiplié par

l'expofant d'une puifïance quelconque m de cette grandeur,

* eft égal au logarithme de cette même grandeur élevée. à * 6a.%1

lapuilTànce m , mlx = l.x
m

, ™x = /. x
a

, &c. L'on peut

mettre n l'on veut par tout 1 •+ x à la place de x } & l'on

remarquera auiîl que quand la grandeur x ou 1 — x eft au-

defïbus de celle qu'on aura prife pour l'unité
}
fou logarith-

me, eft négatif,

.

SX
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Corollaire I.

77 1 . IL fuit de ces propriétés
,
que quand on a une équation qui

contient des quantités exponentielles , on peut en déduire

une anr e équation qui contiendra les logarithmes des quan-

tités de la première, car les grandeurs égales ont leurs loga-

rithmes égaux , en iuppofant qu'on fe fert de la même loga-

rithmique j ainfi l'on déduira de x x= a, xlx= /a: de même
a x s—y* donnera xla == xly.

X y

De même x x ==yy donnera xrlx =^y/y, & celle-ci don-

nera xlx -+- l.lx (= /. x*lx ) =yly -+- l.ly (= l.y yly
) j & ainfi

des autres.

Corollaire II.

772» UN peut auflî tirer une équation exponentielle d'une équa-

tion logarithmique, en retournant des logarithmes aux gran-

deurs dont ils font les logarithmes
3 ainfi de xlx=.la, on dé-

duira x x = a j & ainfi des autres.

Corollaire III.

773* V^U a n d même l'équation n'a pas d'expreflion logarithmi-

que dans un de fes membres 3 comme x =yla , on peut en
tirer une équation exponentielle , en multipliant les deux
membres par un logarithme confiant comme l.b

,
qui ne foie

pas celui de la grandeur prife pour l'unité
,
parce que ce lo-

garithme feroit zéro , & l'on aura xl.i?=y y l.bx La • d'où,

l'on tirera l'équation exponentielle é>*= aYÏb ; ou bien quand
un membre a déjà une expreflion logarithmique , on peut

,

pour rendre l'équation exponentielle plus fimple
,
prendre

l'unité
,
par laquelle le premier membre peut toujours être

conçu multiplié dans 1 x x=^yla
,
pour un logarithme conf-

tant dont le nombre n foit connu par la logarithmique
,

puifque la grandeur prife oour l'unité ckns l'équation e(î

fuppofée connue -

y
ainfi l'orraura 1 ==/.»,& l'équation fera

xl.n =yla j d'où l'on tirera n*= a\ Il en eft de même des

autres.

R E M A R Q^U E.

774* 1 L arrive en plufieurs cas que les équations logarithmiques

qu'on tire des équations exponentielles , font des équations

purement
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purement algébriques, qui ne contiennent que des quantités

connues &. inconnues ordinaires. Par exemple on déduit

de a x= b™3 l'équation xla ~yy x /. b i d'où l'on tire ^ x x
s=yy3 qui efl une équation ordinaire à la parabole, pareeque

les logarithmes des grandeurs connues abib , font des gran-

deurs connues par la logarithmique ; en les nommant m&n,
l'on a = x =//•

Corollaire IV.

75 • On peut auiïï fe fervir de la méthode de réduire les équa-

tions des grandeurs exponentielles en d'autres équations

logarithmiques, pour réduire les expreiïions exponentielles

en expreiïions algébriques ordinaires parle moyen des fuites ;

cela eft très-utile dans la réfolution de plufieurs Problèmes.

Un exemple fuffira pour en faire concevoir la méthode. Au
lieu de xx= y, on écrira n-x , * x= 1 -*-y> ce qui don-

nera i-i-x x /. i-*-a:= /. 1 -\-y.

L'on réduira /. n-x en* x— {xi
-t-jx i — &c. & on *<?45.

multipliera cette valeur par 1 -*-x,St Ton aura i~*-x xl.i-*-x

S==tx ~¥- L x1— |x 5 -»-&c. on réduira de même /. 1 -+-y eny— ly- -f- 1y — &c. &: l'on aura cette équation x-^-x 7"

— | x î _4_ &c. =j/— i^-f-iy— &c. D'où Ton déduira,

par le retour des fuites* ^ la valeur dey en une fuite qui n'aura *
z ,^4

que des *; & y ajoutant l'unité, l'on aura l'équation expo-

nentielle 1 -\-y = 1 -t-x '* x
,
changée en une équation donc

le fécond membre fera une /»/>? infinie , &; qui n'aura que

des grandeurs ordinaires. On peut appliquer cette méthode
aux équations exponentielles plus compofées.

PROBLÊME L

TRCVV E R tes différentielles des quantités exponentielles.

Première Me'thode.
7^. J L faut les réduire aux expreiïions logarithmiques qui leur

conviennent , 6c prendre enfuite les différentielles par le

moyen de ces expreiïions. Ce qui s'éclaircira par les exem-
ples fuivans.

1. Pour trouver la différence de xy
, il faut fuppofer *y =^= ^;

Tome II. S s
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d'où l'on déduira ylx— Izj il faut prendre les différences,

& l'on aura lx x dy •+y x ^= ^ =~
; ainfi l'on aura

a;v /a; x dy^-x^- 1 y x dx=^d^== à la différence de #y
. O

qttil falloit trouver.

7 Y

î. Pour trouver la différence de ux
, on fuppofera ax = z^t

ce qui donnera xHu = /^ On prendra les différences , 6c

Ton aura par le premier exemple la différence de x>' égale à

x y lx x dy-^-xy
~ ï

y xdx; ainfi la différence de & lu= /^(era

xllx x lux dy + xj ~ 'y x /a x </x -+• x* l!~= ^ = ~
$
ainfi

y y y «

la différence de « x = ^fera «x x y lxludy-\-u x x y
~

ly ludx
y

H- a" x a x xy du= ^.

On peut trouver de même les différences des grandeurs

exponentielles plus compofées.

Seconde Me'thode par le moyen des fuites.

1 O u k trouver la différence de i -+- x I "+- !C

, on fuppofera

i+a; i + x= i+^ d'où Ton aura, i°. la différence i -\- x l ^ %

c= dz^> i°. h-a; x /. i -4- x =/. i -f^ Après cela on trou-

vera, comme dans le quatrième Corollaire i-\-x x l. i -ha?

== x+ y a;
1— |a: 3 -4- &c. = /. n-2^ On trouvera de même

/. H-j^=^— ï^*f^— &C. = x -4-| a:
1— -|x 3

-1- &C
2 j^, d'où l'on déduira par le retour des fuites * la valeur de ^,

exprimée par une fuite où il n'y aura que des x, qui fera

une équation dont ^fera le premier membre, & \a fuite en x
le fécond membre -, on prendra la différence de chaque
membre, qui donnera la valeur de dz^en x & dx > & ce fera

la différence de i+.v I+)1
,
qui eit égale à d^.

l -t- X

Pour trouver la différence de i -+- x '•*"*
, on fuppofera

i-»-x

I +1i+x 1-HI
==i-t-^; ce qui donnera, i°. diff. i -\-x

s» ^; i°. i + x ,+)! x /. i •+• x == /. n- £ On fuppofera en-

core i -*-a:
, * x = i -*-^ce qui donnera , i°. n-x x /. n-.v

I * X= /. i-t-y ; i°. ih-at **"" = h-a: '^ y= i -H^J 3°. i-h/ x

V. i+xœ /. i + ç .Après cela il faudra trouver par la mé-
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thode des fuites*, i°. la valeur de i-hx xl. ih-at, comme ci- *i34-

demis -

y
i°. celle de /. 1 -\-y3

exprimée par des y. 3 . Ayant faic

une équation dont le premier membre foit la fuite égale à

i+x x /. n-Afj & le fécond foit la fuite en y égale à /. 1 -+-y î

il faudra par le retour des fuites* trouver, en fe fervant de * 154.

cette équation, la valeur de 1 -\-y exprimée par une fuite où.

il n'y ait que des x. 4 . Il faudra enfuite multiplier la valeur

de 1 -+-y par la valeur de /. 1 -*-x, & égaler h fuite en x qui

efl: cette valeur, à la valeur de /. 1 -+- z^ exprimée par des zj ce * <?4$i

qui donnera une équation dont le premier membre fera une

fuite en* égale ài-*-x l + * xl. i-hx, & dont le fécond mem-
bre fera la valeur de/, n- ^exprimée par des z^

5
. Il faudra

par le retour des fuites * trouver , en fe fervant de cette * i^y

dernière équation , la valeur de ^linéaire exprimée par une

fuite où il n'y ait que des x. Cette valeur fera une équation

dont le premier membre fera z^ } & le fécond fa valeur par

une fuite où il n'y a que des x. Enfin il faudra prendre la

différence de chaque membre de cette équation , & ce

fera la valeur de dz^3 & par confequent la différence de

1 -+-x
l + x que l'on cherchoit.

Cette méthode peut s'étendre aux exponentielles des

degrés plus élevés.

R E M a k c^u e.

CjU a n d l'expofant changeant d'une grandeur changeante

eft différent de cette changeante, comme dans xyou 1 -j-* '
*" y

,

etc. il faut fçavoir*le raport de l'expofant^ ou 1 -\-y à x ou * 4^1;

à 1 4- at, & prendre par le moyen de ce raport la valeur dey
exprimée par x, & la mettre dans l'expofant à la place de y.

Si par exempley=zxx} il faudra mettre xxx
, ou i-h* I+n

,

&"ainfi des autres.

PROBLEME IL

TROVVE R les intégrales des différentielles qui contiennent des

exfrefjions logarithmiques 3 & de celles qui contiennent des quan-

tités exponentielles.

S s ij



\

324 Analyse démontrée
Première Me'thode.

777. L A première méthode eft celle de l'art. 713 , ainfi il fuftïra.

de l'appliquer à quelques exemples^
1" Ex. Pour trouver l'intégrale dexlx x dxyon la cherchera

par parties par le moyen d'une intégrale indéterminée, 6c

l'on fuppofera que la première partie de l'intégrale indéter-

minée eft Axx
lx, dans laquelle A eft indéterminée. On en

prendra la différence qui eft lAxlx x dx-*-Ax zx^=;iAxlx x

dx -h Axdx. Comme l'on doit fuppofer par la méthode de.

l'art. 7 1 3, qu'on employé ici, que la différentielle qui naîtra

de l'intégrale indéterminée eft égale à la différentielle pro-

pofée, & que les termes correfpondans font égaux, pour

déterminer les coeficiens indéterminés j & que la différen-

tielle propofée îxlx x dxeft. déjà le terme correfpondantdu

premier terme lAxlx x dx de la différentielle indéterminée -

y

il faut fe fervir du fécond terme -4- Axdx pour trouver quel

eft le fécond terme qu'il faut fuppofer dans Pintegrale indé-

terminée 3 c'eft-à-dire -, il faut trouver quel doit être le fécond

terme de l'intégrale indéterminée, pour donner au moins

un terme correfpondant à -+- Axdx. Crr il eft évident que le

fécond terme doit être i?*
1
, dont la différence eft iBxdx^

ainfi l'on aura

l'intégrale indéterminée A x^lx •+- B x*

fa différentielle lAxlx x dx-*-Axdx~)
•+ iBxdxr> =^ o~

— la différentielle propofée— ixlx x dx J

Tous les termes de cette différentielle contenant les gran-

deurs qu'il faut pour déterminer les coeficiens, l'on a toutes

les parties de l'intégrale indéterminée. Il ne faut plus que

fuppofer chaque terme delà différentielle égal à zéro j
ce

qui donnera ^= {-, i?=— ^j & fubftituer ces valeurs à

la place des coeficiens dans l'intégrale indéterminée, qui

deviendra
,
par cette fubftitution, l'intégrale \xx

l.x— \ x
2'-

que Ton cherchoit.

On trouvera de la même manière qu'en gênerai x
m
lx xâx

a pour mtegrale —±-xM lx~— ^L^i*™- 1
.

1^ Exemple. Pour trouver l'intégrale de x
mFx x dx, on fera.

ks mêmes caifonnemens que l'on a faits dans le premier
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Exemple, & l'on trouvera par parties l'intégrale indétermi-

née Ax m - ,
l
n
x -4- Bx m *

* /
n" !

a; 4-CV- "
/"

~

a x -t- Z>x
m *' /"" %x

.+- &c. fa différentielle eft.

w-hi x Axm
l

n
x x dx+ nAxm

l
n ~ lx x dx -+ n^- ~i x Bxw

l"'
1 x x dx +- &C. ]

•m+t Bx?F~ lx x dx+m-hi Cx
m
l?~

l x x dx •+ &c.
ladite- )>=3.
rentielle

j
propoféc. —

x

mhX^
On fuppofera chaque terme de cette différentielle égal à zéro,

ce qui donnera A= m , i?= JZli , C= » X -4- « — t

« ~J— r »w-f-i

&c. on fubftituera ces valeurs dans l'inteerale indétermi-

née. 6c après la fubftitution , l'on aura —~—

x

m+I /"x
* r * m -f- i

--*/-i x^ nJ^zJ x*+rf^x—.&c. C'eft l'm-
wî-4— 1 r» -4- 1

tegrale que l'on cherchoit j m&n repréfententles nombres

entiers qui peuvent être les expofans de x & du logarithme

lx. Il eft évident que quand n eft un nombre entier pofitif >

l'intégrale eft finie, & qu'alors le dernier terme ne contient

plus de logarithme 3 mais la feule inconnue x.

Troificmc Exemple fur les grandeurs exponentielles.

I^Our trouver l'intégrale de x* x dx , on fuppofera at
x= 1

-\-y ; ce qui donnera x/*= /. 1 -*-y. Or 1 -\-y= f n-/. 1 -+-jr * tf+&

+• t ^ ! -*-.y + tx^î
^ ! +/'-*- nrbôv P I -*-y + &c

-
amfi erî

fubfticuant dans cette équation la valeur de /. 1 -*-y= xlx t

on aura **= 1 -*-j/= 1 h-x/x^^x 1
/
1.*-!-™^**/5

.* -h &c,

en multipliant chaque membre par dx x on aura xx x dx= dx
.+- xlx x dx-\-\x

l
l
L x x dx •+-

iy-3 x j
/

? # x ^/x -4- &c. en prenant

les intégrales de chaque terme du fécond membre , comme
dans le premier & le fécond Exemple, on trouvera S. x x

x dx

==x-t-{x1
/Ar—i^H-r^^/1 ^— ±x ylx+±x i +±-x*Px-

— ± xU1 x + £ *4 /*— ^rérr^ *4 -*- &c - Ceft intégrale

que l'on cherchoit.

On donnera dans les ufages de ce calcul intégral des dif-

férences logarithmiques & exponentielles , la manière de
connoître les grandeurs confiantes qu'il faut ajouter aux

mtegrales que l'on trouve pour les rendre complètes.

Ssiij
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Avertissement.
O N pourroic employer cette méthode pour trouver les

intégrales des différentielles qui contiennent des logarith-

mes de logarithmes , comme x
m
l. Ixx dx, x

mF Ix x dx, &c.

ôc les intégrales des différentielles exponentielles x x x dx

,

& des autres plus élevées j mais comme elle ne fait trouver

pour les intégrales que des fuites infinies qui contiennent des

expreffions logarithmiques fort compofées, il vaut mieux fe

fervir dans ces cas de la féconde méthode, qui fait trouver

ces intégrales par desfuites qui ne contiennent que dçs gran-

deurs ordinaires.

SECONDE METHODE.
778. 1" Exemple. Pour trouver par les fuites l'intégrale de xlx x

dx, ou, ce qui effc mieux , de 1 -+-x l. 1 -\-x x dxî i°. H faut

réduire/. 1 -\-x en la.fuite qui lui eft égale,/. ih-*= i*— {x*

•+ j x 1— J x4 -+- &c. & multiplier cette fuite par 1 -t-x dx, àc

Ton aura xdx -+- \x% dx— r£-
3
x 1 dx -t- j^^x4dx — &c.

=3 1 -*-x /. 1 +x x dx. i°. Il faut prendre les intégrales des

termes de cette fuite, & l'on aura i/ + r̂ x 3 — rxïxï *4

.+.
jx ^ x5 x 5 — &c. pour l'intégrale que Ton cherchoit.

2 e
. Exemple. On trouvera de la même manière l'intégrale

de 1 -*-

x

m
/
n i+^x^jCn élevant la y»//* qui eft la valeur

————— m

de /. 1 -+-x,àla puiflTance n s &la multipliant par n-x x dx
réduite enlay#/Y*qui lui convient 3 &; prenant enfin l'inté-

grale de ce produit.

3
e
. Exemple. Pour trouver l'intégrale de i+x xdx', i°.on

iuppofera 14-x = i -t-j- ce qui donnera i-t-x/. i-t-x

»77f. 3=/. 1 -*-y. i°. Après avoir trouvé* 1 -+-x/. 1 -+• a:= x 4-7

x

1

— Jx 5 + &c. & /. 1 •+- j/ =/—iy -*. j y — &c. ce qui

donnera l'équation x-t-f x
1— £a; 3 -+- &c. =y— £ v

x -h^ 3

*H4- — &c. on aura par le retour des fuites* la. valeur de î-k-y

=ac= 1 -*- * -*- x2
-t_ 1 .*;3 -*- ± *4 -*- -^ ** -h &c. 3 . On multi-

pliera le fécond membre par dx 3 ce qui donnera l'équa-

tion i-v-x x dx^zdx^rxdx-^x^dx + \x*dx &c & en
prenant les intégrales des termes du fécond membre , on
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aura x +• _• x1

•+• j x
3 •+ j a;

4 h- 6cc. pour l'intégrale que l'on

cherchoir.

_______ I + x

4?. Exemple.Vom trouver l'intégrale de 1 -h*
1

"1"* x^#,

i°. on fuppofcra n-* 1** = 1 -t- z^ , ce qui donnera

n-* 1 -»-*
/. h-a:==/. i-t-^;on fuppofera de plus 1 -t-*

1 ""*

= 1 •*-

y

, ce qui donnera n- x x /. 1 -+- *= /. 1 -t-^/ ; & en-

core 1 -*-y l. 1 -t- x= l. 1 h- a^. 2 .
* On trouvera la fuite qui

eft la valeur de 1 -+- x x /. 1 -+- a; , où il n'y aura que des x , 5c

\a, fuite eny qui eft la valeur de /. 1 •+- y. On fera une équa-

tion de ces deux valeurs, 6c par le retour des fuites on trou,

vera par cette équation la valeur de 1 -\-y exprimée par une

fuite où. il n'y ait que des x $ 6c l'on multipliera cette valeur

de 1 -k-y par la. fuite qui eft la valeur de /. 1 -+- x ; 6c on mettra

ce produit
,
qui eft une fuite en x , à la place de 1 -hy /.i + jc

dans l'équation 1 -\-y l. 1 •+- # = /. 1 -t- ç. 3 . Après avoir

trouvé la valeur de /. n- ^exprimée par la fuite qui lui con-

vient en ^, & fait une équation de la valeur de!-*-//. 1 -h*
en at , 6c de la valeur de /. 1 -h z^en 2^, on trouvera par le re-

tour des fuites par le moyen de cette équation , la valeur

de n- ^exprimée par une fuite où il n'y ait que des x. Il

eft évident que cette valeur de 1 -+- 2^ en x fera égale à
1

x
1

'

3 ainfi multipliant cette valeur de 1 H-^par^x,
1 -*-x

elle fera égale à 1 -+. x 1 "**
x dx. 4 . On prendra à l'or-

dinaire les intégrales de tous les termes, &leur fomme fera

une fuite qui fera l'intégrale que l'on cherchoit.

Avertissement.
VJN peut fi facilement appliquer cette féconde méthode aux

différentielles des exponentielles plus élevées, 6c aux diffé-

rentielles qui contiennent des logarithmes de logarithmes,

qu'il eft inutile de s'y arrêter ici , 6c de plus cela n'eft pas

de grand ufage,

Ufdge de la logarithmique pour décrire les courbes.

9. L/Es courbes dont l'équation contient des exprefîions loga-

rithmiques lx 3 L n-x., S. -4?- y S. fêr 9 &c - fe peuvenc
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décrire par le moyen de la logarithmique. On en mettr*
feulement ici deux exemples des plus fîmples, qui fuffironc

pour le faire clairement concevoir.

780. I
er Exemple. Pour décrire la courbe dont l'équation eu1 */*

=^y, ou fi l'on veut 1 -hx / i.-hx=y> i°. Il faut avoir la

*7H. logarithmiqueHBF toute tracée * dont on fuppofe que l'or-

Fi o. L. donnée AB eft l'unité, A l'origine des logarithmes des or-

données j dont les pofitifs fe prennent du côté de ACE , les

négatifs du côté de AI'> ôc on nommera les ordonnées CD,
EF , n-x; les ordonnées des logarithmes négatifs com-
me I H, feront 1—xiAC, AES logarithmes des CD, EF,
(1 h-at), feront nommées/. 1 ~\-x,ècA7{— /. 1 — x.) Quand
un logarithme ±1. 1 +x eft déterminé, l'ordonnée 1 +:*
eft connue & déterminée

j
par exemple fi AI(— /. 1

—

x)
= AB= 1 , JH (1 — x ) eft une grandeur connue.

i
a
. Suppofant queA LBM eft la ligne des coupées de la

courbe qu'on veut décrire , 6c que les ordonnées font paral-

lèles à ACE ; pour trouver chacun des points de la partie

de la courbe dont les coupéesAM{ 1 -t-x)furpafTent l'unité,

il faut prendre AM plus grande que AB, &. tirer MDG
parallèle à ACE qui coupe la logarithmique enD,& mener

DC parallèle à AB,\\ek évident que AM — DC étant

• 170. 1 +xj AC eft/. 1 -k-x. Il faut faire* en lignes cette propor-

tion qui fe déduit de l'équation de la courbe F-f- x L 1 «4- x
= 1 y s

AB ( 1 ). AC (/.i+i) :: CD ouAM ( 1 +- x ) .y , qu'on

fuppofe égale à MG s le point G fera l'un des points de la

courbe -

y
fa coupée 1 -4- x fera^ jVf ; fon ordonnée^= 1 -+- jc

/. n- x fera M G. On trouvera de la même manière chacun

des autres points.

3 . Pour trouver les points de la partie de la courbe dont

les coupées AL font 1— x. Ayant pris AL, il faut tirerLH
parallèle à AI, & par le pointH où elle rencontre la loga-

rithmique, tirer HJ parallèle à AB , & faire enfuite cette

*t7©. proportion en lignes* A B (1).— AJ(— /. 1 — x) : : JH
ouAL ( x — x).— ysss i^x x— /. 1 — x , qu'on fuppofe

égale à — LK , & le point K du côté des ordonnées néga-

tives fera l'un des points de la courbe. On trouvera de la

même manière les autres points dont les coupées font les

1 — x.

L*
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La conftru&ion feroit la même fi l'on fe fervoit de cette

cxpreffion xlx= y pour l'équation de la courbe -, &il y fau-

drait de même diftinguer les coupées xplus grandes que l'u-

nité AB dont les logarithmes lx feroient pofitifs , des cou-

pées x moindres que l'unité AB , dont les logarithmes— lx

feroient négatifs.

3 I . Si l'équation de la courbe étoit x'-lx=y , x">lx = y , x^lx

=y .,&c. ( ce feroit la même chofe fi l'on y exprimoit x par

i lt*j )la<:onftrud:ion feroit la même j
il faudroit feulement

pour chaque coupée AM ( x ou i -h a; ) ^Z (xou i — x,)

prendre le double du logarithme AC (/* ou /. i -+-#,) ou
de v4/ (

— /xou — /. i — x
j ) & l'ordonnée de la logarith-

mique , dont ce double de ^C ou de AI efl le logarithme

,

fera x 1 ou i +^ 2
> fi l'on prend le logarithme triple

,
qua-

drule
, &c. ou qui foit la moitié , le tiers , &c. de AC ou

de AI , l'ordonnée de la logarithmique qui répond à ce

logarithme triple
,
quadruple, &c. ou qui efl la moitié , le

tiers , &.c. du logarithme AC ou AI , fera x5 , #4
,

grC ou
J. I i 4 t. 1

JC
1

, *'
, &C. OUI+X , I -+-x , &c oui+^^i+x' ^ôcc.

& cette ordonnée xi
, a:*, &c. feroit le troifiéme terme de la

proportion qui feroit trouver l'ordonnée j/ de la courbe qu'on

voudroit décrire , dont l'équation efl/ — xHx , &c.

Second Exemple four la conflruïlion des courbes dont les équations

contiennent des grandeurs exponentielles.

82. 1 Our décrire la courbe dont l'équation eft xx=y : d'où,

l'on tire l'équation logarithmique xlx= ly, i°. fuppofant la

logarithmique d fB D F , dont l'ordonnée prife pour l'unité

foit A B , & les autres ordonnées CD, EF ,&c. font les gran- Fie. Lr*

deurs x , &. AC , AE leurs logarithmes lx ^ & les ordonnées

de l'autre coté de l'unité, comme ef , cd , font les x moin-

dres que l'unité ,& ^e^^c^&c. font leurs logarithmes— /a--,

il faut prendre les coupées x de la courbe qu'on veut décri-

re fur A L BM , & les ordonnées parallèles à ACE.
2°. Pour trouver chaque point de la courbe } il faut pren-

dre une coupée quelconque AM (x) , & tirer MDG parallèle

&AE, laquelle rencontre la logarithmique en Z), d'où il faut

tirer DC parallèle & égale à MA , & faire enfuite * en lignes * 270.
Tome II. T t
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cette proportion que donne l'équation logarithmique xlx
~* ily\AB{\ ).AM ou CD (x) :: AC (Ix) . ly

,
qu'on

fuppofe égale à AE. Il eft évident que l'ordonnée E F eft

égale à^ainfi il faut faireMG= EF (y ),& le point G fera

un point de la courbe qu'on veut décrire. On trouvera de

la même manière les autres points.

3°. Pour trouver les points comme K de la partie bKb de

la courbe dont les coupées AL ( x ) font moindres que l'unité

AB \ il faut prendre une coupée AL (x),. tirer par L la ligne

KLd parallèle à la ligne des logarithmes Ae , & mener par

le point d , où elle rencontre la logarithmique , d c parallèle

& égale à AL (x)
y& faire la même proportion AB ( i ) .AL

ou de (x) : : Ac (
— Ix) . — ly ,. qu'on fuppofe égale à v^e j.

il eft évident que ef fera égale ày ', { on remarquera ici que

quoique le logarithme Ae (— ly) foft négatif, l'ordonnée

ef
( _y ) de la logarithmique n'eft pas moins pofitive -, ) ainfi il

faut prendre LK= e f (y ) , & le point 7C fera un des points

de la courbe qu'on veut décrire. On trouvera de même les*

autres points.

R E M A R Q^U E.

7 3* l0 - L'Equation logarithmique a:/.*= /y déduite de l'équav

tion de la courbe x x =y 3 fait connoître qu'en fuppofant à
l'origine A^x= o , ly devient zéro. Or zéro eft le loga-

rithme de AB= r , donc l'ordonnée^/ dont ly= o eft le lo-

garithme , eft égale àAB '> ainfi prenantA b= AB , le point

b eft un point de la courbe.

i°. La même équation fait auffi connoître que quand la

coupée x de la courbe e&=AB = i , Ix eft zéro ; ainfi xlx

devenant encore zéro , ly devient aufîi zéro • par conféquent

l'ordonnée Bb{y) de la courbe au point B eft encore égale à

AB= i.

3°. Si dans l'équation x*=^,l'expofant x étoit \ x,j x, &c.
ou ix, 3jc, &c. ce qui donneroit l'équation logarithmique-

\xlx= ly
,
jx/.x= ly , 2x/.x = /.j/ , ôcc. la conftru&ion de

la courbe fe feroit de la même manière j il n'y auroit qu'à

mettre dans le fécond terme delà proportion
,
{x y jx , &e.

au lieu de x. Si l'expofant x étoit élevé à une puifiance

conftante quelconque , comme x*
1 =y , x*

1 =y , &c. d'où:

l'on tîreroit x llx = /y, xVxsssly , &c. on trouverok le
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fécond terme de la proportion xz

, x\ &c. comme on l'a en-

feigné à la fin du premier exemple.

4°. On fera remarquer ici que pour trouver les logarith-

mes de logarithmes des at, en fuppofant que AM ou DC f ig»ll

eft a:, dont le logarithme lx = AC 5 il faut prendre fur la

ligne des x qui eft AM , la ligne AH = AC (lx)èc tirer

MI parallèle àA E jufqu'à la rencontre de la logarithmique
en /, & il eft évident que cette ligne HI ou fon égale J?/7

fera /. lx.

Les ufiges du calcul différentiel& intégral des é-quations

logarithmiques @p exponentielles ,
pour trouver

lespropriétés des courbes de ces équations*

4* kJN trouve par le calcul différentiel les tangentes de ces

courbes & les autres lignes qui y ont raport , les points ou
elles, font les plus éloignées ou les plus proches de leur axe,

& les autres propriétés qui fe découvrent par le calcul dif-

férentiel.

Pour trouver- la foutangente M S d'un point G quelcon- Fie. U
que de la courbe KB G dont l'équation eft 1 +x x /. 1 -*- x
t=/,il faut prendre les différences des deux membres de l'é-

quation , & l'on aura d x x l. 1 •+- x -4- 1 dx— 1 dy. Mettant

cette valeur de dy dans la formule de la foutangente * 77 ,
*
J50»

& y fubftituant aufli la valeur dey= 1 -t-x /. 1 + x , l'on

aura la foutangente M S = ^ï';l**= ^J^*""" -

o$„ On trouvera de même la foutangente M $ d'un point Fi«. lï,

quelconque G de la courbe biCG dont l'équation eft xx= y .,

d'où l'on déduit xlx= ly , en prenant la différence de chaque

membre
,
qui efWx x lx +• x x d

-~- = ^ j d'où l'on déduira
,

en multipliant le tout par la valeur dey , x*lx x dx •¥ xxdx
=.dy, & mettant dans la formule de la foutangente * ^T ,

* 550,
les valeurs dey 6c de dy^ l'on aura la foutangente MS—j—^
^AB X ^£

r86* Si l'on veut découvrir le point K le plus proche de l'axe

,*4i?M,ilfautfuppofer*4j/= o,ce qui donnera xx/x -h .v
x=o, * c 5 6 %

ou bien, divifant par

x

x,n-/x= o,& 1=— /x, ou/v=— 1.

Tt ij
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Mettant cette valeur dans l'équation .v/.v = /j/ , l'on aura

a; x — i =/y , où — i eft un logarithme négatif — Ix
qui eft égal à l'unité A B , ce qui fait voir qu'il faut prendre

A c = A B , &: tirer l'ordonnée cd qui fera la valeur de x

par raport au point K le plus proche de l'axe ^ il faut aufli

mener dZK parallèle à AE , & elle rencontrera la courbe au

point K le plus proche ^ l'on déterminera l'ordonnée ZK de"

ce point en faifant cette proportion en lignes tirées dex x — lx

= i ly
, AB ( ï ) . cd ou AL { x ) : : Ac (

— /*=— i ) . — /jf

que l'on fuppofe égaleà^e. Il faut enfuite tirer l'ordonnée

ef qui fera la valeur dey dont Ae (
— ly) eft le logarithme >

& faire ZiC= fe ( v) , & ce fera l'ordonnée du point K qui

eft la. moindre des ordonnées.

C
Avertissement.

Es exemples fuffifent pour apprendre aux Lecteurs îa:

manière de découvrir les propriétés des courbes des équa-

tions logarithmiques & exponentielles que l'on peut trouves

par le calcul différentiel. On découvre par le calcul intégral

tes rectifications de ces courbes , leurs quadratures, la me-
fure des lolides formés par leur révolution autour d'un axe,

la mefure des furfaces de ces folides , &. les diftances des cen-

tres de pefanteur de ces courbes 3 de leur aire, & des folides.

qui en font formés.

7B7. Ori mettra feulement ici pour exemples la manière de
trouver les quadratures des deux courbes qu'on a décrites.

fre,L. i cr Exemple. Pour trouver l'aire BGM de la courbe BG
dont l'équation efti+x/. i>+-x==^, il faut fe fervir de la for-

"595. mule de la quadrature des courbes * ydx
,
qui devient ici

1 +- x l. 1 -+- x x dx b ainfi la queftion fe réduit à trouver l'in-

1

777* teg ra^ de cette différentielle. Or cette intégrale eft* par le
1 ——

1

fécond Problême -j- x i-hx /. i-t-x— Ji+a? .

R E M A R Q^ U E..

Za manière de c-onno'ttre les grandeurs confiantes qu'ilfaut ajouter

aux inteq/ales des différences logarithmiques & exponentielles

pour les rendre complètes.

78£» 1 Our voir fi l'intégrale eft complète , il faut fuppofer

f i -+ x= o j ce qui rendra le premier terme de l'intégrale
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la place de 1 -+-.v , Ton trouve la grandeur négative — ^ ;

ainti \ eft la quantité confiante qu'il faut ajouter avec un

figne oppofé à l'intégrale trouvée j l'intégrale complète eft

donc 1^" x /. 1 -Hat— I

-t-
i
-t-T- La raifon de cette réçle eft

que l'intégrale exprime l'aire BGM qui eft zéro à l'origine B
de la courbe ^ainii l'intégrale doit auifi être zéro au point B-

y

or on trouve qu'elle devient, à ce point B ,-^-j; il faut donc
lui ajouter-*-^ , afin qu'à ce point elle devienne = o ^ ainli

+ j eft la quantité confiante qui doit être ajoutée à l'inté-

grale pour lui ôter ce qu'elle a de trop , &. pour la rendre

exacte.

Si les x commençoient à l'origine A , 6c que Ton fe fervk

de cette expreiîion xlx =/ , il ne faudroit pas moins , afin

que l'intégrale exprimât exactement l'aire BGM , fuppofer

u=OjCe quirendroit x = 1
;

6c l'intégrale de W.v x ^.v

qui feroit alors \x l lx— \x x
, deviendroit de même — 7 > &

comme il eft évident que quand x eft égale à AB ( 1
)

, l'aire

BGM= o , il eft aulTi évident qu'il faut ajouter -+- £ à l'in-

tégrale afin qu'elle deviennezero au point i?. Ainfi l'intégra-

le étant trop grande de — ^ , il faut lui ajouter-»-^ pour la

rendre complète.

709» 2 d Exemple. Pour trouver l'aire AM G Kb delà courbe fi 3 . lï-

bKG y dont l'équation eft x x =y , il faut fe fervir de la for-

mule ydx *, qui devient ici x?dx 5 ainfl la queftion fe réduit * 595,
à trouver l'intégrale de xxdx ^ or Ton a trouvé * que cette * 777.
intégrale eft S.x x dx = x -+- \x"-lx — ±x l +- |xî/*x ^Exemfr,
-5* }/* + r^ -H rr^.v — £*£* -»- £*4/* — ^ i

h- &c. Ainfî l'aire que l'on cherche eft exprimée par cet-

te intégrale.

790. C^> O m m E l'on fuppofe que l'intégrale commence à l'ori-

gine A, & qu'elle doit exprimer l'aire A MGK b qui com-
mence à la même origine A , il eft évident que x étant zéro

au point A , l'aire y doir auili être zéro : il faut donc fup-

pofer .v = o , 6c comme cette fuppofîtion détruit tous les

termes de l'intégrale, il n'y a point de grandeur confiante à.

y ajouter.

T t ii]
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Si l'on vouloir l'aire BMGb qui commence au point B i

ou à l'ordonnée Bb, il faudroit fuppofer lx = o , ce qui

donneroit AB («) = i ; & fubffcituant ces valeurs de lx &
de x dans l'inrégrale , il refteroit i —^ h- fî

— t» •+ y*— &c.
ainfi il eft. évident que la fomme de cette fuite feroit la gran-

deur confiante qu'il faudroit ajouter fous un flgne oppofé
à l'intégrale , afin qu'elle exprimât l'aire BMGb qui com-
mence à l'ordonnée Bb.
Comme AB= i , & que le logarithme de AB efl: zéro ;

en fuppofant dans l'intégrale trouvée lx = o , & x= 1 3 l'on

trouve la fuite i — ij^-jï— &c. qui exprime la valeur de
Taire ABbb.
On peut aufîî trouver l'intégrale de x xdx par la féconde

méthode du fécond Problême. .

Autre ufage des exprejfions logarithmiques (dfr- exponen-

tielles pour trouver les intégrales des différentielles

quifont desfraElions dont le numérateur (djr le déno-

minateur ne contiennent que les puijfances dune même

changeante 3 mais quifont toutes commenfurables.

Avertissement.
Vj N ne peut pas trouver parles méthodes qui font décou-

vrir les intégrales des différentielles , celles des différentiel-

les , comme ,J^~^~rp-n x dx
,
qui contiennent une fraction

où il n'y a qu'une même changeante x dont toutes les puif.

fances font commenfurables : c'efl: pourquoi on a été obligé

de chercher une autre méthode pour ces différentielles.

Mèmeires Voici celle qu'on a découverte pour trouver les intégrales
&i Académie, £e ces différentielles par le moyen des expreffions loearith-

nuques & exponentielles.

79 1* Soit une telle différentielle reprcfentée par %dx , dont f
repréfente le numérateur & q le dénominateur 3 chacun

compofé de termes qui contiennent les puiffances de x avec

des confiantes comme dans une équation , & p & q font

fuppofées commenfurables. i°. Il faut divifer/? par q jufqu'à

ce que la plus haute dimenfion de x foit moindre dans q
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que dans/ , à moins que cela ne fe trouvât déjà , & que Ton
ne pût plus continuer la divifion , car il la faut continuer

tant qu'elle fe pourra faire. Cette opération réduira la dif-

férentielle en deux parties, donc la première fera le quotient

commenfurable qui eft venu de la divifion j la féconde fera

le refte de la divifion chacun multiplié par dx. Il efl: évi-

dent qu'on peut toujours trouver l'intégrale de la première

partie -

y
ainfi il ne refte qu'à trouver l'intégrale du refte,

qu'on fuppofe repréfenté par \dx. (Si rècq avoient quelque

divifeur commun , il faudroic les divifer par ce divifeur com-
mun pour abréger le refte -, on fuppofe ici qu'ils n'en ont

pas. )

20. Il faut fuppofer $dx== «*£ -t-
b
*Jf -h fjf h- &c. c'eft-

à-dire il faut fuppofer ~dx égal à autant de différentielles lo-

garithmiques qu'il y a d'unités dans la. plus haute dimenfion

de x dans q , & que chacune foie multipliée par une gran-

deur confiante indéterminée a , b , r , &c. On fuppofe aufïï

que/, g , h , &c. font do.s confiantes indéterminées.

3°. Il faut réduire ces différentielles en une fomme qui les

contienne toutes , ce qui fe fait en les réduifant au moindre
dénominateur commun, & il eft évident que la plus haute
dimenfion de x fera la même dans le dénominateur de cette

fomme & dans q , & fi la plus haute dimenfion de x dans le

numérateur de cette fomme furpaflbit celle de x dans r, il

faudroic fuppofer dans r les termes qui manqueroient mul-
tipliés chacun par zéro : il eft évident que par cette opéra-
tion le numérateur de la fomme & r, auront un même nom-
bre de termes , & de même le dénominateur de la fomme
& q . Il, faut faire des équations des termes correfpondans
des numérateurs , & de même des termes correfpondans des
dénominateurs , & on trouvera les valeurs de toutes les in-

déterminées confiantes^ 3 b 3 c 3 &c.f3 g . h 3 &c. qu'on afup-
pofées , lefquelles valeurs feront exprimées par les coéficiens

donnés des termes de r & de q. Il faut fubfticuer ces valeurs

à la place de ces indéterminées dans /^^|^^7~$ -h&c,
& elles deviendront par ces fubfticucions les différentielles

logarithmiques dont on a befbin : on les fuppofera ici avec
les mêmes lettres , mais on les doit à préfent regarder com-
me déterminées.

4°. Comme
f
~
x efl la différentielle de/./-*-*, & qu'ainfi
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S.£x =* l.f-^-x , & qu'il en cft de même des autres
5

il eft

évident que pour avoir l'intégrale de^A:= ^x £rx -+- ^rr
-4-7=7- -h &c. il faut prendre les logarithmes de ces diffé-

rentielles , & l'on aura S. jdx= a x /./-h x-*~b x /. g -4- x

770. +c x /i+x+ &c. Alaise x /. /-t- x = */,/+* , ainfi

S. ^V.v = /./-+- x -4- /. g-»- .v h- /. £ -4- a: . Déplus, la fomme
770. des logarithmes de plufieurs grandeurs eft égale * au feui

logarithme du produit de ces grandeurs -

y
c'eft pourquoi l'on

3. b ———

c

aura enfin S.jdx= l.f-k- x * g-*-x x h -h x ; c'eft l'inté-

grale du refte \dx 3 qu'il falloit trouver.

Corollaire.
792. (^2 ^ A n d on trouve dans la réfolution d'un Problème une

équation \dx = 7^/, dont chaque membre eft une diffé-

rentielle femblable à celle dont on vient d'enfeigner à trou-

ver l'intégrale , mais dont le premier ne contient que la

changeante .v, & le fécond que la changeante/ ; on peut
,

en trouvant par la méthode précédente l'intégrale de cha-

que membre , réduire l'équation à une autre équation qui

ne contienne que des logarithmes , & , fi l'on veut , à une

équation exponentielle : après quoi fi l'équation propofee

exprime la nature d'une courbe, on pourra la décrire parle

moyen de la logarithmique. Car fuppofant que la première

partie du premier membre ~dx
,
qui eft le plus grand quo-

tient dep divife par q dont on peut toujours trouver l'inté-

grale, ait pour intégrale x , & que l'intégrale du refte foit

I.f-t- x x g -4* x x h -4- x , & qu'ainlî l'intégrale entière du
b

xpremier membre foit S. jdx = 1 x -4- Lf+x x g -+- x

h -4- x , & que de même l'intégrale du fécond membre foit
« fi

————

*

S. zdy =1 y -4- /. cp -*->' * */ -+-/ * A -i-y j l'on aura l'équa-

tion 1 x x -4- I.f -+• x x g -** 'x x b -*- x- =b=I x y-*-/. <p -4-j> x

É X

7 + y * A. +•/
1
qu'on peut réduire à une équation exponen-

tielle , en prenant l'unité par laquelle x & y font conçues

multipliées pour un logarithme confiant , dont ie nombre
ou l'ordonnée dans la logarithmique foit la grandeur con-

nue
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nue ni (
cette unité ne doit pas être celle de la logarithmi-

que, dont le logarithme eft zéro,) ainii l'on aura u=/. n \

& mectant /. n au lieu de i dans ixx&ixy, l'on aura x x In

-a «

^if^x x &c. = yx/. «m-/. <p-4-y x &c. Mais x x /«* * 77».

= /. « x,&yx/.»=/. « y
j ôcdepluslafomme des logarith-

mes deplufieurs nombres eft égale au logarithme du produit

de ces nombres > on aura donc /. nx xf-±-x x g-t-* x h -+-x

= LnY xcp-t-j/ x y-*-/ x A-+-^ 3 6c les logarithmes de deux

grandeurs étant égaux , il faut que ces grandeurs foient éga-

les , en fuppofant les logarithmes d'une même logarithmi-
a b c

que j on aura donc enfin nx xf-k-x x g-\-x x h-k-x = ri1 x

q>-hy x y-t-jy xA+/ ,
qui eft l'équation exponentielle à

laquelle on a réduit l'équation propofée, & elle devient

quelquefois une équation qui n'a que des grandeurs algé-

briques ordinaires, comme quand x & y font chacune zéro,

& que tous les expofans font des nombres.

R E M A R Q^U E S.

I.

3* IL n'eft pas néceflaire que chaque membre de l'équation

contienne une différentielle comme -t dx telle qu'on l'a ex-

pliquée, pour en déduire une équation exponentielle ; il eft

évident qu'il fuffit qu'un feul nombre en contienne une 3 àc

que l'autre nombre contienne une différentielle dont on
puifTe avoir l'intégrale par les méthodes ordinaires , comme
£ dx = dy ; car il fera facile * de la réduire à une équation * 77$.

exponentielle.

I I.

>4. Il y a encore des différentielles que Ton réduit à des dif-

férentielles logarithmiques dont on peut par conféquent
trouver les intégrales par les logarithmes ; par exemple , la

différentielle^- fe réduira
,
(en fuppofant ^= ^zrx , &

fubftituant les valeurs de dx ôc de— x x prifes de cette équa-

.
' zbxdz 7—

r

1

tion
,
qui font dx = x ' & xx= _~

\

^ a rj x T"

= i7r~-x j Se ~ x -^ eft une différentielle logarithmique
multipliée par une confiante dont l'intégrale eft £ x /. ^

Tome II. V v
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La différentielle £^g le réduit à — 4-dx -4- ££r •+• ££§

779. fe=tf^*i donc l'intégrale eft— 4*-*-2/n-x— 1/1— x=
-4^ + 1/;^.

SECTION IV.

Ou ton explique tufage du calcul intégralpour trouver la

rettification des courbes , leurquadrature 9 la mefure des

folidesforméspar leur révolution, la mefuredesfurfaces

courbes dexesfolides>çf)ladiftance ducentredepefanteur*.

M e' t h o D e.

795' LE s principaux ufages du calcul intégral font de faire dé-
couvrir les réfoludons des Problêmes, dont on a donné les

formules dans la troifiéme Se&ion de la féconde Partie, par

raport à chacune des courbes que l'on peut imaginer
,
géo-

métriques, méchaniques, exponentielles. Pour cela il n'y a

qu'à prendre, par le moyen de l'équation de chaque courbe,,

les valeurs des lettres des formules , & fubftituer ces valeurs

à la place de ces lettres dans les formules, & par là elles

deviendront propres à cette courbe, &. elles exprimeront

les élemens de fa longueur, de fon aire, du folide formé
par fa révolution , de la furface courbe de ce Solide , de la

diftance du centre de pefanteur. Il faut enfuite trouver par

les méthodes de cette troifiéme Partie les intégrales de ces

élemens, & elles feront les réfolutions de ces Problêmes,

On en donnera feulement ici quelques exemples en forme
de Problêmes.

PROBLÊME I.

TROZ)VE R la. rectification des courbes far le moyen de la

formule S. v'dx^dy 1
.

Exemple I. pour les Courbes géométriques.

79 6. 1 Our mettre une infinité d'exemples en un feul , on cher-

chera la rectification des paraboles de tous les degrés, &
des hyperboles de tous les degrés par raport à leurs afyrnp-

îotes
, par le. moyen de la, formule S, Vdx x

-t- dyz
,.& de
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l'équation i

q~y= A;
q qui eft commune à toutes ces courbes,

en prenant le paramètre pour l'unité afin d'abréger le cal-

cul. On a déjà trouvé *que l'élément de toutes ces courbes ****•

étoit yj'dx- -h dy
L = dx Vqqx 2-'' 1

-** 1 , il ne faut plus que

trouver l'intégrale de cet élément j on la trouvera par la

formule générale des intégrales des différentielles binômes
'-*•!

S. gxmdx x a + bx
u =

f-
x a + bx

n
x T^ *»**-" *««*.

- v ± ^ ra -*-I-t" +• r ~ r
*

r ~ *
X ±î m + l-Jn Crr

1X/-I tb /X/-IX/-1 £»

dans laquelle ^=r, & r-*-/= 2l±^2 = , : En fuppo-

fant g=i,^=i,^=^ J />= Yj m=o, n= iq 1

r= s = i^n. = r •+• p 5 ôc fubftituant ces valeurs
1? -i *

dans la formule, on trouvera S. dx>/~ï-±-qqx
L *~ 2-

? ;:—

r

•+-&C C'eft l'intégrale de l'élément dxVi + qqx 1 *' 1
, ou

plutôt une formule pour trouver cette intégrale félon les

differens nombres qu'on mettra à la place de l'expofant in-

déterminé q 3 qui repréfente tous les nombres.

Dans toutes les paraboles où r= fprT fe trouvera égale

à un nombre entier pofitif , l'intégrale fera finie & exacte

comme on le voit par la formule même. Or en fuppofant q
égale aune fraction dont le. numérateur eft un nombre im-,

pair quelconque au-defTusde l'unité, comme 3, 5, 7,9, &c,
& dont le dénominateur eft le nombre pair qui eft moindre
d'une unité que le numérateur, l'on aura toujours r== £

~
rjr

égale à un nombre entier pofitif 5 car fuppofant le dénomi-
nateur pair= a 3 le numérateur fera a+ 1 , & q= *~

-, ce

qui donnera r= ~n ==
1<eH

."
1 _ Za= { ,

qui eft un nombre

entier, puifque a eft pair : ce qui fait appercevoir à l'efprit

une infinité de courbes géométriques comprîtes fous l'équa-

tion i^ = #q
,
(qu'on peut exprimer ainfî par raport à ces

courbes, en fuppofant que a marque tout nombre pair pofi-

tif, ij/
a=x a '^ 1

,) lefquelles courbes peuvent toutes être

exactement redifiées par le moyen de la formule qu'on vient

de découvrir.

Vvij
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Si l'on prend pour exemple la féconde parabole cubique

dont l'équation eft iy-= * 3
, où q= \ , on trouvera la me-

1
» éé]. me rectification qu'on a déjà * trouvée

,
qui eft -^ x 4 -*- 9* **

8
"""" 17*

Si Ton prend la parabole i^ 4= *'dans laquelle ^= ^
l'élément fera y/dx

L -+dyL— dxVi -v- >-* x ^ , &r= i > /=|*
&; faifant la fubftitution des valeurs de r s s 3 q dans la for-

5

mule , on trouvera l'intégrale i x i h- f| x * * it? *
r

i i i

H5 9375*

^*4. Pour avoir l'intégrale conïplete* il faut fuppofer x== o,

ce qui donnera (en réduifant au même dénominateur les

grandeurs qui font fous le figne du commun multiplicateur,

i
"l X.

ce qui le changera en i x —

;

=^; x lô-t-ijx 2* ;

•~9TtT x A x <>4=— Ijrf , pour la grandeur confiante qu'il

faut ajouter fous le figne oppofé •+ à l'intégrale qu'on a

trouvée, afin qu'elle foit complète. La longueur d'un arc

de la parabole \y^= x\ dont la coupée eft telle partie de

l'axe qu'on voudra être marquée par x , fera donc T\ x

x±xi + —*
125-* -t- 9J75 .

L'on doit remarquer que l'on peut trouver de même, dans
les autres paraboles dont on découvrira la rectification par

la formule, la quantité confiante qu'il faudra ajouter fous

un figne oppofé à l'intégrale trouvée, afin qu'elle foit com-
plète.

Avertissement»
LE s Lecteurs qui commencent, peuvent faire tant d'exem-

ples qu'il leur plaira fur les paraboles plus élevées dont on
peut trouver la rectification exacte. Celui que l'on vient

d'expliquer fuffit pour leur faire voir la manière dont on
trouve les intégrales exactes par les méthodes que l'on a

données , des différentielles qui font les élemens de la rectî-
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fication des courbes, lorfque ces différentielles peuvent avoir

des intégrales exactes par ces méthodes.

On va leur faire voir, à l'égard des autres paraboles, dont

on ne peut pas trouver, par les méthodes que l'on a données

,

les intégrales exactes qui en expriment les rectifications, la

manière de diftinguer quelles font celles dont on peut avoir

les intégrales finies en fuppofant la rectification de la pa-

rabole du premier genre iy =x T
,
qui eft exprimée par

S. ^dx^+dy 1= S. 1 x~ T dx x Vi 4-4* , & la manière de'

trouver ces intégrales finies, par les méthodes que l'on en a

_ données. * * tf9<
* W

Pour cela, i°. il faut transformer l'élément gênerai delà

rectification des paraboles dxVi -+-qqx x<i ~ 1 enun autre qui

appartienne à la parabole fimple , c'eft-à-dire , dont les

quantités qui font fous le figne foient, la première l'unité

ou une confiante ; & que dans la féconde, la changeante

ne foit que linéaire. Cette transformation * fe fera en fuppo- * 757.

fant Ar
lq ~ 1= « J d'où l'on déduira du = iq— 1 x xZq ~ i dxi

& faifant enfuite cette proportion iq— z x xZc[~ 3 dx . dx : :

2.

1 44*
. & fubftituant « à la place

""'
zq— ix x l*~

J

de x dans le quatrième terme, & multipliant la quantité

qui en viendra par du y on trouvera 1-^-T x a
2"1

"* 1 ^» *
i_

i-*-qqu r pour la différentielle transformée dont l'intégrale

eft égale à l'intégrale de l'élément propofé. Or il efl: évident

que cette différentielle feroit l'élément de la rectification

d'une parabole fimple , fi l'expofant—1^\ de la chan-

geante u hors du fîgne étoit égal à— | j & qu'en fuppofant

donnée la rectification de la parabole fimple f u" ^ du x

1 4- 4» l
, on pourra y réduire l'intégrale de _.L- u " 2<*-1 du x-——— 1

i-\-qqu l
,
par les méthodes expliquées dans les articles 694

& 71 1
, dans tous les cas où. l'expofant—i££| pourra deve-

»irégalà~|-*-i={
5
à—.14-2=1^—14-3= 1, &c.

V v iij
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c'eft-à-dire dans tous les cas où l'on pourra faire en forte

que cet expofant foie fuccefTivement égal à chacun des ter-

mes de la fuite infinie | , \ , { , \ , &c. Il faut donc chercher

quelle doit être la valeur de q , afin que cela arrive. Il n'y a

qu'à fuppofer i =a, & que l'indéterminée «reprefente tel

nombre entier pofitif qu'on voudra, y comprenant l'unité

& zéro , &. il eft évident que ^~ reprefentera tel terme

qu'on voudra de la fuite f , { , f , &c. Il faut fuppofer— ||5j

—= «jl£±
5
ce qui donnera ^ = |££££î = ( en remettant

au lieu de ^ fa valeur i
) |££±. Si l'on fuppofe à prefent l'in-

déterminée «égale fuccetfivementào, i, 1
, 3 ,

4,&c. on au-

ra q fuccefîivement égal à | , | , | , ±f , &c. ainfi , en fuppo-

fant donnée la rectification delà parabole fimple , on pourra

trouver la rectification finie de toutes les paraboles à l'infini

où. l'expofant q fera égal à une fraction quelconque dont le

numérateur fera un nombre pair , 6c le dénominateur le

nombre impair qui eft moindre d'une unité que le numera-

teur : car alors l'élément -—^ u «r'^xVi -+- qqu^ com-

mun à toutes ces paraboles
,
qui en exprime un arc infini-

i_ .

ment petit, deviendra fuccefîivement 4 u z du x Vi-h^-u^

lu'ï cluxVi-^jju J
2
:
u T duxVi + ^u, &c. & l'on peut en

trouver les intégrales finies en fuppofant la rectification de
la parabole fimple ^ mais comme ces différentielles particu-

lières fuppofent chacune la rectification d'une parabole fim-

ple particulière qui lui eft propre, c'eft-à-dire, dont le pa-

ramètre eft déterminé , il faut encore enfeigner à ceux qui

commencent , comment on peut trouver une expreffion

indéterminée du paramètre de toutes ces paraboles fimples

qui convienne à toutes , & qui devienne particulière par la

feule détermination de l'expofant indéterminé q.

Pour la trouver
,
je remarque que l'élément de la rectifi-

cation d'une parabole fimple , dont le paramètre eft marqué

?j5>i. en gênerai par/, eft*{» l du x v
/

i/>-+-4», qui me fait voir

que le fécond terme 40 de la grandeur complexe qui eft fous

le figne, ayant pour confiante 4 , le premier terme ip con-
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tient le paramètre/ multiplié par l'unité. Je connois par là

iqn-3

qu'en réduifant la différentielle —^ »" i," î ^xv/
i + qqu

à avoir fous le fîgne 4» au lieu de qqu y (en le faifant de

forte que cela ne change point la valeur de la différentielle,) la

grandeur confiante qui par cette opération fera le premier

terme fous le ligne
>
fera aufli le paramètre de la parabole

{impie que je cherche. Or pour trouver la quantité dont il

faut me fervir pour réduire qqu à 4» _,
je fuppofe ^^= 4,

ce qui me donne ^ = -~
, &: -^ eft la quantité par laquelle

multipliant les termes qui font fous le figne
,
je réduirai qqu

à 4.U ,
'& divifant en même temps la quantité hors du figne

par ^-^-= 1 , la différentielle nouvelle fera équivalente à la

première, & elle fera ^r»"^-1
^u x iffiffi**? . Elle

1

7 •

me fait connoître que ^- eft l'exprefîion indéterminée du
paramètre -que je cherche : ainiï l'expreffion de la parabole

fimple fera ( nommant fon ordonnée z^àc fa coupée u) z^n^

sr^8 t ouj( = 7« l
i l'élément de fa rectification fera

_ 2
}fU

L du x Vi-^-qqu.

D'où l'on voit que la rectification S. fu~ T du x Vi •+- qqu
de la parabole fimple, dont-^- eft le paramètre, étant fup-

pofée , l'on peut trouver la rectification finie de toutes les

paraboles dont l'élément de la rectification eft reprefènté

par-^ u

~

lq-z du xVi -+• qqu , en fuppofant que q eft fuc-

ceffivementégal à chacun des termes de la fuite | ,| , f y &c„
Par exemple on veut chercher la rectification de la para-

bole 1 y
s= x6

3 où. q= j , on trouve * que l'élément de fa

1 X

rectification eft dx y/ n- il* s . que fa transformée eft* (en

fuppofant x J = *) {u^duxVi^^u] que la parabole fim-

ple dont il faut fuppofer la rectification pour avoir celle de

la propofée , eft jç== ^« I= i»i
J dont le paramètre -^ eft

Hfr* = t »
<
l
ue ^a re^ification de celle qu'il faut fuppofer

eft* S.|
«
" £</* x ri~^Tfu..

737»
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Pour trouver cecte rectification finie, on peut fe fervir de

* 694. la *
3

e formule des intégrales des différentielles binômes , ou

*7n. du premier Problême * de la féconde Section, en remar-

quant , fi l'on fe fert du premier Problême
,
que chaque terme

de l'intégrale qu'on cherche doit ajouter à Pexpofant — i.

de » z qui eft hors du figne , le premier Punité, pareeque n

de la formule ou du premier Problême eft ici l'unité , ce

qui fera changer — \ en +- \ j le fécond terme doit encore

ajouter une unité , ce qui changera—. \ en {. Ainfi fi Pon fe

*
7n. fert du premier Problême *, il faut faire deux opérations

j

* 69 +, & en fe fervant de la troisième formule*, (par où l'on va
commencer ici, ) il faut prendre les deux premiers termes

de la formule
,

qui donneront les deux premiers termes

exacts de Pintegrale qu'on cherche , & le terme qui les fuie

diftingué par une parenthefe, & marqué B -

y
il finira l'inté-

grale qu'on cherche par la fuppofition de la rectification

donnée. Ce qui détermine à prendre ces trois termes eft

Pexpofant -+- ] de u l de la transformée, qui devant baiiTer

d'une unité à chaque terme, pareeque n de la formule eft

égale àiss}, l'on voit qu'il faut qu'il baille de 2 ou de \
1

pour devenir — \ qui eft Pexpofant de u * dans la rectifi-

cation fuppofée de la parabole fimple $ d'où Pon voit aufïi

que c
f
éft le terme gfâ x ^1^1 . * H x S. g*

ra ~ ln du x

\

—

-

p

*694. ^ •+- b u
,

qu'il faut prendre dans la troifiéme formule*
pour déterminer la valeur de m. En voici l'opération.

1®. Il faut fuppofer que l'élément de la rectification de la

i_

parabole fimple £ u % du x y/i -*. ii«, ( laquelle a pour para-

mètre ± = *-*^i. = 2J.
) efl: reprefenté par g«

m_ln du x

T^llr 3 ainfi g = J, a == 1, *« jf ,/> = i, »= 1,

m— in= m— 1=— | , ce qui déterminem=— { -+- 2= |.

2 . Il faut fubftituer ces valeurs dans le commun multiplica-

*s9 4. teur des termes de la troifiéme formule * qui font des inte-

grales exactes , lequel eitgx^+^ n
, qu'on a nommé u

dans la formule , il devient par ces fubftitu rions \ x n- {- û K
3°. Il faut auffi fubfntuer ces mêmes valeurs dans les deux

premiers
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premiers termes exacts de la formule , & dans le terme B

de la re&ification fuppofée qui les fuit , & l'on trouvera | x
1

j
F _I

I ^T7 a x y * j6 8 — 4 x lixio* ^ s
x 76X56 * ^ 6

U au K

Mais comme la transformée a pour coéficient { , & que

l'élément de la rectification fuppofée n'a pour coéficient

que | , la quantité qu'on vient de trouver n'efl: l'intégrale

i T

que de 5

6
u

z
du x î -t-^ju L

j ainfi il faut encore la multiplier

par le nombre 3 ^
(car multipliant | par 3, le produit fera|-, )

&enfuite elle fera l'intégrale que l'on cherchait de la trans-

formée
, & par conféquent de la différentielle propofée. Ce

qu'il falloit. trouver.

Pour découvrir la même intégrale de la transformée
± _

i_

\u~du x 1 -- ~u * par le premier Problême de la féconde

Section *, on fuppofera que cette transformée efl: repréfen- * Lifiz
tée par le terme eu™*-" du x 2C

P
-

y
(la changeante « eft mife le premier

icipour échangeante x du 1er Problême) que iC= 1 -*-tj#, Problème

/>= 7 ,c =|-, «= i,*+i«= |-,& par conféquent w= 7*i«

—- J j
que l'élément de la rectification fuppofée \ x u r du x

1
i_

i + fj^jeft repréfenté par le terme a»
nV»iC p

-, ainfî iC?

-p 1
?=.a->rbu = 1 -»- j-j» 1 1

5 m = — § ., mais on ôtera le

coéficient | jufqu'à la fin de l'opération
,
pour mettre à &

place le coéficient indéterminé a
3
la méthode du premier

Problême le demandant ainfi -

y
l'on a donc pour la reétifica-

tion fuppofée a« zdu x 1 -+- ||«
L= zu

mduK?
. Il faut faire

deux opérations
3
par la première on trouvera l'intégrale du

terme bum+1 *du x Kv= bu xdux 1 -H-rf»
1

3 par la féconde
i

on trouvera l'intégrale du terme c k""*"
1Va x iC == au-du x

Pour faire la première opération 3 on prendra l'intégrale

^m+i^p+i __. ^ï x - Hr^j« 1
j on en écrira la différentielle

>

Tome II, X x
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qui eft . • • m -*- i x a -+- m -k- i bun

-H/>4- i nùu
tt

! , mTr*

On en otera la difte-

rentielle fuppofée . . —

a

mettant les valeurs , la

même différentielle fera +[+^H«? ixs-ï xy^ t_

On fuppofera le premier terme de la différentielle totale
j

r=o
i
cequidonnera

)
i°.a= Y i

z°.u
z
x l-*--^»

1— |S.« Vax
J_

_r_

i -t-Jf*
1 z pour l'intégrale de la différentielle 2 x ^u zdu x

i -+- f^a 1 *• On divifera l'une & l'autre par le coéficient txj|
de la différentielle , & on multipliera les quotiens par b , &

i ______ 1 _ 1 _ 1

ion aura *-* —-—« ! *-*

1 *ïT

pour l'intégrale delà différentielle bu^du x 1 -i-rf»
1 *. Le-

coéficient b eft indéterminé.

Pour faire la féconde opération , on prendra l'intégrale

2. _i
^m + .+n^p*. = u z x 1 -+-ff«

x - On en écrira la différen-

tielle, qui efl . m-*-i-\-nxau
n
-+-m+-i->rnbu-

n

|

On en ôtera la

différentielle . . — b*u

en mettant les valeurs, la

même différentielle fera -+• {u l -\- x x~ul1 1 -I t?~t— b» 1

J
* J

On fuppofera le premier terme de la différentielle totale

i i= o j ce qui donnera , 1 °. b = | -, i°. n~ x 1 h- £| à?
l

I i _. r 1
j- x u x

x 1 +- l^a 1 * -h I x | x S. u
z dux 1 -* ïp«'

**èf
pour l'intégrale de la différentielle 3 x ±ju z

du x i.+ ±jttl 1#*
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On divifera l.'une & l'autre par le coéficient 3 x £| de la

différentielle , & on multipliera les quotiens par le coéfi-

cient c de c x u m + in du x Kp — {u Ldu x 1 •+- \^u l r
, & le

premier produit fera l'intégrale de la différentielle trans-

formée {#V« x 1 -t-rf»
1 r

, laquelle fera le fécond produit.

Ce qu'il falloit trouver.

Mais afin que les Lecteurs qui commencent ; voyent le

raport de la formule à la méthode du premier Problême de

la féconde Section , ils ne multiplieront d'abord les quotiens

que par | , & faifant le calcul , ils trouveront précifément

l'intégrale qu'on a trouvée ci-deiïus par la formule
, | x

1 j r

I 1- ! 5 » x 7 X
? 6* 4 X P"XT«K ^ 8

X 56Xi6 X0, 5 X
_ ï_ I_

u 1du x 1
-»-|-f«

x

;
Enfin ils la multiplieront par 3 , (

parce-

que 3 x \= I
}
qui eft le coéficient de la transformée

, ) ôc

le produit fera l'intégrale de la transformée
,
qu'il falloit

trouver.

D'où l'on peut voir le parfait raport de la méthode du
premier Problême de la féconde Section ,

* avec la formule *7ir.
générale des binômes. *

**>«J4.

Avertissement.
V_^Eux qui commencent pourront , s'ils veulent fe rendre

les méthodes familières , chercher la rectification finie des

autres paraboles
,
qui en peuvent avoir en fuppofant donnée

la rectification de la parabole (impie. On eft entré dans cet

exemple dans le détail de toutes les démarches que fait l'ef.

prit pour trouver ces intégrales par les méthodes qu'on a
données 3 afin de leur apprendre la manière d'en faire de
femblables dans tous les Problêmes qu'ils voudront réfou-

dre par le calcul intégral & l'ufage de ces méthodes , de

afin qu'ils puiflent d'eux-mêmes faire des exemples
,
pour

fuppléer à ceux qu'on eft obligé de palier dans ce huitième
Livre

,
pour ne pas le rendre trop long»

Xxij
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Exemple II. sur la Cycloïde,

799. TrOVVER la reiïification de la Cycloïde.

Tig.xxxv. oUpp osant AE=a,AB= x >BF fera*=vW— xxi
* 288. fuppofanc aufTi l'arc AF ==^, Bf—y , l'arc ^/ = »,

* 455. l'équation delà cycloïde fera*^= ^H- Vax—xx vd'oii Toit

déduira dy = dz^~¥- , où mettant au lieu de dz^ÙL
2. y(%x— xoc

* o o 1 * a^X
1

°^x — x^x
1 \ 11

5 b 5. valeur* ~ , Ton aura dy= , d ou 1 on tirera:

df-r=^^f ; ce qui donnera df-^-dx-= ~
X x a — x X x

I I

>
*

5 8 2 . = | ^x z
5 ainfi fH {du)*= Vdy l -+- dx l = dx x a 1 x

* 6 5 3 . prenant les intégrales *
, l'on aura l'arc Af{ u ) = za'1 x l

* 2 S 8. = iVax. Mais Vax * eft la valeur de la corde AF ; d'où l'on

voit que l'arc Af{u) d'une cycloïde efl: double de la corde
correspondante AF (Vax) du cercle générateur ^ ce qu'on a

*
5 1 o. déjà démontré par une autre voye*. En fuppofantque AB(x)

devient le diamètre AE(a) • c'eft à -dire , en métrant a au
lieu dex dans u=.iVax , l'on trouve que l'àrc entier AfD (a)

de la cycloïde eft égal à ia , c'eft- à- dire au double du dia^

metre A £(a).

P R O B L É M EU.
-oOO. x ROIJVE R la quadrature des courbes par le moyen de la for-

mule S. y dx.

* 598. Un a déjà donné la quadrature des paraboles* & des hy-
perboles de cous les genres. Voici d'autres Exemples.

Exemple I.

801. TR V VE R la quadrature de l'efface A BC ou ABc de la cour-

1 1 g. LU. he géométrique A C a , dont (les coupées A B étant nommées x
,

les ordonnées B C perpendiculaires aux coupées étant y , & fup-

pofant une ligne, droite donnée qu'on nommera &
, ) l'équation ejt

X 3 h- yî = axy.

(jOmme l'on ne peut pas féparerj/ dans cette équation ^
c'efl-à-dire , trouver une valeur dey où il n'y aie de chanr
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géante que x fans réfoudre une équation irredu&ible du trot,

fîéme degré , il faut mettre une autre expreffion changeante

à la place dey
,
qui Toit égale àj,& qui foit telle qu'on puifle

féparer les changeantes de l'équation. Il y a plufieurs maniè-

res de le faire ^ il fuffit d'en mettre ici une. On peut fuppo-

fer^ -= ~
; & fubftituant cette valeur dey à fa place dans

l'équation 3 elle deviendra a^x^ = aaz* — 2^ i
d'où l'on

aura x* = -"'*r'
a

3
prenant les différences , l'on trouvera

xxdx = i££lÉL=^b
i & i caufe de/ = ^ x xx , l'on aura

*ydx='^ dx- = ±* *wy^ ^4^, C >

cft i>ë j ë_ *
595;

ment de f'aire ABC ou ABc. En prenant * les intégra- * 653.
les , on trouvera S. ydx= |^— ~ • c'eft la quadrature

de Fefpace ^^C ou ABc
,
qu'on réduira

, ( en mettant au
lieu de 2^ fa valeur fuppofée —

, ) à ?~ — ~=S.ydxj c'eft

à-dire, qu'en mettant dans cette intégrale \qs valeurs déter-

minées de x & de/
,
qui conviennent à tel point de la courbe

qu'on voudra , elle deviendra PexpreiTïon toute connue de
l'efpace ABC ou ABc compris entre l'arc de la courbe AC
ou Ac , la coupée AB , & l'ordonnée AC ou Ac. Par exem-
ple on verra dans les remarques fuivantes

,
qu'au point a

,

Ab ( x ) = \a , & que ba (j/ ) eft aufïi égale à £* * fubfUtuant

ces valeurs dex& dey dans l'intégrale, l'on aura S. j^/at

— ¥r~— tt>=A^ Pour l'exprelTion de l'efpace ^£ab^
;

<Toù ôtant le triangle rectangle ^ab —±aa, il reftera —aa.
pour la valeur de l'efpace A E&A -

y
ainlî le double de cec

efpace, c'eft-à-dire AEa.CA= \aa.

Remarques.
Où l'on fait voir l'utilité de l'Analyfe } far raport

aux lignes courbes.

r.

02» L/Ette courbe , dont l'équation eft x* -h^3= axy 3 eft très- y1G , lit,

propre pour -faire clairement concevoir , & comme fentir

aux Lecteurs qui commencent, la grande utilité de l'Analyfe

pour découvrir tout ce que l'on peut délirer defçavoir d'une
courbe, &: en même tems le parfait accord de l'Analyfe avec
la Géométrie.

Car , 1 o. fuppofant AB (x) s=*o , il eft évident que BC (y)

X x ii]
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= o , ainfi le point A eft l'origine de la courbe, ou l'origine

des coupées & des ordonnées.

I I.

802. 2 . Les changeantes x &y étant précifément de la même
manière dans l'équation , tout ce qui convient à l'une , con-

vient aufli à l'autre : d'où il eft évident que 11 l'on tire DAî
par A perpendiculaire à A B , & qu'on prenne les AD (y)
égales aux AB{x) , & qu'on mené les perpendiculaires DE

y

De , à AD 5 & BC', Bc perpendiculaires àAB , les unes & les

autres jufqu'à la courbe j il eft , dis-je , évident que DE ( a; )= BC{y) j& de même queZ)e (x) = Bc(y) : Que ces or-

données égales , à caufe des perpendiculaires égales AB, AD,
feront deux à deux un quarré ADGB 5 & que la diagonale

AGa. , commune à tous ces quarrés
,
partagera en deux éga-

lement la courbe AEa.CA,& fera au point A un angle demi
droic avec chacune des lignes des coordonnées AB ,AD.

I I I.

804. 3 °. Pour trouver la valeur de Ah (x) & de b a (y ) au point

a , où la courbe coupe la droite Aa > il eft clair qu'à ce point a,

b a {y ) &c d a = A b (x) , doivent être égales ^ ainfi fuppo-

fantx==y dans l'équatien de la courbe , elle deviendra au

point a , 2 x5= axx , d'où l'on déduit Ah {x) , & ba (j/ ) , cha-

cune égale à 4^/. Par conféquent Thypotenufe A& = v^**
= a>/\. D'où il fuit qu'en tirant par (a) la perpendiculaire

A Pà. la ligne v4a
,
jufqu'à la rencontre P de AB prolon-

gée, le triangle AaP , rectangle en a , fera ifocelle, à caufe

de l'angle demi droit slAPî ainfiA a = a />= ^\aa , d'où

l'on aura AP= V737à2= Vsia= a; par conféquent APefc
égale à la grandeur connue a, qui eft fuppofée dans l'équa-

tion de la courbe.

I V.

8cc. 4°- Pour connoîcre toutes les branches de la courbe &
leur /ituation, par raport aux coordonnées AB (x

) ,BC(y) y

on remarquera 3 i°. que fi l'on fubftitue dans l'équation de

la courbe a:'-hj/3 — axy= o , une grandeur pofitive 3 corn-

mejrf, moindre que Ab = {a 3 à la place de x , l'équation

deviendra ^3— |^*y h- ^3= 0, qui eft une équation du
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troifiéme dégrc, où les trois valeurs de/ font réelles Ôc iné-

gales
}
(car Yjp> furpafTe^f*), & deux de ces valeurs font *8o&82.

pofïtives , & la troifiéme valeur eft négative , & égale à la

fomme des deux autres*. De même fi l'on fubftitue la va- *j9&8o.
leur de Ab (x) = \a au point a , dans l'équation de la

courbe , elle deviendra pour le point a 3 y) — -aay +• jœ)

== o
,
qui étant divifée par y — {a = o , donne pour quo-

tient l'équation du fécond degré yy -^{ay — ~aa = o ,

dont la racine pofitive eft y=— \a -t- V-^aa ; & la néga-

tive efl — y = — \* — y/ l6aa. Tout cela fait voir que

la courbe a trois branches par raport à chaque coupée po-

fitive AB (
4- x

) j les deux valeurs pofïtives dey détermi-

nent les ordonnées BC , Bc des points dont la fuite forme-

les deux branches de la courbe ACa , Aca. qui font au-def-

fus de AB j la valeur négative dey
,
qui eft toujours égale à

la fomme des deux pofïtives, exprime l'ordonnée Bc qui fe

termine à la troifiéme branche de la courbe Ace, qui eft

au-defibus de A B , & l'on voit auffi * que A B eh l'axe de la *
3 çj,

courbe entière. Mais-. 2°. on peut concevoir les branches,

que forment lesy pofitlves , auffi formées par les x pofitivcsj

&le pointa eft commun aux deux branches formées, l'une par

les y pofïtives , l'autre par les x pofïtives
j car au point a

,

x = \d =y • cela fait voir que ces deux branches for-

ment une courbe qui rentre en elle-même , & qui renfer-

me une efpace ^ 6c cependant l'ordonnée ab (y) du point

a 3 rencontrant encore la courbe au point C 3 puifque a l>

(y ) a deux valeurs pofïtives , il eft évident qu'il y a en-
core des ordonnées pofïtives y qui rencontrent la courbe
au-delà de l'ordonnée ba, 30. Pour trouver la plus éloi-

gnée des y pofïtives ,&en même tems la plus grandeAB (x)

des coupées pofïtives , on remarquera que cette dernière y
doit toucher la courbe ^ car il eft clair que les ordonnées
qu'on peut imaginer au-delà de celle qui touche la courbe

,

ne la rencontrent plus, étant parallèles à l'ordonnée qui la

touche. Or au point où l'ordonnée y eft tangente , dy * eft *
^ ~a

infinie par raport idx 5 ainfi prenant les différences de l'é-

quation x' -H y
? — axy = o , on trouve jf = r^jjjClx i

&
iuppofant ~

, l'on aura— $yy -h ax = o
}
ce qui donne yy

^= \cix
, & y =zy/~àx î fubfHruant ces valeurs dans l'équa-

tion , elle deviendra (comme on le trouvera facilement par
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le calcul ) xi = -£ja* , d'où l'on cirera at= y^y/4, pour U
valeur de la plus grande x

,
qui eft la coupée de l'ordonnée

pofitive y tangente de la courbe la plus éloignée desy pofi-

tives. 40. Pour trouver la valeur de cette y qui eft tangente

de la courbe , il ne faut que fubfticuer au lieu de x fa valeur

7^4 dans jô Hh^' — axy == o , &. l'on aura l'équation y">

•— \aayj/^ -+- -^a7
» = o , dans laquelley a deux valeurs pofi-

* 8 1 . tives égales ( car £$ = \qq *
5 ) & de plus il eft vifible que

les deux points C , c
, ( où les deuxy pofitives qui conviennent

à une même coupée x , rencontrent la courbe, ) fe réunifient

au point oùy touche la courbe 5 & une valeur négative égale

à la Tomme des deux pofitives , laquelle valeur négative eft

celle de

—

y ,
qui eft l'ordonnée de la branche de deflbus

Ace qui convient à la même coupée x= y^y/4- On trou-

*8 c. vera aifément * que les deux valeurs pofitives dey font cha-

cune j/ = jatyi , & que la valeur négative eft. y=— j*tyi*

5 . Si l'on fubftitue à la place de x dans l'équation de la

courbe xi -+- ys — axy = o , une grandeur pofitive qui fur-

pafîe la plus grande x = {^4 ,
par exemple -t- a , l'équa-

tion y"> — aay •+- a*> = o aura deux Valeurs de y imaginai-

*§3. res ( car ±pi eft moindre que \qq
*

, ) 6c une feule valeur

réelle de^ , c'eft-à-dire
,
qu'il n'y a plus de branches de la

courbe au-defîus de AB 3 mais que la branche Ace qui eft au-

defïbus , & dont les ordonnées ^ font négatives , continue

toujours. 6°. Si l'on veut voir quelles font les branches de
la courbe qui ont raport aux coupées négatives AF (

— x)

qui vont du coté oppofe de l'origine A des x 5 alors l'équa-

tion de la courbe fera y9 -*- axy— x*= o , laquelle fait voir

qu'en fubftituant à la place de x une quantité conftante
,

l'équation déterminée qui en viendra n'aura qu'une feule va-

*
$ Q leur réelle dey , & les deux autres feront imaginaires * à caufe

de -+-axy.A'mfi la courbe aura une 4e branche Aec 3 par raport

aux x négatives 3 dont les ordonnées feront les valeurs réel-

les des y de l'équation précédente. Mais comme en prenant

les coupées fur AD (y ) , &. les ordonnées DE , D e , D e ( x )

parallèles à AB, l'on trouveroit les trois branches AEa
y
ACa,

Aee formées par les ordonnées x : Les deux premières font

les mêmes que l'on a trouvées pour les valeurs pofitives des

ordonnéesy , en prenant les x pour les coupées ^ & la troi-

fiéme eft femblable à la troisième Ace des ordonnées néga^

tives
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tîves^ , & la même que la quatrième qu'on vient de marquer

être formée par les valeurs réelles des y dans l'équation

yi+ axy — x">= o , où les x font négatives.

V.

06.
5 . La même équation de la courbe fert à en trouver les

tangentes & toutes les autres propriétés. On ne fera voir

ici que la manière de trouver les tangentes de la branche Aec^

quia raport aux x négativesAF
^
parcequ'elle fervira à trou-

ver Pafymptote de cette branche Aec , &: de la branche Ace
qui lui eft entièrement femblable , & qui a raport auxj/ né-

gatives A f prifes pour coupées. Ainfi îuppofant les coupées

AF=— x , &. les ordonnées Fc =y , l'équation de la cour-

be Ace e&y)— x*= —- axy • en prenant les différences on
aura

Dyydy -f- axdy ==,
D xxdx — aydx , ce qui donnera 55==

jS±g 1
doù l'on déduira^= **£# - *&= * • c'eft la

foutangente. On déduira de FS ( 5) $f=5> , AS=— AF
+ FS=— x-t-S= "^'^'^y^^= ( en mettant à k pla-

ce de 3^ — 3*5 fa valeur — 3^^ prife de l'équation de la

courbe ) jy~jy 3 qu'on nommera s = AS.

V I.

07. 6°. Pour trouver Pafymptote de cette branche Ace, on
remarquera que Pafymptote eft une tangente de la courbe à

l'infini , c'eft-à-dire,à un point de la courbe infiniment éloi-

gné de fon origine >4 i ain fij& a: font chacune infinieau point

touchant de Pafymptote. Prenant donc la valeur de y dans

l'équation s = f^i'L~y , on trouvera y =±= :~~= ( à caufe

que x étant infinie par raport à s , as doit être regardée com-
me zéro par raport à ax

)

z~. Et mettant cette valeur âey
dans l'équation de la courbe^— x>=— axy , elle devien-

dra — lys^x 7
» — aW = -+- $a->sxx ,ou bien-— ijs^x — a^x

— 3^/= o -, & D a>s étant nulle par raport aux deux autres

termes 3 à caufe que x eft infinie, l'équation fera— 2 7^= ^3.

d'où l'on déduira s =— ja=^AS ; c'eft-à-dire la droite AS
doit être égale à— \a au point de la tangente infinie de la

branche Ace. D'où l'on voit que fi l'on prend , du côté des

quantités négatives , A K = \a \ le point K fera Pun des

points de Pafymptote.

Tome II. Y y
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Pour trouver un fécond point de l'afymptote, il faut pro-

longer la tangente eS jufqu'à ce qu'elle rencontre DAT au

point T , ce qui donnera les triangles femblables^f^S^T,.
d'où l'on aura cette proportion FS

( \l'£î% ) . Fe (y):-. AS
{

r
=^5 ). AT = f=^y = Ti^ y

qu'on nommera t. Il

faut prendre la valeur de x par le moyen de l'équation

%
~y+ ax == t , & l'on trouvera x = ~ igj. Mais dans le cas

où x & y font chacune infinie , c'eft-à-dire , lorfque la tan-

gente eft infinie , le terme a% effc nul par raport au terme ay-
y

ainfi par raport à l'afymptote l'on aura at=^12
- H faut mec -

tre cette valeur de x dans l'équation de la courbe , &: elle de-

viendra — 17*7' -+- <iy = 3^f« Ec le terme 3^^ étant nul ,.

à caufe que^/ eft infinie par raport à t , cette équation fera

«— 1 ~jfy -H //')/= o j d'où l'on tirera t=— 1«= -^7" j c'eft-

à-dire , la ligne AT ( f )doit être égale à \a au point de la

tangente infinie , ou de l'afymptote de la branche Aee. D'où
l'on voit que fi l'on prend du côté des grandeurs négatives

Ak= ja , le point k fera un fécond point de l'afymptote -

y

ainfi la ligne Kk fera l'afymptote de la branche Ace , & par

conféquent de la branche femblable ^rr.

VI h

808a 7°- On fera remarquer ici qu'en fuppofant^, l'on trouver

*g _ l'équation * x6— -^a^xi= o , dont les racines déterminent

jNomb ?e les plus grandes x 5 & l'on n'a pris que la valeur x =ssj,a^^

pour déterminer la plus grande x dont l'on avoit befoin
j

mais l'équation x <3— £ja}x 7

> = o donnant auiîî trois valeurs

de x = o > cela fait voir qu'à l'origine A où x eft zéro , il

y a une tangente, parallèle aux ordonnéesy , des trois bran-

ches ACC
y
AEE , Ace , dont les ordonnées font lesj , la-

quelle tangente eft AD. L'on trouveroit de même en cher-

chant la plus grande^/ par la fuppofition de^J =j^ , ou 11m-

pîement de <^y= o ., trots valeurs dej= o 5 ce qui feroit de

même connoître qu'à l'origine A où j eft zéro , il y a une

tangente
,
parallèle aux x prîfes pour les ordonnées ,. des trois

branches ACC , AEE , -^^, dont les^ font les coupées j la-

quelle tangente eft AF. D'où l'on voit qu'à un même poinc

A
,
qui eft ici celui de l'origine , la fuppofition de ££= ^,.

& celk de ^= ^ ,
peuvent faire connoître quelles, font
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j

les valeurs des coordonnées au point A d'une courbe qui a
Î>lu (leurs branches qui fe coupent à ce même pointa , dan 1

»

e feul cas où les parties infiniment petites des branches de
la courbe au point d'interfe&ion A , font parallèles aux co-

ordonnées j car dans ce cas les tangentes au point d'inter-

fection A font parallèles aux coordonnées
,
Ravoir , la pe-

tite partie de la branche AE ,& la petite partie de la bran-

che Ace au point A , font partie de la tangenteBAT paral-

lèles aux ordonnées BC , Bc,Bc(y). Ainfi dy eft infinie par

raport à dx au point A , eu égard à ces deux branches qui

n'en font qu'une , &y s'y trouve avoir trois valeurs égales à
zéro

j & de même les petites parties des branches AC

,

Ae qui n'en font qu'une , font au point A dans la tangente

BAK de ces deux brandies j ainfi dx eft infinie à ce point A,
par raport à dy , eu égard à ces deux branches qui font en-

fernble la même branche continuée. Ainfi quand on a dit
,

•art. 554, nomb. 4 a lafin 3 àc art.
5 5 9 k la fin , que dx Stdynç

pouvoient pas être chacune égale a. zéro à un même point

d'une courbe où. la tangente eft parallèle à Tune des coor-

données, cela ne doit s'entendre à la rigueur que d'une mê-
me branche de courbe , & non pas de deux branches d'une

même courbe 3 qui fe couperoient de façon que les deux petits

côtés de J'angle que font à ce point d'interfectton les deux
parties infiniment petites de chacune des branches , feroient

parallèles aux coordonnées.

Cependant cette fuppofition alternative de dy= o , de dx
= o au même point d'une courbe , ne marque qu'il y a des

tangentes parallèles des coordonnées au point d'interfe&ion

des branches d'une courbe ,que dans le cas feul qu'on vient

d'expliquer
j & pour ce feul cas , il y en a une infinité où les

branches d'une même courbe fe coupent de façon que les

petites parties de chaque branche, au point d'interfettion

,

ne font pas parallèles aux coordonnées , & ainfi il n'y a à
ce point d'interfecUon aucune tangente de la courbe paral-

lèle aux ordonnées $ ni par conféquent aucune plus grande ou
moindre x , ni aucunes/ai' grande ou moindrey. Mais comme
on ne laiflè pas de trouver à ce point d'interfeclion des va-

leurs de x Se de y , en fuppofant alternativement dy = o
„

dx = o 3 à ce point d'interfection
;
pareequ'il eft évident

qu'il doit y avoir au point d'interfection des branches d'une

Y y ij
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courbe , des racines égales, c'eft-à-dire , des valeurs égales

de la changeante x
\
que la fuppofition de dy= o fait décou-

vrir- & des valeurs égales delà changeantey, que la fuppofi-

tion de dx= o fait trouver , ces fuppofitions revenant à la

multiplication des termes de l'égalité 3 par une progreflîon

*'74« arithmétique* : Cela eft caufe qu'on a exclu du nombre des

marques qu'on peut avoir pour s'aflurer s'il y avoit des tan-

gentes parallèles aux coordonnées d'une courbe à un point

de cette courbe, ou , ce qui revient au même, des plus gran~

des , ou des moindres 3 cette marque que dx &tdy fe trouvaient

chacune égale à zéro à un même point de la courbe , cette

marque pouvant fe trouver fans qu'il y en ait
,
puifqu'il n'y

a qu'un feul cas où, cela arrive , dont il faudroit être aflliré

avant cette marque , ainfi elle y feroit même inutile. Il y a

alors un point dïnterfection des deux branches d'une courbe,

& non pas des tangentes parallèles aux coordonnées. On
peut aifément fe convaincre de ce qu*on vient de faire re-

marquer en l'appliquant à l'équation de la même courbe

rapportée à l'axe aAM , dont on va parler. Ainfî la marque
aflurée pour reconnoître les points d'une courbe où les tan-

gentes font parallèles aux coordonnées , eft qwe le raport

foit toujours infini , foie que dx foit zéro par raport à dy
,,

foit que dy foit zéro par raport à dx 5 &; quand on trouve ce.

raport fini, il n'y a pas de ces fortes de tangentesaux points,

où cela arrive ; 6c quand il fe trouve de zéro à zéro , on n'eft

pas allure s'il y en a, ou fi c'effc fimplementun point d'inter-

jection ,& l'on fçait feulement qu'il y a à ce point là des va-

leurs égales de x & dey.

VIII.

oC>9* 8°. On peut rapporter les points de toutes les branches de
la même courbe à l'axera

,
qui coupe l'angle droit T>AB

en deux demi droits à l'origine A 3 de manière que prenant

les coupées AH fur cet axe Az. , les perpendiculaires HC >

HE à cet axe foient les ordonnées des branches ACCa >

AEEa. , & que prolongeant cet axe vers mM
, ( ce qui ren-

dra cette partie de l'axe négative , ) me , me foient les or-

données des autres branches Aee , Ace. Pour avoir- l'équa-

tion de la courbe qui convient à ce nouvel axe -^a, on nom-
mera les coupéesAH (*),. & les ordonnées HC{^) ,&
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l'on remarquera qu'à caufe des angles demi droits des trian-

gles rectangles AHI\ABG , BCJ 3 HCG ,
qui rendent

égaux les deux côtés de chacun qui comprennent l'angle

droit , l'on aura AH (u) = HI= HC{zJ -t- CI , & C/
étant égale à v^ 1

-4- ^7 Z = V'iâ1 = Viyy = /^i , l'on

aura AH (u)— H C-+- CI=^-+-yVi ; d'où Ton tirera

^= '^-\ L'on aura de même AB(x) = BG = B C {y)

-hCG i&CG étant égale à VTïc 1
-h 77Ô

2 = v
/2x Ï7c' =ztfi>.

l'on aura a: =^-4-2^2 ^ & mettant à la place dej fa valeur

Y~ , l'on aura x == ^. Il faut mettre ces valeurs de x &
dey à leur place dans l'équation de la courbe*' -t-j^—^-*^*

& en faffant le calcul , l'on trouvera u^ +- 3»^— —
v
"\^= oj

ce fera l'équation de. la courbe qui exprime le raport com-
mun de chacun de Tes points par le moyen des coordonnées

AH & HC y & faifant u négative , l'on aura l'équation des

branches Ace , Aeeî & l'on pourra faire fur cette équation

de la courbe 3 dont les changeantes font u Se 2^, des remar-

ques femblables à celles qu'on a faites fur la première équa-

tion , dont les changeantes étoien.t x & y. On fe contentera

de faire remarquer ici que 2^ ne montant qu'au fécond de-

gré , la courbe eft bien plus facile à décrire par l'équation

des u & des ^que par celle des x 6c desy , en fe fervant de
la méthode générale de l'art. 424.

Avertissement.
UN ne s'arrête pas à prolonger ces remarques fur Tufage
de l'Analyfe par raport à cette courbe

,
pour en découvrir

toutes les autres propriétés. Ce qu'on vient de dire fuffit à
ceux qui commencent pour leur faire faire de femblables re-

marques fur les autres courbes
,
pour leur faire voir le raporc

de l'Analyfe avec la Géométrie compofée ,& qu'elle contient

les vrayes méthodes pour découvrir tout ce qu'on peut defî-

rer de connoître dans cette fcien*ce 3 & dans lesfeiences Phy-
Hco-rnathématiques qui en dépendent.

Exemple IL
10. / ROWER l'aire de teliepartie qu'on voudra ECF , EHccCS p sc> hh^

de la courbe E Ce cD 3 dont l'équation efi x*— éaaxx -+- 4yyxx.

-fc- a4= q , en fuppofam que l'origine efi au point A 3 que les

Y y \\\
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coordonnées fontAE (x) iA B = FC=iHc(y) 3 & que G c

yj N remarquera , i o. qu'en fuppofant AB (y )= o , l'équa-

tion devient du fécond degré , dans laquelle la changeante x
a deux valeurs pofitives , ce qui fait voir que la droite AB
desy eft hors de la courbe qui a deux branches. i°. Qu'en
fuppofantj/= ^ (G*:), la changeante a: a deux valeurs égales

à. Gc [a
) ^ ce qui fait connoître que les deux branches de la

courbe fe joignent en c , & que la courbe rentre en elle-

même comme fait l'ellipfe. 3 . Que fi Ton fuppofe/ égale à

une grandeur qui furpatle a
,
par exemple fî l'on fuppofe^

= 1a , les valeurs de x feront imaginaires ^ ce qui apprend
que la courbe ne paffe pas au-delà du point c. 4 . Que fi Ton
prend l'élément de l'aire fur la ligne AB {y) , cet élément
fera exprimé par xdy = BCxfè , & l'aire qu'on trouvera

pour l'intégrale fera l'efpace extérieur AECB : Mais fi l'on

prend l'élément de l'aire fur AF (x) , cet élément fera ex-

595. primé par *ydx= FCnf, & l'intégrale qu'on trouvera fera

l'efpace intérieur EFC. On va chercher ici cet efpace inté-

rieur.

Pour le trouver on déduira de l'équation de la courbe (A)

y = y/-zxi^L^i=Ls*
j & pour réduire PexprefTion de l'élé-

ment à être une quantité beaucoup plus fimple , on fuppo-

fera
' 4 ~ 1

4
'^ 3f "t"'

- = zj^ • ce qui donnera —5=^ = z^ quand x
ùirpaifera a , c'eft-à-dire pour la partie de la courbe Dccoii

les Bc font les x , & *'~/ y = ^ quand a furpaffera x , c'eft-

à-dire pour la partie ECc de la courbe où les BC font les x.

On tirera de xx
r.** = ^> l'équation xx — izx— aa = oj

& la valeur pofitive de x fera (B) x— ^+Vu+« \ on
déduira de même de --îj^-= 2^, ( C ) x == — ^4- Vzz-+-'*«,

Ainfi pour comprendre ces deux cas en un feul , l'on aura

v = ± K, + ^«.-f-Tâ j d'où l'on tirera ( D ) ^-v = Hh ^
-t- 77-:^—. En fubftituant les valeurs de x dans ( A ) , le calcul

donnera (E)j =vV*_.^ j fubftituant ces valeurs de y Se

de dx dans la formule générale de la quadrature des cour-

59 5- bes * ydx^ on aura pour l'élément de l'efpace qu'on cherche,

±_dz^x y/aa—^ -*- *^^p- H ne faut plus que trou-

ver l'intégrale de cet élément, pour avoir l'aire qu'on cher-

che : mais cette intégrale ne pouvant fe trouver exacte par
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les méthodes } il faut la trouver par la iuppofnîon de Taire

du cercle donnée.

La première partie de l'élément efl: auiïî Pélément de l'aire Fig.liii.

d'une partie d'un quart de cercle : car en faifant fur le demi-

diametre c b = a un quart de cercle c Ib
,
prenant cK =^.,

& tirant la perpendiculaire iCZ, il efl: vifible que l'efpace

cKLI= S. dz^x Vaa— zz.

Pour réduire la féconde partie de l'élément à l'élément

d'une partie d'un quart de cercle , on fuppofera aa -+- zj^

s= u u i ce qui donnera— ^.=r= aa — uu
> u = Vaa^-z-z.

,

du= -zz= v^* — 2^= v^irfrf — «» j & fuftituant les
Vaa-±-zz

zdz
valeurs de -

. , , & de vW— «dans la féconde partie
Yaa-\-zz ' ^x r

de 1 élément , on trouvera— — = du x Via a —.uu y
: Vaa -f- zz

qui efl l'élément d'une partie d'un quart de cercle dont le

ravon eftWi. Faifant donc le rayon bM~aVi, égal à la

corde bl de l'arc bJ de y o degrés , & avec ce rayon le quart

de cercle.bMN \ prenant MP = u= Y^TTZfT^ , 6c tirant la

perpendiculaire 7>£>^ il efl: clair que l'efpace MPQN= S.

*/« x vi,(,i_«;/. Par conféquent l'efpace M P QJ\
T {S. du x

Vr^=T«==S.^2ïS^ )
H-r/CZ/(-+-S. ^/^^Sjcft

égal à l'intégrale ou à l'aire ECccH quand il y a -*-,&à l'ai-

re E C F quand il y a — devant S. dzy'aa—z.z..

Pour trouver li l'intégrale efl: complète , & fi elle ne l'eft

pas , la quantité qui lui manque pour être complète 3 il faut

îuppofer * la changeante FC (y) égale à zéro
; & dans ce cas * C64,

il efl: évident que l'efpace qu'exprime l'intégrale doit être

zéro : ôc s'il ne l'eft pas, la quantité qu'il faudra pour le ren-

dre égal à zéro , fera celle qui manque à l'intégrale pour la

rendre complète. Or en fu'ppofant^= o au point ( E) 3 l'on

trouvera (aj= a , c'eft-à-dire que dans ce cas +! S. dzy'aa—^.^

ou l'efpace cKLI devient le quart de cercle cbJ -. mais y= o

rendant z^= a 3 l'équation Vaa—«= Viaa— uu deviendra

Viaa— uu= o , ce qui donnera #= ^2 ^c'eft-à-dire, MPQN
devient le quart de cercle MbQN. Ainfi dans le cas dey~o x,

bien loin que l'efpace exprimé par l'intégrale devienne zéro,

£*efl le quart de cercle MbQN^ le quart de cercle c àllaamû
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il faut ajouter , fous des fignes oppofés , cette quantité con-

fiante à l'efpace qu'on a trouvé , &. l'on aura Tefpace complet

t
que l'on cherchoit. Mais les quarts de cercle font entr'eux

comme les quarrés de leurs rayons , MbQN . cbl :: laa . aa
: : i . i. Ainfi la quantité confiante qu'il faut retrancher eft.

3 x cbl quand xx furpafle aa , & cbl quand aa furpafïè xx.

Avertissement.
LE s exemples qu'on a donnés dans cette quatrième fac-

tion fuffifent pour apprendre aux Lecteurs la manière de
isettre en ufage , dans la réfolution des Problêmes , les mé-
thodes de trouver les intégrales exactes quand cela fe peut-,

quand les méthodes ne les font pas trouver exactes , la ma-
nière de les avoir finies par la fuppofition des rectifications

ou des quadratures données des courbes plusfimples. Ainfi il

eft inutile de prolonger ce huitième Livre d'exemples
,
pour

trouver la folidité des corps formés par la révolution des cour-

bes autour d'un axe , les furfaces courbes de ces corps , & les

centres de pefanteurdesLedeurs pourront les faire eux-mêmes.

DERNIERE SECTION.
Oà ton explique lufage de lAnalyfe pour trouver la

nature des courbes , en employant le calcul différen-

tiel (dp le calcul intégral. Ce qui comprend l"ufage

de r Analyfe dans la réfolution de la plupart des

Problêmes Vhyfico-mathématiques , en Je fermant des

mêmes calculs: on explique aufji la conflruSlion des

courbes par leurs équations différentielles , ceft-a-di-

re , des courbes dont on na que les équations dif-

férentielles.

Première partie de la dernière Section.

De la méthode inverfe des tangentes.

D e' F i N i T i o N.

8 12. Quand îl arrive qu'en cherchant la nature d'une courbe,

l'une des conditions du Problême fait découvrir ou contient

la



Livre VIII. 361
la tangente de la courbe , ou fa foutangente, ou quelqu'une

des lignes qui ont raport à la tangente, dont l'on a donné
les formules dans l'article 550 3 comme aulîi quand elle con-

tient ou fait découvrir la rectification de la courbe ou fa

quadrature , ou la différentielle de quelqu'une de ces der-

nières propriétés , ou quelque raport de ces propriétés. On
dit queie Problême appartient à U méthode invcrfe des tan~

qcntes î 6c la méthode pour trouver la nature des courbes,

ou pour réfoudre les Problêmes fur la nature des courbes,

«qui contiennent de ces fortes de propriétés parmi leurs

conditions données , s'appelle la méthode inverfe des tangentes.

Lorfque quelqu'une des propriétés dont on vient de parler
,

n'entre pas dans les conditions données des Problêmes , 011

il faut trouver la nature des courbes , ils n'appartiennent

pas à la méthode inverie des tangentes. On en donnera ici

des exemples.

La Me'thode inverse des Tangentes.
i°. IL faut, après avoir employé les lettres x&cy des formu-

les * pour exprimer les coupées £c les ordonnées des cour- *
Jf*>

bes dont on cherche la nature, trouver par les conditions

données du Problême l'exprelïion de la tangente, ou fou-

tangente , ou perpendiculaire , ou fouperpendiculaire , 6cc.

ou de la rectification , ou de la quadrature de la courbe

dont on cherche la nature ; c'eft-à.dire, il faut trouver l'ex-

preflion de celle de ces propriétés de la courbe que peuvent

faire découvrir les conditions du Problême , 6c la fuppofer

égale à la formule qui exprime la même propriété. Quand
cette propriété efl: la rectification ou l'aire de la courbe, il

faut fuppofer l'exprefTion de la rectification ou de l'aire égale

à la fomme de la formule j 6c quand ce n'en eil que l'élément,

il le faut fuppofer égal à la formule. Si les conditions don-

nées du Problême contenoient quelque raport de ces pro-

priétés, il faudroit trouver par ces conditions données l'ex-

pre(Tion de ce raport , 6c la fuppofer égale au raport des for-

mules des mêmes propriétés. Cette première opération don-

ne l'équation du Problême qu'on veut refoudre, laquelle

contient les deux changeantes x 6c y avec leurs différences»

i°. Il faut, quand cela fe peut , trouver, par la deuxième * 774,

& troifiéme proportion fondamentale ,
* 6c la première 7 .

&
Tome II. Zz 7Uk
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remarque qui les fuie , les intégrales des termes de Pëqua-

non du Problême j ce qui donnera une nouvelle équation,

qui eft celle qui exprime la nature de la courbe qu'on cher-

choit j ainli le Problême fera refolu.

3 . Quand on ne peut pas trouver les intégrales de l'équa-

tion du Problême par la féconde ou par la troifiéme propo-

rtion fondamentale, ni la réduire à ces proportions par les

méthodes de la première remarque qui les fuit, ilfautfeparer

les x 6c les dx , les y Se les dy ,
par les méthodes que l'on a don-

nées dans l'art. 7 1 7, 6c trouver enfùite par les méthodes de la

première Section les intégrales des termes de l'équation , oit

les changeantes font feparées -

y
6c fi l'on trouve ces intégrales

exactes , l'équation qu'elles formeront fera l'équation que
l'on cherchoit

,
qui exprime la nature de la courbe qu'on

fe propofoit de trouver, 6c le Problême fera refolu.

4 . Si Ton ne peut pas trouver les intégrales de l'équation

où les changeantes font feparées 5 ou fi l'on ne peut trouver

les intégrales que d'un membre ou de quelques grandeurs

de l'équation, 6c qu'il refte quelque partie différentiel le 5 l'on

n'aura pas d'autre équation pour exprimer la nature de la

courbe que cette équation différentielle • il faudra corftruire

cette équation différentielle , c'eft-à dire, trouver les points

très proches les uns des autres par où paffe la courbe qu'ex-

prime cette équation
,
par les méthodes qu'on donnera dans

la fuite j 6c la condruction de la courbe fera elle-même la

refolution du Problème
;
6c il arrivera des cas où cette con-

itruction fera trouver l'équation de la courbe , 6c fi elle:

cil géométrique ou mechanique.

5°. Enfin fî l'on ne peut pas feparer les changeantes Se

leurs différences dans l'équation du Problême, l'on ne pourra

pas avoir de refolution exacte du Problème par les métho-
des qu'on a découvertes jufqu'au temps où nous fommes

,

&: l'on ne pourra l'avoir que par approximation, comme on
la expliqué dans l'art. 718.

Application de U méthode inverfè des tangentes

à des exemples. »

Exemple T.

8-14. SUPPOSANT qu une infinité de paraboles , toutes du même
-^c. genre s (mais il nimgortepas quel genre ce [oit 3 ) dont l'une efi



Livre VIII. 3^5
A C , ayent toutes le inème axe A B P , & le même fommet A \

& qu'elles r,e digèrent cntr elles que par leurs paramètres i trou-

ver la courbe CD qui les coupe toutes perpendiculairement.

pREPARATl ON.

O Nfuppofe, pour rendre la refolution générale, que p™~ a
x*

t==y
m

•> S 11 * e^ l'équation des paraboles de cous les genres,

reprefence l'équation d'un nombre infini de paraboles d'un

même degré, en mettant au lieu de l'expofant m un nom*
bre entier pofitif détermine, & un autre à la place de l'ex-

pofant n 3 &£ mettant fucceffivement au lieu du paramètre^
une grandeur telle qu'on voudra, lequel paramètre ira en
augmentant, quand on voudra que l'équation convienne
aux parabole* qui vont en s'écartant de l'axe de plus en
plus, & en diminuant quand on voudra qu'elle foit l'équa-

tion des paraboles du même genre qui s'approchent de
l'axe de plus en plus. Quand on voudra que la même refo-

lution convienne à un autre nombre infini de paraboles,

toutes d'un même genre, mais différent de celui des para-

boles de la première fuppofition; il faudra mettre au lieu

des expofans m & n les nombres entiers pofîtifs qui convien-

nent au genre des paraboles , auxquelles on veut que la refo-

lution convienne.

Ainfi pour appliquer l'équation à la figure , on fnppofera

A B = x , i?C= y 3 &que le paramètre de la parabole AC
eft égal à p. On fuppofera auffi que CT e(l la tangente du
point C de la parabole AC ^ 6c que C/> eft la perpendicu-
laire du point C de la même parabole. Ainfi BT = * m

n x * yccï

eft la foutangente du point G de la paraboleAC \ &c'eft en
même temps l'exprefîion de toutes les foutangentesde toutes

les paraboles du même genre qui ont le même axe AB 3 Se

le même fommet A. BP eft la fouperpendiculaire du point C
de la parabole AC.
On remarquera fur la courbe T>C que l'on cherche

,
qui

doiteonper toutes les paraboles perpendiculairement, que
la partie infiniment petite C de cette courbe qui coupe la

parabole AC , fe trouve par la fuppofition dans la perpen-

diculaire C P de la parabole AC 3 de que cette particule C,
de la courbe DC 3 eft auffi une partie infiniment petite de
la droite CP

j
par confequent la droite CT 3 tangente enC

Zz ij
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de la parabole A C 3 eft la perpendiculaire de la courbe D C
au point C. D'où il fuit que BT (~ x ) eft en même temps la

foutangente de la parabole AC 3 & la fouperpendiculaire de

la courbe BC que l'on cherche. Ce que l'on vient de faire,

remarquer fur 1 interfedion G de la courbe DC 3 Se de la

parabole AC , convient à chaque autre interfedion de la

courbe 23 C, & de chacune des autres paraboles du même
degré qui ont le même axe AB 3 & le même fommet Al
C'eft pourquoi ~ x eft l'expreftion de la fouperpendiculaire

de la courbe DCque l'on cherche : mais elle doit être néga-

tive, pareeque la fouperpendiculaire 2?7* eft du côté oppofé

de la fouperpendiculaire B P de la parabole AC. Ainfi BT
± x.

Le Problême de ce premier exemple fe réduit donc à trou,

ver la courbe DC 3 dont la fouperpendiculaire BT eft— f x;

ce qui fait voir que le Problême appartient à la méthode
ïnverfe des tangentes.

R. E S O L U T I O N.

IL faut fuppofer la fouperpendiculaire — ^ x égale à la

*»;
f o. formule, de la fouperpendiculaire * —-

> ce (
î
u ^ donnera

Péquation du Problème^ x -Jr y-~- =0. Pour en trouver l'in-

tégrale , il faut feparer le.s changeantes, &; l'on aura ^ xdx

~*r ydy = o. Il faut en prendre Pintegrale par la troiiiéme

*.
7If# proportion fondamentale *,&. l'on \.xo\xsç.ï

/x~
l
xx^r\yyz=.aa.

On met aa. pour la confiance homogène qu'il faut ajouter à

l'intégrale: -£xx-h {yy— aa 3 ou bien.£ yy ==^~ a*—- xx
eft donc l'équation de la courbe que l'on, cherche. C'eft. l'équa-

tion d'une ellipfe , & le terme £ yy fait voir que l'axe doit

être à.fbn paramètre comme, n eft à. m .: c'eft-à dire que ce

raport eft donné.

Si Ton fuppofe m= 2 , & = 1 , Péquation générale des

paraboles deviendra px — yy 3 5c Péquation de l'ellipfe de-

viendra \ yy-=.aa—^,v
;
ce qui fait voir qu'une ellipfe Z)C,

qui-aura Paxe AB commun avec une infinité de paraboles

da premier genre, qui aura pour centre le fommet A de

toutes ces paraboles, &c qui aura enfin pour axe une ligne

qui (oit à fon paramètre comme 1 à 2 , coupera toutes ces

aboies perpendicuUiremertr.
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Exemple II.

SUPPOSANT qu'une infinité d'hyperboles toutes d'un même Fie. LV.

genre 3
(mais il n'importepas quel genre ce [oit J dont l'une efi

GCF, ayant pour afymptotcs communes les droites AE , AT
perpendiculaires l'une a l'autre en A j trouver la courbe CD
qui les coupe toutes perpendiculairement,

iPréparation.
La même équation f~* x" =ym

des- paraboles de tous

les degrés
,
peut exprimer les hyperboles de cous les degrés

,

en fuppofant feulement que l'expo fa nt m eft négatif j
car

cette fuppofîtion la changera enxn

y
m=p x '* R qui eft l'équa-

tion des hyperboles de tous les degréspar raportaux afymp-

cotes. Les Lc&eurs doivent appliquer à ces hyperboles tous

ce que l'on a dit dans la préparation à la refolution de l'exem-

ple précèdent.

Ainfi on fuppofera que AP = x s PC =.y\ que f?**
marque lapuiffance des hyperboles toutes d'un même degré

(mais tel qu'on voudra,) auxquelles on veut appliquer la refo-

lution y que CT eft la tangente au point C de l'hyperbole

G Ci7
5 que C P lui eft perpendiculaire au même point C 3 èc

l'on remarquera que la courbe DC que l'on cherche, a pour

fa fouperpendiculaire au point C la même droite PT, qui

eft la foutangente de l'hyperbole G C F au point C, où elle

eft coupée perpendiculairement par la courbe DC; Se qu'il

en eft de même de chacun des points d'interfection de la

courbe DC avec les autres hyperboles: Mais la foutangente

PT de l'hyperbole GCF fe trouvera égale à*

—

~x. AinfL*J x XsrH-

eft l'expreffion de la fouperpendiculaire PTde la courbe JDC
que l'on cherche ; cette fouperpendiculaire (qui eftnégarive,

étant la foutangente de l'hyperbole GCF 3
parcequ'elle va

du coté oppofe à l'origine A , & les fùutangentes de GCF
devroienc aller du. côté de l'origine A pour être pofitives ,)

eft pofitive par raport à la courbe DC, parcequ'elle va du
côté où doivent aller lesfouperpendiculaires de DC par ra-

port à l'origine,, pour être pofitives.

Le Problême fe* réduit donc à trouver la courbe dont - x
eft la fouperpendiculaire-, ainfi il fe rapporte à la méthode,
laverie dQs tangentes.

Zz m
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R e solution.
1 L faut fuppofer la fouperpendiculaire ^x égale à la for-

* ;yo. mule *^de la fouperpendiculaire, & l'on aura l'équation

du Problème fx— y~^=o. \\ faut en fcparer les chan-

geantes
i
Se l'équation iera^xdx — ydy— o. Il faut trou-

ver fon intégrale par la troifieme propofition fondamen-

?7if- taie % & lui ajouter une confiante homogène 3
cette inté-

grale fera £ xx — Tyy= aa > qui fe réduit à xx — ^*4
= ^yy. Q'efi l'équation de la courbe D C que l'on cherche. Elle

fait voir que la courbe eft une hyperbole par raport au pre-

mier axe
; 6v le terme ^yy fait connoître que le premier axe

doit être à fon paramètre comme n eft à m, c'eft-à-dire en

raport donné de l'expofant n de la puiffance de la coupée*
à l'expofant m de l'ordonnéey dans l'équation propofee x"y

n

Si l'on fuppofe m-= 1 , »= r , l'équation générale devien-

dra xy=:p z

,
qui eft l'équation des hyperboles du premier

genre par raport aux afymptotes : Se l'équation de la cour-

be DC deviendra yyz= X x— zaa 3 qui appartient à une

hyperbole équilaterc par raport au premier axe. Ce qui

fait voir qu'une hyperbole équilaterc DC ,
qui aura pour

centre l'origine A 3 pour premier axe la ligne AB, coupera

perpendiculairement toutes les hyperboles du premier genre

qui auront pour afymptotes les droites A E 3 A B perpen-

diculaires l'une ci l'autre au point A.

Exemple III.

816. L N a trouvé dans l'article S 06, que l'cxprcffïondc lafoutan-

F 1 c. L 1 1. gente ¥ S de la courbe Ae e , en fuppofiint la coupée A F=— x,

l'ordonnée F e =y, $ la grandeur confiante AP= a étoit :^+ xv
t

Jlfaut àprefent) enfuppjofantquc ï&ïjm eft lafoutangente d'une

courbe t trouver l'équation ou la nature de cette courbe.

i
c

.
IL faut fuppofer l'exprefîion de la foutangente donnée

par les~conditions du Problème, égale à la formulé de la

foutangente, ce qui donnera l'équation du Problême -J-^—y

s==
y-~

, qui fe réduit à }/dy -+• axydy =}xxydx — ayydx.
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2°. En divifant cette équation par y , & mettant lyydy au

premier membre, 6c les autres grandeurs au fécond , l'on

aura iyydy= }xxdx— axdy— aydx , dont on trouvera par

la féconde proportion fondamentale * que l'intégrale cftj/ 5 *7H.

==a; 3 — axy. Ainfi y
]— x ? -+- axy= o eft l'équation de la

courbe Aee. Ce qu il falloit trouver.

Exemple IV.

7' Il faut trouver l'équation de la courbe dont lafoutangente efl—x

,

i°.ON fuppofera— x= j? 9 qui. fe réduit à ydx -h xdy
= o, qui eft l'équation du Problême.

2 . On trouvera parla troifiéme propofition fondamen-
tale* que l'intégrale eft xy— ab 3 c\u\ eft l'équation de l'hy- *

7I5-,

perbole entre les afymptotes. Ce quil falloit trouver.

Exemple V.

8. Isf fuppofe (en nommant KB,XjKA, a 5 BC, yJ que KB(x.) Fie;

. K A ( a ) : : K A ( a ) . K S = H • il faut trouver l'équation de XX1 *

la courbe A C C.

i°.La foLitangente BS =*-*$ âiftfi /CS = Ki?— ^5 *j^,

= * — ^'^ ^~i cela étant, on aura g= "•*

-

J *r

,

qui fe réduit à xjc^— *Wy — yxdx = o j c'eft l'équation

du Problème.
2 . On peut la réduire à la troifiéme propofition fonda-

mentale *, en fuppofant £= xx — aa; ce qui donnera {dx^* 7lSm= xdx : car en fubftituant ces valeurs dans l'équation , elle .

deviendra zjly — \ydz^j= o 3 & la multipliant par [£ r-

Zfly— lydz
y

l

on trouvera 1—_ = o , dont l'intégrale eft —t
= -

qui fe réduit à î£yy=±s%aî=>xx— **<*, qui eft l'équation

d'une hyperbole par raport au premier diamètre , la moitié

duquel eft a , & la moitié du fécond diamètre eft b. Ce qu'il

falloit trouver.

Exemple VI.

9. 1 O'ur treuver l'équation de la courbe dont la foutangente

eft -î~ï" y .

i°. on fuppofera *%£? = ^, qu'on réduira-
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à xaxdy— ixxdy = aydx — ixydx }

ou bien laxdy— ixxdy

aydx -+- ixydx= o
5

c'eft Tequadon du Problême. i°. On
prendra x^= ax — xx j

ce qui donnera dz^= adx — ixdx

,

& fubftic Liane ces valeurs dans l'équation , on aura i^dy

—ydz^— o } qui, étant multipliée par—-, devient
î ' >^- vv -^

* 7iy. =0, dont l'intégrale eft*^^ qui fe réduit à f yy= -^

z== ax — xx , qui eft l'équation de Pellipfc dont a eft le

premier diamètre, b eft le paramètre. Ce qu il falioit trouver*

Exemple VII.

$20. Pour trouver l'équation de la courbe dont la foutangente

eft mx , i°. on fuppofbra mx =^ y
jy 3

qui fe réduira à mxdy
—ydx = o j c'eft l'équation dutroblême. 2°, On la mul-

• i-
y"" 1

o i,
myn - ïxdy—ymdx A ,

tiphera par J-
, Se Ion aura -^ J- '- = o, dont

r r Kx ' xx '

on trouvera, comme dans la troifiéme propofition fonda-
m

mentale, que l'intégrale eft^r =»^
m-I

3
ou bien y

m=am~ 1x 9

qui eft l'équation des paraboles de tous les degrés. Ce qu'il

falioit trouver.

Exemple VIII.

$ 2I# Pour trouver l'équation de la courbe dont la longueur

eft S. dx VT+- qqx^~l
, i°. il faut fuppofer S. dxVi +^i-I

* « t= * S. y/dx* -\- dy
x

*,
qui fe réduira d'abord à <^x \/ î -t-qqx 1^- i

= Vdx 2
- -±-dy~ , & enfuite à dx x

-+- qqx~ Q ~ l x dx 1= dx
z
-+- ^y

1

,

ou bien qqx tq~ 1dx 1= dyl
5 & en prenant les racines quar-

rées , on aura q
x*

1
' 1 dx = dy pour l'équation du Problême.

2°. Il faudroit féparer les changeantes fi elles ne Pétoienc

pas ^ mais comme elles font toutes féparées , il faut prendre

les intégrales des deux membres par la première propofition

fondamentale , & l'on trouvera xq = y pour Pequation de

la courbe, qu'il falioit trouver. C'eft l'équation des paraboles

de tous les degrés dont le paramètre eft l'unité.

Exemple IX.

§2i. CjN trouvera, par la même méthode, les équations des cour-

bes exponentielles, 6c de celles qui renferment des expref-

fions logarithmiques
3
par exemple fî ^ï—t^rr e^ 'a ÔL1 ~

tangente
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tangente d'une courbe dont il faut trouver l'équation , 1 °. on

fuppofera ' î™Jr—$, qui fe réduit à ^=-*^f~-
C'eft l'équation du Problême. 2 . Pour en trouver les inté-

grales on fuppofera 1 -j- .v x /. 1 -t-x==/. 2^5 d'où l'on déduira
* dz^=r \dx y. I. 1 -+- .v -+-

-~l± x 1 -f-.v •= idx -¥- dx x l. 1 -h x j
* 764.

8c fubftituant ces valeurs dans l'équation , elle deviendra '£

= ^ , dont les intégrales font * ly=sL z^= /. 1 4- a; x /. 1 -h.v :
* 76 8*

& les grandeurs qui ont des logarithmes égaux étant égales
,

on aura y= 1 -|_* x /. 1 -h.v pour l'équation de la courbe,

quil failoit trouver.

On a donné la conftrucHon de cette courbe dans l'art. 7 8 o.

Exemple X.

IX* vJN trouvera de même l'équation de la courbe dont la fou-

tangente eft f~ï~ , 1 °. en fuppofant -—^= J
-7? ,

qui fe réduit

à^r = idx-^dx xl. x. C'eft l'équation du Problème. i°. Pour

trouver les intégrales, on fuppofera xïx= 2^, ce qui donnera.

<^= ^a; x /. x -h 1 /v j ainfii'on aura 3 = dz^, dont les inté-

grales font /.y *= z^=xlx=z * /.x x
-

y
d'où l'on déduit t/= **« * 77°^

C'eft l'équation de la courbe
,
qu'il failoit trouver. -{"771»

On a donné la construction de cette courbe dans l'art. 782.

Avertissement.
Le calcul différentiel & intégral des expreflîons logarith-

miques , fert aufïi quelquefois à trouver les équations des

courbes qui ne contiennent que des expreflîons ordinaires,

comme on le verra dans l'Exemple fuivant, qui contient une
infinité d'Exemples.

Exemple XI.

24. 1 Our trouver l'équation de la courbe dont la fou tangenre
r\ ~k m + >' X <** + xx _ r r m -t-n X «x ~*~ xx yjx ' /"_ * . » * '

eft —„.-—

~

, i°. on fuppofera — -- =^7 ,
qui le 41 n

réduira a ^ = w ^. BX<,y±j><t
* C eft 1 équation du Problè-

me. 2°. Pour trouver les intégrales , on multipliera le nu-
m — n

mérateur & le dénominateur du fécond membre par \ x a

,

ir _ n

& l'équation deviendra f =^ x ï£S m
* —

„,.."„

*

n
. i . »

a x ^ x

Tome II, A a a
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m m -4- n

On fuppofera z^ = ax n
"j- x "

3
ce qui donnera ^»

*ax~~dx-+- fm- x~'dx. On fubftituera dz & ^ au lieu de

leurs valeurs , & l'on aura
d
-j == —; x Ç : prenant les

7^68. intégrales , on aura S. y= ^ * s - r >
c'eft-à-dire * /. j= ^r * £ *L, où mettant la valeur de ^, on aura /.y

m -t-a m •+• n

"• : Mais j^rn= ^r„ x l. ax
ïl +- x "

: Mais —~ x l. ax

* 7?0o = *
/. ax* ± x~^

i
aînfi /. y = /. ax

n ± x
n

$

& les grandeurs qui ont des logarithmes égaux étant éga-

les
, ( car on fuppofe que ces grandeurs & leurs logarith-

mes, font compris dans la même logarithmique, ) on aura.

y =, ax n •+ x
"

j élevant chaque membre à la puif-

ra m + n

Tance m-±-n ,. on trouvera y
m +

" = ax
n + x

n = x
m

x

a -±2 x\ C'efl l'équation des hyperboles de tous les degrés,

par raport au diamètre quand il y a a -Kv.
n

., & celle des.

ellipfes de tous les degrés quand il y a a— x\ Ce qu'il faL.

bit trouver.

Avertis s e m e n t.

xj N" donnera dans les Exemples fuïvans les conftru&iôns,

des courbes, en fe fervant de leurs équations différentielles.

Exemple X I !..

3lr. i Our trouver la courbe dont la foutangente, qui convient

à chacun des points de la courbe , eft égale à une confiante

donnée a , i °. on fuppofera a= ^r, qui fe réduit à dx= ^.
Ç'eft l'équation du Problême.

2°. Comme on ne peut pas trouver l'intégrale du fécond

membre } ( on exclut ici & dans l'article fuivant les loga-

rithmes
, ) il faut conitruire la courbe de cette équation dif-

férentielle: Pour cela.il faut faire en forte que les membres
de l'équation,deviennent les élémens de l'airede, deux figu-

res v dont on. fuppofera les quadratures données -

3 & que ce^

pendant l'égalité des deux membres ne change point 3 ce qui
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fè fera en multipliant chaque membre par une même con-

fiante, comme *,& l'équation deviendra adx =-'t

j,-,dontle

premier membre ^x eft l'élément de l'aire d'un rectangle
,

&c le fécond eft l'élément de l'aire d'une hyperbole entre les

afymptotes , comme on le va voir, & leurs intégrales ax , ou
5. adx cas S. -r' feront les aires de ces fîo-ures.

Après cette préparation , il faut tirer les deux droites fig. LVfc

DCd , NCA qui ie coupent à angles droits au point C , elles

feront les lignes des coordonnées , & l'on prendra les y fur

DCd,& les x fur NCA . Il faut prendre Cd égale à la con-»

fiante donnée a = C^f , & mener par d la droite />*/£ paral-

lèle à NCA ; & fi l'on prend l'origine au point C,il eft évi-

dent qu'un rectangle quelconque CAbd fera l'expreiîion géo-
métrique de S. adx == ax = Cd x CA.

Il faut enfuite prendre Ca =a , tirer ab = <* parallèle à
CJY

, & mener Cb qui fera égale à aVi , & tracer par le point

b l'hyperbole équilatére lhbfd entre les afymptotes CD
,

CN. Il eft évident que ( lapuiffanec de l'hyperbole étant aa,

6. chacune des coupées Ca , Ce , CD , &c. étantj/
, ) chacune

des ordonnées ab,ef, Dd ,&c. fera =* y : par conféquenc *4to.
chacun des élémens de l'aire fera= * «^ ; & en concevant , *

595*
par raport à l'aire hyperbolique abdï) qui eft au-delà de
a b

,
que y = a -\- y $ & par raport à l'aire ab il qui eft au-

deflbus de a b
,
que y = 4 — / , chacune des aires fera =t

y
~'

On peut à préfent tracer la courbe propofée, c'eft-à-dire,

en trouver tant de points que l'on voudra très-proches les

uns des autres
; on peut commencer par quel point on vou-

dra
; mais pour faire concevoir plus diftin&ement aux Lec-

teurs la courbe que l'on va décrire, on prolongera baeni?,
en faifant ai? = ba=Ca=^,& le point B fera le pre-

mier de la courbe 3 on abailTera par B , î? Ab parallèle à Ca.

Pour avoir enfuite les points F , Z) , M 3 P , 6cc. de la partie

de la courbe où les ordonnées EF , CD , &c. qu'on nom-
meray , vont en augmentant , on fe fervira de la partie de
l'aire hyperbolique qui eft au-deilùs de ab , & on fe fer vira de
la partie de l'aire hyperbolique qui eft au-deiTous deab pour
trouver les points H , Z , &c. de la partie de la courbe où. les

ordonnées GH , /Z,&c. vont en diminuant.

A a- a i
j
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Pour trouver un point quelconque F au-defTus de B , on
prendra Taire hyperbolique aefb que l'on fuppofe donné ^

on fera le rectangle A Efb égal à cette aire 5 &. prolongeant

fe
, fE , le point F où elles fe rencontreront fera un des

points de la courbe
5
prenant enfuite l'aire hyperbolique

eZ)df= aefb , & fai/ant le rectangle ECdfégal à cette

aire , le point D où. fe rencontrent d D , <^C prolongées fera

un autre point de la courbe. On trouvera de même le point

M en prenant l'aire hyperbolique Dkm d == e.D d f -, & faû

fànt le re&angle CKmd égal à cette aire , le. point M où fe

rencontrent wiC, mk eft un point de la courbe. On trouve-

ra de même le point P par le prolongement de^iV^ pn
,

& ainfi des autres.

En prenant au-deffous de ab l'aire hyperbolique abhg
égale à chacune de celles que l'on a déjà prifes , & failant

le rectangle AbhG égal à. cette aire , le point .F/, où fe rem
contreront h g , hG prolongées , fera un des points de la

courbe
y
Se ainfi des. autres.

On prendra à préfent l'origine des coupées #== A E
,

^ C , &c. au point A , de la courbe B F D , & fes ordonnées

/= ^^ , EF rCD , &c. parallèles à CI) ; & comme il

*"63 3- eft évident ,
* que les efpaces hyperboliques pris de fuite

aefb , eD df , &c. étant égaux par la conftrudion , les y
( Ca,Ce , CD ,&c. ) font une progreiîion géométrique, 8ç

que les x ( AE , ^ C , ^/C > AN 3 &c. ) étant ,
par la cori*

ftruction , les bafes de rectangles c^-aux d'une même hauteur,

*75 3- font une progrefllon arithmétique ; l'on voit clairement* que

la courbe BFD , &c. qu'on vient de décrire, eft la logarith-

mique. Et de plus on peut concevoir les efpaces égaux corr

refpondans deux à deux, comme cd , Ed ,
partages chacun

en un même nombre infini d'élémens égaux
j
.chacun de$

élémens du premier DRt d fera =^2, & chacun de ceux

du fécond Cçrd fera.= adx
, & puifque £f

yz == ^df* , l'on

auraDi? (^) . R T = Cp (dfx) ::<*. y : : Z)C (y) .a : ce
* $*Jp« qui donne yj*= a • ainfi* la foutangente de la courbe que.

l'on a décrite eft partout égale à {a). Ce qui étoit fropofè,
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Exemple XIII.

,6. P O u r trouver la courbe dont la foutangente eft ~ x
, ( on F îg. Lvn.

fuppofe que ?n &n rcpréfentent chacune un nombre quel—

conque), i°. on fuppofera f x=^j§ ,
qui fe réduira

— »|f
: c'eft l'équation du Problême. 2°. Comme on ne peur

pas trouver l'intégrale- de chaque membre où les changean-

tes font iéparées , fi ce n'eft en employant la méthode de l'art.

8 20 ; fans cela on va conrtruire la courbe par le. moyen des

rectifications, ou des quadratures fuppo(éesdedeux courbes,

en réduifant, aux élémens de la rectification ou de la quadra-

ture de deux courbes, les membres de l'équation , fans chan-

ger leur égalité ; ce qui fe fera en multipliant l'un &c l'autre

par le quarré d'une confiante donnée a, & l'équation prépa-

rée fera aij^s=a^. Chaque membre de cette équation eft

l'élément de l'aire d'une hyperbole équilatére entre les afym-

ptotes
j y eft la coupée de la première, maa eft fa puiffance }

& 2~ï eft fon ordonnée : de même x , naa ,
~

, font la cou-

pée , la puiffance , & l'ordonnée de la féconde.

Pour les conftruire St enfuite la courbe propofée par leur

moyen , il faut tirer les deux droites BAL, bAl
,
qui fe

coupent à angles droits au point A
,
qui fera l'origine dc3

changeantes , dont on prendra lesjy fur Ab , ou fur les paral-

lèles à Ab , & les x fur A B. Enfuite on conftruira la pre-

mière hyperbole entre \qs a fyrr. ptotes Ab , AL , en prenant

Am = Vaam 5 & menant ma parallèle à AL&. égaie à Am
,

& tirant A a qui fe trouvera égale à ^iw, A a fera le demi
axe de la première hyperbole dont (a) fera le fommet ; on
tracera la première hyperbole agec par ce fommet a. Il cit

évident que chacune des ordonnées fg , de , b c, &c. fera

t=^-1 > & qu'en menant tu infiniment proche de bc , le

petit efpace hyperbolique bt fera = ~ x dy. On prendra
pour la féconde , AM •= y/etan, & menant Ma parallèle à

A

1

, & tirantAa qui fe trouvera cgaleàrfv'iH, Aa fera le

demi-axe de la; féconde hyperbole dont a fera le fommet,
par lequel on tracera la féconde agec , dont chaque or-

donnée Fg, De ,Bc y fera= ^ ; & en concevant que Br(dx)

eft une partie infiniment petite de AB (x) , mais telle que
hu=.cr =.Cic.= dy.Br (dx) ,tï Bc

(

n
-j?) . bc(^) j..&.

A aa iij;
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concevant en même tems l'ordonnée ru , le petit efpace ou
l'élément hyperbolique Bu fera = ^f' x dx ==—' x dy • &;

prolongeant c B , cb , leur rencontre en C donnera un point

de la courbe propofée.

Mais comme on ne peut pas partager des particules infi-

niment petites dx & dy en tel raport qu'on veut autrement
que par Pefprit , & qu'on ne peut partager ainfi que des

quantités finies j il faut prendre les intégrales de l'équation

préparée
,
qui font S. 2f£^ — S. ~~ , qui expriment des

efpaces hyperboliques finis égaux entr'eux , &: qui font voir

qu'il faut prendre fur la première hyperbole un efpace quel-

conque fini bgC^'^2
) , & lui trouver un égal efpace hyper-

bolique F c = S. ^~ fur la féconde hyperbole , & prolon-

geant g f
, g F -, leur rencontre au point G fera un autre point

de la courbe propofée ;& l'on trouvera de la même manière
tant d'autres points de la courbe qu'on voudra.

Les efpaces hyperboliques fc , F c étant égaux par la

fuppofition , on peut concevoir dans l'un & dans l'autre le

même nombre infini d'élémens égaux entr'eux : ceux du
premier feront chacun = — *

y
dy

, & ceux du fécond feront

chacun = "^ ; & l'on aura b u =CR
(
dy

) . Br= RT {dx)

550. ::=r .=r :: àB {y) .
=*= *à la foutangente : ainfi l'on a

décrit la courbe dont la foutangente eft égale à -
n x. Ce qui

ètoit propofe.

Remarques.
I.

VJ U a n d le raport des ordonnées bc , fg , &c. d'une hyper-

bole c e g , & des ordonnées Bc , De , &c. d'une autre hyper-

bole ceg
,
qui font également éloignées de l'origine A , eft

donné, h* l'on prend fur la première tel quadrilatère hyper-

bolique bg qu'on voudra, on peut toujours trouver fur la

féconde un quadrilatère hyperbolique Bg égal à celui delà

première. Pour le concevoir clairement , il faut imaginer

BA fur hA , & l'hyperbole c e g enwy, & b c étant= *$*,

&b* étant =^,il eft évident que Ab étant commune,

y & x font la même ligne : ainfi bx, . bc : : n . m
5
par confé-

quent le quadrilatère hyperbolique bê eft à bg comme n
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eft à m. D'où l'on voit que pour avoir un quadrilatère hy-

perbolique by = bg , il ne s'agit que de faire en forte que .

n. m :: be . by. Or pour trouver ce by ,
il n'y a qu'à faire

cette proportion n . m : : b f . bh , & tirer l'ordonnée h y , &
l'on aura be . by : : n . m. Car on peut concevoir bf partagée

en petites parties qui foient en progreflion géométrique
,

qui ayent toutes chacune avec fa voifine le raport de yAb
à yAï , & qu'il y ait autant de ces raports égaux de b à f

qu'en marque le nombre n , &: que bh eft partagée de la même
manière 3 en forte qu'il y ait de b à h autant de ces raports

égaux qu'en exprime le nombre m
5 & comme tous les pe-

tits quadrilatères hyperboliques qui auront ces petites par-

ties pour bafes * feront égaux, il eft évident que Tefpace * 633
hyperbolique be, fera à l'efpace hyperbolique by comme n

eft à m 3 par conféquent by=bg.

I I.

Chacun des petits raports égaux de la progreflion géomé-

trique des petites parties de bf^dont il y en a autant qu'en,

exprime le nombre «, peut être marqué aînfi^
^ car on

peut concevoir le raport de Ab à Aï compofé d'autant de-

raports égaux qu'en exprime le nombre », & il eft évident

par la doctrine des raports compofés
,
que le raport de Ah

à Af eft compofé d'autant de raports (Impies égaux àv -

qu'en exprime le nombre n
,
puifqu'en élevant ce raport

fimple à la puînance dont n eft l'expofant , on aura le raporr

r, Abcompoie —rr"r Aï
III.

Si' on élève le raport fimple —^-pàîa puiiîànce dùntm

eft l'expofant , on aura le raport ^~> = ^^ pour le

ïaporc compofé d'autant de raports /impies égaux f
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qu'en exprime le nombre m. Or le raport de Ah à v4h eft

compofé d'autant de raports égaux a
:
„ - - qu'en exprime

le nombre m^ puifque
,
par la première remarque 3 il y a au-

tant de^es petits raports égaux entre Ah & Ah qu'en expri-
m m

me le nombre m • par conséquent Ah . Ah :-. Tïb \ ~Âi
n

.

I V.

D'où il fuit que les ordonnées correfpondantes bx, , bc
de deux hyperboles étant entr'elles comme deux nombres ex-

primés par n &m, fi l'on en prend deux efpaces hyperbo-

liques égaux by, bg , & qu'on partage bhen f dans le raport

de m à. n
y
en forte que br. bh :: n.. m, l'on aura toujours Ah,

ni ni

Ah ::Ah~\Âl\
V.

Si l'on prend fur AB la droite AF = Ah , il eft évident

que la cou pée AB= Ah eft à la coupéeAF= Ah , comme
l'ordonnée BC= Ah , élevée à la puilTance dont 2 eft l'ex-

pofant , eft à l'ordonnée JEG -— Ai élevée à la même puif-

fance -
n . Ce qui fait voir que la courbe AGC

,
qu'on peut con-

ftruire par le moyen des quadrilatères hyperboliques égaux
de deux hyperboles équilatéres , eft toujours une courbe géo-

métrique
,
quand le raport des ordonnées de ces hyperboles

peut s'exprimer par nombres
j
puifque la puiftànce d'une or-

donnée qui a ce raport pour expofant 3 eft toujours à une

femblable puifTance d'une autre ordonnée , comme la cou-

pée correfpondante de la première eft à la coupée corref-

pondante de la féconde. Mais quand ce raport qui fait l'ex-

pofantdes puîflances des ordonnées eftincommenfurable , on

ne peut pas alors exprimer par les expreflions de l'algèbre le

raport des ordonnées aux coupées, & la courbe décrite par

le moyen des quadrilatères hyperboliques égaux eft mécha-
nique.

Exemple XIV.

827. LE s deux droites A E 3 A B font un angle droit en A qui

Fig.lviii. eftdivifé en deux demi-droits par la droite Ah j
d'où il fuit

que AB= Bh,AD= D d,BS eft la foutangente d'une

courbe AG£C ^ a eft une ligne droite donnée 3 nommant
les
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ks coupéesAB (x) 3 les ordonnées BC {y), il eft clair que

b-C= B C (y )
— B b= AB ( x ) ; il faut trouver la courbe

A G EC par le moyen de cette propriété donnée , BC (y) .

£S {*>§) :: a. bC{y— x). *;;.

Ce problème
,
que M. de Bcaune propofa de fon temps à

M. Dcfcartes , eft un des premiers qui a fait fentir le befoin

que l'on avoit du calcul différentiel & intégral
,
qui n'étoit

pas encore inventé de ce temps-là
,
pour refoudre la plupart

de ces fortes de Problêmes, comme on le va voir.

i°. La propriété de la courbe qu'on cherche donne cette

équation —-*"==
yy — xy , qui fe réduit à dx= y-^ x dy î

c'eft l'équation du Problème. z°. Pour en feparer les chan-

geantes , il faut fuppofer ^ = ^p -, ce qui donnera y
__ <ijii5_^*x

^
£- j __ bdx_juh

t jviettant les valeurs de £r£

& de^ dans l'équation du Problême , elle deviendra dx= ^-~

—-& , où les changeantes font feparées. Prenant les inté-

grales, on aura a: =
f-
— a x S. -w-ë, ou bien* x=^ — a x *

76$ a

L z^ C'eft l'équation qui exprime la nature de la courbe
propofée. Voici la manière de la conftruire par cette équa-
tion.

Il faut prendre AM = a
% 6c élever la perpendiculaire

Mf=a , & par le point/ tracer la logarithmique Ngfc s

dont la foutangentefoit par tout égale à AM (a) , on nom-
mera s;les ordonnées Mf3 Ec, AN, &c. de la logarithmi-

que : l'origine des logarithmes
,
qu'il faut prendre fur l'axe

AME de la logarithmique, fera au pointM , où. Mf(zjefo
égale à (a) qu'on prendra pour l'unité : les logarithmes MM,
MA feront pofitifs , les logarithmes ME feront négatifs,

&: le logarithme Affrétant l'unité, l'ordonnée AN{ zj) eft

déterminée , & on la nommera b. Il faut auffi tirerMN qui

fera la tangente de la logarithmique au point iV.

A prefent pour conftruire la courbe , il n'y a qu'à prendre

quel point on voudra E fur l'axe de la logarithmique , tirer-

l'ordonnée Ec de la logarithmique , & lui abaiffer en c la

perpendiculaire ce jufqu'à la rencontre de MN 3
puis pro-

longer c E enC, en forte que EC foit égale à ec j le point G
lera un de ceux de la courbe. Menant de même Mf , fm,
£c faifantM E= mf, le point E fera celui de la courbe qui \

Tome II. Bbb
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répond à l'origine M des logarithmes j menant de même
Hg, gh 3 ôcfaifantHG= hg, G fera un point de la courbe,

On trouvera de même les autres.

Demonjiration de la conftruïlion.

(JN prendra le point C, qu'on démontrera être un'poinc

de la courbe. Pour cela il faut mener ee parallèle à AN3

& l'on aura, àcaufedes triangles femblables^ JWiV 3 eM e>

2TA (b). AM {a):: ee — £c (zj. M e = f 5 ajoutant à

cette quantité M E = -*-> 1 x /. z^ avec un figne contraire,

c'eft-à-dire avec le ilgne -*-, parcequ'il y a dans l'équation à

conft.ruire x=
f.
— a x l.z^, on aura, par raportaux points

qui font au-deflus de l'origine M des logarithmes
, ^ -»- a k

/. ^= E e ^ mais x= f — a x !.%;&. cette équation devient

du côté des logarithmes négatifs , x = **+ ^ x /. *. Donc
A£ = EC(x) = Ec. Ce quil failoit démontrer.

C'eft la même démonftration pour les autres points, ex-

cepté qu'au delTous deM > où les logarithmes font pofitifs

,

l'on aura x = a

f — a x l. z±

On peut auffi démontrer par laconftru&ion
,
que la courbe

AGFC a la propriété donnée par le Problème. Car en

menant les ordonnées infiniment proches trRTr , T t, & la

**Tf0. tangente CS, il faut que *Cr. r!T: : Ci?. i?S , & qu'en met-

tant les valeurs de ces lignes prifes de la conferuction , on
trouve l'équation du Problême dx= y-^-x dy. Or cr= ER.
= Cr = dy 3 étant la différentielle de Ci? {y)., ER étant

aufTi la différentielle du logarithme ÎV/£,qui eft fuppofé.

''761, négatif, eft * —^.5 ainfî Cr= dy = — es par la conftruc-

tion j Tr— z£ eft la différentielle de v^i? ( x) ï ainfiTr eft

^* i mais A £ (x)=..EC =sec.=
{
par la conftruction )

«-

+ ixS. ^ ,
(car le logarithme ME (a x S.^) négatif, eft

retranché de ç , ) dont la différentielle eft ^ -+- ^2 ,

(
pareeque les ordonnées Ec[^) allant en diminuant, la

différentielle tr{— dzj eft négative, & il faut écrire— ï&

pour la différentielle de+ Ç •
) ainfi 7* r= dx=—^ + ^..'

*7/*« La propriété de la logarithmique donne aufTi * *r( — -^O*
rc (dy) : : t R{zJ . a qui eft la foutangente j

d'où l'on tire

ad^= —* zjy ; enfin ayant fuppofé pour la conftrucHon

r'^-i._l^i Ton en
:
déduit z a»— *?-*/-'»

. Mettant à
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prcfent dans la proportion Cr . r T : : CB . BS , les valeurs des

iignesprifesdelaconflru&ion , l'on trouvera Cr(—^ = dy)

fubflituant au lieu du dénominateur — £s fa valeur dy , Se

au lieu de ad^ià valeur— z^dy , l'équation de la foutan-

gente B S deviendra— ~-Ç -+• \dy=dx
}
& fubflituant dans

cette dernière au lieu de— ^ fa valeur hy -**~?*k
}
l'on trou-

verai^ x dy = dx : ainfi la courbe qu'on a décrite eft

celle à qui convient la propriété donnée par le Problême.

Remarque.
UAns la refolution des Problêmes où l'on cherche la

nature des courbes, quand on prend l'intégrale de l'équa-

tion différentielle , il arrive quelquefois que cette intégrale

,

qui efl l'équation du Problême, efl complète, & quelquefois

auflijil lui faut ajouter ou en retrancher une grandeur confian-

te, afin de la rendre complète. Quand la différentielle fe peut

réduire à la troifiéme propofition fondamentale *, la coni- *^ iy<

tante qu'il faut ajouter cil ordinairement arbitraire j il fuffit

qu'elle foit homogène aux termes de l'intégrale ; on peut

cependant faire le choix 3e la grandeur confiante qui don-

nera une refolution plus fimple. Voici la règle pour connoîtré,

dans les autres cas , fi l'intégrale eft complète ; & quand elle

ne l'eft pas
,
pour trouver la grandeur confiante qui lui

manque pour la rendre complète. i°. Il faut fuppofer la chan-

geante x égale à zéro à fon origine ^ fi en même temps on
trouve que l'autre changeante de l'équation

, y ou ^devient

aufîi zéro, &: qu'il ne refle aucune grandeur confiante dans

l'équation par cette fuppofïtion dex=o, c'efl une marque
que l'intégrale efl complète. 2 . Mais fi x étant fuppofée

égale à zéro , on trouve une valeur déterminée de l'autre

changeante y ou ^à l'origine de a:, il faut fubflituer cette

valeur déterminée de y ou de ^à fa place dans l'équation ->

& fî après la fubflitution on trouve que tout devient zéro,

& que les grandeurs fe détruifent par des fignes contraires,

c'efl encore une marque que l'intégrale efl complète: mais

fi après la fubflitution delà valeur déterminée dej ou de £3
B b b ij
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ou de zéro
,
quand y ou ^= o , on trouve une grandeur

confiance ; il faut ajouter cette confiante
>
avec un figne.

oppofé , à l'intégrale pour la rendre complète. Par exemple

on fuppofera x= o dans l'intégrale x= f— ^xS.^; ce

qui donnera une valeur déterminée de x^ s car au point A
qui efl l'origine des x, la changeante 2^ efl AN = b 3

6c le-

logarithme S. 4r ou /. ^efl égal à AM= a=. 1 ; ce qui efl-

caufe que ^ devient if- —= ^ = 1 . & ^ x /.. z devient auffi,

4= 15& comme les quantités fe détruifent par des fignes

oppofés , il n'y a point de confiante à ajouter à l'intégrale 3

ni à en retrancher. La raifon de la règle efl que la courbe

doit être zéro à Ton origine ; ainfi l'intégrale
,
qui efl Téqua*

tion qui exprime la courbe , doit aufîi être zéro ^ ce qui efl

caufe que
,
quand il arrive que l'intégrale n'efl pas zéro, il en

faut retrancher la quantité confiante qui l'empêche d'être

zéro 3 ce qui fe fait en la joignant avec un figne contraire.

SECONDE PARTIE DE LA DERNIERE
SECTION.

Exemples de Tufage de VAnalyfe dans la refolution des

Problèmes Phyfico - mathématiques , en fe fermant

du calcul différentiel (&?> intégral.

Exemple I;

$ 2 9 * • TROUVER lés courbes dont ilfaut que les verres ayent lesfigures

pour r/ijfemblcr en un point 3 par le moyen de la rcfratlion s les

rayons qui fartent d'un autre point donne } ou quifontparallèles.

lïx°° ^ Oient les courbes qu'on cherche reprefentées par ACccs

donc le fomnret foit au point donné A de la droice EAF h

foie E le. point d'où partent les rayons , F celui où ils doivent

s'afïembler après avoir foufFert réfraction en entrant dans

la courbe, £CTunde ces rayons qui entrant dans la courbe

enC , fe rompt, & continue fon chemin par la droite CE -

y

d CD foit la perpendiculaire à la courbe au point C ; ainfi

Varull
E C d * eft 1>ang le #incident*

, DCFeik l'angle de rcfraUion 5

4^8. queJe raport du.fiuus. de l'angle d'incidence a il finus. de.
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l'angle de réfraction
,
qui convient au milieu où eft le rayon

incident £C, & au milieu qui eft la matière qui a la figure

ACc 3 foit exprimé en gcneral par deux lignes données, dont

la plus grande fera /», la moindre fera n s
ainfi '^'exprimera

le raport de la refraflion. Soit prife la partie Ce infiniment

perice de la courbe, & foient menés le rayon incident Ec &
le rayon rompu c

F

3 & fôient tirés c M- 3 cN , la première,

perpendiculaire fur le rayon incident EC prolongé en M s .

& la féconde fur le rayon rompu CF. L'angle CeM du trian-

gle CMc rectangle en M 3 eft égal à l'angle d'incidence ECd
ou àfon oppofé au fommet MCD y car CcM fait un angle

droit avec cCM', & JWCDfait un angle droit avec le même
cCM. L'anole CcN eft aufïï éçal a l'ande de réfraction DCF ;

puifque dans. le triangle CNc rectangle en N , l'angle CY2V
fait un angle droit avec cCN 3 avec lequel l'angle de refra-

ction DCF fait aufïi l'angle droit DCc. D'où il fuit qu'en

prenant la particule Ce de la courbe pour le rayon , CM eft

îefinusde l'angle d'incidence, & CW le finus de l'angle de

réfraction
}
parconfequent £.-^= ™. Ces chofes fuppofées,

Soientles droites données EA'—a. FA— b 3 l'auo-men-

tation nnieêc changeante de chaque rayon incident EC fur

le rayon EA', lequel entre parle fommet A 3 foit fuppofée
= ^ 5

ainfi EC=z a-t-z^h la différence finie <k changeante
de chaque rayon rompu CF d'avec le rayon AF , foit= a;

cette différence u eft l'excès deFA fur FC>ou.de FC fur FA*
ainfi CF ^b^hu. La différentielle CM de EC~d^ la

différentielle CN de. C j? =4^0. L'on aura donc, par les

chofes que l'on vient de dire, #"œxj^ ce qui donne 0^
= :f: m dw, prenant les intégrales on trouve nz= + mu;
& la proportion m. n : : z^. ^P u. qui montre que l'excès (2;)

de chaque rayon incident £Cfur£^(^)
3
eft à l'excès

(

IP^)
de FA (b) fur le rayon rompu CF correfpondant à EC 3

comme m eft à n. D'où l'on voit l'invention de la- conflruclion

des quatre fortes d'ovales dontparle M. Defcartcs vers lafin du
fécond Livre de fa Géométrie 3 qui font, du moins les trois pre-

mières, les courbes propres au Problême propofé
5 ôc avec

quelle facilité on les trouve parle calcul différentiel 2c in-

tégral

Bbb iij
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Pour tracer ces courbes , i°. il faut mener la droite GAg,

qui faiTe l'angle GAF de quelle grandeur on voudra
^ & pour

avoir tel point C qu'on voudra, prendre A\\\ telle qu'on

voudra , éc An telle que m. n : : Am . An -, mener la droite

m n, &du centre £ avec le rayon £m tracer un arc. i°. Après
avoir pris A G = A F , tracer un fécond arc du centre F
avec le rayon Gn ; le point Cd'interfection de ces deux arcs

fera un point de la première de ces courbes. On trouvera

de même tous les autres points -

y
par exemple pour avoir un

fécond point c, on prendra A m } &. du centre E avec le

rayon Em on tracera un arc : on tirera mn parallèle à mn,
&du centre F , avec le rayon G», on tracera un fécond arc

j

l'interfection c de ces deux arcs fera un fécond point de la

courbe j & ainfi des autres. Car il eft évident, par la con-

ftru&ion
,
qu'à l'égard de chaque point C, le rayon incident

EC= Em ou Em furpalTe EA, & que l'excès eft Am ou Am
= %j que l'excès de FA fur le rayon rompu F C eft: An
ou An— u; & que ces deux excès A m ou Am 3 & An ou
^«^fbntentr'eux comme m cil à. «.-ce qui donne nz==— mu\
d'où l'on tire n d zj=— mdu ; Scdz^. — du : :m. n , qui eft la

propriété de la courbe, qu'il falloit décrire.

Pour tracer la féconde courbe ou ovale, il faut laifîer les

points E & F , l'un à gauche, l'autre à droite de A, comme
ils font fur la droite EA F ,éc changer de côté le point G,
le mettant en g fur GAg prolongée du côté de A g, de

manière que Ag= AG=AF, & prendre dans la con-

struction gn & g» au lieu de Gn £c Gn, pour les rayons des

féconds arcs qu'on doit tracer du centre Fi & leurs inter-

férions avec les premiers arcs, tracés du centre E avec les

rayons Em , Em , donneront les points delà féconde ovale.

Pour tracer la troifiéme &la quatrième , il faut tranfpor-

ter le point F en f du même côté où eft le point E , & qu'il

foit plus éloigné deA que n'eft le point £;&:pourla troifiéme

il faut faire A g = Af; prendre, dans la conftrudion , le

centre f & les rayons gn
,
gn, pour décrire les féconds arcs,

dont les interfections avec les premiers, qui ont pour centre E
& pour rayons £m, Em, donneront les points de.ia troifiéme.

Mais pour la quatrième il faut prendre AG= ^f, & dans

la construction prendre f pour le centre des féconds arcs,

&Gn, Gn pour leurs rayons ; leurs interfe&ions avec les
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premiers arcs décrits du centre E avec les rayons £m, Em >

donneront les points de la quatrième.

R E M A R qjj e s.

I.

vJN remarquera que, dans la première &; la quatrième, les

excès An^ An 3 (u) font négatifs, & pofitifsdans la féconde

&. la troifiéme ^ c'eft-à-dire dans la première &; la quatrième

les rayons Gn , Gn des féconds arcs font moindres que FA
ou tA 3 &. qu'ils vont en diminuant • mais dans la féconde

&Ia troifiéme, les rayons gn
, g« des féconds arcs furpaflent

FA ou iA , èc vont en augmentant. Comme auflî qu'il efl:

évident que , dans toutes ces ovales , l'excès Am ou Am ( zj

de chaque rayon incident EC fur EA 3 ei\.à l'excès An ou
An (a) du rayon rompu correfpondant FC fur FA 3 ou de

FA fur le rayon rompu FC 3 comme m eft à n ; ce qui donne

nzj=-\-mu^ d'où l'on déduit 72^2;= ^mdu 3 Si dz^ ~-Ç-du

m .' n; ainfi ces ovales font les courbes qu'il falloir conftruire:

la proportion m . n : : z^ u donne u= m.

II.

Si l'on veut avoir l'équation de ces courbes, il faut tirer

l'ordonnée CB d'un point quelconque C, & nommer les

données EA {a) 3 FA{b) ;
les coupées ChangeantesAB (*)rV

les ordonnées BC(y), l'excès de JE C fur 2:^ ( 5J »
l'excès

de i7^ fur .FC, ou de /'C fur j^^,(a= ^^) (remarquant

aufti que zj=^u:) après ces dénominations, il eft clair que

EB = a -+- x ; FB= b— x dans la première & la féconde

ovale , dans la troifiéme Se la quatrième ovale fB= b+- x i

& f£= £ — a j EC= a -h 2^; comme auffi £C =• ^ -h ™ # ,,

FC= b— 8 3 ou (
pour ne mettre qu'une même changeante

dans l'exprefiion des excès 2; & u , ) F C= b— £x.î dans ^a

première &: la quatrième ovale j mais dans la féconde & la

troifiéme FC ou fC— b -t- J^. Cela fuppofc , les triangles

rectangles ECB
3 FCB ou fCi?, donnent EC —1~B ~CB Z

= .FC — i^i> ^
c'eft à-dire s^«** îœz^— x x— iax =yy

èsa JLi^4* ^* 2^— atx -4- 2^ ; d'où l'on tirera une équation

qui n'aura que les changeantes z^&c x fans y, par le moyen
de laquelle on trouvera une valeur de 2^, qui étant fubfti-

tuée dans celle que Ton voudra des deux équations dont yy.
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eft un membre , Ton aura une équation donc les changean-
tes fèronc* 2c y fans ^, de ce fera l'équation de la courbe.

II I.

Si l'on fuppofe EA {a) infinie, c'eft-à-dire, h* Ton fuppofe

que les rayons incidens EC font parallèles entr'euxôt à EA
Pequation ^ -v- iaz^— x x — î ax =yy deviendra ia^
— iax~ o, tous les. termes où. n'eft pas a devant zéro

par raport à ceux où eft la grandeur infinie a j ce qui don-
nera z<= x. Mettant cette valeur de j£ dans l'équation yy
~^^V+-iir^.— xx •+- ibx 3 elle deviendra, en tranfpofant

le fécond membre, +- '—„,— * xx-}- ^x^ibx-t-yy^ o,

*44©. qui e ft l'équation de l'ellipfe*, pareeque m furpailant n }
le

terme où eft xx eft pofitif, & le terme yy l'eft auffi 3 6c

*439. ,22ir.z2* exprime le raport du paramètre au diamètre.

Si L'on fuppofe AF ou Af(b) infinie, c'eft-à-dire fi l'on

fuppofe que les rayons FC font les rayons incidens, & qu'ils

font parallèles à A F, l'équation ~ ^.Hh^" ^— xx ±:ibx
—yy= o deviendra +-~±z^+ibx =oj d'où l'on tire

^=ixi & fubftituant cette valeur de ^dans l'équation 2^
-+- 1 az^— xx — îax — yy = o, l'on trouvera ™»-»*

x x
.+. **• x— rax —yy= o, qui eft une équation de l'hyper-

*4îi. bole par raport au diamètre- pareeque * x x &c yy ontdes
* 439. lignes difFerens

3
&: »»»-*»* exprime le raport du paramètre

au diamètre. D'où l'on voit que dans le cas des rayons inci-

.den»paralleles, l'ellipfe & l'hyperbole font les courbes pro-

pres à diriger par laréfra&ion ces rayonsvers un mêmepoint,
comme on l'a démontré dans l'art. 49 8.

Exemple II.

830. SUPPOSE* que la première furfac-c d'un verrefoit telle que ton

F i g. LX. voudra, c'eft-à-dire qu'ellefoi t lafurface quiferoitformée parla

révolution d'une courbe telle qu'on voudraÀ CR. autour defon axe

EADF\ trouver la courbe DHrv, quiparfa révolution autour

du même axe EADF, formera la furface courbe qu'ilfaut donner

à l'autre coté du même verre, afin que les rayons qui partent d'un

point donné E fur l'axe commun aux deux furfaces duverre}
aprcs

avoirfouffert unepremière rcfraclion en entrant dans le verrepar

fapremièrefurface courbeACK,foient tous dirigéspar laféconde

refraîtion
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réfraction qu'ils fouffriront en -paffant du verre dans l'air par la

féconde furface DHR,^ même point ou foyer F donné fur l'axe

commun EADF.

(jN fuppofe, i°. que quoique la première figure du verre

ACR foie arbitraire, elle doit pourtant être telle que l'on

feache mener par chacun de ces points C la tangente de la

courbe en ce point là ^ afin que l'on puifle tirer par chaque
point C la perpendiculaire à la courbe ou à la tangente de
ce point C ; car on ne regarde point ici comme une partie

de ce Problême, de trouver le rayon rompu CH"f de chaque
rayon incident EC fur la première furface ACR du verre

que l'on regarde comme donnée, quoiqu'il n'importe quelle

courbe elle puille être : ainfî on fuppofe que l'on fçait trou-

ver pour chaque rayon incident £ C, Ton rayon rompu CMf:
en voici la manière. On tire la perpendiculaire à la courbe
PC

^
puis ayant fait PC

,
prife d'une longueur arbitraire, le

diamètre d'une demi-circonfèrence PKJC
,

qui' coupe le

rayon incident EC en 7, on mené la droite T7 /, & fuppo-

fant que r~ exprime le raport de la refra&ion
(
qui çft de l'air

dans le verre j }
) on prend PK quatrième proportionnelle à

m^n,P I ', & ayant mis une pointe du compas ouvert de la

grandeur P K au point P , on trace avec l'autre un arc qui

coupe la demûcirconférenceen iC,& enfin on tire KCH( 9

qui fera le rayon rompu du rayon incident EC ^
puifque PI

qui eft le finus de l'angle d'incidence PCE , eft par la conf.

tru&ion à PK finus de l'angle PCK de la réfraction , comme
m eft à n.

Il s'agit donc de trouver fur chaque rayon rompu CHî
par la première furface ACR , lequel rayon rompu eft donné
depofition , comme on vient de le voir j de trouver , dis-je,

fur ce rayon rompu, le point H de la féconde furface cour-

be DHR qu'il faut donner à l'autre côté du verre, afin que
tous les rayons rompus CM par la première furface foient di-

rigés au même point donné F par la féconde refra&iôn qu'ils

fouffriront aux points H en fortant du verre.

On fuppofe, 2°. que l'on prend à diferétion fur l'axe EADF
le point D pour le fommet de la féconde courbe DHR
dont on veut trouver les points ; ainfi les droites EA , AD ,

DF , & F

(

font données. On remarquera que la première

Tome II% C c c
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courbe ACR peut être celle que les rayons rompus CHî
iront rencontrer l'axe à des points f qui feront du côté de £,
& non pas du côté de F , ou quelques-uns du côté de E , 8c

d'autres du côté de F 5 & en tous ces cas chaque point f& la

ligne f-D font toujours donnés. Il peut auffi arriver que ces

rayons rompus Ci^f, ou quelques-uns, foient parallèles à l'axe,

& dans ce cas on prendra fur chaque rayon rompu la grandeur

Cf arbitraire , & qui fera par conféquent donnée.

£ jc. nx. On fuppofe
,
3°. qu'en prenant comme dans le premier

exemple (fîg. 59 ) une partie Ce infiniment petite de la courbe,.

& tirant de c la perpendiculaire cM fur le rayon incident

ECM , & la perpendiculaire cN fur le rayon rompu CNF y

ou, ce qui revient au même , du centre E avec le rayon Ec
le petit arc cM , & du centre F avec le rayon F c le petit

arc cN -, CM eft le finus de l'angle d'incidence , & CN le

finus de l'angle de refra&ion , comme on l'a démontré dans

l'exemple précédent
j. de façon qu'en prenant aufli -

n
pour

l'expreflion du raport de la refradion qui fe fait au paiîage

de l'air dans le verre ^ l'on aura pour tous les rayons incL

dens & les rompus correfpondans ,m .n :: CM . C N. Au
contraire au pallage du verre dans l'air 3 confidéranti^Cdans

le verre comme le rayon incident , &. CE dans l'air comme
fon rayon rompu , on aura n . m : : CN . CM. Or il eft clair

que CM efl: la différence infiniment petite du rayon incident^

bc CN la différence du rayon rompu -, ainfi au paiîage de l'air

dans le verre m eft à n comme la différence du rayon incident

eft à la différence du rayon rompu ^ & au contraire dans le

paflage du verre dans l'air.

?.îg. iix. Mais chaque rayon incident EC contient une partie

& l:\ confiante égale à EA ; & en tirant du centre E avec le rayon

EA un arc de cercle A\x, ( fig. 59), AM (fig. 6 o ), la partie/xC,

JV/Cdu rayon incident eft fon autre partie
,
qui eft la feule

quantité changeante du rayon incident. En tirant de même
( fig. 60 ) du centre f avec le rayon fA l'arc A N , ^V C fera

!>r. lix. la partie changeante du rayon rompu ^ ainfi nommant 2; la

partie changeante ^C, & u la partie changeante vC dans la

figure
5 9 , CM fera égale à ^, & CiV = du

, &. Ton aura w.

# : : dz^. du 5 d'où, l'on déduira mdu= ndzj, &c prenant les

Ihcégrales on trouvera mu= nz^
y ce qui donner . n :: 2^. u :

4'où Ton vpit. que les intégrales de d^L de d» font
J
u.C( zj,
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*C(«) , & qu'ainfi dans la figure 60 MC . NC -.-. m .n. fu. lx.

Par la même démonftration , en fuppofant que H eft le

point de la féconde courbe que l'on cherche -

y
donc le rayon

incident du verre dans l'air eft CHf, & le rompu HF , &c

tirant du centre f l'arc Dn , & du centre F l'arc Dm 5 Ton
aura n .m : : Hn . Hm. Ainfî nommant Fin ( zj , i^Tw fera f z^

Il faut bien remarquer ce que l'on vient de démontrer dans

tout ce qui précède 3 car c'eft de là qu'on déduira la réfo»

lution.

Resolution.
On fuppofera que le point H

,
pris dans le rayon rompu FlG

« Lx»

CHf de Ja première refra&ion , eft celui de la féconde courbe

DHR qu'il faut trouver • on tirera du centre f qui eft donné
les arcs Dn , Hh 3 Cc 3 AN jdv. centre F , l'arc Dm i du centre

E , l'arc AM ; on mènera du point donné C & du point FI les

droites CB , HG perpendiculaires à l'axe : on remarquera
,

qu'à caufe des rayons égaux deux à deux £A , £7sf î fC , fr,

£H JhjD ,£n, on aura 2VC=^ ,0^= <:/> , Hn=bD,
& JV « = AD. On nommera les données (F (f) , i7 !)

= J>« (<?) , £)j?

(

b
) , Z)f (<:) 3 les inconnues DG(x), GK {y ),

& i^« ( sQ j d'où il fuit que FG= * -H x , i7Jf= i7^ -+- wH
= *+ ï*o fG =?/-*- * -*- a; , £H= fD + nH= /-h é- h- ^
fi?= /-*- * -+- *, fC= f f = £F -h JF"Z) +i)f=/+^+f.
Ces chofes fuppofées.

Les triangles ^Gi^fGH', rectangles en G, donneront ffjz

( wjf¥«L-^S«.) —^ (—«—i*x—xx ) = SE 1

(j//)= f//' (#"-*" 2 <?/-*- *<?H- lA.-*- 2«L-t- *&) — &?*
( ff ief— ee — ifx — ie x — xx :) d'où l'on tire l'équation

— 2^
— 2A.

Les triangles femblables fCi? , fHG ^donnent aufïi fC (/h- ?

+-f) . £X[f+e-+-1>) :: f-W (/+f+ . fG ( f-W-+- x :
)

d'où l'on déduit DG (x) = ttTx*+jf+i*-cf-c.
. fubfti_

tuant cette valeur de x dans l'équation précédente , l'on

aura «ga^-H ^-t- "^T+f" * 2/= o,

— 2?^

Ceci)
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qui eft une équation du fécond degré donc ^eft l'inconnue,.

tk donc le dernier cerme eft négatif , à caufe de c ( De) plus*

grande que b (D B) j ainfi il y a deux valeurs de ^ dans

l'équacion , Tune poficive & l'aucre négacive. On crouvera

Ja ligne droice qui eft la valeur poficive de ç,, comme on l'a

enfeigné dans l'arcicle 294^ & après avoir cracé du cencref

avec le rayon îD l'arc Dn qui renconcre fH au poinc n , on

prendra nH égale à la ligne droite qui eft la valeur de ^,
&: le poinc H , ainfi trouvé , fera le poinc de la courbe DHR

i

qu'il falloit trouver.

On crouvera de la même manière les aucres poincs de la

courbe DH' R j & après l'avoir cracée, en faifanc faire une

révolution à la courbe DH R autour de fon axe D F , elle

formera la féconde furface qu'il faut donner au verre , afin

qu'il dirige au foyer i^cous les rayons qui parcenc du poinc E3

<k qui fouffrenc une première refraction à l'entrée du verre

ACR : fi l'on fait faire une révolution à la flçure ACRHD
autour de l'axe AD , elle décrira la figure lolide cjue doic

avoir le morceau de verre..

R E M A R Q^U E.

DI les rayons rompus CHt, ou les incidens EC\ ou- quel-

ques-uns de ces rayons , fe crouvoienc parallèles à l'axe , ïup-

pofant, par exemple poux ces cas là, que i^feft parallèle à

l'axe , il faut alors prendre Cf d'une grandeur arbitraire que
l'on regardera comme donnée , &: cirer par D , au lieu de
l'arc Dn , une droite Dn perpendiculaire aux deux droites

ADF , CHt\ qui font parallèles dans ces cas j £c le point n

étant ainfi déterminé fur f» , on crouvera «H" (2J de la même
manière qu'on l'a trouvée dans la réfolution qui précède -

y

en remarquant que les arcs Fîh , Ce , AN , font des lignes

droites perpendiculaires aux deux droites ADF ,CHf
,
que:

ce cas luppofe parallèles..

Seconde Résolution^
Ou. autre, manière flus.Jïmple de trouver chaque -point, H

de la courbe que l'on cherche.

XJ N a vu dans la première réfolution que MC . NCwm ,n r
&: qu'ainfï NC= £ .MC

5
que Hm . Hm-.m . n } d'où l'on

zHn~l H?n>opç Ac= NC= g MCyque Dh = Hn
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h
& qu'enfin Nn — ^/Z>. L/on

tire"' de là CH = AD — N C — Hn= AD — n-MC
— I Hm y

tranfpofant, on aura CH-h % Hm=AD— J AfCj

ajoutant au premier membre £ F m , &c au fécond £ F D= 5 i^w , l'on trouvera CH -+- £ i^w h- £ i?w ^= A D
— - MC -\-- F D. Mais Hm -\- F m — HF -. ainil mettant

Jfi7 dans le premier membre au lieu de Hm -+- Fm , il vien-

dra Ci^ 4- ^ HF=AD— IMC -+- £,FZ>. L'on a donc la

grandeur toute connue AD — £ À/C -*-?FD égale à la

îomme des deux grandeurs CH -+- -HF , dont chacune en

particulier eft une inconnue : concevant que l'on ôte de cha-

cune la grandeur CH , il doit refter AD — ^MC-±-*FD
~CH= r-HF.

Cela donne cette manière très-fimple de trouver le point

H. i°. Il faut prendre fur la ligne CHf donnée de pofition

& de grandeur , la ligne CL égale à la fomme des grandeurs

données AD — |M C -t- £ FD s
& tirer la droite L F.

i°. Il faut prendre fur ZHC la ligne Zn égale à la ligne

donnée n , &: ayant ouvert le compas de la grandeur de la

ligne donnée m , en mettre une pointe au point n , & avec

L'autre pointe tracer un arc qui coupe la droite L F en un
point m , & tirer la droite nm. 3°. Il faut mener par le point

donné F la ligne FH parallèle à mn , le pointH 3 où elle ren-

contrera la droite Zi^,fera le point de la courbe que l'on

cherche : car CL étant
,
par la Gonftrucl:ion , égale à C FI

<4r±HFgn retranchantC/f, il faut que le yc([qZH (oh~HF.
Or par la conftru&ion mn (m) . Zn (n) : : HF , LH • donc Lhl
= ~HF h ainfi le point H

,
que l'on trouve par la conftruc-

tion , eft celui qu'il falloit trouver. On trouvera de même les

autres points de la courbe DHR,

Exemple II L

BAC eft une chaîne très -flexible& incapable d'cxtenfion , com- fie, L X I.

pope par exemple de très-petits anneaux égaux 3 ou de globules

égaux 3 attachée par les deux bouts en B & C ,
qui font dans la

même horizontale B C ;
ilfaut trouver la courbe BACformée par

cette chaîne fufpendue librement
, & confiruire cette courbe,

1 L eft évident , 1 °. qu'à caufe de la parfaite uniformité qu'on

fuppofe dans la chaîne, elle doit fe difpofer par fa pefaneeur

C c c if
j

,
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ht fa flexibilité , de telle forte qu'en menant par le point A

,

qu'on fuppofe le plus bas , la verticale AD , la figure BAC
foit partagée par la moitié par AD , & que les deux moitiés

de cette courbe BA & CA ioient égales & uniformes
;
de fa-

çon que prenante!) pour l'axe, 6cA pour l'origine , les or-

données DB,DC ^ à un même point!) de l'axe, foient égales.

i°. Que la partie de la courbe au fommet^, qu'on conçoit

infiniment petite 3 eft parallèle à l'horifon -

y
&. qu'ainfi la tan-

gente Ag au fommet, eft horizontale.

3°. Que il dans la fitnation où s'eft mife la chaîne fufpen-

due en B & C 3 ( la fuppofantfur un plan vertical , ) on l'atta-

choit à ce plan au fommet A , elle ne changeroit point de

figure • de manière qu'en concevant l'une des moitiés, com-
me AC , retranchée, celle qui refteroit, comme BA 3 confer-

veroit la même figure qu'elle avoit 5 d'où il fuit qu'on peut

concevoir au fommet^ la force qu'on nommera {a) 3 qui

retire chaque moitié BA , CA de la fltuation verticale , ou

de la perpendiculaire à l'horizon Bg ou CK , où elle fe dif-

poferoit par fa pefanteur , fl elle n'étoit attachée que par

l'un de fes bouts B ou C
,
pour lui faire prendre la figure

courbe BA ou CA.
40. Que chaque point de la chaîne en: tiré verticalement

en bas par la pefanteur de la partie de la chaîne qui eft de-

puis ce point là jufqu'au point le plus bas A. Ainfiie point i?

eft tiré en bas verticalement par le poids de la moitié de la

chaîne BA : chaque goint
,
pris entre B & A , eft tiré de

même par le poids de l'arc de la chaîne qui eft depuis ce

point là jufqu'au point A. On peut prendre, à caufe de l'uni-

formité de la chaîne , chacun des arcs de la chaîne
,
qu'on

nommera (») ,
pour la pefanteur de ce même arc. D'où l'on

voit que chaque petite partie de la chaîne eft tirée verti-

calement par l'effort du poids (u) , & en même tems horizon-

talement par la force (a) du fommet A ', ce qui lui fait pren-

dre la fltuation de la tangente de ce point ou de cette petite

partie de la courbe. Ainfi

,

5 . En concevant par chaque point de la chaîne (on pren-

dra ici pour exemple le point i?) une verticale Bg jufqu'à la

tangente horizontale A g du fommet A , la tangente BM
de la chaîne à ce point i?,& parg la parallèle gN à la tan-

gente BM , le point B eft pouffé verticalement fuivant la
t
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direction i?gpar le poids de la moitié de la chaîne , & retiré

en même tems horizontalement fuivant la direction hori-

zontale gA , ou une parallèle à gA au point B
,
par une force

confiante
,
qui effc la même pour chaque point , & qu'on

conçoit au fommet A tirant fuivant gA j ce qui eft caufe

que la partie infiniment petite B b eft mife par ces deux
efforts dans la direction de la tangente BbM qui eft le pro-

longement de la petite partie B b. Or en menant la verti-

cale ebm infiniment proche de Bng , Ton aura le petit

triangle B b e 3 rectangle en e , femblable au triangle BgM
7

rectangle en g , & Ton aura , pour chaque point comme B
,

cette proportion (en fuppofant que Bg repréfente l'effort

de la chaîne BA (u) fuivant la verticale 3 & gM l'effort de
la force confiante (a) qu'on conçoit au fommet A ) Mg. Bg
t:Be . eb:: (a) .BA {u).

Ainfi nommant (x) chaque coupée prife fur Taxe AD ou
fur les parallèles à l'axe comme Bg , &ty chaque ordonnée
BD $ Be fera dy , & eb fera dx , & la proportion précéden.
te s'exprimera de cette manière Be (dy).eb(dx)-.:a. BA
(u) • d'où l'on aura adx = udy , ou dy =*-— ^pour l'équation

de la courbe BA ou CA formée par la chaîne^.

Corollaire.
L O m m e dti-=^^àx x

-\-ây
l= ( en metta nt au lîeu de dy z

fa *
j g r,

valeur^ prife de ^ = ^ )
y/'înd^^l = £ \fu~u~+a~a

,

qui donne ^a1 = ^ x Hu-\~aa , ou bien uudu 1 = ^.v
z x

on aura udu = dx\l' uu-\-aa ^ d'où, l'on tire dx
=

j en prenant les intégrales , on aura x = V:Jî7~\~ rf ./,

& xx= uu •+> aa ^ &c uu= xx — aa
^ ou bien u= v'.v.v — au

,

(
qui fait voir * que la longueur d'un arc quelconque »,dela *^ IO

courbe BA formée par la chaîne , eft égale à l'ordonnée

d'une hyperbole équilatére dont a eft le demi. axe, 6c x la

coupée. ) Enfin en mettant cette valeur de u dans dy= ~^
y

on aura dy = -,
"lx

_ pour l'équation de la courbeformée par la.

chainette qui exprime le raport de l'ordonnée/= S. dy.=z S*

—~~r. , ôc de la coupée x,
V XX — M.! i
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Remarque.
J^N fuppofant u= o dâns#=Y/

a«-f-^,, ou dans u= v^v.*-—^

pn trouve x •= a -, cela fait connoître que la coupée # ne

commence pas au fommet A
,
qui efl: l'origine des arcs u de

Ja courbe A B ,&. n'eft pas feulement ^Z) , mais qu'elle s'é-

tend plus loin jufqu'au point E ou l'on fuppofe AE = ^z
y

ainfi £Z) = x & v4Z)= x — a.

Différentes manières de conftmire la courbe formée

par la chaîne.

I. Par l'hyperbole équilatére.

1 L faut multiplier les deux membres de dy.= ç~rz par <*,

& l'on aura /zt/y == ^==|===r . Or <^ eft l'élément d'un rec-

^09. tanele , & r^r efl: le'double de -£S£=r,* qui efl: l'élément' O ' y r* — aa Zy xx — aa ' l

d'un fecleur d'hyperbole équilatére , dont la moitié du pre-

mier axe efl: a. C'efl: pourquoi fi l'on décrit fur le premier

axe EAD (x) parle fommet^, une hyperbole équilatéreAF
dont le centre foit £,& la moitié du premier axe E A {a)

,

&; qu'on tire la droite EF , on aura le fe&eur hyperbolique

609. ^£J'==* T^g%Sj&fi l'on mené Z/paralleleà Ag , 2c qu'on

fade le rectangle >4/ égal au double du fe&eur hyperboli-

que A E F
,
qu'on regarde comme donné , le rectangle Af

fera ay ou S. ady=S.- A' Jx
. Enfin fi l'on prolonge l'ordon-

née FD de l'hyperbole, &/g du redangle j le point de ren-

contre i? fera un point de la courbe formée par la chaîne,

On trouvera de même les autres points de la courbe ; car

en concevant le reétangle Af partagé en un nombre infini

d'élémens égaux , comme fg m m , & de même le fecleur

hyperbolique AEF partagé dans le même nombre infini

d'élémens ou de petits fedeurs égaux, chaque élément du rec-

tangle fera double de chacun des élémens du fe&eur,&: Be(dy)

delà courbe BA fera égale àfm(dy) de l'élément du rectan-

gle, &eb (dx) de la courbeBA fera égale à gf(dx) qui entre

dans l'élément du fecleur hyperbolique. Ain fi par la conf-

truction

,
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trn&ion ,^s=

t̂
gfe , &i?e (^)=v-^,qui eftla pro-

prière de la courbe i?v/
,
qu'il falloit conflruire.

II Par la rectification fippope de la -parabole,

du* = y/dx x^dy t= ( en fubftîtuant au lieu de dy%
Ta * 5

8

1 .

valeur f££ prife de l'équation de la courbe dy =*7^^ J

^==. Par conféquent dy -^ du s= ^!Lii= ( en divifant te

numérateur & le dénominateur par Vx-i-a ) dxV^. Il faut

trouver une courbe dont les coordonnées x & / ayenr la

même origine £ que les a: & les y de la courbe i?^ , & fè

prennent fur les mêmes lignes
,
qui ait S. dy -+- S. */# pour

fa rectification
; & nommant (*) chacun des arcs de cette

nouvelle courbe depuis Ton Commet , l'élément de fa recti-

fication foit dt= dxVÎZ 7
^. Pour cela il faut fuppofer dt

= dxy/gZ= * Vdx* h- df s
ce qui donnera &£g?= dy*+dx\ * 58x4

& ôter ^x 1 de chaque membre , & l'on aura ^t^—— */•**

= ±~r = dy1
h
ce qui donne dy = dx\J~±^ : en_ prenant les

intégrales , on aura j= iVia x x— a= ^ %a x x — a
,
qui

eit l'équatîon d'une parabole (impie dont les coupées font

x— a; c'eft-à-dire l'origine des coupées efl au point A , 8c

le paramètre = %a.

C'eft pourquoi fl l'on décrit fur l'axe AD la parabole AG
dont le paramètre foit= Sa , ôc qu'on prenne une droite

égale à la longueur , qu'on fuppofe donnée , de chacun des

arcs de cette parabole , & qu'on applique cette droite au
point correfpondant de l'hyperbole équilatére AF ., fur l'or-

donnée de ce point là
5
par exemple h* l'on prend la droite

égale à AG , èc qu'on l'applique au point F correfpondant

à G , fur FD , le point B où fe terminera cette droite=AG%

fera un point de la courbe BA formée par la chaîne. On
trouvera de même chacun des autres points : car la longueur

de l'arcAG= S.dt= S.dx^—^ = ( en multipliant le nu-

mérateur & le dénominateur par Vx~JTa) S. -fë==él= S.77===

-*- S. t/
— -- =S.^y + S. */» : d'où ôtant $.du = S. ^—-_

7>;»<? //. D d d
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= y/x.x-aa, (
qui eft l'intégrale de j===fx ) = FD qui eft

l'ordonnée de l'hyperbole équilatéreAF , il refte S. dy—y
= S.

Wv
- Ceft l'équation de la courbe BA

,
qu'ilfalloir

conflruire.

III. Par la logarithmique..

I L faut fuppofer la différentielle logarithmique^=-==
= dy,& chercher la ligne qui peut avoir pour logarithme

S. ^ : pour cela il faut fuppofer '+—"= x 3 ce qui donnera

z&— ixz^-\- aa= o ', d'où l'on tirera deux valeurs pofitives

de ^ , fcavoir z^= x +• vf^^_ **
, ( la plus grande valeur

de ^ aura le {igné •+- ,,& la moindre le ligne — • ) & en pre-

nant la différentielle , on aura dz^= ^Xll'"*"' i
& di -

vifant le premier membre par 2^, Se le fécond par la valeur

de %,=x'+2V.xx— «* 3 on trouvera en multipliant les quo-.

tiens par a, *&=
^ x

a

x
d
l aa ce qui fait voir que les grandeurs,

dont S. ^ eft le logarithme, font , la plus grande z^= x

'+-Vxx— œa , la moindre %j=ax— Vxx— aa -

y
& les ajoutant

enfemble , leur fomme fera ix , dont, la moitié eft la gran-

deur x , c'eft-à-dire la coupée de la courbe BAC formée par

la chaîne. Ce qui donne cette conftruction.

i°. Il faut mener par E l'origine des x , l'horizontale /Ï.K",

la prendre pour l'axe de la logarithmique , c'eft-à-dire pour

Ja ligne des logarithmes j/= S.^= S. ^==,.& tracer la

logarithmique IAL qui pafte par le point A , où l'on a AE
= a , dont la foutangente foit par-tout égale à AE ( a ) , 6c

AE [a) fera prife pour l'unité dont le logarithme eft zéro
,

les logarithmesEK {y) à la droite de AE , feront les loga-

rithmes des grandeurs KL qui furpaffent l'unité {a ) , & ks
logarithmes £f( —y ) à la gauche de AE , feront les loga-

rithmes des grandeurs //moindres que a , & ces. logarith-

mes feront y = S. —'= S.
—z-~~- y & les grandeurs, dont ils

font les logarithmes
, feront KL ( zj — x h- Vxx— aa jfL(zJ

=?= x — v.\- x — a a.

z*K II faut prendre de chaque côté de E deux logarithmes
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égaux £/C , £/*, & ajouter enfemble les deux grandeurs KL

,

//, donc ils font les logarithmes
7
ces grandeurs feront KL,

== z^= x H- Vx x— a a , fi = ^ = x — Vx x— a a j car

( à caufe des logarithmes égaux EK = Ef= y — S. ^
= S. ——=;,) l'unité rfeft moyenne proportionnelle entre KL*

(zj& fL (") : Or il eu: évident que leur fomme fera KL -+-//

-=-. ^-i-tî= xx. Il faut prendre la moitié de cette fomme
>

qui fera E-***= x , & faire iC C
, /# chacune égale à &L*/*

= n^ = *
5
& les points C &. B feront chacun un point

de la courbe BAC formée par la chaînette. On trouvera

de même les autres points deux à deux. Car
,
par la con£.

truch'on , en prenant pK & fm chacune= dC = dy =3=^3

ee-,^ , JE/C & fon égale JE/ font chacune= y= S.
—

~ =5

S. ^====I)C^I)i?,& c'en: l'équation delà courbe. De
plus les logarithmes égaux £iC , JE/Yont

,
par la conflruo-

tion , les logarithmes, le premier deKL= 2^= a: -h v
7^-— aa

,

& le fécond de fJ= Ç = •*— v^.va:— <** , & la moitié de la

fomme £k££l = iCC—fB , eft égale à la coupée ED {x) de

la courbe BAC • parceque c'eft la coupée {x) de la courbe

BAC qui fe trouve dans Texpreffion ^ = t = çr===, &
dans 2^= x ^ x/*-.*- _ **. Enfin en tirant //> & /p, de façon

que dC {dy) foit égale à /p & à iCp , & la tangente L S , Se

nommant 2CZ ( x •+- VxlTZTl ) : Zp fera
d**~y =T' + xdï ; /p

V xx — aa *

t= pK fera
,
par la conftruction

i
dy= ~5= ^r~ja

-, & K S

fera = a
j & l'on aura cette proportion Zp (

**v**-T«':t££ri

. /p ( *ty
) : : LK ( a; -t- V**— a* ) . iC5 (*) ,

qui donne l'équa-

tion de la courbe dy= "'-—.

Exemple IV*'

OVPPOSANT qu'un corps pefant 3 étant mû par [a feule pefart- f ig . lxii.

teur 3 doive aller du point A au point K qui font donnés
3 non pas

dans la même verticale
3
mais dans la droite A K qui fait un anqle

<xiqu KAB avec l'horizontale ABD 5 trouver la courbe ACGK
qui doit- décrire ce -corps par fa feule pefanteur peur aller de A

D d d i

j
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en K le plus vite qu'il efi pojjîble , c'efi-à-dire , eny employant té-

moins de tems qu'il efi poffible.

Cj U'on imagine que la courbe qu'on cherche, eft ACEGKï
il eft évident qu'en prenant deux parties voifines quelcon-

ques infiniment petites CE , EG de la courbe, le mobile doit

employer à les parcourir le moindre tems poffible -, car s'il

employ.oit plus de tems à parcourir les deux particules CE v

£G
,
que deux autres CH , HG qu'on pourroït imaginer , il

eft clair que la courbe qu'on cherche feroitACHGK , 6c non
pas ACEGK , contre la fuppofîtion.

Pour refondre le Problême , on va chercher par les con-

ditions données une propriété commune à ces deux parties

les CE, EG , c'eft-à-dire qui foit exprimée par une même
équatioa, &ce fera l'équation de la courbe qui exprime une

propriété qui convient à chacun de (es points ou à chacune

des parties infiniment petites dont elle eft compofée.

On prendra les coupées fur l'horizontale AB D ,.& lés

ordonnées feront les verticales BC', DE , FG y &c. & ayant

pris les deux parties infiniment petites CE, EG
,
qu'on confi-

derera comme changeantes , on nommera CE (zj , EG (u) -

y

& comme on les fuppofe prifes à une hauteur connue , les

ordonnées BC , DE feront regardées comme connues ; &
on nommera BC(b),D E (e) , & l'on mènera les horizon-

tales CI , EL
5
on regardera les points C, G comme donnés

de pofition fur le plan vertical, & C/, EL aufïi données de

pofitionj mais les petites parties de la courbe CE, EG étant

regardées comme changeantes , il faut qu'on puifiè les faire

joindre à un point E fur l'horizontale LE donnée de pofi-

tion j de façon que le tems que îé mobile employera à les

parcourir , ioit moindre que le tems qu'il emploiroit à par,,

courir deux autres petites parties de courbe CH , HG qui fe

joindroient a un point H différent de E. Cela fuppofé , le

mobile étant defeendu de la hauteur BC quand il parcourt

CE
, &: de la hauteur DE quand il parcourt EG , la viteilè

* 308. avec laquelle il. parcourt CE doit s'exprimer* par VBC(V-6),

& VDE (vV) fera, la viteilè avec laquelle il parcourt EG , de

* 301. le tems qu'il employé à parcourir CE s'exprimera par *é§i

(v^) de même -7^ (^) exprimera le tems qu'il employé à

parcourir EG, Or il faut par les conditions du Problême..
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que la fomme de ces deux tems ^-
b
-+- -^ foit un moindre

h
par

conféquent la différentielle de cette expreflion doit être * éga- *
5 j 6.

le à zéro j ce qui donne l'équation ^ h-
ĉ
= o.

Qu'on imagine à préfent dans LE prolongée en H la

ligne EH infiniment petite par raport à EL , c'eft-à-dire 3

que EH eft un infiniment petit du fécond genre
,
puifque EL,

différentielle de la coupée, eft un infiniment petit du premier

genre : Qu'on tire CH 3 GH y & du centre C avec le rayon CE
le petit arc Em qui rencontre CH en m , & de même du cen-

tre G avec le rayon GE le petit arc En , il eft évident que Hm
eft la différence dz^de C E (zj , & comme CE va en dimi-

nuant , étant plus grande que CH de l'excès Hm , Hm eft

une différence négative
s
ainfi Hm =— dz^ De même Hn

= du, Se du eft pofitive
,
pareeque G E (u) augmente en

devenant GH de la différentielle Hn(du)^ Les angles C£7,
HEm font égaux , faifant chacun un angle droit avec l'an-

gle CEH. Les angles HEn, EGL font auflï égaux, faifant

chacun un angle droit avec l'angle GEL -, car , à caufe du
triangle GEL rectangle en L , EGL-*- GEL font un angle

droit , & les trois angles au point E fur HL , H En -+• nEG
•4- GEL faifant deux angles droits, & nEG étant droit, HEn
-+• GEL valent un angle droit. En prenant /f£ pour le rayon,

Hm (

—

dzj eft le finus de l'angle HEm= CEI, & J^w (^ )

eft le finus de /f£« = EGL. D'où l'on voit qu'en donnant
un rayon égal aux angles CEI , £GZ , jhT^ (

— dzj eft à Hn
( ^a ) comme le finus de CEI au finus de EGL.

Si l'on fart donc Cg= EG , & qu'on tire g/ parallèle à £i\
l'angle Cg/fera égal à CEI }& les rayons Cg,EG 3 étant égaux,
C/ finus de l'angle Cgi , égal à l'angie C£7, fera à ,£Z finus

de EGL , comme—^ eft à du. Or nommant CI (m) 3 de

EL («), on trouvera ( à caufe des bafes parallèles El ,gl de
l'angle £C/) la valeur de Cl par cette proportion CE (zj .

Cg= EG (u) ::CI(m) . Cl== r

f. On vient de démontre?
que J^w(

—

dzJ.Hn (du) :: C/(^) . £Z (»). Donc ^/a=
— 1*. Il faut fubftituer cette valeur de du dans l'équation

&+fe
=o , & elle deviendra £-~ nl^== o j d'où l'on

tire mu x Ve = z?^ x \/^5 & divifant chaque membre par mn s

on aura ^Ĵ ± = ---^
j c'eft-à-dire (

en mettant les lignes

exprimées par les lettres )
CE x * 8

-

c = £CX *
L

DE
3 ce qui faU

D d d ii}
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voir que c'efb une propriété commune à chaque partie infi-

niment petite de la courbe qu'on cherche, que le produit de
cette partie ou de ce petit arc par la racine de fon ordon-
née , divifé par la différentielle de fa coupée, eft. } pour cha-

cune s la même grandeur , c'eft-à-dire égal à une grandeur

confiante ; ainfi nommant chaque coupée AB ( x ) , chaque
ordonnée BC(y

)
, chacun des arcs de la courbe (*) à com-

mencer au point A , & la grandeur confiante ( vV/) , l'équation

'5 §2. */<? /U r<?ar^ fera^v-:*== V^jou bien ( à caufe de *<^# =s
^^P^fTÇ1 ) \{j/ x >/dx

l
-\- dy

1= dx x Va.

Or on déduit de P%jU = Va,dx?=^P , ce qui don-

ne *6r= <^a
2
x ^ : & mettant ces valeurs de ^ & de i% 2 dans

Vy x Vdx l
-+- djy

1
:= dx x ^ • l'on trouve Vy x v jda1 -+- dy*

-= du x Vy
,
qui fe réduit à * — y x ^a 1 = <^ 2

j d'où l'on

-déduit du =: dy x V~
y j

prenant les intégrales , on trouve
L 2.

» =— z x a 1
x a—y

z

,
qui devient , en fuppofant a—y

456. = ^, # =— iVa^ qui eft. l'équation de la cycloïde , *dont
le cercle PSR^ qui fert à la former, a fon diamètre />.£ = at

PQj=y , R Q^= a— j/= ^-, la corde RS = Va x a — y= Va^ le figne négatif fait voir que ce n'efr. pas l'arc AC
de la cycloïde , mais l'arc CR

,
qui efb u=— iVaz^. D'oà

l'on voit que la courbe ACGR de la plus prompte defcente,.

eft une cycloïde. Ce qu'il falloit trouver.

833

Exemple V.

• J- ROUFER la figure courbe qu'il faut donner a. la prou'è d'un

Vaiffeau , afin qu'il vogue dans la mer avec laplus grande viteffe

foffible jou _,
ce qui revient au même , afin qu'il trouve dans l'eau

de la mer la moindre rèfiflance poffible.

Fi«. LXIII. vJN réduira ici la queftîon à trouver quelle eft la courbe

CEG
,
qui tournant autour de fon axe BDF , doit former la

furface courbe d'un corps qui 3 allant dans l'eau fuivant la

direction de fon axe FDBAN
^
trouve, de la part de l'eau,

la moindre réfiftance pofTible.

Il faut prendre , comme dans l'Exemple précédent , deux

parties voifines , chacune infiniment petite, de la courbe,

comme CE , EG , & mener les ordonnées BC , DJS , FG , &
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les parallèles à Taxe 3 C/, LE. Et comme , en fuppofant que la

furface formée par la courbe fe meut dans l'eau en repos

fuivant la direction FDBA , elle trouve une réfiftance pré-

cifément égale à l'effort que feroit l'eau
,
qu'on fuppoferoit

fe mouvoir , fuivant la même direction ABD, vers le cote

oppofé , contre cette même furface fuppofée en repos
3 en

fuivant cette dernière fuppofition , on prendra, fur IC pro-

longée , CK pour la hauteur du volume d'eau qui viendroit

heurter contre la zone formée par la révolution de la petite

partie CE autour de l'axe BD. La même CTCpeut auiîî mar-
quer le filet d'eau qui vient frapper le point C , & les paral-

lèles à CK dans le même plan
,
peuvent marquer les filets

d'eau qui viennent pouffer la petite partie CE.

Or en tirant par C la perpendiculaire pCP à la courbe , 6c

du point K ,Kp perpendiculaire fur Cp, &; enfin de p tirant

fq perpendiculaire fur CK , on trouvera ainfi l'expreflion de
l'effort du quadrilatère d'eau frappant perpendiculairement

OC~ EJ y èc obliquement CE. Si CK exprime l'effort entier

de ce quadrilatère d'eau contre OC, on doit prendre />Cpour

marquer * l'effort de ce même quadrilatère contre CE fui- * 2 x 8.

vant la direction pCP perpendiculaire à CE. EtpC exprimant
l'effort de l'eau contre CE fuivant la direction perpendiculai-

re CP , la droite qC * doit marquer l'effort de la même, eau *
3 j.8.

contre CE fuivant la direction CI parallèle à l'axe BD.
D'où l'on voit que l'effort de l'eau contre CO qu'elle ren-

contre perpendiculairement fuivant la direction de l'axe
,

efb à l'effort de la même eau contre CE fuivant la même
direction CI parallèle à l'axe , comme KC eit à qC , c'eft-à-

dire en raifon doublée de KCàpC 3 { car KC .pC-.-.pC. qC.)

Or les triangles rectangles CEI ,CKp font femblables , ECI^
fCK faifant enfemble un angle droit ( à caufe des trois an-
gles ICE , ECp ,pCK égaux à deux droits , & que ECp efk

lui feul un angle droit -

y ) par conséquent KC . qC :-. 'kc
1
.Jc

x

:: C£ l
. Ëll

. On peut donc exprimer le raport de l'effort de
l'eau contre CO ou contre, fon égale El fuivant la direction

de l'axe , à l'effort de la même eau contre CE fuivant la

même direction de l'axe
,
par ^=n Et comme la réfiftance'

1 r El

de CO = El , & de CE contre l'effort de l'eau qui les poulîè-
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roit fuivant Ja direction de l'axe , eft égale à la réfiftance que

doivent trouver CO & CE en pouffent elles-mêmes l'eau en

repos j le même raport^ exprimera le raport de ces réfî-

ftances.

Pour avoir à prefent l'expreflîon de la réfiftance de la

zone formée par la révolution de CE autour de l'axe BD,
il faut trouver l'expreflîon de la furface ou couronne formée

par OC ou par fon égale El autour de l'axe BD. Pour cela,

en fuppofant que 7 exprime le raport du rayon à la circon-

férence , nommant Dl == BC{y),U E 1 (dy) , & faifant r

.. c :: DE . —,— — e * y
r̂

y
, ce quatrième terme exprimera

lacirconfcrencedontD^eft le rayon, &{D^xl^^^1

5= .

fX y

17
(/>>

fera l'aire de ce cercle. De même c-\u/- = c-^

fera l'aire du cercle dont Dl ou ^C (y) eft le rayon
5 & ôtanc

le moindre de ces cercles du plus grand , le refte
tXIjy f^?

= 9&
( à caufe de dy 1

- infiniment petite par raport à ydy )

fera la furface ou la couronne formée par la révolution de El
autour de l'axe BD

}
& remettant les lignes de la figure à

la place des lettres, on aura, pour cette furface ,
cX/?r

r

X£/
. En

fuppofant la haureur du folide d'eau
,
que rencontre cette

furface , égale à l'unité , 6c la vitefte de ce folide d'eau , dans

la fuppofition qu'il fut en mouvement, auffi égale à 1 .

* xy* «

fera l'expreflîon de l'effort de ce folide d'eau en mouvement
contre cette furface en repos, & par conféquent de la réfi-

fiance que trouve la furface formée par la révolution de El
autour de l'axe BD^ en fuppofant qu'elle fe meut contre l'eau

en repos. Or le raport 3 de la réfiftance de El à celle de CE

fuivant la direction de l'axe, eftl^x ; faifant donc cette

proportion CE . 17%: C-^Ç^ *
c_xJtW

^ Je quatriëme

terme L ~ *~ fera l'expreflion de la réfiftance que trouve
rX f£

r

la zone formée par la révolution de C£ autour de Taxe i?X)

,

à fe mouvoir dans l'eau fuivant la direction de l'axe DBA,

Par les mêmes raifons ,
fX5rVgi fera la réfiftance de la

petite
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petite zone voifîne formée par la révolution de G JE autour

-du même axe BD.
Ainfi fuppofant les changeantes CE=z^3 GE= u 3 & les

confiantes, regardées comme connues par raport à ces deux
petites parties de la courbe,CB=b3DE= c

3EI=f3LG=g,
CI—m, EL= n', la fbmme des refiftances des deux petites

zones voifmes formées par la révolution de CE, EG autour
de l'axe BDF , fera c^ -+-^-\ ou bien ( en divifant l'un &:

l'autre terme par j- , ce qui n'en change point la valeur )
;
-^-

-H j~. Or cette fomme par les conditions du Problême, eft

un moindre', par confequent * fa différentielle ^~* -+- £gs= o„ * 5;$

Or en prenant fur LE prolongée en H 3
la droite EH in-

finiment petite par raport à LE3 tirant les droites CH , GH' s

& du centre C avec le rayon CE 3 le petit arc Em qui rencon-
tre CH prolongée en m 3 & du centre G avec le rayon GE 3

l'arc En qui rencontre GH en n; on prouvera, comme dans
le Problême précèdent

,
que l'angle mEH= CEI 3 & nEH» EGL ; que Hm eft — d^ 3 ôc Hn eh: du; & 3 en prenant

les rayons égaux cE— GE, & tirant ci parallèle à CI', que
Hm (

—

dzj eft à Hn (du) 3 comme le finus ci de l'angle CEI 3

eft au finus EL de l'angle EGL ; ainfi C£{sQ. cE= GE(u)
::CI(m).ci=*tf',&cHm(---d^).Hn{du)::ci{^). EL(n),
ce qui donne du = — "^. Subftituant cette valeur dans

1 mu .

l'équation précédente , elle devient^/3 — '^"«V** 5=0,
d'où l'on tire b£™ = e-&

5 c'eft-à-dire ( en remettant les droites

de la figure à la place des lettres )
cb^e^xci _^_ de x lg_xel %

ce qui fait voir, que c'eft une propriété commune à chaque

partie infiniment petite de la courbe qu'on cherche
j
que le

produit de fon ordonnée par la troifiéme puiffance de la

différence de la même ordonnée , St par la différence de fa

coupée , divifé par la quatrième puiffance de cet arc infini-

ment petit de la courbe , eft
,
pour chacun de ces petits arcs,

une même grandeur, c'eft-à-dire, qu'il eft par tout égal à

une même grandeur conftante.

Ainfi fuppofant chaque coupée BD 3 BF 3
&c.= x 3 chaque

ordonnée BC3 DE , FG 3
&c.= y3

chacun des arcs finis de la

courbe depuis l'origine ===«j & la confiante^, l'équation de

U courbe quon cherche 3
qui exprime une propriété commune

Tome II. Eee
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à chacune des parties infiniment petites de cette courbe

,

fera ~ffi* = a ; ou bien ydyUx= adu" ; ou bien (à caufe

*58z, de du= * yjdx
r +- dy 1

) ydy ]dx = Wx4+ iadx 1
dy 1

-+- ady*.

On fuppofera, pour féparer les changeantes, dx= >-~
, êc.

fubftituant les valeurs de ^x & de fespuiftances dans l'équa-

tion, l'on trouveray— ya -+- 22^-i-^j en prenant les diffé-

rences, on aura dy= 5-^^ 4- 2*/^—*—
. . Par confequent;

dx = ^!l= ii!^ 4-*££ — îfe.j &, prenant les intégrales, on

trouvera x= ii! -+- ^— S. fi: d'où l'on voie qu'il faudra

fe fervir de la logarithmique pour conftruire la courbe S. f£

étant le logarithme de ^
Si l'on fuppofej==o, y= 52,;*+. 2^-1- - donnera l'équa-

ad *-

tion z^ +- 2^2^ •+- ^4= o , où. l'on trouvera 2;^= —-*<**,

& 2^= \/— */* ; cette valeur imaginaire de 2^, qui vient de

la fuppofîtion y= o , fait voir quej/ ne peut pas être zéro,

ôc que la courbe GEC ne rencontre pas fon axe BD. Pour

trouver la moindrey 3 il faut fuppofer ^= 0$ ce qui don-

nera ^=iiiii-j- xdz^— Z-=z o
,
qui fe réduit à ^ ^ | aaqt^

—,}^z4==o, d'où l'on tire 2^—^ V -} à l'origine desj/ôcdes x',

&t fubftituant cette valeur de y dans y = --t- i^-H^, on

trouvera que la moindrey3
à l'origine de la courbe &. des x,

eftjj^-^Wf

Si l'on fuppofe x= o, & en même temps le logarithme

— S.î&ss.o, l'équation a:= il
4

-h £*— S. ^=o, devien-

dra ii! -^^=0 -

y
&c comme au point de l'axe, où x= 0,

,

l'on a trouvé ^=W y-, en mettant cette valeur de 2^ dans

la dernière équation, l'on trouve la quantité conftante-frri^;

u tz8# ce qui fait voir* qu'il faut ajouter, à l'intégrale qui contient

la valeur de x^la quantité confiante— fz a avec le figne—

,

pour avoir l'intégrale complète x— — -t--^— ka ~* S;-^.

Ces chofes fnppofées
5

voici la manière de conftruire la

courbe,

Conflruffion de la Courbe.

i°. IL faut tracer la droite ABDF qu'on prendra pour l'axe

de la courbe ton en fuppofera l'origine au point B 3 & les
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Coupées x feront BD 3 BF , &c. on élèvera à l'origine B 3

la

perpendiculaire BCT indéterminée des deux côtés ^ &;

ayant pris BM 3 de la longueur qu'on voudra, pour la con-

fiante a = BM 3 on fera BC 3 qui eft la moindre y J= Jfa
V|, 6c le point C fera le premier point de la courbe, ou
le point qui répond à l'origine des coupées x 2t des ordoo*
nées y.

i°. Pour avoir chacun des autres points de la courbe,
•comme le point G, on prolongera BA vers JSf tant qu'on

voudra , on prendra les ^fur cette droite & fur les parallèles

à cette droite
3 &; elles iront de l'origine i? vers A&l versiVj

& ayant trouvé à l'origine B que z%= aV y, on fera BA
= <' V{, & Ton tracera par le point A une logarithmique

RAS , dont Taxe ou la ligne des logarithmes fera BT pour

les pofitifs S. ffl-, & i?^ï" pour les négatifs— S. iS, & dont la

foutangente, qui fe doit trouver fur l'axe TBJf3 doit par-

tout être égale à la confiante a=BM. Et comme c'en: une

chofe arbitraire de prendre telle ordonnée qu'on voudra
pour celle qui doit être à l'origine des logarithmes, on pren-

dra, pour cette conftruction , BA =i^vypour l'ordonnée

de la logarithmique à l'origine B 3 dont le logarithme eh:

zéro. Il eft évident que tous les logarithmes au-defTus de i?,

comme BT ou une parallèle à BT 3
comme N

R

3 font ex-

primés par -h S. ~ =/. z 3 & que ceux qui font au-deffous

de B 3 comme nr, font exprimés par— S.—=— /. %.

3 . Il ne faut plus
,
pour trouver chaque point G de la

courbe
, que prendre B 2V d'une longueur arbitraire 5c

connue, & la nommer ^; élever par le point iV la perpen-

diculaire NR qui fera égale au logarithme de BN (car on
peut imaginer i?JVau point R menée de R jufqu'à l'axe BT
de la logarithmique ) &: 2JR fera =4- S. *—*~ou à /. z^. Il fauc

enfuite prendre BF (x) = t5l-H*£— j-^— iVic, & pren-

dre^r(j)/)= ^4-2^-4-^5 & enfin tirer FG parallèle à BTy

& TG parallèle à ADF',èc il eft évident que le point G 3
ou

ces deux lignes fe rencontreront, fera un point delà courbe.

Ce qu'il fallait trouver. On trouvera les autres points delà
courbe de la même manière.

Eee ij
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Remarques.
I.

Si l'on tire par M la- droite MJSf y
elle fera parallèle à I&

tangente de la courbe au point G, qu'on a trouvé par le*

moyen de BN(zJ 3 car, par la construction, dx=^ •> d'où

Ton tire GZ (dy). ZE{dx) :: BM(a). BN (O : ainfi les

angles droits GZE3MBN3 ayant leurs côtés proportionnels,

les angles G &t M font égaux, comme auffi E èc N; & par

confequentl'hypotenufe iCfiV prolongée eft parallèle à Thy-

potenufe GE qui eft une petite partie de la tangente de la

courbe au point G. D'où il fuit que. MA eft parallèle à la

tangente au premier point C de la courbe qui répond à

l'origine B, D'où l'on voit auiTî que les foutangentes des

points de la courbe augmentent du côté de N à mefurequc

ces points s'éloignent de l'origine, & la courbe fe trouvanr

emtre les tangentes & l'axe, tourne fa concavité du côtdde.

l!a.xe BD.
ï P.

Quand on prend i?iV( ;Oplus grande que BA' 3 on décrit:

la courbe CEG-> mais en prenant Bn moindre que BA 3
ort'

décrit une autre branche de la courbe CT^Y&il y a un point

de rebroufTement au point C. Les logarithmes nr négatifs

ssa

—

S.~.=— /. 2^, fe prennent positivement pour trouver

les coupées B F (x)
^
parceque le ligne du logarithme étanû

négatif dans la valeur de x——,-*-^-— ^a— SI—, cela

marque qu'il faut ôter le logarithme nr j &c pour ôter un.

logarithme négatif, il faut l'ajouter. Cette féconde branche

CV de la courbe qui fatisfait au Problême comme la pre-

mière CG 3 a fa convexité tournée du côte de l'axe BD>
puifque Ces tangentes étant parallèles aux Mn qui leur ré-

pondent , elles fe trouvent entre cette branche & l'axe BD.
I I I.

Si- l'on fait tourner laquelle on voudra des deux branches

de cette courbe autour de l'axe B D 3 elle formera par fa

révolution la figure qu'il faut donner à la furface de la par-

tie de la proue d'un vaifleau qui doit être dans l'eau , &: le-

vaifleau avec cette figure trouvera dans l'eau la moindre

xefiftance poffible. Si l'on vouloit rendre la proue pointue } .
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en pourroit y ajouter la figure conique que formeroit la

tangente au point C parallèle à MA ,
par fa révolution

autour de l'axeABD.
Exemple VT.

f« TROUVER fur un plan vertical la courbe BEFM ,
parlaquelle- Fig.LXIV.

un corps M , défendantpar le feul mouvement que lui donne fa
pefanteur 3 la prejfe dans chacun de fes points M avec une force

confiante toujours égale au poids de ce corps 5 cefl-à-dire 3 quil

prejfe chaque point de cette courbe avec la même force qu ilprejfe^

roit le point d'un plan horizontal fur lequel ce corps pefant feroit

en repos j ou 3 ce qui revient au même , en fuppofiant que la courbe

CHG efi la développée de la courbe BEFM qiion cherche , ilfaut

que le poidsMfu[pendu à l'extrémité M d'un filCM qui enve-

lopeCHG , en défendant librement le long de la courbe BEFM,
tire 3 à chaque point M de cette courbe 3 le filQM avec une force

confiante toujours égale à la force avec laquelle il tirerait le même

fil par fa feule pefanteur fi ce corps etoit en repos.

Préparations pour la resolution.

5« LE s Lecteurs voyent bien que chacune des lignes infini-

ment petites dont on conçoit que la courbe BEEM efi:

compofë , étant un plan incliné y le corps pefant en décri-

vant cette petite ligne , ne peut pas la preiTer avec toute fa

pefanteur, mais feulement avec une partie de cette pefàn-

teur qu'il faut déterminer 5 &c qu'il eit nécefTaire par consé-

quent que le corps , en décrivant chaque petite ligne de la

courbe, ait, outre fa pefanteur , une autre force
(
qu'on doit

aufli déterminer
)
qui lui vienne pourtant de fa feule chute

ou defeente caufée par fa pefanteur 3 laquelle force étant

unie à la partie de la pefanteur du corps qui preffe cette

même petite partie de la courbe , il fe forme, de ces deux,

forces , un effort toujours égal à l'effort de la pefanteur en-

tière de ce corps.

S. Pour déterminer la partie de la pefanteur du corps M
avec laquelle il prefle chaque petite ligne M de la courbe
que l'on cherche , on fuppofera que cette courbe edBEFM

y

que l'horizontale A P en eft l'axe
^
que l'origine des cou-

pées A P eft au point fixe A
;
que les ordonnées font P M'

§L,fes parallèles , toutes perpendiculaires à l'axe AP\ que la

Ece iij
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developée de cette courbe eft CHG
,
que le fil, dontl'extré-J

mitéM forme la courbe en (è developant, eft CM > ainfi CM
*;o7. eft le rayon de la developée, 6c par confequent * perpendi-

culaire à la courbe BEFM au point M 3 6c la tangente de

la developée au point C : & l'on peut concevoir la petite

partie de la courbe au point M s comme un arc infiniment

petit décrit du centre Cavec le rayon CM. Ces chofes fup-

pofees , on prendra fur l'ordonnée pM qui repréfente toute

autre ordonnée, la droite MR d'une longueur arbitraire,

qu'on nommera (a) 3 mais toujours de la même grandeur

fur chaque ordonnée
,
pour marquer l'effort entier de la

pefanteur du corpsM ; on tirera RS perpendiculaire fur CM.
? 3ï8 . Il eft évident * que M S exprimera la partie de l'effort de la

pefanteur avec laquelle le corps M preffe ce point M de la

courbe BEF M.
g 37. Pour déterminer la féconde force caufée par la defcente

du corps pefant M depuis l'horizontale A P ,
qui doit le

joindre avec la partie , de l'effort de la feule pefanteur , expri-

mée par M S 3 afin que les deux enfemble fafîent une force

égale à l'effort de la pefanteur entière exprimée par M Ri
il faut faire attention à la force où à la viteffe

, ( on ne re-

gardera ici le corps M que comme un point
,
pour ne pas

augmenter les difficultés, ainfi fa force 6c fa viteffe font la

même chofe
^ ) que le corps M en defcendant le long de la

courbe BEFM depuis l'horizontale AP , acquiert par fa

chute de la hauteur PM 3 5c qu'avec cette viteffe acquife il

décrit dans un inftant la partie Mm infiniment petite de la

courbe. Or cette viteffe fuivant la petite droite Mm^ doit

fe partager en deux parties. Pour les bien diftinguer, il faut

prendre deux parties égales infiniment petites de la courbe

des deux côtés du pointM , fçavoir fiM Se Mm -, mener la

tangente .M «au point Mi faire Mn = pM= Mm ;
tirer

du centreM avec le rayon Mmle petit arc mn 3 qu'on peut

prendre pour une droite infiniment petite perpendiculaire

fur Mn 3 &. par confequent parallèle au rayon MC ck la

developée , 6c tirer mL parallèle à Mn 3
6c par confequent

perpendiculaire au rayon CM au point L: 6c alors on verra

* 317. clairement que la force fuivante M m * fe doit partager en

deux, l'une fuivant la tangente Mn ou fuivant fa parallèle Lm3

laquelle ne preffe ou ne pouffe point la courbe, 6c ne tire
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point le û\CM fuivant la diredion CM , étant perpendicu-

laire à ce fil j l'autre fuivant la diredion mn ou fa parallèle

ZM : de manière qu'en fuppofant que Mm marque la viteffe

ou la force enciere fuivant Mm avec laquelle le corps M
décrit cette partie infiniment petiteMm } la petite droite mn
où (on égale LM marquera la partie de cette force ou vitefîe

qui agit fuivant la diredion mn ou LM du fil , & qui tire

le fil du centre C fuivant la diredion CM. C'eft par cette

féconde force fuivant m n ou ZM
(
qu'on nomme la force

centrifuge )
que le corpsM preffe ou poulie la courbe au point

M , ou tire le fil CM j àc cette féconde force fuivant w/z eft

precifément la partie de la force acquife par la chute du
corps M de la hauteur P Al

,
qui étant jointe avec la partie

M S de l'effort de fa feule pefanteur coniiderée à part, forme
l'effort entier avec lequel le corps M preffe le point M de
la courbe, lequel effort entier doit à tous les poincs de la

courbe être égal à la pefanteur abfolue de ce corps , mar-
quée par M R {a).

D'où l'on voit que pour réfoudre le Problême, il faut,

,

i°. trouver l'expreflion analytique de l'effort marqué par mn
qui convienne à tous les points de la courbe qu'on cherche,,

2°. Trouver de même l'expreflîon de la partie de la pefan-

teur marquée par MS\ 3 . Suppofer la fomme de ces deux
exprelîions égale à la pefanteur abfolue du corps M mar-
quée par MR. (a). Voici la manière de trouver l'expreflîon

de l'effort marquée par ?nn. .

CM étant le rayon de la developée perpendiculaire a la

courbe au point M 3
on peut concevoir que l'arc infiniment

petit Mm de la courbe , eft aufii l'arc d'un cercle décrit du
centre C par le rayon CM '>

( car le fil CM en fe developant

de manière qu'il ne forme que l'angle infiniment petit MCm ,•

décrit l'arc de cercleM m 3 ) &-, à caufe de la petiteffe infinie

de cet arc Mm, on peut prendre ce petit arc pour fa corde,

Or le quarré de la corde Mm* eft égal au produit du diame- * igSj

tre entier, c'eft- à- dire, de iCM parle finus verfe de cette

corde qui eft iciZM= mn. On aura donc Mnrt'= iCM x
Â/f~

2'

mm d'où l'on déduira mn= -
. MaisMm étant la Ion-

xCM
gueur que décrit la viteffe qu'a le corpsM au point M pen-

dant un inftant, en nommant cette viteffe u 3 on peut pren~
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dre cette longueur Mm pour exprimer cette vitefle, en ne
la comparant avec une autre vitefTe que par le moyen de
la longueur que cette autre fait décrire en un inftant. En
nommant aufïi (r) le rayon CM, on aura cette expreffion de

l'effort mn 3 fçavoir mn = Mm = — . Cette expreffion de

la force centrifuge mn convient à la force centrifuge de tout

arc infiniment petit d'un cercle quelconque , & auffi à la

force centrifuge de toute partie infiniment petite d'une

courbe par raport au rayon de la developée qui convient à

cette petite partie de courbe. Il faut à prefent la détermi-

ner à exprimer la force centrifuge de la courbe de notre

Problême, en y faifant entrer la pefanteur MR (a) & la hau-

teur P M. Pour le faire d'une manière qui ne laifTe aucune

obfcurité aux Lecteurs qui commencent, on va démontrer

les principes fnivans que cela fuppofe.

Proposions démontrées fur les chutes des corps

pefansy en fuppofant le milieu fans réffiance.
Premier Principe.

« Ç* Z)PPOSE' qu'on marque le temps entier de la chute libre d'un
' *~* corps pefiantpar la droite AD, dont l'origine [oit en A; que AB
marque une partie finie 3 par exemple la moitié de ce temps depuis

le commencement de la chute 3 & qu'on nomme cette partie de

temps (t) 3 AD double de A B marquera 2t. Que l'on conçoive

cette droite partagée en parties égales infinimentpetites Ah , hk

,

km , &c. C£ s parties feront les d t
$
que l'on tirepar chaque divi-

fion les droites parallèles h i , k 1 , m n , &c. ejr qu'elles ayent

entr elles les mêmes raports que les vitejfcs que produit la pefan*

teur depuis l'origine jufqu'a l'infiant que termine chacune de ces

parallèles '•> cefl-a-dire que h i marque la vitejje que produit la.

pefanteur dans le premier infiant marqué par A h
^
k 1 la vite/Je

qu'elle produit dans les deux premiers infians A k j m n la vite/Je

qu'elle produit+dans les trois premiers infians Am;^ ainfi de

fuite. Or la pefanteur étant regardée comme une caufe qui demeure

toujours confiante ou la même,&fuppofant le milieufans ré[iftance3

elle doitproduire a chaque infiant une vitcjfe égale à celle quelle a

produite dans le premier infiant } & aucune de ces vitcjfes ne fe

perdant

,



Livré VIII. 409
perdant , celle quelle a produite dans la premiers inflans demeure

entière dans les infians fuivans 3 pendant chacun defquels 3 outre

celle qui demeure 3 elle en produit toujours une égale à celle du

premier inftant. Ainfi chaque ordonnée exprime lafomme de toutes

les vite/fes produites depuis le commencement pifqu'à, finfiant que

termine cette ordonnée 3 par exemple mn exprime la fomme des

viteffes produites pendant les trois premiers infians 3 marqués par

Am. Les ordonnées h i 3 k 1 , m n 3 Refont donc entr'elles comme

leurs coupées Ah , Ak , Am 3 &c. la ligne ACE qui paffe par les

extrémités des ordonnées efi donc une liçne droite.

Or a caufe de la pctitejfe infinie de chacun des inftans , qu'on

fuppofe égaux 3 on peut conjïderer le mouvement du corps qui def-

cend comme uniforme pendant cet infiant : ainfi les longueurs -par*

courues par la viteffe de chacun des inftans 3font entr'elles comme
les viteffes de ces inftans 3 car * L . 1 : : Vdt . udc ; ainfi les Ion- * jot.

gueurs parcourues pendant chaque inftant 3 peuvent être repréfen-

tées par les viteffes de ces infians , c'eft-à-dire 3 par les mêmes or-

données
,
qui repréfentent les vitejjes , multipliées 3 fi l'on veut 3

chacune par le tems dt. Par exemple la longueur parcourue au
premier inftant fera hi x dt î celle du fécond fera ki x de, &c.

D'où il fuit qu'en prenant un tems fini ( t) marqué par A B 3 la

fomme de toutes les ordonnées à AB , c'efl-à-dire , l'aire du trian-

gle ABC marquera la longueur que la pefauteur a fait parcou-

rir à un corps pefant depuis le commencementpendant le temsfini

marqué par AB (c). De même l'aire ADE marquera la longueur

parcourue pendant AD ( zt).

Par confequent les longueurs Z, /, que la pefanteur faic

parcourir par un mouvement accéléré à un corps pefant

pendant deux tems finis T^t depuis le commencement de
la chute, font entr'elles comme les quarrés des tems T z ,t z

3

employés à les parcourir
; & encore comme les quarrés des

viteflès V* > u
z
3 produites par la pefanteur pendant ces deux

tems - là. Ce qui convient évidemment à toutes les longueurs

parcourues de même pendant les tems finis qu'on voudra.

Second Principe.
Ç* I le même corps étoit mû d'un mouvement uniforme pendant

*** le premier temsfini AB (c) , avec la viteffe acquife a la fin de

ce tems fini 3 repréfentee par BC ( u ) 3 qui demeurât toujours con-

fiante fans accélération 5 il eft évident que toutes les ordonnées

Tome II. F ff
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à AB , c'efi-à-dire 3 toutes les parallèles à BC qui marqucroient

les viteffes de chaque infiant 3 & qui reprefenteroient aulji les Ion.

Rieurs parcourues à chaque infiant avec cette même viteffe con-

fiante,feroient toutes égales 3 & leurfommeferoit Caire du parai,

lelogramme B P double du triangle ABC. Par confiequent fi un
corps étoit mû d'un mouvement uniforme avec la vitefle con-

fiante qu'il auroit acquife en defeendant par le feul mou-
vement de la pefanteur pendant tel tems qu'on voudra, il

parcoureroit une longueur double de celle qu'il auroit par*

courue en defeendant depuis le repos d'un mouvement ac-

céléré. C'efi-a-dire , s*ilparcourt 1 pendant le tems t d'un mou-

vement accéléré 3 il parcourera i 1 pendant le même tems t d'un

mouvement uniforme , avec la vite/Je acquife à la fin du tems t>
* joi. ainfi* u= -V- , eJ- fc= -£>*

S42. . Il faut étendre les deux mêmes principes aux longueurs qu em-

pêche de parcourir la perte de la viteffe eaufée par l'aSlion de la

pefanteur 3 lorfque les corps fontjettes en haut
, & que leur mou~

vement efi retardé à chaque infiant.

Troisième Principe.
*43* T ^4 viteffe que produit la pefanteur dans le premier infiant,.

-*—* peut auffi' être confiderée en deux états ; 1 °. comme s*acquérant*

dans le premier infiant i i°. comme toute acquife à la fin de ce

premier infiant. Dans lepremier état, Caire du petit triangle AhL
repréfente (

par le premierprincipe ) la longueur qu'elle fait par-

courir en s\icquierant pendant la durée du premier infiant. Dam
lefécond état

J'
'aire du petitparallélogramme Ahiq repréfente {par-

le fécond principe ) la longueur quelle ferait parcourir toute ac-

quife 3 en perfeverant ainfi confiante
,
pendant la durée dît pre-

mier infiant. Or de la même manière qu'on regarde les arcs infi-

niment petits des courbes comme des lignes droites 3 S" quon les

compare avec des lignes droites 3 infiniment petites 5 on peut aufiïy

à eaufie de la petitejfe infinie d'un infiant 3 comparer la viteffe qui

s'acquiert pendant cet infiant avec celle qui efi acquife a la fin-

du 7nême infiant3& les regarder l'une & l'autre comme uniformes*

par confequent la viteffe qui s'acquiertpendant le premier infant

par l'allion de pefanteur, ef à celle qui efi acquife à la fin de ce

premier infiant , comme la longueur que fait parcourir la premiè-

re 3 e(l a, la longueur que feroitparcourir la féconde 3 en demeurant

confiante& uniforme 3pendant le même infiant: c'efi-à-dire 3 que
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la viteflè que produit la pefanteur pendant le premier inftant,

8c qui s'acquiert dans la durée de cet inftant, eft à la viteilè

toute acquife à la fin de cet inftant, comme i à i. Ennommant
la première de ces viteffes la pefanteur (p), parccquelle efl le pre-

mier effet de la pefanteur 3 la féconde de ces viteffesfera= 2p.

Q^u atrieme Principe.
\> TVOV l'on voit que la première ordonnée hi marque la viteffeiip

*~J acquife à la fin du premier inftant î la féconde kl marque la

viteffe ap acquife a lafin du premier inflant 3 qui fe conferve dans

tous les inflans fuivans ; elle marque encore de plus la viteffe 2p
qui efl acquife à lafin du fécond inflant : la troifiéme ordonnée mn
marque la viteffe acquife à la fin des trois premiers inflans 3 qui

efl 2p-*-ip-t-2p=3 x ip, & ainfi de fuite i cefl- a-dire 3 que

chaque ordonnée repréfente 2p multipliéepar le nombre des inflans

tlepuis le commencements Par confequent la viteflè (u) acquife

depuis le repos dans un tems fini ( t
) 3 eft égale à îpxt.

C 1 n qjj ieme Principe.

5, Â/f^ I $ u=* -r- j P*r confequent—= 2 p t ;
ce qui donne * *4t>

4-VJ-
l= ptt j c eft- à-dire 3 la longueur parcourue par la chu-

te d'un corps qui ne reçoit de mouvement que de la pefan-

teur qui produit la même viteflè à chaque inftant de la chu-

te, peut s'exprimer par le produit de la pefanteur/» & du
cjuarré 1 1 du tems employé à la parcourir.

Avertissement.
jL,E s principes qu'on vient de démontrer fur les chutes des

corps pefans par les lignes verticales, conviennent aufli aux
chutes des mêmes corps par des lignes inclinées fur l'hori-

zon , & aux defeentes des mêmes mobiles par des lignes

courbes : on va le démontrer ici , afin que les Commencans
o'ayent pas befoin de le chercher ailleurs.

Sixième Principe.
.6, 1

A pefanteur entière d'un corps A, avec laquelle il tire- FiG.LXVfc

M j roit un fil vertical s'il étoit attaché à fon extrémité
,
(qui

eft la pefanteur qui produit la chute verticale
, ) eft à la pefan-

teur du même corps , fupporté par un plan incliné AE, (qui

efl la pefanteur qui Produit la chutefur le plan incliné AE.» ) corn-

F H ij
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me la longueur AE du plan incliné elt à fa hauteur AB, ter-

minées Tune & l'autre par l'horizontale BE.

Car en tirant de quel point on voudra e pris dans la verticale

AB , la perpendiculaire eb à la ligne inclinée AE, & faifant le

rcHangle A d e b } il eft évident qu'en prenant Ae 3 pour marquer
* ji7« là pefanteur abfolue ,

* ou l'effort entier de la pefanteur fuivant

Ae , cet effort eft conçu compofé des deux efforts , l'un fuivant

b e , lequel e(l entièrement foutenu par le plan incline auquel cet

effort eft perpendiculaire î Vautre'fuivant Ab
j ^ c

'

eft ce feul

effort qui demeure au corps pefant h pour de[cendre fuivant la

direction AE du plan incline. La pefanteur abfolue du corps A
eft donc à la pefanteur qui refte au même corps fur le plan incliné

AEj comme Ae eft a Ab. Or les deux triangles reHangles ABE,
Abe font femblables 3 ayant £angle aigu A com?nun ; ainfi Ae

.

Ab : : AE . AB
^
par confequent la pefanteur abfolue du corps A

eft à fa pefanteur fur le plan incliné AE, comme AE efl a, AB.
Ainfi nommant p la pefanteur abfolue h 1 , la longueur de la

ligne vertical A B ^ i , la longueur AE du plan incliné ; (en fup-

pofint ces deux longueurs entre les mêmes horizontales) 4^ fera

l'expreffion de la partie de la pefanteur du mobile qui lui refte

fur le plan incliné.

Corollaire I.

$47 • C} ^ 1QJJ'I L ne refte à un corps A fur un plan incliné AE
^^qu'une partie de fa pefanteur abfolue 3 il n eft pas moins évi-

dent que cette partie agijfant fur le corps à tous les inftans de la

defeente par le plan incliné , les principes qu'on a démontrés À
l'égard des chutes verticales , doivent aujff convenir aux chutes

inclinées : feavoir 3 que les longueurs inclinées parcourues par la

defeente libre du mobile
, prifes depuis le commencent de la chu-

te 3 feront entre - elles comme les quarrés des tems employés a ces

defeentes , & comme les quarrés des viteffes acquifes a la fin

de chacune de ces defeentes '> ainfi nommant les longueurs incli-

nées ( i
) , les vitefies par ces longueurs ( u ) , le tems employé d

parcourir ces longueurs ( t ) 3 on aura i . 2i : : u z
. 4u z

: : tt . 4tt.

Que fi le même corps étoit mu par un mouvement uniforme avec

la viteffe acquife pendant la chute inclinée par le mouvement
accéléré , il parcoureroit dans le même tems une longueur double

de celle qu'il auroit parcourue par la chute accélérée
, & ainfi

des autres. L'on aura donc n=-~- 3 t=^ J^- 3 i= —

.
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Corollaire II.

• AÀ-d I ^ fi ^on veut comTarer Ies chutes verticales avec les

+ '*- chutes inclinées 3 il faut fe fervir du fîxième -principe j par

exemple pour trouver les longueurs inclinées & verticales par-

courues dans le même tems , en fupfofant les verticales marquées

par l'indéterminée (m) & les inclinées par l'indéterminée (n)_,

/'/ faut faire cette proportion
; p . -7- : : m ^ =* n > le quatrième

terme -y- =11 marquera la longueur n qu'il faut prendre fur le

plan incliné depuis le commencement de la chute, Ainfi fi l'on

veut déterminer la longueur inclinée AC (n ) qui fera parcourue

fur le plan incliné A E ( i ) dans le tems de la chute verticale

par AB ( 1 ) 3 il riy a qu'à mettre 1 ( AB ) à la place de m dans

•71 j & l'on aura T"= * B *
e*

"

îour ^a longueur AC > ce qui fait

voir quen tirant BC perpendiculaire à AE, elle déterminera la

longueur AC ^puifque AC APX A B

AB

Si l'on veutfcavoir la viteffe qu'aura acquife le corps pefant

A lorfquilfera arrivé à l'horizontale E B , après avoir défen-

du librement par le plan incliné AE ( i ) î on nommera cette vi->

tejfe (u) ^ le temps employé à de[cendre (t) ; on nommera aujjî v

la viteffe par la verticale A B ( 1 ) J le tems de la chute par

AB (T) î & on remarquera que
, fuivant le fécond Corollaire

3 le

temps T parAB ( 1 ) cft le même que le tems parKG (-—). Onfera
enfuite cette proportion * A C (-7- ) . A E ( i ) : rTT . 1 1 j mais f * %^-

t= V-, f T= v-. Mettant ces valeurs de t & de T dans les \ %^i„

deux derniers termes de laproportion } elle deviendra ^-.i:: ~. ~ •

d'où l'on tire —== i-, & par confiequent v= u : ce qui donne

le feptiéme principe.

7

Septième Principe.

>. :
A viteffe acquife par un corps pefant quieft defcendit

I y librement fur un plan incliné, eft égale à la viteffe qu'il

auroit acquife par la chute perpendiculaire ou verticale d'u-

ne même hauteur. Ain(i la viteffe acquife par la chute verti-

cale fe pouvant exprimer par la racine de la hauteur 3 c'efi <L-

dire
, v= vl , la viteffe par un plan incliné de la même hau-

teur fe pourra auffï exprimer par u==:VL

Fffiij
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Oh pourvoit déduire immédiatement le même principe du fixié-

* *44. me 3 de cette façon : v= * 2pT . En mettant pour la chute indu
née -7- au lieu de p , u au lieu de v , &iau lieu de*T , l'on aura

*84 i. u=^ t

. Par confequent v. u::npT. ^ :: T .-±. Mais*T
= -|i-j & t= ~-, Mettant ces valeurs dans les deux derniers teu

mes ,
on aura v . u : : V-

• ^r : •' 7 • i > ^ lui donne vv= uuj(^
^?r confequent v= u.

Voici l'application aux chutes par les courbes de ce qu'on

vient de démontrer des chutes par un plan incliné.

t 5 1 . Quand un plan incliné AE ne fait qu'un ançle infiniment pe-
Figure jf; EAF avec un autre plan incliné AF 3 l'excès , dont l'effort ,

de la pefanteur qua un corps A fur le premier AE
, furpaffe l'ef-

fort de la pefanteur du même corps fur le fécond AF , n'efi qu'une

différentielle du fécond genre par raport à l'effort de la pefan-

teur du corps A fur le premier A E.

Car ayant pris AG pour marquer teffort de la pefanteur du

€orps A fur le plan incliné AE , & tiré GH perpendiculaire fur

£317. AF j il eft certain* que AH repréfente l'effort de la pefanteur

qui refte au corps A fur le fécond plan incliné AF. Or en tirant

du centre A avec le rayon AH le petit arc HK qui rencontre

AG en K , KG fera l'excès dont l'effort de la pefanteur du corps

A fur AE furpaffe l'effort de la pefanteur du même corps A fur

A F. Il refte donc à prouver que KG eft une différentielle du

fécond genre par raport à AG. Pour le voir clairement } il n'y

a qu'à confiderer que l'angle HAG étant infiniment petit 3 l'arc

HK qui en eft la mefure , eft infiniment petit par raport au
rayon AH ou AK > car s'il avoit un raport fini avec ce rayon ,

l'angle ne feroit pas infiniment petit. On peut donc prendre le

petit arc HK pour une perpendiculaire du fommet H de l'angle

droit AHG furfon bypotenufe AG ; ce qui donne cette propor-

tion AK . KH : : KH . KG. On vient de voir que KH eft une

quantité infiniment petite du premier genre par raport a AK
;

far confequent KG eft une différentielle du fécond genre par

raport à A K & à A G qui repréfente l'effort de la pefanteur du

corps A fur A E.

g 5 2. Si un corps pefant defeend par le feul mouvement de fa pe-

Figure fanteur fur un plan incliné FG , il aura au point G la viteffe
£a

qu'il auroit acquife en tombant verticalement d'une égale hau-

teur
_, & il continuerait enfuite de fe mouvoir fur le même plan
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incline en confcrvant la vitejfe acquife 3 &fa pcfantcur lui en fe-

roit encore acquérir à chaque infiant : Or fuppofè qu'il rencon-

tre au point G un nouveau plan incliné GE tel qu'il fajfe avec

le premier l'angle aigu KGE infiniment petit 3 l'excès , dont la

viteffe , avec laquelle il continuerait de defeendre fur le premier

pLm FGKj furpaffe celle quil aura en continuant fa defeente

par le fécond GE 3 cfl une différentielle du fécond genre par ra-

fort à la vitejfe quil auroit en continuant fon chemin fur le

premier plan FG.
Car fi l'on fuppofe que GH reprefente la viteffe qu'il auroit

en continuant fon chemin fur le premier plan FGH , S" déplus

celle qu'il recevroit de fa pefanteur 3 & qu'on tire HE perpcn~

diculaire fur le fécond pian GE 5 il efi évident que GE reprèfen-

tera la vitejfe qu'il aura en même tonsfur le fécond plan ; & que

le raport de GH à GE efi égal au raport de la viteffe 3 qu'il

auroit en continuant fon chemin fur le premier plan GH, avec

la vitejfe qu'il aura dans le même tems fur le fécond plan GE.
Qu'on tire à prefent du centre G avec le rayon GE le petit arc

EK
,
qu'on peut regarder comme une petite droite tirée perpen-

diculairement dufommet E de l'angle droit GEH fur GH;^
KMfera l'excès 3 dont la viteffe du corps qui defcendroit par-GH y

furpaffe la viteffe du même corps qui defeend par GE. Mais
GK..KE:: KE. KHi & KE* efi une différentielle du premier * $ ru
genre par raport à GK ^ à GH y par confequent KH efi une

différentielle du fécond genre par raport à GK & à GH.
Or les courbes peuvent être regardées comme des poligones d'u-

ne infinité de cotés qui font deux à deux des angles aigus infi-

niment petits, Ainfîun corps pefant 3 qui defeendfur une courbe^,

peut être regardé comme défendant par une infinité de plans

inclinés
, dont les angles aigus'font infiniment petits. Ce qui don--

ne le huitième principe.

7Huitième Principe.

LEs viteflès d'un corps, qui defeend fur une courbe par
le feul mouvement de fa pefanteur, prifes à chaque

point de cette courbe
,
peuvent être exprimées par les ra-

cines de hauteurs depuis l'horizontale
,
qui patte par le

commencement de la chute
,
jufqu'à ces points là. Ainfi fi

l'on reprefente les hauteurs changeantes de ces points par ( 1 ) 3 &
les viteffes par u 3 on aura 11=^1 pour l'expreffion de la vitef-
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Analyse demontre'e;
Ce 3 qu'a le corps qui defccnd 3 à chaque point de la Courbe.

Car , s
1

il defcendoit par un meme plan incliné 3 les viteffes ,

qu'il auroit à chaque point 3 feroient ,
par le feptiéme principe y

u

=

V\. Or en descendantpar la courbe 3 il aura , à tous les points

qui font à la même hauteur que les points correfpondans du plan

incline que feroit la tangente de la courbe au point où commen-

ce la defeente , la même vitejfe qu'il auroit à tous ces points cor-

refpondans du plan incliné ; puifque les différentielles 3 qui fe-

roient l'excès des vitefies aux points du plan incliné fur les vi-

tejfes aux points correfpondans de la courbe 3 font du fécond gen-

re 3 dont un nombre infini , égal au nombre des angles des petits

cotés de la courbe , ne fait qu'une différentielle du premier genre 3

ainfi elle ne peut avoir de raport fini avec ces viteffes , & elle

ne peut empêcher qu'elles ne foient égales.

Corollaire.
S 54. T\'OV l'on voit que les expreffîons des viteffes des chutes ver-

+~J ticales d'un corps pefant , conviennent aux viteffes des def-

centes du même corps fur des courbes , en prenant les unes & les

autres la même hauteur.

855. Ilfuit de tous ces principes , gr de l'article %$y^ qu'en nommant
F
rxiv

R
* ktforce centrifuge mn (c), & (r) le rayon CM. de l'arc circu-

laire infiniment petit dont mnefl laforce centrifuge 3 on aura tou-

tes ces expreffîons, c*=?-g, u= ipt,p=-£ , t= -£-, u= -ii,

1= p 1

t

3 Sec. Ceux qui veulent s'appliquer aux Problêmes où

entrent les forces centrifuges , & a ceux où entre la pefanteur 3

doivent fe rendre très- familières ces expreffîons & leurs dêmon-

firations.

gf(J, L'on en déduit cette exprefjîon de la force centrifuge ou entre la

pefanteur '•> laforce centrifuge mn (c).= -— === (a caufe de u= 1 pt)

*5« __
^ ^ caufe de 1= ptt )

-— 5 ce qui donne aufjî le raport de

la force centrifuge (c) a la pefanteur
( p ) 3 c . p : : îl.r. Ces chofes

fuppofées , voici l'expreffîon analytique de l'effort centrifuge mn
par raport à notre Problème , c'efi-à-dire par raport a tous les

points de la courbe B E F M que l'on cherche.

857. Nommant les coupées AP (x) , les ordonnées PM(yJ y

les arcs finis BEFM (u) 3 la pefanteur abfolue reprefentée

par MR (a) ', prenant la petite partie Mm de la courbe qui

fevû.(duj
, & menant l'ordonnée infiniment proche mp, et

tirant MK perpendiculaire fur mp > l'on aura M Kz=dx 3

Km^dyï
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Km= dy, le rayon de la dévelopée MC fera, en fuppofant

du confiante, * -
l~~

, ( car on rerient ici du au lieu de fa valeur */7°.

yJdx
L
-+- dy

l

3
qui effcdansla féconde formule de l'art'. 570,) 8c il

efl évident que les lettres de la formule delà force centrifuge

mn(c)— ^, où entrent la pefanteur &. le rayon de la déve-

lopée, repréfenteront, / la hauteur FM (y) ; p 3 la pefanteur

marquée par MR [a) $ r3 le rayon de la dévelopée CM (~r) >

•& mettant ces valeurs au lieu des lettres de la formule,

l'on trouvera mn = *?M * M\.= *£*£* pour l'exprefTion de la
CM dydu * L

force centrifuge mn qui convient à tous les points de la

courbe que l'on cherche.

>5?, Voici à prefent la manière de trouver Fexpreflîon analy-

tique de la partie de la pefanteur repréfentée par M S. Les
deux triangles MSR 3 MKm 3 rectangles en S & en iC, font

femblablesj caries angles RMS 3 mMK 3 faifant chacun un
angle droit avec l'angle CM iC, font égaux 5 ce qui donne
cette proportion Mm (du).MK(dx) : : MR{a) . MS—^g .

1 59' Or par les conditions du Problême, mn= *- p^x^(*^*\
r 3 CM V 0>4» '

-+-.M S (~) =MR (a)) ainfi l'équation, qui doit donner la

réfolution du Problème , efl
%^i x +• ^f 33 a.

Resolution.
! 60. L'E qjj AT 1 o n précédente donne lyddx -+• dydx = *Wy.

— L i.

Multipliant chaque terme par jy" z
*> il vient y l ddx

i. _ 1
4-fv z dydx= jy * d u d y. Prenant les intégrales de

chaque membre, en fuppofant du confiante, on trouve par

la féconde propofition fondamentale*,^ l dx—y~ z du. ( Car * 7I+ ,

en regardant^ ^ x dx comme le produit des deux changean-
te _i_

tes^/ * &^x, fa différentielle en eftle premier membre j/
x ddx

t

•+-iy~
1 dy x dx 3 &, à caufede du confiante, la differen-

I L
tielle de ^y

* du efl le fécond membre {y l dy x */#. ). Mais

cette équation, étant diviféepar^/ 1 donne dx = dw, ce qui

r.e peut pas être, puifque dans le triangle rectangle MKm,
Mm(du) qui en cil l'hypotenufe, doit furpafTer M K. {dx)

Tome II. G g g
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Analyse dimontre'e.
qui efl l'un des côtés. Cela fait voir que l'intégrale

,
qu'on

vient de trouver^ l dx = y z du , n'efl pas complète -

y
ainfî

pour la rendre complète, il faut retrancher une grandeur

confiante du fécond membre pour le rendre égal au premier.

On prendra pour cette grandeur confiante a l du 3 Se l'équa-.

1 1 L
tion fera^/ 1 dx=y l du—a i du. Car on en déduit dx= du-

— a z y z dw, de prenant les différences, en fuppofant du

confiante, on trouve ddx= ja zy z dudy =**"£%* . Met-

tant cette valeur deddx dansMC= d

J^, Ton a MC=^/ 7

&: fubflituant ces valeurs de dx y
de ddx 3 fit de MC dans

l'équation tf^Ja^ MS=MR ,
qui efl *$jj£+^= a 9 ,

elle devient^ — F7 ~*~ *=*** > c'efl-à-dire, le premier

membre devient precifément égal au fécond. Ce qui fait

i. i. 1
voir que l'équationy z dx=y z du— a, 7- du 3 efl celle qui

exprime la propriété de la courbe que Ton cherche. Or en

mettant au lieu de du fa valeur V.dx
z
-\- dy

L

, elle devient^ 1 dx
T

*=.y * — a xVdx l
-^-dy

z
-, en élevant chaque membre au

quarré, l'on a, après avoir abrégé &tranfpofé,^x1
x iVay—a

= dy1 xy-\-œ— ly/.ay > d'où l'on tire dxVzVay— a=zdy
Vy-i-a— iVay : mais y/

y

— Va efl la racine quarrée de y+-a
— iVayi ainfi dxy/.zVay — a = dy x y/y — Va; d'où l'on

déduit dx = &£££*?. C'efl l'équation différentielle de:

la courbe que l'on cherche
,
qui ne contient pas d'autres

changeantes que celles des coupées &; des ordonnées.

*< (i . Pour trouver les intégrales, on fuppofera*^= ViVay—a i

ce qui donnera £ = iVay— a; \
/

ay= ^-^- > ay = ~=~ *'

y= ë££ -, dy= £j4 x zJk* ôc y/y= \^~ . On fubflitue-

ra ce.s valeurs de y 6c de dy dans l'équation, & elle devien-— 1 _

—

dra d'abord dx=J^ x^—y/gx S^x-qfr, .

fc rédui

a,pr es avoir divifé le numérateur & le dénominateur par x^y
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& fait le calcul , à ^teJ^+SjJfc -*- *$, j d'où Ton

déduit zaVa x dx^z^dz^— rfV^î prenant les intégrales,

on trouve l'équation zax^a = 3- — ^\, dans laquelle

fubftituant la valeur de ^ en y , il vient
4 } ~~ 4

'

ay H^-
1

x

>/iy/ay
—

"^ — ^^ VzVay—~œ= iœ xV a ,
qui fe réduit en

multipliant par 5 Se divifanr par za , à zy—iVay— za x

Vzy/ay—~a = y x\f a. Multipliant chaque membre par Va,

on aura enfin zy — zVay— za x VzaVay — aa= 5 a x 3

pour l'équation de la courbe B E F M . Ce qu'il falloit trouver.

Cette équation, qui n'a plus de différences, & qui exprime

le raport de tous les points de la courbe par des coordon-

nées qui font des lignes droites , fait voir que la courbe eft

géométrique ^ il n'y a qu'à ôter les incommenfurables, &
l'on verra de quel genre elle eft: on peut la décrire par la

méthode générale de l'article 424.

R E M A R Q^U E S.

JD A n s les Problèmes , où l'on cherche la nature des cour-

bes, quand on a trouvé les équations qui les expriment, on
peut enfuite découvrir par le moyen de ces équations les

propriétés de ces courbes. On va découvrir par l'équation

de la courbe de ce flxiéme Exemple quelques-unes de fe$

propriétés, pour apprendre aux Lecteurs qui commencent
la manière de le faire dans les autres Exemples qu'ils pour-

ront rencontrer.

i°. Si l'on fuppofe dans l'équation de la courbe x = o ,

l'autre membre deviendra aufli égal à zéro ^ ce fécond mem-
bre eft compofé des deux équations VzaVay— aa = o,

zy — zVay— 24=0, multipliées l'une par l'autre. Or la

première , en ôtànt les incommenfurables , donne ^ = i a-,

ce qui fait connoître que l'ordonnée AB (y) a une valeur à

l'origine des x, iaquelle eft égale à £ a $ ôtant les incommen-
furables de la féconde, on trouve l'équation y

x — }ay -\-
a"'

= Oj dont la plus grande racine eft y= \ a + { ^5, qui

fait voir que l'ordonnéeABF 3 à l'originel, rencontre en-

Ggg ij
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core la courbe en un point F t

de manière que AF =4 a
m*-i av'5 j & ne (è trouvant aucune valeur dey, à l'originel

des x qui Toit égale à zéro 3 cela fait voir que la courbe ne
rencontre pas Taxe AP.

2° Si l'on veut trouver la moindre y , on fëparera, dans
l'équation différentielle de la courbe, dy des autres quan-
tités qu'on mettra dans le fécond membre , & cette équa-

tion dx ta <>±LrzM_± deviendra dy = dx x v*^" Oa
ViV";-4 Vy~y/-*

*S56. fuppofera dy = o *, & l'on trouvera, en faifant le calcul,

y =a\ai On mettra cette valeur de y dans l'équation de la

courbe iy — iVay— za x ViaVay— aa =:
}
ax j &. comme

Je multiplicateur ViaVay — aa devient zéro par. cette iub~

ftitution , le premier membre eft égal à zéro, & par confe-

quent le fécond -, ce qui donne x=^o : d'où l'on voit que la

moindre ordonnée AB{y) eft= £* à l'origine des*, &que
la courbe ne commence qu'au point B ; ainfile corps,M }

en

commençant à décrire la courbe BEFM au point B , doit

déjà avoir la vitefTe acquife par la chute AB= \a.

3 . Si l'on fuppofe dx=o dans l'équation différentielle

de la courbe dx = ù VjjziyX-* ( ce qui arrive au point de la

V iy ay -a.

courbe, oixy efb une tangente delà courbe, &.-où fe trouve

*X5*- la plus grande x*) on auravjy— \/^= o,cequi donne^= <*.

D'où l'on voit, qu'en prenant à l'originel, A D= a, &
menant par D la droite ED(x) parallèle à l'axe AP, cette

droite ED fera la plus grande des x pour tous les points de

l'arc BEF. En mettant a au lieu de y dans l'équation de la

courbe iy— iVay— za x ViaVay— aa =a 5^.*., on trouve

— iaa= ^ax,, d'où l'on tire x=— y <z. Cela fait voir que

DE (x) au point Z), où^D (y)= ^
J)
eft égale à— ~a^ &:

le figne négatif montre que DE(x) = — \a> doit être

prife vers la gauche de AD 3 &: qu'ainfi le^oint E eft celui

de tous les points de l'arc BEF qui cil le plus éloigné de

AD F [y).

4 . L'équation différentielle de la courbe donne d
fy =•

yj^X±* multipliant l'un &. l'autre membre pary l'on aura la:

*-<<o foutangente de chaque point de la courbe* ^}= -2V_2p?V*-îjo.

v>v «.;-.".
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f. Si Ton met, dans g = V y zXi. , la valeur de AB (y)

qui eft \a, le dénominateur deviendra v^

—

>a = o. Cela

fait voir qu'au point i?, où commence la courbe , dx eft in-

finie par raportà<2?j/ ; & par confequent que * la tangente au *;?4„

point B devient parallèle à la foutangente, ç'eft-à-dire aux x

ou à L'axe AP: ainfi la tangente au point B en: perpendi- +

culaireà^i? 3 & la partie infiniment petite de la courbe au

point B étant une partie de la tangente au point i?, cette

petite partie, & par confequent la courbe, rencontre per-

pendiculairement^^ au point B.
6°. Si Ton fuppofe^/ infinie dans l'équation de la courbe

sa
3 sa

= x, les grandeurs — iaSc — a a étant zéro par raport

aux autres où fe trouve j/ ^ 6c par la même raifon le numéra-

teur du premier membre ôft infini par raport à Ton déno-

minateur 3 ainfi x eft aufii infinie. Cela fait voir que la courbe

ce va pas en s'approchant de fon axe , mais qu'elle s'en écarte

à l'infini.

7°. On a trouvé dans la réfolution du Problème , le rayon,

de la dévelopée MC == %$~ 1~^ ; ce qui donne v'AD (>/a)

.y/PM^y) :: iPM (zy). MC( z$Ll), Subftituant dans cette

valeur de MC celle de AB (y) au pointa qui eft ^ a 3 l'on

trouve MC= ja,œ qui apprend que le rayon de la déve-

lopéeMC devient GB =~\a au commencement de la courbe

oiiy =^= AB= j a 3 & que le fil CM
,
qui envelope la dévelo-

péeCHG 3 6c dont l'extrémité décrit , par le developement

,

la courbe BEF

M

, doit furpafler la longueur de cette déve-

lopée de la droite G B ==* ^ a.

Si l'on fubftitue, dans MC= H*L% la valeur a deAD (y.)

l'on trouveraitC= ia\ ce qui fait connoître que le rayon

de la developéeHDE 3
qui paiTe par l'extrémité D deAD (y)

z=±a 3 eft égal à ia. Ce rayon de la dévelopée HDE coupe
perpendiculairement AD 3 car Ton a vu [nomhre 3

e

)
que dx

eft zéro au point E par raport à dy
j
par confequent* la tan-

gente de la courbe au point E eft parallèle aux^/, c'eft-à-dire

à. A D. Mais le rayon de la dévelopée HDE eft perpendi-

culaire à la tangente au point E yHD E eft donc aulli per-

pendiculaire à AD,.

T4>
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8°. Si l'on veut chercher la redifîcation de tel arc qu'on
* ;8i. voudra de la courbe BEFM 3 on fefervira de la formule **/«

t= VtU'-h dy
1

,
qui donnera ^/z

1 == dx 1
-p- dy

1
-, on prendra

la valeur de dx 1 dans l'équation différentielle de la courbe

BEFM, dx= dyVy-dyy/j
^ & l>on aura ^ ,_ ty x j + *-iV * ,

on nbltituera cette valeur de dx1 dans du~= dxz
-+- dy1

,

& l'on trouvera^= _ r£L2__ 5 d'où l'on tirera ;/#= d^ y

Il faut à prefent trouver l'intégrale du fécond membre. On
*« 6l . fuppofera pour cela * ^= ViVay — a\ ce qui donnera a£

= iV*y —^,4^ = *>j ^ ==/» ^ = ^r* x ^-
On fubftituera les valeurs de y & de */y dans </#= - </jy^k

&; l'on trouvera, après avoir fait le calcul, du=z^^* \";^;
- *' ^

.

On prendra les intégrales , &: l'on aura u = 5x i„v ;
-+- y*&j

**" Éfc* O n metcra dans cette équation les valeurs de ^
^ , 2^ , en ^/ 5

& en faifant le calcul , on trouvera u =
6y +- ^.Vay -t- 4^ x y^v*;-* j & multipliant le numérateur

l5V*

& le dénominateur du fécond membre par Va , on aura

enfin l'arc BEEM(u) = Gy^^-^±i^l x y/ia^ay — aa.

Et comme y eft égale à {a) au point £, fi l'on met (**) à la

place de^ , on trouvera l'arc B E— {f a.

9 . Si l'on veut fçavoir la quadrature de l'efpace BEFMCHCB
comprisentre un arc quelconqueBEFM de la courbe BEFM*
la dé vclopéeBGHC & le rayon CM de la dévelopée , lequel

rayon termine l'arcBEFM de la courbe , 6c la partie BGHC
de la dévelopée quia fervi à former l'arc BEFM; on remar-

quera que cet efpace peut être conçu comme compofé de

petits triangles tels que MCm 3 formés chacun par deux

rayons de la dévelopée infiniment proches l'un de l'autre,

& dont la bafeeft un arc infiniment petit , comme Mm, de

la courbe. Ainfi tout ce qu'il y a à faire eft , i°. de trouver

l'exprcfTion qui convient à chacun de ces petits triangles,

& ce fera l'élément de l'aire que l'on cherche. i°. Il faut

enfuite trouver l'intégrale de cet élément , Se elle exprimera

la quadrature que l'on cherche.

Or le petit triangleMCm=CM x {Mm-, & comme on u

trouvé, dans la réfolution, CM= ±y~ , & queMm ==d

u

x
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l'on aura CM x \ Mm == ^ x { duz= du x %J. Mais

l'équation * dxVy = duVy — duv'a , donne ^0 = y-J^, -, *8é#ï

en mettant cette valeur dans du x ^-j , il vient J*** a , où

fubftituantaulieu de dx fa valeur prile de dx = y^ A y

on trouve, après avoir fait le calcul — ~£— ___. ç^f x
1 yi«v aJ— aa

{Mm. Ceft l'élément de l'aire que l'on cherche.

Pour avoir l'intégrale de cet élément , on fuppofera* z^* t^n

zl -+-az
, zi-\-a%

'

ses ViaVay— aa ; ce qui donnera —— «= v*ay3 —jp --j ,

dy^*
1"*"*****. On fubftituera les valeurs de/ & de dy

en ^ dans l'élément de l'aire , Se après avoir fait le calcul

,

on trouvera ,
=

l6g9
x » * = —^

H-ioa4g^2-|-io^V^2-hf^2V2 4-a I0
i2- On prendrales intégrales,

iéa 9

7T

On fubftituera les valeurs de ^en j 3 fuivantlesfuppofïtions

qu'on a faites , & l'on trouvera Viay/ay^—aa x
l*Y*$—«*

.
-j.

*
; _^ uX 16a 9

4 3 — ï

S XiaVay— aa ^ ioXw^-aa _^ 10 XiaVay— aa ^ ïXzaVay— aa a
,Xi*a7 7Xi*«* 5Xi6« J 5XW ' *"^?5

c'eft l'intégrale qui exprime l'aire que l'on cherche. Si l'on

veut fe donner la peine de former toutes les puiiîànces de
iaVay—aa qui font marquées dans l'intégrale , les ordon-
nant de façon que toutes les grandeurs correfpondantes qui
appartiennent à un même terme foient les unes fous les

autres
y & réduifant à un même dénominateur toutes les

grandeurs de chaque terme-, on trouvera ViaVay— aa x

~ V'— -4- -
I0

- X 22- *-*- - * X8 y v/ y '' J- 5 X _4_X 6 u ti

"*" m xS
'

S
'

fx j~x5 x œ-t-Vay pour l'exprefîion de l'aire

£E£MCHGB, qiïil fallait trouvera
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,—__ _^
Additions qui regardent la pratique des horloges.

Première Addition.
Ajoutez à la fin de /' article 5-11, page iyo , ce qui fuit t

LE temps de la defcente du centre de pefanteur ou dd
centre d'ofcillation^du pendule fîmple ou compofé SA

(fig. 41.) qui eft entre les cycloïdes SK , <S£, par chacun des

arcs de cycloïde GA , T7^ &c.& par la demi-cycloïde Z)^,
eft toujours le même, par l'art. 499. Nommant X) le diamè-

treA E du cercle générateur de la cycloïde DA ; la vitefle

acquife par la chute DA , eft, comme on l'a vu dans le

même article 499, VAEi^D) : & le temps (2") de cette

defcente par la demi-cycloïde DA , eft ^~. Ainfi
,

par

llarticle 510, D tétant égale à 1AE 3
l'expreiîion du temps

de chaque defcente du centre de pefanteur ou d'ofcillation

par tel arc qu'on voudra GA 3 PA , DA de la demi-cycloïde

DA, fera T= ££= £§=^ = 4 ^D.
Si on prend tel autre pendule qu'on voudra entre deur

autres cycloïdes qui lui conviennent j en fe fervant des

mêmes lettres, mais italiques pour marquer la différence,

on aura, pour l'expreflion du temps de chacune de fes vibra-

tions , t= 4vV.
Comparant le temps T de chaque vibration du premier

pendule avec le temps t de chaque vibration du fécond,

on aura T . t : ; 4.VD . j.Vd : : VD . \Id : : y/zD . Vid : c'eft-à-

dire, le temps T de la première eft au temps t de la féconde,

comme la racine de la longueur du premier pendule ViD y

eft à la racine de la longueur du fécond pendule Vid j la

longueur du premier étant 2Z), & celle du fécond étant id 9

par l'article 5 1 1.

Mais en fuppofantque le premier pendule eft le plus long,

& que chacune de fes vibrations a plus de durée que chacune

des vibrations du fécond , 6c que le raport de - eft marqué

par y • il eft évident , en nommant a une vibration du fécond

pendule, que le nombre des vibrations du fécond pendule,

faites dans le temps T = nt d'une vibration du premier

pendule, eft»* 3 &qu'ainfile temps T d'une vibration du

premier
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premier pendule , eft au tems t d'une vibration du fécond , ré-

ciproquement comme le nombre des vibrations du fécond

pendule faites dans le tems T= nt, ou dans tel tems qu'on

voudra , eft: au nombre des vibrations du premier pendule
faites dans le même tems 5 T= nt . t : : nœ . 1a.

Par conféquent nommant iV le nombre des vibrations dit

premier pendule pendant tel tems qu'on voudra , comme
pendant une heure 3 & n celui des vibrations du fécond pen-

dant le même tems, on aura cette proportion T .t :: », N
: : >/iD . Vi d

5
prenant les quarrés , on aura nn . NN : : 1D

.

zd 3 qui donne id = *N *
n

lD
.

^ ou bien , en nommant iD{Z)

» ' ' nn

C'efr. la formule pour trouver par le moyen delà longueur

connue du pendule à fécondes, qui eft: de trois pieds huit

lignes & demie
,
quelle doit être la longueur du pendule

«qui fera pendant une heure tel nombre de vibrations qu'on
voudra. Par exemple fi l'on veut fçavoir la longueur du
pendule dont les vibrations feroient d'une demie féconde

,

on fuppofera cette longueur inconnue égale à / : on mettra

dans la formule , à la place de Z , le nombre 3
pi

- 8
,ig

\ j à la

place deNN , le quarré du nombre des fécondes que contient

une heure $ 6c au lieu de «», le quarré du nombre des demi-
fecondes que contient une heure

;
6c l'on aura la longueur

(/) que l'on cherchoit.

Cette même formule peut s'étendre aux pendules umples,
comme ST ^ SZ( fig. 1 3 & 14) qui ne font point entre des

cycloïdes
,
pourvu qu'on leur fafte décrire des arcs fembla-

bles 7*C, LP. Car nommant {A) l'arc que décrira le pendu-
le SZ , 6c (

a ) celui que décrira le pendule ST ^ nommant ( S )

le finus verfe du premier, & (/) celui du fécond , 6c enfin

nommant ( Z ) la longueur du pendule SZ , & ( /) la longueur

ST du fécond , l'exprefïion du tems T de chaque vibration du
premier, fera 7"= ^ j Pexprefïïondu tems de chaque vibra-

tion du fécond fera t == ^f.

Mais , à caufe des arcs femblables, ïA.idi-i'S.siiZ.L
Ainfi l'on peut mettre 3 quand on compare enfemble ces deux
exprefîîons , Z à la place de A 6c de S ', 6c / à la place de a

6c de/, 6c l'on aura T.'tzi^.^:: fe.friîxVZ. iv7::

v'Z . v7. Nommant ( N ) le nombre des vibrations du pen-

Tome IZ. H h h
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dule SZ , &(») le nombre des vibrations du pendule 5 7*'

(
qu'on fuppofe le plus court ) faites dans le même tems

b
ovl

aura , comme dans les pendules entre les cycloïdes , T . t : :

n . N :: y/L . VI: & prenant les quarrés , on aura nn . NN
:.: Z . / j ce qui donne la formule /= ^~~-

Seconde Addition,.
Ajoutera la page 180, avant les Remarques 3 ce qui fuit :

ON peut trouver
,
par le moyen de la même formule, quel

eft le point du pendule compofé de deux poids SZ(fig.i40

où. il faut mettre la lentille A , afin que les vibrations du

pendule SZ foient les plus promptes qu'il foit poiîible. Car

étant démontré dans l'article 344 ,
que la diftance du cen-

tre d'ofcillation de ce pendule compofé eft SC ( zj = a
-
"
e Z/i

m
l

*>

ou bien , en nommant x la diftance S^ pour mieux reprér

Tenter qu'elle eft changeante , SC ( sQ = ZlZyr > ^ a queftion*

fe réduit à trouver la moindre SC(zJ. Pour la découvrir, i°. il

_
1 1 1 • rC t 1 J aaxx + laflx— affl

faut prendre les différences , & 1 on aura g=—77^-^
—"^

2°. Il faut fuppofer dz^= o j ce quîdonnera xx +• *£' x— ^
= o. D'où l'on tirera x ==.— F-

a -t- £ v7/ +- */• 3 °. 11 faut

fubftituer cette valeur de a; dans l'équation , & l'on trouvera,

après avoir fait le calcul , 2^=— ^ -4- ^
F
y/ll-\-al.

Ce qui fait voir que
,
quand la diftance du centre d'ofcilla^

tion «SC ( zj eft la moindre qu'elle puifîe être
, ( ce qui rend les

vibrations du pendule compofé les plus promptes qu'il foie

poflibîe , ) alors la diftance SA ( x ) de la lentille A eft égale

à — § + £ W/ 4- **/, qui eft la moitié de la moindre diftance

du centre d'ofcillation,

D'où l'on voit que , foit qu'on haufTe la lentille A au-de/Tus

du point du pendule qu'on vient de déterminer , foit qu'on

l'àbaifte au-deflbus
3 on retardera l'horloge : Et que quand la

lentille eft- au-deflus de ce point , fi on i'abaifle , & quand elle

çft.au-deilbus, û* on la haulîe , on fera avancer l'horloge..

1 Z M.,
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Troisie'me Addition.
EN cherchant dans la page 142 quelle eft la courbeDGA

(fîg.41.) que doit décrire le centre d'ofcillation d'un pen-

dule, afin que les defcentes par chacun de (es arcs DA , PA,
GA Ce fafTenten des tems égaux ^ on a fuppofé dans la réfolu-

tion ( en nommant s chacun de ces arcs, &: x leurs hauteurs

correfpondantes AE , AB , AM) que ^ , ou Ton multiple

^, étoit un raport confiant égal au tems de chaque descen-

te qui eft fuppofé le même. Voici la démonftration de cette

fuppofîtion.

Qu'on prenne deux arcs quelconquesDA , GA de la cour-

be DGA
,
qu'on fuppofé être celle que l'on cherche

j
qu'on

conçoive chacun de ces arcs partagé dans le même nombre
de parties infiniment petites, en forte que les parties du pre-

mier foient toutes égales entr'elles , & que les petites parties

du fécond foient auffi égales entr'elles 3 & qu'on nomme par-

ties correfpondantes la première partie de l'un & la première

partie de l'autre , la féconde partie de l'un 6c la féconde par-

tie de l'autre , & ainfî de fuite ^ il eft évident que le raport du
premier arc au fécond eft égal au raport de deux parties cor-

refpondantes. Qu'on fuppofé que deux parties correfpondan-

tes font parcourues en deux inftans égaux j il eft évident qu'en

confîdérant dans ces inftans indéfiniment petits les mouve-
mens comme uniformes , le raport de deux petites parties

correfpondantes eft égal au raport des viteffes avec lefquel-

les ces parties font parcourues. Ainfî le raport de deux par-

ties correfpondantes étant le même pour toutes , le raport

des viteffes avec lefquelles elles font parcourues
(
qui lui eft

égal ) eft auffi le même. Le raport des arcs DA , GA eft donc
auffi le même que celui des vitefîes avec lefquelles ils font par-

courus. Il fuit de là que le raport de l'arc DA à fa vitefte eft

égal au raport dé l'arc GA à fa vitefte. D'où l'on voit que
dans la. courbe que l'on cherche, le raport de chacun de fes

arcs à la vitefîè avec laquelle il eft parcouru
,
qui eft y^, ciï

un raport conftant égal au tems employé à le parcourir
,
qui

eftaufîî fuppofé conftant. Ce qtiil falloit démontrer.

Ainfî en fuppofant ^-x égale à une confiante homogène iVa
y

on aura s= iVax pour Péq.uation de la courbe que l'on cher-

che
,
qui eft la cycloïde.

On remarquera que ce n'eft que dans la comparaifon des

tems des defeentes par différentes cycloïdes
,
que l'on peuc
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exprimer le tems de la defeente par chacun des arcs de 1#

cycloïde DGA ( fig. 41 . ) par ~-E , ou par Ton multiple ~f~£;

&: que ce n'eft qu'en ce fens qu'on l'a fuppofé dans la pre-

mière addition.

Mais dans la comparaison des tems des defeentes par deux
arcs femblables de cercle que l'on a faite à la fin de la premiè-

re addition ,il faut confidérer ces arcs comme des polygones

femblables, & les raporter à deux plans inclinés compofés
chacun de plufieurs petits plans inclinés qui font deux à deux
des angles égaux indéfiniment petits 3 & dont les hauteurs

ont le même raport que les longueurs de ces plans inclinés.

Ainfi nommant leurs longueurs A &: a , & leurs hauteurs

correfpondantes S & s , & les tems correfpondansT & t j Ton
aurar.*::^.^.
On peut encore remarquer qu'en nommant/ chaque corde

AH ,AF ( fig. 41 . ) du cercle AHE 3 x , chaque finus verfe

correfpondantAM ,AB i& \a le diamètreAE ^ l'on trouve

que chaque cordeAH (s)= V^ax
,
qui eft la même équa-

tion. Cela vient de ce que le tems de la defeente par chaque
corde AH (s) qui peut s'exprimer par ^-x , eft: auffi confiant,

ou le même: ainfi en fuppofant ce raport confiant, on trou-

ve l'équation du cercle par raport à fes cordes.

La même équation s=V^.ax convient aux ordonnées BC ,

6~\{fig. 1 9-)de la parabole ^CV,en nommant/ chaque ordon-
née BC',x , chaque coupée AB ', & 4^ , le paramétre AP.

Cela vient de ce que le raport ^~-
x de chaque ordonnée de la

parabole à la racine de fa coupée eft confiant. Ainfi en cher-

chant une courbe qui foit telle 3 qu'un corps pefant dépen-
dant de la hauteur de fes coupées , il décrive dans un tems
égal par un mouvement uniforme avec la vitefTe acquife de
cette hauteur

,
qui fera y/x , chaque ordonnée correfpondan-

tes de cette courbe ; l'on trouvera que l'équation fera celle

de la parabole 3 l'exprefîion du tems par chaque ordonnée /

,

qui eft — ou ~ , étant un raport confiant.

D'où l'on tire aifément ( les ordonnées ayant le même ra-

port que les vitefïes ) que le mobile décrira dans un tems égal

par un mouvement uniforme, avec la vitefTe acquife par la

hauteur de chaque coupée x 3 chaque circonférence c que for-

meroit l'extrémité de chaque ordonnée correfpondante s de

la parabole par fâ révolution autour de l'axe. Car f ,
qui eft le

raport de la circonférence au rayon , fera Pexprefïïon du tems.

REMARQUES
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SUR L'ANALYSE DEMONTREE -

DU R. P. REYNEAU.

VO i ci , mon Révérend Père, le Manufcrit que vous

m'avez mis entre les mains : je n'ai pu que le parcourir

& par reprifes, en ayant été inceflàmment diftrait non-feu-

lement par mes devoirs de Clafle & d'Académie j mais en-

core par des chofes à examiner tant par ion ordre que par

celui de Monfeigneur le Garde des Sceaux , outre des cor-

rections d'épreuves de chofes qui me regardent dans les

Mémoires de l'Académie : Cependant quelque rapidement

que j'aye parcouru ce Manufcrit, je n'ai pas lailTé d'y voir

beaucoup d'ordre & de netteté, avec des Obfervations cu-

rieufes fur la nature des racines des équations cubiques dont
le fécond terme eft évanoui. Quant aux valeurs de ces ra-

cines , la plus grande partie de ce Manufcrit eft employée
à faire voir que le quotient du dernier terme de chacune de
ces équations divifé fans refte par la différence de la gran-

deur du troifiéme terme à un quarré parfait qui auroit ce

quotient pour racine , en eft une de l'équation propofée :

cela eft vrai , & l'équation x3 x ip fx 4^ q= o
,
générale y

combinant de toutes les manières chacun des flgnes du troi-

fiéme avec chacun de ceux du dernier, le fait voir tout d'un

coup en donnant tout d'un coup x === —s-j. Mais pour
XX -f- p

f

avoir ce quarré parfait xx 3 il faudroit en avoir la racine x

,

&c. c'eft ce qu'on cherche : aufîi l'Auteur abandonne-t-il
enfin cette méthode , 6c a recours aux formules ordinaires

des racines de ces équations , defquelles formules on pou-
voit abréger le calcul delà moitié, ainfî que je l'ai fait voir

dans les Mémoires de l'Académie Tome I. de 1699. p. 141.

&c. où j'ai trouvé ces racines cubiques fur la même méthode
' que le quarré.

Tome II% a,
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LIVRE V.

SECTION IL
R E M A R Q_U E S

Sur les équations cubiques. Voyez les Mémoires de

rAcadémie de 1699. pag. 141. Tome I. de ces Mémoires.

Voyez auiîî le Tome IL Liv. IX. des Elemens de

Mathématique du P. Prestet. Voyez auflî VAnalyse
démontrée du P. Reyneau, Tome I. pag. \<fi.feci. 1.

Voy . aufîî l'Arithmétique unwerjelle de M. Newton,
pag. 171.

De la nature des racines des Equations cubiques

dont le second terme est evanoui.

I. LJ Ans *5 x -\-px^ q= o , dont le troifîéme terme px
eft pofitif, il y a une racine réelle avec deux imaginaires.

Car fî elles étoient toutes trois réelles, l'évanouiiTement du
fécond terme de cette équation , marquant qu'une d'elles

feroit poiltive égale à la Tomme des autres négatives, ou une

négative égale à la fomme des deux autres pofitives ^ la Tom-

me des trois produits de ces trois racines multipliées l'une

par l'autre deux à deux, feroit négative, &: conféquemment
auffi p qui exprime cette fomme de produits.

1 1. On jugera de même des racines des autres formules de

ces fortes d'équations: Par exemple dans *3x—px Ihq=zo
t

qui a p négatif, fi ~
f->
= \ qq } cette équation aura trois

racines réelles dont les deux moindres feront égales entre

elles , Se leur fomme égale à la plus grande • car fî l'on

prend -±^r pour la plus grande de ces trois racines, & con-

féquemment -hP y r pour chacune des deux moindres, la

fomme p des trois produits de ces trois racines multipliées

l'une par l'autre deux à deux, fera

—

p= ±rr— {rr— \rr

= lrr— rr=— \rr, ou p=z^rr^ ce qui donne jp= ±rr,

& -rj
pi= -gî- r

6
. D'un autre côté le produit q de ces trois

mêmes racines fera 4^ q= T r x r rx r=|r3
, &c-j-±q=:jrs 5

ce qui donne | qq= ^4 r6 . Donc ^pest; qq. Ce qiïilfaloit

démontrer.
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III. Si, le troifiéme , étant encore négatif, l'équation a

Tï i
73 > \lc[> e^e a une racine réelle avec deux imaginaires.

Car fi elles étoient toutes trois réelles dont les deux moin-
dres fuflent égales entr'elles, cette équation auroit( Art. 2.)

-y ^3= 1^ . & fi les deux moindres racines étoient inégales,

Ja même équation auroit — p <, \qq -

y
parceque cette iné-

galité feroit croître q 3 & décroître^. Donc ~ ^3 > \qq 3

lorfque^ eft négatif, marque une racine* réelle avec deux
imaginaires.

IV. Si^> eft négatif, ~jpi <^\qq, l'équation a trois racû
nés réelles , dont les deux moindres font inégales

,
puifque

(Art. 2.) fi elles étoient égales elles rendroient -éjp]= \qqy
& leur inégalité faifant croître -^f, &: décroître \ qq 3 fans

bornes, il ne peut y avoir d'inégalité entre ^jf &-\qq 3 ni

conféquemment entre les deux moindres racines. Ilfaudra
examiner ceci.

V. Dans ce dernier cas Pexpreflion générale des racines,

telle qu'elle eft dans lesMem.de 1706,nepeut fignifier aucune
quantité réelle ( dit M. Newton

, )
parceque la racine eft ici

multipliée, & cetce quantité eft fimple (k examiner:} elle ex-

prime cependant une de ces valeurs dont les autres font im-
poiTibles.

PROBLÊME A METTRE
Après les égalité-^ de la page fuivante. Il faudra, voir

s'il ne doit point être auffi après les Ob/ervations qui

la fuivent , (djr avant les Théorèmes j ftf)
de plus fi

ces Ob/ervations ne doivent point être mifes parpro-

portions détachées.
AProblème.

TR UVER auxquelles des formes précédentes les égalité^ A 9

B, C, D, E , F ,y£ réduifentfélon que f& g , font égales ou

inégales , avec les valeurs de p , q ,
qui en réfultent à ces

égalité^

S O l u T. I. Quelque foit le raport de/à g 3
il eft manifefte

que l'égalité A eft de la première forme G,£c que B eft

de la féconde H> 6c qu'elles auront également 3^=^, &

a ij
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II. Dans le cas de/"=g,
i°. Les égalitez C 3 D3 deviendront du fécond degré qui

n'a aucune difficulté , ce cas faifant évanouir leur quatrième
terme.

2°. L'égalité E fera de la cinquième forme Z } & l'égalité

F delà fixiémeM : ce qui donnera o=p dans toutes deuxj
2/ ;

-+- 2/?g= ? dans l'égalité E 3 & if
1
-*- 6fgg = q dans

l'égalité F.

III. Dans le cas de f^>g 3

i°. L'égalité C fera de la première forme G
x & l'égalité D

de la féconde J/; ce qui leur donnera également 3J/5
r-+-gg=/'>

2°. L'égalicé £ fera delà première forme G, & l'égalité

i7 fera de la féconde JhT; ce qui leur donnera également

IV. Dans le cas de/<^g,
i °. L'égalité C fera de la féconde forme Jf, & l'égalicé D

de la première G; ce qui donnera également }ff-*-gg=p 9

avec ifgg—ip= q.

2°. L'égalité £ fera de la troifiéme forme 1 , 8>c F de la

quatrième iC $ ce qui leur donnera également $gg— 3^=^,

,/4# //># <&" f? Corollaire il en faudra un plus correfl.

FORMVZES GENERALES
d'Equations du troifiéme degré dont le fécond terme eft évanoui t

& les racines données.

A. x*> x — $ffx— 21/'== o, dont les trois racines

font x -4-f— o, *-*-/= o, &at— 2/=o, dont deux font

égales entre elles, & négatives avec la troifiéme pofitive

égale à leur fomme, & toutes trois réelles.

13. x\ x — tffx -+- ip= o , dont les deux premières

font encore égales entre elles, mais pofitives avec la troi-

fiéme négative , Se toutes trois réelles.

C. #J x— yffx— ip= o, dont les trois racines font

^-ggX+lfgg
x-hf-\-g= o, x-\-f— g= o,, &cx— 2/= o, toutes trois

réelles éc inégales, defquelles la troifiéme égale encore à

la fomme des deux autres eft pofitive ^ &: elles négatives,

lorfque/eft plus grande que g-, ou la première d'entre elles

négative, ôcla féconde pofitive fi g>/!
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i). a; 5 x — $ffx 4- v

rî= o , donc les crois racines fonc

*—/— g= °, *—

/

,

-*-g==°) &.v-f-2/=o, couces crois

réelles & inégales, ôc donc la troifiéme égale à la fomme
des deuxaucres, eft négacive

}
& elles pofitives, lorfque /

eft plus grande que g , ou la première d'encre elles pofitive,

6c la féconde négacive fi g ^f.

£. xi . — iffx — %p= o , donc les crois racines fonc

-t-3gg*—-S/feg.

*+-/+•V—3gg=T°, *-*/— ^— 3gg=o, 6c*— i/==o;
defquelles racines la croifiéme égale à la fomme des deux
aucres, eft réelle 6c pofïtive

;
la croifiéme égale, & elles

imaginaires négacives
,
quelle que foie g par raporc à /,

plus grande ou plus pecice , il n'imporce.

F. *5 . — yffx -+- ifi =zo
i
donc les crois racines fonc

-*-$££*-+- 6/gg

*— /*—V— 3gg = o, x _-/-W— 3gg =o , & ATH- 2/"== o,

defquelles les deux premières fonc encore imaginaires 6c

inégales, mais pofitives; ôc donc la croifiéme égale à leur

fomme eft réelle négacive
,
quelle que foie encore g par

raporc à fy plus grande ou plus pecice , il n'importe..

FORMULES GENERALES
de toutes les égalité^ du troifième degré 3 le[quelles n'ont point

de fécond terme , & dont le dernier q & le coeficient p
du fécond 3 font connus.

pX •+- ^= O.

•+- px — q = o.

-\-px h- q= o.

. . •+- q= o.

Pour trouver les racines cherchées de ces fix dernières

égalitez générales , il faut les comparer de la manière fui-

vante avec les fix précédentes de racines données, chacune;

avec fa femblable,

'{t il)

G. xi .

H. Xi .

J. Xi

K. xi .

Z. ai .

M. xi .
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COMPARA'ISON

Des fix premières égalitez^ A,D,C,D,E,F,^ racines

données 3 avec les fix autres G , H, I, K, L, M,
de racines cherchées.

I. Il eft manifefte que les égalitez C 3 E 3 font de même
forme queA 3 lorque /'eft plus grande que g -, & que l'éga-

lité D eft auiïî de la même forme, lorfque g eft au con-
traire plus grande que f. De forte que A étant toujours
de même forme que G 3 les égalitez C 3 E 3 D 3 font aufîi de
la même forme que G dans ces fuppofitions de />g pour
C3 E, &de/<^gpourD. D'où il fuit que dans ces conditions

pour C 3 E 3 D3 éc abfolument pour A 3 ces quatre égalitez

font de même forme G j & qu'ainfi dans ces fuppofitions les

cinq égalitez A 3 C 3 E 3 D 3 G J renferment deux racines

négatives , & une racine pofitive plus grande que chacune

d'elles 3 mais égale à leur fomme par la conftru&ion.

Corol. Cet Article premier fait voir que les égalitez de

la première formule x"> .
—px— q= o , ont toujours deux

racines négatives, & une pofitive plus grande que chacune

d'elles, mais égales à leur fomme.

II. Il eft pareillement manifefte que les égalitez D3 E 3

font de même forme que B 3 lorfque /eft plus grande que

g 3 & que l'égalité C eft aufîi de la même forme, lorfque g
eft au contraire plus grande que f. De forte que B étant

toujours de même forme que M 3 les égalitez D 3 E, C}

font aufîi de la même forme que H dans ces fuppofitions

de/*>g pour D 3 E3 £tde f<^g pour C. D'où il fuit que dans

ces conditions pourD3 E3 C,& abfolument pour B\ Se qu'ainfl

dans ces fuppofitions les cinq égalitez D3 E 3 C3 B^ H3 ren-

ferment toujours deux racines pofitives, & une ncgative^lus

grande que chacune de celle-là, mais égale à leur fomme.

Corol. 11 fuit de cet Art. 2. que les égalitez de la féconde

formule x"> .
—px -+- q= o, renferment toujours deux racines

pofitives, & une négative plus grande que chacune de ces

deux là, mais égale à leur fomme.

III II eft encore manifefte que lorfque /eft plus petite

que g, l'égalité E eft de même forme I> ainfï l'égalité E
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dans cette fuppofition renfermant toujours deux racines

négatives imaginaires inégales, & une racine réelle pofitive

égale à leur fomme par la conftrudion , donc l'égalité /
renferme aufîï trois pareilles racines.

Corol. Il fuit de cet Art. 3. que les égalitez de la troi-

sième formule #3 . -*-px— q= o , renferment toujours deux

racines négatives imaginaires entre elles, ôc une réelle po-

fitive égale à leur fomme.

IV. Lorfque/eft plus petite que g, l'égalité F fe trouvant

de même forme que K ', & par cette fuppofition renfermant

toujours deux racines pofitives imaginaires & inégales avec

une racine réelle négative égale à leur fomme par la con-

ftrudion j l'égalité K doit renfermer aufli trois pareilles-

racines.

Corol. Il fuit de cet Art. 4. que les égalitez de la qua-

trième formule & . •+-/>*-*- ^=0, renferment toujours deux
racines pofitives imaginaires & inégales , avec une réelle

négative égale à leur fomme.

V. Lorfque /=g, l'égalité E fe trouvant de même
forme que l'égalité L ', Se par cette fuppofition renfermant

toujours deux racines négatives imaginaires inégales, avec

une racine réelle pofitive égale à leur fomme par la con-

ftrudion
j l'égalité Z doit aufli renfermer trois pareilles

racines.

Corol. Il fuit de cet Art. 5. que les égalitez de la cin-

quième formule x

.

. — q= o, renferment toujours deux ra-

cines négatives imaginaires &; inégales, avec une réelle po-
fitive égale à leur fomme.

VI. Lorfque /"=
g , l'égalité F fe trouvant de même

forme que l'égalité Mi & par cette fuppofition renfermant
toujours alors deux racines pofitives imaginaires & inéga-

les, avec une racine réelle négative égale à leur fomme par

la conftrudion • l'égalité M doit aufli toujours renfermer

trois pareilles racines.

Corol. Il fuit de cet Art. 6. que les égalitez de la fixiéme

formule* . . -h^= o, renferment toujours deux racines po-

fîtives imaginaires inégales, & une réelle négative égale à

leur fomme
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AThéorème I.

Dans toutes les égalitez^ du troijième degré reprèfentêes d'une

manière générale par les égalitet^K
,
B -, le. cube du tiers de la

grandeur connue de leur troifiéme terme y ejl toujours égal au

quarré de la moitié du dernier3 ou toujours -^ ^?3= i
qq.

Demonst. Car la grandeur connue du troifiéme terme

des égalitez A 3 B , eft yff=p 3 le tiers eftff^= ^p 3
de qui

le cube eft/6= ^^3. Or la grandeur du dernier terme des

mêmes égalitez eft $p= q 3 donc la moitié eft/'= 4^,
de qui le quarré ett.f

6 z=±qq. Donc T7p}= l^^- Ce quil

faloit démontrer.
t

Th. 8. THEOREME II.

Dans toutes les êgalitczjiu troifiéme degré reprèfentêes d'une ma-

nière généraleparles égalitez^C, D; l'on a toujours^jp^ \qq.

Demonst. La grandeur connue du troifiéme terme des

égalitez C3 D, eft 3#-+-gg =/>> dont le tiers eftj/-»- jgg= \p

,

de qui le cube eft p+pgg -+- \ffg-¥- -7 g
6 =Tïf- ® r ^

grandeur du dernier terme de ces égalitez C, D3 eft ^ ip

^P ifgg= q 3 dont la moitié eft ^P^fgg—i q> ^e 4u i ^
quarré eft f*— ip gg +ffg= J qq.

Donc ayant p+ pgg + Lffg*+ S. g*= ± pî , &
f6— if*gg -*-ffg*— iqq » ^ans ^ es égalitez C, T> } fi l'on re-

tranche la féconde de la première de ces valeurs de -~jp^ ~ qq *

ilenrefteraj^gg— iff^ +^g^^p— 1^, de qui le

premier membre eft pofitif, étant le tiers du quarré yPgg— lffg*-+-jg
6 certainement pofitif, puifque fa racine 3^— jg*

n'eft point imaginaire, donc jjpî— ±qq eft pareillement ici

pofitif3&confequemment^^3-> \qq- Ce qu'ilfaloit démontrer.

Th. 9. Théorème III.

Toutes les égalitez^ du troifiéme degré généralement exprimées

par E , F , ont toujours Y7 p ] <. \ qq>

Ceci ne fatisfait qu'au cas de /<,£,& non à celuide/<.g:
pour fatisfaire aux deux à la fois, il faudroit -f- sff^Ç- \gg -=p>
ainfi qu'ils le donnent enfemble dans les égalirez E, F, ce

qui donne ff— gg= ^h \p, dont le fuperieur du double

/îgne eft pour le premier de ces deux cas, 6c l'inférieur pour

le
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le fécond : & en procédant comme ici
, l'on trouvcroic

S>f
4
gg-*- 6ffg

4
-*-g

6={W +$!?* donc le %ne &perieur

donneroic ce que porte ce Théorème 3. mais non pas l'in-

férieur qui ne dit rien de ce qu'on veut ici fçavoir : car on
trouvera 9f*gg -t- 6ffg*+ g

6= I qq+- ±f

.

Demonst. La grandeur du troifiéme terme de ces éga-

licez E, F, eftjjf— }gg=p3 dont le tiers eftyf— gg=*jfr
de qui le cube efl:/

5—^gg -*- 3$g
4—

g

tf= JL,^*. La gran-

deur dp dernier terme des mêmes égalitez efl: if1 -+. 6fgg= q}

dont la moitié efl:/3 -+- -i

>fggz=\q i de qui le quarré efî

/
6
-t- 6f*gg-\- ç)ff(£^=-\qq 3 duquel retranchant le cube pré-

cèdent ,
'il refte 5>/

4
gg-+- 6ffg*+ g

6= Lqq— ^pi
} ce qui

étant pofitif, l'on aura^ qq > -^j p\ ou ~ p
l <. - qq. Ce quil

falloit démontrer.

Th. 10. Théorème IV.

Dans toutes ces égalitcz^du troifiéme degré 3 dont le fécond terme

cji évanoui 3
l'inconnue a toujours trois racines réelles 3 dont

les deux moindres font égales entre elles 3 & la troifiéme égale

à leur fomme 3 lorfque—

p

1 =sb £ qq.

Demonst. Les Th. 1,2,3, font voir que le cube du
tiers delà grandeur connue du troifiéme terme des égalitez

A 3 B } efl: toujours cgal au quarre de la moitié de la gran-

deur connue du dernier terme, de toujours plus grand ou
plus petit dans les autres égalitez C, D3 E3 F: c'eft-à-dire

toujours ~pi= ±qq dans A 3 B\ & au contraire toujours

ïjp**> \qq , ou y^ps <^\qq dans les autres égalitez C 3 D,
E 3 F. Or l'inconnue a toujours trois racines réelles dans les

égalitez A 3 B 3
defquelles racines deux font égales entre

elles, & la troifiéme égale à leur fomme. Donc lorfque -± pi

<^.\qq dans une égalité quelconque du troifiéme degré,

dont le fécond terme efl: évanoui , cette égalité aura tou*

jours trois racines réelles dont deux font égales entre elles,

& une troifiéme égale à leur fomme. Ce qu il falloit dé-

montrer.

Tome II.
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Th. ii. Théorème V.

Dans toutes les égalitéz^du troifiéme degré 3 dont le fécond terme

ejl évanoui > l'inconnue a toujours trois racines réelles

& inégales entre elles 3 lorfque -~jp^ > ~ qq.

Demonst. Les Th. i, 2, 3, font voir aufïï que les égali-

tez C 3 D 3 ont toujours 77 ^ 5 > ^qq'> & que les quatre autres

A

'

3 B 3 E3 F 3 ont toujours ^f p">= | qq 3 ou ~ p> <^ ± q

q

. Or
l'inconnue a toujours trois racines réelles & inégales dans les

égalitez C^Z), par leur confbrudion. Donc lorfque rjp>"> \qq,
dans une égalité quelconque du troifiéme degré , dont le

fécond terme eft évanoui -

f
cette égalité a toujours trois ra-

cines réelles 6c inégales entre elles. Ce quilfalloit démontrer.

Th. 12. Théorème VI.

Dans toutes les égalitéz^du troifiéme degré 3 dont le fécond terme

efi évanoui , l'inconnue a toujours deux racines imaginaires

inégales entre elles 3 & une réelle égale à leur fomme 3 lorfque

Demonst. Les Th. ï, 2, 3, font pareillement voir que

les égalitez E3 F 3 ont toujours rjf<^\qq->&- que les quatre

antres A 3 B 3 C3 D3 ont toujours -±pi= ±qq 3 ou —p^ > \qq.
Or l'inconnue a toujours deux racines imaginaires inégales,

& une réelle égale à leur fomme dans les égalitez E 3 F 3 par

leur conftru&ion. Donc lorfque -^/rf <^\qq dans une égalité

quelconque du troifiéme degré, dont le fécond terme eft

évanoui • cette égalité a toujours deux racines imaginaires

inégales entre elles , èc une réelle égale à leur fomme. Ce

quilfalloit démontrer.
A

Th. 13. Théorème VII.

Dans toutes les égalitéz^du troifiéme degré de la premièreforme

x* .
—px—~q=zo , l'inconnue a toujours deux racines réelles

négatives égales entre elles 3 & une racinepofitive réelle égale

à leurfomme 3 lorfque Tjp>= ^ qq.

Demonst. Par la comparaifon art. 1. on a vu que dans

toutes les égalitez du troifiéme degré de la première formule,

les deux moindres racines font toujouts réelles négatives

,

& la plus grande réelle poiïtive > & par le Théorème 4. que



sur» l'Analyse demontre'e. xj

dans toutes les égalitez du troifiéme degré, dont le fécond

terme eft évanoui , les trois racines font toujours réelles

,

deux égales entre elles, & la troifiéme toujours plus grande

qu'elles, & égale à leur fomme, lorfque -^f->z=.^qq. Donc
dans toutes les égalitez du troifiéme degré de la première

formule, l'inconnue a toujours deux racines réelles négatives

égales entre elles, & une réelle pofitive plus grande que cha-

cune d'elles, mais égale à leur fomme
,
puifque -^f>= \qq.

A

Th. 14. Théorème VIII.

Dans toutes les ègalitezjlu troifiéme degré de la première formule

x"> . — px -— q= o , l'inconnue x a toujours deux racines

réelles négatives inégales,& une réelle pofitiveplus grande que

chacune d'elles 3 mais égale a leurfomme y lorfque — p"> V \ qq.

Demonst. On a vu par la comparaison première, que
toutes les égalitez du troifiéme degré de la première formule,

ont leur deux moindres racines toujours négatives, & leur

plus grande toujours pofitive & égale à la fomme de ces

deux-là. Le Théorème 5. fait voir aufïï que dans toutes les

égalitez du troifiéme degré, dont le fécond terme eft éva-

noui, les trois racines font toujours réelles & inégales, lorf-

que ï7/>>"> ^qq. Donc dans toutes les égalitez du troifiéme

degré de la première forme, l'inconnue a toujours deux va-

leurs réelles négatives inégales entre elles, & une réelle po-

fitive plus grande que chacune de ces deux-là, mais égale à

leur fomme , lorfque ~ pî > \ qq. Ce qu'ilfalloit démontrer,
A

Th. 15. Théorème IX.

Dans toutes les égalitez^ du troifiéme degré de la premièreforme

ffi .
—px— q= o , l'inconnue a toujours deux valeurs né-

gatives imaginaires inégales , & une réelle pofitive égale à

leur fomme , lorfque -^ p^ <^.\ qq.

Demonst. La comparaifon première fait voir que toutes

les égalitez du troifiéme degré de la première forme , ont

leurs deux moindres racines toujours négatives, & la plus

grande toujours pofitive. Le Théorème 6. fait aufli voir

que dans toutes les égalitez du troifiéme degré, dont le fé-

cond terme eft évanoui, l'inconnue a toujours deux racines

imaginaires inégales entre elles, & une réelle pofitive plus

grande que chacune d'elles
5
mais égale à leur fomme „ lorf.

b ij
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que ~ pi <. \qq. Donc dans tomes les égalitez du troifiéme

degré de la première forme, l'inconnue a toujours deux
valeurs négatives imaginaires inégales, 6c une réelle pofi-

tive égale à leur fomme, lorfque -^^3 <^\qq. Ce qu'ilfallait

démontrer.
A

Th. 16. Théorème X.

Dans toutes les égalitez^ du troiféme degré de la féconde forme

x5 — px +- q= o , l'inconnue a toujours deux valeurs réelles

po/itives égales entre elles 3 & une réelle négative plus grande

que chacune d'elles 3 mais égale a leur fomme , lorfque

Demonst. La comparaifon i. fait voir que dans toutes

les égalitez du troifiéme degré de la féconde forme, les

deux moindres racines font toujours poficives , & la plus

grande toujours négative. Le Théorème 4. fait voir de plus

que dans toutes les égalitez du troifiéme degré , dont le fé-

cond terme eft évanoui, les trois racines font toujours réel-

les, que les deux moindres font toujours égales entre elles,

& la plus grande toujours égale à leur fomme , lorfque
J^p— Lqq. Donc dans toutes égalitez du troifiéme de-

gré de la féconde forme, l'inconnue a toujours deux va-

leurs réelles pofirives égales entre elles, êc une réelle né-

gative plus grande que chacune d'elles, mais égale à leur

fomme , lorfque ~ pi= i
qq.

A

Th. 17. THEOREME XI.

Dans toutes les égalitez^du troiféme degré de la féconde forme
xi .
— px -+-q= o, l'inconnue a toujours deux valeurs réelles

pofiùves inégales entre elle

s

,& une réelle négativeplus grande

que chacune d'elles 3 mais égale à leur fomme 3 lorfque

Demonst. La comparaifon 1. fait voir que dans toutes

les égalitez du troifiéme degré de la féconde forme, les

deux moindres racines font toujours pofitives , &: la plus

grande toujours négative. Le Théorème 9. fait au(Ti voir

que dans toutes les égalitez du troifiéme degré , dont le fé-

cond terme eft évanoui, les trois racines font toujours réel-

les inégales entre elles , lorfque -^ pi •> 1 qq. Donc dans

coûtes les égalitez du troifiéme degré de la féconde forme.
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l'inconnue a toujours deux racines réelles pofitives inégales

entre elles, 6c une réelle négative plus grande que chacune
d'elles , mais égales à leur iorame, lorfque ~f> > ± qq. Ce
qu'il fallait démontrer,

A

Th. iS. THEOREME XII.

Dans toutes les égalitez^ du troisième degré de la féconde forme
l'inconnue a toujours deux valeurs pofitives imaginaires& iné-

gales , & une réelle négative plus grande que chacune d'elles

,

mais égale à leur fomme 3 lorfque yjp <. \ qq.

Demonst. La comparaifon i. fait voir que dans toutes

les égalitez du troifiéme degré de la féconde forme, les

deux moindres racines font toujours pofitives , de la plus

grande toujours négative. Or le Théorème 6. fait aufïï voir

que dans toutes les égalitez du troifiéme degré, dont le fé-

cond terme eit évanoui, l'inconnue a toujours deux valeurs

imaginaires inégales entre elles, êc une réelle plus grande
que chacune d'elles , mais égale à leur fomme } lorfque

~jf> <^\qq~ Donc dans toutes les égalitez du troifiéme de
gré de la féconde forme, l'inconnue a toujours deux valeurs

pofitives imaginaires inégales, &c une réelle négative plus

grande que chacune d'elles, mais égale à leur fomme, lorf-

que — pi <„ -i qq. Ce qu'il falloit démontrer.

Th. 19. Théorème XIII.
Dans toutes les égalitez^ du troifiéme degré de la première &

fécondeforme 3 chacune des deux 'moindres racines efi toujours

la racine quarréc du tiers de la grandeur connue de leur troi-

fiéme terme 3 ou la racine cube de la moitié du dernier ( ces

deux termes confiderez^ fans raport aux fignes qui leur con-

viennent dans les égalitcx^qui les renferment;) $ l* troifiéme

racine ou la plus grande des trois 3 toujours le double de ces

mêmes racines quand -~ p
7
»= 7 qq 3 ou bien chacune des deux

moindres racines efi toujours y/ \ p-, ou ^^qh & la plus grande

des trois toujours z yj ~ p 3 ou 1^ q 3 ou quand -pfp= j #f •

Demonst. Onfçaitque lesfix égalitez A 3 B 3 C3 D, E3F3

repréfentent d'une manière générale toutes les égalitez pof-

fibles du troifiéme degré , dont le fécond terme eft évanoui.

On a vu dans les démonftrations des Théorèmes 1, 1, 3,

que ^/Jp:J^ dans les égalitez A, M'y & que dans les

h iij
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quatre autres, c'eft toujours frp ^>\qq, ou -^jf <,

l

qq;
On fçait que l'égalité A eft toujours de la première for-

me, 6c l'égalité B toujours de la féconde.

On fçait que chacune des deux moindres racines des éga-

litez A 3 i?, eft=/, 6c que la plus grande des trois eft if>

par leur conftruction.

On fçait encore que ^grandeur connue de leur troific-

me terme eft=/>., 6c que la connue du quatrième eft if= q-,

ce qui donne ff— \p3 6ip=^\q i d'où refaite /= /j^

Or f= \/ \p eft la racine quarrée du tiers de }ff=p ,

§Lfz=y\-q la racine cubique de la moitié de if i == q', 6c

que if= iVj p = T-\J\q eft le double de chacune de ces

mêmes racines.

Donc dans toutes les égalitez du troifième degré de la

première^ de la féconde forme, chacune des deux moindres

racines eft toujours V\p~3 ou ^\qi 6c la plus grande tou-

jours iV'{ p 3
ou 2y/y q 3 quand ~p>= ±qq. Ce qu'ilfaUoit

démontrer.

Th. 10. Corol. Puifqu'on ziciff=jp3 &p= ±q 3 Yon

y aura auiïi f(fj)
'=

J-f
pour la valeur de chacune des deux

moindres racines , 6c i/= ^ pour la valeur de la plus grande

égale à leur fomme.
A

Th. 2 1. THEOREME XIV.

X or/que ~ p"> -=z^qq dans les égalitéz^ du troifième degré de

la première & de la féconde forme 3 la plus grande de leurs

trois racines 3 la pofîtive dans une égalité de la pre-

mièreforme 3 & la négative dans une égalité de la féconde-

forme 3 eft toujours i/==
4//- P

, c'eft-à-dire3 eft toujours la ra-

cine if d'un quarré parfait ^.ffplus grand que la grandeur

connue p de leur troifième terme, & qui diminué de cette gran-

deur p divife le dernier terme q fans refte 3 & donne cette

racine ifpour quotient de cette divijion 3 fous le ftgne qui lui

convient dans l
y

égalité linéaire qui la renferme aujji bien que

l'inconnue dont elle eft la valeur3 fcavoir fous le ftgne— pour

l'égalité de la première forme 3 & fous le ftgne -k-pour celle de

la féconde.

Demonst. Les Théorèmes i, i, 3, font voir que les éga-

liez A de la première forme, & B de la féconde , ont tou-
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]Q\\r$Yjpîz=±qq 3 &. que les quatre autres égalicez C3D 3 E,F3

ont toujours Tjp ] ^>\qq , ou TïP"*^\ cicl' Or les égalitez

A 3 B 3 comparées aux égalitez G 3H , de leurs formes, ont

lff=p3 & if= q ; cequi donne tff—p =4ff— }ff=ff>
& en confequence ^?

=ir=^= if3 qui eft la plus grande
racine de chacune des égalitez A 3 B3 par leur conftruction,

lefquelles font de la première & féconde formes , &; ont feules

(Th. 1,1, 3,) f̂
p}= iqq

i donc, &c.

Th. 2z. Théorème XV.

Zorfque ~j p">=
£ qq dans les égalitéz^du troijïéme degré de l<t

première & de la féconde forme 3 chacune de leurs deux: moin*-

dres racines égales s eft toujours = f= 7377} c'
eft-a-dire 9

égale à la racine f d'un quarté parfait ff moindre que la gran-

deur connue p du troijïéme terme de ces égalité^, & qui re-

tranché de cette grandeur connue p , laiffe un refte p ff
y

lequel divife le quatrième terme q fans refte t & donne cette

racine f pour quotient de cette divijïon 3 fous le Jïgne qui lui

convient dans l'égalité linéaire qui la renferme 3 ceft-a-dire

fous le figne -+- pour l'égalité de la premièreforme 3 & fous le

Jtgne—pour celle de la féconde forme ou formule.

Demonst. Les Théorèmes i , i
, 3 , font voir que les

égalitez A
3
B 3 delà première &. de la féconde forme, ont

toujours ^pi-=-±qq
t & que les quatre autres C, D, E 3 F,

ont toujours Jjpi^Lqq
y ou — p^ <^\qq- Or ces égalitez

A 3 B 3 comparées avec les égalitez G 3 H 3 de leurs formes,
ont T

>ff=pt & if= q 3 ce qui donne iff=p—ff, Se con-

féquemment ^>
.

/
.=^= f, qui eft la valeur des deux plus

petites racines égales de chacune des égalitez A 3 B 3 par
leur conftru&ion, lefquelles font de la première èc de la fé-

conde forme , & les feules (Th, 1, 2, 3.) qui ayent ^fp)=±qq.
donc

3 &c.
A

Th. 23. (à remarquer.) Théorème XVI.

Zorfque les égalitez^du troifiéme degré de la première & de la,

fécondeforme ont^p 7>"> ^qq comme lesfeules égalitez^C, D
j

la plus grande des trois racines de chacune de ces égalitez^

fofîtive dans la premièreforme 3 & négative dans la'féconde y

eft toujours la racine d'un quarrè dont la différence a la gran-

deur connue p du troijïéme terme de ces égalité^ divifefans
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rejie leur quatrième terme q , & donne cette racine four quo-

tient de cette divijîcn.

Il faudra comprendre dans ce Théorème les trois racines

2/j/+ gj/

—

%> ou g—/des égalitez c 3 D } dont les deux
premières if} f-\-g 3 font déjà dans la démonftration de ce

Théorème
, Ôc la troifîeme /'— g, ou g — f ç[\ dans fon

Corol. 2.

Demonst. i°. Lorfque/S.g* l'égalité C eft de la pre
miere forme, Se L'égalité D de la féconde ;& ont également

ip — ifag s ^ iffj-$&=t'> dc forte c
i
ue la prefente

hypothefe de f"> g> rendant 4-ff^> }>ff -+- gg ~ p > &
ff-h ifg -\- gg <. 3#-h gg~ P '> cette hypothefe dans ces

deux égalicez C,D 3 leur donnera également 4//"— />

= 4/f— 3ff—gg=ff—gg 3 & p—ff— ifg—gg
= 5ff+gg—ff—ifg— gg= ij]

c—ifg' Ce qui leur donne

4//-/' //-.ss — i/) (X £-//- */*-,& — iff-in —/ ^S*
20. Lorfque/<^g, l'égalité C c(b de la féconde forme,

&: D de la première
;
& ont également 2/gg — 2/'=^,

& yff-*~gg— p 3 de forte que la prefente hypothefe de/Xg,
rendant 4yf^37fH-^= ^ 3

&#•+ ifg -4- gg> >ff-hgg=p;
cette hypothefe dans les égalitez C,!), leur donnera/?— 4/^
= ^ff^-gg^Aff^gg—ff, &ff+ifg-*-gg—p=ff+ifg
-»" gS— 3#— £g= ifg — iff. Ce qui leur donne j^j
'— ti-ff >> °^ rr- tâ-* s& -T— ty-iff— S7 J'

;

3 . Donc non feulement, {nomb. i.)/>g 3 qui rend l'éga-

iité C de la première forme, & l'égalité D de la féconde,

leur donne également T̂ -
?
= */3 & r^nl xn_u,=/-Kgj

mais encore ( «0;?^. 2.
) /V g ,

qui rend au contraire C de la

féconde forme, Se D de la première, leur donne aufli éga-

lement ^TrF= %f, & rflm+K-t =f-*-%' ° r */' /+ £'
font les racines des quarrez 4//^ /?*•+- i/g +- gg j donc ces

racines des égalitez de la première & de la féconde forme,

qui ( comme les égalitez C 3 D 3 ) ont -hjp
7> ^>\qq 3

font les

quotiens du dernier terme q de ces égalitez , divife fans refle

par la différence de ces quarrez à la grandeur connue p de

leur troifieme terme. Ce qu il falloit démontrer.

Corol. i. Le cas de /*> g donnant ici ^ff^p } &;

ff+. xfg -*-gg <^p ; au contraire le cas de/Xg donnanc4/5f<pj

étff-\- ifg +• gg">p: on voit que lorfque la différence d'un

«quarré à la grandeur connue^ du 3
e terme de l'égalité,

divife
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divife fans relie le dernier terme ^, & que le quotient fe

trouve la racine de ce quarré , ce quotient eft auflî une des

racines de l'équation dont il s'agit ici.

Il faudra examiner fi cette racine doit venir fous le ligne

qu'elle a dans l'égalité linéaire qui entre dans l'égalité en
queftion : ce qui fera aifé de lui donner.

On voit aufïï que lorfqu'il n'y a aucun quarré parfait qui

puifle ainfî donner quelqu'une des racines de cette équa-

tion, cette racine eft incommenfurable.

Corol. 2. quel que foit le raport de fi g, la moindre
des trois racines des égalitez C, D 3 étant/

—

g 3 ou g

—

f9

dont le quarré eft ff— *fg-*-gg> & ayant encore ci-deflus

3/F"*- g&—P'> Von aura ici P —ff+- ïfe— gg = 3#-»- gg—ff+- tfg— gg = 2#-i- ifg> Donc ayant auflî z/ 5— ifgg

= qi on aura ici
p _/f^/à _u =*2jf0=/— g> troificme

racine des égalitez C3 D 3 dont les deux moindres racines font

dans le pre{ent Th. 1 6. Cette troifiéme racine s'expliquera

comme les deux autres.

Ou jugera ici de l'incommenfurabilité de cette racine

comme fur la fin du Corol. i. pour les démontrer.

Remarque. L'on aura de même^— zfg^~gg— î=-ff— *fg + gg— tff— gg= — iff—*fg> donc à caufe de

1 = ZP — ifgg >
l
'°n aUr^ M yy-x^-f = ^JT^m= —f+g=g—f'

Il faudra comprendre ce Corollaire dans le Théorème qui

donnera ainfi toutes les racines.

FORMULES RADICALES D'EQVATIONS CVB1QVES Voyez VAnalyfe

dont le fécond terme eft évanoui.
dJmomJ

e du P'

J J Reyneau,
Soit l'équation propofée y"> x 4- }by 4- ic= o. {A ).

Tome * t*&* 8.

I. Spîtprife^^^—X^^=fL^L(3). *

Cette équation B donnera f = *'-"** + uw-t> \

avec .... -4-3^=4-^%^
Donc l'équation (A) o==y? x 4- $by

d*où réfulte 2^4- 2^— P= o
}
(C) & conféquemment

^f 4- 2^ 4- c
1= f

1 4- £*, dont la racine quarrée eft 2^ 4- £

= vV4-^: d'où réfulte ^ = — f -h vV 4- 4 3
( Z> ) , &

^= ^— f+ vV4-£ 3
( £ ). Donc ayant y= ^— \{B)>

b
"*

l'on aura auflî j/= v — C +.>Jf +.& — \l—£4-Wl 4-£ 3 (E)

pour une des racines de l'équation propofée (A).
Tome II. ff

2<r= s-^4-2f=:0 5
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1 1. De plus l'équation C donnant &s=sf£-t.ic( fuïvant

l'équation D. ) = — c -+- V c
1

-+- b 1 -+- i c —= c •+- V c
z

-+- 6 i
1

y =__ * 1
Ton aura 1= Vc +• vV -«-_*', d'où réfulte^—^+^T+P.
Donc l'équation i? étant /=^— ^, l'on aura aufli y

=^r^^ — ^fW?+P
#
( G )

racine encore de

l'équation A. Il faudra comparer cette racine G avec la

précédente F.

Formes de toutes les Equa*

tions cubiques dont le pre-

mier terme efl évanoui.

III. Pour trouver les racines

y
1 x +W -*-q= o(H)

1/
5 X •+19 — q =o(K)

y
% x —py + f =:0(Z)

y
3 x —py— f *" O(iWf)

des équations cubiques de toutes

les formes que voici, par le moyen
de la racine F ou G de l'équation

A j il faut comparer terme à ter-

me chacune de ces formes avec
cette équation A i 6c fubftituer

cnfuite dans la valeur de fa racine

F ou G au lieu de b 3 c , leurs va-

leurs réfultantes en^^de ces comparaifons^ ôc cette ra-

cine F 3 G, fe changera en celle de la forme. dont la com-

paraifon avec l'équation A aura donné ces valeurs de b } c,

enp
3 q 3 fçavoir

i°. La comparaifon de la première forme H avec

l'équation A 3 donne b=\p,§Lc={q'-> lefquelles va-

leurs b 3 c 3
fubftituées dans fa racine F , la changeront eny

1

& dans la racine G,la changeront eny= 3VI
q -+- V | qq -+- -^-pi

— ^i q-h^jqq-*-Tjpi (G)pourh forme H.
i°. La comparaifon de la féconde forme K avec la même

équation A > donne de même b= ±p3 c=— \q\ lefquelles

valeurs de b 3 c 3 fubftituées dans la racine i7
, la changeront

/

& dans la forme GJa changeront eny=3 y/\ q -+- \/| qq-h -pffi

— ^

—

iq+ V^qq+^pi (QJ pour Ja forme K,
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3°. La comparaifon de la forme L avec A , donnera

h = — \p , Se c = i q ; ce qui changera f en;

pour la troifiéme forme Z. Et ainfi de la quatrième M 3

îorfqu'il n'y aura que le premier & le quatrième terme, il

faudra prendre p = o.

D E S E QVAT 10 N S C V B IQV E S
dont le fécond terme efi évanoui,

AThéorème I.

Toute équation cubique X* x . . . px . . . q= o , de trois racines

réelles 3 doit toujours avoirfon troijîéme terme px négatif,

quel quefoit le figne defon quatrième terme q.

Demonst. Soient x±r -+- b = o, x -±: r— ^= 0^
&. xZflir= o

i
les trois racines réelles de cette équation,

defquelles la troifiéme vaut la fomme des deux autres, ainfl

que l'évanoùiiTement du fécond terme de cette équation le

requiert ; lequel évanoiiifTement exigeant aufli que ces deux

premières racines x^r-+-^= o, x^zr— ^=^=0, foient

négatives ou faufTes lorfque la troifiéme x^P 2r= o eft po-

fkive ou vraye
^ & au contraire que ces deux-là foient toutes

deux pofitives ou vrayes , lorfque cette troifiéme eft néga-

tive ou faufTe 5 exige aufïï r > b.

Cela pofé , la fomme des trois produits de ces trois ra-

cines multipliées deux à deux, chacune par chacune, fera

= rr— bb— irrZÇ. irr— irr 3+2 x^r=— 3yr— ^ 3 donc

cette fomme étant exprimée par p dans l'équation propofée

xi x . . . px . . . q =x o de trois racines réelles , cette équation

doit avoir — p=— }rr— bb > c'eft-à-dire avoir— px né-

gatif, Ôc conféquemment être xi x

—

px . . . q=^o ,
quel

que foit le figne de q. Ce qu'ilfalloit démontrer.

x"> x — $rrx ZÇL irl= o ,

— bbx -h irbb.

Corol. Donc une équation cubique x*> x -*-px. . . q= o,

qui a ~\-px pofitif, ou px=o pour troifiéme terme , n'a

jamais qu'une racine réelle avec deux imaginaires qui mar-

chent toujours deux à deux ou en nombre pair
^
puifque le

prefent Théorème fait voir que fi cette équation avoit trois

C ij
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racines réelles , elle feroic x3 x — px . . . q= o , 8c non pas

x i x -hpx . . . q= o , comme ici.

Scholie. Quoique trois racines réelles donnent toujours

*3 x —px ... qz= o, il n'eftpas réciproquement vrai qu'elles

foient toujours toutes réelles dans toute équation de cette

forme j car on va voir qu'une telle équation x3 xpx . ..q=o
y

peut avoir quelquefois deux racines imaginaires avec une

réelle , auiïi bien que x* x -*-^x . . . q =3 o
,
qui les a toujours ;

en voici le cas.
A

Théorème II.

Toute équation cubique de trois racines réelles 3 toujours exprimée

( Th. 1 .) par x3 x — px . . . q == o , aura toujours

1 °. yj p 5 plus grand que J qq dans le cas de fis deux moindre

i

racines inégales entre elles.

2 . Et -£j p 3 égal a \ qq dans le cas de [es deux moindres ra-

cines égales entre elles.

Demonst. Soient encore x +; r -+- ^= o , x^r— £= 0,

x+- 2/-=Oj les trois racines réelles de la prefente équation

x } x —px . . . q= o. Il eft vifible que le produit de ces trois

racines enfemble, exprimé par ... q ^ eft— ^itf-l-irbb ; &
qu'ainfi l'on aura ici 4^ q ==-+- iri -j^irbb 3 on~q= r^— rbb>

dont le quarré eft i qq= r 6— ir* bb-+- rrb\ Or dans la dé-

monftration du Théorème 1. ces trois racines ont donné
— p = — yr— bb 3 d'où refaite ± p= rr-*- j bb 3 dont le

cube e{ï-l
7
pi= r 6 -*-r4bb+ jrrb4+Yf b6.Donc-£

7
ps— \qq

= r6 -+ r*££ -+- i rr£* -t-^b6— r
6 ^-ir^bb — rr£* sas 3^

4-J_^_^ rrK Or
i°. Lorfque des trois racines réelles ici fuppofées les deux

moindres x^r + b = o , x+ r— £=0, font inégales

entre elles , elles ont non-feulement b réel pour les rendre

inégales 5 mais encore b moindre que r pour rendre leurs

valeurs de même figne
,
qui contraire au correfpondant de

]a rroifiéme racine x ^P ir= o égale à leur fomme, rende

la fomme des trois égale à zéro, ainfî que le requiert Péva-

nouhTement du fécond terme de l'équation propofée: lequel

cas de b réel , Se moindre que r, rendant pofîtive la quan-

tité 7
>
r*bb~*--~b6— j rrb\ & conféquemment aufli fon égale

—pi —
\ qq j rend ici ^ p^ > \ qq. Donc en ce cas d'iné-

galité entre les deux moindres dçs trois racines réelles de
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l'égalité propofée x x — px . . . q= o , cette équation aura

toujours -~ p"> > J ^. C<? qu'il falloit démontrer.

i°. Quant au cas où les deux moindres x + r + ^= o,

#-+-r— £3=0, des trois racines de cette équation, font

égales entre elles, ce cas rendant b= o, rend aufîi la quan-

tité }r*bb -t-Tj b6 — j rrb* = o , & en confequence aufîi

-2L ^5— 1^=0, d'où réfulte ^4^3=1 ^. Donc en ce cas

d'égalité entre les deux moindres des trois racines réelles

de l'égalité propofée *3 x — px . . . q= o , cette équation

aura toujours ~jp^ = \ qq. Ce qu'il falloit démontrer.

Corol. 1. Donc quand cette équation x3x

—

px . ..^= 0,

aura ~/>3 moindre que^^, c'eft-à-dire — pi <. i- ^; elle

n'aura qu'une racine réelle avec deux imaginaires qui vont

toujours deux à deux
^
puifque fuivant ce Théorème 2. fi les

racines de cette équation étoient toutes trois réelles
_,
elle

auroit toujours alors ~ pi > | qq y ou ^^3= I ^.
Corol. 2. Il fuit de ce Corollaire 1. &"du Corol. du

Théorème 1. qu'une équation cubique x xpx. . . q= o,

dont le fécond terme eft évanoui, aura toujours deux raci-

nes imaginaires avec une feule réelle, tant qu'elle aura -*-pxy
quelqu'en foit le refte, ou qu'elle aura Yjpi <^\qq 3 même
avec—px }

quelqu'en foit auffi le refte.

AThéorème III.

Toute équation cubique x3 x . . . px . . . q= o
,
qui a des racines

imaginaires s a toujours p = o , ou toujours -4- px pofitifï

ou fi elle a — px négatif, elle a toujours alors -^ p3 <. i
qq y

quelque foit le figne de q.

Demonst. I. Soient x±

r

+• V—^=0, x±:r— V— bb

= o , les deux racines imaginaires de cette équation
#3 x . . . px . . . q = o , & égales enfemble. La fomme
p des trois produits x Hh ir = o de ces trois racines

multipliées deux à deux , chacune par chacune , fera

s=:rr-\-bb— irr-{- irV— bb— 2rr-f- irV— bb= bb— 3rrj

ce qui donnera ...p=- bb— 3rr:fcavoir ^>= o, fib= r\/
$ v

o\i-t-p=zbb— }rr, fi b "> rV$ ->
&

—

p= bb— }rry (ib <^rV^
1 1. Quant à ce cas de b <. 7V3 , il rendra auffi ~ pi <^ i

qq.
Car en donnant

—

p= bb— 3rrjil donne auffi jp=rr— ±bbs

dont le cube eft -~pi==r6— r*bb-\-jrrb*— éfb
6

. D'ailleurs

le produit ,..q des trois racines fuppofées x±r-{-\/

'— bb=o 7

€ iij
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x± r—V— bb= o , x :p ir= o

,
qui eft= qp % f> zp ir^

dans les cas rendant Hh= £ =s-h 2r3 4= irbb, rend aufli dans cous

les cas {^=r3-t- r^,dont le quarré eft 1 qq—^.^ ir*bb+-rrb\

Donc en ce cas-ci de £<^;V3, l'on aura ±qq J^pi =zr6

•+ ir*bb+ rrb*— r6 •+- rbb — \ rrb' -h -JL S6= 3^ h- £ rr£*

4-ïV ^ positif, par confequent | ff> £ /*, ou ±p <^\qq.

III. Donc toute équation cubique x3 x ...px... q = o
,

qui a des racines imaginaires, a toujours ( Art. i.)px=sz o, ou
-H/?* pofitif,ou tout à la fois

—

px négatif avec ~p^ <^-qq y

quel que foit le figne de q. Ce quilfalloit démontrer.

Corol. Cela étant, puifque fuivant les Th. 1, 2. cette

équation auroit toujours

—

px négatif avec ~ p"> > \qq 3

ou avec -Jjp i=±qq 3 quel que foit auffi le figne de q •> il luit

i°. Qu'une équation de quelqu'une des quatre formes
comprifes x* «* -h^>x +^= o, x"> x . . . h^ ^= o, a toujours

deux racines imaginaires avec une feule réelle.

2 . Qu'une équation de quelqu'une des deux formes

a;3 x — pxZ+iq= o, a. toujours autfi deux racines imagi-

naires avec une réelle lorfqu'elle zJ-pi^Lqq,

3 . Que les trois racines d'une équation de quelqu'une
des mêmes formes comprifes *3 x—px~çzq= o

y
font toutes

réelles, lorfque cette équation a —p) > \qq> o\ij fpi=±qqi
Se que les deux moindres de ces trois racines réelles font

inégales entre elles dans le cas de 7^ p> > 1 qq^ & égales

entre elles dans celui de £ fi>
= \ qq.

Scholie. Il eft à remarquer que lorfque l'équation

xi x . . .px ... q= o a— q qui eft le produit de fes trois ra-

cines
j elle en a deux faillies & une vraye égale à la fbmme

des fauiTes -, 6c fi elle a -*-q 3
elle a au contraire deux racines

vrayes & une faufle, égale à leur fomme , cela quand les

deux qui font enfemble vrayes ou faufies (ce font toujours

les deux moindres ) feroient imaginaires j auquel cas — q
marqueroit que la troifiéme racine

(
qui feroit réelle) feroic

vraye, & -+-^ la marqueroit fauffe : joignez à cela la confi- •

deration du figne de p dont-i-^ donne deux imaginaires,

& —p trois réelles, fi, &c.
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DES EQVAT IONS CV B I Q1J E S
dont le fécond terme eft évanoui.

AThéorème I.

En toute équation cubique x* x . . . px . . . q= o, defécond terme

évanoui j & de trois racines réelles, je dis que quel quefoit
le fgne de fon quatrième terme q,

I. Le troifiéme terme fera toujours— px négatif quelles que

foient aufji les valeurs de p , q.

I I. Quelle aura toujours 17 p
5 "> ^ qq dans le cas defes deux

moindres racines inégales entre elles.

III. Et toujours -y P 3= ^ qq dans le cas d'égalité entrefe

s

deux moindres racines.

Démons t. Soient x ± r -+- b==o , x-jzr — ^= 0;
& x HP ir= o 3

les trois racines réelles de cette équation

& x . . . fx . . q= o , la troifiéme eft égale à la fomme des

deux autres, ainfi que l'évanouifïèment du fécond terme de
l'équation le requiert : lequel évanoùiflement exigeant auflî

que ces deux autres racines x+ r-H^= o, x-+zr— ^= o,

foient toutes deux négatives ou faufTes lorfque la troifiéme

eft pofitive ou vraye, & au contraire toutes deux pofitives

ou vrayes, lorfque cette troifiéme eft négative ou fauilèj

exige de plus r> b.

Part. I. Cela pofé, fi l'on multiplie ces trois racines entre

elles, il en réfultera l'équation cubique x"> x—yrx+ if->= o,

— bbx Hh irbb

qui comparée terme à terme avec la propofée #3 x . . .fx .

.

. q= o, fuppofée de mêmes racines qu'elle , donnera pour ici

— }rr— bb = — p 3 Se ^ ir\-±L irbb= Hh q S ce qui y dé-
terminera cette équation propofée à x' x — /x+ ^= o,
dont le troifiéme terme eft—fx négatif, quelles que foient

la valeur & le figne— ou 4- de fon quatrième terme q. Ce
qu'il fa/Joiti°. démontrer.

Part. II. Puifque [Part. J.) — p= — ^rr— bb 3 Se

^P ^= ^P ir3^H irbbi l'on aura ici j p= rr-\- \ bb, dont le

cube eft — pi= r6 •+ rbb + j rrb'^r -^ b6 ; & l'on aura auflî

\q=zf>— rbb 3 de qui le quarré eft ^qqr=.r6— i/bb-¥-rrb*.

Donc -~pî— I qq= r
6 -+• /bb -+-

f rrb* -+• £ b6— r6 -b 2 rbb

— rrb*= $/bï +- -— b6— f rrb\ Or venant de voir que le
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cas d'inégalité encre les deux moindres x ir + ^ssOj
s zjr r— ?= o, des trois racines réelles de l'égalité propo-

fée , exige b réel j & que PevanoùifTement du lècond terme

de cette égalité exige de plus b moindre que r: il efl; vifible

que lorfque les deux moindres des trois racines réelles de
l'égalité propofée *3 x . ..px ... q= o

,
que la réalité de

toutes trois détermine
( Part. I.) à x' x —px^Ç-q = o , fonc

.

inégales entre elles , la quantité ^bb -+- -^b6— | rrb* fera

pofitive, & conféquemment aufli ~ f— \qq> Donc en ce

cas d'inégalité entre les deux moindres des trois racines

réelles de l'égalité propofée, cette égalité aura non-feule-

ment fon troifiéme terme= —px négatif fuivant la Part. r.

mais encore -^jp^ \ qq. Ce quil falloit i°. démontrer.

Part. III. Si prefentement on fuppofe que les deux

moindres x^zr-\- b= o , x±r— b= o , des trois racines

réelles de l'égalité propofée, font égales entre elles j cette

égalité exigeant b= o , l'équation ^ f>
— \ qq= $/6&

-h J-£6— j rrb* trouvée dans la précédente Part. i. fe ré-

duira à yj f— ^ qq= o , d'où réfulte ~p^ = £ qq. Donc
en cas d'égalité entre les deux moindres des trois racines

réelles de l'équation propofée x'x.. .px . . . q= o
,
que la

réalité de toutes ces trois racines détermine ( Part, i.)

à x* x—px+*q= o j cette équation aura non-feulement fou

troifiéme terme =

—

px négatif 5 mais encore ^^3= \qq.
Ce qu ilfalloit 3 . démontrer.

Corol. 1. La première Partie fait voir qu'aucune équa-

tion cubique dont le fécond terme eft évanoui , & dont le

troifiéme efl: -{-px affirmatif ^ n'a toutes [es racines réelles -

y

& qu'ain fi elle n'en a pour lors jamais qu'une réelle avec

deux imaginaires qui vont toujours deux à deux.

Corol. 2. De plus quand même une équation cubique,

de fécond terme évanoui , auroit fon troifiéme ^—px néga-

tif, tel que l'exige la Part. 1. lorfque toutes les racines en

font réelles ^ les Parties 2,3. font auffi voir que cette équa-

tion ne laifTeroit pas de n'avoir encore qu'une racine réelle

avec deux imaginaires , fi elle avoit Tjpî<^\qq>

Théorème IL
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AThéorème IL

JEn toute équation cubique x? x . . . . px q= o , de fécond

terme évanoui 3 & qui a des racines imaginaires.

I. Le troifiéme terme eft toujours -H px pofitif3 quel que [oit

le figne de la valeur quatrième q.

II. Ou . . . px = o
j
quel que [oit encore lefigne & la valeur

de q.

I I

I

. Ou enfin— px négatif, maisfeulement lorfque^ p3 <^ i qq3

quel que foit auffî le figne de q.

Démons T. Soient x~jzr ^-V— cc= o^ x"+ir— Vcc= o,

les deux racines imaginairesde cette équation *3 x..px ..q— o,

x^h ir=o, la réelle égale à leur Tomme. Ces trois raci-

nes multipliées entre elles donneront l'équation cubique

x> x -+ ccx 4- 2r' = o
,

— yrx^f- ircc

qui comparée terme à terme avec la propofée x* x ..px ..q= ,

donnera pour ici ...

.

p= cc— yr3 &. ^q== + iri:+- ircc,

Donc
Part. I. Lorfqu'on aura ce ~> yr 3 ou c"> rr$ 3 l'on aura

•+-p = ce— yr pofîtive ^ ce qui en ce cas réduira l'équa-

tion propofée de deux racines imaginaires & d'une réelle,

àx' x+^4-^, de troifiéme terme pofitif, quels que
foient les valeurs de p 3 q , & les lignes de q. Ce qu'il falloit

i°. démontrer.

Part. II. Lorfqu'on aura cc= }rr 3 ou c= rr} 3
l'on

aura . . .p=cc— yr=o -

y
ce qui en ce cas réduira l'équa-

tion propofée de deux racines imaginaires fk. d'une racine

réelle , à jt'x X+ ^= o, quels que foient le figne £t la

valeur de q. Ce quilfalloit z°. démontrer.

Part. III. Enfin lorfqu'on aura ce <. yr 3 ou c <. rr^ 3

l'on aura—p= cc— 3 rr négative ; ce qui en ce cas réduira

l'équation propofée de deux racines imaginaires 6c d'une

réelle , à xi x —px ^P q ==o, dont le troifiéme terme elt à la

vérité négatif comme (Th. 1. Part. 1.) dans les équations

cubiques de trois racines réelles 3 mais avec cette différence

que celles-là ont toujours (Th. 1. Part. 1, i.)~f> "> |^, ou

~jp'=± qq j& que celle-ci au contraire a toujours -~^p <^\qq.
Pour le voir retournons aux équations 4^= 4^ *f>3r%rce 9—p=^cc— yr 3 dont la première a été trouvée cLdfeJGTous

les cas précedens , &; dont la féconde vient de l'être pour
Tome II. d
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celui-ci de c <. rr$ : la première donnera \ q ==. tf -h rcc , de

qui le quarré eft J^= r6 -+- 2rVf-+-77Y* ; & la féconde don-

nera jp= rr — \ ce 3 de qui le cube eft ~pt = r6— rVc

-+- |nr '— Ti °
6

- Donc-J- ^f— tj p= ^ +• i^Vf -4- ttt
4— y6

.+- r*f*— y rrc'-H yj c
6 = 3rVf -h f ra:

4
-t- ^ r

6 pofitif
;
par

confequenci^— -± pi étant pareillement pofitif, l'on ^ura

ici \qq~> Tfp} * on ~ f> <. \ qq. Donc l'équation proposée

de deux racines imaginaires n'aura point de troifieme terme
—px négatif qu'avec y-j>3 <. +14' ^e quiïfaUoit démontrer.

Co ro l. Il fuit de ce Th. 2. & des Coroll. du Th. r.

que quel que fût le figne du quatrième terme q d'une équa-

tion cubique x 7
» x . . . px . . . q= o , fécond terme évanoui

,

& quelques aufîi les valeurs de fes quantitez p, q; elle n'aura

jamais qu'une feule racine réelle avec deux imaginaires

,

tant qu'elle aura fon troifieme terme -\-px pofitif, ou nul,

ou enfin négatif

—

px négatif avec -^7
pi «^^qq-.zw contraire

que cette équation aura toujours toutes fes racines réelles

,

fi elle a fon troifieme terme— fx négatif avec -^ f> > \ qq>
ou avec -^pi = ±qq. De là on voit que dans les formules

fuivantes d'équations cubiques chacune de fécond terme
évanoui

,
quelles que foient les valeurs de fes quantitez p3 q,

&; quel que foit le figne de la dernière q,
1®. Les équations comprifes dans les formules x*> x -*-px^hq
= 0, apx x IP^= o, auront toujours de cela feul, deux
racines imaginaires avec une réelle.

2 . Les équations comprifes dans la formule x? x—px hP q= o , auront auilî deux racines imaginaires avec une feule

réelle , non pas à la vérité toujours 6c abfolument -, mais feu-

lement quand elles auront ^p* < j qq : dans lequel cas au-

cune de ces équations ne fera exemtede racines imaginaires.

3 . Au contraire ces équations comprifes dans la formule
*3 x — px hP^= o , auront toujours toutes leurs racines

réelles tant qu'elles auront ^L^^ J^, ou ^ pi= ±qq:
Celles de ces équations qui feront aans le premier de ces

deux cas, auront toujours leurs trois racines réelles toutes

inégales entre elles j ôc celles qui feront dans le fécond, au-

ront toujours égales entre elles les deux moindres de leurs

trois racines réelles. Tout cela fuit des parties 2, 3. du Th. u
Voilà jufqu ici pour difcerner les racines tant réelles 3 qu ima-

ginaires d'une équation cubique quelconque dont le fécond terme

eft évanoui. Voici prefentement les racines tant vrayes que

faufies.
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Le Théorème qui l'enfeigne eft la propofkion 59. des

cahiers de PAlgebre Latine.

Voici ce morceau de l'Algèbre Latine de M. Varignon tel

qu'on l'a trouvé à la fuite de ceci dans l'exemplaire de l'Analyfe

démontrée qu'avoit M. Varignon.

Propositio 57.

Alquatio cubica quœvis x i
x .. . px . . .q=zo,fecundo termina-

caren-s jfetres fuas radiées habeat omnes reaies
7
tùm quodcunque

fit in ca fignum quantitatis q.

i°. Habebit ea femperfuum terminumfecundum— px nega-

tivum 3 quicunque jînt in ca valores quantitatum p, q.

i°. Prœterea ipfefemper erit-^jp^ ^qq^quando eaduasfua*
rum radicum minores habebit inœquales interJe.

3 . At vcro fi duœ radiées ejus minoresfint invicem œquales 3

tùm ea femper habebit -— p3= l qq.

Démons tr. Sint x + r+b=o, x4^r— b= o, &
x 4I 2 r= o, très radiées reaies œquationis propofitœ x 5

x . . px . . q= o
,
quarum duœ minores x +; r -+- b= o , x+^r— b= o

ambœ verœfi major x+: 2r=o fitfalfa3 vel ambœ falfœfihœc

fit vera 3 huic eidemfimul aquales ejfe debent ut earumdem trium
radicum valores fimul conjlituant fummam= o

,
qua ajfe'cius

fecundus œquationis propofitœ terminus deficiat ; fi quidem in ea
deficcre ponitur. Adde quod càm ad hoc illœ duœ minores ejufdem
œquationis radiées debeant ejfe vel ambœ verœ vel ambœfalfœ 9

nec idpermittat b > , nec b= r ^ eœdem ideirco duœ radiées mi-
nores x+r+b= o,x+ r— b= o, debent habere b <^ r, qua
quantitas b realis ejfe débet fi hœ duœ radiées Jînt inœquales

inter fe s vel nullœ fi œquales.

Pars prima. i°. Si très hœ radiées multiplicentur interfe 3

component œquationem x 1 x — 3rrx -f- ir*:= o, eujus termini

— bbx +; 2rbb

finguli œquati rejpondcntibusfingulispropofitœ x
?
x . . px . . q= o,

tamdem ( hyp. ) radicem dabunt px == — 3 rrx — bbx

,

... . q= +- 21-*+: 2rbb
, feu — px =: — 3rrx — 2bbx,

Z\L q = ^f- 2r* zh 2rbb $ atque hinc ifla gêneralis œquatio

x ?

x . . . px . . . q= o , hoc in cafu trium radicum ejus realium

àeterminabitur ad x ? x— px Hh q= o, cujus tertius terminus cji

— px negativus 3 quicunque fint in ea valores quantitatem p, q,

& fignum hujusquarti termini q. Quod erat i°. demonftran-

dum. d ij
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Pars z

a
. Si quidem(part. ) eft — p = — 3rr— bb , &

q- q —= Ip 2r 5 H^ irbb , eft etiam \ p= rr -+- j bb , cujus cubus

eft
J
f
p'= r6+ r

4bb h- frrb
+ -*-^ b«

5
& \ q= r'_ rbb,

cujus quadratum eft \ qq =s r6 — ir
+ bb +- rrb*. £rg* ^ p

;

— Iqq = r6 -*-r*bb H- f rrb
4-H^b6— r

6 +- ir'bb— rrb*

s= 3r 4bb -+-77 b6— | rrb 4 ^a^ quantitas eftpofitiva ; fiquidem

fuperius confiât b realem effe in cafu prœfcnti inœqualium inter

fe duarum radicum minorum. Ergo etiam hic eft pofitiva quan-

titas r~= p
5— - qq • ac proinde hoc in cafu radicum omnium rca-

lium s & duarum minorum & inœqualium intcr fe , femper eft

tï P* > % 94- Q"°d erat i°. demonftrandum.

Pars y. Jam càm cafus alter duarum minorum radicum œqua-

lium interfe reddat b= o, reddit etiam 3r4bb -t-yy b6— | rrb4

= o. Ergo cùm modo
(
fart. 3. ) fucrit inventum — ^— I qq

== 3r4bb -¥-~jb6— | rrb 4
, hocinprœfenti cafu duarum minorum

radicum œqualium erit^j p*— 1 qq= o ; acproinde ± p'=^

.

Quod erat 3 . demonftrandum.

C o R O L. I. Ex parte prima fequitur œquationis cubicœ

fecundo termino carenti radiées non omnes effe reaies fi tertium

babeat affirmativum-*- px ; adeoque unicum & tune ipft realem

cum duabus imaginariis , quœ binœ femper procedunt.

C o R o l. Prœtcrca licet œquatio cubica fecundo termino ca-

rens 3 tertium terminum habeat negativum— px
,
qualem exigit

[part. ) ex partibus fecunda & tertia 3 fequitur duas nihilominus

ipft etiam effe radiées imaginarias cum unica reali fi habeat

Theorema î%.

Si œquatio cubica x J x . . . px . . . q= o
,
fecundo termino ca-

rens } radiées habeat imaginarias 3 nimirum duas cum una reali ,

quicunqueftnt valor &fegnum quarti cjus termini 3 femper habe-

bit tertium terminum.

i°. Vel affirmativum •+ px.

2 . Vel nullum . . . px= o.

3 . Vel negativum — px cum -^ p* <. \ qq.

Demonst. Sintx-±^r-t-V— ce =0, x + r— y/—cc=o,
imaginariœduœ radiées œquationispropofitœ x ? x . . px . . q= o,

cujus tertia realis fît x H- 1 r ==0 , œqualis iftarum fummœ. Jam
ex tribus his radicibus per invieem multiplicatis componetur

œquatio x ? x -+- ccx -+- 2r'= o, cujus termini finguli œquati

— }rrx^2rcc
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refpondentibus fingulis propofitœ x 5

x . . . px . . . q= o , earum-

dem ( hyp. ) radicem 3 dabunt ... px = -+- ccx— 3 r rx , & •+- q
c= ^P 2r ? 4- ircc. Ergo ubi erit ce > 31T, vcl c= r ^3.

Pars prima. In aquatione propofita x ? x...px...q= o,

ftatim hac tertium habebit terminum pojitivum -+- px = ecc

— 31TX
,
qui eam tune determinabit ad x* x -+- px H- q= o

,

termini tertii pofitivi 3 quicunquefint valor &fignum quarti q.

Pars i". Si aquatio ita gêneralis x* x ...px . . . q= o , h t-

beat cc-= 31T, vel c = r ^3 , tùm tertius terminus cjus erit

. . . px t= ccx— 3 rrx= o ,five nullus '> atque ita aut redu etur

ca ad x > x 4- q= o
, quicunque fint etiam valor & (ïgnum

quarti ejufdem termini q. Quod erat 2 . demonftranc'um.

Pars y. Tandemfi in ijlà aquatione gêneralifuerit ce <.j r,

vel c <. iV3 , tùm terminus cjus tertius erit negativus — [
x

= ce— 31T j atque ita tune evadet ea x* x— px H^ q = o
,

tertii termini hac lege negativi ut in ea fit c <. 1V3 . Quod erat

3 . demonftrandum.

Cor.ol. Ex hoc & ex precedenti Theoremate fluit juxta ejus

Corol. 1,3. aquationem cubicamfecundo termino carentem3 quod-

cunque quarti fit fignum 3 radiées duas imaginarias cum uniea

realifemper habere, quando tertius terminus ejus efi pofïtivus feu

affinnativus3 vel nullus3 vcl denique negativus cum— p^ <. ^ qq :

c contra reaies eam femper habere radiées omnes 3 quando tertius

ter-Minus ejus negativus efi abfque -^ p 3 <- ^ qq« Atque hinc

patet in formis fubfequentibus omnium œquationum cubicarum

fecundo termino carentium

i°. In unkquaqueformarum x'x+ px+ q^o, X'x+q= o,

duas cjfe radiées imaginarias cum unica reali j ac etiam in iis

qua funtforma x3 x — px 41 q= o , cum habet ~j p? <. ^ qq.
2°. E contra in aquationibus hujusforma x ? x— px •+ q= o,

habentibus ~j p3 *> i- qq , vel « p?= £ qq 3 radiées omnes fem-
per erunt reaies 3 quarum dua minores erunt aquales vel ina-

quales interfe 3 prout ipfis erit jj p3 > i- qq, vel —• p* <£ qq.

Propositio 59.

sEquatio cubica generalis x? x . . . px . . . q= o
, fecundo ter-

mino carens 3 convertetur in fpecialem x3 x . . . px— q = o 3 fi
duas habeat radiéesfalfas cum unà vera j at fi duas habeat veras

cum unà falfà 3 convertetur in x
5

x . . . px -t- q = o. Vicijjîm

œquatio x' x . . . px— q =; o , duas femper habet radiéesfalfas
cum unà verk s è contra œquatio x

5

x . . . p -*- q= c , duas fem-
per b#bet radiées veras cum una falfà,

diij



xxx Remarques de M. Varignon
Demonst. Ex obfervat. 4. cap. 1. confiât ultimum ac tota-

liternotum cujujlibet œquationis terminum ^ipfum effeproduHum

ex valoribus omnium cjufdem radicum multiplieaus per invicem;

atque adeo œquationis cubicœ x 5 x . . . px . . . q= o , terminum

quartum q pariter effe produHum ex omnibus valoribus trium

radicum quibus hœc confiât œquatio ; cujus càm fecundus termi-

nus deficiat , fumma vel differentia trium iftorum valorum (juxtà

eamdem obfervat. 4. cap. 1. ) débet effe= o : atque ità non modo

eorum duo Jîmul œquales effe debent tertio ....

wmÊm m 1 . 1 1 . .

-~~ ~
*

LIVRE VÏLpag. 383.

PROBLEME II.

Exemple I.

La première équation a"> •+- nna— in
,>= o, laquelle fe

réduit à = 0, en y fuppofant ^= », donc cette équation

eft divifible pur a— n=o.
La féconde

,
$aab -+- nnb=— na , ce qui rend b=— -

dans la féconde équation, & ainfi des autres.

La troifiéme, }aac -*- nnc=— }abb— nb.

La quatrième, -+- j,aad^-nnd = — Gabc— b l— w+i.
La 5

e
. nne->r iaae=.— }bbc— ^acc— nd— 6abd.

Pour la seconde Puissance. Page 413

.

Avis à donner au R. P. Reyneau.
Etant tombé par hazard , Mon Révérend Père, fur la

page 413. du Tome I. de votre Analyfe démontrée, il m'a

pris envie de chercher la démonftration que vous avez omife

de la pratique que vous y donnez pour trouver une fuite égale

* —*— — ——7

—

t-7 : Vous dites qu'il faut i°. divifer ab^-bbaa -+ lab -* bb ib'

par aa-^ab, ce qui donne ~~ï= *5 lb
- divifer 1 pâïaa-hab

•+• ab-\-bb 3
en ne confiderant ce divifeur que comme faic

des deux parties qui font ici barrées pour les diftinguer:De

cette manière vous dites que Ton aura ,-^7

—

Té^ + ïhji— „sT »; •+• sir-û— &c.==^L=. Prenez garde, cela n'eft

vrai que lorfque b eft moindre que a ', car lorfqu'il eft

plus grand , la fomme de cette fuite devient infinie , étant= —l X I *--4-tî hL-i- ''î"&C = — vl £v T _4- il' -u iî

(il
«I &c. en progrelîion géométrique dont la fomme

eft vifiblement infinie lorfque b eft plus grand que^ &
confequemment infiniment plus grande que la fraction pro-

pose =£fr
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Il eft vrai que cette fuite cft égale à cette fraftion lorfque

b eft moindre que a: car alors elle eft= ~^x i — i^çht

qui eft la fraction propofée.

Mais quand b eft plus grand que a 3
\°. ce n'eft yzsab-+bb

qu'il faut divifer par aa. +- ab pour avoir îj£££ = -£ ,
mais

aa + ab par ab+ bb pour avoir *f£ff = £. H ne faut pas

non plus divifer 1 par aa-^ab •+> ab~*-bb 3
mais par ab+ bb

4- aa-*-ab 3 en forte que la divifion fe commence par la

plus grande partie aa+ bb du divifeur, (chofe à obferver

dans toutes les divifions qu'on veut pouffer en fuites infinies).

En ce cas fi vous prenez x— aa-*-ab 3
èCy=*œb+-bb 3

vous

au rez ^ =*= 1— £ + £— £ _ &c . = j- x 1 — f -*- g— fi

— ^IT-*-7P^—5^^+^^--^.==^. Car cette

fuite eft vifiblement =-^ x 1 — f x 1+ £ -H # r*- .jî
-f? ji

4- &c. ( dans ce cas de £ ^ a )= j^ x ^ x ^b = 4^

propofée.
4 ""

Les fuites que vous trouvez
(
pag. 414, 415, &c - )

p°ur

les puiffances troifiemes, quatrièmes, &c. auffi bien que les

partitions que vous faites de ces fuites en d'autres , font

fujettes aux mêmes inconveniens ou exceptions.

Quant à l'ufageque vous faites pour le même fujet(p. 41 $.)de

la formule ^T7T
"= <z"-Hf a

n - xb^^^ x an ~ z
b
z^ ~~^-\"L

x a
n - %&+-

"i
n -*- r 1- 4~ - x a.

n~*P -*- &c. il ne vaut de même
que pour le cas où a eft plus grand que b. Quant à celui où b

feroit plus grand que a s il faudroit fe fervir de la formule

b + a ln= #»-+-£ b
n~ la -t-^-1 x ^»-V-h VrlFr""

2
* t

n ~** 1

+ ?
;.

w " I

i.

n~\ n ~*
x £»- + *+

-i-&c, en rendant ici, comme là, »
négative.

Voilacequelehazardm'aofFert,vousenfereztelufagequ'il

vous plaira, pourvu que vous mefaffiezla jufticedeme croire

toujours avec beaucoup d'eftime& d'attachement pour vous,

Mon Révérend Père,

Votre très -humble Se très - obéi/Tant

ferviteur , varignon.
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LIVRE VII. page 413. ligne 8.

Et ab-*rbb pour' la féconde: comme qui diviferoit 1 par x

-\-y en prenant x=zaa-*-ab s ècy= ab+bb; ôc confequem-

ment -= ^-^\ = i. Une telle divifion donneroit -i-==
J-

=^* 1— fr"+ £— 5 + ë — &c.= àla divifion ou

au quotient de l'Auteur. Mais 1 — 4 -*- ï— ;£-*";£— £
•4- &c. = 1 — b~x i-h ii -h ^-fr. ^ -j- ii +. &c". progrefllon

1

géométrique dont la fomme (Ci b<^a) fera 1 — 4 x I — 4£

= 1 — i. x —^- s=s ^=i x -^77 =» -V- Donc la fuite
a aa — bit * "a— bb a~*~ b

trouvée fera^ x 1 — 1 -h £ — ii -h &c. ==^ x T̂
=

aT^Tb x l^ aTi xa + t>~
=
7^6" j ce qui étoit la fra&ion

propofcc -. fuppofé , dis-je, que b <. a j mais fi b v ^ la ferie

i-»-5ï"*"^"*"^-*" &c - auroit la fomme infinie , 6c par

confequent aufii celle de l'Auteur. En ce cas de £> a il fau-

droit i°. divifer aa -+ ab par ab-^-bb , ce qui donneroit

g$î4=jï2 . 1 par;/-*-*, ce qui donneroit 3^=i—i
4-^T— xi

'y*

a}
"

b i

= j-xi-

- -h &c. «
x Sjf x

1

-t-'» !
—-

ri

x x 1

' -t- - —
y yy

*b + bb x l

1

r5 , « -&c.= I X I
x~ «* + A/, a

J.4Î-—
b

X
'

propofée

x *£*

1

' * '
' s

f, -*
b-*-«Xt

&c.

I .j
2

fraction

1

<ï£ +
1

6 -i- 1

bb

X b

>*-a!

LIVRE VII. /wg* 419. //g»^ i 1.

|+f-i=sç, laquelle donnant^— -L= o , &
confequemment ^===^= */* ^ eft à la logarithmique.

Tome II. page 913. troijîéme addition, ligne 31.

7/j /W parcourus 3 cette confequence n'eft pas jufte : il

faut elle s font parcourues au lieu de ils font parcourus. Mais en

fuppofant que ces deux arcs font les deux derniers en ^les
vitefies en ce point A avec lefquelles elles font parcourues,

étant celles avec lefquelles les arcs entiers ( dont elles font

les élemens) font parcourues, ces arcs feront aufii comme ces

vitefles entières, & confequemment ^ un raport confiant.

Ce quilfalloit démontrer.

Fin des Remarques de Monfeur Varignon.
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