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Ubungsaufgaben

AUFGABE 20.1. Zeige, dass die folgenden Teilmengen T der natiirlichen Zah-
len arithmetisch représentierbar sind.

(1) Eine konkrete endliche Menge {ni,...,n;}.

(2) Die Menge aller Vielfachen von 5.

(3) Die Menge der Primzahlen.

(4) Die Menge der Quadratzahlen.

(5) Die Menge der Zahlen, in deren Primfaktorzerlegung jeder Exponent
maximal 1 ist.
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AUFGABE 20.2. Zeige, dass die folgenden Abbildungen ¢: N” — N arithme-
tisch représentierbar sind.

(1) Die Addition
N? — N, (2,9) — = +y.
(2) Die Multiplikation
N — N, (2,9) — z - y.
(3) Die eingeschrankte Subtraktion
N? — N, (z,9) — max (z — ¥, 0),
die bei y > x den Wert 0 besitzt.
(4) Die Restfunktion
N? — N, (n,t) — r(n, ),
die den Rest (zwischen 0 und ¢—1) bei Division von n durch ¢ angibt.

AUFGABE 20.3. Es sei f: N — N eine Polynomfunktion mit f(n) = a4n®+
ag_1n? '+ -+ + a1n + ap mit Koeffizienten a; € N. Zeige, dass f durch den
Ausdruck y = agz? + ag_124 ' + -+ 4+ a1z + ay arithmetisch reprisentiert
wird.

AUFGABE 20.4. Zeige, dass eine lineare Abbildung F': N” — N* arithmetisch
repréasentierbar ist.

AUFGABE 20.5. Zeige, dass eine polynomiale Abbildung (mit Koeffizienten
aus N)

F: N — N, (21, ..., x,) — F(x1,...,2,),
arithmetisch représentierbar ist.
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AUFGABE 20.6.*
Zeige, dass die Abbildung

f: N — N, (z,y, 2) — 2y® — 2% + 223,
(wohldefiniert und) arithmetisch représentierbar ist.

AUFGABE 20.7. Zeige, dass die Abbildung F': N — N mit
fall
Fln) = {\/ﬁ, alls /n € N,

0 sonst ,

arithmetisch représentierbar ist.

AUFGABE 20.8. Es sei ¢: N — N eine Abbildung und I' € N” x N*® der
zugehorige Graph, also die Menge

I' = {(77/17 s 7nT‘+S) ’ Qp(nla s anr) = (nr—‘rla SR 7n7‘+8)}'
Zeige, dass ¢ genau dann arithmetisch reprisentierbar ist, wenn I' (als Re-
lation) arithmetisch représentierbar ist.

AUFGABE 20.9.*

Es sei F': N — N* eine arithmetisch repriasentierbare Abbildung. Zeige, dass
zu jedem Punkt P € N* die Faser

FYP) C N
arithmetisch reprisentierbar ist.

AUFGABE 20.10. Es sei ¢: N” — N* eine arithmetisch représentierbare Ab-
bildung und es sei’T" C N* eine arithmetisch représentierbare Relation. Zeige,
dass das Urbild

e (T) S N
arithmetisch représentierbar ist.

AUFGABE 20.11. Wir betrachten das Registerprogramm mit drei Registern
(bei leerem dritten Register berechnet es die Summe der ersten beiden Regi-
sterinhalte)

(1) €(2,5)
(2) 1+

(3) 2—

(4) C(3,1)
(5) Halte an

a) Erstelle die Programmabbildung fiir dieses Programm.

b) Welche Beziehung besteht zwischen der Programmabbildung und der Ad-
ditionsabbildung
NxN-—N, (z,y) — x4+ y?

c) Erstelle eine arithmetische Repréisentierung fiir dieses Programm.
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AUFGABE 20.12. Zeige explizit, dass die in Vorlesung 18 besprochenen Regi-
sterprogramme (also ihre zugehorigen Programmabbildungen) arithmetisch
repréasentierbar sind.

Aufgaben zum Abgeben
AUFGABE 20.13. (2 Punkte)

Es sei ¢: N” — N? eine Abbildung. Zeige, dass ¢ genau dann arithmetisch
reprasentierbar ist, wenn sdmtliche Komponentenfunktionen ¢;, 1 < i < s,
arithmetisch représentierbar sind.

AUFGABE 20.14. (4 Punkte)
Zeige, dass die Abbildung

F:NXN+—>N,(x,y)»—>{§J,

arithmetisch représentierbar ist.
AUFGABE 20.15. (5 Punkte)
Zeige, dass die S-Funktion arithmetisch représentierbar ist.

AUFGABE 20.16. (2 Punkte)

Zeige, dass es nur abzahlbar viele arithmetisch représentierbare Relationen
gibt.
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