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Zur Theorie  der Spektren der z w e i a t o m i g e n  Molekii le .  
Von L, Landau in Leningrad. 

(Eingegangen ala 13. ~ovember 1926.) 

Es wird das ~[odell des zweiatomigen Molekiils, aIs eines Rotators mit innerem 
Impuls, nach der neuen Quantenmechanik durchgerechnet. Fiir die Frequenzen 
ergibt sich die bekannte Bandentheorie. Al]e Inten.~itaten sind berechnet. Auch 
das Verhaiten des •olekii/s im elektrischen und magnetischen Felde (Stark- und 

Zeemaneffekt tier Banden) ist untersucht worden. 

Die H a m i l t o n s c h e  Funktion eines zweiatomlgen Molekiils is~: 

1 1 ~ 1 

wobei die kleinen Buchstaben sich auf Elektronen untt die grolJen auf die 

Kerne beziehen; U bezeichnet die potentielle Energie. 

Um die Translation des Mo]ekiils als Ganzes abzusondern, fiihren wir 

folgende Koordinatentransformation aus: 

3 f , ~ t , +  M ~ , ,  ~ = ~  __ ~, ,  ~ = , n ~ r + ~ r , ~ , + M ~ , ,  (9 0 r ~ - : r  
, 

~ r  neue Elektronenkoordinaten bestimmen wir ]hre Enffernungen (vek- 

toriell genommen) vom Inertionszentrum der Kerne, ~ bezeichnet die 
Entfernung der Kerne voneinander, ~ dell Radiusvektor des Inertions- 

zentrums des Molekiils. Nach der Transformation erh~lt die H a m i l -  

tonsche  Funktion folgende Form:  

1 1 

(7 bezelchnet das der Koordinate ~ entsprechende Moment). Wie er- 

siehtlich, bezieht sich nur das letzte Glied der Gleiehung (3) auf die 
Translation; daher hat es fiir uns kein weiteres Interesse, und wir sehen 

ganz davon ab. Auch die Striche fiber den f, ~ lassen wir fort. Der 

Drehimpuls gestaltet sieh dann wie folgt:  

= : ~  [~' p] + [~ ~]. (4) 

1) Alle hervortretenden Koordinaten und Momente werden als ~[atrizen au[- 
gefal]t. 
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Wenn wir  endlich fiir ~ polare Koord ina ten /~ ,  O, qo einfiihren, so 

ergibt  sieh : 

2.~ 2 ( ~  + ~~ + ~ ~ . 
1 1 . 1 1 {po~ h 2 

M~ ----- - -  sin r Po - -  ~ ctg 0 (cos r p,p d-  1% cos tp) + D.~, 

1fly .~- coscp~o--~c~sgO(slnoppq, + p~oslnep) + D,l. ' I. (6) 

wobei Dz, Dy, Dz die Komponenten des Elektronendrehimpulses ~ = ~ [r I)] 

bezeichnen. 

0 und r t reten ixt (5) aueh in der potentiellen Energie expl izi t  auf; 

um sie daraus zu isolieren bediirfen wir  abennals einer Koordinaten- 

transformation. Die neue z'-Achse habe nun die Riehtang des Vektors ~ ,  

die x'-Achse sei den z- und z'-Achsen normal. Dam1 ergibt  die Trans- 

formation:  

H --~Ho-F-H~,  
1 1 1 1 1 \  ~ 

t t o =  v-+ 2 . ~ N r  + ) ~ ,  ~ (7) 

1 [ ,  ; D , ~  i~2 1 r , . , ~ h 2 31 = oo~0/)~,) - u  / / I  9 J  / (~0 -3 [- x ) - -  ~ "31- s ~  [ (Pq  -~ sin 0 / ) y  - -  

wo 
1 (~  ~_~2) 1 
7 =  + ~ '  

Dz, = ~ (Y'Pz' - -  z'p,j,) usw. 

Die Komponenten des Drehimpulses naeh den alten Koordinaten- 

achsen bekommen die Fo rm:  

, l cos (p D 
M~ = - - s i n q ~ l , o - - ~ c t g 0 ( c o s r p / ) ~ p  + p ~ c o s t p )  +- s i n0  "" 

, sin r D~, (8) 
M v = cos r p ;  __ ~1 cfg 0 (sin (p l~v + P~p sin r + sin 0 ' 

Da H 1 klein gegeu H o ist (wegen der relativen Griil3e yon J) ,  so 

kSnnen wi t  zuerst  das H0-Problem allein behandeln. Es entsprieht  der 

1) h. bezeichnet die durch 2 ~r dividierte Planeksehe Konstante. 
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Bewegung des Molekiils, wenn zugleich die Kerne auf der z'-Achse fest- 
w gehalten werden. Wie leicht zu ersehen ist, bleibt dabei d i e .  -Komponente 

des Elektronendrehimpulses konstant. D~, ist also eine Diagonalmatrix. 
Wie B o r n ,  H e i s e n b e r g  und J o r d a n  z) gezeigt haben, ist in diesem 

Falle : 

D=,~ t ~ -  k h ,  

t 15 ~ Jl 
z ~ ~--  R n ~  ~ P z n ~  0 wenn k ~ k v (9) 

t ?b o ~ n. ' / l  
x " l  ~ Y nt ~ D x ' n t  ~ D y ' n l  ~ 0 wenn k : : ~ : = k l ~ l  , 

wobei n die Gesamtheit  der Quantenzahlen and k eine yon ihnen be- 

zeichnet. 
H i Iiihrt wegen der neuen Freiheitsgrade noch zwei Quantenzah]en 

ein. In  bezug auf diese ist das Ho-Problem entartet. Daher bediirfen 
wir  vielleicht noch einer kanonlschen Transformation. Fiir die Trans- 
formationsmatrix S soll dabei gelten 2): 

n, ~ ( 1 0 )  8nl,  ll ~ 0 wenn n :/~ '~'z 

(1 bezeichnet die genannten neueingefiihrten Quantenzahlen). In  Anbe~racht 

dessen, daft die schon gefundene L0sung fiir jede Gr01~e A sich in der 
F o r ] 2 1  

A n. I n l 
( 0 ) h i , / 1  : A . l { ~ l t  

darstellen la~, kSnnen wir schreiben: 

n l  n - - l l  
A = S A o S - ~ ,  A .v~  = X.~[S,~S.~ ]~, = A" " S n, sn, I~, ( (n)h = S~n~,), (11) 

wobei s yon der Natur  der GrSl~e A nicht abhangt. Wean n ~ nl, 

so ist 
s n  n h' An.~ ~ A. .  (12) 

Fiir ]ede Funktion yon 0, q), ~o~,/)~o allein glib wegen der Kleinheit  
yon H i in erster Annaherung 

d/~ 
d t  

woraus man ohne Schwierigkeiten schliel]en kann 

Bnni,~t --~ 0, wenn n:=~:=n r (13) 

z) M. Born,  W. l t e i s e n b e r g  and P. Jo rdan ,  ZS. f. Phys. 85, 595, 1926. 
~)1. c. 

42* 
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[ 1  (.;.~ h ~ 
E(~),~,~) = H(, ~:I = L~-2J k P  - ~ + ~in ~ o 

D ~ , In,n. ll 4- D~, + D v , -  ~,). 

- -  . D y , - -  D ~ , ) I  , 
dn: / 

da nach (9) I)~,~ = / )~ , ,  ~--- O. 
B o r n ,  H e i s e n b e r g  und J o r d a n  haben bewiesen, da~ 

3[d ,  = (M~ + 21[~ + M~)n, t = h2j (J  q- 1) (1-)) 

ist; j sei die eine der zwei 1-Quantenzahlen. Aus (14) und (15) folgt 

unter Beriicksichtigung voa (12) 

oder 
E~,l  = E(o),,~ + E(~),~,l = A ,  -t- a , , j ( j  q- 1) (16) 

wo A n und a n nur yon n und nicht yon l abh~ngen. Die bekannte 
Formel  (16) ergib~ wegen der j -Auswahlregel l )  folgende Frequenzen: 

~,, j n ] 
v ,v , j  = v.,e + f l ~ ' j ( j  q- 1), ! 
V n ' , j - - l :  ~'.,d q-J(rz ,  ' -}- ~n'J),  | (17) 

n ,  o 4 - - 1  n �9 n I v,,,,j = v , ,  + ~ ( - - ~ , + ~ , ~ , j ) ,  

e~, und ~n, sind fiir das nn,-Bandensystem charakteristisehe Konstanten. 
Nun wollen wir  zur Berechnung der Intensitaten iibergehen. Nach 

B o r n ,  t t e i s e n b e r g  und J o r d a n  i s t l ) :  

~+~~l)j,~-~ = f } ~ ( j 4 - ~ n ) ( j - m + l ) ,  ( ~ - ~ ) j , , n  =(~+~)~ ,~ - , ,  

G ,, = fJ "~', 

j ,  m d / �9 
~-~, ,~ = fj-~ } 0 + m) ( j -  "0 .  

( ~  �9 \ d - l , m  . , , .  �9 \ j ,  m - 1  . , . .  �9 . , j - l , m - 1  . , . .  �9 \ j ,  m 
~+~l)j ,  ,n-~ = I,~-~l)j-~,ra , I,~-~'~l).i, m = (.~+~)j-~,~,.-~" 

~j-~, ,~ _ J, ,~ 
j .  , ,  - ~.i-~. , , ,  

L. Landau. 

Unter  Beriicksichtlgung alles Vorangehendcn kSnnen wir schreiben: 

h. 2 

p,~ - -  2 cos 01J~ D., q- D~, - -  - -  

(i8) 
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wo ~, ~/, ~ einander entsprechende Kombinationen von x und X, y und 

2~ z und Z bezeichnen: und die f yon ,m nicht abhiingen. Wie leicht zu 

ersehen ist, gelten analoge Formeln auch liir die Projektionen des Ein- 

heitsvektors in der Richtung yon ~3~: also ~iir sin 0 cos q), sin 0 sin 9), cos 0. 

Aber aus (8) tolgt durch Elimination yon 1o~ und p~ 

sin 0 cos r M., + sin 0 sin r .3(, / q- cos 0 Mz ~ D~, (19) 
oder 

l s inOe-" 'P(M~,  q- i3s  q- cos 0M.  ~ D,,. (20) } sin O ei,~ (~Ix - -  i Mv) + :~ .. 

Die Diagonalterme yon (20) ergeben 

Ic, j k 
~tk"i - -  j (j § l) (21) 

(aJ ist, der Wert  yon f~ ~iir sin 0 cos ep, sin 0 sin cp, cos 0), da 

�9 ~ r  ~ j , m  �9 j , m - - 1  ] t~lL. # ,  ~,~vJ~, ~ - 1  = Or .~ . - -  ~ M,,)~., ~ = h 1/(j + ,~) ( . i - -  m + 1), 
M:j: ~ ---- hm 1). / (22) 

Aus den Relationen 

sin 0 d'J . cos 0 - -  cos 0.  sin 0eiq �9 ~ 0: 

sin 0 d"r. sin 0 e -  ~e + cos ~ 0 == 1 

erhalten wit endlich 
(J 

(23) 
,t,~,j_~ --- "a,k,.~ = 7 V ( 2 j  -,. 1) (~j  - 1)" 

Die Formel (23) zeigt, da~ 
J > ( 2 4 )  

sein mnl~. Erinnern wir uns nun, dab [Gleichung (9)J die 1,~-Terme yon 

x' und y'  gleieh Null sind, so kiJnnen wir schreiben: 

x ~  ": " . z~  = ,k z z: s m  0 c o s  ~0, y ~  ' ~" " = z }~ sm 0 sin r Z k COS O, 

Da auch fiir die Kernkoordinaten 

X~ = B~ sin 0 cos r usw., 

.-o darf man schlieflen, daft analoge Relationen aueh far alle mSglichen 

~. r], ~ gelten. Daraus folgt:  

r ( j q _  1)fi:,'.f--i ~ fJ:.)" ~---[t: j [ , ( 2 j ~ _ l ) ( 2 j _ l ) ,  (25) 

~' ~k wobei [~vo~ j nicht abhangt. Um die r zu berechnetL benutzen 

wir die ~._ ~-Terme der Vertauschungsrelatimt 

cos 0 - -  co.~ tl,~ ~ -  O. 

:) I. e. 
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Dabei ergibt sich 

f~.'J-1,j ---= f~.-I y(j  + ] , ) ( j - - k + : )  (J -k 1) 11 , ] 

~.k, ~. ~ k  1 1 / ( j ~ k ) ( j §  ~-1 ~k 11 / ( J -k ) ( J -k+ l ) "  (26) 
/ k - l , j - l =  /k-1 j V ( 2 j + l ) ( 2 / - 1 ) '  /~-1,s" = /k-1  j [ ( 2 j + 1 ) ( 2 j - 1 )  

Analoge Formeln bekommen wir auch fiir die f~ -1 .  

~' ~ ~ ist, and Da v~,, r wegen der Kleinheit yon E 1 anniihernd gleich vn' 
daher (in erster Annaherung) yon j und m nicht abhangf, so k~innen wit  
die Formeln (25), (26) aueh tiir Zeitquotienten be]_iebiger Ordnung yon 
~, y, ~ gebrauehen. Sie geben also auch Strahlungsamplituden. 

Im f e l d f r e i e n  Falle ist das System in bezug auf m entartet. Wie 
leichg zu ersehen ist, gilg dabei fiir die Intensitag cler (nieht polarisierten) 
Strahlung : ,~ = j 

J ___ 3 : ~  (A~) ~, (~)7) 
'n~ = - -  j 

wo A~n die Amplitude der in der Riehtung der z-Aehse (im nicht ent- 
artefen System) polarisierten Strahlung darstellt. Einsetzen yon A~ aus 
(18) ergibt 

J~=(f~)~j (j+ l) (2j4-1), J~_~=(f i_ l )~ j  (2j-1)(2j+ l), J i - a = J j _ , ( 2 8 )  

oder : 

k , j  = ]lr 7 -k k 2, " k , j - - I  . j , 

Tk, j--1 ~k, i 
~J k, j : dlc, j - - l ~  

(73 1 )  . ~, j (j+k)(j+k-1) 
jk, j rk 1 + J ~  J , k - l ,  j = ePk-1 (3 ~-k) (j-k+ 1), J~_~, j - 1  = J k - 1  (29) 

rk, j-1 = j~._l(J -k) ( j - k + l )  ~' k-~,j j , 

T k - l , j  _ T k ,  j / - k - l , j  __ r k ,  j - 1  T k - l , j - 1  " ' ~ ,  j - - ~ - l , ~ ,  ~ ,  j - l - - k - ~ , j  , -k, j =J~:l ,~-~.  

Ein l~ngs der z-Achse gerichtetes M a g n e t f e l d  bewirkt in erster 
Annitherung folgenden Zusatz zur H a m i l t o n s c h e n  Funktion:  

A H  - -  ~-[-~--[ Dz') .  (30) 
2~c  

Es tolgt : 
z / E - -  e [~ l  D, ,eos0  ~ ) -  eh k~m (31) 

2 ~  - - -  2~--7 [ ~ l ~ ( j  + ~)" 

~) Hier mad welter wollen wit die Elektroaenmasse darch fe bezeichnen urn 
sie mit der Quantenzahl m nicht zu vertauschen. 

: : o 
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Somit haben wir dea Zeemaneffekt der Banden untersucht; die Aufspaltung 
ergibt sieh aus (31), die Intensit~ten und Polarlsationen aus (18) und 
(25), (26). Ein ~'~,-Bandensystem, fiir welches k : k' = 0 ist, zeigt nach 
(31) in erster Annaherung keine Aufspaltung. Fiir geniigend starke 
Felder miissen wit einerseits die Annaherung an (7) einen Grad weiter 
treiben und andererseits die quadratischen Glieder der Feldstiirung be- 
riicksichtigen. Die etwas komplizierte Rechnung ergibt: 

(dE)h=,, : I~l r,,,~, + I ~ 1 ~ , / ( j + l )  
+ (m-- l )  (m + 1) 

( 2 j - -  1) (2j + 3) ; (32) 

~,, ist yon der Griii]enordnung ~ (M Kernmassen). 

Ganz ahnlich gestaltet sich die Liisung im Falle eines e l e k t r i s c h e n  
Feldes. Es ist namlich 

d H -  1~1C~ (33) 
(Cz bezeichnet die z-Komponente des Polarisationsvektors), und wegen 
(18) und (25) 

d E  : I@l~,,k.,)(j § 1)" (34) 

1st k = 0, so miissen wir tmterscheiden, ob das Molekiil aus gleichen 
Atomea besteht oder nlcht. Im ersten Falle gilt auch fiir den Starkeffekt 
eine iihnl~che Formel wie Glelchung (32). Ist aber das Molekiil polar, 
so mul~ an SteUe des zweiten Gliedes der genannten Gleichung folgender 
Ausdruck geschrieben werden: 

3 , ~  - -  j 0 + 1) 
l e ]~ it~ j (j + 1) (2j  - -  1) (2j + 3)' (35) 

wobei ~t, yon der GrS~enordnung Mis t .  


