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AUFGABE 1. Definiere die folgenden (kursiv gedruckten) Begriffe.

(1) Die Gleichmdchtigkeit von zwei Mengen L und M.
(2) Die Stetigkeit in einem Punkt a € K einer Abbildung f: K — K.
(3) Die gleichmdfige Stetigkeit einer Funktion

f: T —K

auf einer Teilmenge T C K.
(4) Das Cauchy-Produkt von zwei komplexen Reihen.
(5) Die Ezponentialreihe zu einer komplexen Zahl z € C.
(6) Die gleichmdfige Konvergenz einer Funktionenfolge

fo: T — K

auf einer Teilmenge T C K.
(7) Der Logarithmus zur Basis b € Ry einer positiven reellen Zahl x.
(8) Die Differenzierbarkeit in einem Punkt a € K einer Abbildung f :
K — K.

Losung

(1) Die Mengen L und M heiBen gleichméchtig, wenn es eine bijektive
Abbildung

f:L—M
gibt.
(2) Man sagt, dass f stetig im Punkt @ ist, wenn es zu jedem € > 0 ein
d > 0 derart gibt, dass fiir alle z mit |a — x| < § die Abschétzung

|f(a) = f(x)] < e gilt.

(3) Die Funktion f heifit gleichmdifsig stetig, wenn es zu jedem € > 0
ein 6 > 0 gibt mit folgender Eigenschaft: Fiir alle z,2’ € T mit
d(xz,z") < dist d(f(z), f(2')) <e.

(4) Zu zwei Reihen » % a; und ) 7% b; komplexer Zahlen heifit die

Reihe
0o k
E Cr mit Cr = E aibk_i
k=0 =0

das Cauchy-Produkt der beiden Reihen.
(5) Die Ezponentialreihe in z ist die Reihe

2N
> T
n=0

(6) Man sagt, dass die Funktionenfolge gleichmdfig konvergiert, wenn
es eine Funktion

f+ T —K



gibt derart, dass es zu jedem € > 0 ein ny mit
d(fu(z), f(x)) < e fir alle n > ng und alle x € T
gibt.
(7) Der Logarithmus zur Basis b von x € R, ist durch

In z
log, v := —

definiert.
(8) Man sagt, dass f differenzierbar in a ist, wenn der Limes

f(x) — fla)

xeD\{a}, x—a
\a} Tr—a

existiert.



4

AUFGABE 2. Formuliere die folgenden Sétze.

(1) Der Zwischenwertsatz.
(2) Das Folgenkriterium fiir die Stetigkeit einer Funktion

T R—R
in einem Punkt a € R.
(3) Das Additionstheorem fiir den Sinus.
(4) Die Quotientenregel fur die Ableitung, also die Formel fiir die Ab-
leitung von g (mit den Voraussetzungen an f und g).

Losung

(1) Seien a < breelle Zahlen und sei f: [a,b] — R eine stetige Funktion.
Es sei ¢ € R eine reelle Zahl zwischen f(a) und f(b). Dann gibt es
ein x € [a,b] mit f(x) = c.

(2) Die Stetigkeit von f im Punkt a ist dquivalent dazu, dass fiir je-
de Folge (y,),cy, die gegen a konvergiert, die Bildfolge (f(zy))
gegen f(a) konvergiert.

(3) Fiir z,w € C gilt

neN

sin (z +w) = sin z cos w + cos z sin w .
(4) Es sei D C K eine offene Menge, a € D ein Punkt und
fig: D—K

Funktionen, die beide in a differenzierbar seien und wobei g keine
Nullstelle in D besitze. Dann ist f/g differenzierbar in a mit

iy - 4'(@)gla) — fla)g'(a)
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AUFGABE 3. Beweise das Folgenkriterium fiir die Stetigkeit einer Funktion
f: R — R in einem Punkt x € R.

Losung

Es bezeichne (1) die Stetigkeit von f im Punkt x und (2) die Eigenschaft,
dass fiir jede gegen x konvergente Folge (z,),.y die Bildfolge (f()),cn
gegen f(z) konvergiert. Wir miissen die Aquivalenz von (1) und (2) zeigen.

Sei (1) erfiillt und sei (x,),,oy eine Folge in R, die gegen x konvergiert. Wir
miissen zeigen, dass lim,,_,, f(z,) = f(z) ist. Dazu sei € > 0 gegeben. Wegen
(1) gibt es ein ¢ mit der angegebenen Eigenschaft und wegen der Konvergenz
von (,),cy gegen x gibt es eine natiirliche Zahl ng derart, dass fiir alle
n > ng gilt
d(x,,x) < 4.
Nach der Wahl von ¢ ist dann
d(f(xy), f(x)) <efir alle n > ng,

so dass die Bildfolge gegen f(x) konvergiert. Sei (2) erfiillt. Wir nehmen an,
dass f nicht stetig ist. Dann gibt es ein ¢ > 0 derart, dass es fiir alle 6 > 0
Elemente z € R gibt, deren Abstand zu z maximal gleich § ist, deren Wert
f(2) unter der Abbildung aber zu f(x) einen Abstand besitzt, der grofier als
e ist. Dies gilt dann insbesondere fiir die Stammbriiche § = 1/n, n € N. D.h.
fiir jede natiirliche Zahl gibt es ein x,, € R mit

d(2n,7) < % and mit d(f(z,), f(z)) > €.

Diese so konstruierte Folge (z,,), .y konvergiert gegen x, aber die Bildfolge
konvergiert nicht gegen f(x), da der Abstand der Bildfolgenglieder zu f(x)
zumindest € ist. Dies ist ein Widerspruch zu (2).
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AUFGABE 4. Zeige, dass es stetige Funktionen
f:9: Ry — R,

mit fg = 0 derart gibt, dass fiir alle 6 > 0 weder f|ps noch gljps die
Nullfunktion ist.

Losung

Wir betrachten die Zerlegung von R, in die unendlich vielen halboffenen
Intervalle I, = [, 4[ fiir n € Ny und Iy = [1,+0c]. Auf I,,, n € N,
definieren wir die stetige Funktion ¢,, durch

e = () (1)

5 2n+1 1
x — .

(n+1)n (n+1)n

Diese Funktion hat an den Intervallgrenzen den Wert 0. Die Ableitung ist
2n+1

(n+1)n’
das Maximum liegt also im arithmetischen Mittel der Intervallgrenzen vor
und besitzt den Wert

() - (et etk

2 2
(n+1n (n+1)n
<

n

Mit Hilfe dieser Funktionen definieren wir
0, falls z =0,
0, falls z € I,,,n ungerade,

—2z +

fz) =

on(z), falls x € I,,,n gerade, n > 2,
0, falls x > 1,

und

0, falls z =0,

on(x), falls x € I,,n ungerade,
0, falls x € I,,,n gerade, n > 2,
0, falls z > 1.

Diese Funktionen sind stetig: Dies ist im Innern der Intervalle klar; an den
Intervallgrenzen liegt stets der Wert 0 vor; fiir den Nullpunkt ergibt sich die
Stetigkeit, da die Funktionen auf [0, 2] durch + beschriinkt sind. Offenbar ist
fg =0 und fiir jedes § > 0 sind weder f|j4 noch gl die Nullfunktion.

g(z) =
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AUFGABE 5. Gibt es eine reelle Zahl, die in ihrer dritten Potenz, vermindert
um das Vierfache ihrer zweiten Potenz, gleich der Quadratwurzel von 42 ist?

Losung

Es geht um eine reelle Losung fiir die Gleichung
f(z) =2 — 42® = V42,

Esist f(0) =0 und f(5) = 25 und 0 < v/42 < 25. Da f als Polynomfunktion
stetig ist, gibt es nach dem Zwischenwertsatz ein x € R mit f(z) = v/42.
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AUFGABE 6. Wir betrachten die Funktion
f:R—R z+— 23 -3z +1.

Bestimme, ausgehend vom Intervall [0, 1], mit der Intervallhalbierungsme-
thode ein Intervall der Lénge 1/8, in dem eine Nullstelle von f liegen muss.

Losung

Wegen f(0) = 1 und f(1) = —1 muss nach dem Zwischenwertsatz im Intervall
[0, 1] eine Nullstelle von f liegen.

Die Intervallmitte ist %, dort hat f den Wert

1 1\° 1 1-12+48 3
)= (2) —3(z)+r1= 20 - 2
(3) = (2) ()=
Dies ist negativ, also muss eine Nullstelle im Intervall [0, 3] liegen.

Die Intervallmitte von diesem Intervall ist }1, dort hat f den Wert

1 1\? 1 1—48+64 17
/ (4) (4) 3 (4) + 64 64

11

Dies ist positiv, also muss eine Nullstelle im Intervall [7, 5] liegen.

Die Intervallmitte von diesem Intervall ist %, dort hat f den Wert

NEANNE: ’ (3 g 270764512 3T
8) \8 8 B 512 512
3] = [3, 3] liegen.

Dies ist negativ, also muss eine Nullstelle im Intervall [i,
Die Lénge dieses Intervalls ist %.



AUFGABE 7. Es seien b > a reelle Zahlen. Wir betrachten die Abbildung
& CO([au b]vR) — CO(]aa b[7R)7 f = f‘]a,b[-

Zeige, dass ¥ injektiv, aber nicht surjektiv ist.

Losung

Die Funktion f(z) = == ist eine rationale Funktion von Ja, b nach R,
also stetig. Fiir x — a konvergiert der Nenner gegen 0, so dass die Funk-
tion unbeschrinkt ist. Eine auf einem abgeschlossenen Intervall definierte
stetige Funktion ist aber nach Satz 13.9 beschrénkt, so dass f nicht die Ein-
schrankung einer stetigen Funktion ¢ : [a,b] — R sein kann. Die Abbildung

U ist also nicht surjektiv.
Fiir eine stetige Funktion g : [a,b] — R gilt
11mz€]a,b[,x~>a g(.ﬁlf) = g((l)
und
hmze]a,b[,m—)b g([E) - g<b) .

Die stetige Funktion ¢ ist also durch ihre Werte auf dem offenen Intervall
|a, b eindeutig bestimmt, so dass ¥ injektiv ist.
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AUFGABE 8. Es seien
f,g: R—R

streng wachsende Funktionen, die auf Q iibereinstimmen. Folgt daraus f =
g?

Losung

Wir betrachten die beiden Funktionen
z, falls z < /2,
fz) =
x4+ 1, falls z > \/5,
und
(z) z, falls © < /2,
€Tr) =
g 41, falls 7 > V2.
Beide Funktionen sind streng wachsend und stimmen auf R\ {1/2} und ins-

besondere auf Q iiberein. Es ist aber f(v/2) # g(v/2), so dass die beiden
Funktionen verschieden sind.
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AUFGABE 9. Beweise die Funktionalgleichung der komplexen Exponential-
funktion, also die Identitat
exp (z +w) = exp z - exp w

fiir z,w € C.

Losung

Das Cauchy-Produkt der beiden Exponentialreihen ist
D cn
n=0

mit ¢, =Y ., j—:% Diese Reihe ist nach Lemma 15.2 absolut konvergent
und der Grenzwert ist das Produkt der beiden Grenzwerte. Andererseits ist
der n-te Summand der Exponentialreihe von z + w nach der allgemeinen

binomischen Formel gleich

(Z+w)n _ 1 - n ion—1 __
T—mz N R
1=0

so dass die beiden Seiten iibereinstimmen.
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AUFGABE 10. Zeige, dass eine konvergente Potenzreihe > 7 /¢, 2" mit ¢, = 0
fiir alle geraden Indizes eine ungerade Funktion darstellt.

Losung

Nach Voraussetzung besitzt die Potenzreihe die Gestalt

o0
flz) = chz”
n=0
o0
_ ZC%JAZ%JA.
k=0

Dabher ist
o0
2k+1
E 02k+1(—2)
k=0
o
_ 2k+1 _2k+1
= g Cokr1(—1)" 2

k=0

_ 2%+1
= E Corr1(—1)z
-0
o0
_ 2%+1
= E Cok+1%

- f(ifo

Die Funktion ist also ungerade.

8

??‘
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AUFGABE 11. Es sei
o0
> st
n=0

eine absolut konvergente Potenzreihe mit Konvergenzradius r > 0. Es sei
I C N eine Teilmenge. Zeige, dass die Potenzreihe

00
Z b, 2"
n=0

mit

A fallsn € I,
B 0 sonst,

ebenfalls absolut konvergent mit einem Konvergenzradius > r ist.

Losung

Wir miissen zeigen, dass die Reihe fiir jedes z € C, |z| < r, absolut konver-

giert. Es ist
Z |bn2"| = Z b [2]" .

neN neN
Fiir die Reihenglieder gilt
[bn] [2]" < anl 2"
Da die Reihe Y, |an||2|" nach Voraussetzung konvergiert, liegt eine kon-

vergente Majorante vor, so dass auch die Reihe ) _ b,2" absolut konver-
giert.

neN
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AUFGABE 12. Es sei

fT R—R
eine bijektive differenzierbare Funktion mit f’(z) # 0 fiir alle z € R und der
Umkehrfunktion f~!. Was ist an folgendem , Beweis® fiir die Ableitung der
Umkehrfunktion nicht korrekt?

Es ist
(fof D) =y.
Mit der Kettenregel erhalten wir durch beidseitiges Ableiten die Gleichung

(N () =1.
Also ist

Losung

Die Kettenregel setzt voraus, dass beide Abbildungen differenzierbar sind,
das weifl man hier aber von f~! nicht.
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AUFGABE 13. Wir betrachten das Polynom
f(z)=2a"—2*+ 52 +2 € ClX].

Bestimme die z-Koordinaten sédmtlicher Schnittpunkte der Tangente an f im
Punkt x = 1 mit dem Graphen von f.

Losung

Es ist
f(l)=1-14542=17
und
f(1) =4-3+5 = 6.
Die Tangente ist also der Graph der Funktion t(x) = 6x + 1. Wir miissen
sdmtliche Punkte x € C mit f(z) = ¢(z) bestimmen, wobei der Punkt z; = 1
dazugehort. Dazu betrachten wir
fx)—t(x) =a2*—2*+50+2—-62 -1 =2 —2®— o+ 1
Polynomdivision durch (z — 1)? ergibt
ottt 1l = (r - 1) (2P +1).
Die Nullstellen von z? 4+ x + 1 sind

1 V3 1 V3

x2:—§+7iund$3:—§—7z.
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AUFGABE 14. Wir betrachten die Funktion
f: Ry — R, 2+ f(z) = cos(Iln z).

a) Bestimme die Ableitung f’.
b) Bestimme die zweite Ableitung f”.

Losung
a) Es ist
f(x) = —é -sin (In ).
b) Es ist
" B sin (In z)\’
fix) = - (T)

cos (In z) —sin (In z)
2
1 in (1
cos (In x) | sin (2n m)

2 T
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AUFGABE 15. Bestimme fiir die Funktion

1\ %
f: R—>R,J}’—>2x+(§) s

die Extrema.
Losung
Wir schreiben

2T+ 27°
em In 2 + ef:r In 2.

()

Zur Bestimmung der Extrema betrachten wir die Ableitung, diese ist

fl(z) = (In 2)e"™? — (In 2)e "2
Die Bedingung f’(x) = 0 fiihrt durch Multiplikation mit e® " 2 und Division
durch In 2 (die beide nicht 0 sind) auf

0 = e2mln2_1.

Daher muss

62x1n2 -1

sein, woraus sich
2¢ In 2 = 0,

also x = 0 ergibt. Die zweite Ableitung ist
() = (In2)((In2)e"™?+ (In 2)e~*™?)
und somit positiv, also liegt im Nullpunkt ein isoliertes lokales Minimum vor.

Da die Ableitung keine weitere Nullstelle hat, ist dieses Minimum das einzige
Minimum und daher ein globales Minimum und es gibt keine Maxima.
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AUFGABE 16. Es sei
fiR— R, z— f(2),

eine differenzierbare Funktion mit f'(z) = Af(x) fiir alle x € R und ein
A € R. Zeige, dass f die Funktionalgleichung

flx+y) = f(x)- fy)

fiir alle x,y € R erfiillt.

Losung

Wir betrachten die zusammengesetzte Funktion g(z) = In f(z), die wohldefi-
niert ist, da f nur positive Werte annimmt. Die Funktion g ist differenzierbar

”“t fla) _ M)
x x
g'(x) = = = A
flx)  f(=)
Die Ableitung ist also konstant gleich A, daher ist g(x) = Az. Somit ist

f(x) = exp(In f(z)) = exp (Az)

und daher
flr+y) = exp(AMz +y)) = exp(A\z + \y) = exp (A\v)-exp (\y) = f(z)-f(y).
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AUFGABE 17. Es sei .
f(x):x2+m—z.
Zu jedem Startwert xy € R betrachten wir die reelle Folge
Tp = fn(x> )
es gilt also die rekursive Beziehung z,,11 = f(x,). Zeige, dass fiir xy € [—2,1]
die Folge einen Haufungspunkt besitzt.

Losung
Es ist - 1
—2) = (-2 -2 - = -
f(=2) = (-2 -2-1 =
und . ]
1) =1241—- = -.
Die Ableitung der Funktion ist
f(z) = 22 +1,
daher wird das Minimum bei 1
T = ——=
2
mit dem Wert 1 1 17
2
—_— = _— e —2
fl=3) = (3P -5 -1

angenommen. Daher ist
1
f=21) € 2.5 € 211,

Bei zy € [—2,1] sind demnach alle Folgenglieder z,, € [—2,1]. Nach dem
Satz von Bolzano-Weierstrafl besitzt die Folge eine konvergente Teilfolge und
damit einen Haufungspunkt.



