Fachbereich Mathematik/Informatik 21. Mai 2011
Prof. Dr. H. Brenner

Korper- und Galoistheorie
Testklausur mit Losungen

Dauer: Zwei volle Stunden + 10 Minuten Orientierung, in denen noch nicht
geschrieben werden darf.

Es sind keine Hilfsmittel erlaubt.
Alle Antworten sind zu begriinden.

Es gibt insgesamt 64 Punkte. Es gilt die Sockelregelung, d.h. die Bewertung
pro Aufgabe(nteil) beginnt bei der halben Punktzahl. Die Gesamtpunktzahl
geht doppelt in Thre Ubungspunktzahl ein.

Zur Orientierung: Zum Bestehen braucht man 16 Punkte, ab 32 Punkten
gibt es eine Eins

Tragen Sie auf dem Deckblatt Thren Namen ein.
Viel Erfolg!
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AUFGABE 1. (4 Punkte)

Definiere die folgenden (kursiv gedruckten) Begriffe.

1) Eine endliche Korpererweiterung K C L.

2) Der Grad einer endlichen Korpererweiterung K C L.

3) Eine Einheit u in einem kommutativen Ring R.

4) Eine n-te Einheitswurzel z in einem Korper K (n € N).
5) Die Charakteristik eines Korpers K.

6) Ein innerer Automorphismus einer Gruppe G.

7) Eine algebraische Zahl z € C.

8) Die Galoisgruppe einer Korpererweiterung K C L.
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Losung

(1) Eine Korpererweiterung K C L heifit endlich, wenn L ein endlich-
dimensionaler Vektorraum iiber K ist.

(2) Bei einer endlichen Korpererweiterung K C L nennt man die K-
(Vektorraum-)Dimension von L den Grad der Korpererweiterung.

(3) Ein Element u in einem kommutativen Ring R heifit Finheit, wenn
es ein Element v € R mit uv = 1 gibt.

(4) Ein Element z € K heifit n-te Einheitswurzel, wenn 2" = 1 ist.

(5) Die Charakteristik eines Korpers K ist die kleinste positive natiirli-
che Zahl n mit der Eigenschaft n - 1 = 0. Die Charakteristik ist 0,
falls keine solche Zahl existiert.

(6) Ein Automorphismus

G— G

1 zu einem festen Element g € G heiit innerer

der Form x — gxg~
Automorphismus.
(7) Eine Zahl z € C heiit algebraisch, wenn es ein von 0 verschiedenes
Polynom P € Q[X] gibt mit P(z) = 0.
(8) Unter der Galoisgruppe versteht man die Gruppe aller K-Algebra-
Automorphismen von L, also

AutK (L) .



AUFGABE 2. (4 Punkte)

Formuliere die folgenden Séitze bzw. Formeln.

(1) Die Gradformel fiir zwei endliche Korpererweiterungen K C L und
LCM.

(2) Die trigonometrische Darstellung der n-ten komplexen Einheitswur-
zeln (n € Ny).

(3) Der Satz von Lagrange iiber die Ordnung eines Gruppenelementes
g € G in einer endlichen Gruppe G.

(4) Der Satz iber den Einsetzungshomomorphismus zu einer R-Algebra
A und einem Element f € A.

Losung

(1) Die Gradformel besagt, dass K C M eine endliche Koérpererweite-
rung ist und dass

grad, M = grady L - grad; M

gilt.
(2) Die n-ten komplexen Einheitswurzeln besitzen die Darstellung
2k 2k
COSL+iSiHL,/{3:0,1,...,n— 1.
n n

(3) Die Ordnung von g teilt die Ordnung der Gruppe.
(4) Es gibt einen eindeutig bestimmten R-Algebra-Homomorphismus

¥ R[X] — A
mit P(X) = f.
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AUFGABE 3. (3 Punkte)

Bestimme eine ganze Zahl n derart, dass die Losungen der quadratischen
Gleichung
7
33'2 + 3x + g =0
in Q[v/n] liegen.

Losung
Wir schreiben die Gleichung als

—28+27 -1
T 12

x+——iJ;_ Vii—i\f_

Also liegen die Losungen in Q[v/—3

(+3> 7.9
i = — —_ =

3 4
Daher ist



AUFGABE 4. (4 Punkte)

Forme die Gleichung
2>+ 102t +2-5=0
in eine dquivalente Gleichung der Form
y® + bsy® + bay® + by + by = 0
mit b; € Q um.

Losung

Wir machen den Ansatz x = y + c¢. Einsetzen ergibt
(y+e)’ +10(y+e) ' +y+c—-5=0,
wobei der Koeffizient zu y* gleich 0 werden soll. Dieser Koeffizient ist 5¢+ 10,
also muss man
c=—2
wéhlen. Damit wird das Polynom zu

= (W+e)+10(y+c)' +y+ec—5
= (y—2°+10(y—2)*+y—2-5
= y° = 5-2y" +10(=2)*y° + 10(=2)%y* + 5(-2)"y — 2°
+10(y* + 4(=2)y> +6(—2)%2 +4(=2)%y +16) +y — 7
= ° +40y® — 80y? + 80y — 32 — 80y> + 240y* — 320y + 160 +y — 7
= o° —40y® + 160y* — 239y + 121

und die dquivalente Gleichung ist
y® — 40y + 160y — 239y + 121 = 0.
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AUFGABE 5. (3 Punkte)
Bestimme das Minimalpolynom der komplexen Zahl 2 4 5i {iber Q.

Losung

Es ist
(2+50)* = 4—25+20i = —21 + 20i.
Dies ist eine Q-Linearkombination von 1 und 2 + 5¢, ndmlich
—21+20i = —29 -1+ 4(2 + 5i).
Daher ist
7 — 47 +29
ein annullierendes Polynom von 2 + 5i. Wegen 2 + 5¢ ¢ Q kann es kein

annullierendes Polynom von einem kleineren Grad geben, also handelt es
sich um das Minimalpolynom.



AUFGABE 6. (4 Punkte)

Betrachte den Kérper K = Fy = Z/(2)[U]/(U? 4+ U +1). Fiihre im Polynom-
ring K[X] die Polynomdivision

X'+ uX?+ (u+1)X + 1 durch uX? + X +u+1

aus, wobei u die Restklasse von U in K bezeichnet.

Losung

Die Division mit Rest ergibt
X 4 u X3+ (ut 1) X +1 = (uX?+ X +u+1) (u+1) X2+ (u+1) X +(u+1)) +uX +utl.
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AUFGABE 7. (4 Punkte)

Finde im Polynomring Z/(2)[X] ein irreduzibles Polynom vom Grad vier.

Losung

Wir betrachten das Polynom
F=X'"+X+1.

Da weder 0 noch 1 eine Nullstelle von F' sind, besitzt es keinen Linearfaktor.
Die einzige verbleibende Faktorzerlegung wiére als ein Produkt von zwei ir-
reduziblen Polynomen vom Grad zwei. Das einzige irreduzible Polynom vom
Grad zwei ist X? + X + 1. Wegen

(X2+X+1)? = X"+ X*+1 £ F
ist F' irreduzibel.



AUFGABE 8. (3 Punkte)
Berechne in

Z)(DIX]/(X? +4X% + X +5)
das Produkt

(222 + 52 +3) - (32° + = + 6)
( bezeichne die Restklasse von X).

Losung
Es ist
2 = 327 + 62 + 2
und
t = 2(32* + 67 +2)

= 3% +62° + 2z

= 3(32% + 61 +2) + 62% + 27

= 2°+ 6z +6.
Daher ist

(22 + 52 +3)- (3z* +24+6) = 62 + 32 +52° + 5244
6(2* + 62 + 6) + 3(32* + 62 + 2) + 5z + bx + 4
62° 4 3z + 4.
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AUFGABE 9. (6 Punkte)

Beweise die ,, Gradformel fiir eine Folge von endlichen Kérpererweiterungen
KCLCM.

Losung

Wir setzen grad, L = n und grad; M = m. Es sei x1,...,x, € L eine K-
Basis von L und v, ...,y € M eine L-Basis von M. Wir behaupten, dass
die Produkte

$Zy],1§2§n,1§]§m,
eine K-Basis von M bilden. Wir zeigen zuerst, dass diese Produkte den
Vektorraum M iiber K aufspannen. Sei dazu z € M. Wir schreiben

2 =byr + ... + byy, mit Koeffizienten b; € L.

Wir kénnen jedes b; als b; = ay;z1 + ... + ap;x, mit Koeffizienten a;; € K
ausdriicken. Das ergibt

z = by +... +bnYm
= (anx1+ ...+ an)yr + ...+ (@mT1 + -+ CGunn)Ym
= Z aija:iyj.
1<i<n, 1<j<m
Daher ist z eine K-Linearkombination der Produkte z;y;. Um zu zeigen, dass
diese Produkte linear unabhéngig sind, sei

0= Z Cij T3y

1<i<n, 1<j<m

angenommen mit ¢;; € K. Wir schreiben dies als 0 = 37 (377 cijzi)y;.
Da die y; linear unabhéngig iiber L sind und die Koeffizienten der y; zu L
gehoren folgt, dass Y | ¢;;z; = 0 ist fiir jedes j. Da die x; linear unabhéngig

tiber K sind und ¢;; € K ist folgt, dass ¢;; = 0 ist fiir alle ¢, j.
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AUFGABE 10. (7 Punkte)

Es seien k und n ganze Zahlen. Zeige, dass die folgenden Aussagen édquivalent
sind.

(1) k teilt n.

(2) Esist Zn C Zk.

(3) Es gibt einen Ringhomomorphismus
Z)(n) — L[ (k).

(4) Es gibt einen surjektiven Gruppenhomomorphismus
Z[(n) — L/ (k)

Losung

(1) = (2). Wenn k ein Teiler von n ist, so ist n = ak mit einem a € Z und da-
her ist n € Zk. Somit gilt die Idealinklusion Zn C Zk. (2) = (3). Wegen der
Idealinklusion Zn C Zk wird unter dem Restklassen-Ringhomomorphismus

7 — 7] (k)

das Ideal Zn auf 0 abgebildet. Daher gibt es aufgrund des Satzes iiber die
induzierte Abbildung einen Ringhomomorphismus

Z](n) — Z] (k).

(3) = (4). Es sei

p:2/(n) — Z/(k)
der gegebene Ringhomomorphismus. Dieser ist insbesondere ein Gruppenho-
momorphismus, und es gilt ¢(1) = 1. Dadie 1 € Z/(k) diese Gruppe erzeugt,
ist ¢ surjektiv. (4) = (1). Es sei

p:2/(n) — Z/(k)

ein surjektiver Gruppenhomomorphismus. Bei n = 0 ist die Aussage richtig.
Sei also n # 0, so dass die angegebenen Gruppen die endlichen Ordnungen
n bzw. k besitzen. Dabei ist nach dem Isomorphiesatz die Gruppe Z/(k) iso-
morph zu einer Restklassengruppe von Z/(n) und aufgrund der Indexformel
ist k& (die Anzahl der Nebenklassen) ein Teiler von n.
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AUFGABE 11. (8 Punkte)

Es sei n € Ny und es sei pu,, C C die Menge der n-ten komplexen Einheits-
wurzeln. Es sei F' € C[X] ein Polynom. Zeige, dass F' € C[X"] (d.h., dass
F als Polynom in X™ geschrieben werden kann) genau dann gilt, wenn fiir
jedes z € p,, die Gleichheit

F(zX) = F(X)
gilt.

Losung

Sei zundchst F' € C[X™]. Dann schreiben wir F' = Zl.“_o a;(X™)'. Fir z € p,
1st somit
k

k k
F(zX) = ) a((zX)") = ) a;(z"X")" = Y a;(X")' = F(X).
=0 =0 =0
Fiir die Umkehrung sei

k
F = Z Xt
=0

Es sei z eine primitive n-te Einheitswurzel, so dass man alle Einheitswurzeln
eindeutig als 27, 7 = 0,...,n — 1, schreiben kann. Es ist

n—1

nF(X) = > F(FX)

Wir zeigen, dass die Koeffizienten zu X?, wenn i kein Vielfaches von n ist,
gleich 0 sind. Dies gilt dann auch fiir F.

Sei also i kein Vielfaches von n. Da z primitiv ist, ist w = 2z’ eine n-te
Einheitswurzel, aber nicht 1. Wegen der Faktorisierung

X'—1l=X-DX" '+ .. +X+1)
ist daher z;l:_ol wl = 0.
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AUFGABE 12. (5 Punkte)

Sei K ein Korper und K[X] der Polynomring iiber K. Zeige unter Verwen-
dung der Division mit Rest, dass K[X] ein Hauptidealbereich ist.

Losung

Sei I ein von null verschiedenes Ideal in K[X]. Betrachte die nichtleere Menge
{grad (P)|P €I, P #0}.
Diese Menge hat ein Minimum m € N, das von einem Element F' € I,
F # 0, herriihrt, sagen wir m = grad (F'). Wir behaupten, dass [ = (F) ist.
Sei hierzu P € [ gegeben. Aufgrund der Division mit Rest gilt
P =FQ@Q+ R mit grad (R) < grad (F') oder R =0.

Wegen R € I und der Minimalitét von grad (F') kann der erste Fall nicht
eintreten. Also ist R = 0 und P ist ein Vielfaches von F.
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AUFGABE 13. (4 Punkte)

Bestimme die Galoisgruppe (einschliellich der Gruppenstruktur) der Korper-
erweiterung Q C Q[i].

Losung

Es ist Q[i] & Q[X]/(X? + 1). Ein Q-Algebra-Homomorphismus muss i auf
eine Nullstelle von X? + 1 schicken, also auf i oder auf —i. Die dadurch
definierten surjektiven Einsetzungshomomorphismen

QX] — Q[
legen nach dem Isomorphiesatz einen Q-Algebra-Automorphismus

Q[i] — Ql4]
fest. Die Galoisgruppe besteht also aus der Identitdt und der Konjugation
a+ bi — a—bi. Die Identitét ist das neutrale Element dieser Gruppe und die

Hintereinanderausfithrung der Konjugation ist die Identitdt, was die Grup-
penstruktur festlegt.
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AUFGABE 14. (5 (3+2) Punkte)

Es seien Dy und Dy kommutative Gruppen und seien DY und Dy die zu-
gehorigen Charaktergruppen zu einem Koérper K.

(1) Zeige, dass zu einem Gruppenhomomorphismus
) Dy — Dy
durch die Zuordnung x — x o ¢ ein Gruppenhomomorphismus
¢’ Dy — DY

definiert wird.

(2) Es sei D3 eine weitere kommutative Gruppe und sei
@Z) Dy — Ds
ein Gruppenhomomorphismus. Zeige die Gleichheit
(Yop)’ = oy

Losung

(1) Ein Charakter y € Dy ist ein Gruppenhomomorphismus
Dy, — K™,
daher ist die Verkniipfung
xop:D — K*

ein Element aus Dy, die Abbildung ist also wohldefiniert. Zu zwei
Charakteren x1, x2 € Dy und einem beliebigen Element d € D ist

(1 x2)e@)d) = (x1-x2)(e(d))
= x1(e(d)) - x2(e(d))
= ((x109)(d)) - ((x209)(d))
= ((x10¢) - (x20¢))(d).
Also ist
' xe) = (i x2)ow = (iow) (xeow) = ¢ (x1) ¢ (x2)
und die Zuordnung ist ein Gruppenhomomorphismus.
(2) Dies ergibt sich fiir x € Dy direkt aus

(op)”(x) = xo(vop) = (xov)op = ¢'(xov) = " (V(x)) = (¢”o")(x).



