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Arbeitsblatt 9

Ubungsaufgaben

AUFGABE 9.1. Bestimme die freien Variablen in den folgenden Ausdriicken,
wobei x,y, z Variablen seien und f ein einstelliges Funktionssymbol und R
ein zweistelliges Relationssymbol sei.

(1) Vo (fr =1y),

(2) YV (fr =y) Az (fr =vy),
(3) Vz3yRa fy,

(4) (Vz3yRafy) — = =1y.

AUFGABE 9.2. Bestimme die kleinsten Symbolmengen, mit denen die folgen-
den Ausdriicke formulierbar sind.

(1) Iy (fz=y),
(2) Yz (fz = gyc) A 3z (Rzzy),
(3) VadySzhuy.

AUFGABE 9.3. Es sei a € Lj ein Satz einer erststufigen Sprache iiber einem
Symbolalphabet S. Es sei eine S-Struktur mit Tragermenge M gegeben und
I, und 15 zwei auf M definierte S-Interpretationen. Zeige I, F a genau dann,
wenn [, F « gilt.

AUFGABE 9.4. Es seien ¢, d Konstanten einer erststufigen Sprache, x, vy, z,v
Variablen, f ein einstelliges und g, h zweistellige Funktionssymbole. Bestim-
me die Substitution

fr, gxrz, hvfx
x? y’ Z .

ghhxcdf z
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AUFGABE 9.5. Es sei ein Symbolalphabet S einer Sprache erster Stufe ge-
geben. Es seien x1,...,x; paarweise verschiedene Variablen und tq,..., 1
fixierte S-Terme.

a) Interpretiere die Termsubstitution % als Abbildung.

2ty

b) Interpretiere die Substitution von Ausdriicken H als Abbildung.

goooy

AUFGABE 9.6. Es sei ein Symbolalphabet S einer Sprache erster Stufe gege-
ben. Zeige, dass die Substitution £ die Identitét ist (und zwar fiir die Terme
also auch fiir die Ausdriicke).

AUFGABE 9.7. Es sei ein Symbolalphabet S einer Sprache erster Stufe gege-
ben, es sei x eine Variable und ¢ ein fixierter S-Term. Gehort die Symbolkette

(1) at zu L57?

AUFGABE 9.8. Es sei ¢ eine Konstante einer erststufigen Sprache, x,y, z, u
Variablen, f ein einstelliges Funktionssymbol, g, h zweistellige Funktionssym-
bole und R ein zweistelliges Relationssymbol. Bestimme die Substitution

fxr, gxz, hcfx
x? y7 z '

(VyRxy A —~Ryfz)

AUFGABE 9.9. Es sei ein Symbolalphabet S einer Sprache erster Stufe gege-

ben. Man gebe ein Beispiel fiir eine Substitution 2% und einen S-Ausdruck

Tl Tk

a derart, dass die sukzessive substituierten Ausdriicke

t, ..t tiyeoti \ ti,-.. st tiyeenti \ toeoti \ ...t
« , | & s (67 g
Tlyeeoy LTk S R ) T1y..., Tk Tlyeooy Tk Tlyeoo sy Tk Llyeoo s Tk

immer langer werden.

AUFGABE 9.10. Es sei ein Symbolalphabet S einer Sprache erster Stufe ge-

geben. Es seien zq,...,x; paarweise verschiedene Variablen und tq,..., %
fixierte S-Terme. Zeige, dass fiir jeden S-Satz a € Lj die Gleichheit
PN 7%
a— =«
T1y.oy, Tk
gilt.

AUFGABE 9.11. Es sei a € L°. Zeige, dass die Gleichheit
( ?/) z Y,z
a= ) - = a—
x/y z,Y
im Allgemeinen nicht gilt.



3

AUFGABE 9.12. Es sei ein Symbolalphabet S einer Sprache erster Stufe ge-
geben. Es seien xq,...,x; paarweise verschiedene Variablen und tq,..., 1
fixierte S-Terme. Zeige, dass zu einem allgemeingiiltigen Ausdruck a auch
die Substitution QH allgemeingiiltig ist. Gilt hiervon auch die Umkeh-
rung?

Aufgaben zum Abgeben

AUFGABE 9.13. (5 Punkte)

Es seien u, x, y, z Variablen und f, g einstellige Funktionssymbole. Bestimme,
welche der folgenden Ausdriicke untereinander dquivalent sind.

a)

(1) Vavy((fo = fy =z =y) Agr = gy = © =y)),
(2) VaVy(fz = fy = = y) ANVaVy(ge = gy — = = y),
(3) YaVyVuVz((fx = fy >z =y) A (gu = gz — u = 2)).

Vady(fy = ) AVaIy(gy = x),

)

) Vady (fy =z A gy =),

) VaedyVuIdz(fy =z A gz = u),
) VaVuTy3z(fy =z A gz = u).

(
(
(
(
AUFGABE 9.14. (2 Punkte)

Es sei a ein S-Ausdruck. Zeige, dass es einen S-Ausdruck 5 der Form § =
a A~y derart gibt, dass

Frei (8) = Var (a) = Var (9)
gilt.

AUFGABE 9.15. (3 Punkte)

Es sei f ein einstelliges Funktionssymbol. Bestimme, welche der folgenden
Ausdriicke untereinander dquivalent® sind.

(1) Vady(fz = y),
(2) YaTz(fz = z),

(3) Jz(fx = x).

17Zwei Ausdriicke v und 8 heifien dquivalent, wenn o <+ § allgemeingiiltig ist.



4

AUFGABE 9.16. (3 Punkte)
t1,..,tk

Man gebe fiir jedes r € N, ein Beispiel fiir eine Substitution P
einen S-Ausdruck « derart, dass die sukzessive substituierten Ausdriicke

t1,.. 5tk t1,..., K t1,...,tk t1,...,tk t1,...,tk t1, ..,k
(07 , | @ s (e yooo
Ty Tk Llyeoey Tk ) Tl1yeo s Tk Llyee sk ) T1yeees Tl ) 1y, Tk

eine Periode der Linge r besitzen.

und

AUFGABE 9.17. (3 Punkte)

Es sei ein Symbolalphabet S einer Sprache erster Stufe gegeben. Es seien
X1y Ty Y1, - - ., Yp paarweise verschiedene Variablen und tq, ..., tg, s1,...,
sy fixierte S-Terme. Zeige, dass fiir Terme 7, in denen ¥, ..., ¥y, nicht vor-
kommen, die Gleichheit

(et sue.o AR T

=T
L1y Tk /) Y1y---,Yp T1y.ooy, Tk

gilt.

AUFGABE 9.18. (2 Punkte)

Es sei ein Symbolalphabet S einer Sprache erster Stufe gegeben. Es seien

X1y Ty Y1, - - -, Y¢ paarweise verschiedene Variablen und tq,..., %, s1,.. .,

s fixierte S-Terme. Zeige durch ein Beispiel, dass fiir Terme 7 die Gleichheit
81,..4,8 S1,..y8

=T
Tiseeos Tk ) Yiy-- -5 Ye Liy-- 5 Tk

nicht gelten muss.

AUFGABE 9.19. (4 Punkte)

Es sei ein Symbolalphabet S einer Sprache erster Stufe gegeben. Es seien
X1,y Ty Y1, - .., Yr paarweise verschiedene Variablen und tq, ..., tg, s1,...,
sy fixierte S-Terme. Zeige durch ein Beispiel, dass fiir Ausdriicke o die Gleich-
heit (von Ausdriicken)

(atl,...,tk)Sl,...,Sg tl%a"wtkﬁ

=
L1y -3 Tk /) Y1y---,Yp T1yeo. Tk

nicht gelten muss.



