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Mathematik fiir Anwender 11
Vorlesung 41

Vielfachheiten und diagonalisierbare Abbildungen

SATZ 41.1. FEs sei K ein Korper und es sei V' ein endlichdimensionaler K -
Vektorraum. Es sei
p: V—V

eine lineare Abbildung. Dann ist © genau dann diagonalisierbar, wenn das
charakteristische Polynom X, in Linearfaktoren zerfillt und wenn fiir jede
Nullstelle X mat der algebraischen Vielfachheit uy die Gleichheit

pin = dim (Eig, (¢))
qgilt.
Beweis. Wenn ¢ diagonalisierbar ist, so kann man sofort annehmen, dass ¢
beziiglich einer Basis aus Eigenvektoren durch eine Diagonalmatrix beschrie-
ben wird. Die Diagonaleintrige dieser Matrix sind die Eigenwerte, und diese
wiederholen sich geméafl ihrer geometrischen Vielfachheit. Das charakteristi-

sche Polynom lésst sich auch direkt aus dieser Diagonalmatrix ablesen, jeder
Diagonaleintrag A tragt als Linearfaktor X — X bei.

Fiir die Umkehrung seien Ay, ..., \; die verschiedenen Eigenwerte und
pi = pix,(p) = dim (Eig, ()
seien die (geometrischen und algebraischen) Vielfachheiten. Da nach Voraus-

setzung das charakteristische Polynom in Linearfaktoren zerfillt, muss die
Summe dieser Zahlen gleich n = dim (V') sein. Es seien

Uij7j:17"‘7/1’i7

Basen der Eigenrdume Eig, (¢) fiir i = 1,..., k. Dies sind insgesamt n Vek-
toren. Sei

Z bijvij = O

2

eine Darstellung der 0. Mit
fi
w; = Z bijvi; € Eigy, (¢)
j=1

ergibt sich Zle w; = 0, wobei die w; aus den verschiedenen Eigenrdumen
sind. Nach Lemma 39.14 sind diese Vektoren linear unabhéngig, also miissen
alle w; = 0 sein. Damit miissen auch alle b;; = 0 sein und die gew&hlten
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Basisvektoren der Eigenrdume sind linear unabhéngig. Daher bilden sie eine
Basis. U

Das Produkt von zwei Diagonalmatrizen ist natiirlich wieder eine Diagonal-
matrix. Das folgende Beispiel zeigt, dass das Produkt von diagonalisierbaren
Matrizen nicht diagonalisierbar sein muss.

BEISPIEL 41.2. Es seien G und G5 zwei Geraden im R? durch den Nullpunkt
und es seien ; und ¢, die Achsenspiegelungen an diesen Achsen. Eine Ach-
senspiegelung ist stets diagonalisierbar, und zwar sind die Spiegelungsachse
und die dazu senkrechte Gerade Eigengeraden (zu den Eigenwerten 1 und
—1). Die Hintereinanderschaltung 1) = @5 o ¢ dieser Spiegelungen ist eine
Drehung, und zwar ist der Drehwinkel das Doppelte des Winkels zwischen
den beiden Achsen. Eine Drehung ist aber nur dann diagonalisierbar, wenn
der Drehwinkel 0 oder 180 Grad betrigt. Wenn der Winkel zwischen den
Achsen von 0,90, 180 Grad verschieden ist, so besitzt 1) keinen Eigenvektor.

Trigonalisierbare Abbildungen und jordansche Normalform

DEFINITION 41.3. Es sei K ein Korper und V ein endlichdimensionaler K-
Vektorraum. Eine lineare Abbildung ¢: V' — V heifit trigonalisierbar, wenn
sie beziiglich einer geeigneten Basis durch eine obere Dreiecksmatrix beschrie-
ben wird.

Diagonalisierbare lineare Abbildungen sind insbesondere trigonalisierbar. Die
Umkehrung gilt nicht, wie Beispiel 40.7 zeigt.

SATZ 41.4. Es sei K ein Korper und es sei V' ein endlichdimensionaler K -
Vektorraum. Es sei

p: V=V

eine lineare Abbildung. Dann sind folgende Aussagen dquivalent.

(1) @ ist trigonalisierbar.
(2) Das charakteristische Polynom x., zerfallt in Linearfaktoren.

Wenn ¢ trigonalisierbar ist und beziiglich einer Basis durch die Matriz M
beschrieben wird, so gibt es eine invertierbare Matriz B € Mat,, «,(K) derart,
dass BM B~ eine obere Dreiecksmatriz ist.

Beweis. Wir beweisen nur die Richtung von (1) nach (2). Das charakteristi-
sche Polynom von ¢ ist gleich dem charakteristischen Polynom ¥, wobei M
eine beschreibende Matrix beziiglich einer beliebigen Basis ist. Wir konnen
also annehmen, dass M eine obere Dreiecksmatrix ist. Dann ist nach Lemma
11.8 das charakteristische Polynom das Produkt der Linearfaktoren zu den
Diagonaleintrigen. Die Riickrichtung ist deutlich aufwéndiger. U
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SATZ 41.5. Es sei M € Mat, «,(C) eine quadratische Matriz mit komplexen
FEintragen. Dann ist M trigonalisierbar.

Beweis. Dies folgt aus Satz 41.4 und dem Fundamentalsatz der Algebra. [J

BEISPIEL 41.6. Wir betrachten eine reelle 2 x 2-Matrix

a b
- ( d) |
Das charakteristische Polynom ist
xu = det (zEy — M)
r—a —b
—c x—d
= (x—a)(z—d)—bec
= 2 — (a+d)z +ad — be

d\? d\?
= (m—a; ) _(a—;— ) +ad — be
B (m a+d)2 (a—d)2 e
- 2 U2 B
a—d

Dieses Polynom zerféllt in (reelle) Linearfaktoren genau dann, wenn (T)2+

bc > 0 ist. Genau in diesem Fall ist die Matrix nach Satz 41.4 trigonalisierbar.

= det

DEFINITION 41.7. Es sei K ein Koérper und A € K. Unter einer Jordanmatrix
(zum Eigenwert) \ versteht man eine quadratische Matrix der Form'

A1 0 - -0
o x 1 0 --- 0
0 -0 A 1 0
0 -+ -« 0 X 1
0 -«v v v 0\

Wenn man eine solche Jordanmatrix als lineare Abbildung ¢ des Standard-
raumes K™ in sich interpretiert, so ist

p(e1) = Aep und @(eg) = Aey, + e, fiir alle k > 2.

Insbesondere ist e; ein Eigenvektor zum Eigenwert ). Eine einfache Uberle-
gung zeigt, dass es keine dazu linear unabhéngigen Eigenvektoren geben kann
(siehe Aufgabe 41.11). Die Eigenschaft rechts ist dquivalent zur Bedingung?

ex-1 = (p — A-1d)(ex)

Manche Autoren verstehen unter einer Jordanmatrix eine Matrix, in der die Einsen
unterhalb der Diagonalen stehen.

2Im Kontext der trigonalisierbaren Abbildungen und zum Auffinden der jordanschen
Normalform ist es sinnvoll, mit ¢ — A - Id anstatt mit A - Id —¢ zu arbeiten.
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fir k£ > 2. Als Eigenvektor ist e; ein erzeugendes Element des Kerns der
Abbildung ¥ := ¢ — A1d, und die anderen Standardvektoren e;, ergeben sich
sukzessive als Urbild von e;_; unter . Diese Beobachtung liefert den Hin-
tergrund fiir das weiter unten beschriebene Verfahren zum Aufstellen einer
Jordanmatrix.

DEFINITION 41.8. Eine quadratische Matrix der Form

J 0 o o0
o J 0 - 0
0O -+ 0 Jr1 O
0 v oo 0 Jy

wobei die J; Jordanmatrizen sind, heiffit Matrix in jordanscher Normalform.

Die dabei auftretenden Jordanmatrizen heiflen Jordanblocke der Matrix. Thre
Eigenwerte konnen verschieden oder gleich sein. In der Matrix

210000
0204000
004100
000410
000040
00 0O0O0 2

gibt es drei Jordanblocke, ndmlich
4 10
((2) ;) 0 4 1) und (2)
00 4
zu den Eigenwerten 2,4 und nochmal 2.

DEFINITION 41.9. Zwei quadratische Matrizen M, N € Mat,,(K) heiflen dhn-
lich, wenn es eine invertierbare Matrix B gibt mit M = BNB™L.

SATZ 41.10. Eine obere Dreiecksmatriz ist dhnlich zu einer Matriz in jordan-
scher Normalform.

Beweis. Wir verzichten auf den recht aufwéandigen Beweis. U

Diese Aussage kann man so interpretieren, dass es fiir eine trigonalisierbare
lineare Abbildung ¢ eine Basis gibt derart, dass ¢ beziiglich dieser Basis
durch eine Matrix in jordanscher Normalform beschrieben wird. Uber den
komplexen Zahlen kann man dies also stets erreichen.

VERFAHREN 41.11. Wir beschreiben, wie man zu einer linearen trigonalisier-
baren Abbildung eine Basis findet, beziiglich der die beschreibende Matrix in
jordanscher Normalform ist. Dazu bestimmt man zunéchst eine Basis fiir die
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Eigenrdume zu simtlichen Eigenwerten. Man nimmt sich nun diese Eigenvek-
toren der Reihe nach vor, jeder dieser Vektoren fiithrt zu einem Jordanblock.
Sei u ein solcher Eigenvektor zum Eigenwert A\. Dann betrachtet man das
lineare Gleichungssystem

u=(p—A-Id)v

(zumeist ist ¢ selbst durch eine Matrix gegeben, von der man das A-fache
der Einheitsmatrix abziehen muss). Wenn dieses keine Losung besitzt, so ist
u Teil der gesuchten Basis und der zugehorige Jordanblock besteht allein aus
A. Wenn es eine Losung v gibt, so ist insbesondere ¢(v) = Av + u. Man
betrachtet dann das lineare Gleichungssystem

v=_(p— A Id)w

und sucht nach einer Losung fiir w, und so weiter, bis man bei einem Glei-
chungssystem angelangt ist, das keine Losung besitzt. Dann sind die Vektoren
u,v,w, ... Teil der gesuchten Basis (die Anzahl dieser Vektoren ist die Lénge
des Jordanblocks), und man arbeitet den néichsten Eigenvektor ab.

BEISPIEL 41.12. Wir betrachten die Matrix

2 21
M=10 2 3
0 0 2
1
und wollen sie auf jordansche Normalform bringen. Es ist u =e; = [ 0 | ein
0
Eigenvektor zum Eigenwert 2. Es ist
0 21
A=M-2E;=10 0 3|,
000

so dass es keinen weiteren linear unabhéngigen Eigenvektor gibt. Wir inter-
essieren uns fiir das lineare Gleichungssystem

e; = Av.
Daraus ergibt sich sofort (aus der zweiten Zeile) v = 0 und somit 2v, = 1 (v4
0
kénnen wir frei als 0 wihlen). Also setzen wir v = | £ |. Schliefilich brauchen
0
wir eine Losung fiir
v=Aw
Dies fiihrt auf
0
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Fiir die durch die Matrix M beschriebene lineare Abbildung gilt somit
Mu =2u, Mv=2v+u, Mw=2w+v,
sodass die Abbildung beziiglich dieser Basis durch

210
0 21
0 0 2

beschrieben wird. Diese Matrix ist eine Jordanmatrix und insbesondere in
jordanscher Normalform.

BEISPIEL 41.13. Wir betrachten die Matrix

200
M=1[0 2 3
00 2
1
und wollen sie auf jordansche Normalform bringen. Es sind u =e; = | 0
0
0
und v = es = | 1| linear unabhéngige Eigenvektoren zum Eigenwert 2. Es
0

ist

AI:M—2E3:

Y

coo
O ocooc o
o wo

so dass v und v den Eigenraum aufspannen. Das lineare Gleichungssystem
e1 = Aw
besitzt keine Losung. Hingegen besitzt das lineare Gleichungssystem

ey = Aw

die Losung w =

wi—= O O

Fiir die durch die Matrix M beschriebene lineare Abbildung gilt somit
Mu = 2u, Mv =2v, Mw =2w+v,
sodass die Abbildung beziiglich dieser Basis durch

2 00
0 21
0 0 2

beschrieben wird. Diese Matrix ist in jordanscher Normalform mit den Jor-

danblocken (2) und (g é)
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