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1. VORLESUNG

Ganze Zahlen und Rechengesetze

Wir arbeiten mit den folgenden Mengen, deren Kenntnis wir voraussetzen.
N={0,1,2,...},
die Menge der natiirlichen Zahlen (mit der 0).
Z=A...,—-2,-1,0,1,2,...},
die Menge der ganzen Zahlen.

Diese Mengen sind mit den natiirlichen Operationen Addition und Multipli-
kation versehen, an deren Eigenschaften wir erinnern.

Die Addition auf Z erfiillt die folgenden Eigenschaften.

(1) Es ist
(a+b)+c=a+(b+c)
fiir beliebige (alle) Zahlen a, b, ¢, € Z, d.h. die Addition ist assoziativ.
(2) Esist
a+b=>b+a
fiir beliebige Zahlen a,b € 7Z, d.h. die Addition ist kommutativ.
(3) Es gilt
a+0=a
fiir jedes a € Z (man sagt, dass 0 das neutrale Element der Addition
ist).
(4) Zu jedem a € Z besitzt —a die Eigenschaft
a+(—a) =0
(man sagt, dass —a das negative Element zu a ist).
Die Multiplikation auf Z erfiillt die folgenden Eigenschaften.

(1) Es ist
(@a-b)-c =a-(b-c)

fiir beliebige (alle) Zahlen a, b, ¢, € Z, d.h. die Multiplikation ist as-

soziativ.
(2) Es ist

a-b="b-a

fiir beliebige Zahlen a,b € Z, d.h. die Multiplikation ist kommutativ.

(3) Es gilt
a-1=a
fiir jedes a € Z (man sagt, dass 1 das neutrale Element der Multipli-
kation ist).
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Man spricht auch vom Assoziativgesetz der Addition u.s.w.. Addition und
Multiplikation sind durch das sogenannte Distributivgesetz miteinander ver-
bunden. Dieses besagt

a-(b+c¢)=(a-b)+(a-c)

fiir alle a,b,c € Z.

Wir erinnern an einige weitere Begriffe. Man sagt, dass eine ganze Zahl a eine
ganze Zahl b teilt (oder dass a ein Teiler von b ist oder dass b ein Vielfaches
von a ist), wenn es eine weitere ganze Zahl ¢ gibt mit b = ac. Beispielsweise
ist 3 ein Teiler von 15, aber 2 ist kein Teiler von 15. Eine gerade Zahl ist eine
ganze Zahl, die ein Vielfaches von 2 ist, eine ungerade Zahl ist eine ganze
Zahl, die kein Vielfaches von 2 ist. Wenn «a ein Teiler von b ist, so verwenden
wir die Bezeichnung ¢ fiir diejenige (eindeutig bestimmte) ganze Zahl c, fiir
die die Gleichheit b = ac gilt.

Auf den ganzen Zahlen ist auch die Grifier/Gleich-Beziehung (oder Ord-
nungsbeziehung) definiert. Man schreibt @ > b, wenn a mindestens so grof§
wie b ist. Eine ganze Zahl a ist genau dann eine natiirliche Zahl, wenn a > 0
ist. Die Beziehung a > b gilt genau dann, wenn es eine natiirliche Zahl ¢ mit
a = b+ c gibt. Fiir die Ordnungsbezichung gelten die folgenden Regeln, und
zwar fiir beliebige ganze Zahlen a,b,c € Z :

(1) Esist a > a (dies nennt man die Reflexivitit der Ordnung).

(2) Ausa > bund b > cfolgt a > ¢ (dies nennt man die Transitivitit der
Ordnung).

(3) Aus @ > b und b > a folgt a = b (dies nennt man die Antisymmetrie
der Ordnung).

(4) Aus a > b folgt a + ¢ > b+ ¢ (dies nennt man die Additivitit der
Ordnung).

(5) Aus @ > bund ¢ € N folgt ¢- a > ¢- b (dies nennt man die Multipli-
kativitdt der Ordnung).

(6) Aus a > b und ¢ € Z_ (also ¢ negativ) folgt ¢-a < c¢-b.

Bei der Multiplikation mit einer negativen Zahl dreht sich also die Ordnungs-
beziehung um.

Induktion

13223245467 — B—sB..
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Mathematische Aussagen, die von natiirlichen Zahlen abhéngen, konnen mit
dem Beweisprinzip der vollstindigen Induktion bewiesen werden. Die folgen-
de Aussage prézisiert und begriindet dieses Prinzip.

Satz 1.1. Fir jede natirliche Zahl n sei eine Aussage A(n) gegeben. Es gelte

(1) A(0) ist wahr.
(2) Fiir alle n gilt: wenn A(n) gilt, so ist auch A(n + 1) wahr.

Dann gilt A(n) fir alle n.

Beweis. Es sei

M = {n € N| A(n) ist wahr} .
Wir wollen zeigen, dass M = N ist, denn genau dies bedeutet, dass die
Aussage fiir alle n gilt. Nach der ersten Bedingung ist

0e M.

Nach der zweiten Voraussetzung gilt fiir M, dass aus n € M stetsn+1 € M
folgt. Damit enthélt M die 0, daher die 1, daher die 2, usw., und damit
iiberhaupt alle natiirlichen Zahlen. U

Der Nachweis von (der Giiltigkeit von) A(0) heifit dabei der Induktionsanfang
und der Schluss von A(n) auf A(n + 1) heifit der Induktionsschluss. Inner-
halb des Induktionsschlusses nennt man die Giiltigkeit von A(n) auch die
Induktionsvoraussetzung. In manchen Situationen ist die Aussage A(n) erst
fiir n > ng fiir ein gewisses ng (definiert oder) wahr. Dann beweist man im
Induktionsanfang die Aussage A(ng) und den Induktionsschluss fithrt man
fur alle n > ng durch.

Das folgende Standardbeispiel fiir einen Induktionsbeweis verwendet das
Summenzeichen. Fiir gegebene reelle Zahlen aq, ..., a, bedeutet

Y ap = artas -+ +an +a,.

k=1
Dabei héngen im Allgemeinen die ay in einer formelhaften Weise von k ab.
Entsprechend ist das Produktzeichen definiert, namlich

n
Hak = a1 Q2 Ap—1 * Ap.
k=1

Insbesondere sind fiir n € N die Potenzen durch

n
a® = Ha =a" Y a=a-a--a
i=1 n—mal
definiert. Dabei gelten die Konventionen 0a = 0 und a® = 1 (die erste liisst
sich auch iiber die Multiplikation begriinden, die zweite ist aber auch sinn-

voll). Als Rechenregeln fiir das Potenzieren gelten



Aufgabe 1.2. Beweise durch Induktion die folgende Formel fiir n > 1.

—~  n(n+1)
Zk_T'
k=1

Losung

Beim Induktionsanfang ist n = 1, daher besteht die Summe links nur aus
einem Summanden, ndmlich der 1, und daher ist die Summe 1. Die rechte
Seite ist 172 = 1, so dass die Formel fiir n = 1 stimmt.

Fiir den Induktionsschritt setzen wir voraus, dass die Formel fiir ein n > 1
gilt, und miissen zeigen, dass sie auch fiir n + 1 gilt. Dabei ist n beliebig. Es
ist

n+1 n
ko= (Zk>+n+1
k=1 k=1

= —n(n;— D +n+1

n(n+1)+2(n+1)

(n+ 2)(n2~|— 1)
5 .
Dabei haben wir fiir die zweite Gleichheit die Induktionsvoraussetzung ver-
wendet. Der zuletzt erhaltene Term ist die rechte Seite der Formel fiir n 4 1,
also ist die Formel bewiesen.

Aussagen, die durch Induktion bewiesen werden konnen, kénnen manchmal
auch auf andere Art bewiesen werden. Im vorstehenden Beispiel gibt es die
elegantere und einsichtigere Losung, die Zahlen einmal aufsteigend und ein-
mal absteigend untereinander hinzuschreiben, also

1 2 3 - n—-2n-1n

nn—1 n—-2 -3 2 1
Spaltenweise ergibt sich n + 1, und diese Summe kommt n-mal vor. Also ist

(8) - o

i=1
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Aufgabe 1.3. Zeige durch vollstdandige Induktion, dass fiir jedes n € N die

Zahl
6n+2 + 72n+1

ein Vielfaches von 43 ist.

Losung

Fiir n =0 ist
62+ 7 = 43
ein Vielfaches von 43. Sei nun die Aussage fiir n bewiesen und betrachten
wir den Ausdruck fiir n + 1. Dieser ist
6n+1+2 + 72(n+1)+1 - 6- 6n+2 + 72 i 72n+1
= 6-6""2 + (6 +43)7 !
— 6<6n+2 4 72n+1) 4 43 . 72n+1
= 6-43-5+43- 7"t

wobei im letzten Schritt die Induktionsvoraussetzung verwendet wurde (nédm-
lich die Eigenschaft, dass 6""2 + 7>"*1 ein Vielfaches von 43 ist). Daher ist
diese Zahl ein Vielfaches von 43.

Division mit Rest

Jede natiirliche Zahl lédsst sich bekanntlich als eine Ziffernfolge ,,im Zehner-
system® ausdriicken. Dies beruht auf der (sukzessiven) Division mit Rest.

Satz 1.4. Sei d eine fixierte positive natirliche Zahl. Dann gibt es zu je-
der natiirlichen Zahl n eine eindeutig bestimmte natiirliche Zahl ¢ und eine
eindeutig bestimmte natiirliche Zahl' v, 0 <r <d —1, mit

n = qd+r.

Beweis. Zur Existenz. Dies wird durch Induktion iiber n bewiesen. Es sei
d > 0 fixiert. Der Induktionsanfang ergibt sich direkt mit ¢ = 0 und r =
n = 0. Fiir den Induktionsschluss sei die Aussage fiir n bewiesen, d.h. wir
haben eine Darstellung n = dg 4+ r mit r < d und miissen eine ebensolche
Darstellung fiir n + 1 finden. Wenn r < d — 1 ist, so ist

n+1=dq+r+1

und wegen r+1 < d ist dies eine gesuchte Darstellung. Ist hingegen r = d—1,
SO ist

n+1l=dg+r+1=dg+d=d(g+1)+0,
und dies ist eine gesuchte Darstellung. Zur Eindeutigkeit. Sei gd +r =n =
Gd—+7, wobei die Bedingungen jeweils erfiillt seien. Es sei ohne Einschrinkung
7 > r. Dann gilt (¢ — ¢)d = 7 —r. Diese Differenz ist nichtnegativ und kleiner

1Bei ¢ denke man an Quotient und bei r an Rest.
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als d, links steht aber ein Vielfaches von d, so dass die Differenz 0 sein muss
und die beiden Darstellungen iiberein stimmen. U

Mit der Division mit Rest konnen wir die Existenz und Eindeutigkeit der
iiblichen Zifferndarstellung einer natiirlichen Zahl beweisen. Hinter der Zif-
ferndarstellung verbirgt sich eine Mischung aus Addition, Multiplikation und
Potenzierung.

Satz 1.5. Zu jeder natiirlichen Zahln gibt es eindeutig bestimmte natiirliche
Zahlen k und 1o, 71,72, ..., mit 0 < r; < 9 und mit v, # 0 (aufer bei
n = 0) mit der Eigenschaft

k
n = Z r;10°.
i=0

Bewers. Wir beweisen die Existenzaussage durch Induktion iiber n. Fiir n =

0 wahlt man & = 0 und rq = 0. Sei nun n > 1 und die Aussage fiir kleinere

Zahlen schon bewiesen. Nach Satz 1.4 mit d = 10 gibt es eine Darstellung
n =q-10+rg

mit rg zwischen 0 und 9. Es ist ¢ < n, deshalb gilt nach Induktionsvoraus-
setzung die Aussage fiir ¢. D.h. man kann schreiben
¢

q = Z s;10°

i=0
mit 0 < s; <9 (bei ¢ =0 ist dies als leere Summe zu lesen) und mit s, # 0.
Dabher ist

n = q-104+1rg
¢

= ( 37;102) 10 + 79
=0
1

= ) (s1071) 41

= (sj_ll()j) +7”0

oS
+ 1l
= o

<
—_

eine Darstellung der gesuchten Art. Dabei ist r; = s;_; fiir 7 > 1 und k =
¢+ 1. Die Eindeutigkeit folgt ebenfalls aus der Eindeutigkeit bei der Division
mit Rest. U

Eine entsprechende Aussage gilt fiir jede Basis g > 2 statt g = 10. Bei g = 2
spricht man vom Dualsystem, die einzigen Ziffern sind 0 und 1, bei g = 3 vom
Dreiersystem mit den Ziffern 0,1,2 u.s.w.. Bei g = 16 spricht man vom He-
zadezimalsystem und verwendet die Ziffern 0,1,2,3,4,5,6,7,8,9, A, B,C, D,
E. F.



1. ARBEITSBLATT
Ubungsaufgaben?

Aufgabe 1.1. Beweise durch Induktion die folgenden Formeln.
(1)
ii _n(n+1)
—~ 2
=1
(2)

o nn+1)2n+1
yoionerlensy

(3)

i=1

Aufgabe 1.2. Beweise durch Induktion, dass die Summe von aufeinander-
folgenden ungeraden Zahlen (beginnend bei 1) stets eine Quadratzahl ist.

Aufgabe 1.3.*

Zeige mittels vollstdndiger Induktion die Formel

Z(_l)kk _ {5 bei n gerade,

— —"TH bei n ungerade .

Aufgabe 1.4.*

Beweise durch Induktion fiir alle n € N die Formel

i(_l)kle — (_1)n+1n(n + 1) )

2
k=1

Aufgabe 1.5. Zeige, dass mit der einzigen Ausnahme n = 3 die Beziehung
2" > p?

gilt.

2Eine Aufgabe mit Stern bedeutet, dass es dazu eine Losung gibt, die iiber einen Link
zu erreichen ist.
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Aufgabe 1.6. Die Stiadte 51, ...,.9, seien untereinander durch Straffen ver-
bunden und zwischen zwei Stadten gibt es immer genau eine Strafle. Wegen
Bauarbeiten sind zur Zeit alle Stralen nur in einer Richtung befahrbar. Zei-
ge, dass es trotzdem mindestens eine Stadt gibt, von der aus alle anderen
Stéadte erreichbar sind.

Aufgabe 1.7.*

Zeige, dass fiir jede ungerade Zahl n die Zahl 25n% — 17 ein Vielfaches von 8
ist.

Aufgabe 1.8. Welche Teilerbeziehung besteht zwischen 0 und einer beliebi-
gen ganzen Zahl n und welche Teilerbeziehung besteht zwischen 1 und einer
beliebigen ganzen Zahl n.

Aufgabe 1.9. Es seien ¢,d, s € Nmit d > 1 und n = qd—+s. Zeige, dass der
Rest von n bei Division durch d gleich dem Rest von s bei Division durch d
ist.

Aufgabe 1.10. Sei d eine positive natiirliche Zahl. Es seien a, b natiirliche
Zahlen und es seien r bzw. s die Reste von a bzw. b bei Division durch d.
Zeige, dass der Rest von a + b bei Division durch d gleich dem Rest von r + s
bei Division durch m ist. Formuliere und beweise die entsprechende Aussage
fiir die Multiplikation.

Bei der folgenden Aufgabe denke man etwa an a = 10.

Aufgabe 1.11. Es seien a,d € N, d > 1. Zeige, dass bei Division mit
Rest durch d aller Potenzen von a (also a°,a',a?,...) schlieBlich eine Pe-
riodizitat eintreten muss. Es gibt also ¢ < j derart, dass sich die Reste von
al,a™ a2 .. a?7? o/~ bei den folgenden Potenzen periodisch (oder ,,zy-
klisch®) wiederholen (insbesondere besitzen also a’ und a’ den gleichen Rest).
Zeige ebenfalls, dass diese Periodizitéit nicht bei a® = 1 anfangen muss.

Aufgabe 1.12. Betrachte im Zehnersystem die Zahl
473.

Wie sieht diese Zahl im Dualsystem aus?

Aufgabe 1.13. Begriinde, ohne auf Gewohnheiten zu verweisen, warum das
schriftliche Addieren (von natiirlichen Zahlen im Zehnersystem) korrekt ist,
also wirklich die Summe der vorgegebenen Zahlen berechnet.
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Aufgabe 1.14. Begriinde, ohne auf Gewohnheiten zu verweisen, warum das
schriftliche Multiplizieren (von natiirlichen Zahlen im Zehnersystem) korrekt
ist, also wirklich das Produkt der vorgegebenen Zahlen berechnet.

Aufgabe 1.15. Sei m € N. Zeige durch Induktion die Gleichheit

(%n+nfhm—1fzfﬁuﬁ—1y

Aufgabe 1.16. Eine n-Schokolade ist ein rechteckiges Raster, das durch
a — 1 Léngsrillen und b — 1 Querrillen in n = a - b (a,b € N} ) mundgerech-
te kleinere Rechtecke eingeteilt ist. Ein Teilungsschritt an einer Schokolade
ist das vollstdndige Durchtrennen einer Schokolade lings einer Léngs- oder
Querrille. Eine vollstéindige Aufteilung einer Schokolade ist eine Folge von
Teilungsschritten (an der Ausgangsschokolade oder an einer zuvor erhalte-
nen Zwischenschokolade), deren Endprodukt aus den einzelnen Mundgerecht-
ecken besteht. Zeige durch Induktion, dass jede vollstéindige Aufteilung einer
n-Schokolade aus genau n — 1 Teilungsschritten besteht.

Aufgabe 1.17. Betrachte im 15er System mit den Ziffern 0,1,...,8,9, A, B,
C, D, FE die Zahl
5E6BB.

Wie sieht diese Zahl im Zehnersystem aus?

2. VORLESUNG

Primzahlen

@EXDXEREK e
PEOXEXOE®X - - ¢
1] x@n :’:x Wx@?( HonoTe
EXHKHNK@]EKR = » = 7
@_n @)()()(@n oW o eem
[ K@ L1 ){ Ll x@)( T LI A ]
@K“XK".@)‘:"-“ o oW
@ H@){){x ol @K WO W
2] K@ i xx " K@x e 113
IO @ = 2

=@ O W B
1t e (00) v e e e e

Das Sieb des Eratosthenes liefert eine einfache Methode, eine Liste von
Primzahlen unterhalb einer bestimmten Gréfle k zu erstellen. Man streicht
einfach die echten Vielfachen der kleinen (kleiner als oder gleich v/&) schon

etablierten Primzahlen durch, die verbleibenden Zahlen sind prim.
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Definition 2.1. Eine natiirliche Zahl n > 2 heif3t eine Primzahl, wenn die
einzigen natiirlichen Teiler von ihr 1 und n sind.

Eine Primzahl ist also eine natiirliche Zahl, die genau zwei Teiler hat, namlich
1 und n, und die miissen verschieden sein. 1 ist also keine Primzahl.

Die ersten Primzahlen sind 2,3,5,7,11,13,17,19,23,29,31, .. ..

Satz 2.2. Jede natiirliche Zahl n € N, n > 2, besitzt eine Zerlequng in
Primfaktoren.

D.h. es gibt eine Darstellung

n = pi-p2 - Pr
mit Primzahlen p;.

Beweis. Wir beweisen die Existenz durch Induktion iiber n. Fiir n = 2 liegt
eine Primzahl vor. Bei n > 3 ist entweder n eine Primzahl, und diese bildet
die Primfaktorzerlegung, oder aber n ist keine Primzahl. In diesem Fall gibt
es eine nichttriviale Zerlegung n = ab mit kleineren Zahlen a,b < n. Fiir
diese Zahlen gibt es nach Induktionsvoraussetzung jeweils eine Zerlegung
in Primfaktoren, und diese setzen sich zu einer Primfaktorzerlegung fiir n
zusamimen. Il

Fiir 105 beispielsweise findet man den Primfaktor 3 und kann daher 105 =
3 - 35 schreiben. Von der kleineren Zahl 35 ist die Zerlegung 35 = 5 -7 nach
Induktionsvoraussetzung schon bekannt und man erhélt

105 = 3-5-T7.

Wenn man mit dem Primfaktor 5 startet, so ergibt sich 105 = 5-21 = 5-3-7,
insgesamt kommen also die gleichen Primfaktoren vor. Weiter unten werden
wir zeigen, dass die Primfaktorzerlegung bis auf Reihenfolge eindeutig ist,
was keineswegs selbstverstandlich ist und einige Vorbereitungen bedarf.

Satz 2.3. FEs gibt unendlich viele Primzahlen.

Beweis. Angenommen, die Menge aller Primzahlen sei endlich, sagen wir
{p1,p2,...,pr} sei eine vollstdndige Auflistung aller Primzahlen. Man be-
trachtet die natiirliche Zahl

N=pi-p2-p3-pr +1.

Da bei Division von N durch p; immer der Rest 1 iibrigbleibt, ist diese Zahl
durch keine der Primzahlen p; teilbar. Andererseits besitzt N nach Satz 2.2
eine Primfaktorzerlegung. Insbesondere gibt es eine Primzahl p, die N teilt
(dabei konnte N = p sein). Doch damit muss p gleich einem der p; aus der
Liste sein, und diese sind keine Teiler von N. Dies ist ein Widerspruch, da
ein p; nicht gleichzeitig ein Teiler und kein Teiler von N sein kann. Also muss
die Annahme (némlich die Endlichkeit der Primzahlmenge) falsch gewesen
sein. U
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Teilerfremdheit

Definition 2.4. Zwei natiirliche Zahlen heiflen teilerfremd, wenn sie keinen
gemeinsamen Teiler > 2 besitzen.

Beispielsweise sind 12 und 25 teilerfremd, 15 und 25 sind nicht teilerfremd,
da 5 ein gemeinsamer Teiler ist. Die 1 ist zu jeder natiirlichen Zahl (auch
zu 0 und 1) teilerfremd. Fiir eine Primzahl p und eine natiirliche Zahl n gilt
folgende Alternative: Entweder teilt p die Zahl n, oder aber p und n sind
teilerfremd. Fin gemeinsamer Teiler muss ja ein Teiler von p sein, und da
kommen nur 1 und p in Frage.

Aufgabe 2.5. Die Wasserspedition ,,Alles im Eimer* verfiigt iiber einen
7- und einen 10-Liter-Eimer, die allerdings keine Markierungen haben. Sie
erhilt den Auftrag, insgesamt genau einen Liter Wasser von der Nordsee in
die Ostsee zu transportieren. Kann sie diesen Auftrag erfiillen?

Die Aufgabe ist 16sbar: Man macht fiinfmal den 10-Liter-Eimer in der Nordsee
voll und transportiert dies in die Ostsee. Danach (oder gleichzeitig) macht
man siebenmal den 7-Liter-Eimer in der Ostsee voll und transportiert dies in
die Nordsee. Unterm Strich hat man dann 5-10—7-7 = 1 Liter transportiert.
Die dieser Uberlegung zugrunde liegende Aussage heifit Lemma von Bezout.

Satz 2.6. Es seien a,b € N zwei teilerfremde natirliche Zahlen. Dann gibt
es ganze Zahlen r,s € Z mit ra + sb = 1.

Beweis. Wir beweisen die Aussage durch Induktion iiber das Maximum von
a und b, wobei wir ohne Einschrankung a < b wéhlen kénnen. Wenn das
Maximum 0 ist, so sind beide Zahlen 0 und somit nicht teilerfremd. Wenn
das Maximum 1 ist, so ist b = 1 und somit ist » = 0 und s = 1 eine
Darstellung der 1. Seien nun a < b teilerfremd, b > 2 und die Aussage sei
fiir alle Zahlenpaare, deren Maximum kleiner als b ist, schon bewiesen. Dann
ist a < b, da bei a = b die beiden Zahlen nicht teilerfremd sind. Ebenso
konnen wir a = 0 ausschliefen. Wir betrachten das Zahlenpaar (a,b—a) und
wollen darauf die Induktionsvoraussetzung anwenden. Das Maximum dieses
neuen Paares ist jedenfalls kleiner als b. Allerdings miissen wir, damit die
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Induktionsvoraussetzung wirklich eingesetzt werden kann, wissen, dass auch
a und b — a teilerfemd sind. Dazu fithren wir einen Widerspruchsbeweis.
Nehmen wir also an, dass a und b — a nicht teilerfremd sind. Dann gibt es
eine natiirliche Zahl ¢ > 2, die sowohl a als auch b — a teilt. Dies bedeutet
wiederum, dass es natiirliche Zahlen m,n gibt mit a = mt und b — a = nt.
Doch dann ist

b= (b—a)+a=nt+mt = (n+mt

ebenfalls ein Vielfaches von ¢, im Widerspruch zur Teilerfremdheit von a und
b. Die Induktionsvoraussetzung ist also auf ¢ und b — a anwendbar und somit
gibt es ganze Zahlen r, s mit

ra+s(b—a) = 1.
Dann ist aber auch
(r—s)a+sb=ra+slb—a) =1

und wir haben eine Darstellung der 1 mit a und b gefunden. ]

Der Hauptsatz der elementaren Zahlentheorie

Wir mochten nun zur Primfaktorzerlegung, deren Existenz wir bereits gezeigt
haben, beweisen, dass sie eindeutig ist. Natiirlich kann man

12 =3-2-2=2-3-2=2-2-3

schreiben, mit eindeutig ist also eindeutig bis auf Reihenfolge gemeint. Um
dies zu zeigen brauchen wir zunéchst das sogenannte Lemma von Euklid, das
eine wichtige Eigenschaft einer Primzahl beschreibt.

Satz 2.7. Es sei p eine Primzahl und p teile ein Produkt ab von natirlichen
Zahlen a,b € N. Dann teilt p einen der Faktoren.

Beweis. Wir setzen voraus, dass a kein Vielfaches von p ist (andernfalls sind
wir fertig). Dann miissen wir zeigen, dass b ein Vielfaches von p ist. Unter
der gegebenen Voraussetzung sind a und p teilerfremd. Nach Satz 2.5 gibt es
ganze Zahlen r, s mit

ra+sp =1
Da ab ein Vielfaches von p ist, gibt es ein ¢ mit
ab = tp.
Daher ist
b=>b-1=b(ra+sp) = abr +bsp = tpr +bsp = p(tr + bs).
Also ist b ein Vielfaches von p. U
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Aus dem Lemma von Euklid folgt sofort die etwas stérkere Aussage: Wenn
eine Primzahl p ein beliebiges Produkt aqas- - -a,, teilt, dann teilt p mindestens
einen Faktor. Man wendet das Lemma einfach auf (a;ay- - -a,—1)-a, an (formal
ist das eine Induktion iiber die Anzahl der Faktoren). Dies wird im Beweis
des folgenden Hauptsatzes der elementaren Zahlentheorie verwendet.

Satz 2.8. Jede natiirliche Zahln € N, n > 2, besitzt eine eindeutige Zerle-
gung in Primfaktoren.

D.h. es gibt eine Darstellung
n=prp

mit Primzahlen p;, und dabei sind die Primfaktoren bis auf thre Rethenfolge
eindeutig bestimmit.

Beweis. Die Existenz der Primfaktorzerlegung wurde bereits in Satz 2.2 ge-
zeigt. Die Eindeutigkeit wird durch Induktion iiber n gezeigt. Fiir n = 2 liegt
eine Primzahl vor. Sei nun n > 3 und seien zwei Zerlegungen in Primfaktoren
gegeben, sagen wir
no=prcpr = Qs
Wir miissen zeigen, dass nach Umordnung die Primfaktorzerlegungen {iber-
einstimmen. Die Gleichheit bedeutet insbesondere, dass die Primzahl p; das
Produkt rechts teilt. Nach Satz 2.6 muss dann p; einen der Faktoren rechts
teilen. Nach Umordnung kénnen wir annehmen, dass ¢; von p; geteilt wird.
Da ¢ selbst eine Primzahl ist, folgt, dass p; = ¢; sein muss. Daraus ergibt
sich durch Kiirzen, dass
Do Pr = Go- - Qs

ist. Nennen wir diese Zahl n’. Da n’ < n ist, konnen wir die Induktionsvor-
aussetzung auf n’ anwenden und erhalten, dass links und rechts die gleichen
Primzahlen stehen. U

Primzahlprobleme

Die treibende Kraft der Mathematik ist es, Probleme zu l6sen. Schwierige
Probleme gibt es in allen Bereichen der Mathematik, besonders préagnant sind
sie in der Zahlentheorie, da es dort eine Vielzahl von elementar formulierten
ungelosten Problemen gibt. Als Beispiel besprechen wir das Problem der
Primzahlzwillinge, zu dem es kiirzlich (2013) einen wichtigen Fortschritt gab.

Definition 2.9. Ein Primzahlzwilling ist ein Paar bestehend aus p und p+2,
wobei diese beiden Zahlen Primzahlen sind.

Die ersten Beispiele fiir Primzahlzwillinge sind
(3,5), (5,7), (11,13), (17,19), (29,31),... .
Ubrigens ist 3, 5,7 der einzige Primzahldrilling, siche Aufgabe 1.12.
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Problem 2.10. Gibt es unendlich viele Primzahlzwillinge?

Eine Losung dieses Problems wire ein mathematischer Satz, der entweder be-
sagt, dass es unendlich viele Primzahlzwillinge gibt, oder dass es nur endlich
viele Primzahlzwillinge gibt. D.h. das eine oder das andere miisste bewiesen
werden. Bei schwierigen Problemen erwartet man nicht, dass jemand plotz-
lich einen Beweis hinschreibt, sondern dass eine neue und weit verzweigte
Theorie entwickelt wird, mit der man letztlich einen Beweis geben kann.

Bemerkung 2.11. Die Frage, ob es endlich viele Primzahlzwillinge gibt, be-
sitzt verschiedene schwichere Varianten. Man kann sich zum Beispiel fragen,
ob es unendlich oft vorkommt, dass es in einem Zehnerintervall zwei Prim-
zahlen gibt, oder dass es in einem Hunderterintervall zwei Primzahlen gibt,
und so weiter. Die ersten Primzahlen vermitteln dabei ein Bild, dass Prim-
zahlen ziemlich haufig sind. Sie werden aber zunehmend seltener, so dass es
fiir hohe Hunderterintervalle, sagen wir fiir die Zahlen von

1000000000000000 bis 1000000000000100

ziemlich unwahrscheinlich ist, eine Primzahl zu enthalten, geschweige denn
zwei Primzahlen. Bis vor kurzem war es nicht bekannt, ob es iiberhaupt eine
Zahl m mit der Eigenschaft gibt, dass es unendlich viele Intervalle der Lénge
m gibt, die zwei Primzahlen enthalten (m = 2 wire die positive Losung des
Primzahlzwillingsproblems). Im Jahr 2013 bewies Zhang Yitang, dass man

m = 70000000
nehmen kann, dass es also unendlich viele Intervalle der Form
[k, k + 70000000]

gibt, in denen zwei Primzahlen liegen. Dieses Resultat ist ein Durchbruch
in der Primzahlzwillingforschung, da es erstmals zeigt, dass sich Primzahlen
unendlich oft ,,ziemlich nahe“ kommen.

2. ARBEITSBLATT

Ubungsaufgaben

Aufgabe 2.1. Skizziere ein Teilerdiagramm (also ein Diagramm, in dem die
Teilerbeziehung durch Pfeile ausgedriickt wird) fiir die Zahlen 25, 30, 36 sowie
all ihrer positiven Teiler.

Aufgabe 2.2. Finde die Primfaktorzerlegung von 1728.
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Aufgabe 2.3. Finde die Primfaktorzerlegung der Zahlen
11, 111, 1111, 11111, 111111.

(Vergleiche hierzu auch Aufgabe 3.21.)

Aufgabe 2.4. Finde die kleinste Zahl N der Form N =p; -py-... - p, + 1,
die keine Primzahl ist, wobei pq, po, ..., p, die ersten r Primzahlen sind.

Aufgabe 2.5. Seir € N.

a) Finde r aufeinander folgende natiirliche Zahlen (also n,n+1, ..., n+r—1),
die alle nicht prim sind.

b) Finde unendlich viele solcher primfreien 7-,Intervalle®.

Fiir die folgende Aufgabe ist Aufgabe 1.10 hilfreich.

Aufgabe 2.6. Es sei a eine natiirliche Zahl und es sei

¢
a = Z a;10°
i=0

die Darstellung von a im Dezimalsystem. Zeige, dass a von 3 genau dann
geteilt wird, wenn die Quersumme Zf:o a; von 3 geteilt wird.

Aufgabe 2.7. Finde eine Darstellung der 1 fiir die folgenden Zahlenpaare.
5 und 7; 20 und 27; 23 und 157.

Aufgabe 2.8. Es seien a und b natiirliche Zahlen, deren Produkt ab von
einer natiirlichen Zahl n geteilt werde. Die Zahlen n und a seien teilerfremd.
Zeige, dass b von n geteilt wird.

Aufgabe 2.9. Seien r und s teilerfremde Zahlen. Zeige, dass jede Losung
(x,y) der Gleichung

re+sy =20
die Gestalt (z,y) = v(s, —r) hat, mit einer eindeutig bestimmten Zahl v.

Aufgabe 2.10. Es seien a und d teilerfremd. Zeige, dass es eine Potenz a
mit ¢ > 1 gibt, deren Rest bei Division durch d gleich 1 ist.

Tipp: Verwende Aufgabe 1.11 und betrachte den Rest von a/ —a‘ bei Division
durch d.
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Die folgende Aufgabe zeigt, dass die eindeutige Primfaktorzerlegung keines-
wegs selbstverstandlich ist.

Aufgabe 2.11. Es sei M C N, diejenige Teilmenge, die aus allen natiirli-
chen Zahlen besteht, die bei Division durch 4 den Rest 1 besitzen, also
M ={1,5,9,13,17,...}. Zeige, dass man 441 innerhalb von M auf zwei ver-
schiedene Arten in Faktoren zerlegen kann, die in M nicht weiter zerlegbar
sind.

Aufgabe 2.12. Zeige, dass es aufler 3,5,7 kein weiteres Zahlentripel der
Form p,p + 2, p + 4 gibt, in dem alle drei Zahlen Primzahlen sind.

Aufgabe 2.13. Es seien a und n natiirliche Zahlen mit n > 2. Es sei

¢

i

a = E a;n
i=0

die Darstellung von a zur Basis n (also mit 0 < a; < n). Es sei k ein Teiler

von n — 1. Dann wird a von k genau dann geteilt, wenn die Quersumme
¢ e

Y izo @ von k geteilt wird.

Aufgabe 2.14. Betrachte im 15er System mit den Ziffern 0,1,...,8,9, A, B,
C, D, FE die Zahl
EA09BACA.

Ist diese Zahl durch 7 teilbar?

Aufgabe 2.15. Alle Flohe leben auf einem unendlichen Zentimeter-Band.
Ein Flohméannchen springt bei jedem Sprung 78 cm und die deutlich kréafti-
geren Flohweibchen springen mit jedem Sprung 126 cm. Die Flohménnchen
Florian, Flohchen und Carlo sitzen in den Positionen —123, 55 und —49. Die
Flohweibchen Flora und Florentina sitzen in Position 17 bzw. 109. Welche
Flohe koénnen sich treffen?

Aufgabe 2.16. Wir betrachten eine digitale Uhr, die 24 Stunden, 60 Mi-
nuten und 60 Sekunden anzeigt. Zur Karnevalszeit lduft sie aber nicht in
Sekundenschritten, sondern addiert, ausgehend von der Nullstellung, in je-
dem Zahlschritt immer 11 Stunden, 11 Minuten und 11 Sekunden dazu. Wird
bei dieser Zahlweise jede mogliche digitale Anzeige erreicht? Nach wie vielen
Schritten kehrt zum ersten Mal die Nullstellung zuriick?
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3. VORLESUNG

Die rationalen Zahlen

Definition 3.1. Unter einer rationalen Zahl versteht man einen Ausdruck

der Form
a

g )
wobei a,b € Z und b # 0 sind, und wobei zwei Ausdriicke ¥ und 5 genau
dann als gleich betrachtet werden, wenn ad = be (in Z) gilt. Die Menge aller
rationalen Zahlen wird mit @Q bezeichnet.

Bei § heiflt a der Zihler und b der Nenner der rationalen Zahl. Fiir die
rationale Zahl § schreibt man einfach a. In diesem Sinne sind ganze Zah-
len insbesondere auch rationale Zahlen. Es gelten die folgenden Identitéiten
(dabei seien ¢, d # 0, ansonsten seien alle a, b, ¢, d € 7Z beliebig).

(1)

1
Sp—
—1
(2)
0,
c
(3)
<y
c
(4)
@ _ad
c  cod’

Die Addition und die Multiplikation auf rationalen Zahlen wird folgender-
maflen festgelegt.

(1)
ab

b
d cd’

ol

(2)

a b ad + be

¢ d
Man addiert also zwei rationale Zahlen, indem man die Nenner gleichnamig
macht. Diese Operationen sind wohldefiniert und wieder assoziativ, kommu-
tativ und es gilt das Distributivgesetz. Diese Eigenschaften kann man auf die
entsprechenden Eigenschaften der ganzen Zahlen zuriickfithren, siehe Aufga-

be 3.6.
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Die 0 = % hat wieder die Eigenschaft

a a
0+ = —+
+ b b

und die 1 = % hat wieder die Eigenschaft
a a
.= = -
b b

—a

Ferner gibt es wieder zu einer rationalen Zahl ¢ die negative Zahl —¢ = 5*.

b
Sie besitzt die charakteristische Eigenschaft
—-a a —a+a
—+ - = = 0.
b b b
Zu einer rationalen Zahl § mit a,b # 0 (also wenn Zéhler und Nenner von 0

verschieden sind) ist auch der umgedrehte Bruch g eine rationale Zahl, und
es gilt

_ e _
-2 -

b
Man kann die rationalen Zahlen auf der Zahlengeraden platzieren (die ganzen
Zahlen seien dort schon platziert). Die rationale Zahl § mit a,b € N findet
man so: Man unterteilt die Strecke von 0 nach a in b gleichlange Teilstrecken.
Die Zahl ¢ ist dann die rechte Grenze des (von links) ersten Teilintervalls.
Insbesondere ist % die Lénge des Intervalls, dass b-fach nebeneinander gelegt
die Einheitsstrecke (oder das Einheitsintervall) ergibt.?

1.

Q|

a
b

Man nennt g die tnverse rationale Zahl zu

Als Punkte auf der Zahlengeraden lassen sich rationale Zahlen ihrer Grofie
nach vergleichen. Dabei gilt fiir § und § mit a,b,c,d € N die Beziehung
a c
Z > Z
b — d
genau dann, wenn in Z die Beziehung
ad > be

gilt. Um dies einzusehen, bringt man die beiden rationalen Zahlen auf den
Hauptnenner, d.h. man vergleicht Z—g und %. Die Groflerbeziehung héngt
dann allein von den beiden Z&hlern ab.

Die reellen Zahlen

3Die Frage, wie man diese Unterteilung elementar durchfiihrt, besprechen wir hier nicht.
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Wir werden nun die reellen Zahlen besprechen, die wir uns durch alle Punkte
des Zahlenstrahls vorstellen. Diese Vorstellung ist keineswegs unproblema-
tisch, sie ist aber intuitiv sehr wertvoll. Allerdings ist die Intuition in der
Mathematik kein Beweismittel. Ferner wird die Intuition hiufig {iberschétzt
und mit Gewohnheit verwechselt. Haben Sie eine sichere intuitive Vorstellung
zur Multiplikation auf der Zahlengeraden?

Unsere Vorgehensweise ist daher, grundlegende Eigenschaften der reellen
Zahlen ein fiir allemal zu formulieren und dann alle weiteren Eigenschaf-
ten aus diesen Grundeigenschaften abzuleiten. Diese grundlegenden Eigen-
schaften decken sich mit unserer intuitiven Vorstellung einer kontinuierlichen
Zahlengeraden und mit unserer Rechenerfahrung mit reellen Zahlen.

Grundlegende Eigenschaften von mathematischen Strukuren werden als
Azxiome bezeichnet. In der Mathematik werden sdmtliche Eigenschaften aus
den Axiomen logisch abgeleitet. Die Axiome fiir die reellen Zahlen gliedern
sich in algebraische Axiome, Anordnungsaxiome und das Vollstédndigkeitsaxi-
om. Unter algebraischen Eigenschaften versteht man solche Eigenschaften,
die sich auf die Rechenoperationen, also die Addition, die Subtraktion, die
Multiplikation und die Division, beziehen. Diese Operationen ordnen zwei re-
ellen Zahlen eine weitere reelle Zahl zu, man spricht auch von Verkniipfungen.
Es geniigt, nur GesetzméaBigkeiten fiir die Addition und die Multiplikation
aufzulisten, Subtraktion und Division ergeben sich als abgeleitete Operatio-
nen. Die Existenz der Addition und der Multiplikation ist Teil der Axiome.

Proposition 3.2. Die Addition und die Multiplikation auf den reellen Zahlen
R (mit den Elementen 0 # 1) erfillen die folgenden Figenschaften (bzw.
Aziome).

(1) Aziome der Addition
(a) Assoziativgesetz: Fiir alle a,b,c € R gilt: (a+b)+c = a+ (b+c).
(b) Kommutativgesetz: Fiir alle a,b € R gilt a +b="0b+ a.
(c) 0 ist das neutrale Element der Addition, d.h. fir alle a € R ist
a+0=a.
(d) Existenz des Negativen: Zu jedem a € R gibt es ein Element
beR mita+b=0.
(2) Aziome der Multiplikation
(a) Assoziativgesetz: Fir alle a,b,c € R gilt: (a-b)-c=a-(b-c).
(b) Kommutativgesetz: Fiir alle a,b € R gilt a-b=1b- a.
(¢) 1 ist das neutrale Element der Multiplikation, d.h. fir alle a € R
ista-1=a.
(d) Existenz des Inversen: Zu jedem a € R mit a # 0 gibt es ein
FElement c€e R mit a-c=1.
(3) Distributivgesetz: Fiir alle a,b,c € R gilt a- (b+c¢) = (a-b)+ (a-c).

Dass all diese Axiome fiir die reellen Zahlen (und die rationalen Zahlen) mit
den natiirlichen Verkniipfungen gelten, ist aus der Schule vertraut.
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Zur Vereinfachung der Schreibweisen verwenden wir die Klammerkonvention,
dass die Multiplikation stérker bindet als die Addition. Man kann daher
a-b+c-dstatt (a-b)+ (c-d) schreiben. Zur weiteren Notationsvereinfachung
wird das Produktzeichen hiufig weggelassen. Die Elemente 0 und 1 werden
als Nullelement und als Finselement bezeichnet. Es ist Teil der Axiomatik,
dass sie verschieden sind.

Zu einer reellen Zahl a nennt man das Element b mit a + b = 0 das Negative
von a. Es ist durch diese Eigenschaft eindeutig bestimmt und man bezeichnet
es mit —a. Es ist —(—a) = a, da wegen a + (—a) = 0 das Element a gleich
dem (eindeutig bestimmten) Negativen von —a ist.

Statt b + (—a) schreibt man abkiirzend b — a und spricht von der Differenz.
Die Differenz ist also keine grundlegende Verkniipfung, sondern wird auf die
Addition mit dem Negativen zuriickgefiihrt.

Zu einer reellen Zahl a, a # 0, nennt man das Element ¢ mit ac = 1 das
Inverse von a und bezeichnet es mit a~!. Fiir a,b € R, b # 0, schreibt man
auch abkiirzend

a

2 = ab L.

a/b =

Die beiden linken Ausdriicke sind also Abkiirzungen fiir den rechten Aus-

druck.

Zu einer reellen Zahl a und n € N wird a” als das n-fache Produkt von a mit
sich selbst definiert, und bei a # 0 wird a™" als (a!)" interpretiert.

Anordnungseigenschaften der reellen Zahlen

Bekanntlich kann man die reellen Zahlen mit einer Geraden identifizieren.
Auf dem Zahlenstrahl liegen von zwei Punkten einer weiter rechts als der
andere, was bedeutet, dass sein Wert gréfler ist. Wir besprechen nun diese
Anordnungseigenschaften der reellen Zahlen.

Axiom 3.3. Die reellen Zahlen R erfiillen die folgenden Anordnungsaxiome.

(1) Fiir je zwei reelle Zahlen a,b € R ist entweder a > b oder a = b oder
b> a.

(2) Aus a > b und b > ¢ folgt a > ¢ (fiir beliebige a, b, ¢ € R).

(3) Aus a > b folgt a + ¢ > b+ c (fiir beliebige a, b, c € R).

(4) Aus a > 0 und b > 0 folgt ab > 0 (fiir beliebige a,b € R).

(5) Fiir jede reelle Zahl a € R gibt es eine natiirliche Zahl n mit n > a.
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Archimedes (ca. 287 -212 v. C.)

Die ersten beiden Eigenschaften driicken aus, dass auf R eine totale (oder
lineare) Ordnung vorliegt; die in (2) beschriebene Eigenschaft heifit Transi-
tivitdt. Die fiinfte Eigenschaft heifit Archimedes-Azxiom.

Statt a > b schreibt man auch b < a. Die Schreibweise a > b bedeutet a > b
und a # b. Eine wichtige Bezichung in R ist, dass a > b #quivalent? zu
a — b > 0 ist. Diese Aquivalenz ergibt sich durch beidseitiges Addieren von
—b bzw. b aus dem dritten Axiom. Eine reelle Zahl a € R nennt man positiv,
wenn a > 0 ist, und negativ, wenn a < 0 ist. Die 0 ist demnach weder positiv
noch negativ, und jedes Element ist entweder positiv oder negativ oder null.
Die Elemente a mit a > 0 nennt man dann einfach nichinegativ und die
Elemente a mit a < 0 nichtpositiv. Fiir die entsprechenden Teilmengen der
reellen Zahlen schreibt man

R, R, Ry =R, Ry=R"
oder Ahnliches.
Lemma 3.4. Fiir reelle Zahlen gelten die folgenden Eigenschaften.

(1) 1> 0.

)
) Aus a > b und ¢ < 0 folgt ac < be.

) Es st a®> > 0.

) Aus a > b >0 folgt a™ > b™ fiir alle n € N.

) Aus a > 1 folgt a™ > a™ fiir ganze Zahlen n > m.
) Ausa>0f0lgt§>0.

)

Man sagt, dass zwei Aussagen A und B zueinander dquivalent sind, wenn die Aussage
A genau dann wahr ist, wenn die Aussage B wahr ist. Dabei sind die beiden Aussagen
hiufig abhiingig von gewissen Variablenbelegungen, und die Aquivalenz bedeutet dann,
dass A(x) genau dann wahr ist, wenn B(z) wahr ist.
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Beweis. Siehe Aufgabe 3.13. 0

Das folgende Lemma fasst Folgerungen aus dem Archimedes-Axiom zusam-
men.

Lemma 3.5. (1) Zu x,y € R mit x > 0 gibt es ein n € N mit nx > y.

(2) Zu x>0 gibt es eine natirliche Zahl n mit = < x.

(3) Zu zwei reellen Zahlen x < y gibt es auch eine rationale Zahl n/k

(mitn € Z, k € Ny ) mit
n

Beweis. (1). Wir betrachten y/x. Aufgrund des Archimedes-Axioms gibt es
ein n mit n > y/x. Da x positiv ist, gilt nach Lemma 3.4 (2) auch nz > y.
(2). Es ist 27! eine wohldefinierte, nach Lemma 3.4 (7) positive reelle Zahl.
Aufgrund des Archimedes-Axioms gibt es eine natiirliche Zahl n € N mit
n > x~'. Dies ist nach Lemma 3.4 (8) dquivalent zu

1 -1 —1y—1
—=n < (™) ==z

(3). Wegen y > x ist y — 2 > 0 und daher gibt es nach (2) ein & € N
mit ; < y — x. Wegen (1) gibt es auch ein n’ € N mit n's > x. Wegen der
Archimedes-Eigenschaft gibt es ein n € N mit n > —xk. Nach Lemma 3.4
(3) gilt daher (—n); < x. Daher gibt es auch ein n € Z derart, dass

1 1
n%>xund(n—1)E§x

ist. Damit ist einerseits z < % und andererseits

n_n—1+1< + B
S

wie gewiinscht. O

Definition 3.6. Fiir reelle Zahlen a, b, a < b, nennt man

o a,b) ={xr € Rlz > a und z < b} das abgeschlossene Intervall.
ea,b[={z € R|x > a und = < b} das offene Intervall.

ela,b) = {x € Rz > a und z < b} das linksseitig offene Intervall.
o a,b[={r € Rz > a und = < b} das rechtsseitig offene Intervall.

Fiir das offene Intervall wird haufig auch (a, b) geschrieben. Die Zahlen a und
b heiflen die Grenzen des Intervalls (oder Randpunkte des Intervalls), genau-
er spricht man von unterer und oberer Grenze. Die Bezeichnung linksseitig
und rechtsseitig bei den beiden letzten Intervallen (die man auch als halbof-
fen bezeichnet) rithren von der iiblichen Reprasentierung der reellen Zahlen
als Zahlengerade her, bei der rechts die positiven Zahlen stehen. Manchmal
werden auch Schreibweisen wie (a,00) verwendet. Dies bedeutet nicht, dass
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es in R ein Element oo gibt, sondern ist lediglich eine kurze Schreibweise fiir
{z e R|z > a}.
Fiir die reellen Zahlen bilden die ganzzahligen Intervalle [n,n + 1], n € Z,

aufgrund des Archimedes-Axioms eine disjunkte Uberdeckung. Deshalb ist die
folgende Definition sinnvoll.

: .

2 o O

1 o

0 L .

1 °

2 o O .

3 -e—O e
\ \ \ \

Es ist also |z] die grofite ganze Zahl, die kleiner oder gleich z ist.

Definition 3.7. Zu einer reellen Zahl x ist die Gaufklammer |x] durch
|z] =n, fallsz € [n,n+1[und n € Z,
definiert.

Der Betrag

y = x|

Definition 3.8. Fiir eine reelle Zahl x € R ist der Betrag folgendermafien
definiert.

2] zfallsz >0
€T =
—z falls x < 0.
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Der Betrag ist also nie negativ und hat nur bei x = 0 den Wert 0, sonst ist
er immer positiv. Die Abbildung

R— R, 2+ |2/,

nennt man auch Betragsfunktion. Der Funktionsgraph setzt sich aus zwei
Halbgeraden zusammen; eine solche Funktion nennt man auch stickweise
linear.

Lemma 3.9. Die reelle Betragsfunktion
R — R, 2 — 2],

erfillt folgende Figenschaften (dabei seien x,y beliebige reelle Zahlen).

(1) Js] 2 0.

(2) |z| =0 genau dann, wenn x =0 ist.

(3) |z| = |y| genau dann, wenn x =y oder x = —y ist.

(4) ly —z| =z —yl.

(5) |zyl = l=[yl.

(6) Fiir x # 0 ist |z~ = |z| "

(7) Esist |x +y| < |z| + |y| (Dreiecksungleichung fiir den Betrag).

Beweis. Siehe Aufgabe 3.18. U

3. ARBEITSBLATT

Ubungsaufgaben

Aufgabe 3.1.*
Bestimme, welche der beiden rationalen Zahlen p und ¢ grofler ist:

573 =200
= un = .
1234 17 4322

p

Aufgabe 3.2.*

Zwei Fahrradfahrer, A und B, fahren auf ihren Fahrriddern eine Strafle ent-
lang. Fahrer A macht pro Minute 40 Pedalumdrehungen, hat eine Uberset-
zung von Pedal zu Hinterrad von 1 zu 6 und Reifen mit einem Radius von 39
Zentimetern. Fahrer B braucht fiir eine Pedaldrehung 2 Sekunden, hat eine
Ubersetzung von 1 zu 7 und Reifen mit einem Radius von 45 Zentimetern.

Wer fahrt schneller?
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Aufgabe 3.3.*

Zwei Personen, A und B, liegen unter einer Palme, A besitzt 2 Fladenbrote
und B besitzt 3 Fladenbrote. Eine dritte Person C' kommt hinzu, die kein
Fladenbrot besitzt, aber 5 Taler. Die drei Personen werden sich einig, fiir
die 5 Taler die Fladenbrote untereinander gleichméflig aufzuteilen. Wie viele

Taler gibt C' an A und an B?

Aufgabe 3.4. Man gebe die Antworten als Bruch (bezogen auf das ange-
gebene Vergleichsmaf}): Um wie viel ist eine drei Viertel Stunde ldnger als
eine halbe Stunde, und um wie viel ist eine halbe Stunde kiirzer als eine drei
Viertel Stunde?

Aufgabe 3.5. Man erldautere die Uhrzeitangaben , halb fiinf“, , viertel fiinf*,
,drei viertel fiinf“. Was wiirde ,ein sechstel fiinf“ und ,drei siebtel fiinf“
bedeuten?

Aufgabe 3.6. Zeige, und zwar allein unter Bezug auf Rechengesetze in Z,
dass die durch

(1)
ab

b
d cd

ole

(2)
a b ad + be

c d

definierte Addition und Multiplikation auf den rationalen Zahlen wohldefi-
niert ist, und dass die Assoziativitéit, die Kommutativitiat und das Distribu-
tivgesetz gelten.

Aufgabe 3.7. Formuliere die binomischen Formeln fiir zwei reelle Zahlen
und beweise die Formeln mit Hilfe des Distributivgesetzes.

Aufgabe 3.8. Zeige, dass es in Q kein Element z mit 22 = 2 gibt.

Aufgabe 3.9. Es sei p eine Primzahl. Zeige, unter Verwendung der eindeu-
tigen Primfaktorzerlegung von natiirlichen Zahlen, dass die reelle Zahl |/p
irrational ist.
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Aufgabe 3.10. Beweise durch Induktion die folgende Formel.

n 22(i—1) AN\
Y= (5)

i=1

Aufgabe 3.11. Besitzen Sie eine geometrische Intuition zur Addition von
zwei gegebenen Zahlen auf der reellen Zahlengeraden?

Besitzen Sie eine geometrische Intuition zur Multiplikation von zwei gegebe-
nen Zahlen auf der reellen Zahlengeraden?

Aufgabe 3.12.*
a) Man gebe ein Beispiel fiir rationale Zahlen a, b, ¢ €]0, 1] mit
A+ =c>.
b) Man gebe ein Beispiel fiir rationale Zahlen a, b, ¢ €]0, 1] mit
a’+ 0> #£ .
c) Man gebe ein Beispiel fiir irrationale Zahlen a,b €]0, 1] und eine rationale

Zahl ¢ €]0, 1] mit
a®+b=c".

Die folgende Aufgabe soll allein unter Bezug auf die Anordnungsaxiome der
reellen Zahlen gezeigt werden (also ohne Bezug auf die Anschauung der Zah-
lengeraden).

Aufgabe 3.13. Zeige, dass fiir reelle Zahlen die folgenden Eigenschaften
gelten.

) Aus a > b und ¢ > 0 folgt ac > bc.

) Aus a > b und ¢ < 0 folgt ac < be.

) Esist a® > 0.

) Aus a > b > 0 folgt a™ > b" fiir alle n € N.

) Aus a > 1 folgt a™ > a™ fiir ganze Zahlen n > m.
) Aus a > 0 folgt £ > 0.

)

Aufgabe 3.14.*

Zeige, dass fiir reelle Zahlen x > 3 die Beziehung
22+ (2 4+ 1) > (v +2)?

gilt.
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Vor den néchsten beiden Aufgaben erinnern wir an die beiden folgenden
Definitionen.
Zu zwei reellen Zahlen x und y heif3t
T+y
2

das arithmetische Mittel.

Zu zwei nichtnegativen reellen Zahlen x und y heifit

VET

das geometrische Mittel.

Aufgabe 3.15. Es seien x < y reelle Zahlen. Zeige, dass fiir das arithmeti-
sche Mittel ”’Tﬂ’ die Beziehung

Y

gilt.

Aufgabe 3.16. Es seien x und y zwei nichtnegative reelle Zahlen. Zeige,
dass das arithmetische Mittel der beiden Zahlen mindestens so grof3 wie ihr
geometrisches Mittel ist.

Aufgabe 3.17. Es sei

n=dq+r
das Ergebnis einer Division mit Rest. Zeige, dass
L
¢=l7]

ist.

Aufgabe 3.18. Beweise die folgenden Eigenschaften fiir die Betragsfunktion
R— R, 2+ |2/,

(dabei seien x,y beliebige reelle Zahlen).

(1) ] > 0.
(2) |z| = 0 genau dann, wenn x = 0 ist.

(3) |z| = |y| genau dann, wenn = = y oder x = —y ist.

(4) |y — = = |z —y|.

() |zy| =[] |yl

(6) Fiir  # 0 ist |z = |z

(7) Esist |z +y| < |z| + |y| (Dreiecksungleichung fiir den Betrag).
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Aufgabe 3.19.*

Beweise die Bernoulli-Ungleichung, das ist die Aussage, dass fiir reelle Zahlen
x > —1 und n € N die Abschitzung

1+2)" > 14+nx

gilt.

Aufgabe 3.20. Sei x eine reelle Zahl, x # 1. Beweise fiir n € N durch
Induktion die Bezichung

n+1_1

- T

E =" -
z—1

k=0

Aufgabe 3.21. Es sei p # 2,5 eine Primzahl. Zeige, dass es eine natiirliche
Zahl der Form (im Dezimalsystem)

111...111

gibt, die ein Vielfaches von p ist.

Tipp: Verwende Aufgabe 2.10 mit a = 10 und p = d und die vorstehende
Aufgabe

Aufgabe 3.22. Es seien x4, ..., x, reelle Zahlen. Zeige durch Induktion die
Abschétzung

n
>
i=1

n
<D lal -
1=1

Aufgabe 3.23. Es seien drei Punkte Py, P, P; € Q? C R? gegeben. Zeige,
dass der Flacheninhalt des durch diese drei Punkte bestimmten Dreiecks eine
rationale Zahl ist.

Aufgabe 3.24. Zeige, dass es kein gleichseitiges Dreieck gibt, dessen samt-
liche Ecken rationale Koordinaten besitzen.
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4. VORLESUNG

Zifferndarstellung reeller Zahlen

Die Zifferndarstellung (oder Ziffernentwicklung) einer natiirlichen Zahl ha-
ben wir bereits besprochen, fiir eine negative Zahl nimmt man einfach die
zugehorige positive Zahl und schreibt ein Minuszeichen davor. Die zu einer
Ziffernfolge gehorende Zahl gewinnt man, indem man aus der Ziffernfolge ei-
ne Vorschrift herausliest, was zu addieren, was zu multiplizieren, und was zu
potenzieren ist (wobei Potenzieren eine bestimmte Form der Multiplikation
ist). Beispielsweise ist die Ziffernfolge

5071

zu verstehen als
5-10°4+0-10*4+7-10" +1-10°.

Man muss also lediglich die Ziffern 0,1,2,3,4,5,6,7,8,9 und die Zahl 10
sowie Addition und Multiplikation kennen, um die Ziffernfolge richtig zu
interpretieren. Die Zifferndarstellung beruht also auf einer Kodierung von
Rechenvorschriften. Die Operationen Addition und Multiplikation sollte man
dabei als fundamentaler fiir die Zahlen ansehen als das Ziffernsystem, das
lediglich eine geschickte Benennung darstellt.

Fiir reelle Zahlen gibt es ebenfalls eine solche Ziffernentwicklung, wobei diese
allerdings im Allgemeinen mit unendlich vielen Ziffern beschrieben wird. Die
Bedeutung dieser Ziffernentwicklung ergibt sich im Kontext von Folgen und
Reihen in Zusammenhang mit der sogenannten Vollstindigkeit der reellen
Zahlen. Es ist nicht moglich, eine Ziffernfolge als reelle Zahl allein mittels
Addition und Multiplikation zu interpretieren.

Wir betrachten zunéchst eine abbrechende Ziffernentwicklung, wobei wir uns
erstmal auf das Dezimalsystem beschréanken. Es sei die Zahl

x = 5071, 89826
gegeben. Sie ist zu interpretieren als die Zahl
5-10°+0-10°+7-10"+1-10°+8-107"+9-107+8-10"°+2-10"*+6-107".
Hier schreiben wir 107 statt #. Diese Zahl kann man auch direkt als Bruch
507189826
10000

auffassen. Um also eine abbrechende Ziffernfolge richtig als Zahl zu interpre-
tieren, muss man addieren, multiplizieren und auch durch Zehnerpotenzen
teilen konnen.

Welche Bedeutung hat nun eine unendliche Ziffernentwicklung, wie

x = 5071, 89802649511160350095368527351203476006836203451723487 ...
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Zunachst mal gar keine, da ja gar nicht klar ist, was mit den Punkten
zum Schluss gemeint ist, wie die Zifferndarstellung weiter geht. Eine solche
Schreibweise ergibt allenfalls dann Sinn, wenn in den angefiihrten Ziffern ein
Muster erkennbar ist, dessen Fortfithrung ins Unendliche dann die vollstandi-
ge Ziffernfolge festlegt, wie bei

y = 5071, 898089808980898089808980898089808980898089808980...
oder bei
z=>5071,010110111011110111110111111011111110...

Man kann ein Bildungsgesetz fiir die unendlich vielen Ziffern auf jede beliebi-
ge Weise angeben, solange nur jede Ziffer einen eindeutigen Wert bekommt.

Es sei jetzt eine irgendwie festgelegte unendliche Ziffernfolge gegeben. Welche
Zahl verbirgt sich dahinter? Bei den abbrechenden Zahlen haben wir schon

verwendet, dass die k-te Nachkommastelle den Wert 107% = (lio)k reprasen-
tiert. Nach dem oben angefiihrten Gesetz, wie eine Ziffernfolge als Zahl zu

interpretieren ist, sollte eine Ziffernfolge
0, 212023242526 -
als
21071 + 21072 + 231072 + 2,107 + 25107° + 261070 + - - -
zu interpretieren sein. Dies ist eine ,,unendliche Summe®, und sowas ist nicht
definiert. Ausdriicke wie
I+ 14+1+14+1+14+1+14+1+14+1+1+--
oder
I+(-D)+14+(-D)+14+(-D+1+(-D)+1+(-1)+1+(=1)+---

lassen erkennen, dass man auch keine sinnvolle Interpretation fiir beliebige
unendliche Summen erwarten darf. Allerdings ist es moglich, und zwar unter
sehr restriktiven Voraussetzungen, gewisse unendliche Summen in sinnvoller
Weise als reelle Zahlen zu interpretieren. Dies bendtigt einige Vorbereitungen,
doch dadurch werden letztlich auch die unendlichen Dezimalentwicklungen
gerechtfertigt.

Mit der Interpretation der k-ten Nachkommastelle als 107% (bzw. 2,107%),
die ja mit wachsendem £ kleiner werden, héngt zusammen, dass zu einer
unendlichen Ziffernfolge die abgeschnittene Ziffernfolge bis zur k-ten Nach-
kommastelle eine Approzimation der Zahl liefert, und dass mit wachsendem
k die Approximationen immer besser werden. Fiir die Ziffernfolge

x =05071,010110111011110111110111111011111110

sind also
To = 5071 5

1 = 5071,0
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29 = 5071,01

x3 = 5071,010

x4 = 5071,0101

x5 = 5071,01011

¢ = 5071,010110

z7 = 5071,0101101

zunehmend bessere Approximationen (wenn eine 0 dazukommt, kann man
sich dariiber streiten). All diese z; sind rationale Zahlen, die zunehmend ge-
nauere Information iiber die durch die unendliche Ziffernfolge anvisierte Zahl
beinhalten. Wir konnen also Ziffernfolgen als eine Folge von Approximatio-
nen auffassen. Eine fundamentale Beobachtung ist nun, dass Ziffernfolgen im
Allgemeinen nicht die schnellste oder die beste Approximation einer Zahl ge-
ben, sondern dass hdufig anders gelagerte Folgen besser sind. Deshalb werden
die Approximationseigenschaften der reellen Zahlen iiber die fundamentalen
Begriffe Folge und Konvergenz erfasst.

Heron von Alexandria (1. Jahrhundert n.C.)
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Reelle Zahlenfolgen

Wir betrachten nun ein Beispiel, das ebenfalls zu Approximationen fiihrt,
aber nichts mit der Dezimalbruchentwicklung zu tun hat, ndmlich Quadrat-
wurzeln aus natiirlichen (oder reellen) Zahlen. Die Quadratwurzel zu a € R>q
ist diejenige (eindeutig bestimmte) reelle nichtnegative Zahl, deren Quadrat
a ergibt. Innerhalb der rationalen Zahlen gibt es keine Wurzeln, so dass dies
ein deutlicher Hinweis ist, dass sich viele Rechenoperationen nicht innerhalb
der rationalen Zahlen durchfiithren lassen. Siehe Aufgabe 3.8 und Aufgabe
3.9.

Beispiel 4.1. Wir wollen die Quadratwurzel einer natiirlichen Zahl , berech-
nen“, sagen wir von 5. Eine solche Zahl x mit der Eigenschaft 22 = 5 gibt es
nicht innerhalb der rationalen Zahlen, wie aus der eindeutigen Primfaktor-
zerlegung folgt. Wenn = € R ein solches Element ist, so hat auch —x diese
Eigenschaft. Mehr als zwei Losungen kann es aber nach Aufgabe 4.5 nicht
geben, so dass wir nur nach der positiven Losung suchen miissen.

Obwohl es innerhalb der rationalen Zahlen keine Losung fiir die Gleichung
x? = 5 gibt, so gibt es doch beliebig gute Approximationen innerhalb der
rationalen Zahlen dafiir. Beliebig gut heift dabei, dass der Fehler (oder
die Abweichung) unter jede positive Schranke gedriickt werden kann. Das
klassische Verfahren, um eine Quadratwurzel beliebig anzundhern, ist das
Heron-Verfahren, das man auch babylonisches Wurzelziehen nennt. Dies ist
ein iteratives Verfahren, d.h., die néchste Approximation wird aus den vor-
ausgehenden Approximationen berechnet. Beginnen wir mit a := xo := 2 als
erster Naherung. Wegen

ap=2"=4<5

ist 7o zu klein, d.h. es ist 7y < x. Aus a® < 5 (mit a positiv) folgt zunéchst
5/a? > 1 und daraus (5/a)? > 5, d.h. 5/a > /5. Man hat also die Abschiitz-

ungen
a<V5<5/a,

wobei rechts eine rationale Zahl steht, wenn links eine rationale Zahl steht.
Eine solche Abschitzung vermittelt offenbar eine quantitative Vorstellung
dariiber, wo V5 liegt. Die Differenz 5/a — a ist ein Maf fiir die Giite der
Approximation.

Beim Startwert 2 ergibt sich, dass die Quadratwurzel von v/5 zwischen 2 und
5/2 liegt. Man nimmt nun das arithmetische Mittel der beiden Intervallgren-
zen, also

2+2 9
I = = —.
2 4
Wegen (%)2 = % > 5 ist dieser Wert zu grof und daher liegt /5 im Intervall

5 - %, %]. Von diesen Intervallgrenzen nimmt man erneut das arithmetische
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Mittel und setzt P
To = —5'§+Z = @
2 72
als néchste Approximation. So fortfahrend erhélt man eine immer besser
werdende Approximation von v/5.

Allgemein ergibt sich das folgende Heron-Verfahren.

Beispiel 4.2. Beim Heron-Verfahren zur Berechnung von /¢ einer positiven
Zahl ¢ geht man iterativ wie folgt vor. Man startet mit einem beliebigen
positiven Startwert xy und berechnet davon das arithmetische Mittel aus x
und ¢/zq. Dieses Mittel nennt man z;. Es gilt

c 2
o= (5
rn-c = \—5 | ¢

x%+20+c—§

X,

R
T —2c+ 5

— 0

B 4

D.h. dass x; mindestens so gro3 wie y/c ist. Auf 21 wendet man iterativ das
gleiche Verfahren an und erhélt so x5 usw. Die Definition von x,.; lautet

also
T, + c/x,
e = T

Nach Konstuktion weil man, dass /¢ in jedem Intervall [¢/z,,, z,,] (fir n > 1)

C

2
liegt, da aus a:fL > cund z, - ¢/z, = c folgt, dass (E) < c ist. Bei jedem

Schritt gilt
c c
[$n+1 ) xn-i-l] - [:C_n’ xn] )
d.h. das Nachfolgerintervall liegt innerhalb des Vorgéngerintervalls. Dabei
wird bei jedem Schritt die Intervalllinge mindestens halbiert.

Das eben beschriebene Verfahren liefert also zu jeder natiirlichen Zahl n eine
reelle Zahl, die eine durch eine gewisse algebraische Eigenschaft charakteri-
sierte Zahl beliebig gut approximiert. Bei vielen technischen Anwendungen
geniigt es, gewisse Zahlen nur hinreichend genau zu kennen, wobei aller-
dings die benétigte Giite der Approximation von der technischen Zielsetzung
abhéngt. Es gibt im Allgemeinen keine Giite, die fiir jede vorstellbare An-
wendung ausreicht, so dass es wichtig ist zu wissen, wie man eine gute Ap-
proximation durch eine bessere Approximation ersetzen kann und wie viele
Schritte man machen muss, um eine gewiinschte Approximation zu erreichen.
Dies fithrt zu den Begriffen Folge und Konvergenz.
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Definition 4.3. Eine reelle Folge ist eine Abbildung

N — R, n+— z,.

Eine Folge wird zumeist als (x,), .y, oder einfach nur kurz als (x,), ge-
schrieben. Manchmal sind Folgen nicht fiir alle natiirlichen Zahlen definiert,
sondern nur fiir alle natiirlichen Zahlen > N. Alle Begriffe und Aussagen las-
sen sich dann sinngemé&fl auch auf diese Situation {ibertragen. Grundsatzlich
gibt es Folgen in jeder Menge, fiir die meisten Eigenschaften, fiir die man
sich im Kontext von Folgen interessiert, braucht man aber eine zuséitzliche
,topologische Struktur®, wie sie in R existiert. Dies gilt insbesondere fiir den
folgenden Begriff.

Definition 4.4. Es sei (x,), .y eine reelle Folge und es sei z € R. Man sagt,
dass die Folge gegen = konvergiert, wenn folgende Eigenschaft erfiillt ist.

Zu jedem positiven € > 0, € € R, gibt es ein ny € N derart, dass fiir alle
n > ng die Abschétzung

|z, — x| <€

gilt. In diesem Fall heifit x der Grenzwert oder der Limes der Folge. Dafiir
schreibt man auch

lim z, :=x.
n—o0

Wenn die Folge einen Grenzwert besitzt, so sagt man auch, dass sie konver-
giert (ohne Bezug auf einen Grenzwert), andernfalls, dass sie divergiert.

Man sollte sich dabei das vorgegebene € als eine kleine, aber positive Zahl
vorstellen, die eine gewiinschte Zielgenauigkeit (oder erlaubten Fehler) aus-
driickt. Die natiirliche Zahl ng ist dann die Aufwandszahl, die beschreibt, wie
weit man gehen muss, um die gewiinschte Zielgenauigkeit zu erreichen, und
zwar so zu erreichen, dass alle ab ng folgenden Glieder innerhalb dieser Zielge-
nauigkeit bleiben. Konvergenz bedeutet demnach, dass man jede gewiinschte
Genauigkeit bei hinreichend groflem Aufwand auch erreichen kann. Je kleiner
der Fehler, also je besser die Approximation sein soll, desto hoher ist im All-
gemeinen der Aufwand. Statt mit beliebigen positiven reellen Zahlen € kann
man auch mit den Stammobriichen, also den rationalen Zahlen %, ke Ny,
arbeiten, sieche Aufgabe 4.7.

Zu einem € > 0 und einer reellen Zahl z nennt man das Intervall |z — €,z +
e[ auch die e-Umgebung von z. Eine Folge, die gegen 0 konvergiert, heif3t

Nullfolge.
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Beispiel 4.5. Eine konstante Folge x, := c ist stets konvergent mit dem
Grenzwert c. Dies folgt direkt daraus, dass man fiir jedes ¢ > 0 als Auf-
wandszahl ng = 0 nehmen kann. Es ist ja
|z, —c| = |c—¢c| = 0] =0 < ¢
fiir alle n.
Die Folge
1
Ty = —

n
ist konvergent mit dem Grenzwert 0. Sei dazu ein beliebiges positives € vorge-
geben. Aufgrund des Archimedes Axioms gibt es ein ng mit nlo < e. Insgesamt
gilt damit fiir alle n > ngy die Abschétzung

Lemma 4.6. Fine reclle Folge besitzt mazximal einen Grenzwert.

Beweis. Nehmen wir an, dass es zwei verschiedene Grenzwerte x,y, x # ,
gibt. Dann ist d := |z —y| > 0. Wir betrachten € := d/3 > 0. Wegen der
Konvergenz gegen = gibt es ein ny mit

|z, — x| < € fur alle n > ny
und wegen der Konvergenz gegen y gibt es ein ng mit
|z, — y| < € fiir alle n > ny .

Beide Bedingungen gelten dann gleichermaflen fiir n > max{ng, ny}. Sei n
mindestens so grofl wie dieses Maximum. Dann ergibt sich aufgrund der Drei-
ecksungleichung der Widerspruch

d=lz—y| < |z—z,| + |z, —y| < e+e = 2d/3.

Rechenregeln fiir Folgen

Lemma 4.7. Es seien (Ty,),cy und (Yn), ey konvergente Folgen. Dann gelten
folgende Aussagen.
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(1) Die Folge (zy, 4 Yn),en 15t konvergent und es gilt
lim (x, +yn) = (lim xn> + (hm yn> )
n—00 n—00 n—00
(2) Die Folge (y, - Yn),en 5t konvergent und es gilt
lim (z, - y,) = (hm xn> . (lim yn> )
n—o00 n—o00 n—o0
(3) FirceR gilt
lim cx, =c ( lim a:n) .

n—oo n—oo

(4) Es sei lim, oo, = x # 0 und x, # 0 fir alle n € N. Dann ist

<L> ebenfalls konvergent mit
neN

Tn

(5) Es sei lim, oo, = x # 0 und x, # 0 fir alle n € N. Dann ist

(y—> ebenfalls konvergent mit
neN

Tn

lim — = ———.
n—00 I, x
Beweis. Dieser Beweis wurde in der Vorlesung nicht vorgefiihrt. U

4. ARBEITSBLATT

Ubungsaufgaben

Die beiden ersten Aufgaben sollen dazu anregen, iiber die Giite von Dezi-
malbruchentwicklungen zu diskutieren.

Aufgabe 4.1. Stimmen die beiden reellen Zahlen

“3163 und 1n 640320

iiberein?

Aufgabe 4.2. Stimmen die beiden reellen Zahlen

V5 +1/22 + 2¢/5 und \/11+2@+\/16—2@+2\/55—10@

iiberein?

Aufgabe 4.3. Berechne von Hand die Approximationen zq, s, 3, x4 im
Heron-Verfahren fiir die Quadratwurzel von 5 zum Startwert zy = 2.
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Aufgabe 4.4.*

Fiihre die ersten drei Schritte des babylonischen Wurzelziehens zu b = 7 mit
dem Startwert ag = 3 durch (es sollen also die Approximationen ay, ay, ag fiir
V7 berechnet werden; diese Zahlen miissen als gekiirzte Briiche angegeben
werden).

Aufgabe 4.5. Sei a eine reelle Zahl. Zeige, dass die Gleichung 22 = a
hochstens zwei Losungen in R besitzt.

Aufgabe 4.6. Formuliere und beweise die Ldsungsformel fiir eine quadrati-
sche Gleichung
ar’ +br+c =0

mit a,b,c € R, a # 0.

Aufgabe 4.7. Es sei (,,),cy eine reelle Folge. Zeige, dass die Folge genau
dann gegen = konvergiert, wenn es fiir jedes £ € N, ein ng € N gibt derart,
dass fiir alle n > ng die Abschitzung |z, — x| < % gilt.

Aufgabe 4.8. Untersuche die durch

1
Ty = ﬁ
gegebene Folge (n > 1) auf Konvergenz.
Aufgabe 4.9. Untersuche die durch
1
BT

gegebene Folge auf Konvergenz.

Aufgabe 4.10. Es seien (1,,),,cy und (¥n ),y Zwei konvergente reelle Folgen
mit x, >y, fiir alle n € N. Zeige, dass dann lim,, o, 2, > lim,,_.o ¥, gilt.

Die folgende Aussage nennt man auch das Quetschkriterium fiir Folgen.

Aufgabe 4.11. Es seien (2,),,cn > (Un)peny Und (25),cy drei reelle Folgen. Es
gelte z, < yp, < 2z, fiirallen € N und (z,),cy und (2,),cy konvergieren
beide gegen den gleichen Grenzwert a. Zeige, dass dann auch (y,), . gegen
diesen Grenzwert a konvergiert.
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Fiir die folgende Aufgabe kénnen Sie bekannte Eigenschaften der Sinusfunk-

tion verwenden.

Aufgabe 4.12.*

Bestimme den Grenzwert der Folge
sin n

,n€N+.

Aufgabe 4.13. Beweise die Aussagen (1), (3) und (5) von Lemma 4.7.

Aufgabe 4.14. Sei k € N,. Zeige, dass die Folge (nik)neN gegen 0 konver-
giert.

Aufgabe 4.15. Es sei (,,),oy cine konvergente Folge reeller Zahlen mit
Grenzwert x. Zeige, dass dann auch die Folge

(|0 ne

konvergiert, und zwar gegen |z|.

In den beiden folgenden Aufgaben geht es um die Folge der Fibonacci-Zahlen.
Die Folge der Fibonacci-Zahlen f, ist rekursiv definiert durch

f1 = 1,f2 =1 und fn+2 = fn+1 + fn .

Aufgabe 4.16. Beweise durch Induktion die Stmpson-Formel oder Simpson-
Identitat fiir die Fibonacci-Zahlen f,,. Sie besagt (n > 2)

fn+1fn—1 - f,% - (—1)n-

Aufgabe 4.17. Beweise durch Induktion die Binet-Formel fiir die Fibonacci-
Zahlen. Diese besagt, dass

() ()
! V5

gilt (n > 1).

Aufgabe 4.18. Untersuche die durch

1
il'n—%

gegebene Folge (n > 1) auf Konvergenz.
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Aufgabe 4.19. Bestimme den Grenzwert der durch
n? —3n% +2n — 11
Ty =
13n3 —bn +4

definierten reellen Folge.

Fiir die folgende Aufgabe ist Aufgabe 1.5 hilfreich.

Aufgabe 4.20. Zeige, dass die reelle Folge

()
AL neN

gegen 0 konvergiert.

Aufgabe 4.21. Bestimme den Grenzwert der durch

2n 4+ 5y/n + 7
T, =
“5n+ 3yn — 4

definierten reellen Folge.

Aufgabe 4.22. Man gebe Beispiele fiir konvergente reelle Folgen (z,,), oy
und (yn),ey mit 2, # 0, n € N, und mit lim, oz, = 0 derart, dass die

ZL’n neN

(1) gegen 0 konvergiert,
(2) gegen 1 konvergiert,
(3) divergiert.

5. VORLESUNG

Cauchy-Folgen

Ein Problem des Konvergenzbegriffes ist, dass zur Formulierung der Grenz-
wert verwendet wird, den man unter Umsténden noch gar nicht kennt. Wenn
man beispielsweise die durch das babylonische Wurzelziehen konstruierte Fol-
ge (7n),cy (sagen wir zur Berechnung von v/5) mit einem rationalen Start-
wert, betrachtet, so ist dies eine Folge aus rationalen Zahlen. Wenn wir diese
Folge in R betrachten, wo /5 existiert, so ist die Folge konvergent. Innerhalb
der rationalen Zahlen ist sie aber definitiv nicht konvergent. Es ist wiinschens-
wert, allein innerhalb der rationalen Zahlen den Sachverhalt formulieren zu
konnen, dass die Folgenglieder beliebig nahe zusammenriicken, auch wenn
man nicht sagen kann, dass die Folgenglieder einem Grenzwert beliebig nahe
zustreben. Dazu dient der Begriff der Cauchy-Folge.
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Augustin Louis Cauchy (1789-1857)

Definition 5.1. Eine reelle Folge (z,,), oy heiit Cauchy-Folge, wenn folgende
Bedingung erfiillt ist.

Zu jedem e > 0 gibt es ein ny € N derart, dass fiir alle n,m > nq die
Beziehung
|Ty — x| <€

gilt.
Satz 5.2. Jede konvergente Folge ist eine Cauchy-Folge.

Beweis. Sei (xy),,cy €ine konvergente Folge mit Grenzwert . Sei € > 0 gege-
ben. Wir wenden die Konvergenzeigenschaft auf /2 an. Daher gibt es ein ng
mit
|z, — x| < €/2 fir alle n > ng .
Fiir beliebige n, m > ng gilt dann aufgrund der Dreiecksungleichung
|2y — | < |zp — x|+ |2 —20] < €/24€¢/2 = €.
Also liegt eine Cauchy-Folge vor. g

Die Vollstindigkeit der reellen Zahlen

Axiom 5.3. Die reellen Zahlen R sind vollstindig, d.h. jede reelle Cauchy-
Folge besitzt einen Grenzwert.

Damit haben wir alle Axiome der reellen Zahlen zusammengetragen: die
Korperaxiome, die Anordnungsaxiome und das Vollsténdigkeitsaxiom. Diese
Eigenschaften legen die reellen Zahlen eindeutig fest, d.h. wenn es zwei Mo-
delle Ry und R, gibt, die beide fiir sich genommen diese Axiome erfiillen, so
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kann man eine bijektive Abbildung von R; nach Ry angeben, die alle mathe-
matischen Strukturen erhélt (sowas nennt man einen , Isomorphismus*).

Die Existenz der reellen Zahlen ist nicht trivial. Vom naiven Standpunkt her
kann man, und das haben wir bisher getan und werden wir auch weiterhin
tun, die Vorstellung einer , kontinuierlichen liickenfreien Zahlengerade® zu-
grunde legen, und dies als Existenznachweis akzeptieren. In einer strengeren
mengentheoretischen Begriindung der Existenz geht man von QQ aus und kon-
struiert die reellen Zahlen als die Menge der Cauchy-Folgen in Q mit einer
geeigneten Identifizierung.

Intervallschachtelungen

Definition 5.4. Eine Folge von abgeschlossenen Intervallen
I, = [an, by, n € N,

in R heif}t eine Intervallschachtelung, wenn I, C I, fiir alle n € N ist und
wenn die Folge der Intervalllingen, also

(bn — @n) pen »
gegen 0 konvergiert.

Satz 5.5. Es sei I,,, n € N, eine Intervallschachtelung in R. Dann besteht
der Durchschnitt
K

neN
aus genau einem Punkt x € R. Eine reelle Intervallschachtelung bestimmt
also genau eine reelle Zahl.

Beweis. Siehe Aufgabe 5.4. 0

Wenn diese Intervalle durch I,, = [a,, b,] gegeben sind, so ist

z = lim a, = lim b,.
n—oo n—oo

Dies wird in Aufgabe 5.5 bewiesen.

Konvergenz der Zifferndarstellung

Aus der Vollstandigkeit ergeben sich wichtige Resultate iiber die Existenz
von Zahlen, ndmlich in dem Sinne, dass Approximationsverfahren in der Tat
reelle Zahlen liefern. Als erstes kehren wir zur Zifferndarstellung zuriick.

Satz 5.6. Fine Zifferndarstellung (im Dezimalsystem) definiert eine eindeu-
tig bestimmte reelle Zahl. Wenn

07 212923 . .
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die Zifferndarstellung bezeichnet, so ist die Zahl der Grenzwert der durch

T, = zn:zilo_i

=1

gegebenen Folge.

Beweis. Es sei eine unendliche Zifferndarstellung (oder Dezimalentwicklung)
gegeben, wobei wir uns nur um Darstellungen der Form 0, 21 2523. . . kiimmern
miissen. Es geniigt zu zeigen, dass die zugehorige Folge

T, = zn:zil()_i
i=0

eine Cauchy-Folge ist. Aufgrund der Vollstandigkeit von R besitzt dann die
Zifferndarstellung einen eindeutigen Grenzwert, und dieser ist die durch die
Zifferndarstellung bestimmte Zahl. Dazu betrachten wir die Differenz (fiir
m >n)

Ty — Ty = zm: 2107 — z”: 2,107
i=0 i=0
= > %10
1=n+1

m—n—1
= 10—”—1< zj+n+11o—j>
j=0
m—n—1
< 10—”< Z 10‘]‘),
j=0

wobei wir in der letzten Abschitzung verwendet haben, dass die Ziffern klei-
ner als 10 sind. Nach Aufgabe 3.20 gilt fiir die Summe rechts die Gleichheit

m—n—1 ' m—n—1 1 —j

7=0
1 m—n
_ 1-(5w)
o _ L
10

1
S

10
10
9

Bei gegebenem n haben wir also fiir jedes m > n die Abschéatzung
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Zu einem beliebig vorgegebem ¢ > 0 finden wir zuerst ein ny mit

10
107 — <
g = €
und fiir m > n > ng gilt dann
T — Ty < E.

g

Satz 5.7. Zu einer reellen Zahl x € [0, 1] erhdlt man eine Zifferentwicklung
(im Dezimalsystem) mit den Ziffern z; durch die rekursive Bestimmung

So =, zip1 = |S; - 10] und s;41 = s; - 10 — 241,

die x darstellt.

Beweis. Zu jeder reellen Zahl t € [a, b[ in einem halboffenen Intervall gibt es
ein eindeutiges 7, 0 < j < 9, mit
J Jj+1
t —(b— ——(b—

da diese Intervalle eine disjunkte Zerlegung von |[a, b[ bilden. Bei [a, b[= [0, 1]
kann man das j als j = [10¢] finden. Das angegebene Rekursionsschema
funktioniert auf diese Weise, d.h. 3L mit z; = [10s0] ist die linke Grenze
des halboffenen Teilintervalls der Lénge % an, in dem ry liegt. Die Zahl
s1 = 10sg — z; gibt somit das Zehnfache des Abstands der Zahl sy von der
linken Grenze des Teilintervalls an. Induktiv sieht man, dass z; eine natiirliche

Zahl zwischen 0 und 9 ist, dass s; € [0, 1] ist und dass

k k
zeD z107> %107 +107F]
=1 =1

fiir jedes k ist. Daher ist 0, z12523... eine Ziffernentwicklung und es liegt eine
Intervallschachtelung fiir = vor, wobei die unteren Intervallgrenzen die durch
die Ziffernentwicklung gegebenen Folgenglieder sind. Die zu dieser Ziffernent-
wicklung nach Satz 5.6 gehorige Zahl muss nach Aufgabe 5.5 gleich z sein.

O

Die im vorstehenden Satz formulierte Ziffernentwicklung nennt man auch die
kanonische Ziffernentwicklung; sie ist in eindeutiger Weise einer reellen Zahl
zugeordnet. Die Ziffernentwicklung

0, 99999999999999999999999999999999999999999999...

ist zwar eine erlaubte Ziffernentwicklung, aber keine kanonische Ziffernent-
wicklung. Die zugehorige reelle Zahl ist die 1, und deren kanonische Ziffern-
entwicklung ist

1,0000000000000000000000000000000000000000000... .
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Die besprochene Dezimalentwicklung geméfli dem angegebenen Rekursions-
schema funktioniert fiir eine jede reelle Zahl z € [0,1[; dabei kann sie auf
recht unterschiedliche Art festgelegt sein (als Grenzwert einer Folge, durch
eine algebraische Eigenschaft, etc.). Fiir eine rationale Zahl z = § (0 < a < b)
besitzt das Schema die Eigenschaft, dass s; = % selbst ein Bruch ist mit b
als Nenner und wobei r; der Rest bei Division von a10? durch b ist. Durch
Induktion nach ¢ zeigt man ndmlich die Beziehung

al0’ = bg; +1;

und
i

q; = ZZlei_j7
j=1

siehe Aufgabe 5.7.

Satz 5.8. FEine reelle Zahl ist genau dann eine rationale Zahl, wenn sie eine
periodische Ziffernentwicklung (im Dezimalsystem) besitzt.
Beweis. Es sei v = ¢ eine rationale Zahl, von der wir annehmen konnen, dass
sie in [0, 1] liegt. Es sei

0, Z1%2223...
die nach Satz 5.7 zugehorige Zifferenentwicklung geméafl dem Rekursions-
schema z;1; = [10s;] und s;1; = 10s; — 2;4,;. Es ist einerseits s; € [0, 1] und
andererseits sind die s; rationale Zahlen mit b als Nenner. D.h. s; muss eine
der b Zahlen

0 1 2 3 b—1
9 b J b 9 b YA b
sein. Unter den sy, 59, S3, ... muss es also irgendwann eine Wiederholung ge-

ben, sagen wir s, = s, mit ¢ > k. Da die Zahlen z;,; und s;.; nur von s;
abhéngen, ist zp11 = 2k11, 2rr2 = Zkso, W.s.W, d.h., es liegt eine Periodizitit
vor. Es liege eine periodische Ziffernentwicklung fiir die reelle Zahl x vor. Da
sich die Eigenschaft, eine rationale Zahl zu sein, nicht bei Multiplikation mit
einer rationalen Zahl # 0 und bei Addition mit einer rationalen Zahl dndert,
konnen wir sofort annehmen, dass die Ziffernentwicklung die Form

0,2120. . .ZmZ129. . ZmZ122. « ZmZ129- « Zme + -«

besitzt. Die dadurch definierte Zahl konnen wir als

(Z zi10i> -0, 00. ..00100. ..00100. . .00100. . .001. ..
i=1
auffassen, wobei die Einsen an der m-ten, 2m-ten u.s.w. Stelle stehen. Wir
miissen uns also nur noch um periodische Ziffernentwicklungen von dieser
speziellen Art kiimmern. Wir betrachten die Folge

4 1 m
Ye = Z <E) )

J=1
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deren Glieder approximierende abbrechende Ziffernentwicklungen von x sind
(wobei manche tibersprungen werden). Aufgrund von Aufgabe 3.20 ist

m (e+1)m
Z(i) It M
j=1 10 1_(%)

Der Limes davon (fiir ¢ gegen unendlich) ist, da ja (%)(Hl)m gegen 0 kon-
vergiert, gleich

1 | 1 | o™ | = 1
1— ()" (299 ~99---99 ~99...99
wobei jeweils m Neunen vorkommen. Diese Zahl ist also rational. O

Die entsprechende Aussage gilt fiir die Ziffernentwicklung zu jeder Basis,
nicht nur im Dezimalsystem. Eine reelle Zahl mit einer periodischen Ziffer-
nentwicklung wird so geschrieben, dass man einen Strich iiber die Periode
macht, also beispielsweise

351, 052882700 .

5. ARBEITSBLATT
Ubungsaufgaben

Aufgabe 5.1. Man gebe ein Beispiel fiir eine Cauchy-Folge in Q, die (in Q)
nicht konvergiert.

Aufgabe 5.2. Es sei (2,),,.y €ine monoton wachsende reelle Folge, die nach
oben beschrankt ist. Es gelte also x,, < x,, fiir m < n und x,, < fiir alle n
und eine gewisse reelle Zahl b. Zeige, dass (z,),cy eine Cauchy-Folge ist.

Aufgabe 5.3. Sei a € R eine nichtnegative reelle Zahl und xy € R. Zeige,
dass die rekursiv definierte Folge mit

Ty +ajz,
Tl = 5

gegen +/a konvergiert.

Aufgabe 5.4. Es sei I,,, n € N, eine Intervallschachtelung in R. Zeige, dass
der Durchschnitt
K

neN
aus genau einem Punkt x € R besteht.
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Aufgabe 5.5. Es sei I,, n € N, eine Intervallschachtelung in R und sei
(75,),,en €ine reelle Folge mit x,, € I,, fiir alle n € N. Zeige, dass diese Folge
gegen die durch die Intervallschachtelung bestimmte Zahl konvergiert.

Aufgabe 5.6. Es sei x eine reelle Zahl, von welcher der Beginn der Dezi-
malbruchentwicklung gleich

0,3333333333...

(die weiterer Ziffern sind nicht bekannt). Was kann man iiber die Dezimalbru-
chentwicklung von 3z sagen? In welchem (moglichst kleinen) Intervall liegt
3x7?

Aufgabe 5.7. Zeige, dass fiir eine rationale Zahl x = ¢ € [0, 1] das Rekur-
sionsschema aus Satz 5.7 die Eigenschaft besitzt, dass s; = 4 ein Bruch mit
b als Nenner ist und dass die Beziehung

al0’ = bq; +1;

mit
qi = szloiij
j=1
gilt.

Aufgabe 5.8. Bestimme die Dezimalentwicklung von % anhand des in Satz
5.7 besprochenen Rekursionsschemas.

Aufgabe 5.9. Bestimme die rationale Zahl, die im Dezimalsystem durch
0,1105
gegeben ist.

Aufgabe 5.10. Bestimme die Ziffernentwicklung im Dualsystem derjenigen
reellen Zahl, die im Dezimalsystem durch 0, 3 gegeben ist.

Aufgabe 5.11. Bestimme die Ziffernentwicklung im Dreiersystem derjenigen
reellen Zahl, die im Dezimalsystem durch 0,17 gegeben ist.
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Aufgabe 5.12. Die beiden reellen Zahlen x und y seien durch ihre Dezimal-
bruchentwicklung

T = O, 212923 . ..
und

Yy = 0,U1U2U3 R
gegeben. Man gebe unter Bezug auf diese Zifferentwicklungen eine Folge mit
rationalen Gleidern an, die gegen xy konvergiert.

Aufgabe 5.13. Es sei (fy), oy die Folge der Fibonacci-Zahlen und

Ty = Jn

" fnfl

Zeige, dass diese Folge in R konvergiert und dass der Grenzwert = die Bedin-
gung

r=1+2""
erfiillt. Berechne daraus z.

Tipp: Zeige zuerst mit Hilfe der Simpson-Formel, dass man mit diesen Brii-
chen eine Intervallschachtelung basteln kann.

Aufgabe 5.14. Es seien b > a > 0 positive reelle Zahlen. Wir definieren

rekursiv zwei Folgen (), .y und (yn), o durch xo = a, yo = b und durch

Tnt1 = geometrisches Mittel von z,, und vy, ,

Ynt1 = arithmetisches Mittel von z,, und vy, .
Zeige, dass [z, y,] eine Intervallschachtelung ist.
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