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Einfithrung in die mathematische Logik

Arbeitsblatt 3

Ubungsaufgaben

AUFGABE 3.1. Sei S = {A, B, C}. Betrachte die rekursiv definierte Teilmen-
ge T' C S*, die wie folgt festgelegt wird.

(1) Jedes Element aus S gehort zu 7T
(2) Wenn X,Y € T sind, so gehort auch X XY zu T

Bestimme, welche der folgenden Worter zu 1" gehdren.
A, ABABC, AABBB, AABAABA, AAAA, AABABAAB, AAAAAABBB.

Zeige die folgenden Aussagen.

(1) Jedes Element aus T" besitzt eine ungerade Wortlidnge.

(2) Jede ungerade Zahl kommt als Wortlénge eines Elements aus 7" vor.

(3) Es gibt Elemente in 7', die auf mehrfache Weise generiert werden
kénnen.

(4) Jedes Wort t € T'\ S beginnt mit zwei gleichen Buchstaben.

AUFGABE 3.2. Definiere zu jeder Aussage o € LV die Menge Var () der in
« vorkommenden Aussagevariablen.

AUFGABE 3.3. Zeige, dass die Interpretation einer Aussage o € LY nur von
der Wahrheitsbelegung der in o vorkommenden Aussagevariablen abhéngt.

AUFGABE 3.4. Beweise mittels Wahrheitstabellen, dass die folgenden Aus-
sagen Tautologien sind.

(1) anp — a,

)

) (@V (BAY)) < (aVB)A(aVy),
ga—>(5—>a),
)

IWir verzichten hier und im Folgenden h#ufig auf Klammern, um die Lesbarkeit zu
erhohen. Gemeint sind immer die korrekt geklammerten Aussagen.
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AUFGABE 3.5. Man beweise mittels Wahrheitstabellen die Regeln von de
Morgan, ndmlich dass

(@ A=(BVY)) ¢ (@A =B)A(aA )
und
(@A=(BAY)) < (@nN=B8)V(aA )

Tautologien sind.

AUFGABE 3.6. Es seien py,...,p, Aussagevariablen und fi,..., 5, Aussa-
gen. Zeige, dass man, wenn man in einer allgemeingiiltigen Aussage « jedes
Vorkommen von p; durch ; ersetzt, wieder eine allgemeingiiltige Aussage
erhélt. Zeige, dass die Umkehrung davon nicht gilt.

AUFGABE 3.7. Zeige, dass eine Aussage o € LY genau dann eine Kontrapo-
sition ist, wenn —« eine Tautologie ist.

AUFGABE 3.8. Man gebe moglichst viele Beispiele fiir aussagenlogische Kon-
tradiktionen an.

Die folgenden Aufgaben verwenden den Begriff einer Aquivalenzrelation. Die-
ser ist fiir viele Konstruktionen in der Mathematik und in der mathemati-
schen Logik entscheidend. Siehe den Anhang zu Aquivalenzrelationen.

Eine Aquivalenzrelation auf einer Menge M ist eine Relation R C M x M,
die die folgenden drei Eigenschaften besitzt (fiir beliebige x,y, z € M).

(1) z ~ x (reflexiv),
(2) aus x ~ y folgt y ~ = (symmetrisch),
(3) aus z ~ y und y ~ z folgt = ~ z (transitiv).

Dabei bedeutet x ~ y, dass das Paar (z,y) zu R gehort.

AUFGABE 3.9. Auf den ganzen Zahlen Z lebe eine Kolonie von Fléhen, und
jeder Flohsprung geht fiinf Einheiten weit (in beide Richtungen). Wie viele
Flohpopulationen gibt es? Wie kann man einfach charakterisieren, ob zwei
Flohe zur gleichen Population gehéren oder nicht?

AUFGABE 3.10. Zeige, dass die Beziehung
a ~ [, falls () « (8) allgemeingiiltig ist ,

eine Aquivalenzrelation auf LV definiert. Zeige, dass sowohl alle Tautologien
als auch alle Kontradiktionen eine Aquivalenzklasse bilden. Wie viele Aqui-
valenzklassen besitzt diese Aquivalenzrelation, falls V' n Elemente besitzt?
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AUFGABE 3.11. Es sei ~ die in Aufgabe 3.10 diskutierte Aquivalenzrelati-
on auf LY. Zeige, dass jede Aquivalenzklasse [a] einen Repriisentanten in
disjunktiver Normalform? besitzt.

AUFGABE 3.12. Es sei ~ die in Aufgabe 3.10 diskutierte Aquivalenzrelation
auf LV und sei @) die zugehorige Quotientenmenge. Es sei A eine Wahr-
heitsbelegung auf V. Zeige, dass dies eine wohldefinierte Abbildung auf @
induziert.

AUFGABE 3.13. Es sei V eine Menge von Aussagevariablen und « eine Aus-
sage in der zugehorigen formalen Sprache. Es sei

p: V=V
eine Abbildung und es sei ¢(«) diejenige Aussage, die entsteht, wenn man in

a jede Aussagevariable p durch ¢(p) ersetzt. Zeige die folgenden Aussagen.

(1) Wenn « eine Tautologie ist, so ist auch ¢(«) eine Tautologie.

(2) Wenn ¢ injektiv ist, so ist o genau dann eine Tautologie, wenn dies
fir ¢(a) gilt.

(3) ¢(a) kann eine Tautologie sein, auch wenn « keine Tautologie ist.

(4) Die Aussagen gelten ebenso, wenn man iiberall Tautologie durch
Kontradiktion ersetzt.

AUFGABE 3.14. Interpretiere die Wahrheitstabellen zu den Junktoren =, A, V, —
, <> als Wertetabellen von Funktionen. Was sind die Definitions-, die Werte-
und die Bildmengen dieser Funktionen?

AUFGABE 3.15. Zeige, dass die axiomatisch fixierten syntaktischen Grund-
tautologien allgemeingiiltig sind

AUFGABE 3.16. Beweise die aussagenlogische Tautologie
a— (8= anp)

aus den aussagenlogischen Axiomen.

AUFGABE 3.17. Zeige das Assoziativgesetz fiir die Konjunktion, also
FaAB)AYy—=aN(BAY).
AUFGABE 3.18. Es seien aq,...,«a, Ausdricke und es seien iy, ..., Ele-
mente aus {1,...,n}. Zeige, dass
For Ao Aoy = o AN g,
gilt.

2Unter einer disjunktiven Normalform versteht man einen Ausdruck, der eine V-
Vereingung von Ausdriicken der Form +p; A...A+p, ist, wobei + bedeutet, dass entweder
die Aussagevariable direkt oder in ihrer Negation genommen wird.
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AUFGABE 3.19. Es seien py,...,p, Aussagevariablen und fi, ..., [, Aussa-
gen. Zeige, dass man, wenn man in einer syntaktischen Tautologie « jedes
Vorkommen von p; durch j; ersetzt, wieder eine Tautologie erhélt.

Aufgaben zum Abgeben

AUFGABE 3.20. (3 Punkte)

Zeige, dass in einer aussagenlogischen Tautologie (und ebenso in einer aussa-
genlogischen Kontradiktion) mindestens eine Aussagevariable mehrfach vor-
kommen muss.

AUFGABE 3.21. (2 Punkte)

Es sei ' € LY eine Aussagenmenge derart, dass in keiner Aussage o € T’
das Negationszeichen — vorkommt. Zeige, dass dann die Wahrheitsbelegung,

die jeder Aussagevariablen den Wert 1 zuweist, zu einer Interpretation I mit
I C I" fiihrt.

AUFGABE 3.22. (2 Punkte)

Zeige, dass die Aussage
(@=B)A B =)Ao= ) =~

allgemeingiiltig ist.

AUFGABE 3.23. (3 Punkte)

Zeige
Fla=B)AB =N (a—B) =7

AUFGABE 3.24. (2 Punkte)

Begriinde die folgende Ableitungsregel: Aus - « und = o A B — ~ folgt
FB— .

AUFGABE 3.25. (3 Punkte)

Zeige, dass folgende rekursive Definition zur gleichen Menge an syntaktischen
Tautologien fiihrt:

Die Grundtautologien werden nur mit Aussagevariablen formuliert.

Neben dem Modus Ponens gibt es die Ersetzungsregel, d.h. wenn - «, so ist
auch - o', wobei o/ ein Ausdruck ist, der ensteht, wenn man in o Aussage-
variablen durch beliebige Aussagen ersetzt.

Zeige, dass ohne diese Ersetzungsregel nicht die gleiche Menge beschrieben
wird.



