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Aufwiarmaufgaben

AUFGABE 2.1. Bestimme eine Basis des Untervektorraums
U={(z,y,2) €R®*: 2 =2} C R%.

AUFGABE 2.2. Sind die reellen Zahlen 1, v/2, v/3 linear unabhingig iiber Q ?

-1 0 2
fR*—R* 2+— A -2

die zugehorige lineare Abbildung.

AUFGABE 2.3. Sei A = ( 31 5> und

(1) Bestimme jeweils eine Basis und die Dimension von Kern(f) und
Bild(f) .
(2) Finde einen Untervektorraum V C R3 derart, dass

R? =V @ Kern(f)

gilt.
(3) Gibt es auch einen Untervektorraum U C R? U # {0}, mit

R? = U @ Bild(f)?
(& bezeichnet die direkte Summe; siche Aufgabenblatt 18)

AUFGABE 2.4. Essei I C R ein Intervall und C?(1, R) der R-Vektorraum der
zweimal stetig differenzierbaren Funktionen auf I. Betrachte die Abbildung

d:C*(I,R) — CY(I,R), f+— f.

(1) Zeige, dass d eine R-lineare Abbildung ist.
(2) Bestimme eine Basis von Kern(d) .

AUFGABE 2.5. Sei die lineare Abbildung f : R®> — R? definiert durch
f(z,y,2) = (x 422,y — z,x +y, 22 + 32).

(1) Bestimme die zu f korrespondierende Matrix A. Ist f injektiv?

1



(2) Sei B = {vy1, vy, v3} eine Basis des R? gegeben durch

1 1 1
v = 1 , Ug = 1 , Ug = 0
1 0 0

und sei B’ = {wy, wo, w3, wy} eine Basis des R* gegeben durch

1 1 1 1
|1 |1 11 10
wy = 1 , W = 1 , W3 = 0 , Wy = O
1 0 0 0
Berechne A5, (f).
AUFGABE 2.6. Sei
-5 0 7
A= 6 2 —-6] € Matgxg(R) .
—4 0 6

Berechne:

(1) die Eigenwerte von A;

(2) die zugehorigen Eigenrdume;

(3) die geometrische und algebraische Vielfachheit der einzelnen Eigen-
werte;

(4) eine Matrix C' € Matgy3(R) derart, dass C~'AC eine Diagonalma-
trix ist.

AUFGABE 2.7. Sei (—, —) das Standardskalarprodukt im R"™. Rechne nach:
lz+yll? = llz = y|PP= 4(z,y).

AUFGABE 2.8. Wir arbeiten auf dem R-Vektorraum V' = C(R,R) der steti-
gen Funktionen f: R — R. Firi € Nund f € V sei

L 1]i := max{| f(z)[: = € [, ]}

Zeige, dass

dGﬂ%ziiTtJijﬁﬁ_

~ S =gll

eine Metrik auf dem Raum V' definiert. Zeige weiter, dass keine Norm
l|—1]: V — Ry existiert mit || f — g||= d(f, g).



Aufgaben zum Abgeben

AUFGABE 2.9. (4 Punkte)
Bestimme eine Basis des Untervektorraums

U = {p € Abb(R,R) : p(z) = 0 bis auf endlich viele z € R} C Abb(R,R).

AUFGABE 2.10. (3 Punkte)
Ist dimg R < 00?

Hinweis: Verwende die Tatsache (ohne Beweis), dass R nicht abzéhlbar ist.

AUFGABE 2.11. (4 Punkte)
Sind die Funktionen f,(z) := —2, n € N, linear unabhingig im R-Vektorraum

n+z’
Abb(R5¢,R)?
AUFGABE 2.12. (4 Punkte)
Seien
2 3 4 1
A=13 4 5| € Matsx3(R) und b= | 2
4 5 6 3
Bestimme

(1) Rang(A);

(2) eine Basis und die Dimension des Losungsraums des homogenen
Gleichungssystems A -z = 0;

(3) die Losungsmenge des inhomogenen Gleichungssystems A -z = b.

AUFGABE 2.13. (4 Punkte)
Wir betrachten die lineare Abbildung

T T
1 2 5
.13 2
p: K> — K-, z |—>(411> z

Es sei U C K? der durch die lineare Gleichung 2z + 3y + 4z = 0 definierte
Untervektorraum von K3, und 1 sei die Einschrinkung von ¢ auf U. Zu U
gehoren Vektoren der Form

u=(0,1,a),v=(1,0,b) und w = (1,¢,0).
Berechne die Ubergangsmatrizen zwischen den Basen
by =v,w, by =u,w und bz = u, v

von U sowie die beschreibenden Matrizen fiir ¢ bzgl. dieser drei Basen (und
der Standardbasis auf K?).
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AUFGABE 2.14. (4 Punkte)

Berechne die Determinante der Matrix

2 1 0 -2
1 3 3 -1
A:324—3
2 —2 2 3

AUFGABE 2.15. (3 Punkte)
Sei (—, —) das Standardskalarprodukt im R™. Rechne nach:
e +yl* + [z —ylP=2 ||z [ +2 [|y[]* .

AUFGABE 2.16. (3 Punkte)

Sei n > 2. Zeige, dass fiir die Norm || z ||:= max{|z; |: 1 < i < n} auf dem

R™ kein Skalarprodukt (—, —) existiert mit der Eigenschaft ||z ||= /(z,x) .



