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Einfiihrung in die mathematische Logik
Vorlesung 9

Freie Variablen

In einem Ausdruck o € L iiber einem Symbolalphabet S nennt man die
Variablen, die innerhalb der Reichweite eines Quantors stehen, gebunden, die
anderen frei. Dies wird streng iiber den Aufbau der Ausdriicke definiert.

(1)
(2)

Frei (t, = to) = Var (t1) U Var (t2)

Frei (Rt; ...t,) = Var (t;) U Var (to) U... U Var (t,)

fiir ein n-stelliges Relationssymbol R und n Terme ¢4, t,, ..., t,.
(3)
Frei (—a) = Frei (a)
fiir einen Ausdruck p.

(4)
Frei (& — ) = Frei (a) U Frei (B)
fiir Ausdriicke o und (3. Ebenso fiir <>, A, V.
(5)
Frei (Vxa) = Frei () \ {z}
fiir einen Ausdruck a und eine Variable z.
(6)
Frei (3xa) = Frei () \ {z}
fiir einen Ausdruck o« und eine Variable z.

Einen Ausdruck ohne freie Variablen nennt man einen Satz, auch wenn diese
Bezeichnung nicht ganz gliicklich ist, da ,,Satz“ die Giiltigkeit einer Aussage
suggeriert. Die Menge der Sitze wird mit L5 bezeichnet, die Menge der Aus-
driicke mit genau einer freien Variablen (die aber in dem Ausdruck beliebig
oft vorkommen darf) mit Lf.

Das Koinzidenzlemma

Die folgende Aussage, das Koinzidenzlemma, zeigt, dass der Wert eines Terms
und die Giiltigkeit eines Ausdrucks unter einer Interpretation nur von den
in dem Term bzw. Ausdruck vorkommenden freien Variablen abhéngt. Thr
Beweis ist ein typisches Beispiel fiir einen Beweis durch Induktion iiber den
Aufbau der Terme bzw. Ausdriicke.
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LEMMA 9.1. Es sei S ein Symbolalphabet erster Stufe und U C S eine
Teilmenge. Fs sei t ein U-Term und p ein U-Ausdruck. Es seien zwei S-
Interpretationen Iy und Iy in einer gemeinsamen Grundmenge M gegeben,
die auf U identisch seien. Dann gelten folgende Aussagen.

(1) Es st I1(t) = L(t).

(2) Es ist I; E « genau dann, wenn Iy E « (dazu geniigt bereits, dass
die Interpretationen auf den Symbolen aus U und auf den in « frei
vorkommenden Variablen identisch sind).

Beweis. (1). Wir fithren Induktion iiber den Aufbau der Terme. Fiir den
Induktionsanfang miissen wir Variablen und Konstanten aus U betrachten.
Fiir eine Variable x (oder eine Konstante) aus U ist nach Voraussetzung
I (z) = Iy(x). Im Induktionsschritt kénnen wir annehmen, dass ein n-stelliges
Funktionssymbol f aus U gegeben ist sowie U-Terme t4,...,t,, fir die die
Interpretationsgleichheit schon gezeigt wurde. Nach Voraussetzung wird f in
beiden Interpretationen durch die gleiche Funktion f™ interpretiert. Daher
ist

L(fti...ty) = fM(Li(t),.... Li(ts)
- fM(IQ(tl),...,]Q(t

(2). Wir fithren Induktion iiber den Aufbau der U-Ausdriicke, wobei die zu
beweisende Aussage iiber je zwei Interpretationen zu verstehen ist. Fiir die
Gleichheit und ein Relationssymbol R aus U folgt die Aussage unmittelbar
aus (1), da ja R in beiden Interpretationen als die gleiche Relation zu interpre-
tieren ist. Der Induktionsschritt ist fiir Ausdriicke der Form —a, aAB, a —
aufgrund der Modellbeziechung unmittelbar klar. Sei nun ein U-Ausdruck der
Form dza gegeben, und es gelte I; F dza. Dies bedeutet aufgrund der Mo-
dellbeziehung, dass es ein m € M gibt derart, dass I;”> F « gilt. Die beiden
umbelegten Interpretationen ;% und 5% stimmen auf den Symbolen aus U
und den in p frei vorkommenden Variablen iiberein: Die Variable x wird so
oder so als m interpretiert und die anderen freien Variablen aus « sind auch

in 3z frei. Nach Induktionsvoraussetzung gilt I,” F « und daher wiederum
1) FE dxa. ]

Substitution

Wir besprechen nun die Variablensubstitution, wobei wir weitgehend der
Darstellung von Ebbinghaus, Flum, Thomas folgen.

Variablen représentieren verschiedene Werte, die man fiir sie einsetzen kann.
Auf formaler Ebene bedeutet dies, dass eine oder mehrere Variablen durch
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gewisse Terme ersetzt werden. In der Ersetzung macht es einen grofien Un-
terschied, ob gebundene oder freie Variablen vorliegen. Der Ausdruck

x>0 Jylr=y-y)

bedeutet in einem angeordneten Korper interpretiert, dass die nichtnegative
Zahl z als Quadrat darstellbar ist (also eine Quadratwurzel besitzt), was fiir
R wahr ist, fir Q im Allgemeinen (das héngt von der Interpretation fiir x
ab) nicht. Gleichbedeutend (bei einer inhaltlichen Interpretation) mit diesem
Ausdruck ist

r>0—3Jz(x=2-2),
aber nicht
r>0—J(rz=1- x),

das nur bei x = 0 oder x = 1 wahr ist. Von daher wird die weiter unten
zu gebende Definition fiir die Substitution von Ausdriicken beriicksichtigen,
ob Variablen frei oder gebunden sind. Ferner wird es wichtig sein, in einem
Ausdruck neue Variablen einzufithren. Damit diese Konstruktion eindeutig
definiert ist, legen wir eine durchnummerierte (und abzdhlbare) Variablen-
menge vy, Vg, U3 . .. zugrunde.

DEFINITION 9.2. Es sei ein Symbolalphabet S einer Sprache erster Stufe
gegeben. Es seien zq, ..., x, paarweise verschiedene Variablen und tq,...,
fixierte S-Terme. Dann definiert man rekursiv iiber den Aufbau der Terme
die Substitutionen SH fiir jeden S-Term s.

goeey

(1) Fiir eine Variable x ist

X

T1,. .., Tp t;, falls x = z; .

by ooty {m, falls x # x; fir alle 7,

(2) Fiir eine Konstante c ist

oo te
c— =
T1y..., Tk
(3) Fiir ein n-stelliges Funktionssymbol f und n Terme sy, ..., s, ist
tyeent . byt oo te
fs1...8p— = fs—mm ... s————.
T1y..-, Tk T1y..., Tk T1y..., Tk

BEISPIEL 9.3. Es seien ¢, d Konstanten einer erststufigen Sprache, x,y, z, v
Variablen, ¢ ein einstelliges und f, h, s zweistellige Funktionssymbole. Wir
betrachten den Term

t = fgxhcy

und die Subtitution
d svx v

r oy z
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Die Substitution wird durchgefiihrt, indem man die kleinsten Bestandteile
des Termes, also x,y, ¢, ersetzt und ansonsten den funktionalen Aufbau des
Termes iibernimmt. Fiir diese gilt

d svx v

r——— =d,
rT Yy z
d svx v
Yy——— = sur
r Yy z
und
d svx v
c— = c.
x Yy z
Also ist
d svx v

fgrhcy———— = fgdhcsvz.
x oy z
Man beachte, dass das letzte x nicht zu ersetzen ist.

DEFINITION 9.4. Es sei ein Symbolalphabet S einer Sprache erster Stufe ge-
geben. Es seien x4, ..., x; paarweise verschiedene Variablen und t, ...t fi-
xierte S-Terme. Dann definiert man rekursiv iiber den Aufbau der S-Ausdriicke
die Substitutionen QH fiir jeden S-Ausdruck p.

goooy

(1) Fiir Terme sq, $5 setzt man

thy ooty et et
(81 = 82) =851 = 51 .
L1y Tk L1y, Tk L1y, Tk
(2) Fiir eine n-stelliges Relationssymbol R und n Terme sy, ..., s, setzt
man
t oty t, oty t, oty
(Rsy...8)—————— = Rsj————— .. .g,———.
T1y.oo 3 Tk T1y.oy, Tk T1y.oy, Tk

(3) Fiir einen Ausdruck « setzt man

oty t, ot
(o) —/———— = ra——"—.
L1y, Tk T1y.oy, Tk

(4) Fiir Ausdriicke o und § setzt man
ot t,.. ot t,. ot
(an B B0 E gl k
T1ye.., Tk T1ye. ., Tk T1yeooy, Tk

und ebenso fiir die anderen zweistelligen Junktoren.

(5) Fiir einen Ausdruck « seien z;,, ..., z; diejenigen Variablen (unter
den x1, ..., zy), die in Vza frei vorkommen. Es sei v = z, falls x nicht
int;,...,t;, vorkommt. Andernfalls sei v die erste Variable (in einer
fixierten Variablenaufzéhlung, falls es abzéhlbar viele Variablen gibt,
bzw. in einer fixierten Wohlordnung der Variablenmenge), die weder

in @ noch in ¢;,,...,t; vorkommt. Dann setzt man
(VI'OZ) tla"'atk — Voo tilv"'atimv
Tiy.e.., Tk Ligyeooy Ljy L

und ebenso fiir den Existenzquantor.
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BEISPIEL 9.5. Es seien ¢, d Konstanten einer erststufigen Sprache, x,y, 2, u
Variablen, f, g einstellige Funktionssymbole und R ein zweistelliges Relati-
onssymbol. Wir betrachten den Ausdruck

a = Vr-Ryfx
und die Subtitution
z gc
T oy
Von den zu substituierenden Variablen ist x gebunden und y frei. Die Variable
x kommt in den substituierenden Termen nicht vor. Also ist

: g; = Vz (ﬂRyfm%> = V- Rgcfx.

(Va—Ryfx)

T

Bei der Substitution

zZ gx

z Yy
kommt jetzt die gebundene Variable x in dem substituierenden Term gz vor.
Es sei u die ndchste Variable in der Reihenfolge. Somit ist

z gz

y = Yu (ﬂRyfxg u> = Yu—-Rgzxfu.

(V2—Ryfx) -
x y T
Die folgende Aussage, das Substitutionslemma, stiftet eine Beziehung zwi-

schen Substitutionen und Uminterpretationen.

In Verallgemeinerung der Schreibweise I(") fiir eine Uminterpretation schrei-

ben wir [ <M

T1yensThe

) fiir die sukzessive Uminterpretation der untereinander

verschiedenen Variablen xi,...,x; (dabei seien my,...,m; Elemente der
Grundmenge M der Interpretation).E s werden also die z; als m; interpretiert
und alle anderen Variablen werden gemafl I interpretiert.

LEMMA 9.6. Es sei ein Symbolalphabet S einer Sprache erster Stufe gege-
ben und es seien x1,...,x, paarweise verschiedene Variablen und tq, ..., t;
fizierte S-Terme. Es sei eine S-Interpretation I gegeben. Dann gelten folgen-
de Aussagen.

(1) Fiir jeden S-Term s gilt

1 -
T1y...,Tk T1y...,Tk

(2) Fiir jeden S-Ausdruck o gilt

t1,...,t
TEp—22% genau dann, wenn ([
T1y..., Tk

[(tl),...,f(tk)) .

T1y...,Tk
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Beweis. Dies wird iiber den induktiven Aufbau der Terme bzw. der Aus-
driicke bewiesen. Fiir eine Konstante ¢ ist die Aussage richtig, da ihre In-
terpretation unveréndert ist. Fiir eine Variable x macht man eine Fallunter-
scheidung. Wenn

r = I

ist mit einer der an der Substitution beteiligten Variablen, so ist

I<Iu> ) = (Il(tl),...,l(tk))@i).

L1y, Tk T1y.oo, Tk

Bei einer an der Substitution nicht beteiligten Variablen z ist

I<xu) _ Ie) — ([z(tl),..,f(tk)) @,

T1y..., Tk Ti1y.e.., Tk

Wenn f ein n-stelliges Funktionssymbol ist und sy, ...,s, Terme sind, fiir
die Gleichheit schon bekannt ist, so ist

t1,..., g t1,..., 1k t1,..., 1k
I((fsl...sn)i) = I(fslaz ... Sn

1,0, Tk 1y Tk Tiy..., Tk

= I(f)(l(sl.% I(SnH))

Tl Th Tl Tk

) srsn).

Fiir einen Ausdruck der Form s = ¢ bedeutet

bt
IE(s=t) 22
T1y.oy, Tk
einfach . . , .
IEs 1, ) Uk — ¢ 1 s Uk
X1, y Lk xy, y Lk

Dies ist dquivalent zu

t1,...,1 t1,...,t
[(S 1 7k)_[<t 1 7k>7
T1y..., Tk Ty, Tk

was nach dem ersten Teil einfach
I(ty), ..., I(ty) (s) = I[(tl), ooy I(tr)

T1y..., Tk T1y...,Tk

1

bedeutet. Dies wiederum ist dquivalent zu
I(ty), ..., I(ty)

1 Fs=t.
L1y Tk
Sei nun R ein n-stelliges Relationssymbol und sq, ..., s, Terme. Die Giiltig-
keit , .
TE (Rsy...sy) 2k

Ti1y..., Tk

), I(tk)) ) ((If(tl),...,f(tﬁ) (Sjk (II(tl),...J(tk)

)e)



bedeutet ; , ; ,
]Hgslumsnu
L1y Tk L1y Tk

und dies bedeutet, dass

t1,...,t t1,...,¢
(I<81 1, ,k>,...,l<8n 1, ak>)
L1y, Tk T1ye.., Tk
zur Relation I(R) gehort. Nach dem ersten Teil ist dieses Tupel gleich

<]ﬂz(t1),..‘,1<tk>(51)7'_.’Il(t1>,---vf<tk><sn>> |

T1ye.., Tk T1yeoo, Tk

Wegen R(I) = R <M) ist dies dquivalent zu

L1y Th

I(th), ..., I(ty)

T1y..., Tk

1 FRsi...S,.

Fiir die weiteren Aussagen beweist man die Aquivalenz durch Induktion iiber
den Aufbau der Ausdriicke, und zwar iiber alle Interpretatonen simultan; dies
ist fiir die aussagenlogischen Junktoren unmittelbar klar. Betrachten wir also
einen Ausdruck der Form Vxa. Die Giiltigkeit

..t
[ E (Voa) b
o P A
bedeutet geméf der Festlegung in Definition 9.4, dass
ti g ,ti , U
I EVYva— -
Ligyeooy Ljy T
gilt, wobei v weder in « noch in ¢;,,...,t; vorkommt. Dies bedeutet, dass
fiir jedes m € M der Grundmenge der Interpretation die Beziehung
Ligy ooy iy,
7 bt U
v Ligyer oy Ljpy T

gilt. Nach Induktionsvoraussetzung (angewendet auf die Interpretation I°%)
bedeutet dies

F o

v Liyyoves i, T
fiir alle m € M. Aufgrund des Koinzidenzlemmas ist dies dquivalent zu
<[T> I(t“),,[(t“),m E o

(Y Ligyevoy Ljpy &

Aus dem gleichen Grund ist dies dquivalent (fiir alle m € M) zu
[(til),...,[(tir),m
Liyyeooy iy T

I F o

Y

da v nicht in o vorkommt. Dies bedeutet wiederum
I(tiy),...,I(t;)

Lipyoooy Ty

I EVra

r
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und damit
I(ty),..., 1 (tx)

L1y, Tk

EVzio.



Abbildungsverzeichnis



