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Einfiihrung in die mathematische Logik

Vorlesung 16

S-Homomorphismen und elementare Aquivalenz

DEFINITION 16.1. Zwei S-Strukturen M und N iiber einem erststufigen Sym-
bolalphabet S heiflen elementar dquivalent, wenn jeder S-Satz, der in M gilt,
auch in N gilt.

Dies bedeutet, dass in den beiden Strukturen iiberhaupt die gleichen Sétze
gelten.

In der Mathematik spielen strukturerhaltende Abbildungen eine herausra-
gende Rolle. Eine erststufige Version dieses Konzeptes kommt in folgender
Definition zum Ausdruck.

DEFINITION 16.2. Es sei S ein erststufiges Symbolalphabet und M und N
seien S-Strukturen. Eine Abbildung

p: M — N
heifit S-Homomorphismus, wenn folgende Eigenschaften gelten.

(1) Fiir jede Konstante ¢ € S ist

p(c) = .

(2) Fiir jedes n-stellige Funktionssymbol f € S ist

Qp(fM(mlv ce 7mn)) = fN<90(m1)’ ce 790(mN))

fiir alle myq,...,m, € M.
(3) Fiir jedes n-stellige Relationsymbol R € S impliziert die Giiltigkeit
von
RM(my,...,my)

die Giiltigkeit von

RY(p(m1), ..., o(my)) .

Die iiblichen Begriffe der Mathematik, beispielsweise ein Gruppenhomomor-
phismus, eine Ringhomomorphismus, eine lineare Abbildung zwischen Vek-
torrdumen, eine monotone Abbildung zwischen geordneten Mengen, fallen
unter diesen abstrakten Homomorphiebegriff.
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DEFINITION 16.3. Es sei S ein erststufiges Symbolalphabet und M und N
seien S-Strukturen. Eine bijektive Abbildung

p: M — N

heifit S-Isomorphismus, wenn sowohl ¢ als auch die Umkehrabbildung ¢!
ein S-Homomorphismus ist.

Zwei S-Strukturen heiflen S-isomorph, wenn es einen S-Isomorphismus zwi-
schen ihnen gibt. Bei M = N spricht man auch von einem Automorphismus.

BEISPIEL 16.4. Es sei S ein erststufiges Symbolalphabet, das nur aus einer
Variablenmenge besteht, die Konstantenmenge und die Mengen der Funkti-
onssymbole und der Relationssymbole seinen also leer. Dann ist jede (nicht-
leere) Menge M unmittelbar eine S-Struktur und jede Abbildung

p: M — N

ist ein S-Homomorphismus. Insbesondere ist jede bijektive Abbildung
p: M — N

ein S-Isomorphismus.

BEMERKUNG 16.5. Es sei S ein erststufiges Symbolalphabet und M und N
seien S-Strukturen. Eine bijektive Abbildung

p: M — N,

die ein S-Homomorphismus ist, muss kein S-Isomorphismus sein, da die Um-
kehrabbildung ¢! im Allgemeinen kein Homomorphismus sein muss. Des-
halb fordert man in der Definition eines Isomorphismus explizit die Ho-
momorphie der Umkehrabbildung. Wenn allerdings das Symbolalphabet S
keine Relationssymbole enthélt, so ist die Umkehrabbildung automatisch
ein Homomorphismus, siehe Aufgabe 16.3. Ein Extremfall liegt, vor, wenn
ein Relationssymbol R in M als die leere Relation interpretiert wird. Dann
verhélt sich ¢: M — N beziiglich dieses Relationssymbols S-homomorph,
unabhéngig von der Interpretation von R auf V.

Wir haben in Satz 12.3 gesehen, dass je zwei Modelle der (allerdings nicht
erststufig formulierten)

Dedekind-Peano-Axiome zueinander isomorph sind. Dabei war 0 die einzi-
ge Konstante und die Nachfolgerabbildung die einzige (einstellige) Funktion.
Auch zwei Modelle der reellen Zahlen sind isomorph, was schwieriger zu be-
weisen ist. Die zugehorigen Axiomensysteme legen also das intendierte Modell
bis auf Isomorphie fest, und zwar ist sogar jeweils der Isomorphismus eindeu-
tig bestimmt. Letzteres gilt beispielsweise fiir die komplexen Zahlen nicht.
Die komplexen Zahlen konnen als algebraischer Abschluss von R eingefiihrt
werden. Je zwei solche algebraische Abschliisse sind untereinander isomorph,
allerdings ist die Isomorphie nicht eindeutig bestimmt. Beispielsweise ist die
komplexe Konjugation ein nichttrivialer Automorphismus auf C.
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LEMMA 16.6. Es sei S ein erststufiges Symbolalphabet, M und N seien S-
Strukturen und

p: M — N
ein S-Homomorphismus. Es sei A eine Variablenbelegung in M und ¢ o A
die nach N dbertragene Variablenbelegung. Es seien I und J die zugehorigen
Interpretationen. Dann st

fir alle S-Terme t.
Beweis. Siehe Aufgabe 16.7. U

Die folgende Aussage heifit Isomorphiesatz (oder Isomorphielemma).

SATZ 16.7. Es seien M und N isomorphe S-Strukturen tiber einem Symbo-
lalphabet S. Dann sind M und N elementar dquivalent. Genauer: Zu einem
Isomorphismus

p: M — N
und einer Variablenbelegung \ auf M und der zugehorigen Variablenbelequng
w o X\ auf N mit den zugehirigen Interpretationen I und J gilt fir jeden
S-Ausdruck o die Aquivalenz

I E « genau dann, wenn J F a.

Beweis. Wir beweisen den Zusatz durch Induktion iiber den Aufbau der Aus-
driicke, woraus sich dann die Hauptaussage, die unabhéngig von Belegungen
ist, ergibt. Es sei ein Isomorphismus

p: M — N

fixiert. Nach Lemma 16.6 respektiert der Isomorphismus die Interpretation
aller Terme. Da die Situation symmetrisch ist, miissen wir lediglich zeigen,
dass aus der Giiltigkeit von [ F « die Giiltigkeit von J F « folgt. Fiir einen
Ausdruck der Form

s =1

mit Termen s, ¢ bedeutet

ITEs=1
einfach

I(s) = I(t)
Daher ist
J(s) = (I(s)) = @(I(t)) = J(t)

und somit

JEs=t1.
Fiir ein n-stelliges Relationssymbol R und n Terme ¢4,...,t, bedeutet

IERL...t,,
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dass RM auf (I(ty), ..., I(t,)) zutrifft. Dann trifft aufgrund der Homomor-
phie von ¢ auch RN auf

(e(L(t1)), -y o(L(tn))) = (J(t1), ..., J(tn))
zu. Also ist

JERt;...t,.

Wir kommen zum Induktionsschlus. Bei a = =8, a = A~ und a =
B — v folgt die Aussage aus der Induktionsvoraussetzung, wobei man bei
der Negation und der Implikation verwendet, dass eine Aquivalenz bewiesen
wird.

Fiir eine Existenzaussage 3z bedeutet
IFE 3z,

dass es ein m € M derart gibt, dass
1(Z)kp
x
gilt. Es sei
n = p(m).

Nach der Induktionsvoraussetzung, angewendet auf $ und die Interpretation
J (%), die zu I (%) in der gleichen Beziehung steht wie J zu I (d.h. die
Variablenbelegungen sind durch ¢ miteinander verbunden) gilt aufgrund der

Homomorphie
J(2)FsB.
x

JE 328,

Dies impliziert

g

Fiir die meisten Axiomensysteme in der Mathematik gibt es natiirlich ver-
schiedene nicht isomorphe und im Allgemeinen auch nicht elementar dqui-
valente Modelle. Es gibt beispielsweise eine Vielzahl an Gruppen, die - nach
Definition - alle die Gruppenaxiome erfiillen, die aber ansonsten wenig mit-
einander zu tun haben. Interessanter ist die Frage, ob es, wenn man ein
Axiomensystem fiir ein bestimmtes intendiertes Modell aufstellt, es dieses
bis auf Isomorphie festlegt (oder ob es nichtisomorphe Modelle gibt) oder ob
es die Menge aller giiltigen elementaren Aussagen vollstandig festlegt, also ob
alle im intendierten Modell giiltigen Sétze aus dem Axiomensystem ableitbar
sind.



Elementare Aquivalenz fiir Elemente

DEFINITION 16.8. Es sei S ein erststufiges Symbolalphabet und M eine S-
Struktur. Wir nennen zwei Elemente m,n € M elementar dquivalent, wenn
fiir jeden Ausdruck o € L7 in der einen freien Variablen z und jede Varia-
blenbelegung A\ auf M die Beziehung

m n
I— F a genau dann, wenn [— F «
x x

gilt.

Die elementare Aquivq}enz driicken wir durch m ~ n aus. Dabei handelt es
sich offenbar um eine Aquivalenzrelation auf der Menge M. Wenn

po: M — M

ein S-Isomorphismus ist, der m auf n abbildet, so miissen die beiden Elemente
elementar dquivalent sein, wie aus Satz 16.7 fiir eine beliebige Interpretation
I'mit [ =12 und J = I2 folgt.

BEISPIEL 16.9. Wenn man in der Definition 16.8 auch Ausdriicke in mehre-
ren freien Variablen zulassen wiirde, so wiren Elemente nur mit sich selbst
dquivalent. Betrachten wir dazu den Ausdruck x = y, den wir « nennen,
und zwei Elemente m # n aus M. In der Interpretation I sei y durch m
belegt. Dann gilt /2 F «, denn dies bedeutet m = m, aber 17 7 a, denn
dies bedeuet n = m.

Fiir eine Konstante in ¢ € S, die in M als das Element m = ¢™ interpretiert
wird, ist die zugehorige Aquivalenzklasse einelementig: Sie wird durch den
Ausdruck x = ¢ in der einen freien Variablen x charakterisiert, der offenbar
nur bei der Belegung von z durch m wahr wird. Wir fragen uns, ob es fiir
jede Aquivalenzklasse zur elementaren Aquivalenz einen solchen charakteri-
sierenden Ausdruck (oder trennenden Ausdruck) in einer freien Variablen
gibt.

LEMMA 16.10. Es sei S ein Symbolalphabet erster Stufe und M eine S-
Struktur mit der Eigenschaft, dass es in M nur endlich viele Klassen zur
elementaren Aquivalenz gibt. Dann gibt es zu jeder Aquivalenzklasse [m] C
M einen S-Ausdruck oy, in einer freien Variablen x, der die Klasse [m)]
beschreibt, fiir den also

n € [m] genau dann, wenn I“E Q]
x
qgilt.

Beweis. Es seien My, ..., M, die Aquivalenzklassen der elementaren Aquiva-
lenzrelation und sei m; € M; ein fest gewahlter Reprasentant. Wir zeigen,
dass es fiir M; einen solchen trennenden Ausdruck gibt. Zu jedem i = 2,... k
gibt es einen Ausdruck f; in der freien Variablen z mit I=* F f;, aber
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I=+ i B;, da ja m; und m; nicht elementar dquivalent sind. Wir kénnen
annehmen, dass die relevante Variable in jedem dieser Ausdriicke die gleiche
ist. Der konjugierte Ausdruck

o :Bg/\/\ﬁk

ist in einer Interpretation (zur S-Struktur M) genau dann wahr, wenn die
Variable x durch ein Element aus M; belegt wird. U

BEISPIEL 16.11. Fiir das Symbolalphabet {0, } und die natiirlichen Zahlen
N mit der kanonischen Interpretation sind sémtliche Klassen zur elementaren
Aquivalenz einelementig und kénnen auch durch Ausdriicke charakterisiert
werden, und zwar wird die Zahl n durch den Ausdruck x = 0" mit n
Strichen eindeutig beschrieben.

BEISPIEL 16.12. Es sei S das Symbolalphabet, das auler Variablen fiir jedes
k € N, ein einstelliges Relationssymbol Ry enthélt, und es sei

ap — Rkilf .
Wir betrachten die Menge M = N, wobei wir das Relationssymbol Ry durch
R (n) genau dann, wenn n ein Vielfaches von k ist

interpretieren. Zwei Elemente m # n € N koénnen dann nicht elementar
dquivalent sein, da sie sich nicht gegenseitig teilen kénnen und daher bei-
spielsweise R) (m), also I E ay,, aber nicht R (n), also 12 E =y, gilt.
Die Aquivalenzklassen sind also einelementig. Es ist aber nicht maglich, die-
se Klassen durch einen Ausdruck in dieser Sprache zu charakterisieren, da
die Giiltigkeitsmengen zu jedem Ausdruck entweder leer sind oder unendlich
viele Elemente enthalten, siehe Aufgabe 17.7.

LEMMA 16.13. Es sei S ein Symbolalphabet erster Stufe und M eine S-
Struktur. Fir jede elementare Aquivalenzklasse [m] C M gebe es einen S-
Ausdruck oy in einer freien Variablen x, der die Klasse [m] beschreibt, fiir
den also

n € [m] genau dann, wenn Ig E Q)

gilt. Dann gelten folgende Aussagen.

(1) Fiir jedes k-stellige Relationssymbol R ist R™ auf den Aquivalenz-
klassen wohldefiniert.

(2) Fiir jedes k-stellige Funktionssymbol f ist f™ auf den Aquivalenz-
klassen wohldefiniert (und zwar in dem Sinn, dass aus my ~mj, ...,
my, ~ m), die elementare Aquivalenz fM(my,...,my) ~ fM(mh, ...,
) folgt)

Beweis. (1). Es sei R ein k-stelliges Relationssymbol. Fiir ein k-Tupel (my,
co.,my) aus M mit (my,...,m;) € RM und ein weiteres dazu elementar-
dquivalentes Tupel (nq,...,ng) (es gelte also my ~ ny, my ~ ng, ... ,my ~
ny) miissen wir (ny,...,n) € RM zeigen. Es seien ay, ..., q, Ausdriicke in
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der einen freien (untereinander verschiedenen) Variablen z;, die die Aquiva-
lenzklassen zu m; bzw. n; charakterisieren. Es gilt

IIZEle...Eka(al/\.../\ak—)Ra:l...xk),

wie ja die Belegung von z; durch m; zeigt. Ebenso gilt

m

I—l':3.2132...333]6(041/\042/\.../\0%%Rafl.l?g....iEk) s

T
wie die entsprechende Belegung zeigt. Dies ist jetzt ein Ausdruck in der
einen freien Variablen z;. Wenn man x; statt mit m; durch ein anderes
elementar dquivalentes Element n; belegt, so erhélt man nach Definition der
elementaren Aquivalenz

n
I—l|:E|x2...5|xk(oc1/\a2/\.../\ozk—>Rx1x2...xk)
T

und damit
TEVr3zy .. . Jxg (ag Aag A ... Aoy, — Reqzs ... xy) .

Somit hat man den ersten Existenzquantor durch einen Allquantor ersetzt.
In dieser Weise fahrt man mit den anderen Existenzquantoren fort und erhélt
schliefllich

I EVYz\Vay .. Vo (g Aag A ... Nag — Rrjxs ... xy) .

Einsetzen von n; fiir z; liefert also, da ja a; auf n; zutrifft,

ny, ..., Nk
I—— " " Rryzy...7%
Tiy.e..o, Tk
und somit (ny,...,n,) € RM.

(2). Die Aussage fiir Funktionssymbole wird dhnlich bewiesen, siehe Aufgabe
17.5. Il



