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Mathematik fiir Anwender 1

Vorlesung 11

Rang von Matrizen

DEFINITION 11.1. Es sei K ein Korper und sei M eine m x n-Matrix iiber K.
Dann nennt man die Dimension des von den Spalten erzeugten Unterraums
von K™ den (Spalten-)Rang der Matrix, geschrieben

rang M .

KOROLLAR 11.2. Es sei K ein Korper und es seien V' und W Vektorrdume
tiber K der Dimension n bzw. m. Es sei

p:V—W

eine lineare Abbildung, die beziiglich zweier Basen durch die Matriz M €
Mat,,xn (K) beschrieben werde. — Dann gilt

rang ¢ =rang M .
Beweis. Sieche Aufgabe ***¥%, O

Zur Formulierung der néchsten Aussage fithren wir den Zeilenrang einer Ma-
trix als die Dimension des von den Zeilen erzeugten Unterraumes ein.

LEMMA 11.3. Es sei K ein Kérper und sei M eine m X n-Matriz tiber K.
Dann stimmt der Spaltenrang mit dem Zeilenrang tiberein. Der Rang ist
gleich der in Fakt ***** verwendeten Zahl r.

Beweis. Bei elementaren Zeilenumformungen éndert sich der von den Zeilen
erzeugte Raum nicht, und damit &ndert sich auch nicht der Zeilenrang. Der
Zeilenrang stimmt also mit dem Zeilenrang der in Fakt ***** angegebenen
Matrix in Stufenform iiberein. Diese hat den Zeilenrang r, da die ersten r Zei-
len linear unabhéngig sind und ansonsten nur Nullzeilen auftauchen. Sie hat
aber auch den Spaltenrang r, da wiederum die ersten r Spalten (wenn man
auch noch die Spalten vertauscht hat) linear unabhéingig sind und die weite-
ren Spalten Linearkombinationen dieser r Spalten sind. Die Aufgabe *****
zeigt, dass sich bei elementaren Zeilenumformungen auch der Spaltenrang
nicht dndert. |

Beide Rénge stimmen also iiberein, so dass wir im Folgenden nur noch vom
Rang einer Matrix sprechen werden.

KOROLLAR 11.4. Es sei K ein Kdorper und sei M eine n x n-Matriz tiber K.
Dann sind folgende Aussagen dquivalent.



(1) M st invertierbar.

(2) Der Rang von M ist n.

(3) Die Zeilen von M sind linear unabhingig.
(4) Die Spalten von M sind linear unabhingig.

Beweis. Dies folgt aus Fakt ***** ynd aus Fakt ***** O

Determinanten

DEFINITION 11.5. Es sei K ein Korper und sei M = (a;j);; eine n X n-
Matrix iiber K. Zu i € {1,...,n} sei M; diejenige (n — 1) x (n — 1)-Matrix,
die entsteht, wenn man in M die erste Spalte und die i-te Zeile weglésst.
Dann definiert man rekursiv die Determinante von M durch

det M = alln ' fallsn =1,
S (=) a; det M fiirn > 2.

Die Determinante ist nur fiir quadratische Matrizen definiert. Fiir kleine n
kann man die Determinante einfach ausrechnen.
BEISPIEL 11.6. Fiir eine 2 x 2-Matrix

a b

st

BEISPIEL 11.7. Fiir eine 3 x 3-Matrix
@11 a2 Q13
M= 1an ax a3
a31 Q32 a3z
ist
11 a2 13

det | aa1 ag ags | = ar1agas3 + a12a23a31 + 13021032 — Q13022031
a31 dasz2 G33

— (11023032 — (A12A21033.



LEMMA 11.8. Fiir eine obere Dreiecksmatriz

by % e oo %
0 be *

M=l - .
0 0 b, =x
0 0 b,

15t
det M = blbg' . 'bn_1bn .
Insbesondere ist fiir die Einheitsmatriz
det £,, = 1.

Beweis. Dies folgt mit einer einfachen Induktion direkt aus der Definition
der Determinante. U

Determinantenfunktionen

Wir wollen zeigen, dass die oben rekursiv definierte Determinante eine , mul-
tilineare* ,alternierende“ Abbildung ist, wenn man die Identifizierung

Mat, (K) = (K")"

vornimmt, bei der einer Matrix das n-Tupel der Zeilen der Matrix zugeordnet
wird. Wir fassen also im Folgenden eine Matrix als einen Spaltenvektor

U1

Un,
auf, wobei die einzelnen Eintrége v; Zeilenvektoren der Lénge n sind.
SATZ 11.9. Es set K ein Korper und n € Ny.  Dann ist die Determinante
Mat, (K) = (K")" — K, M — det M,

multilinear. D.h., dass fir jedes k € {1,...,n}, fir n — 1 Vektoren
Vs ooy U1, Ukt ls - - -, Up € K™ und fiir u,w € K™ die Gleichheit

U1 U1 (%1
Vk—1 V-1 Vk—1

det | u+w | = det U + det w
Vk+1 Vk+1 Vk+1

Un U, Un
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und fiir A € K die Gleichheit

U1 U1
Vk—1 Vk—1
det | A | = Adet U
Vk+1 Vk41
Un Un
qgilt.
Beweis. Seien
(%1 U1 (%1
Vk—1 Vk—1 B Vk—1
M=\ uv | M= w und M = |u+w |,
Vk+1 Vk+1 Vk+1
Un Un Un

wobei wir die Eintrdge analog bezeichnen. Insbesondere ist also
u=(ag,-..,0,) und w = (ajy, ..., ay,). Zu jedem Vektor v sei v* der Vek-
tor, der entsteht, wenn man den ersten Eintrag weglésst. Zu v; = (a1, - - - , @)
ist also v} = (a;e, ..., a;,). Mit dieser Notation ist

*
Uq

*

Vg1
*
Ukt

=
Il

*

Up,

Wir beweisen die Aussage des Satzes durch Induktion nach n, wobei der Fall
n =1 klar ist. Fir ¢ # k ist a;; = a;; = a}; und

nach Induktionsvoraussetzung. Fiir i = k ist M), = M} = Mk und es ist
ag1 = ag1 + aj,. Insgesamt ergibt sich
det M = Z(—l)”ldﬂ det M;

=1
n

= > (=1 (det M; + det M))
i=1,i#k R
H(=1) (ap1 + agy ) (det My)



= Z (—1)i+1a2~1 det Mz + Z (—1)i+1ai1 det MZ/
i=1,i#k i=1,i#k
+(=1)F 1 ag, det My + (—1)*a), det M,

= Z(—l)i—Haﬂ det Mz -+ Z (—1)”1&“ det Mz/
i=1 i#k,i=1,
+(=1)F*al, det My

— Z(—l)i“aﬂ det M; + Z(—l)”la;l det M]
i=1 i=1

= det M + det M'.

Die Vertraglichkeit mit der skalaren Multiplikation beweist man dhnlich, sie-
he Aufgabe *#**%, O

SATZ 11.10. Es ser K ein Kiorper und n € Nyo.  Dann besitzt die Determi-
nante

Mat, (K) = (K™")" — K, M — det M,
folgende Eigenschaften.

(1) Wenn in M zwei Zeilen tbereinstimmen, so ist det M = 0. D.h.,
dass die Determinante alternierend ist.

(2) Wenn man in M zwei Zeilen vertauscht, so dndert sich die Deter-
minante mit dem Faktor —1.

Beweis. (1) und (2) werden parallel durch Induktion iiber n bewiesen, wobei
U1
es flir n = 1 nichts zu zeigen gibt. Sei also n > 2 und M = : =
Un,
(a;j)ij- Die relevanten Zeilen seien v, und vy mit r < s. Nach Definition ist
det M =3>"" (—1)""a; det M;. Nach Induktionsvoraussetzung fiir (1) sind
dabei det M; = 0 fiir ¢ # r, s, da ja dann zwei Zeilen iibereinstimmen. Damit
ist
det M = (—1)"* a,y det M, + (=1)*ay det M,
wobei a,; = ag ist. Die beiden Matrizen M, und M, haben die gleichen
Zeilen, allerdings tritt die Zeile z = v, = v, in M, als die (s — 1)-te Zeile und
in M als die r-te Zeile auf. Alle anderen Zeilen kommen in beiden Matrizen
in der gleichen Reihenfolge vor. Durch insgesamt s — r — 1 Vertauschungen
von benachbarten Zeilen kann man M, in M, iberfithren. Nach der Induk-
tionsvoraussetzung fiir (2) unterscheiden sich daher die Determinanten um
den Faktor (—1)*""1 also ist det M, = (—1)*""!det M,. Setzt man dies
oben ein, so erhélt man

det M = (=1)""a, det M, + (—1)**'a, det M,
= aa((=1)"tdet M, + (=11 (=1)*""det M,)
= an (1) + (=1)*")det M,)



an(((=1)""" + (=1)") det M,)

0.

Jetzt beweisen wir (2). Nach Teil (1) (fiir n) und aufgrund der Multilinearitét

ist

0 = det

= det

= det

= det

Up + Vs

vy + Vg
: + det

Up + Us
Uy Uy
D] +det |
Uy Vs
Uy Vs
S| +det |
Vs Uy

Uy + Vs

US US
+det | : | +det

Uy Vs

g

SATZ 11.11. Es sei K ein Korper und sei M eine n X n-Matrixz tiber K.
Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent.

det M # 0.

Die Zeilen von M sind linear unabhdngig.

(1)
(2)
(3) M ist invertierbar.
)

rang M =n.

Beweis. Die Beziehung zwischen Rang, Invertierbarkeit und linearer Un-
abhidngigkeit wurde schon in Fakt ***** gezeigt. Seien die Zeilen linear
abhéangig. Wir kénnen nach Zeilenvertauschen annehmen, dass v,, = Z?;ll AiV;



ist. Dann ist nach Fakt *****
(%} (%1
. n—1 .
det M = det : =Y Ndet [ © [ =0
Unl—l i=1 ,Un—l
D i1 Aivi vi

Seien nun die Zeilen linear unabhéngig. Dann kann man durch Zeilenvertau-
schungen, Skalierung und Zeilenaddition die Matrix sukzessive zur Einheits-
matrix transformieren. Dabei &ndert sich die Determinante stets durch einen
von null verschiedenen Faktor. Da die Determinante der Einheitsmatrix 1 ist,
muss auch die Determinate der Ausgangsmatrix # 0 sein. U

ridd

BEMERKUNG 11.12. Bei K = R steht die Determinante in einer engen Bezie-
hung zu Volumina von geometrischen Objekten. Wenn man im R™ Vektoren
v1,...,0, betrachtet, so spannen diese ein Parallelotop auf. Dieses ist defi-
niert als

P :={av + ...+ ayv,|a; €[0,1]}.
Es besteht also aus allen Linearkombinationen der Vektoren, wobei aber die
Skalare auf das Einheitsintervall beschrankt sind. Wenn die Vektoren linear
unabhéngig sind, so handelt es sich wirklich um einen ,; voluminésen® Koérper,
andernfalls liegt ein Objekt von niedrigerer Dimension vor. Es gilt nun die
Beziehung

vol P =|det (vy,...,v,)|,

d.h. das Volumen des Parallelotops ist der Betrag der Determinante derjeni-
gen Matrix, die entsteht, wenn man die aufspannenden Vektoren hinterein-
ander schreibt.
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