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Einfiihrung in die Algebra
Vorlesung 8

Homomorphie- und Isomorphiesatz

SATZ 1. (Homomorphiesatz) Seien G, Q) und H Gruppen, es seip :G — H
ein Gruppenhomomorphismus und ¥ : G — @ ein surjektiver Gruppenho-
momorphismus. Fs sei vorausgesetzt, dass
kery C ker ¢
ist. Dann gibt es einen eindeutig bestimmten Gruppenhomomorphismus
p:Q — H
derart, dass ¢ = @ o ist. Mit anderen Worten: das Diagramm
G — Q

N
H

1st kommutativ.

Beweis. Fiir jedes Element u € @ gibt es mindestens ein g € G mit ¢ (g) = u.
Wegen der Kommutativitdt muss

¢(u) = ¢(g)
gelten. Das bedeutet, dass es maximal ein ¢ geben kann. Wir haben zu zeigen,
dass durch diese Bedingung eine wohldefinierte Abbildung gegeben ist. Seien
also g, ¢ € G zwei Urbilder von u. Dann ist
g g7 € kervp C ker ¢

und daher ist ¢(g9) = ¢(g’). Die Abbildung ist also wohldefiniert. Wegen
P(eq) = pleg) = en geht das neutrale Element auf das neutrale Element.
Seien u,v € @ und seien g,h € G Urbilder davon. Dann ist gh ein Urbild
von uv und daher ist

p(uv) = p(gh) = p(g)e(h) = G(u)p(v).
D.h. ¢ ist ein Gruppenhomomorphismus. U

Die im vorstehenden Satz konstruierte Abbildung heif3t induzierte Abbildung
oder induzierter Homomorphismus und entsprechend heiffit der Satz auch
Satz vom induzierten Homomorphismus.

KOROLLAR 2. Seien G und H Gruppen und sei p : G — H ein surjektiver
Gruppenhomomorphismus. Dann gibt es eine kanonische Isomorphie

©:G/kerp — H.
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Beweis. Wir wenden Satz 8.1 auf () = G/ ker ¢ und die kanonische Projek-

tion ¢ : G — G/ ker ¢ an. Dies induziert einen Gruppenhomomorphismus
p:G/kerp — H

mit ¢ = g o ¢, der surjektiv ist. Sei [z] € G/ ker ¢ und [z] € ker ¢. Dann ist
p([z]) = p(x) = ex,

also = € ker . Damit ist [x] = eg, d.h. der Kern von ¢ ist trivial und nach
Lemma 5.11 ist ¢ auch injektiv. U

SATZ 3. Seien G und H Gruppen und sei ¢ :G — H ein Gruppenhomo-
morphismus. Dann gibt es eine kanonische Faktorisierung

G- Glkerp U S H,

wobei q die kanonische Projektion, 6 ein Gruppenisomorphismus und U eine
Untergruppe von H 1ist.

Beweis. Dies folgt aus Korollar 8.2 angewandt auf die Bildgruppe U =
bildp C H. O

SATZ 4. (Isomorphiesatz fiir Restklassengruppen) Sei G eine Gruppe und
N C G ein Normalteiler mit der Restklassengruppe @ = G/N. Es sei H C G
eine weiterer Normalteiler in G, der N umfasst. Dann ist das Bild H von H
in Q ein Normalteiler und es gilt die kanonische Isomorphie

G/H=Q/H.
Beweis. Fiir die erste Aussage sieche Aufgabe 7.7. Damit ist die Restklassen-
gruppe )/ H wohldefiniert. Wir betrachten die Komposition
qol:G — Q — Q/H.
Wegen
kergof ={r € G: qob(z) =¢}
={reG: q(x) =xN € ker 6}
={reG: zNeH}
={reG: zH € H}
=H
ist ker g 0 8 = H. Daher ergibt Korollar 8.2 die kanonische Isomorphie
G/H — Q/H.

Kurz gesagt ist also

G/H = (G/N)/(H/N).



Permutationsgruppen

Seien M, My, M3, My Mengen und es seien Abbildungen
M1 M2 M3 —> M4

gegeben. Dann ist es egal, ob man die Hintereinanderschaltung der drei Ab-
bildungen als p30(p20p1) oder als (p30p7)op; auffasst. Das ist die natiirliche
Assoziativitat fiir Abbildungen.

DEFINITION 5. Sei M eine beliebige Menge. Dann ist die Menge
Abb (M) = Abb (M, M)

der Abbildungen von M in sich mit der Hintereinanderschaltung von Ab-
bildungen als Verkniipfung und mit der Identitdt als neutralem Element ein
Monoid, das man das Abbildungsmonoid zu M nennt.

DEFINITION 6. Zu einer Menge M nennt man die Menge
Aut (M) = Perm (M) ={¢ : M — M : ¢ bijektiv}
der bijektiven Selbstabbildungen die Automorphismengruppe oder die Per-

mutationsgruppe zu M.

Fiir eine endliche Menge I = {1,...,n} schreibt man auch S, = Perm (I).
Wir werden uns hauptséchlich auf endliche Permutationsgruppen beschran-
ken. Eine endliche Permutation kann man bspw. mit einer (vollstdndigen)
Wertetabelle beschreiben.

12 6
N
12345

12 6
—-12 X =10
12 6 12345
T= !, 12345
12345

LEMMA 7. Sei M eine endliche Menge mit n Elementen. Dann besitzt die
Permutationsgruppe Perm (M) = S, genau n! Elemente.

Beweis. Es sei M = {1,...,n}. Fir die 1 gibt es n mogliche Bilder, fiir 2
gibt es noch n — 1 mogliche Bilder, fiir 3 gibt es noch n — 2 mogliche Bilder,
usw. Daher gibt es insgesamt

nn—1)(n—2)---2-1=nl
mogliche Permutationen. O

LEMMA 8. Sei M eine Menge und N C M eine Teilmenge. Dann gibt es
eine natirliche injektive Abbildung

Perm (N) — Perm (M), 0 — &,
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wobei ¢ auf N gleich o und auf M \ N die Identitdt ist. Mittels dieser Ab-
bildung ist Perm (N) eine Untergruppe von Perm (M).

Beweis. Offenbar ist die Abbildung wohldefiniert. Sie ist injektiv, da aus
o = 7 sofort folgt, dass ¢ = 7 ist. Die Abbildung liefert eine Bijektion
zwischen Perm (V) und der Menge der Permutationen auf M, die M \ N fest
lassen. Diese Permutationen bilden eine Untergruppe. U

BEMERKUNG 9. Das vorstehende Lemma besagt bei M = {1,...,n} und
N ={1,...,n—1}, dass S,_1 C S, eine Untergruppe ist. Diese Untergruppe
ist bei n > 3 kein Normalteiler. Sie hat den Index n, woraus sich erneut durch
Induktion ergibt, dass die Permutationsgruppe 5,, die Ordnung n! besitzt.

Permutationsgruppen tauchen in vielen unterschiedlichen Situationen auf,
und zwar héufig dann, wenn man sich die Wirkungsweise einer Gruppe auf
einem geometrischen Objekt anschaut, wie im folgenden Beispiel (Zykel und
Transposition werden sofort definiert).

BeispiEL 10. Wir betrachten die Gruppe der eigentlichen Bewegungen an
einem Wiirfel. Fiir eine fixierte Raumdiagonale W betrachten wir die Un-
tergruppe H derjenigen Bewegungen, die diese Raumdiagonale in sich iiber-
fithren. Das sind einerseits die drei Drehungen um diese Achse um 0, 120, 240
Grad, andererseits aber auch die drei Halbdrehungen um diejenigen Kan-
tenmittelpunktsachsen, deren Kanten nicht an den Ecken von W anliegen.
Diese drei Halbdrehungen fiihren ebenfalls W in sich iiber, wobei allerdings
die Eckpunkte vertauscht werden.

Es seien B, G und R die drei anderen Raumdiagonalachsen. Dann definiert
jede Bewegung aus H eine Permutation der Menge {B, G, R}. Die beiden
Dritteldrehungen definieren dabei die beiden Zykel (B, G, R) und (B, R, G),
und die drei Halbdrehungen definieren jeweils eine Transposition. Damit ist
H isomorph zu S5 und somit ist S5 eine Untergruppe der Wiirfelgruppe.

Zykeldarstellung fiir Permutationen

Sei M eine endliche Menge, 0 € Perm (M) eine Permutation und = € M.
Dann kann man die Folge

o'(z) =id (z) = z, o' (z) = o(x), o*(z), *(x) . ..

betrachten. Da M endlich ist, gibt es eine Wiederholung o’(x) = ¢/(x) mit
i < j . Durch Multiplikation mit 0~ sieht man, dass es ein minimales k € N__
gibt mit 0% (z) = ¢%(x) = z, und dass alle ¢/ (x) fiir j, 1 < j < k, verschieden
sind. Ist y = o7(x), so durchliuft auch o’(y) dieselbe Teilmenge aus M.

DEFINITION 11. Sei M eine endliche Menge und o eine Permutation auf M.
Man nennt o einen Zykel der Ordnung r, wenn es eine r-elementige Teilmenge
Z C M gibt derart, dass o auf M \ Z die Identitét ist und o die Elemente
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aus Z zyklisch vertauscht. Wenn Z = {z,0(2), 0%(2),...,0" ()} ist, so
schreibt man einfach

o= (z,0(2), 0*(2),...,0" " H(2)).

Dabei kann man statt z jedes andere Element aus Z als Anfangsglied nehmen.
Die Menge Z heifit auch der Wirkungsbereich des Zykels, und die (geordnete)
Auflistung heiit die Wirkungsfolge des Zykels.

DEFINITION 12. Eine Transposition auf einer endlichen Menge M ist eine
Permutation auf M, die genau zwei Elemente miteinander vertauscht und
alle anderen Elemente unveréndert lasst.

Eine Transposition ist also ein besonders einfacher Zykel mit der Zyklendar-
stellung (x,y), wenn die Transposition die Punkte z und y vertauscht.

LEMMA 13. Jede Permutation auf einer endlichen Menge M kann man als
Produkt von Transpositionen schreiben.

Beweis. Wir beweisen die Aussage durch Induktion iiber die Anzahl der Men-
ge M. Fiir #(M) = 1 ist nichts zu zeigen, sei also #(M) > 2. Die Identitét
ist das leere Produkt aus Transpositionen. Sei also ¢ nicht die Identitét, und
sei o(x) =y # x. Es sei 7 die Transposition, die x und y vertauscht. Dann ist
y ein Fixpunkt von o7, und man kann o7 auffassen als eine Permutation auf
M'" = M \ {y}. Nach Induktionsvoraussetzung gibt es dann Transpositionen
7; auf M’ mit o7 = [[; 7; auf M’. Dies gilt dann auch auf M, und daher ist
o=1I;7T. O

SATZ 14. Sei M eine endliche Menge und o eine Permutation auf M. Dann
qibt es eine Darstellung
o=01 0,

wobei die o; Zykel der Ordnung > 2 sind mit disjunkten Wirkungsbereichen.
Dabei ist die Darstellung bis auf die Reihenfolge eindeutig.

Beweis. Es sei F' die Fixpunktmenge von ¢ und es seien 2, ..., Z; diejeni-
gen Teilmengen von M mit mindestens zwei Elementen derart, dass o die
Elemente aus jedem Z; zyklisch vertauscht. Dann ist M die disjunkte Verei-
nigung aus F' und den Z;. Zu i,1 < i < k sei o; der Zykel auf M, der auf
M\ Z; die Identitét ist und auf Z; mit o iibereinstimmt. Wir behaupten

O=01 0.

Um dies einzusehen, sei x € M beliebig. Bei x € F ist x ein Fixpunkt fiir alle
o; und daher kommt links und rechts wieder = raus. Sei also x kein Fixpunkt
der Permutation. Dann gehort € Z; fiir genau ein ¢. Fiir alle j # i ist x ein
Fixpunkt von o;. Da y = o(x) ebenfalls zu Z; gehort, ist auch y ein Fixpunkt
von o; fiir alle j # 7. Wendet man daher die rechte Seite auf « an, so wird
x auf z abgebildet bis man zu o; kommt. Dieses bildet x auf y ab und die
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folgenden o; bilden y auf y ab, so dass die rechte Seite insgesamt x auf y
schickt und daher mit ¢ iibereinstimmt. O

Aufgrund von diesem Satz konnen wir allgemein eine Zyklendarstellung fiir
eine beliebige Permutation definieren.

DEFINITION 15. Sei M eine endliche Menge und o eine Permutation auf M.
Es seien 71, ..., Z; die Wirkungsbereiche der Zyklen von o mit n; = #(Z;).

Es sei x; € Z; und Z; = {x;,0(x;),...,0" (x;)}. Dann nennt man
(w1,0(x1),...,0" Ha) (@2, 0(2),...,0™  (x2))
Az, o(xg), .., 0™ ()

die Zyklendarstellung von o.

Diese Schreibweise ist wie in Satz 8.14 zu verstehen, dass also o das Produkt
der k Zykel ist, die jeweils durch ihre Wirkungsfolge angegeben werden.



Abbildungsverzeichnis

Quelle = Composicion de permutaciones.svg, Autor = Benutzer Drini
auf Commons, Lizenz = CC-by-SA 3.0



