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Analysis 1

Arbeitsblatt 16

Ubungsaufgaben

AUFGABE 16.1. Es sei (2,,),,y eine konvergente Folge in R. Wir betrachten
auf einem reellen Intervall [a, b] die Funktionenfolge

fn: la,b) — R, t — tax,.

Zeige, dass diese Funktionenfolge gleichméflig konvergiert, und bestimme die
Grenzfunktion.

AUFGABE 16.2. Es sei (z,,),,cy eine konvergente Folge in R. Wir betrachten
die Funktionenfolge
fn R— R, t — ta,.

Zeige, dass diese Funktionenfolge punktweise, aber im Allgemeinen nicht
gleichméfig konvergiert. Was ist die Grenzfunktion?

AUFGABE 16.3. Sei T eine Menge und seien
fo: T — K
und
gn: T — K

zwei gleichméBig konvergente Funktionenfolgen. Zeige, dass auch die Sum-
menfolge

fotgn: T — K t— fult) + gn(t),
gleichméBig konvergent ist.

AUFGABE 16.4. Zu n € N, betrachten wir die Funktionen
fo: R— R, 2 +— f(x),

die durch

0, firz <0,

nx fir 0 <z < 1/n,

2 —nxfir 1/n <z <2/n,

0, firz>2/n.
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definiert sind. Zeige, dass diese Funktionen stetig sind, und dass diese Funk-
tionenfolge punktweise, aber nicht gleichméfiig gegen die Nullfunktion kon-
vergiert.

AUFGABE 16.5.*

Man gebe ein Beispiel einer Funktionenfolge
fn: R— R

derart, dass sdmtliche f, nicht stetig sind, die Funktionenfolge aber gleich-
méaBig gegen eine stetige Grenzfunktion konvergiert.

AUFGABE 16.6. Es sei T eine Menge und
M=A{f:T—C| || fllr< oo}

die Menge der beschréankten komplexwertigen Funktionen auf T'. Zeige, dass
M ein komplexer Vektorraum ist.

AUFGABE 16.7. Es sei (¢,),,oy €ine Folge von komplexen Zahlen und
c, 2" die zugehorige Potenzreihe. Zeige, dass deren Konvergenzradius mit dem
Konvergenzradius der um a € C , verschobenen* Potenzreihe

Z Cn(z —a)"

ibereinstimmt.

AUFCABE 16.8.%

Bestimme, fiir welche komplexe Zahlen z die Reihe

o0
E n"z"
n=0

konvergiert.

AUFGABE 16.9. Zeige, dass die Exponentialreihe auf C nicht gleichméafig
konvergiert.

AUFGABE 16.10. Es seien f = > ja,2" und g = >~ b,2" Potenzreihen
mit positiven Konvergenzradien, deren Minimum r sei. Zeige die folgenden
Aussagen.

(1) Die Potenzreihe )" c,2" mit ¢, = a, + b, ist konvergent auf
U (0,7) und stellt dort die Summenfunktion f + ¢ dar.
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(2) Die Potenzreihe Y~ d,2" mit d,, = Y, a;b,—; ist konvergent auf
U (0,7) und stellt dort die Produktfunktion fg dar.

Aufgaben zum Abgeben

AUFGABE 16.11. (4 Punkte)
Betrachte die Funktionenfolge

fo: I — R, x— 2'/™.

Zeige, dass diese Folge fiir I = R>( punktweise konvergiert, und untersuche
die Folge auf gleichméfiige Konvergenz fiir die verschiedenen Definitionsmen-
gen

1
I = R207 R+7 []-700]7 [575]7 ]07 1]7 [07 1] .

AUFGABE 16.12. (4 Punkte)
Betrachte die Potenzreihe

o0

mn

ﬁ .
n=1
Zeige, dass diese Potenzreihe den Konvergenzradius 1 besitzt, und dass die
Reihe noch fiir alle z € C, |z| = 1, konvergiert.

AUFGABE 16.13. (4 Punkte)

Es sei T eine Menge und
M ={f:T —C| || fl|lr< oo}

die Menge der beschriankten komplexwertigen Funktionen auf 7T'. Zeige, dass
die Supremumsnorm auf M folgende Eigenschaften erfiillt.

(1) || f||> 0 fiir alle f € M.
(2) || f||= 0 genau dann, wenn f = 0 ist.
(3) Fiir A € Cund f € M gilt

HASI= 1AL AL
(4) Fiir g, f € M gilt
g+ FlI<Ilgll + (£ -
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AUFGABE 16.14. (4 Punkte)

Es sei
o0
E 2"
n=0

eine Potenzreihe, die fiir ein ¢ > 0 auf U (0,¢€) konvergiere und dort die
Nullfunktion darstelle. Zeige, dass dann ¢, = 0 fiir alle n € N ist (d.h. die
Potenzreihe ist die Nullreihe).



