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Analysis 1
Vorlesung 21

Die Zahl =

Die Zahl 7 ist der Flacheninhalt bzw. der halbe Kreisumfang eines Krei-
ses mit Radius 1. Um darauf eine prézise Definition dieser Zahl aufzubauen
miisste man zuerst die Mafitheorie (bzw. die Lange von ,krummen Kurven*)
entwickeln. Auch die trigonometrischen Funktionen haben eine intuitive In-
terpretation am Einheitskreis, doch auch diese setzt das Konzept der Bo-
genldnge voraus. Ein alternativer Zugang ist es, die Zahl 7 {iber analytische
Eigenschaften der durch ihre Potenzreihen definierten Funktionen Sinus und
Kosinus zu definieren und dann erst nach und nach die Beziehung zum Kreis
herzustellen.

LEMMA 21.1. Die Kosinusfunktion besitzt im reellen Intervall [0,2] genau
eine Nullstelle.

Beweis. Wir betrachten die Kosinusreihe

B e (_1)nx2n
COS T = Z W .
n=0
Fiir x = 0 ist cos 0 = 1. Fiir z = 2 kann man geschickt klammern und

erhalt

cos2 = 1l——4+———+4+——...

Nach dem Zwischenwertsatz gibt es also mindestens eine Nullstelle im angege-
benen Intervall. Zum Beweis der Eindeutigkeit betrachten wir die Ableitung
des Kosinus, diese ist nach Satz 20.13

cos'z = —sin z .

Es geniigt zu zeigen, dass der Sinus im Intervall |0, 2[ positiv ist, denn dann
ist das Negative davon stets negativ und der Kosinus ist dann nach Satz 19.5
im angegebenen Intervall streng fallend, so dass es nur eine Nullstelle gibt.
Fiir z €]0, 2] gilt
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Eine rationale Approximation der Zahl 7 auf einem m-Pie.

DEFINITION 21.2. Es sei r die eindeutig bestimmte reelle Nullstelle der Ko-
sinusfunktion auf dem Intervall [0, 2]. Die Kreiszahl 7 ist definiert durch

Ti=2r.

SATZ 21.3. Die Sinusfunktion und die Kosinusfunktion erfillen in C folgende
Periodizitétseigenschaften.

(1) Esistcos (z+2m) = cos z undsin (z 4 27) = sin z fir alle z € C.

(2) Es ist cos (z+m) = — cos z und sin (z+7) = — sin z fir alle
z € C.

(3) Es ist cos (z+7/2) = — sin z und sin (z + 7/2) = cos z fir alle
z e C.

(4) Es ist cos 0 =1, cos/2 =0, cosm™ = —1, cos 3r/2 = 0 und
cos 2m = 1.

(5) Esist sin0 =0, sin7/2 =1, sinm = 0, sin 37/2 = —1 und
sin 27 = 0.

Beweis. Aufgrund der Kreisgleichung
(cos z)*+ (sin 2)? =1

ist (sin %)2 =1, alsoist sin § = 1 wegen der Uberlegung im Beweis zu Lem-

ma 21.1. Daraus folgen mit den Additionstheoremen die in (3) angegebenen
Beziehungen zwischen Sinus und Kosinus. Es geniigt daher, die Aussagen fiir
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den Kosinus zu beweisen. Alle Aussagen folgen dann aus der Definition von
7 und aus (3). O
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KoOROLLAR 21.4. Die reelle Sinusfunktion induziert eine bijektive, streng
wachsende Funktion

[=m/2,7/2] — [-1,1],

und die reelle Kosinusfunktion induziert eine bijektive streng fallende Funk-
tion
0, 7] — [—1,1].

Beweis. Siehe Aufgabe 20.11. O

Polarkoordinaten fiir C

SATZ 21.5. Die komplexe FExponentialfunktion besitzt die folgenden FEigen-
schaften.

(1) Es ist e* = "2,
(2) Esist e* =1 genau dann, wenn z = 2min fir ein n € Z ist.
(3) Esist e* = e“ genau dann, wenn z —w = 2mwin fir ein n € Z ist.

Beweis. Dies folgt aus Satz 15.2, aus Satz 21.3 und aus Satz 14.7. O

Insbesondere gilt also die berithmte Formel
e =1.
Aus der Eulerschen Gleichung
€'’ = cos ¢ 41 sin ¢

kann man ebenso die Gleichung €™ = —1 bzw. €™ + 1 = 0 ablesen, die die
fiinf wichtigsten Zahlen der Mathematik enthélt.
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SATZ 21.6. Zu jeder komplexen Zahl z € C |, z # 0, gibt es eine eindeutige
Darstellung

z=r-exp (ip) =re =r(cos ¢ +isin )

mit r € Ry und mit ¢ € [0, 27].

Beweis. Wegen Satz 15.2 ist
2| = Irl]e"] = |r| =7,

d.h. r ist als Betrag der komplexen Zahl z festgelegt. Wir kénnen durch den
Betrag teilen und kénnen dann davon ausgehen, dass eine komplexe Zahl
2z = a+ bi mit a,b € R und mit a? + b> = 1 vorliegt. Es ist dann zu zeigen,
dass es eine eindeutige Darstellung

z=a+bi= cos ¢ +1isin p

gibt. Bei @ = 1 (bzw. —1) ist b = 0 und ¢ = 0 (bzw. ¢ = 7) ist die einzige
Losung. Wir zeigen, dass es fiir ein gegebenes a €] — 1, 1] stets genau zwei
Moéglichkeiten fiir ¢ mit a = cos ¢ gibt, und eine davon wird durch das
Vorzeichen von b ausgeschlossen. Bei b > 0 gibt es aufgrund von Korollar
21.4 ein eindeutiges ¢ € [0, 7] mit a = cos ¢ . Fiir dieses gilt b = sin ¢
wegen a? +b*> = 1 und b > 0. Bei b < 0 gibt es wiederum ein eindeutiges
0 € [0,7] mit a = cos 0. Wegen sin § > 0 ist dies aber keine Losung fiir
beide Gleichungen. Stattdessen erfiillt ¢ := 27 — 6 beide Gleichungen. O

Die in diesem Satz beschriebene Darstellung fiir eine komplexe Zahl heiflen
ihre Polarkoordinaten. Zu z = x + iy heifit r der Betrag und ¢ das Argument
(oder der Winkel) von z.

KOROLLAR 21.7. Fiir zwei komplexe Zahlen 2z, = rie't und z = roe'?? ist
2179 = T’ P1te2)

Zwei komplexe Zahlen # 0 werden also miteinander multipliziert, indem man
thre Betrdge in Ry multipliziert und thre Winkel addiert.

Beweis. Die Aussage ist ein Spezialfall von Satz 14.7, die Interpretation als
Winkel beruht auf Satz 21.6. U

KOROLLAR 21.8. Sei z € C eine komplere Zahl und n € N,. Dann gibt es
eine komplexe Zahl w mit
w" = z.

Beweis. Bei z = 0 ist w = 0 eine Losung, sei also z # 0. Nach Satz 21.6 gibt
es eine Darstellung
z=re¥

mit 7 € R,. Es sei s = 7'/" die reelle n-te Wurzel von r, die nach Satz 13.6
existiert. Wir setzen

w = sen .



Dann ist nach Satz 14.7
w" = (36%)71 = s"(en )" = re"n = re = 2.

OJ
Diese letzte Aussage besagt, dass jedes Polynom der Form X™ — z in C

mindestens eine Nullstelle besitzt. Insofern handelt es sich dabel um eine
Vorstufe fiir den Fundamentalsatz der Algebra.
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