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Einfiihrung in die Algebra
Vorlesung 6

Bevor wir die Gruppentheorie weiter entwickeln und insbesondere die Rest-
klassenbildung sinnvoll behandeln konnen ist es notwendig, einige grundle-
gende mengentheoretische Konzepte sich klar zu machen, insbesondere das
Konzept der Aquivalenzrelation.

Relationen auf einer Menge

DEFINITION 6.1. Eine Relation R auf ei-
ner Menge M ist eine Teilmenge der Pro-

duktmenge M x M, also R C M x M. A

Wenn ein Paar (z,y) zu R gehort, so sagt (a oy
man auch, dass x und y in der Relation I:/3
R stehen. Statt (z,y) € R verwendet man T~—c

héufig suggestivere Schreibweisen wie z Ry
oder z ~ y oder x < y. Dabei werden
manche Symbole nur verwendet, wenn die
Relation gewisse zusétzliche Eigenschaf-
ten erfiillt. Die wichtigsten Eigenschaften
fasst die folgende Definition zusammen.

Ein Pfeildiagramm ist eine
Moglichkeit, eine Relation
darzustellen.

Wenn ein Paar (z,y) zu R gehort, so sagt man auch, dass « und y in der Re-
lation R stehen. Statt (z,y) € R verwendet man hiufig suggestivere Schreib-
weisen wie xRy oder x ~ y oder x < y. Dabei werden manche Symbole nur
verwendet, wenn die Relation gewisse zusétzliche Eigenschaften erfiillt. Die
wichtigsten Eigenschaften fasst die folgende Definition zusammen.

DEFINITION 6.2. Sei M eine Menge und R C M x M eine Relation auf M.
Man nennt R

e refleziv, wenn (x,x) € R gilt fur alle x € M.

e transitiv, wenn fiir beliebige x,y,2 € M aus (x,y) € R und aus (y,z) € R
stets (z, z) € R folgt.

e symmetrisch, wenn fiir beliebige x,y € M aus (z,y) € R auch (y,z) € R
folgt.

e antisymmetrisch, wenn fiir beliebige x,y € M aus (z,y) € Rund (y,z) € R
die Gleichheit = = y folgt.



Ordnungsrelationen

Eine reflexive, transitive und antisymmetrische Relation nennt man eine Ord-
nung, wofiir man haufig ein Symbol wie >, <, %, C verwendet.

DEFINITION 6.3. Eine Relation < auf einer Menge I heifit Ordnungsrelation
oder Ordnung, wenn folgende drei Bedingungen erfiillt sind.

(1) Esist i < i fir alle i € 1.
(2) Aus i < jund j < k folgt stets i < k.
(3) Ausi < jund j < folgt i = 7.

Eine Menge mit einer fixierten Ordnung darauf heif3t geordnete Menge. Wenn
zusitzlich gilt, dass fiir je zwei Elemente x < y oder y < x gilt, so spricht
man von einer total geordneten Menge.

BEISPIEL 6.4. Die reellen Zahlen R (ebenso die rationalen Zahlen und die
ganzen Zahlen) sind total geordnet durch die Grifergleichrelation >. Dies
gehort zum Begriff des angeordneten Korpers, der nicht nur verlangt, dass ei-
ne totale Ordnung erklért ist, sondern auch, dass diese mit den algebraischen
Operationen vertraglich ist. Die strikte Grdfierrelation > ist keine Ordnungs-
relation, da sie nicht reflexiv ist. Der Korper der komplexen Zahlen C ist nicht
angeordnet (und lédsst sich auch nicht anordnen).

BEISPIEL 6.5. Wir betrachten die positiven ganzen Zahlen N, zusammen
mit der Teilbarkeitsbeziehung. Man sagt, dass eine Zahl k£ die Zahl n teilt,
geschrieben
kln,

wenn es eine weitere natiirliche Zahl m gibt mit n = km. Die Bezeichnung
ist nicht sonderlich gliicklich gew&hlt, da ein symmetrisches Symbol fiir eine
nichtsymmetrische Relation verwendet wird. Die Teilbarkeitsrelation ist in
der Tat reflexiv, da stets n|n ist, wie m = 1 zeigt. Die Transitivitit sieht
man so: sei k|n und n|m mit n = ak und m = bn. Dann ist m = bn = bak
und daher k|m. Die Antisymmetrie folgt so: aus n = ak und k = bn folgt
n = (ab)n. Da wir uns auf positive natiirliche Zahlen beschrinken, folgt
ab =1 und daraus a = b = 1. Also ist £ = n. Einfache Beispiele wie 2 und
3 zeigen, dass hier keine totale Ordnung vorliegt, da weder 2 von 3 noch
umgekehrt geteilt wird.

BEISPIEL 6.6. Sei X eine beliebige Menge und M = B (X)) die Potenzmenge
davon. Dann sind die Elemente aus M = (X) - also die Teilmengen von X
- durch die Inklusionsbeziehung C geordnet. Die Antisymmetrie ist dabei ein
wichtiges Beweisprinzip fiir die Gleichheit von zwei Mengen: zwei Mengen
Ti,T5 sind genau dann gleich, wenn 7} C T5 und umgekehrt 75 C T} gilt.

BEISPIEL 6.7. Sei X eine Menge (bspw. ein Intervall, oder ein topologischer
Raum), so ist die Menge der (stetigen) Funktionen f : X — R geordnet,
indem man f > g dadurch definiert, dass f(z) > g(z) sein muss fiir jeden
Punkt x € X. Dies ist offensichtlich keine totale Ordnung.



Aquivalenzrelationen

DEFINITION 6.8. Eine Aquivalenzrelation auf einer Menge M ist eine Rela-
tion R C M x M, die die folgenden drei Eigenschaften besitzt (fiir beliebige
z,y,z € M).

(1) z ~ x (reflexiv),
(2) aus x ~ y folgt y ~ = (symmetrisch),
(3) aus z ~ y und y ~ z folgt = ~ z (transitiv).

Dabei bedeutet x ~ y, dass das Paar (z,y) zu R gehort.

BEISPIEL 6.9. Das Urbeispiel fiir eine Aquivalenzrelation ist die Gleichheit
auf einer beliebigen Menge. Unter der Gleichheit ist jedes Element nur mit
sich selbst dquivalent.

BEIspIEL 6.10. H#ufig interessiert man sich gar nicht so genau fiir einzelne
Objekte, sondern nur fiir bestimmte Eigenschaften davon. Objekte, die sich
beziiglich einer bestimmten, genau definierten Eigenschaft gleich verhalten,
kann man dann (bzgl. dieser Eigenschaft) als dquivalent betrachten. Offenbar
handelt es sich dabei um eine Aquivalenzrelation. Wenn man sich beispiels-
weise nur fiir die Farbe von Objekten interessiert, so sind alle Objekte, die
(exakt) gleichfarbig sind, dquivalent. Wenn man sich bei Tieren nicht fiir
irgendwelche individuellen Eigenschaften interessiert, sondern nur fiir ihre
Art, so sind gleichartige Tiere dquivalent, d.h. zwei Tiere sind genau dann
dquivalent, wenn sie zur gleichen Art gehoren. Studierende kann man als
dquivalent ansehen, wenn sie die gleiche Facherkombination studieren. Vek-
toren kann man als dquivalent ansehen, wenn sie zum Nullpunkt den gleichen
Abstand besitzen, etc. Eine Aquivalenzrelation ist also ein bestimmter Blick
auf bestimmte Objekte, der unter Bezug auf eine gewisse Eigenschaft gewisse
Objekte als gleich ansieht.

Bei den zuletzt genannten ,alltdglichen® Beispielen muss man etwas vorsich-
tig sein, da im Allgemeinen die Eigenschaften nicht so genau definiert werden.
Im Alltag spielt Ahnlichkeit eine wichtigere Rolle als Gleichheit hinsichtlich
einer bestimmten Eigenschaft. Die Ahnlichkeit ist aber keine Aquivalenzre-
lation, da sie zwar reflexiv und symmetrisch ist, aber nicht transitiv. Wenn
A und B zueinander (knapp) dhnlich sind und B und C' ebenso, so kann A
und C' schon knapp undhnlich sein (ebenso: lebt in der Nachbarschaft von,
ist verwandt mit, etc.).

Die Gleichheit bzgl. einer Eigenschaft wird durch folgende mathematische
Konstruktion prézisiert.

BEISPIEL 6.11. Seien M und N Mengen und sei f : M — N eine Abbildung.
In einer solchen Situation hat man immer eine Aquivalenzrelation auf dem
Definitionsbereich M der Abbildung, und zwar erklirt man zwei Elemente
x,y € M als dquivalent, wenn sie unter f auf das gleiche Element abgebildet
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werden, wenn also f(x) = f(y) ist. Wenn die Abbildung f injektiv ist, so
ist die durch f auf M definierte Aquivalenzrelation die Gleichheit. Wenn die
Abbildung konstant ist, so sind unter der zugehorigen Aquivalenzrelation alle
Elemente aus M untereinander dquivalent.

Zu einer Abbildung f : M — N nennt man {ibrigens die Menge aller Punkte
x € M, die auf einen bestimmten Punkt z € N abgebildet werden, die Faser
iiber z. Die Aquivalenzklassen (s.u.) sind dann also die Fasern.

BEISPIEL 6.12. Wir betrachten die Gaussklammer (oder den ,floor“) einer
reellen Zahl, also die Abbildung

| | R—Z, t— [t].

Eine Zahl ¢t wird also auf die gréfite ganze Zahl abgebildet, die kleiner oder
gleich t ist (die ,, Vorkommazahl“). Dabei wird das gesamte ganzzahlige ein-
seitig offene Intervall [n,n+ 1) auf n € Z abgebildet. Beziiglich dieser Abbil-
dung sind also zwei reelle Zahlen genau dann dquivalent, wenn sie im gleichen
Intervall liegen.

Statt der Vorkommazahl kann man auch die ,,Nachkommazahl®“ betrachten.
Das ist die Abbildung

R — [0,1), t —> t — |£].

Unter der durch diese Abbildung definierte Aquivalenzrelation sind zwei re-
elle Zahlen genau dann gleich, wenn sie die gleiche Nachkommazahl besitzen,
und das heifit, wenn ihre Differenz eine ganze Zahl ist.

BEISPIEL 6.13. Es sei eine Situation gegeben, wo gewisse Orte (oder Objek-
te) von gewissen anderen Orten aus erreichbar sind oder nicht. Die Erreich-
barkeit kann dabei durch die Wahl eines Verkehrsmittels oder durch eine
abstraktere (Bewegungs-)Vorschrift festgelegt sein. Solche Erreichbarkeitsre-
lationen liefern hiufig eine Aquivalenzrelation. Dass ein Ort von sich selbst
aus erreichbar ist, sichert die Reflexivitdt. Die Symmetrie der Erreichbarkeit
besagt, dass wenn man von A nach B kommen kann, dass man dann auch
von B nach A kommen kann. Das ist nicht fiir jede Erreichbarkeit selbst-
verstiandlich, fiir die meisten aber schon. Die Transitivitat gilt immer dann,
wenn man die Bewegungsvorgénge hintereinander ausfithren kann, also zuerst
von A nach B und dann von B nach C.

Wenn erreichbar bspw. dadurch gegeben ist, dass man auf dem Landweg
von einem Ort zu einem anderen kommen kann, so sind zwei Ortspunkte
genau dann dquivalent, wenn sie auf der gleichen Insel (oder dem gleichen
Kontinent) liegen. Inseln und Kontinente sind dann die Aquivalenzklassen. In
der Topologie spielt der Begriff des Wegzusammenhangs eine wichtige Rolle:
zwei Punkte sind wegzusammenhéngend, wenn man sie durch einen stetigen
Weg verbinden kann. Oder: auf den ganzen Zahlen lebe eine Kolonie von
Flohen, und jeder Flohsprung geht fiinf Einheiten weit (in beide Richtungen).
Wie viele Flohpopulationen gibt es, welche Flohe kénnen sich begegnen?



Aquivalenzklassen, Quotientenmenge, kanonische Abbildung

Eine Aquivalenzrelation R C M x M auf einer Menge M kann auch als
Zerlegung der Menge M aufgefasst werden. Hierzu ist der Begriff der Aqui-
valenzklasse niitzlich.

DEFINITION 6.14. Sei R C X x X eine Aquivalenzrelation und z € X. Dann
ist [z] :={y € X: (z,y) € R} die Aquivalenzklasse von x beziiglich R. Es ist
[z] € X.

In Worten: [z] ist die Teilmenge aller Elemente von M, die zu x dquivalent
sind.

DEFINITION 6.15. Sei R C X x X eine Aquivalenzrelation. Dann ist
X/R:={[z]: v € X}
die Quotientenmenge von R.

DEFINITION 6.16. Sei R C X x X eine Aquivalenzrelation und X/R die
Quotientenmenge. Die Abbildung gr: X — X/R, die z € X auf [z] € X/R
abbildet, heifit kanonische Projektion von R.

LEMMA 6.17. Sei M eine Menge und ~ eine Aquivalenzrelation auf M mit
den Aquivalenzklassen [x] und der Quotientenmenge M/ ~. Dann gelten
folgende Aussagen.

(1) Es ist x ~ y genau dann, wenn [z] = [y] ist, und dies gilt genau
dann, wenn [z] N [y] # 0.

2) M = U,ep~x] 15t eine disjunkte Vereiniguny.

) Die kanonische Projektion q : M — M/ ~ ist surjektiv.

) Es ist ¢~ ([z]) = [2].

) Sei f: M — W eine Abbildung mit f(x) = f(y) fir alle z,y €
M mit x ~ y. Dann gibt es eine eindeutig bestimmte Abbildung
P M/ ~—W mitg=¢poq.

(
(3
(4
(5

Proof. (1) Seien = und y dquivalent und u € [z]. Dann ist © ~ « und
nach der Transitivitdt auch y ~ u, also u € [y]. Damit stimmen die
Aquivalenzklasssen iiberein. Die Implikationen von der Mitte nach
rechts ist klar, da wegen = ~ = Aquivalenzklassen nicht leer sind.
Sei nun [x] N [y] # 0, und sei z ein Element im Durchschnitt. Dann
ist z ~ 2z und y ~ z und wegen der Transitivitéit ist x ~ y.

(2) Wegen der Reflexivitit ist « € [z] und daher ist M = Ucx/plz]-
Wegen Teil (1) ist die Vereinigung disjunkt.

(3) Die Surjektivitét ist klar aufgrund der Definition der Quotienten-
menge, und da x auf die Klasse [z] geschickt wird.

(4) Es ist

¢ '([z]) = {yeMlqly) =[]}



= {ye M|y = [=]}
= {ye M|y~ z}
= [z].

(5) Sei [x] € M/ ~ gegeben. Die einzige Moglichkeit fur @ ist B([z]) =
©(x) zu setzen. Es muss aber gezeigt werden, dass diese Abbildung
iiberhaupt wohldefiniert ist, also unabhéngig von der Wahl des Re-
préasentanten ist. Sei hierzu [z] = [y], also  ~ y. Dann ist nach der
Voraussetzung an ¢ aber ¢(x) = ¢(y).

g

BEISPIEL 6.18. Sei n € N und X = R"" ~ {0}. Der R""! ist ein reeller
Vektorraum, wobei die Skalarmultiplikation von A € R und x € R*" mit
A - x bezeichnet wird. Sei weiter

R:={(r,y) € X x X: esgibteinA € R\ {0} mit \-z =y}.

Zwei Punkte werden also also dquivalent erklédrt, wenn sie durch Skalarmul-
tiplikation mit einem Skalar A # 0 ineinander iiberfiihrt werden kénnen.
Ebenso konnte man sagen, dass zwei Punkte als dquivalent gelten, wenn sie
dieselbe Gerade durch den Nullpunkt definieren.

Dass wirklich eine Aquivalenzrelation vorliegt, sieht man so. Die Reflexivitit
folgt aus x = 1z fiir jedes * € X. Zur Symmetrie sei Ry, d.h. es gibt
A # 0 mit Az = y. Dann gilt aber auch y = A7'z, da ja X invertierbar ist.
Zur Transitivitdt sei xRy und yRz angenommen, d.h. es gibt \,§ # 0 mit
Az = y und 0y = z. Dann ist insgesamt z = dy = (dA)z mit dA # 0. Die
Aquivalenzklassen zu dieser Aquivalenzrelation sind die einzelnen Geraden
durch den Nullpunkt (aber ohne den Nullpunkt). Die Quotientenmenge heif3t
reell-projektiver Raum (der reellen Dimension n) und wird mit P} bezeichnet.
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