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Analysis 1

Vorlesung 28

Gewohnliche Differentialgleichungen

Welche Bewegung vollzieht ein Lowenzahnfallschirmchen? Das Fallschirm-
chen lasst sich zu jedem Zeitpunkt von dem Wind tragen, der an der Stelle
herrscht, wo es sich gerade befindet. Der Wind, seine Stérke und seine Rich-
tung, hangt sowohl von der Zeit als auch vom Ort ab. Das bedeutet, dass hier
ein gewisser , Riickkopplungsprozess“ vorliegt: Die bisherige Bewegung (also
die Vergangenheit) bestimmt, wo sich das Fallschirmchen befindet und damit
auch, welcher Wind auf es einwirkt und damit den weiteren Bewegungsablauf.
Solche Bewegungsprozesse werden durch Differentialgleichungen beschrieben.

Differentialgleichungen sind ein fundamentaler Bestandteil der Mathematik
und der Naturwissenschaften. Sie driicken eine Beziehung zwischen einer
abhingigen GroBe und der Anderung dieser Grofe aus. Viele Gesetzmifig-
keiten in der Natur wie Bewegungsprozesse, Ablauf von chemischen Reak-
tionen, Wachstumsverhalten von Populationen werden durch Differentialglei-
chungen beschrieben. Hier besprechen wir nur solche Differentialgleichungen,
die durch Integration gelost werden kénnen.

DEFINITION 28.1. Es sei U C R? eine offene Teilmenge und es sei
f:U—R, (t,y) — f(t,y),
eine Funktion. Dann nennt man

y/ - f(tvy)
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die (gewohnliche) Differentialgleichung zu f (oder zum Vektorfeld oder zum
Richtungsfeld f).

Dabei ist y' = f(t,y) erstmal nur ein formaler Ausdruck, dem wir aber sofort
eine inhaltliche Interpretation geben. Das y soll eine Funktion représentieren
und 3/’ ihre Ableitung. Dies wird préazisiert durch den Begriff der Losung einer
Differentialgleichung.

DEFINITION 28.2. Es sei U C R? eine offene Teilmenge und es sei
f: U —>R7 (t7y) — f(t7y>7
eine Funktion. Zur gewohnlichen Differentialgleichung

y = f(t,y)
heif3it eine Funktion
y: I — R, t— y(t),

auf einem (mehrpunktigen) Intervall I C R eine Lisung der Differentialglei-
chung, wenn folgende Eigenschaften erfiillt sind.

(1) Esist (t,y(t)) € U fiir alle t € 1.
(2) Die Funktion y ist differenzierbar.
(3) Esist ¢/(t) = f(t,y(t)) fur alle t € I.

Differentialgleichungen beschreiben haufig physikalische Prozesse, insbeson-
dere Bewegungsprozesse. Daran soll auch die Notation erinnern, es steht ¢
fiir die Zeit und y fiir den Ort. Dabei ist hier der Ort eindimensional, d.h. die
Bewegung findet nur auf einer Geraden statt. Den Wert f(¢,y) sollte man
sich als eine zu einem Zeit- und Ortspunkt vorgegebene Richtung auf der
Ortsgeraden vorstellen. Eine Losung ist dann eine Funktion

y: I — R, t— y(t),

die differenzierbar ist und deren Ableitung, vorgestellt als Momentange-
schwindigkeit, zu jedem Zeitpunkt ¢ mit dem durch f(¢,y(t)) gegebenen
Richtungsvektor iibereinstimmt. Spéter werden wir auch Bewegungen be-
trachten, die sich in der Ebene oder im Raum abspielen, und die durch ein
entsprechendes Richtungsfeld gesteuert werden.

DEFINITION 28.3. Es sei U C R? eine offene Teilmenge und es sei
f: U —>R7 (t7y) — f(t7y>7
eine Funktion. Es sei (¢y,y9) € U vorgegeben. Dann nennt man
y' = f(t,y) und y(to) = yo

das Anfangswertproblem zur gewohnlichen Differentialgleichung v’ = f(¢,y)
mit der Anfangsbedingung y(to) = yo-



DEFINITION 28.4. Es sei U C R? eine offene Teilmenge und es sei
f[rU—=R, (t,y) — f(ty),
eine Funktion. Es sei (tg, yo) € U vorgegeben. Dann nennt man eine Funktion
y: I — R, t— y(t),
auf einem Intervall I C R eine Lésung des Anfangswertproblems

y' = f(t,y) und y(to) = yo
wenn y eine Losung der Differentialgleichung ist und wenn zusétzlich

y(to) = o
gilt.

Es gibt kein allgemeines Verfahren eine Differentialgleichung bzw. ein An-
fangswertproblem explizit zu 16sen. Die Losbarkeit héngt wesentlich von der
gegebenen Funktion f(t,y) ab.

Das eine Differentialgleichung beschreibende Vektorfeld f(¢,y) héngt im All-
gemeinen von beiden Variablen ¢ und y ab. Einfache, aber keineswegs triviale
Spezialfille von Differentialgleichungen liegen vor, wenn das Vektorfeld nur
von einer der beiden Variablen abhéngt.

DEFINITION 28.5. Eine gewohnliche Differentialgleichung

y' = f(t,y)
heifit ortsunabhdngig, wenn die Funktion f nicht von y abhéngt, wenn also
f(t,y) = g(t) gilt mit einer Funktion g in der einen Variablen ¢.

Eine ortsunabhéngige gewohnliche Differentialgleichung

y' = g(t)
zu einer stetigen Funktion ¢ ist nichts anderes als das Problem, eine Stamm-
funktion G(t) von ¢ zu finden; eine Losung y der Differentialgleichung ist
ja genau durch die Bedingung ausgezeichnet, dass y'(t) = g(t) ist. Da eine
Stammfunktion nur bis auf die Integrationskonstante bestimmt ist, besitzt
ein ortsunabhéingiges Anfangswertproblem eine eindeutige Losung.

DEFINITION 28.6. Eine gewthnliche Differentialgleichung

y' = f(ty)
heifit zeitunabhdngig, wenn die Funktion f nicht von ¢ abhéngt, wenn also
f(t,y) = h(y) gilt mit einer Funktion A in der einen Variablen y.

Bei einer zeitunabhéngigen Differentialgleichung héngt nur das zugrunde lie-
gende Vektorfeld nicht von der Zeit ab, die Losungskurven sind hingegen im
Allgemeinen zeitabhéngig.
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