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Analysis 1

Vorlesung 27

Stammfunktionen zu rationalen Funktionen in der
Exponentialfunktion

Nachdem wir nun rationale Funktionen integrieren kénnen, kénnen wir auch
fiir eine ganze Reihe von Funktionen eine Stammfunktion finden, die wir
durch gewisse Standardsubstitution auf eine rationale Funktion zuriickfiihren
konnen.

LEMMA 27.1. Es sei f eine rationale Funktion in der Exponentialfunktion,
d.h. es gebe Polynome P,Q € R[X], Q # 0, derart, dass

P(e")
Q(e")

gilt. Dann kann man durch die Substitution

ft) =

t=1ns

das Integral [ f(t)dt auf das Integral einer rationalen Funktion zuriickfihren.

Beweis. Bei der Substitution ¢ = In s ist
1
dt = —ds,
s

und fiir die Polynome P(e') und Q(e') ergeben sich

P(e') = P(e™*) = P(s) und Q(e") = Q(e™*) = Q(s).

Insgesamt ergibt sich also die rationale Funktion %(SS)). In deren Stammfunk-

tion muss man dann s = ¢! einsetzen. U
Im vorstehenden Lemma geht es um die zusammengesetzten Funktionen vom
Typ

P

U2 R -SSR,
wobei der Definitionsbereich U C R durch
U={zeR|Q(e) # 0}

festgelegt ist.
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BEISPIEL 27.2. Wir wollen eine Stammfunktion fiir die Funktion

f(t) = —

et + et
finden. Das in Lemma 27.1 beschriebene Verfahren fiithrt auf die rationale

Funktion
1 1 1 1

(s + s3)s - s2(s2+1) T2 24l
so dass die Partialbruchzerlegung direkt vorliegt. Die Stammfunktion von
dieser rationalen Funktion ist

—— — arctan s.
S

Die Stammfunktion von f ist daher

—— — arctan ¢'.
e
Neben dem Polynomring K[X] in einer Variablen iiber einem Kérper K gibt
es auch Polynomringe in mehreren Variablen, wobei wir im Folgenden nur
den Polynomring in zwei Variablen benétigen. Man schreibt ihn als K[X, Y]
und definiert ihn am einfachsten als

(KIXDIYT,
wobei der Grundring kein Korper ist. Jedenfalls besteht dieser Ring aus allen
Polynomen in zwei Variablen, also aus Ausdriicken der Form
ago + a10X + anY + anX® + a XY + apY? + azX®
+ ag XY + a1nXY? + agsY? + ...
Entsprechend gibt es auch rationale Funktionen in zwei Variablen. Diese sind
wiederum Quotienten aus zwei Polynomen in zwei Variablen. Wenn man in
eine solche Funktion in zwei Variablen zwei Funktionen in einer Variablen

einsetzt, so erhélt man wieder eine Funktion in einer Variablen. Dies ist der
Fall in den folgenden Situationen.

KOROLLAR 27.3. Es sei eine rationale Funktion in den Hyperbelfunktionen

sinh wund cosh gegeben, d.h. es gebe zwei Polynome P und Q) in zwei Va-
riablen mit QQ # 0 derart, dass

ft) =
gilt. Dann lisst sich das Integral

/ () dt

auf das Integral einer rationalen Funktion in der Exponentialfunktion zurick-
fiihren und damit losen.

P(sinh ¢, cosh t)
Q(sinh ¢, cosh t)




Beweis. Mit . . . .
e —e” e +e
und cosh t = 5
erhilt man eine rationale Funktion in ef und e~ = (e!)™!, so dass insgesamt
eine rationale Funktion in der Eponentialfunktion vorliegt. Deren Stamm-
funktion lésst sich wie in Lemma 27.1 beschrieben finden. U

sinh ¢t =

Stammfunktionen zu rationalen Funktionen in trigonometrischen
Funktionen

LEMMA 27.4. Es sei eine rationale Funktion in den trigonometrischen Funk-
tionen sin t und cos t gegeben, d.h. es gebe zwei Polynome P und Q) in zwet
Variablen mit Q # 0 derart, dass

ft) =

gilt. Dann fihrt die Substitution

P(sint, cos t)
Q(sint, cos t)

t =2 arctan s

/ () dt

auf das Integral einer rationalen Funktion zurick.

das Integral

Beweis. Bei der Substitution ¢ = 2 arctan s ist s = tan % und
2
142

Aus den trigonometrischen Funktionen wird unter Verwendung von Satz 15.2

ot . 13 n 13
sint = sin | =+ =
2 2

~ 9 sin(%) - cos (%)

dt ds.

sl - o

— 9 tan(§) COS2(%) T Ziﬁ(%)
t

= 2 tanl(g) "1+ tan? (3)

= 281+82'

und

; t N t
cost = cos | =+ =
2 2



t t
= COS2(§)t—sin2(§)
= 2cos’ (=) —1

cos (21
~ 2. e — 1
1—|—tan (5)
1
. 1
14 s2
B 1—s?
148

Da sowohl das Differential dt als auch die trigonometrischen Funktionen bei
dieser Substitution rationale Ausdriicke in s sind, liegt nach dieser Substitu-
tion insgesamt eine rationale Funktion vor. U

BEIspPIEL 27.5. Die Stammfunktion von
1
sin ¢
berechnet sich unter Verwendung von Lemma 27.4 folgendermaflen.

1 1+ s? 2 1
dt = . ds = [ —ds.
/sint / 2s 1+ s2 s /s s

Die Stammfunktion von —— ist daher In(tan % ).

Stammfunktionen zu rationalen Funktionen in Wurzelfunktionen

LEMMA 27.6. Es sei f eine rationale Funktion in x und in { % (mit

a,byr;s € R,y a,rx +s # 0, n € Ny), d.h. es gebe zwei Polynome in zwei
Variablen, P,Q € Rlz,y|, Q # 0, derart, dass

oy = DOV ERD)
fa) = V)
O, 1/252)

gilt. Dann kann man durch die Substitution

su™ —b

xr =
a — ru"
die Berechnung von [ f(x)dx auf das Integral einer rationalen Funktion in
u zurtckfiihren.

Beweis. Wir konnen sa — rb # 0 annehmen, da sonst Zihler und Nenner
im Wurzelausdruck linear abhéngig sind und man teilen konnte. Bei der
angegebenen Substitution ist

.jax +b

T+ S




_ (/a(su” —b) +bla —run)

r(su™ —b) + s(a — run)
. [asu™ — bru™
V' —rb+sa
u.
Da die Ableitung der rationalen Funktion z = =% nach u wieder eine

rationale Funktion in w ist, ist das Gesamtergebnis nach dieser Substitution
eine rationale Funktion in w. U

LEMMA 27.7. Es sei f eine rationale Funktion in x und in vax? + bx + ¢
(mita,b,c € R, a # 0 und so, dass ax*+bx-+c auch positive Werte annimmt),
schreiben kann, d.h. es gebe zwei Polynome in zwei Variablen, P,Q € R[X],
Q # 0, derart, dass

su™—b

P(x,vax?+bx + ¢
fla) = Do )
Q(x,Vazr?+bx + c)
gilt. Dann kann man durch eine Substitution der Form
xr=at+
(o, B € R, a #0), die Berechnung von [ f(z)dx auf ein Integral der Form
(1) [ R(t,V/1—2)dt,
(2) [ R(t,Vt? — 1)dt,
(3) [ R(t,Vt? + 1)dt,

zuriickfihren, wobei R wieder eine rationale Funktion in zwei Variablen ist.
In diesen drei Fillen fithren die Substitutionen

(1) t = sin s,
(2) t = cosh s,
(3) t = sinh s,

auf das Integral tiber eine rationale Funktion in trigonometrischen Funktio-
nen bzw. in Hyperbelfunktionen

Beweis. Durch eine Substitution der Form u = y/ax bzw. u = /—az ver-
einfacht sich die Quadratwurzel zu Vu2 + bu + & bzw. zu vV —u2 + bu + ¢.
Quadratisches Ergéinzen fiihrt zu vv2 + € bzw. v/—v2 + €. Durch eine weite-
re Substitution der Form w = \/”H erhilt man vVévw? + 1 oder /—évw? — 1

oder aber! v/év/—w? + 1. Dies sind alles affin-lineare Substitutionen. Die Er-
gebnisse unter der Gesamtsubstitution sind von der angegebenen Art. Wenn
es sich um ein Integral zu einer rationalen Funktion der Form

R(t,V/1—t2)

Der Fall v—w? — 1 ist nicht moglich, da dann die urspriingliche Funktion fiir keine
reelle Zahl definiert wiére.
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handelt, so fithrt t = sin s zu

V1—12 =+v1—sin’?s = Vcos2s = cos s

und zu

dt = (sin s)'ds = cos sds,
so dass sich eine rationale Funktion in den trigonometrischen Funktionen
sin s und cos s ergibt. Bei einem Integral zu einer rationalen Funktion der

Form
R(t, V12— 1)
fithrt t = cosh s zu
t2—1 = sinh s
und zu
dt = (cosh s)'ds = sinh sds,
so dass sich eine rationale Funktion in den Hyperbelfunktionen sinh s und

cosh s ergibt.

Bei einem Integral zu einer rationalen Funktion der Form
R(t,Vt? + 1)

fithrt t = sinh s zu
t2+1 = cosh s
und zu
dt = (sinh s)'ds = cosh sds,
so dass sich wieder eine rationale Funktion in den Hyperbelfunktionen sinh s
und cosh s ergibt. U

BEISPIEL 27.8. Wir wollen fiir die Funktion
1

52y/1 — 323
eine Stammfunktion bestimmen. Mit der in Lemma 27.7 beschriebenen Sub-
stitution
s=sint und ds = cos tdt

werden wir auf die Funktion

1 1
ost =

sin® ¢ - cos3 t sin® ¢ - cos? t

gefiithrt. Mit der in Lemma 27.4 beschriebenen Substitution

2 1—u?
t = 2 arctan u, dt = ——du, sint = Y und cost = L
1+ u? u? 1+ u?
werden wir auf die rationale Funktion
(1+u?)? (14+u?)? 2 (14 u?)? CouS - 3ut 3wt +1

4u? (I—u2)? 14u>  2u2(1 —u)?(1 +u)? 2u8 — 4u* 4 2u?
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gefiihrt. Hierfiir miissen wir die Partialbruchzerlegung finden. Die Division
mit Rest ergibt

1
u6+3u4+3u2+1:(2u6—4u4+2u2)~§+5u4+2u2+1,

so dass es also um die rationale Funktion
1 Sut + 2u® 4 1
2 + 2ub — 4u* + 2u?
geht. Diese Funktion ist eine rationale Funktion in v = u?, so dass wir zuerst
die Partialbruchzerlegung von
P putl  Gtru)
V2% fu v(v—1)2

bestimmen. Der Ansatz

2 +v+1  a b c
2 2oy -
v(v—1)2 v v—1 (v—=1)2
fithrt zu - .
§UQ—|—U—|—§:a(v—1)2—|—bv(v—1)—|—cv.
Einsetzen von v =0, v = 1 und v = 2 fithrt zu
1
—=aq
2 Y
4=c,
und
25 1
?:a+2b+2025+2b+8, also b= 2.
Daher ist
2 +v+3 2 2 4
222y +
v(v—1)2 v ov—1 (v—1)2
bzw.
e S R N
w(u? — 12 w2 w2—1  (u2—-1)2°
Mit den Identitéten
2 1 1
w?2—1 wu—-1 u+1
und
4,
(u? —1)2 u—1 u+1
B 1 n 1 2
 (w—=12 (w+12 (u—1(u+1)
R Lol
Co(w—-12 (w412 u—-1 u+l
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ergibt sich schlieBlich
Sut +ut 41 3 1 L1
w(u — 12 w2 (u—1)2  (u+1)2°

Die Stammfunktion von

ist daher

1 11 1 1
Y - - = — —
2 24 u—1 wu+1
Dabher ist
1 ¢ (t) 1 1 1 1
— tan (=) — = _ _
2 2 2tan(f) tan(}) —1 tan(%) +1
eine Stammfunktion von .
sin? t - cos? t
und
1 arcsin s 1 1 1 1
— tan (—————) — = . _ : _ :
2 2 2 tan (%) tan (%) -1 tan(arcs%ns) +1

ist eine Stammfunktion von
1

s52y/1 — 523 '
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