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Algebraische Kurven

Arbeitsblatt 18

Aufwirmaufgaben

AUFGABE 18.1. Sei R ein kommutativer Ring. Beweise die R-Algebra-Iso-
morphie

R[Z"| = R[Xy1,..., Xnlx,x,
mit Hilfe der universellen Eigenschaften von Monoidringen und Nennerauf-
nahmen.

AUFGABE 18.2. Sei M ein kommutatives Monoid. Zeige, dass es in M einen
kleinsten Filter gibt und dass dieser eine Gruppe bildet.

AUFGABE 18.3. Sei M ein numerisches Monoid. Bestimme die Filter in M.

AUFGABE 18.4. Seien M, N endlich erzeugte kommutative Monoide mit den
K-Spektren K — Spek (K[M]) = Moryo, (M, K) und K — Spek (K[N]) =
Moryen (N, K). Zeige, dass man fiir einen Monoidhomomorphismus ¢ : M —
N die zugehorige Spektrumsabbildung auf zwei verschiedene Weisen definie-
ren kann, die aber inhaltlich iibereinstimmen.

AUFGABE 18.5.%

Ein Geldfélscher stellt 7—,11—,13— und 37—Euro-Scheine her. Wie viele
volle Eurobetrige kann er mit seinen Scheinen nicht bezahlen, und was ist
der groBite Betrag, den er nicht begleichen kann? Bestimme die Multiplizitat
und die Einbettungsdimension des zugehorigen numerischen Monoids.

AUFGABE 18.6.*%

Bestimme fiir das numerische Monoid M C N, das durch 4,7 und 17 erzeugt
wird, die Einbettungsdimension, die Multiplizitét, die Fiihrungszahl und den
Singularitétsgrad.
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AUFGABE 18.7. Bestimme fiir das numerische Monoid M, das durch 5,7 und
9 erzeugt wird, die Einbettungsdimension, die Multiplizitit, die Fithrungs-
zahl und den Singularitatsgrad.

AUFGABE 18.8. Sei M C N ein numerisches Monoid, das von teilerfremden
natiirlichen Zahlen erzeugt sei. Zeige, dass die Einbettungsdimension maxi-
mal gleich der Multiplizitat ist.

AUFGABE 18.9. Sei M C N ein durch teilerfremde Zahlen erzeugtes numeri-
sches Monoid, bei dem die Einbettungsdimension gleich der Multiplizitét ist.
Zeige, dass dann der maximale Erzeuger aus einem minimalen Erzeugenden-
system grofler oder gleich der Fiithrungszahl ist.

AUFGABE 18.10. Man gebe ein Beispiel eines numerischen Monoids M mit
Multiplizitdt 3 und Einbettungsdimension 3 an, bei dem die Fiihrungszahl
prim ist und nicht zum minimalen Erzeugendensystem gehort.

Aufgaben zum Abgeben

AUFGABE 18.11. (4 Punkte)

Sei M ein kommutatives Monoid. Definiere eine Bijektion zwischen den fol-
genden Objekten.

(1) Filter in M.

(2) Mormon (M7 ({07 1}7 L, ))

(3) Fy — Spek (M)

(4) {¢ € K—Spek (K[M])| (M) C{0,1}}. (Dabei ist K ein Korper.)

AUFGABE 18.12. (6 Punkte)

Es sei M ein numerisches Monoid, das durch zwei teilerfremde Elemente
d > e erzeugt werde. Bestimme die Einbettungsdimension, die Multiplizitat,
die Fithrungszahl und den Singularitdtsgrad von M.

AUFGABE 18.13. (3 Punkte)

Bestimme fiir das numerische Monoid M, das durch 3,7,9 und 11 erzeugt
wird, die Einbettungsdimension, die Multiplizitét, die Fiihrungszahl und den
Singularitétsgrad.



AUFGABE 18.14. (4 Punkte)

Sei K ein algebraisch abgeschlossener Korper und seien M, N numerische
Monoide mit M C N. Zeige, dass die zugehorige Spektrumsabbildung sur-
jektiv ist.

Es ist dabei hilfreich, Satz 18.10 zu verwenden.

AUFGABE 18.15. (3 Punkte)

Seien M, N numerische Monoide. Fiir welche der numerischen Invarianten v
(Multiplizitat, Fithrungszahl, Singularitétsgrad, Einbettungsdimension) folgt
aus M C N die Abschétzung v(M) > v(N)?

(Beweis oder Gegenbeispiel)

AUFGABE 18.16. (3 Punkte)

Sei M ein numerisches Monoid, das nicht isomorph zu N sei, und sei K ein
Korper. Zeige, dass es im Monoidring K[M] irreduzible Elemente gibt, die
nicht prim sind. Man gebe Elemente aus K [M] mit zwei wesentlich verschie-
denen Zerlegungen in irreduzible Elemente an.



