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AUFGABE 1.1. Definiere die folgenden (kursiv gedruckten) Begriffe.

(1) Die komplexe Konjugation.

(2) Die lineare Unabhingigkeit von Vektoren wvy,...,v, in einem K-
Vektorraum V.

(3) Eine lineare Abbildung

p:V—W

zwischen zwei K-Vektorrdumen V und W.
(4) Eine Cauchy-Folge in R.
(5) Die Ezponentialreihe fir x € R.
(6) Die Stetigkeit einer Abbildung

p:R— R

(7) Eine Treppenfunktion auf einem Intervall [a, b].
(8) Eine Differentialgleichung mit getrennten Variablen.

Losung

(1) Die Abbildung
C—C,z=a+bi—2zZ=a-—bi,

heifit komplexe Konjugation.
(2) Die Vektoren vy, ..., v, heilen linear unabhdngig, wenn eine Glei-

chung
Z a;V; = 0
i=1

nur bei a; = 0 fiir alle ¢ moglich ist.
(3) Eine Abbildung

p:V—W

hei3t lineare Abbildung, wenn die beiden folgenden Eigenschaften
erfiillt sind.
(a) p(u+v)=p(u)+ ¢(v) fir alle u,v € V.
(b) p(sv) = sp(v) fir alle s € K und v € V.

(4) Eine Folge (z,)nen in R heifit Cauchy-Folge, wenn folgende Bedin-
gung erfiillt ist.

Zu jedem € € R, € > 0, gibt es ein ng € N derart, dass fiir alle

n, m > ng die Beziehung

|z — x| <€

gilt.



(5) Fiir jedes x € R heifit die Reihe
|
“— nl
die Fxponentialreihe in x.
(6) Eine Abbildung
¢:R—R
heifit stetig, wenn fiir jedes x € R und fiir jedes € > 0 ein 6 > 0
existiert, so dass

p(lz = 0,2 +9[) Clp(a) — e, 0(z) + ¢
gilt.
(7) Eine Funktion
t:la, b)) — R
heifit eine Treppenfunktion, wenn es eine Unterteilung
a=ayp< a1 <ay<-<lp1<a,=20b

von [a, b] gibt derart, dass ¢ auf jedem offenen Teilintervall |a;_1, a;]
konstant ist.
(8) Eine Differentialgleichung der Form

Y =g(t) - h(y)
mit zwei Funktionen (dabei sind I und J reelle Intervalle)
g: I — R, t— g(t),

und
h:J—R, y— h(y),

heifit gewohnliche Differentialgleichung mait getrennten Variablen.

AUFGABE 1.2. Formuliere die folgenden Sétze.

(1) Die Dimensionsformel fiir lineare Abbildungen.
(2) Das Quetschkriterium fir reelle Folgen.

(3) Der Zwischenwertsatz fiir stetige Funktionen.
(4) Der Mittelwertsatz der Differentialrechnung.

Losung

(1) Es sei K ein Korper und es seien V und W zwei K-Vektorrdume.
Es sei
p:V—W
eine K-lineare Abbildung und V sei endlichdimensional. Dann gilt

dim (V') = dim(kern ¢) 4+ dim(bild ¢) .



(2) Es seien (Z,)nen, (Yn)nen und (2, )nen drei reelle Folgen. Es gelte
Tp < yp < 2, fir allen € N

und (z,)neny und (2,)nen konvergieren beide gegen den gleichen
Grenzwert a. Dann konvergiert auch (y,)nen gegen diesen Grenz-
wert a.

(3) Seien a < b reelle Zahlen und sei f : [a, b] — R eine stetige Funktion.
Es sei ¢ € R eine reelle Zahl zwischen f(a) und f(b). Dann gibt es
ein x € [a,b] mit f(z) = c.

(4) Sei a < b und sei

fila, b)) — R
eine stetige, auf |a,b| differenzierbare Funktion. Dann gibt es ein

¢ €la, b[ mit
£~ fla)

o) = =

AUFGABE 1.3. Zeige durch vollstédndige Induktion, dass fiir jedes n € N die

Zahl
6n+2 4 72n+1

ein Vielfaches von 43 ist.

Losung

Fiir n =0 ist

6> +7 =43
ein Vielfaches von 43. Sei nun die Aussage fiir n bewiesen und betrachten
wir den Ausdruck fiir n 4+ 1. Dieser ist

grtitz L 2(nt)+1 g gnt2 4 g2 p2ntl

= 6-6""* + (6 +43)7" !
— 6<6n+2 4 72n+1) 4 43 . 72n+1
= 6-43-5443. 72"

wobei im letzten Schritt die Induktionsvoraussetzung verwendet wurde. Da-
her ist diese Zahl ein Vielfaches von 43.

AUFGABE 1.4. Driicke in R? den Vektor
(1,0,0)
als Linearkombination der Vektoren
(1,—2,5),(4,0,3) und (2,1, 1)

aus.



Losung

Es geht darum, das lineare Gleichungssystem
r4+4dy+2z = 1
—2r +z =0
or+3y+z = 0

zu losen. Wir eliminieren mit Hilfe der ersten Gleichung die Variable y aus
der dritten Gleichung. Das resultierende System ist (/11" = 31 —4111)

r+4y+2z = 1
—2r +z = 0
—17r +2z = 3.
Wir eliminieren nun aus 71" mittels I die Variable z, das ergibt (I11'—2I1)

r+4y+2z = 1
—2r 4z = 0
—13zx = 3.
Wir konnen jetzt dieses System losen. Es ist
ro_3
137
6
= 2 = ——
z x 13
und
_ —bdr—z 15+6 21 7
YT T3 T 739 T 39 13
Also ist
1 1 4 2
= — ; 2|+ ! 0 — 6 1
13 13 13
0 5 3 1

X T

9 1 5 2
R w2 7 1|
z 4

9 -1 —4 3
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Losung

Es geht darum, das lineare Gleichungssystem

24+ y+52z+2w = 0
3r—2y+7z —w = 0
20 —y—4z+3w = 0

zu losen. Wir eliminieren mit Hilfe der ersten Gleichung die Variable y. Das
resultierende System ist (/1" =11+ 21, II]' =111+ 1)

2v+y+5z+2w = 0
v +17z+3w = 0
4r 4+ z4+dw = 0.

Wir eliminieren nun aus /I’ mittels /71" die Variable z, das ergibt (11" —
17111")

2v+y+5z+2w = 0
dr 4+ z+5w = 0
—61z — 8w = 0.

Wir kénnen jetzt dieses System l6sen, wobei x # 0 die anderen Variablen
eindeutig festlegt. Sei x = 82. Dann ist w = —61. Damit ist

z=—4x —bw = —4-82 — 5(—61) = —328 + 305 = —23.

Schliefflich ist
y=—2x—>5z—2w=—2(82) — 5(—23) —2(—61) = —164+ 115+ 122 = 73.
Die Losungsmenge, also der Kern, ist somit

82

{s & |s € R}.
-23
—61

AUFGABE 1.6. Bestimme, fiir welche x € C die Matrix
4 —x
— 234+ 222 +50x -1 22—z

invertierbar ist.



Losung

Eine Matrix ist genau dann invertierbar, wenn ihre Determinante # 0 ist.
Die Determinante der Matrix ist

2+ —z
det = (2 +2)(2® — )+ 2(—2* + 227 + 52 — 1)
— 224+ 222 +5r—1 22—z
=zt -t 22 + 52t —
= 23 +42® — 2
= x(22° +4z - 1).

Dies ist gleich 0 bei z; = 0 oder bei 22% + 42 — 1 = 0. Diese quadratische

Gleichung ist dquivalent zu x? + 2z — % = 0 bzw. zu

1
(:c+1)2—1—§:O.

Also ist

und damit

3 3
$2:\/;—1und$3:—\/;—1.

Die einzigen komplexen Zahlen, bei denen die Matrix nicht invertierbar ist,
sind also
3 3
0,4/=—1, —/=—1.
SEREE

AUFGABE 1.7. Es sei V ein Vektorraum und
Viy...,Un

eine Familie von Vektoren in V. Zeige, dass die Familie genau dann eine Basis
von V' bildet, wenn es sich um ein minimales Erzeugendensystem handelt
(d.h. sobald man einen Vektor v; weglésst, liegt kein Erzeugendensystem
mehr vor).

Losung

Die Familie sei zunéchst eine Basis. Dann ist sie insbesondere ein Erzeugen-
densystem. Nehmen wir einen Vektor, sagen wir vy, aus der Familie heraus.
Wir miissen zeigen, dass dann die verbleibende Familie, also vy, ..., v, kein
Erzeugendensystem mehr ist. Wenn sie ein Erzeugendensystem wére, so wére
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insbesondere vy als Linearkombination der Vektoren darstellbar, d.h. man
hétte

n

v = E /\zvz
=2
n

U1 — E AiU;
1=2

eine nichttriviale Darstellung der 0, im Widerspruch zur linearen Unabhéngig-
keit der Familie.

Dann ist aber

Sei nun die Familie ein minimales Erzeugendensystem. Um zu zeigen, dass
eine Basis vorliegt, muss also lediglich gezeigt werden, dass die Familie linear
unabhéngig ist. Nehmen wir an, sie sei nicht linear unabhéngig. Dann gibt
es eine Darstellung

av1 + asvy + ...+ a,v, =0,

wobei mindestens ein Koeffizient a; # 0 ist. Wir behaupten, dass dann auch
die um v; reduzierte Familie noch ein Erzeugendensystem ist im Widerspruch
zur Minimalitét. Dazu sei v € V' ein beliebiger Vektor, den man als

U:b1U1+...+biUi+...+bnvn

schreiben kann. Wir kénnen v; schreiben als

R ai—1 Ait1 an
Vi=——"0V —...— Vi—1 — Vit1 — - — —Up.
a; Q; Q; Q;

Damit ist

v = b1v1+...+bz-vi+...+bnvn

ai aj—1 Qj+1 an
= b1v1+...+bl-(——vl—...— Vi—1 — Uz‘-{-l_---__vn)—i_”-—i_bnvn;
i a; a; a;
woraus ablesbar ist, dass man v auch als Linearkombination der vy, ..., v;_1,

Vit1, - - -, U, darstellen kann.

AUFGABE 1.8. Entscheide, ob die Folge

3n® —n?—7

M3+ n+8

in Q konvergiert und bestimme gegebenenfalls den Grenzwert.

Ty o

Losung

Fiir n > 1 kann man die Folge (durch Erweiterung mit 1/n3) schreiben als

17
3n*—n*—-7 3—-2-G
Ty 1=

2n3 +n+ 8 :2—1—#4—%'
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Folgen vom Typ a/n, a/n* und a/n3 sind Nullfolgen. Aufgrund der Summen-
regel fiir konvergente Folgen konvergiert der Zéhler gegen 3 und der Nenner
gegen 2, so dass nach der Quotientenregel die Folge insgesamt gegen 3/2 € Q
konvergiert.

AUFGABE 1.9. Zeige, dass die Reihe

[e¢] .
Z S n
n?

n=1

konvergiert.

Losung

Wir zeigen, dass die Reihe absolut konvergiert, woraus nach Satz 14.9 die
Konvergenz folgt. Wegen —1 < sin x < 1 ist
sin n 1

|n2 |§ﬁ

Die Reihe 7 | &5 konvergiert nach Beispiel 14.12, so dass Y~ | |#%%| nach
dem Majorantenkriterium konvergiert.

AUFGABE 1.10. Wir betrachten die Funktion

1
f:R+—>R,x>—>f(x):1+lnx—E.

a) Zeige, dass f eine stetige Bijektion zwischen R, und R definiert.

b) Bestimme das Urbild u von 0 unter f sowie f'(u) und (f~')(0). Fertige
eine grobe Skizze fiir die Umkehrfunktion f~! an.

Losung

Die Funktion f ist differenzierbar und die Ableitung ist

, 1 1
Fir z > 0 sind diese beiden Summanden positiv, so dass die Ableitung
stets positiv ist und f daher streng wachsend ist. Daher ist die Abbildung
injektiv. Die Funktion ist stetig, da sie differenzierbar ist. Daher geniigt es
fiir die Surjektivitdat, aufgrund des Zwischenwertsatzes, nachzuweisen, dass

beliebig groffie und beliebig kleine Werte angenommen werden.
Fﬁr0<x<list1—%<0unddaher
flx) < Inz.
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Da der Logarithmus fiir z — 0 beliebig kleine Werte annimmt, gilt das auch
fiir f.
Fir z > 1 ist 1—%>0unddaher
f(x) > Inz.

Da der Logarithmus fiir x — oo beliebig grole Werte annimmt, gilt das auch
fiir f.

b) Durch Einsetzen ergibt sich f(1) = 0, also ist « = 1 das Urbild von 0.
Aufgrund der Berechnung der Ableitung oben ist

f()=2.
Aufgrund der Regel fiir die Ableitung der Umkehrfunktion gilt daher
1 1 1

IO = 5oy 7 "2

AUFGABE 1.11. Betrachte die Funktion
FR—R z+— f(z)= (20 +3)e ™.

Bestimme die Nullstellen und die lokalen (globalen) Extrema von f. Fertige
eine grobe Skizze fiir den Funktionsverlauf an.

Losung

Da die Exponentialfunktion keine Nullstelle besitzt, liegt nur bei 2z + 3 =
3

0, also bei g = —3 eine Nullstelle vor. Unterhalb davon ist die Funktion
negativ, oberhalb davon positiv.
Zur Bestimmung der lokalen Extrema leiten wir ab, was zu

Flx) =2 + 2z + 3)(—2z)e ™ = e (—42® — 6z + 2)

fithrt. Die Nullstellenbestimmung der Ableitung fithrt auf

3 1
2 — — = =
r°+ 2:1: 5 0.
Quadratisches Ergénzen fiihrt zu
3, 9 1
S U T
bzw. 5 17
—_ 2 —
(o +3)

Also ist
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und somit

V1T 3 4 V1T 3
nE T et T
Fiir x < 7 ist die Ableitung negativ, fiir x mit 7y < x < x5 ist sie positiv
und fiir x > x5 wieder negativ. Daher ist die Funktion f unterhalb von x;
streng fallend, zwischen x; und x5 streng wachsend und oberhalb von zs
wieder streng fallend. Daher liegt in z; ein isoliertes lokales Minimum und
in x9 ein isoliertes lokales Maximum vor. Da es sonst keine lokalen Extrema
gibt, und die Funktion fiir x — —oo wichst, aber negativ bleibt, und fiir

x — +oo fallt, aber positiv bleibt, sind dies auch globale Extrema.

AUFCABE 1.12. Bestimme die Taylor-Reihe der Funktion f(x) = % im Punkt
a = 2 bis zur Ordnung 4 (man gebe also das Taylor-Polynom vom Grad 4 zum
Entwicklungspunkt 2 an, wobei die Koeffizienten in einer moglichst einfachen
Form angegeben werden sollen).

Losung

Die erste Ableitung ist

1 1
f(z) = —g = 2 also f(2) = 1
Die zweite Ableitung ist
1
f"(x) = 2273, also f"(2) = 1
Die dritte Ableitung ist
3
f"(x) = —627*, also f"(2) = 3
Die vierte Ableitung ist
24 3
" (x) = 2427°, also f"(2) = B
Das Taylor-Polynom vom Grad 4 ist demnach
1 1 1 3 3
- (r-2+—x -2 - —(xr -2+ —(z—2)*
A A Ps 1 o TI A A PoTI )

bzw.

1 1 1 1 1
o=+ (=22 —(2 -2+ —(z —2)~.
5~ 1@ =2+ gle =27 - (@ =20+ (e -2)
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AUFGABE 1.13. Es seien
f,g: R— R

zwei differenzierbare Funktionen. Es sei a € R. Es gelte
f(a) > g(a) und f'(z) > ¢'(x) fiir alle z > a.

Zeige, dass
f(z) > g(x) fiir alle z > a gilt.

Losung

Wir betrachten die Hilfsfunktion
h:R— R, z+— h(x) = f(x) — g(z).

Nach den Voraussetzungen ist h differenzierbar, es ist h(a) > 0 und es ist
R (xz) > 0 fir alle 2 > a. Wir miissen zeigen, dass h(x) > 0 fiir alle z > a
ist. Nehmen wir also an, dass es ein & > a gibt mit h(z) < 0. Aufgrund des
Mittelwertsatzes gibt es ein ¢ € [a, x] mit

>
<

T —a

Da diese Zahl negativ ist, ergibt sich ein Widerspruch.

AUFGABE 1.14. Berechne das bestimmte Integral zur Funktion
fR—R, 2+ f(x) =22+ 3e" — sin z,
tiber [—1,0].

Losung

Eine Stammfunktion ist

1
5:154 +3e* + cos x .

Daher ist das bestimmte Integral gleich

0
1
/ flz)de = (§$4+361+ cos )|,
-1

= (0+3+1)— (%(—1)"‘ +3¢7 + cos (1))

= ; —3e ! — cos(—1).
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AUFGABE 1.15. Finde eine Losung fiir die gewohnliche Differentialgleichung

t
— 2

mit ¢ > 1 und y < 0.

Losung

Es liegt eine Differentialgleichung mit getrennten Variablen vor. Wir setzen

1
h Yy) = —3,

() "

davon ist
H(y) =~y
eine Stammfunktion. Die Umkehrfunktion davon ist ebenfalls
H 'u) = —u".
Wir setzen weiter g(t) = z—. Wir machen den Ansatz fiir die Partialbruch-
zerlegung, also
t a b

P11 i+t
Daraus ergibt sich die Bedingung

=a(t+1)+b(t—-1)

und daraus
b 1
a=b=—.
2
Also ist 1 1
G(t) = 3 1n(t—|—1)+§ In(t—1)

eine Stammfunktion von ¢(t). Daher ist

B -2
ylt) = In(t—1)+ In(t+1)

eine Losung, die fiir ¢ > 1 definiert ist und fiir die y(¢) < 0 gilt.




