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VORWORT

Dieses Skript gibt die Vorlesung Korper- und Galoistheorie wieder, die ich
im Sommersemester 2011 an der Universitdt Osnabriick gehalten habe. Es
handelt sich dabei im Wesentlichen um ausformulierte Manuskripttexte, die
im direkten Anschluss an die einzelnen Vorlesungen 6ffentlich gemacht wur-
den. Ich habe diese Veranstaltung zum ersten Mal durchgefiihrt, bei einem
zweiten Durchlauf wiirden sicher noch viele Korrekturen und Anderungen
dazukommen. Dies bitte ich bei einer kritischen Durchsicht wohlwollend zu
beriicksichtigen.

Der Text wurde auf Wikiversity geschrieben und steht unter der Creative-
Commons-Attribution-ShareAlike 3.0. Die Bilder wurden von Commons
iibernommen und unterliegen den dortigen freien Lizenzen. In einem Anhang
werden die einzelnen Bilder mit ihren Autoren und Lizenzen aufgefiihrt. Die
CC-BY-SA 3.0 Lizenz ermoglicht es, dass das Skript in seinen Einzelteilen
verwendet, verdndert und weiterentwickelt werden darf.

Ich bedanke mich bei der Wikiversity Gemeinschaft und insbesondere bei
Benutzer Exxu fiir die wichtigen Beitrdge im Projekt semantische Vorlagen,
die eine weitgehend automatische Erstellung des Latexcodes ermdglichen, bei
den Studierenden fiir einzelne Korrekturen und Aufgabenvorschlige und bei
Frau Marianne Gausmann fiir die Erstellung des Pdf-Files. Bei Axel Stéabler
bedanke ich mich fiir die Mitwirkung bei der Veranstaltung, Vorlesungsver-
tretung und fiir Korrekturen, Vorschldge und kritische Nachfragen. Bie Jo-
nathan Steinbuch bedanke ich mich fiir Verlinkungen und Korrekturen.

Holger Brenner



1. VORLESUNG

1.1. Losungen von polynomialen Gleichungen.

Es sei eine polynomiale Gleichung
Anx™ + ap 12"+ ar? +ar+ap =0

gegeben, wobei die Koeffizienten ag, ay, . .., a, reelle (oder komplexe) Zahlen
seien und nach Elementen x € C gesucht wird, die diese Gleichung erfiillen.
Wie kann man solche Losungen finden? Die Losbarkeit hangt dabei natiirlich
wesentlich vom Grad der Gleichung ab, das ist der maximale Index n mit
a, # 0. Bei n =1 liegt eine lineare Gleichung

ar+ag =0

vor mit der eindeutigen Losung # = —&%. Dies kann man bilden, da nach
Voraussetzung a; # 0 ist und da die Koeffizienten aus C sind, also aus einem
Korper, wo man uneingeschrénkt durch von 0 verschiedene Zahlen dividieren
kann. Bei n = 2 liegt eine quadratische Gleichung vor, also

asx® + a1x +ag =0

mit ay # 0. Hier fithrt man zunéchst eine Normierung durch, was man bei je-
dem Grad machen kann. Das bedeutet, dass man durch den Leitkoeffizienten
a, dividiert, um diesen zu 1 zu normieren. Dabei dndern sich die Losun-
gen der Gleichung offenbar nicht. Im quadratischen Fall gelangt man so zur
dquivalenten Gleichung

224+ bx+b=0.

Diese Gleichung fithrt man durch quadratisches Erginzen auf eine reine Glei-
chung zuriick. Man macht den Ansatz y = = + %1 und schreibt dann die
Gleichung als

b b
($+§1)2+bo—(51)2:0
bzw. als
y2 +co=0

mit cg = by — (%1)2 Dieser Koeffizient ¢y gehort wieder zum Korper. Wenn

y; eine Losung dieser Gleichung ist, so ist 77 = y; — %1 eine Losung der
quadratischen Ausgangsgleichung. Die neu gewonnene dquivalente Gleichung

ist eine sogenannte reine Gleichung, d.h. eine Gleichung der Form
y'=d.

Um eine solche reine Gleichung losen zu kénnen muss man ,,die* n-te Wurzel
aus d ziehen konnen. Die Schwierigkeit dieser Aufgabe und die Anzahl der
Losungen héngt von der Arithmetik des Korpers ab und ist nicht trivial.
Dennoch ist es eine wesentliche Reduktion, wenn man, wie im quadratischen
Fall, die Losung einer polynomialen Gleichung auf die Losung einer (oder
mehrerer) reinen Gleichungen zuriickfithren kann.



1.2. Kubische Gleichungen.

Wir betrachten nun eine normierte kubische Gleichung
2+ asx® + a1z + ag =0,

wobei die Koeffizienten aus C seien. Mit einem Ergénzungstrick konnen wir
den quadratischen Koeffizienten a, eliminieren. Wir machen den Ansatz y =
r + % und schreiben die Gleichung als

a a a a a a
(4 2 4 (0 =32+ ) (0 - 322 () +ay =0
bzw. als
v +py+q=0

mit den neuen Koeffizienten

)

a
p=a1—3(3 =

>und ¢ = —(a; — 3( 3 )2)3 — (3)3+a0.

Losungen dieser vereinfachten Gleichung fithren direkt zu Losungen der Aus-
gangsgleichung.

Gerolamo Cardano (1501-1576)

Die vereinfachte Gleichung kann man {iber die folgende Formel von Cardano
16sen. Wir brauchen dafiir ein Lemma iiber dritte Einheitswurzeln von C, das
sind komplexe Zahlen n mit n® = 1, also die Losungen der reinen kubischen
Gleichung 2® = 1.

Lemma 1.1. Es gelten folgende Aussagen.

(1) Die dritten Einheitswurzeln in C sind 1, € = —1 + ‘/751 und n =

_1_ 3y

2 T 2 -
(2) Esist €2 =n und n* = ¢.
(3) Esist 1 +e+€e2=0.

(4) Es ist e + € = —1.

Beweis. Siehe Aufgabe 1.1. O
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Satz 1.2. Es sei
2’ +pr+q=0
mit p,q € C eine kubische Gleichung. Wir setzen D = —4p® —27¢>. Fs seien

1 1 1 1
U= \/5(—q+ §v—3D) und v = \/5(—q— 5\/—3D),
p

wobei diese dritten Wurzeln so gewdhlt seien, dass uv = —% ist. Dann sind
(mit der dritten Einheitswurzel e = —% + 2v/3i) die Elemente

u+ v, eu+ v und 2u + ev

die Lésungen dieser kubischen Gleichung.

Beweis. Wir zeigen zuerst, dass die dritten Wurzeln « und v so gewéhlt
werden konnen, dass ihr Produkt gleich —%p ist. Fiir eine irgendwie gewéhlte

Quadratwurzel +/—3D und irgendwie gewéhlte dritte Wurzeln v und v ist

w = ﬁqtgil(—w))

wobei 1 eine dritte Einheitswurzel ist. Ersetzt man nun v durch n?v, so ist
das Produkt gleich —Z£.

Wir berechen nun
(x—u—v)(z —eu— ) (z — u — ev)
und miissen zeigen, dass dies gleich 22 4 px + ¢ ist. Die angegebenen Elemente

sind offenbar die Nullstellen dieses faktorisierten Polynoms. Es ist

(x —u—v)(z —eu—e®)(z — u — ev)

= 2°— (u+v+eu+ v+ u+ ev)a’

+((u 4 v)(eu + €20) + (u+ v)(Eu + ev) + (eu + €2v)(2u + ev))z

—(u+v)(eu + ) (€u + ev).
Der quadratische Koeffizient ist (unter Verwendung von Lemma 1.1)

u(l+e+e?) +v(l+e+e) = 0.
Der lineare Koeffizient ist
(u+v)(eu + €20) + (u + v)(Eu + ev) + (eu + €v)(*u + ev)
= e+l + D)+ EFetr ) tuwle+rE+EFet e+
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_ _pP.
- Ly
= p.
Der konstante Koeflizient ist
—(u+v)(eu+ Ev)(Eu+ev) = —ud —uwPv(l+e+e) —u(l+e+€) —
B _lfg -V 1 1 1
= —3(~a+ 3V3D) ~ 5(~q— 5V3D)

g

Beispiel 1.3. Wir betrachten die kubische Gleichung
? +2r—1=0

und wenden darauf Satz 1.2 an. Es ist demnach p = 2, ¢ = —1, D = —59
und somit v = {/3(14 $V177) und v = {/3(1 — 5v/177). Dabei wihlen
wir jeweils die reellen dritten Wurzeln, was automatisch die reelle Bedin-
gung uv = —% sicherstellt. Somit ist u + v eine reelle Losung der Gleichung.
Man sieht, dass diese Losung aus Losungen von rein-quadratischen und rein-
kubischen Gleichungen mittels arithmetischer Ausdriicke zusammengesetzt
ist, dariiber hinaus aber keine einfache Gestalt besitzt. Den numerischen
Wert dieser Losung kann man beliebig genau durch beliebig genaue Berech-
nungen der Losungen der reinen Gleichungen ausrechnen, doch kénnte man
genauso gut direkt (mit dem Halbierungsverfahren oder Ahnlichem) die Null-
stelle numerisch berechnen.

Fiir den Fall eines Polynoms vom Grad 4 gibt es ebenfalls eine Losungsformel.
Eine Hauptmotivation zur Entwicklung der Kérper- und Galoistheorie war
die Fragestellung, ob es fiir Polynome vom Grad > 5 ebenfalls Formeln gibt,
mit denen man die Nullstellen als arithmetische Ausdriicke in Lésungen zu
reinen Gleichungen ausdriicken kann. Eines der Hauptergebnisse, das wir
nach einigen Vorbereitungen beweisen werden, ist, dass es eine solche Formel
nicht geben kann.

1.3. Der Fundamentalsatz der Algebra.

Sei ein Polynom F € K[X], wobei K einen Korper bezeichnet, bzw. die
zugehorige Nullstellengleichung F'(x) = 0 gegeben. In K selbst muss F keine
Nullstellen besitzen. Ist es iiberhaupt klar, dass F' in irgend einem Korper
Nullstellen besitzt? Oben gehorten alle Koeffizienten von F' zum Korper C
der komplexen Zahlen. Dies garantiert, dass es Losungen zu der polynomialen
Gleichung gibt. Diese Eigenschaft der komplexen Zahlen beruht auf dem
Fundamentalsatz der Algebra, der in Mathematik I bewiesen wurde und an
den wir hier erinnern wollen.

Satz 1.4. Jedes nichtkonstante Polynom P € C[X] dber den komplexen
Zahlen besitzt eine Nullstelle.
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Beweis. Siehe den Beweis zu Satz 30.8 der Vorlesung Mathematik I. U

Bis jetzt kennen wir noch keinen anderen Korper mit dieser Eigenschaft,
dennoch halten wir hier schonmal folgende Definition fest.

Definition 1.5. Ein Korper K heifit algebraisch abgeschlossen, wenn jedes
nicht-konstante Polynom F' € K[X] eine Nullstelle in K besitzt.

Mit diesem Begriff kann man den Fundamentalsatz der Algebra so aus-
driicken, dass C algebraisch abgeschlossen ist.

Wenn man zu einem Polynom F' eine Nullstelle a gefunden hat, so kann
man nach Lemma Anhang 1.4 F = (X — a)F schreiben. Zu jedem Polynom
F € C[X] vom Grad n gibt es daher eine Produktdarstellung

F=(X-o)(X—az) (X —a)

mit eindeutig komplexen Zahlen «q, ..., a,. Diese zu finden ist aber schwie-
rig, selbst wenn die Koeffizienten von F' harmlos sind (z.B. bei F' € Q[X]),
wie schon die Cardanosche Formel fiir den Grad 3 deutlich macht. Diese
»ochwierigkeit”, bei hoherem Grad Nullstellen explizit zu finden, ist ein wich-
tiges Thema dieser Vorlesung.

1.4. Der algebraische Zugang.

Es ist gut zu wissen, dass es zu einem Polynom F' € C[X] Nullstellen in C
gibt und dass es daher eine Zerlegung des Polynoms in Linearfaktoren gibt.
Allerdings muss man, neben der prinzipiellen Schwierigkeit, diese Nullstellen
zu finden, bedenken, dass die komplexen Zahlen C auf den reellen Zahlen
R beruhen, die selbst wiederum mit topologischen Mitteln (durch die Ver-
vollstdndigung) aus den rationalen Zahlen Q konstruiert wurden. Hinter den
komplexen Zahlen steckt also ein enormer technischer Apparat, wihrend ein
einzelnes Polynom eine vollig andere ,, Datenstruktur® aufweist. Ein Polynom

F=a+uX+...+a,X" € C[X]

ist durch seine endlich vielen Koeffizienten ag, ay, ..., a, € C festgelegt, und
seine Nullstellen sind n Zahlen a4, . . ., a;, (die nicht verschieden sein miissen).
Um Bezichungen zwischen den Koeffizienten und den Nullstellen ausdriicken
zu konnen, braucht man gar nicht die gesamten komplexen Zahlen. Es geniigt,
sich auf diejenigen arithmetischen Ausdriicke zu beschrianken, die man aus-
gehend von den Koeffizienten und den Nullstellen konstruieren kann. Wenn
z.B., wie das héufig der Fall sein wird, die Koeffizienten rationale Zahlen
sind, so spielt sich alles innerhalb der polynomialen Ausdriicke iiber QQ in
den Nullstellen «; ab, also Ausdriicken der Form

121 Un
g byal' oy,

Dabei sind die b, rationale Zahlen, und sdmtliche Exponententupel v =
(v1,...,v,) € N sind erlaubt, wobei die Summe aber endlich ist.
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Beispiel 1.6. Wir betrachten das Polynom X? + 1, dessen Koeffizienten zu
Q gehoren und das in Q (und auch in R) keine Nullstelle besitzt. In den
komplexen Zahlen besitzt es die beiden Nullstellen ¢ und —i, so dass in C[X]
die Faktorzerlegung
X?+1 = (X—i)(X +1)

vorliegt. Um dies hinschreiben zu koénnen, braucht man aber nicht die ge-
samten komplexen Zahlen, sondern lediglich das Element i. Wir betrachten
die Menge

Qi = Q1+ Qi = {a + bi]a,b € Q},
also einen zweidimensionalen QQ-Vektorraum mit den Basiselementen 1 und
i, wobei zusitzlich noch eine Multiplikation durch die Bedingung 2 = —1
festgelegt wird. Dies ist die gleiche Konstruktion, mit der man aus R die
komplexen Zahlen gewinnt, nur dass man hier von den rationalen Zahlen
ausgeht. Es lasst sich leicht zeigen, dass das konstruierte Objekt Q[i] ein
Korper ist. Fiir ein von 0 verschiedenes Element a + bt ist

a b .
2+ @b
das inverse Element, und dies gehort offenbar wieder zu Q[i|. Die Zerlegung
X?4+1= (X —1i)(X +1) gilt ebenfalls in Q[][X], und durch die Zuordnung
a+bi — a—0bi gibt es auch eine Konjugation, die vollig analoge Eigenschaften
hat wie die komplexe Konjugation in C.

Beispiel 1.7. Wir betrachten das Polynom X? — 3, dessen Koeffizienten zu
Q gehoren. In den reellen Zahlen R besitzt dieses Polynom die Nullstelle! v/3,
die irrational ist. Uber R hat man die Zerlegung X2 —3 = (X —v/3)(X ++/3).
Um dies auszudriicken, braucht man aber nicht die gesamten reellen Zahlen,
sondern lediglich v/3, das man einfach als ein Symbol auffassen kann mit der
Eigenschaft, dass sein Quadrat gleich 3 sein soll. Eine ,, Verortung“ innerhalb
der reellen Zahlen ist dazu nicht nétig. Préziser formuliert betrachtet man

L=Q1+Qu={a+bula,be Q},

also einen zweidimensionalen QQ-Vektorraum mit den Basiselementen 1 und
u, wobei eine Multiplikation durch die Bedingung u? = 3 (und distributive
Fortsetzung) festgelegt wird. Das Element u ist hier lediglich ein Symbol, fiir
das man hiufig wegen der intendierten Eigenschaft auch v/3 schreibt (man
schreibt auch L = Q[v/3]). In L gilt die Zerlegung X% —3 = (X — u)(X +u),
und wegen
a b a? — 3b?
(a+bu)(a2—3b2 a2—3b2u) Coa?—3p2 L

handelt es sich um einen Korper. Dazu muss man sich klar machen, dass
bei a + bu # 0 mit rationalen Zahlen a,b € Q, die nicht beide 0 sind, auch
a® — 3b% # 0 ist, was dquivalent zur Irrationalitit von /3 ist. Es sind also

IDie Existenz der Nullstelle beruht auf dem Zwischenwertsatz, wobei sich die Existenz
von v/3 auch direkt aus der Vollstdndigkeit von R ergibt.
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wesentliche Eigenschaften des Polynoms X? — 3, die iiber R sichtbar wer-
den, bereits iiber L sichtbar. Es gibt aber auch Unterschiede, bspw. sind
bei dieser algebraischen Konstruktion von L die beiden Elemente v und —u
vollkommen gleichberechtigt, wéhrend innerhalb der reellen Zahlen die eine
Quadratwurzel positiv und die andere negativ ist. Diese Gleichberechtigung
zeigt sich auch darin, dass durch

L — L, a+ buv+— a— bu,

eine ,,Konjugation“ definiert wird, die es innerhalb der reellen Zahlen nicht
gibt.

2. VORLESUNG

2.1. Korpererweiterungen.

In der letzten Vorlesung haben wir gesehen, dass es sinnvoll sein kann, das
Studium der Nullstellen eines Polynoms F' € Q[X] nicht in C, sondern in
einem kleineren Korper, der Q umfasst, durchzufithren. Wir stellen dazu die
notige Terminologie zusammen.

Definition 2.1. Es sei K ein Korper. Ein Unterring M C K, der zugleich
ein Korper ist, heiflt Unterkorper von K.

Wenn ein Unterring R C K in einem Korper vorliegt, so muss man nur noch
schauen, ob R mit jedem von null verschiedenen Element z auch das Inver-
se 7! (das in K existiert) enthélt. Bei einem Unterring R C S, wobei R
ein Korper ist, aber S nicht, spricht man nicht von einem Unterkorper. Die
Situation, wo ein Korper in einem anderen Korper liegt, wird als Korperer-
weiterung bezeichnet.

Definition 2.2. Sei L ein Kérper und K C L ein Unterkorper von L. Dann
heifit L ein Erweiterungskorper (oder Oberkiorper) von K und die Inklusion
K C L heifit eine Korpererweiterung.
Fiir eine Korpererweiterung gilt stets folgende wichtige Beobachtung.
Lemma 2.3. Sei K C L eine Korpererweiterung. Dann ist L in natirlicher
Weise ein K-Vektorraum.
Beweis. Die Skalarmultiplikation

KxL— L, (\z)+— Az,

wird einfach durch die Multiplikation in L gegeben. Die Vektorraumaxiome
folgen dann direkt aus den Ringaxiomen. g

Definition 2.4. Eine Korpererweiterung K C L heifit endlich, wenn L ein
endlich-dimensionaler Vektorraum iiber K ist.
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Definition 2.5. Sei K C L eine endliche Korpererweiterung. Dann nennt
man die K-(Vektorraum-)Dimension von L den Grad der Kérpererweiterung.

Der Grad einer endlichen Korpererweiterung K C L wird mit
grady L

bezeichnet. Dass man hier von Grad spricht und nicht einfach von Dimension
hat seinen Grund darin, dass dieser Grad mit dem Grad von gewissen Poly-
nomen zusammenhéngt, worauf wir ausfiihrlich zu sprechen kommen werden.
Da bei einer Korpererweiterung K C L sofort eine K-Vektorraumstruktur
auf L zur Verfiigung steht, ist es naheliegend, fiir das Studium der Korperer-
weiterungen die lineare Algebra einzusetzen. Dies ist besonders bei endlichen
Korpererweiterungen ein schlagkréftiges Mittel. Durch diesen Apparat wird
unter Anderem die additive Struktur auf L einfach beschreibbar, und man
kann sich ganz auf die Multiplikation konzentrieren. Aber auch fiir diese ist
die Vektorraumstruktur reich an Konsequenzen. Um ein typisches Beispiel
fiir die lineare Argumentationsweise zu geben, betrachten wir eine endliche
Korpererweiterung K C L und ein beliebiges Element x € L. Die Potenzen
von z, also

2 =12t =x,2% 23, ...

bilden eine unendliche Familie (auch wenn es unter den Potenzen Wiederho-
lungen geben kann). Da diese Potenzen alle zu L gehoren und L ein endlich-
dimensionaler K-Vektorraum ist, kann diese unendliche Familie nicht linear
unabhéngig sein, sondern es muss eine Beziehung der Form

ap + a1z 4+ ax® + ...+ ax” =0

geben, bei der nicht alle Koeffizienten a; € K gleich 0 sind. Diese Beobach-
tung fithrt zu den Begriffen algebraisches Element und Minimalpolynom.

Die einzige Korpererweiterung vom Grad 1 ist die Identitit K C K. Die
Korpererweiterungen vom Grad zwei sind aber schon eine umfangreiche Bei-
spielklasse und bekommen einen eigenen Namen. Zu ihnen gehoren die beiden
letzten Beispiele der ersten Vorlesung.

Definition 2.6. Eine endliche Korpererweiterung K C L vom Grad zwei
heifit eine quadratische Korpererweiterung.

Lemma 2.7. Es sei K ein Korper mit einer Charakteristik # 2* und es sei

K C L eine quadratische Korpererweiterung. Dann gibt es ein x € L mit
2
x° e K.

Beweis. Siehe Aufgabe 2.4. O

Diese Bedingung bedeutet, dass 0 # 2 = 1+1 ist. Wir werden die Charakteristik eines
Korpers bald einfiihren.
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2.2. Die Gradformel.

Héufig studiert man Korpererweiterungen K C M dadurch, dass man Zwi-
schenkorper L, K C L C M, betrachtet, und die beiden einzelnen (hiufig ein-
facheren) Korpererweiterungen K C L und L C M untersucht. Man spricht
von einem Korperturm oder einer Korperkette. In dieser Situation gilt die
folgende wichtige Gradformel.

Satz 2.8. Seien K C L und L C M endliche Kiorperweiterungen. Dann ist
auch K C M eine endliche Kdorpererweiterung und es gilt

grad, M = grady L - grad; M .

Beweis. Wir setzen grad, L = n und grad; M = m. Es sei zy,...,2, € L
eine K-Basis von L und y1, ..., 4, € M eine L-Basis von M. Wir behaupten,
dass die Produkte

zy;, 1 <i<n1<j<m,
eine K-Basis von M bilden. Wir zeigen zuerst, dass diese Produkte den
Vektorraum M iiber K aufspannen. Sei dazu z € M. Wir schreiben

2 =byyr + ... + byy, mit Koeffizienten b; € L.

Wir kénnen jedes b; als b; = ay;z1 + ... + ap;x, mit Koeffizienten a;; € K
ausdriicken. Das ergibt

z = by +... +bnYm
= (anx1+ ...+ anz)yr + ...+ (amT1 + - -+ CGunn)Ym
= Z Qi T3Y;j.
1<i<n, 1<j<m
Daher ist z eine K-Linearkombination der Produkte z;y;. Um zu zeigen, dass
diese Produkte linear unabhéngig sind, sei

0 = Z Cijmiyj

1<i<n, 1<j<m

angenommen mit ¢;; € K. Wir schreiben dies als 0 = > "% | (3L, cijzi)y;-
Da die y; linear unabhéingig tiber L sind und die Koeffizienten der y; zu L
gehoren, folgt, dass > | ¢;;z; = 0 ist fiir jedes j. Da die x; linear unabhéngig

tiber K sind und ¢;; € K ist, folgt, dass ¢;; = 0 ist fiir alle 7, j. U

2.3. Reine Gleichungen.

Die Losungsformel von Cardano fiir ein kubisches Polynom zeigt, dass man
die Nullstellen eines solchen Polynoms durch arithmetisch verschachtelte rei-
ne (zweite und dritte) Wurzeln ausdriicken kann. Solche reinen Wurzeln sind
Nullstellen von sogenannten reinen Polynomen, also von Polynomen der Form

X" —a,

wobei a € K ist und die Nullstelle in einem geeigneten Erweiterungskorper L
von K liegen soll. Verglichen mit beliebigen Polynomen gelten solche reinen



17

Polynome als vergleichsweise einfach, insbesondere wenn man an ein reelles
positives a und seine reelle positive Wurzel {/a denkt (und bei geradem n
noch die zweite reelle Losung — {/a beriicksichtigt). Allerdings zerfillt das
Polynom X" — a iiber C in n Linearfaktoren, so dass bei n > 3 im Reellen
nicht alle komplexen Lsungen sichtbar sind. Ein extremes Beispiel ist dabei
das Polynom

X"—1

bzw. die Gleichung X™ = 1. Dies fiihrt zu den sogenannten Einheitswurzeln.

2.4. Einheitswurzeln.

Definition 2.9. Es sei K ein Korper und n € N,.. Dann heiflen die Nullstel-
len des Polynoms
X"—1

in K die n-ten Einheitswurzeln in K.

Die 1 ist fiir jedes n eine n-te Einheitswurzel, und die —1 ist fiir jedes gerade
n eine n-te Einheitswurzel. Es gibt maximal n n-te Einheitswurzel, da das
Polynom X™ — 1 maximal n Nullstellen besitzt. Die Einheitswurzeln bilden
eine endliche Untergruppe (mit 2™ = 1 und y" = 1 ist auch (zy)” = 1, usw.)
der Einheitengruppe K* = K \ {0} des Korpers.

Im Reellen gibt es nur die Einheitswurzeln 1 oder 1 und —1, je nachdem,
ob n gerade oder ungerade ist. Die komplexen Einheitswurzeln lassen sich
einfach beschreiben und besitzen eine einfache geometrische Interpretation.

Lemma 2.10. Sei n € N,. Die Nullstellen des Polynoms X" — 1 tiber C
sind L "
‘ 2 2
2mik/n :(:OSL—i—isinL,k; =0,1,....,n—1.
n n

In C[X] gilt die Faktorisierung
X" _ 1= (X . 1)<X . eZﬂ'i/n). . (X . e27ri(n71)/n)

e

Beweis. Der Beweis verwendet einige Grundtatsachen iiber die komplere Ez-
ponentialfunktion. Es ist

(627rik/n)n — 627rik _ (627ri)k — 1k - 1.
Die angegebenen komplexen Zahlen sind also wirklich Nullstellen des Poly-

noms X" — 1. Diese Nullstellen sind alle untereinander verschieden, da aus
627rik:/n _ eQﬂiﬁ/n

mit 0 < k£ < ¢ < n—1 sofort durch betrachten des Quotienten e2mit=k)/n — 1
folgt, und daraus ¢ — k = 0. Es gibt also n explizit angegebene Nullstel-
len und daher miissen dies alle Nullstellen des Polynoms sein. Die explizite
Beschreibung in Koordinaten folgt aus der eulerschen Formel. U
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R
Wi=w3;

Korollar 2.11. Es sei K ein Korper. Dann gilt in K[X] die Beziehung
X'—1=(X-1)-(X"'"+X"?+ ...+ X +1).
Fiir jede n-te Einheitswurzel ¢ # 1 gilt
TP 4+ =0

Beweis. Die erste Aussage ergibt sich durch Ausmultiplizieren der rechten
Seite. Zum Beweis des Zusatzes sei eine n-te Einheitswurzel ¢ # 1 gegeben.
Nach Definition ist (" — 1 = 0. Wegen ¢ # 1 muss also das rechte Polynom
zu 0 werden, wenn man darin ( einsetzt. O

Zu jedem n € N gibt es einen kleinsten Unterkorper von C, der alle n-ten
Einheitswurzeln enthélt, der sogenannte n-te Kreisteilungskdrper. Wir wer-
den bald sehen, dass der Kreisteilungskorper eine endliche Erweiterung von
Q ist, und dass sein Grad maximal gleich n—1 ist. Genauere Gradberechnun-
gen und weitere Strukturuntersuchungen dieser Kérpererweiterungen werden
im Laufe des Kurses noch folgen.

Mit den Einheitswurzeln lassen sich wiederum die Losungen zu beliebigen
reinen Gleichungen charakterisieren, insbesondere, wenn eine bekannt ist,
wie das bei X" = a mit a € R der Fall ist.

Lemma 2.12. Es sei K ein Korper, a € K undn € N. Dann gelten folgende
Aussagen.

(1) Wenn by,by € K zwei Liosungen der Gleichung X™ = a sind und
by # 0, so ist ihr Quotient by /by eine n-te Finheitswurzel.

(2) Wenn b € K eine Lisung der Gleichung X™ = a und  eine n-te
FEinheitswurzel ist, so ist auch (b eine Losung der Gleichung X" = a.

Beweis. Siehe Aufgabe 2.9. O
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3. VORLESUNG

Es sei K C L eine endliche Korpererweiterung und « € L ein Element.
Dann sind die Potenzen z°, i € N, linear abhingig, und das bedeutet, dass
es Koeffizienten a; € K mit a,, # 0 gibt mit ag + a2 + asa®+ ...+ a,a™ = 0.
Mit diesen Koeffizienten kénnen wir das (von 0 verschiedene) Polynom

P=ay+aX +aX*+.. . +a,X" € K[X]

bilden. Wenn man in dieses Polynom z einsetzt, d.h. iiberall die Variable
X durch x ersetzt, so ergibt sich 0. Das Ergebnis dieses Einsetzens bezeich-
net man mit P(z), es ist also P(x) = 0. Man sagt, dass P das Element x
annuliert. Wir betrachten die Menge

I ={P e K[X]|P(z) =0} C K[X],

also die Menge aller Polynome, die bei Einsetzung von x zu 0 werden.® Es
ergeben sich dabei folgende Fragen.

(1) Welche Struktur besitzt 17

(2) Gibt es unter den Elementen P € I besonders einfache Polynome,
mit denen man I einfach beschreiben kann?

(3) Kann man mit [ Eigenschaften von = € L beschreiben?

Zu all diesen Fragen gibt es iiberzeugende Antworten. Zur ersten Fra-
ge konnen wir folgende Beobachtung machen: Das Nullpolynom gehort zu
I. Wenn zwei Polynome P;, P, zu I gehoren, so gehort auch ihre Sum-
me zu I, es ist ja (P + P)(z) = Pi(z) + P(z) = 0+0 = 0. Fiir
P € I und ein beliebiges Polynom F' € K[X] ist auch F'P € I, wegen
(FP)(x) = F(z)-P(x) = F(z)-0 = 0.

3.1. Ideale.

Die soeben formulierten Eigenschaften der Menge von annulierenden Poly-
nomen fithrt zur folgenden Definition.

Definition 3.1. Eine nichtleere Teilmenge a eines kommutativen Ringes R
heifit Ideal, wenn die beiden folgenden Bedingungen erfiillt sind:

(1) Fiir alle a,b € aist auch a + b € a.
(2) Fiir alle a € a und r € R ist auch ra € a.

Ein Ideal ist eine Untergruppe der additiven Gruppe von R, die zusétzlich
die zweite oben angefiihrte Eigenschaft erfiillt. Die einfachsten Ideale sind
das Nullideal 0 und das Einheitsideal R.

3In der letzten Vorlesung haben wir gesehen, dass eine Einheitswurzel ¢ nach Definition
von X" — 1 annuliert wird, bei ¢ # 1 aber auch von X"~! 4+ ... + X! + 1. Gibt es
noch weitere annulierende Polynome? Gibt es noch weitere annulierende Polynome von
kleinerem Grad?
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Fiir den Ring der ganzen Zahlen Z sind Untergruppen und Ideale identische
Begriffe. Dies folgt einerseits aus der Gestalt H = Zd fiir jede Untergruppe
von Z (die ihrerseits aus der Division mit Rest) aber ebenso direkt aus der
Tatsache, dass fiir k € H und beliebiges r € Ngilt rk =k +k+ ...+ k (r-
mal) und entsprechend fiir negatives r. Die Skalarmultiplikation mit einem
beliebigen Ringelement lésst sich also bei Z auf die Addition zuriickfiihren.

Definition 3.2. Ein Ideal a in einem kommutativen Ring R der Form
a = (a) = Ra = {ra: re R}
heift Hauptideal.

Definition 3.3. Zu einer Familie von Elementen a; € R, j € J, in einem
kommutativen Ring R bezeichnet (a; : j € J) das von den a; erzeugte Ideal.
Es besteht aus allen (endlichen) Linearkombinationen

E Tidj

J€Jo

wobei Jy C J eine endliche Teilmenge und r; € R ist.

Es handelt sich dabei um das kleinste Ideal in R, das alle a;, j € J, enthilt.
Dass ein solches Ideal existiert ist auch deshalb klar, weil der Durchschnitt
von einer beliebigen Familie von Idealen wieder ein Ideal ist. Ein Hauptideal
ist demnach ein Ideal, das von einem Element erzeugt wird.

3.2. Einige ringtheoretische Konzepte.

In einem Korper folgt aus xy = 0, dass ein Faktor 0 sein muss. Diese Eigen-
schaft gilt nicht fiir beliebige Ringe. Ein Element f € R in einem kommu-
tativen Ring heifit Nichtnullteiler, wenn aus fg = 0 stets g = 0 folgt. Man
nennt einen Ring nullteilerfrei, wenn 0 der einzige Nullteiler ist.

Definition 3.4. Ein kommutativer, nullteilerfreier, von null verschiedener
Ring heifit Integritdtsbereich.

Der Ring Z der ganzen Zahlen und die Polynomringe K[X] {iber einem
Korper K sind Integritatsbereiche. Das sind fiir uns die wichtigsten Beispiele.

Definition 3.5. Ein Element u in einem kommutativen Ring R heift Finhet,
wenn es ein Element v € R mit uv = 1 gibt.

Definition 3.6. Sei R ein kommutativer Ring, und a, b Elemente in R. Man
sagt, dass a das Element b teilt (oder dass b von a geteilt wird, oder dass b
ein Vielfaches von a ist), wenn es ein ¢ € R gibt derart, dass b = ¢ - a ist.
Man schreibt dafiir auch alb.

Definition 3.7. Sei R ein kommutativer Ring. Man sagt, dass zwei Elemente
a,b € R teilerfremd sind, wenn jedes Element ¢ € R, das sowohl a als auch
b teilt, eine Einheit ist.
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Definition 3.8. Eine Nichteinheit p in einem kommutativen Ring heif3t irre-
duzibel (oder unzerlegbar), wenn eine Faktorisierung p = ab nur dann méoglich
ist, wenn einer der Faktoren eine Einheit ist.

Diese Begriffsbildung orientiert sich offenbar an den Primzahlen. Dagegen
taucht das Wort ,,prim“ in der folgenden Definition auf.

Definition 3.9. Eine Nichteinheit p # 0 in einem kommutativen Ring R
heifit prim (oder ein Primelement), wenn folgendes gilt: Teilt p ein Produkt
ab mit a,b € R, so teilt es einen der Faktoren.

Eine Einheit ist also nach Definition nie ein Primelement. Dies ist eine Ver-
allgemeinerung des Standpunktes, dass 1 keine Primzahl ist. Dabei ist die
1 nicht deshalb keine Primzahl, weil sie ,,zu schlecht® ist, sondern weil sie
szu gut® ist. Fiir die ganzen Zahlen und fiir viele weitere Ringe fallen die
beiden Begriffe prim und irreduzibel zusammen. Im Allgemeinen ist irredu-
zibel einfacher nachzuweisen, und prim ist der stédrkere Begriff, jedenfalls fiir
Integritédtsbereiche.

Lemma 3.10. In einem Integrititsbereich ist ein Primelement stets irredu-
zibel.

Beweis. Angenommen, wir haben eine Zerlegung p = ab. Wegen der Primei-
genschaft teilt p einen Faktor, sagen wir a = ps. Dann ist p = psb bzw.
p(1—sb) = 0. Da p kein Nullteiler ist, folgt 1 = sb, so dass also b eine Einheit
ist. U

3.3. Irreduzible Polynome.

Beispiel 3.11. Ein nichtkonstantes Polynom P = ag + a; X + as X2 + ... +
a, X" € K[X], wobei K einen Korper bezeichne, ist genau dann irreduzibel,
wenn es keine Produktdarstellung

P=QR
gibt, die die Gradbedingung
0 < deg(Q) < deg(P)
erfiillt.

Die irreduziblen Polynome sind gerade die irreduziblen Elemente im Poly-
nomring K[X] im Sinne der obigen allgemeinen ringtheoretischen Definition.
Nach der weiter unten zu beweisenden Aussage kénnte man auch von Prim-
elementen bzw. Primpolynomen sprechen. Eine weitere wichtige Charakteri-
sierung ist die Restklassencharakterisierung, die wir in der siebten Vorlesung
kennenlernen werden.
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Beispiel 3.12. Die Irreduzibilitit eines Polynoms héngt wesentlich vom
Grundkérper ab. Zum Beispiel ist das reelle Polynom X% + 1 € R[X] ir-
reduzibel, dagegen zerfillt es als Polynom in C[X] als

X2 4+1=(X+i)(X —1).

Ebenso ist das Polynom X? — 5 € Q[X] irreduzibel, aber iiber R hat es die
Zerlegung

X?—5=(X -V5)(X +V5).
Ubrigens kann die Zerlegung iiber einem gréferen Kérper manchmal dazu

benutzt werden um zu zeigen, dass ein Polynom iiber dem gegebenen Koérper
irreduzibel ist.

Die Existenz der Faktorzerlegung in der folgenden Aussage folgt unmittel-
bar aus der Definition von irreduzibel, fiir die Eindeutigkeit muss man aber
wissen, dass in einem Polynomring die irreduziblen Polynome auch Primpo-
lynome sind (siehe unten).

Satz 3.13. Es sei K ein Korper und sei F' € K[X] ein von 0 verschiedenes
Polynom. Dann gibt es eine (bis auf die Reihenfolge der Faktoren) eindeutige
Produktdarstellung

F=aF,---F,

mit a € K* und irreduziblen normierten Polynomen F;, i =1,...,r.

Beweis. Siehe Aufgabe 3.8. g

3.4. Hauptidealbereiche.

Definition 3.14. Ein Integritdtsbereich, in dem jedes Ideal ein Hauptideal
ist, heiit Hauptidealbereich.

Satz 3.15. Ein Polynomring tiber einem Korper ist ein Hauptidealbereich.

Beweis. Sei I ein von null verschiedenes Ideal in K[X]. Betrachte die nicht-
leere Menge
{grad (P)|P €I, P #0}.
Diese Menge hat ein Minimum m € N, das von einem Element F' € I,
F # 0, herriihrt, sagen wir m = grad (F'). Wir behaupten, dass [ = (F') ist.
Sei hierzu P € [ gegeben. Aufgrund von Satz Anhang 1.3 gilt
P =FQ@Q+ R mit grad (R) < grad (F') oder R =0.

Wegen R € I und der Minimalitdt von grad (F') kann der erste Fall nicht
eintreten. Also ist R = 0 und P ist ein Vielfaches von F'. 4

In der eingangs besprochenen Situation eines Elements x € L einer Kérperer-
weiterung K C L und des zugehorigen Annullationsideals

[ ={P € K[X]| P(z) = 0}
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bedeutet dieser Satz, dass es ein Polynom geben muss, dass dieses Ideal
erzeugt. Dieses Polynom besitzt unter siémtlichen annullierenden Polynomen
# 0 minimalen Grad, und man kann es als normiert ansetzen, wodurch es
eindeutig festgelegt wird. Man spricht vom Minimalpolynom zu x.

Mit einem dhnlichen Argument wie im Beweis der letzten Aussage verwendet
kann man zeigen, dass Z ebenfalls ein Hauptidealbereich ist. Die folgenden
Aussagen gelten also auch fiir Z.

Die beiden folgenden Aussagen nennt man Lemma von Bezout bzw. Lemma
von Fuklid.

Lemma 3.16. Sei R ein Hauptidealbereich und seien a,b € R zwei teiler-
fremde Elemente. Dann kann man die 1 als Linearkombination von a und b
darstellen, d.h. es gibt Elemente r,s € R mit ra + sb = 1.

Beweis. Wir betrachten das von a und b erzeugte Ideal I = (a,b). Da R ein
Hauptidealbereich ist, gibt es ein ¢ € R mit (a,b) = (c¢). Daher ist ¢ ein
Teiler von a und von b. Die Teilerfremdheit impliziert, dass ¢ eine Einheit
ist. Wegen ¢ € (a,b) gibt es eine Darstellung ¢ = ua + vb. Multiplikation mit
¢! ergibt die Darstellung der 1. O

Lemma 3.17. Sei R ein Hauptidealbereich und a,b,c € R. Es seien a und
b teilerfremd und a teile das Produkt bc. Dann teilt a den Faktor c.

Beweis. Da a und b teilerfremd sind, gibt es nach dem Lemma von Bezout
Elemente r, s € R mit ra + sb = 1. Die Voraussetzung, dass a das Produkt
be teilt, schreiben wir als bc = da. Damit gilt

¢ =cl = c(ra+ sb) = cra+csb = a(er + ds),
was zeigt, dass ¢ ein Vielfaches von a ist. U

Korollar 3.18. Sei R ein Hauptidealbereich. Dann ist ein Element genau
dann prim, wenn es irreduzibel ist.

Beweis. Ein Primelement in einem Integritétsbereich ist nach Lemma 3.10
stets irreduzibel. Sei also umgekehrt p irreduzibel, und nehmen wir an, dass p
das Produkt ab teilt, sagen wir pc = ab. Nehmen wir an, dass a kein Vielfaches
von p ist. Dann sind aber a und p teilerfremd, da eine echte Inklusionskette
(p) C (p,a) = (d) C R der Irreduzibilitét von p widerspricht. Damit teilt p
nach dem Lemma von Euklid den anderen Faktor b. O

4. VORLESUNG

In dieser und der néchsten Vorlesung werden wir uns mit Gruppentheorie,
insbesondere mit Restklassenbildung, beschéftigen. Zum einen ist die Rest-
klassenbildung fiir uns wichtig, um zu einem Ideal I C K[X] den Restklas-
senring K[X]/I zu konstruieren. Diese Konstuktion ist entscheidend, um
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die dritte zu Beginn der letzten Vorlesung gestellte Frage beantworten zu
konnen. Zum andern treten Gruppen als Galoisgruppen von Korpererweite-
rungen auf, und die Korrespondenz zwischen Untergruppen der Galoisgruppe
und Zwischenkorpern ist der Hauptgegenstand der Galoistheorie. Um unser
hauptséchliches Interesse, die Korper- und Galoistheorie, nicht zu lange aus
dem Blick zu verlieren, werden wir uns hier bei den ohnehin einfachen Bewei-
sen kurz halten. Ahnliche Argumente sind von der linearen Algebra bekannt.

4.1. Gruppenhomomorphismen.

Definition 4.1. Seien (G, 0, eg) und (H, o, ey) Gruppen. Eine Abbildung
v:G— H
heifit Gruppenhomomorphismus, wenn die Gleichheit

U(gog) = v(g)o(g)
fir alle g, ¢' € G gilt.

Die Menge der Gruppenhomomorphismen von G nach H wird mit
Hom (G, H)

bezeichnet. Aus der linearen Algebra sind vermutlich die linearen Abbildun-
gen zwischen Vektorrdumen bekannt, welche insbesondere Gruppenhomo-
morphismen sind, dariiber hinaus aber auch noch mit der skalaren Multipli-
kation vertréglich sind. Die folgenden beiden Lemmata folgen direkt aus der
Definition.

Lemma 4.2. Es seien G und H Gruppen und ¢ :G — H sei ein Gruppen-
homomorphismus. Dann ist p(eq) = eg und (¢(g))™r = p(gt) fiir jedes
g€qG.

Beweis. Siehe Aufgabe 4.1. O

Lemma 4.3. Es seien F,G, H Gruppen. Dann gelten folgende Eigenschaf-
ten.

(1) Die Identitit id : G — G ist ein Gruppenhomomorphismus.

(2) Sind ¢ : FF — G und ¢ : G — H Gruppenhomomorphismen, so ist
auch die Hintereinanderschaltung i) o : F'— H ein Gruppenhomo-
morphismus.

(3) Ist FF C G eine Untergruppe, so ist die Inklusion F' — G ein Grup-
penhomomorphismus.

(4) Sei{e} die triviale Gruppe. Dann ist die Abbildung {e} — G, die e auf
e schickt, ein Gruppenhomomorphismus. Ebenso ist die (konstante)
Abbildung G — {e} ein Gruppenhomomorphismus.

Beweis. Das ist trivial. O
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Lemma 4.4. Sei G eine Gruppe. Dann entsprechen sich eindeutig Grup-
penelemente g € G und Gruppenhomomorphismen ¢ von Z nach G tber die
Korrespondenz

g— (n+—g") und p — p(1).
Beweis. Siehe Aufgabe 4.2. O

Man kann den Inhalt dieses Lemmas auch kurz durch G = Hom (Z, G) aus-
driicken. Die Gruppenhomomorphismen von einer Gruppe G nach Z sind
schwieriger zu charakterisieren. Die Gruppenhomomorphismen von Z nach
Z sind die Multiplikationen mit einer festen ganzen Zahl a, also

7. — 7., v — ax.

4.2. Gruppenisomorphismen.

Definition 4.5. Seien G und H Gruppen. Einen bijektiven Gruppenhomo-
morphismus

0:G— H

nennt man einen Isomorphismus (oder eine Isomorphie). Die beiden Gruppen
heiflen zsomorph, wenn es einen Isomorphismus zwischen ihnen gibt.

Lemma 4.6. Seien G und H Gruppen und sei
p:G— H
ein Gruppenisomorphismus. Dann ist auch die Umkehrabbildung
o ' H — G, h—s o (h),

ein Gruppenisomorphismus.
Beweis. Siehe Aufgabe 4.3. O

Isomorphe Gruppen sind beziiglich ihrer gruppentheoretischen Eigenschaf-
ten als gleich anzusehen. Isomorphismen einer Gruppe auf sich selbst nennt
man auch Automorphismen. Wichtige Beispiele fiir Automorphismen sind die
sogenannten inneren Automorphismen, siehe die néichste Vorlesung.

4.3. Der Kern eines Gruppenhomomorphismus.

Definition 4.7. Seien G und H Gruppen und sei
p:G—H

ein Gruppenhomomorphismus. Dann nennt man das Urbild des neutralen
Elementes den Kern von ¢, geschrieben

kern p = ¢ ' (en) = {9 € Glp(g) = en}-
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Lemma 4.8. Seien G und H Gruppen und sei
p:G— H

ein Gruppenhomomorphismus. Dann ist der Kern von ¢ eine Untergruppe
von G.

Beweis. Wegen ¢(eq) = ey ist eg € ker . Seien g, ¢’ € ker . Dann ist

©(99") = ¢(9)e(d') = enen = en

und daher ist auch gg’ € ker p. Der Kern ist also ein Untermonoid. Sei nun
g € ker ¢ und betrachte das inverse Element g~—!. Es ist

plg™") = (p(9) " = ey =en,
also auch ¢! € ker . U

Lemma 4.9. Seien G und H Gruppen. Ein Gruppenhomomorphismus ¢ :
G — H st genau dann injektiv, wenn der Kern von ¢ trivial ist.

Beweis. Wenn ¢ injektiv ist, so darf auf jedes Element h € H hochstens
ein Element aus G gehen. Da eg auf ey geschickt wird, darf kein weiteres
Element auf ey gehen, d.h. ker p = {eg}. Sei umgekehrt dies der Fall und
sei angenommen, dass g,g € G beide auf h € H geschickt werden. Dann ist

w(957") = ¢(9)p(9)~ = hh™ =en
und damit ist g§g—! € ker ¢, also gg~! = eq nach Voraussetzung und damit
9=29 O
4.4. Nebenklassen.

Definition 4.10. Sei G eine Gruppe und H C G eine Untergruppe. Wir
setzen x ~y y (und sagen, dass x und y dquivalent sind) wenn 'y € H.

Dies ist in der Tat eine Aquivalenzrelation: Aus z~'z = e € H folgt, dass
diese Relation reflexiv ist. Aus 2~ 'y € H folgt sofort y 'z = (z71y)~' € H
und aus 7'y € H und y~'z € H folgt 7'z € H.
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Definition 4.11. Sei G eine Gruppe und H C G eine Untergruppe. Dann
heiflt zu jedem x € G die Teilmenge

xH = {xh|h € H}

die Linksnebenklasse von x in G bzgl. H. Jede Teilmenge von dieser Form
heifit Linksnebenklasse. Entsprechend heifit eine Menge der Form

Hy = {hy|h € H}
Rechtsnebenklasse (zu y).

Die Aquivalenzklassen zu der oben definierten Aquivalenzrelation sind wegen

[z] = {yeGlz~y}
= {yeGla~ly e H}
= {y € Gles gibt h € H mit 2~ 'y = h}
= {y € G|es gibt h € H mit y = zh}
= aH

genau die Linksnebenklassen. Die Linksnebenklassen bilden somit eine dis-
junkte Zerlegung (eine Partition) von G. Dies gilt ebenso fiir die Rechts-
nebenklassen. Im kommutativen Fall muss man nicht zwischen Links- und
Rechtsnebenklassen unterscheiden.

Lemma 4.12. Sei G eine Gruppe und H C G eine Untergruppe. Es seien
x,y € G zwei Elemente. Dann sind folgende Aussagen dquivalent.

Beweis. Die Aquivalenz von (1) und (3) (und die von (2) und (4)) folgt aus
Multiplikation mit 3~ bzw. mit y. Die Aquivalenz von (3) und (4) folgt durch
Ubergang zum Inversen. Aus (1) folgt (5) wegen 1 € H. Wenn (5) erfiillt ist,
so bedeutet das wh; = yhy mit hi, ho € H. Damit ist = yhoh;"' und (1)
ist erfiillt. (4) und (6) sind nach Definition dquivalent. Da die Nebenklassen
Aquivalenzklassen sind, ergibt sich die Aquivalenz von (5) und (7). O

4.5. Gruppenordnung und Elementordnung.

Definition 4.13. Zu einer endlichen Gruppe G bezeichnet man die Anzahl
ihrer Elemente als Gruppenordnung oder als die Ordnung der Gruppe, ge-
schrieben

ord (G) = #(G) .
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Definition 4.14. Sei GG eine Gruppe und g € G ein Element. Dann nennt
man die kleinste positive Zahl n mit ¢g" = es die Ordnung von g. Man schreibt
hierfiir ord (¢g). Wenn alle positiven Potenzen von g vom neutralen Element
verschieden sind, so setzt man ord (g) = oc.

Lemma 4.15. Sei G eine endliche Gruppe. Dann besitzt jedes Element g € G
eine endliche Ordnung. Die Potenzen

P =cc.g" =g 9% ... gm0
sind alle verschieden.

Beweis. Siehe Aufgabe 4.8. O

4.6. Der Satz von Lagrange.

Joseph-Louis Lagrange (1736 Turin - 1813 Paris)

Satz 4.16. Sei G eine endliche Gruppe und H C G eine Untergruppe von
G. Dann ist ihre Kardinalitit #(H) ein Teiler von #(G).

Beweis. Betrachte die Linksnebenklassen gH := {gh|h € H} fir samtli-
che g € G. Es ist h — gh eine Bijektion zwischen H und gH, so dass alle
Nebenklassen gleich grofl sind (und zwar #(H) Elemente haben). Die Ne-
benklassen bilden (als Aquivalenzklassen) zusammen eine Zerlegung von G,
so dass #(G) ein Vielfaches von #(H) sein muss. O

Korollar 4.17. Sei G eine endliche Gruppe und sei g € G ein Element.
Dann teilt die Ordnung von g die Gruppenordnung.

Beweis. Sei H die von g erzeugte Untergruppe. Nach Lemma 4.15 ist
ord (g) = ord (H). Daher teilt diese Zahl nach Satz 4.16 die Gruppenord-
nung von G. U

Definition 4.18. Zu einer Untergruppe H C G heifit die Anzahl der (Links-
oder Rechts)Nebenklassen der Index von H in G, geschrieben

iIldG H.
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In der vorstehenden Definition ist Anzahl im allgemeinen als die Mdchtigkeit
einer Menge zu verstehen. Der Index wird aber hauptséichlich dann verwen-
det, wenn er endlich ist, wenn es also nur endlich viele Nebenklassen gibt.
Das ist bei endlichem G automatisch der Fall, kann aber auch bei unendli-
chem G der Fall sein, wie schon die Beispiele Zn C Z, n > 1, zeigen. Wenn
G eine endliche Gruppe ist und H C G eine Untergruppe, so gilt aufgrund
des Satzes von Lagrange die einfache Indezformel

#(G) = #(H) - indg H .

5. VORLESUNG

In dieser Vorlesung diskutieren wir Normalteiler, das sind Untergruppen, fiir
die Links- und Rechtsnebenklassen iibereinstimmen. Fiir Normalteiler kann
man Restklassengruppen konstruieren.

5.1. Innere Automorphismen.

Definition 5.1. Sei G eine Gruppe und g € G. Die durch g definierte Ab-
bildung

kg :G— G, o — gxg ",

heift innerer Automorphismus.

Eine solche Abbildung nennt man auch Konjugation (mit g).

Lemma 5.2. Ein innerer Automorphismus ist in der Tat ein Automorphis-
mus. Die Zuordnung

G — Aut G, g — Ky,

st ein Gruppenhomomorphismus.

Beweis. Es ist

Ro(ry) = gryg™ = grg7 gyg™" = Ke(2)ry(y),
so dass ein Gruppenhomomorphismus vorliegt. Wegen
Rg(kn(2)) = Kg(hzh™") = ghah™¢™" = gha(gh)™ = Kgn
ist einerseits
Kg-1 0Ky = Kg-14 = idg,
so dass k4 bijektiv, also ein Automorphismus, ist. Andererseits ist deshalb
die Gesamtabbildung s ein Gruppenhomomorphismus. O

Wenn G eine kommutative Gruppe ist, so ist wegen grg™' = zgg™! = z
die Identitét der einzige innere Automorphismus. Der Begriff ist also nur bei
nicht kommutativen Gruppen von Interesse.
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5.2. Normalteiler.

Definition 5.3. Sei GG eine Gruppe und H C G eine Untergruppe. Man
nennt H einen Normalteiler, wenn

tH = Hzx

ist fiir alle z € G, wenn also die Linksnebenklasse zu x mit der Rechtsneben-
klasse zu x {ibereinstimmt.

Bei einem Normalteiler braucht man nicht zwischen Links- und Rechtsneben-
klassen zu unterscheiden und spricht einfach von Nebenklassen. Die Gleichheit
xH = Hx bedeutet nicht, dass xh = hx ist fiir alle h € H, sondern lediglich,
dass es zu jedem h € H ein heH gibt mit xh = ha. Statt ©H oder Hx
schreiben wir meistens [z].

Lemma 5.4. Sei G eine Gruppe und H C G eine Untergruppe. Dann sind
folgende Aussagen dquivalent.

(1) H ist ein Normalteiler
(2) Esist thx~' € H fiir allex € G und h € H.
(3) H ist invariant unter jedem inneren Automorphismus von G.

Beweis. (1) bedeutet bei gegebenem h € H, dass man zh = ha schreiben
kann mit einem A € H. Durch Multiplikation mit 2~! von rechts ergibt sich
cthe™' =h e H, also (2). Dieses Argument riickwérts ergibt die Implikation
(2) = (1). Ferner ist (2) eine explizite Umformulierung von (3). O

Beispiel 5.5. Wir betrachten die Permutationsgruppe G = S3 zu einer
dreielementigen Menge, d.h. S3 besteht aus den bijektiven Abbildungen der
Menge {1,2,3} in sich. Die triviale Gruppe {id} und die ganze Gruppe sind
Normalteiler. Die Teilmenge H = {id, ¢}, wobei ¢ die Elemente 1 und 2 ver-
tauscht und 3 unverdandert ldsst, ist eine Untergruppe. Sie ist aber kein Nor-
malteiler. Um dies zu zeigen, sei ¢ die Bijektion, die 1 fest ldsst und 2 und 3
vertauscht. Dieses v ist zu sich selbst invers. Die Konjugation vy ~! = 1)
ist dann die Abbildung, die 1 auf 3, 2 auf 2 und 3 auf 1 schickt, und diese
Bijektion gehort nicht zu H.

Lemma 5.6. Seien G und H Gruppen und sei ¢ : G — H ein Gruppenho-
momorphismus. Dann ist der Kern ker ¢ ein Normalteiler in G.

Beweis. Wir verwenden Lemma 5.4. Sei also x € G beliebig und h € ker ¢.
Dann ist

e(zha™) = p(x)p(h)p(z™!) = p(x)enp(z™) = p(z)p(x)™" = en,

also gehort zha~! ebenfalls zum Kern. O
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5.3. Restklassenbildung.

Wir zeigen nun umgekehrt, dass jeder Normalteiler sich als Kern eines geeig-
neten, surjektiven Gruppenhomomorphismus realisieren lésst.

Die Multiplikation der Nebenklassen zu einem Normalteiler N C G.

Satz 5.7. Sei G eine Gruppe und H C G ein Normalteiler. Es sei G/H die
Menge der Nebenklassen (die Quotientenmenge) und

q:G— G/H, g—lg],

die kanonische Projektion. Dann gibt es eine eindeutig bestimmte Gruppen-
struktur auf G/H derart, dass q ein Gruppenhomomorphismus ist.

Beweis. Da die kanonische Projektion zu einem Gruppenhomomorphismus
werden soll, muss die Verkniipfung durch

[2]ly] = [ay]

gegeben sein. Wir miissen also zeigen, dass durch diese Vorschrift eine wohl-
definierte Verkniipfung auf G/H definiert ist, die unabhéngig von der Wahl
der Reprisentanten ist. D.h. wir haben fiir [z] = [¢/] und [y] = [¢/] zu
zeigen, dass [ry| = [2'y'] ist. Nach Voraussetzung kénnen wir «’ = zh und
hy' = hy = yh' schreiben mit h, h, k' € H. Damit ist

2y = (zh)y = x(hy') = x(yk') = ayh'.

Somit ist [zy] = [z'y/]. Aus der Wohldefiniertheit der Verkniipfung auf G/H
folgen die Gruppeneigenschaften, die Homomorphieeigenschaft der Projekti-
on und die Eindeutigkeit. U

Definition 5.8. Sei GG eine Gruppe und H C G ein Normalteiler. Die Quo-
tientenmenge

G/H

mit der aufgrund von Satz 5.7 eindeutig bestimmten Gruppenstruktur heifit
Restklassengruppe von G modulo H. Die Elemente [g] € G/H heiflen Rest-
klassen. Fiir eine Restklasse [g] heifit jedes Element ¢’ € G mit [¢'] = [g] ein
Reprdisentant von [g].
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Beispiel 5.9. Die Untergruppen der ganzen Zahl sind nach Satz 3.2 (Ein-
fithrung in die Algebra (Osnabriick 2009)) von der Form Zn mit n > 0 (diese
Aussage ist analog zu der in Vorlesung 3 bewiesenen Aussage, dass K[X] ein
Hauptidealbereich ist). Die Restklassengruppen werden mit

Z/(n)

bezeichnet (sprich ,Z modulo n*). Bei n = 0 ist das einfach Z selbst, bei n =
1 ist das die triviale Gruppe. Im Allgemeinen ist die durch die Untergruppe
Zn definierte Aquivalenzrelation auf Z dadurch gegeben, dass zwei ganze
Zahlen a und b genau dann dquivalent sind, wenn ihre Differenz a — b zu Zn
gehort, also ein Vielfaches von n ist. Daher ist (bei n > 1) jede ganze Zahl
zu genau einer der n Zahlen

0,1,2,...,n—1

dquivalent (oder, wie man auch sagt, kongruent modulo n), ndmlich zum
Rest, der sich bei Division durch n ergibt. Diese Reste bilden also ein Re-
prasentantensystem fiir die Restklassengruppe, und diese besitzt n Elemente.
Die Tatsache, dass die Restklassenabbildung

Z — Z/(n), a —> [a] = a mod n,

ein Homomorphismus ist, kann man auch so ausdriicken, dass der Rest einer
Summe von zwei ganzen Zahlen nur von den beiden Resten, nicht aber von
den Zahlen selbst, abhingt.? Als Bild der zyklischen Gruppe® Z ist auch
Z/(n) zyklisch, und zwar ist 1 (aber auch —1) stets ein Erzeuger.

5.4. Die Homomorphiesitze fiir Gruppen.

Satz 5.10. Seien G,Q und H Gruppen, es sei ¢ :G — H ein Gruppenho-
momorphismus und ¢ : G — Q ein surjektiver Gruppenhomomorphismus. Es
sei vorausgesetzt, dass

kern ¢ C kern ¢

1st. Dann gibt es einen eindeutig bestimmten Gruppenhomomorphismus
p:Q — H
derart, dass ¢ = @ o) ist. Mit anderen Worten: das Diagramm

G — @
N
H

1st kommutativ.

“Dies gilt auch fiir das Produkt von zwei Zahlen, was bedeutet, dass diese Abbildung
ein Ringhomomorphismus ist.
Eine Gruppe G heifit zyklisch, wenn sie von einem Element erzeugt wird.
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Beweis. Wir zeigen zuerst die Eindeutigkeit. Fiir jedes Element v € @) gibt
es mindestens ein ¢ € G mit ¥(g) = u. Wegen der Kommutativitit des
Diagramms muss

p(u) = ¢(g)
gelten. Das bedeutet, dass es maximal ein ¢ geben kann. Wir haben zu zeigen,
dass durch diese Bedingung eine wohldefinierte Abbildung gegeben ist. Seien
also g, ¢ € G zwei Urbilder von u. Dann ist
¢'g7' € kern ¢ C kern ¢

und daher ist ¢(g) = ¢(¢'). Die Abbildung ist also wohldefiniert. Seien u,v €
@ und seien g, h € G Urbilder davon. Dann ist gh ein Urbild von wv und
daher ist

pluv) = (gh) = @(g)e(h) = G(u)p(v).
D.h. ¢ ist ein Gruppenhomomorphismus. U

Die im vorstehenden Satz konstruierte Abbildung heifit induzierte Abbildung
oder wnduzierter Homomorphismus und entsprechend heifit der Satz auch
Satz vom induzierten Homomorphismus.

Korollar 5.11. Seien G und H Gruppen und sei ¢ : G — H ein surjektiver
Gruppenhomomorphismus. Dann gibt es eine kanonische Isomorphie

¢ :G/kern p — H.
Beweis. Wir wenden Satz 5.10 auf ) = G/ kern ¢ und die kanonische Projek-
tion ¢ : G — G/ kern ¢ an. Dies induziert einen Gruppenhomomorphismus
@ :G/kern ¢p — H

mit ¢ = ¢ o ¢, der surjektiv ist. Sei [x] € G/kern ¢ und [z] € kern ¢. Dann
ist

o([x]) = o(z) = en,
also = € kern ¢. Damit ist [z] = eg, d.h. der Kern von ¢ ist trivial und nach
Lemma 4.9 ist ¢ auch injektiv. U

Satz 5.12. Seien G und H Gruppen und sei ¢ :G — H ein Gruppenhomo-
morphismus. Dann gibt es eine kanonische Faktorisierung

G- G/kern ¢ —L5 bild ¢ <5 H,

wobei q die kanonische Projektion, 0 ein Gruppenisomorphismus und ¢ die
kanonische Inklusion der Bildgruppe ist.

Beweis. Dies folgt aus Korollar 5.10 angewandt auf die Bildgruppe U =
bild ¢ C H. O

Diese Aussage wird haufig kurz und préagnant so formuliert:
Bild = Urbild modulo Kern.
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Satz 5.13. Sei G eine Gruppe und N C G ein Normalteiler mit der Rest-
klassengruppe QQ = G/N. Es sei H C G eine weiterer Normalteiler in G, der
N umfasst. Dann ist das Bild H von H in Q ein Normalteiler und es gilt die
kanonische Isomorphie

G/H=Q/H.

Beweis. Fiir die erste Aussage siehe Aufgabe 5.12. Damit ist die Restklas-
sengruppe )/ H wohldefiniert. Wir betrachten die Komposition

poq:G—>Q—>Q/H.
Wegen
kermn poq = {r € G|poq(x)=e}
= {x € G|q(z) € kern p}

= {zeGlg(x) e H}
- H

ist kern p o ¢ = H. Daher ergibt Korollar 5.10 die kanonische Isomorphie
G/H — Q/H.

Kurz gesagt ist also

G/H = (G/N)/(H/N).

6. VORLESUNG

6.1. Ringhomomorphismen.

Definition 6.1. Seien R und S Ringe. Eine Abbildung
p:R— S

heifit Ringhomomorphismus, wenn folgende Eigenschaften gelten:

(1) ¢(a+b) = p(a) + ¢(b)
(2) (1) =1
(3) wla-b) = w(a) - p(b).

Ein Ringhomomorphismus ist also zugleich ein Gruppenhomomorphismus fiir
die additive Struktur und ein Monoidhomomorphismus fiir die multiplikative
Struktur. Einen bijektiven Ringhomomorphismus nennt man einen Ringiso-
morphismus, und zwei Ringe heiflen isomorph, wenn es einen Ringisomor-
phismus zwischen ihnen gibt. Zu einem Unterring S C R ist die natiirliche
Inklusion ein Ringhomomorphismus. Die konstante Abbildung R — 0 in
den Nullring ist stets ein Ringhomomorphismus, dagegen ist die umgekehrte
Abbildung, also 0 — R, nur bei R = 0 ein Ringhomomorphismus.
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6.2. Die Charakteristik eines Ringes.

Satz 6.2. Sei R ein Ring. Dann gibt es einen eindeutig bestimmten Ringho-
momorphismus

7, — R.

Beweis. Ein Ringhomomorphismus muss die 1 auf die 1z abbilden. Deshalb
gibt es nach Lemma 4.4 genau einen Gruppenhomomorphismus

Z — (R,+,0), n —> nlg.

Wir miissen zeigen, dass diese Abbildung auch die Multiplikation respektiert,
d.h. dass (mn)lg = (mlg) % (nlg) ist, wobei * hier die Multiplikation in
R bezeichnet. Dies folgt aber aus Lemma 12.5 (Einfithrung in die Algebra
(Osnabriick 2009)) . 0

Den in dieser Aussage konstruierten und eindeutig bestimmten Ringhomo-
morphismus nennt man auch den kanonischen Ringhomomorphismus (oder
den charakteristischen Ringhomomorphismus) von Z nach R.

Definition 6.3. Die Charakteristik eines kommutativen Ringes R ist die
kleinste positive natiirliche Zahl n mit der Eigenschaft n - 1 = 0. Die Cha-
rakteristik ist 0, falls keine solche Zahl existiert.

Die Charakteristik beschreibt genau den Kern des obigen kanonischen (cha-
rakteristischen) Ringhomomorphismus.

6.3. Der Einsetzungshomomorphismus.

Satz 6.4. Sei R ein kommutativer Ring und sei R[X| der Polynomring tiber
R. Es sei A ein weiterer kommutativer Ring und es sei p : R — A ein Ring-
homomorphismus und a € A ein Element. Dann gibt es einen eindeutig
bestimmten Ringhomomorphismus

Y :R[X] — A

mit (X) = a und mit poi = ¢, wobei i : R — R[X] die kanonische Einbet-
tung ist. Dabei geht das Polynom P = 37" c; X7 auf 371 p(c;)a’.

Beweis. Bei einem Ringhomomorphismus
Y :RIX]— A

mit ¢ o i = ¢ miissen die Konstanten ¢ € R auf ¢(c) und X auf a gehen.
Daher muss X7 auf a/ gehen. Da Summen respektiert werden, kann es nur
einen Ringhomorphismus geben, der die im Zusatz angegebene Gestalt haben
muss. Es ist also zu zeigen, dass durch diese Vorschrift wirklich ein Ringho-
momorphismus definiert ist. Dies folgt aber direkt aus dem Distributivgesetz.

4
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Den in diesem Satz konstruierten Ringhomomorphismus nennt man den Ein-
setzungshomomorphismus. Es wird ja fiir die Variable X das Element a ein-
gesetzt.

6.4. Algebren.

Definition 6.5. Seien R und A kommutative Ringe und sei R — A ein
fixierter Ringhomomorphismus. Dann nennt man A eine R-Algebra.

Héufig ist der Ringhomomorphismus, der zum Begriff der Algebra gehort,
vom Kontext her klar und wird nicht explizit aufgefiihrt. Z.B. ist der Poly-
nomring R[X| eine R-Algebra, indem man die Elemente aus R als konstante
Polynome auffasst. Jeder Ring A ist auf eine eindeutige Weise eine Z-Algebra
iiber den kanonischen Ringhomomorphismus Z — A, n — ny4. Der Begriff
der Algebra ist auch fiir nicht-kommutative Ringe A (bei kommutativem
Grundring R) sinnvoll, wobei dann in aller Regel die Voraussetzung gemacht
wird, dass die Elemente aus R mit allen Elementen aus A vertauschen.

Wir werden den Begriff der Algebra vor allem in dem Fall verwenden, wo
der Grundring R ein Korper K ist. Eine K-Algebra A kann man stets in
natiirlicher Weise als Vektorraum iiber dem Korper K auffassen. Die Skalar-
multiplikation wird dabei einfach {iber den Strukturhomomorphismus erklért.
Eine typische Situation ist dabei, dass Q der Grundkorper ist und ein Zwi-
schenring L, Q C L C C, gegeben ist. Dann ist L iiber die Inklusion direkt
eine Q-Algebra.

Wenn man zwei Algebren iiber einem gemeinsamen Grundring hat, so sind
vor allem diejenigen Ringhomomorphismen interessant, die den Grundring
mitberiicksichtigen. Dies fithrt zu folgendem Begriff.

Definition 6.6. Seien A und B zwei kommutative R-Algebren iiber einem
kommutativen Grundring R. Dann nennt man einen Ringhomomorphismus

p:A— B

einen R-Algebra-Homomorphismus, wenn er zusatzlich mit den beiden fixier-
ten Ringhomomorphismen R — A und R — B vertréiglich ist.

Zum Beispiel ist jeder Ringhomomorphismus ein Z-Algebra-Homomorphis-
mus, da es zu jedem Ring A iiberhaupt nur den kanonischen Ringhomomor-
phismus Z — A gibt.

Mit dieser Terminologie kann man den Einsetzungshomomorphismus jetzt so
verstehen, dass der Polynomring R[X| mit seiner natiirlichen Algebrastruktur
und eine weitere R-Algebra A mit einem fixierten Element a € A vorliegt
und dass dann durch X + a ein R-Algebra-Homomorphismus R[X] — A
definiert wird.
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6.5. Ideale unter einem Ringhomomorphismus.

Der Zusammenhang zwischen Ringhomomorphismen und Idealen wird durch
folgenden Satz hergestellt.

Satz 6.7. Seien R und S kommutative Ringe und sei
p:R— S
ein Ringhomomorphismus. Dann ist der Kern
kern o = {f € R|o(f) =0}
ein Ideal in R.

Beweis. Sei I := o~ 1(0). Wegen »(0) = 0 ist 0 € I. Seien a,b € I. Das
bedeutet ¢(a) = 0 und ¢(b) = 0. Dann ist

wla+b) = ¢la)+pb) =04+0 =10
und daher a +b € I.
Sei nun a € I und r € R beliebig. Dann ist
p(ra) = ¢(r)pa) = ¢(r)-0 =0,
also ist ra € I. O

Da ein Ringhomomorphismus insbesondere ein Gruppenhomomorphismus
der zugrunde liegenden additiven Gruppe ist, gilt wieder das Kernkriteri-
um fiir die Injektivitdt. Eine Anwendung davon ist das folgende Korollar.

Korollar 6.8. Es sei K ein Korper und S ein vom Nullring verschiedener
Ring. Es sei
p:K— S

ein Ringhomomorphismus. Dann ist ¢ injektiv.

Beweis. Es geniigt nach Lemma 4.9 zu zeigen, dass der Kern der Abbildung
gleich null ist. Nach Satz 6.7 ist der Kern ein Ideal. Da die 1 auf 1 # 0
geht, ist der Kern nicht ganz K. Da es nach Aufgabe 6.5 in einem Korper
iiberhaupt nur zwei Ideale gibt, muss der Kern das Nullideal sein. U

6.6. Algebraische Elemente und Minimalpolynom.

Definition 6.9. Sei K ein Korper und A eine kommutative K-Algebra. Es
sei f € A ein Element. Dann heifit f algebraisch iiber K, wenn es ein von
null verschiedenes Polynom P € K[X] gibt mit P(f) = 0.

Wenn ein Polynom P # 0 das algebraische Element f € A annulliert (also
P(f) = 0ist), so kann man durch den Leitkoeffizienten dividieren und erhalt
dann auch ein normiertes annullierendes Polynom.
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Definition 6.10. Sei K ein Koérper und A eine K-Algebra. Es sei f € A ein
tiber K algebraisches Element. Dann heifit das normierte Polynom P € K[X]
mit P(f) = 0, welches von minimalem Grad mit dieser Eigenschaft ist, das
Minimalpolynom von f.

Wenn f nicht algebraisch ist, so wird das Nullpolynom als Minimalpolynom
betrachtet.

Beispiel 6.11. Bei einer Korpererweiterung K C L sind die Elemente a € K
trivialerweise algebraisch, und zwar ist jeweils X —a € K[X] das Mini-
malpolynom. Weitere Beispiele liefern iiber K = Q die komplexen Zahlen
V/2,i,3Y5 etc. Annullierende Polynome aus Q[X] sind dafiir X2 —2, X241,
X? —3 (es handelt sich dabei iibrigens um die Minimalpolynome, was in den
ersten zwei Féllen einfach und im dritten Fall etwas schwieriger zu zeigen
ist). Man beachte, dass bspw. X — V2 zwar ein annullierendes Polynom fiir
V2 ist, dessen Koeffizienten aber nicht zu Q gehéren.

Lemma 6.12. Sei K ein Korper, A eine K-Algebra und f € A ein Ele-
ment. Es sei P das Minimalpolynom von f diber K. Dann ist der Kern des
kanonischen K -Algebra-Homomorphismus

KX] — A X — f,

das von P erzeugte Hauptideal.

Beweis. Wir betrachten den kanonischen Einsetzungshomorphismus
K[X] — A X — f.

Dessen Kern ist nach Satz 6.7 und nach Satz 3.15 ein Hauptideal, sagen wir
a = (F'), wobei wir I als normiert annehmen diirfen (im nicht-algebraischen
Fall liegt das Nullideal vor und die Aussage ist trivialerweise richtig). Das
Minimalpolynom P gehort zu a. Andererseits ist der Grad von F' grofler oder
gleich dem Grad von P, da ja dessen Grad minimal gew&hlt ist. Daher muss
der Grad gleich sein und somit ist P = F', da beide normiert sind. O

Definition 6.13. Eine Korpererweiterung K C L heifit algebraisch, wenn
jedes Element f € L algebraisch iiber K ist.

6.7. Erzeugendensysteme.

Definition 6.14. Sei A eine R-Algebra und sei f; € A, i € I, eine Familie
von Elementen aus A. Dann heifit die kleinste R-Unteralgebra von A, die
alle f; enthélt, die von diesen Elementen erzeugte R-Algebra. Sie wird mit
R[f:, i € I] bezeichnet.

Man kann diese R-Algebra auch als den kleinsten Unterring von A charakte-
risieren, der sowohl R als auch die f; enthélt. Wir werden hauptséachlich von
erzeugten K-Algebren in einer Korpererweiterung K C L sprechen, wobei
nur ein einziger Erzeuger vorgegeben ist. Man schreibt dafiir dann einfach
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K|[f], und diese K-Algebra besteht aus allen K-Linearkombinationen von
Potenzen von f. Dies ist das Bild unter dem durch X — f gegebenen Ein-
setzungshomomorphismus.

Gelegentlich werden wir auch den kleinsten Unterkérper von L betrach-
ten, der sowohl K als auch eine Elementfamilie f;, ¢« € I, enthélt. Dieser
wird mit K(f;,7 € I) bezeichnet, und man sagt, dass die f; ein Kdrper-
Erzeugendensystem von diesem Korper bilden. Es ist K|[f;,i € I| C K(f;,i €
I) und insbesondere K|[f] C K(f).

Definition 6.15. Es sei K ein Korper. Der Primkdrper von K ist der kleinste
Unterkorper von K.

Definition 6.16. Eine Korpererweiterung K C L heifit einfach, wenn es ein
Element x € L gibt mit
L=K(z).

Definition 6.17. Eine Korpererweiterung K C L heifit eine einfache Ra-
dikalerweiterung, wenn es ein b € L gibt mit L = K(b) und ein n € N mit
b" € K.

Definition 6.18. Eine Korpererweiterung K C L heifit eine Radikalerwei-
terung, wenn es Zwischenkorper

gibt derart, dass L; C L;; fiir jedes ¢ eine einfache Radikalerweiterung ist.

7. VORLESUNG

7.1. Restklassenringe.

Nach Satz 6.7 ist der Kern eines Ringhomomorphismus ein Ideal. Man kann
umgekehrt zu jedem Ideal I C R in einem (kommutativen) Ring einen Ring
R/I konstruieren, und zwar zusammen mit einem surjektiven Ringhomomor-
phismus
R — R/I,

dessen Kern gerade das vorgegebene Ideal [ ist. Ideale und Kerne von Ring-
homomorphismen sind also im Wesentlichen dquivalente Objekte, so wie das
bei Gruppen fiir Kerne von Gruppenhomomorphismen und Normalteilern
gilt. In der Tat gelten die entsprechenden Homomorphiesitze hier wieder,
und kénnen weitgehend auf die Gruppensituation zuriickgefiihrt werden. Wir
werden uns bei den Beweisen also kurz fassen konnen.

Definition 7.1. Es sei R ein kommutativer Ring und I C R ein Ideal in R.
Zu a € R heifit die Teilmenge

a+I={{a+ f|feT}

die Nebenklasse von a zum Ideal I. Jede Teilmenge von dieser Form heifit
Nebenklasse zu 1.
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Diese Nebenklassen sind gerade die Nebenklassen zur Untergruppe I C R,
die wegen der Kommutativitdt ein Normalteiler ist. Zwei Elemente a,b € R
definieren genau dann die gleiche Nebenklasse, also a + I = b+ I, wenn ihre
Differenz a — b zum Ideal gehort. Man sagt dann auch, dass a und b dieselbe
Nebenklasse reprdasentieren.

Definition 7.2. Es sei R ein kommutativer Ring und I C R ein Ideal in R.
Dann ist der Restklassenring R/I (sprich ,R modulo I¢) ein kommutativer
Ring, der durch folgende Daten festgelegt ist.

(1) Als Menge ist R/I die Menge der Nebenklassen zu I.
(2) Durch

(a+ 1)+ (b+1):=(a+b+1)

wird eine Addition von Nebenklassen definiert.

(3) Durch
(a+1)-(b+1):=(a-b+1)
wird eine Multiplikation von Nebenklassen definiert.
(4) 0 = 0+ I = I definiert das neutrale Element fiir die Addition (die
Nullklasse).
(5) 1 = 1+ I definiert das neutrale Element fiir die Multiplikation (die
Einsklasse).

Man muss dabei zeigen, dass diese Abbildungen (also Addition und Multipli-
kation) wohldefiniert sind, d.h. unabhingig vom Représentanten, und dass
die Ringaxiome erfiillt sind. Da I insbesondere eine Untergruppe der kom-
mutativen Gruppe (R, +,0) ist, liegt ein Normalteiler vor, so dass R/ eine
Gruppe ist und die Restklassenabbildung

R— R/I,a— a+ 1 =:a,

ein Gruppenhomomorphismus ist. Das einzig Neue gegeniiber der Gruppen-
situation ist also die Anwesenheit einer Multiplikation. Die Wohldefiniertheit
der Multiplikation ergibt sich so: Seien zwei Restklassen gegeben mit unter-
schiedlichen Reprisentanten, also @ = ¢/ und b = ¢/. Dann ist a —a’ € I
und b—b € I bzw. o’ =a+xzund ¥/ = b+y mit x,y € I. Daraus ergibt sich

adb = (a+z)(b+y) = ab+ ay + zb + zy.

Die drei hinteren Summanden gehoren zum Ideal, so dass die Differenz a'b’ —
ab € I ist.

Aus der Wohldefiniertheit folgen die anderen Eigenschaften und insbeson-
dere, dass ein Ringhomomorphismus in den Restklassenring vorliegt. Diesen
nennt man wieder die Restklassenabbildung oder den Restklassenhomomor-
phismus. Das Bild von @ € R in R/I wird haufig mit [a], @ oder einfach
mit a selbst bezeichnet und heifit die Restklasse von a. Bei dieser Abbil-
dung gehen genau die Elemente aus dem Ideal auf null, d.h. der Kern dieser
Restklassenabbildung ist das vorgegebene Ideal.
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Das einfachste Beispiel fiir diesen Prozess ist die Abbildung, die einer ganzen
Zahl a den Rest bei Division durch eine fixierte Zahl n zuordnet. Jeder Rest
wird dann représentiert durch eine der Zahlen 0,1,2,...,n—1. Im Allgemei-
nen gibt es nicht immer ein solch {ibersichtliches Reprisentantensystem.

7.2. Die Homomorphiesitze fiir Ringe.

Fiir Ringe, ihre Ideale und Ringhomomorphismen gelten die analogen Ho-
momorphiesétze wie fiir Gruppen, ihre Normalteiler und Gruppenhomomor-
phismen, siehe die fiinfte Vorlesung. Wir beschrénken uns auf kommutative
Ringe.

Satz 7.3. Seien R, S und T" kommutative Ringe, es sei ¢ : R — S ein Ring-
homomorphismus und v : R — T ein surjektiver Ringhomomorphismus. Es
set vorausgesetzt, dass

kern ¢ C kern ¢

1st. Dann gibt es einen eindeutig bestimmten Ringhomomorphismus
0T — S
derart, dass ¢ = @ o ist. Mit anderen Worten: das Diagramm
R — T
N
S
15t kommutativ.

Beweis. Aufgrund von Satz 5.10 gibt es einen eindeutig bestimmten Grup-
penhomomorphismus

o: T — S,
der die Eigenschaften erfiillt. Es ist also lediglich noch zu zeigen, dass ¢
auch die Multiplikation respektiert. Seien dazu t,t’ € T, und diese seien
reprasentiert durch r bzw. " aus R. Dann wird ¢t durch rr’ reprisentiert
und daher ist

G(tt') = v(rr') = (r)p(r) = G()(t).
U

Die im vorstehenden Satz konstruierte Abbildung heifit wieder induzierte
Abbildung oder induzierter Homomorphismus und entsprechend heifit der
Satz auch Satz vom induzierten Homomorphismus.

Korollar 7.4. Es seien R und S kommutative Ring und es set
p:R— S

ein surjektiver Ringhomomorphismus. Dann gibt es eine kanonische Isomor-
phie von Ringen
¢ :R/kern ¢ — S.



42

Beweis. Aufgrund von Korollar 5.10 liegt ein natiirlicher Gruppenisomor-
phismus vor, der wegen Satz 7.3 auch die Multiplikation respektiert, also ein
Ringhomomorphismus ist. U

Satz 7.5. Fs seien R und S kommutative Ring und es sei
po:R— S
ein Ringhomomorphismus. Dann gibt es eine kanonische Faktorisierung
R-% R/kern ¢ 25 bild ¢ <5 S,

wobei q die kanonische Projektion, 6 ein Ringisomorphismus und v die kano-
nische Inklusion des Bildes ist.

Bewets. Dies beruht auf Satz 5.12 und Satz 7.3. O

Es gilt also wieder:
Bild = Urbild modulo Kern.

7.3. Restklassenringe von Hauptidealbereichen.

Da wir nun die Restklassenbildung fiir kommutative Ringe zur Verfiigung
haben, kehren wir zu Hauptidealbereichen, insbesondere zu Polynomringen
iiber einem Korper zuriick.

Satz 7.6. Sei R ein Hauptidealbereich und p # 0 ein Element. Dann sind
folgende Bedingungen dquivalent.

(1) p ist ein Primelement.
(2) R/(p) ist ein Integrititsbereich.
(3) R/(p) ist ein Korper.

Beweis. Die Aquivalenz (1) < (2) gilt in jedem kommutativen Ring (auch
fir p = 0), und (3) impliziert natiirlich (2). Sei also (1) erfiillt und sei a €
R/(p) von null verschieden. Wir bezeichnen einen Reprisentanten davon in R
ebenfalls mit a. Es ist dann a € (p) und es ergibt sich eine echte Idealinklusion
(p) C (a,p). Ferner konnen wir (a,p) = (b) schreiben , da wir in einem
Hauptidealring sind. Es folgt p = ¢b. Da ¢ keine Einheit ist und p prim (also
irreduzibel) ist, muss b eine Einheit sein. Es ist also (a,p) = (1), und das
bedeutet modulo p, also in R/(p), dass a eine Einheit ist. Also ist R/(p) ein
Korper. U

Korollar 7.7. Es sei K ein Korper und P € K[X], P # 0, ein Polynom.
Dann ist P genau dann irreduzibel, wenn der Restklassenring K[X]/(P) ein
Korper ist.

Beweis. Dies folgt direkt aus Satz 3.15 und Satz 7.6. U
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Jedes irreduzible Polynom F' € K[X] definiert also eine (endliche) Korperer-
weiterung K C K[X]|/(F), und dies wird unsere Hauptkonstruktionsweise
fiir endliche Korpererweiterungen sein.

Fiir die ganzen Zahlen hat man das entsprechende Resultat.

Korollar 7.8. Es sein > 1 eine natirliche Zahl und Z/(n) der zugehdorige
Restklassenring. Dann sind folgende Aussagen dquivalent.

(1) Z/(n) ist ein Korper.
(2) Z/(n) ist ein Integrititsbereich.
(3) n ist eine Primzahl.

Beweis. Dies folgt direkt aus Satz 7.6. O

7.4. Rechnen in K[X]/(P).

Korper werden haufig ausgehend von einem schon bekannten Korper als Rest-
klassenkorper des Polynomrings konstruiert. Die Arithmetik in einem solchen
Erweiterungskorper wird in der folgenden Aussage beschrieben.

Proposition 7.9. Sei K ein Korper und sei K[X] der Polynomring iiber
K. Es sei P = Y ja;X" € K[X] ein Polynom vom Grad n und R =
K[X]/(P) der zugehirige Restklassenring. Dann gelten folgende Rechenregeln
(wir bezeichnen die Restklasse von X in R mit x).

(1) Man kann stets P als normiert annehmen (also a, = 1; das werden
wir im Folgenden tun).
(2) In R ist

n—1
= — E a;x" .
i=0

(3) Hohere Potenzen x*, k > n, kann man mit den Potenzen x', i < n—1,
ausdriicken, indem man mittels Vielfachen von (2) sukzessive den
Grad um eins reduziert.

(4) Die Potenzen 2° =1, 2', ... | x bilden eine K-Basis von R.

(5) R ist ein K-Vektorraum der Dimension n.

(6) In R werden zwei Elemente P = S0 ba' und Q = Y77 ¢
komponentenweise addiert, und multipliziert, indem sie als Polyno-
me multipliziert werden und dann die Restklasse berechnet wird.

n—1

Beweis. (1) Esist (P) = (ﬁ), da es bei einem Hauptideal nicht auf eine
Einheit ankommt.
(2) Dies folgt direkt durch Umstellung der definierenden Gleichung,.
(3) Dies folgt durch Multiplikation der Gleichung in (2) mit Potenzen
von .
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(4) Dass die Potenzen %, i = 0,...,n — 1, ein Erzeugendensystem bil-
det, folgt aus Teil (2) und (3). Zum Beweis der linearen Unabhéngig-
keit sei angenommen, es gebe eine lineare Abhéngigkeit, sagen wir
S et = 0. Db, dass das Polynom Q = Y27 ¢; X unter der
Restklassenabbildung auf null geht, also zum Kern gehort. Dann muss
es aber ein Vielfaches von P sein, was aber aus Gradgriinden erzwingt,
dass ) das Nullpolynom sein muss. Also sind alle ¢; = 0.

(5) Dies folgt direkt aus (4).

(6) Dies ist klar.

Beispiel 7.10. Wir betrachten den Restklassenring
L=Q[X]/(X®+2X?-5)

und bezeichnen die Restklasse von X mit . Aufgrund von Proposition 7.9
besitzt jedes Element f aus L eine eindeutige Darstellung f = ax? + bx + ¢
mit a, b, c € Q, so dass also ein dreidimensionaler Q-Vektorraum vorliegt. Da
X34+ 2X? -5 in L zu null gemacht wird, gilt

3= 222+ 5.
Daraus ergeben sich die Gleichungen

vt = —22° +5r = —2(—22% +5) + 5x = 42® + 5z — 10,

2® = =2z + 527 = —2(42? + 5z — 10) + 522 = =322 — 10z + 20,
etc. Man kann hierbei auf verschiedene Arten zu dem eindeutig bestimmten

kanonischen Représentanten reduzieren.

Berechen wir nun das Produkt
(32% — 2z +4)(22* +2 —1).

Dabei wird distributiv ausmultipliziert und anschlieSfend werden die Poten-
zen reduziert. Es ist

(322 =2z +4)22* + 2 —1) = 62" +32° — 3% —4a® — 207 + 220 + 8% + 4o — 4
= 62* —2® +32° + 62 — 4
= 6(42® +5r —10) +22° — 5+ 32° + 67 — 4
= 2927 + 362 — 69.

7.5. Restklassendarstellung von Unteralgebren.

Satz 7.11. Sei K C L eine Korpererweiterung und sei f € L ein alge-
braisches Element. Fs sei P das Minimalpolynom von f. Dann gibt es eine
kanonische K -Algebra-Isomorphie

K[X]/(P) — K[f], X — [.
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Beweis. Die Einsetzung X +— f ergibt nach Satz 6.4 den kanonischen K-
Algebra-Homomorphismus

K X]— L, X+—f.

Das Bild davon ist genau K[f], so dass ein surjektiver K-Algebra-Homomor-
phismus

K[X] — K[f]
vorliegt. Daher gibt es nach Korollar 7.4 eine Isomorphie zwischen K[f] und
dem Restklassenring von K[X] modulo dem Kern der Abbildung. Der Kern
ist aber nach Lemma 6.12 das vom Minimalpolynom erzeugte Hauptideal.

g

Lemma 7.12. Sei K C L eine Korpererweiterung und sei f € L ein alge-
braisches Element. Dann gelten folgende Aussagen.

(1) Das Minimalpolynom P von f tber K ist irreduzibel.
(2) Wenn Q € K[X] ein normiertes, irreduzibles Polynom mit Q(f) =0
1st, so handelt es sich um das Minimalpolynom.

Beweis. (1) Essei P = P, P, eine Faktorzerlegung des Minimalpolynoms.
Dann gilt in L die Beziehung

0 = P(f) = P(f)P:(f).

Da L ein Korper ist, muss ein Faktor null sein, sagen wir Pi(f) =
0. Da aber P unter allen Polynomen # 0, die f annullieren, den
minimalen Grad besitzt, miissen P und P; den gleichen Grad besitzen
und folglich muss P, konstant (# 0), also eine Einheit sein.

(2) Wegen Q(f) = 0 ist @ aufgrund von Lemma 6.12 ein Vielfaches des
Minimalpolynoms P, sagen wir () = GP. Da () nach Voraussetzung
irreduzibel ist, und da P zumindest den Grad eins besitzt, muss G
konstant sein. Da schliellich sowohl P als auch ) normiert sind, ist

P=Q.
0

8. VORLESUNG

8.1. Erzeugte Algebra und erzeugter Korper.

Satz 8.1. Sei K C L eine Korpererweiterung und sei f € L ein algebraisches
Element. Dann ist die von [ erzeugte K-Algebra K[f] C L ein Korper.

Beweis. Nach Satz 7.11 liegt eine K-Algebra-Isomorphie K[X]/(P) = K|[f]
vor, wobei P das Minimalpolynom zu f ist. Nach Lemma 7.12 ist P irredu-

zibel, so dass wegen Korollar 7.7 der Restklassenring K[f] ein Korper ist.
OJ
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Korollar 8.2. Set K C L eine Kiorpererweiterung und sei f € L ein algebrai-
sches Element. Dann stimmen die von f tber K erzeugte Unteralgebra und
der von f iber K erzeugte Unterkorper tberein. Es gilt also K[f] = K(f).

Beweis. Die Inklusion K[f] C K(f) gilt immer, und nach Vorraussetzung ist
aufgrund von Satz 8.1 der Unterring K[f] schon ein Korper. U

Bemerkung 8.3. Sei K ein Korper, P € K[X] ein irreduzibles Polynom
und K C L = K[X]/(P) die zugehorige Korpererweiterung. Dann kann man
zu z = F(z), 2 # 0, (mit F € K[X], x = X) auf folgende Art das Inverse
27! bestimmen. Es sind P und F teilerfremde Polynome in K[X] und daher
gibt es nach Satz 3.15 und Lemma 3.16 eine Darstellung der 1, die man mit
Hilfe des euklidischen Algorithmus finden kann. Wenn RF + SP = 1 ist, so
ist die Restklasse von R, also R = R(z), das Inverse zu F = 2.

8.2. Charakterisierung von algebraischen Elementen.

Satz 8.4. Sei K C L eine Korpererweiterung und sei f € L ein Element.
Dann sind folgende Aussagen dquivalent.

(1) f st algebraisch tiber K.
(2) Es gibt ein normiertes Polynom P € K[X]| mit P(f) = 0.
(3) Es besteht eine lineare Abhdngigkeit zwischen den Potenzen

=0 =5L00
(4) Die wvon f iiber K erzeugte K-Algebra KI[f] hat endliche K-
Dimension.
(5) f liegt in einer endlich-dimensionalen K-Algebra M C L.

Beweis. (1) = (2). Das ist trivial, da man ein von null verschiedenes Polynom
stets normieren kann, indem man durch den Leitkoeffizienten durchdividiert.
(2) = (3). Nach (2) gibt es ein Polynom P € K[X], P # 0, mit P(f) = 0.

Sei .
P=> X'
1=0

Dann ist
n

P(f)=) af =0
i=0
eine lineare Abhéngigkeit zwischen den Potenzen. (3) = (1). Umgekehrt
bedeutet die lineare Abhéngigkeit, dass es Elemente ¢; gibt, die nicht alle null
sind mit y i ;¢;f* = 0. Dies ist aber die Einsetzung P(f) fiir das Polynom
P =3%",¢X" und dieses ist nicht das Nullpolynom. (2) = (4). Sei P =
oo X" ein normiertes Polynom mit P(f) = 0, also mit ¢, = 1. Dann

kann man umstellen
n—1

fn:—zcz‘fi-

=0
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D.h. f™ kann man durch kleinere Potenzen ausdriicken. Durch Multiplikation
dieser Gleichung mit weiteren Potenzen von f ergibt sich, dass man auch
die hoheren Potenzen durch die Potenzen f*, i < n — 1, ausdriicken kann.
(4) = (5). Das ist trivial. (5) = (3). Wenn f in einer endlich-dimensionalen
Algebra M C L liegt, so liegen darin auch alle Potenzen von f. Da es in
einem endlich-dimensionalen Vektorraum keine unendliche Folge von linear
unabhéngigen Elementen geben kann, miissen diese Potenzen linear abhéngig
sein. U

Mit dieser Charakterisierung kénnen wir noch einen zweiten Beweis von Satz
8.1 geben, der unabhéngig von der Restklassenbildung ist und der zugleich
zeigt, wie man aus dem Minimalpolynom eines algebraischen Elementes das
inverse Element beschreiben kann.

Nach Satz 8.4 ist M = K|[f] eine endlich-dimensionale K-Algebra. Wir
miissen zeigen, dass M ein Korper ist. Sei dazu ¢ € M ein von null ver-
schiedenes Element. Damit ist auch K[g] C M = K[f], so dass K|g] wieder
eine endlich-dimensionale Algebra ist. Daher ist, wiederum nach Satz 8.4, das
Element g algebraisch iiber K und es gibt ein Polynom P € K[X], P # 0,
mit P(g) = 0. Wir ziehen aus diesem Polynom die htchste Potenz von X
heraus und schreiben

P=Qx",
wobei der konstante Term von () von null verschieden sei. Die Ersetzung von
X durch g ergibt
0 = P(g) = Q(9)g".

Da g # 0 ist und sich alles im Korper L abspielt, folgt Q(g) = 0. Wir kénnen
durch den konstanten Term von () dividieren und erhalten die Gleichung

l+cg+...+cgg?=0.
Umstellen ergibt
g(—c1g® — ... —cag™H) =1.

Das heifit, dass das Inverse zu ¢ sich als Polynom in ¢ schreiben ldsst und
daher zu K[g] und erst recht zu K[f] gehort.

8.3. Algebraischer Abschluss.

Definition 8.5. Sei K C L eine Korpererweiterung. Dann nennt man die
Menge

M = {z € L]z ist algebraisch iiber K}

den algebraischen Abschluss von K in L.

Satz 8.6. Sei K C L eine Korpererweiterung und sei M der algebraische
Abschluss von K in L. Dann ist M ein Unterkorper von L.
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Beweis. Wir miissen zeigen, dass M bzgl. der Addition, der Multiplikation,
des Negativen und des Inversen abgeschlossen ist. Seien z,y € M. Wir be-
trachten die von x und y erzeugte K-Unteralgebra U = K|z, y]|, die aus allen
K-Linearkombinationen der z‘y’, i,j € N, besteht. Da sowohl z als auch
y algebraisch sind, kann man gewisse Potenzen x™ und y™ durch kleinere
Potenzen ersetzen. Daher kann man alle Linearkombinationen mit den Mo-
nomen z'y’, i < n, j < m, ausdriicken. D.h. alle Operationen spielen sich in
dieser endlich-dimensionalen Unteralgebra ab. Daher sind Summe, Produkt
und das Negative nach Satz 8.4 wieder algebraisch. Fiir das Inverse sei z # 0
algebraisch. Dann ist K[z] nach Satz 8.1 ein Korper von endlicher Dimension.
Daher ist 271 € K|z] selbst algebraisch. O

8.4. Algebraische Zahlen.

Die iiber den rationalen Zahlen QQ algebraischen komplexen Zahlen erhalten
einen speziellen Namen.

Definition 8.7. Eine komplexe Zahl z heif3t algebraisch oder algebraische
Zahl, wenn sie algebraisch iiber den rationalen Zahlen Q ist. Andernfalls
heifit sie transzendent.

Die Menge der algebraischen Zahlen wird mit A bezeichnet.

Ferdinand von Lindemann (1852-1939)

Bemerkung 8.8. Eine komplexe Zahl z € C ist genau dann algebraisch,
wenn es ein von null verschiedenes Polynom P mit rationalen Koeffizienten
gibt mit P(z) = 0. Durch Multiplikation mit einem Hauptnenner kann man
fiir eine algebraische Zahl auch ein annullierendes Polynom mit ganzzahligen
Koeffizienten finden (das allerdings nicht mehr normiert ist). Eine rationale
Zahl ¢ ist trivialerweise algebraisch, da sie Nullstelle des linearen rationalen
Polynoms X — ¢ ist. Weiterhin sind die reellen Zahlen /¢ und q'/" fiir ¢ €
Q algebraisch. Dagegen sind die Zahlen e und 7 nicht algebraisch. Diese
Aussagen sind keineswegs selbstverstidndlich, die Transzendenz von 7 wurde
beispielsweise von Lindemann 1882 gezeigt.
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8.5. Algebra-Automorphismen.

Die folgenden Definitionen werden wir vor allem fiir eine Kérpererweiterung
K C L anwenden.

Definition 8.9. Es sei K ein kommutativer Ring und A eine kommutative
K-Algebra. Ein bijektiver K-Algebra-Homomorphismus

p:A— A
heifit K-Algebra-Automorphismus.

Lemma 8.10. FEs sei K ein kommutativer Ring und A eine kommutative
K-Algebra. Dann gelten folgende Aussagen.

(1) Die Identitdt ist ein K-Algebra-Automorphismus.

(2) Die Verkniipfung ¢ o 1 von zwei K-Algebra-Automorphismen ¢ und
W ist wieder ein Automorphismus.

(3) Die Umkehrabbildung ¢~ zu einem K -Algebra-Automorphismus ¢ ist
wieder ein Automorphismus.

(4) Die Menge der K -Algebra-Automorphismen bilden mit der Hinterein-
anderschaltung als Verkniipfung eine Gruppe.

Beweis. Siehe Aufgabe 8.5. U

Definition 8.11. Es sei K ein kommutativer Ring und A eine kommutative
K-Algebra. Die Menge der K-Algebra-Automorphismen

p:A— A
mit der Hintereinanderschaltung als Verkniipfung heifit Automorphismen-

gruppe der Algebra. Sie wird mit Autg (A) bezeichnet.

Beispiel 8.12. Es sei K ein Koérper und K[X3,..., X,] der Polynomring
iiber K in n Variablen. Es sei

a: K" — K"
ein linearer Automorphismus, der durch eine invertierbare Matrix
a = (aij)1<ij<n

gegeben ist. Wir definieren dazu direkt einen K-Algebra-Automorphismus,
namlich den durch

Xi — (lﬂXl + ...+ (lan

definierten Einsetzungshomomorphismus (in mehreren Variablen), den wir
mit ¢, bezeichnen. Dabei handelt es sich in der Tat um einen Algebra-
Automorphismus: Der inverse lineare Automorphismus a~! definiert in der
gleichen Weise einen Algebra-Homomorphismus ¢,-1, und es gilt ¢,-10¢, =
id, da diese Hintereinanderschaltung jede Variable auf sich selbst abbildet.
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Bei einem Polynomring in einer Variablen iiber einem Koérper K ist jeder
K-Automorphismus ein linearer Automorphismus, also durch die Zuordnung
X — aX 4+ b mit a # 0 gegeben. Dies ist in mehreren Variablen nicht der
Fall, in der Tat ist schon die Automorphismengruppe von K[X,Y] nicht
vollsténdig verstanden. Ein wichtiges offenes Problem ist hierbei das Jacobi-
problem.

8.6. Die Galoisgruppe einer Korpererweiterung.

Definition 8.13. Sei K C L eine Korpererweiterung. Dann nennt man die
Automorphismengruppe

Gal (L|K) = Autk (L)
die Galoisgruppe der Koérpererweiterung.

Lemma 8.14. Sei K C L eine Korpererweiterung und es sei x; € L, 1 € I,
ein Erzeugendensystem (als Kérper) von L iber K. Es sei ¢ € Gal (L|K)
mit o(x;) = x; fiir alle i € I. Dann ist ¢ = id.

Beweis. Wir zeigen, dass die Teilmenge
M=z € Llp() =)

gleich L ist. Sei E = {x;| ¢ € I} das Erzeugendensystem und sei P(zy,...,2,)
ein K-Polynom in einer endlichen Teilmenge {x1,...,2,} C E. Dann ist

O(P(x1,...,2,)) = Plo(xy),...,0(x,)) = P(x1,...,2,),

da ja ¢ ein K-Algebra-Automorphismus ist, und somit gehért P € M. Das
bedeutet, dass die von E iiber K erzeugte Algebra zu M gehort. Da L der
von E erzeugte Korper ist, gibt es fiir z € L, x # 0, eine Darstellung z = y/z
mit y, z € M. Daher ist auch z € M. O

Es ist eine grundlegende Frage, welche Eigenschaften eines Elementes z € L
unter einem K-Algebra-Automorphismus erhalten bleiben und welche nicht.
Lemma 8.15. Sei K C L eine Kérpererweiterung, x € L, F' € K[X] ein
Polynom mit F(z) = 0 und sei ¢ € Gal (L|K). Dann ist auch F(p(z)) = 0.

Beweis. Sei F'=ag+ a1 X + ...+ a, X" mit a; € K. Dann ist
F(p(r)) = ag+arp(x) + ... +an(p(2)" = p(F(z)) = »(0) = 0.
Il

Satz 8.16. Sei K C L eine endliche Korpererweiterung. Dann ist die Ga-
loisgruppe Gal (L|K) endlich.
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Beweis. Die Korpererweiterung besitzt ein endliches K-Algebra-Erzeugen-
densystem, also L = Klzy,...,z,|. Nach Lemma 8.14 ist ein K-Algebra-
Automorphismus
p:L— L

durch ¢(x;), i = 1,...,n, eindeutig festgelegt. Da jedes z; nach Satz 8.4
algebraisch ist, gibt es Polynome F; # 0 mit F;(x;) = 0. Nach Lemma 8.15
ist auch F;(¢(z;)) = 0. Die Polynome F; besitzen aber nach Korollar Anhang
1.5 jeweils nur endlich viele Nullstellen, so dass nur endlich viele Werte fiir
¢(x;) in Frage kommen. O

9. VORLESUNG

9.1. Graduierte Korpererweiterungen.

Definition 9.1. Es sei K ein Kérper und D eine kommutative Gruppe.®
Eine K-Algebra A heifit D-graduiert, wenn es eine direkte Summenzerlegung

A:@Ad

deD

mit K-Untervektorrdumen Ay gibt derart, dass K C Ay ist und fiir die
Multiplikation auf A die Beziehung

Ad ' Ae - Ad-i—e
gilt.

Bemerkung 9.2. In einer D-graduierten K-Algebra besitzt jedes Element
a € A eine eindeutige Darstellung

a:Zad mit ag € Ag,
deD
wobei nur endlich viele der ay ungleich 0 sein kénnen. Die a4 heiflen dabei
die homogenen Komponenten von a, die Ay heiflen ebenfalls die homogenen
Komponenten von A (oder d-te Stufe) und Elemente a € A, heiflen homogen
vom Grad d. Die Gruppe D heifit die graduierende Gruppe. Der Fall A; =0
ist erlaubt.

Durch eine Graduierung wird die Multiplikation auf einer Algebra A iiber-
sichtlicher strukturiert. Man muss lediglich fiir homogene Elemente a € Ay
und b € A, die Produkte ab € Ay, . kennen, dadurch ist schon die gesamte
Multiplikation distributiv festgelegt.

Beispiel 9.3. Die Korpererweiterung R C C ist graduiert durch die Gruppe
D =7Z/(2). Die 0-te homogene Komponente ist R und die 1-te Komponente
ist Ri (das i gehort da dazu, wihrend man unter dem Imaginérteil einer
komplexen Zahl die reelle Zahl vor dem ¢ versteht). Die tibliche Schreibweise
z = a + bi ist also die Zerlegung in die homogenen Komponenten.

5Diese Gruppe wird fast immer additiv geschrieben.
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Beispiel 9.4. Es sei K ein Koérper und K[Xj,...,X,] der Polynomring in
n Variablen iiber K. Dieser ist in naheliegender Weise Z-graduiert. Man
definiert fiir ein Monom X X% ... Xkn den Grad durch ky + kg + ... + ky
und setzt Ay als den Vektorraum aller Polynome an, die Linearkombinationen
von Monomen von Grad d sind. Bei der Multiplikation von zwei Monomen
verhélt sich der Grad offensichtlich additiv, so dass dadurch eine graduierte
K-Algebra entsteht. Es ist Ag = K und A,, = 0 fiir negativen Grad n. Diese
Graduierung heifit auch die Standardgraduierung auf dem Polynomring.

Beispiel 9.5. Es sei K ein Korper, a € K und n € N. Dann besitzt die
Restklassenalgebra A = K[X]/(X™ — a) eine Graduierung mit der graduie-
renden Gruppe D = Z/(n), und zwar setzt man (wobei = die Restklasse von
X sei)
Ay = {)\l’d|)\ € K}

Jedes Element f € A kann man durch ein Polynom représentieren, das ma-
ximal den Grad n — 1 besitzt. Daher besitzt jedes f eine Summendarstellung
in den Ay. Diese Summenzerlegung ist direkt, da man mit der einzigen gege-
benen Gleichung X™ = a nicht weiter reduzieren kann. Die Multiplikations-
eigenschaft folgt aus Az?- ux® = Auad™, und dies ist gleich Apaz®e=", falls
d + e > n ist, und andernfalls gleich Auz®*¢. So oder so ist es ein Element
aus Agie.

Im vorstehenden Beispiel ist es eine nicht-triviale Frage, unter welchen Bedin-
gungen die Algebra A wieder ein Korper ist. Falls ja, so liegt eine graduierte
Korpererweiterung im Sinne der folgenden Definition vor.

Definition 9.6. Es sei K ein Korper und D eine endliche kommutative
Gruppe. Unter einer D-graduierten Korpererweiterung versteht man eine
Kérpererweiterung K C L, bei der auf L eine D-Graduierung L = @, ., La
mit Lo = K und Ly # 0 fiir alle d € D gegeben ist.

Lemma 9.7. Es sei K ein Korper, D eine endliche kommutative Gruppe
und K C L eine D-graduierte Korpererweiterung. Dann gelten folgende FEi-
genschaften

(1) Jede homogene Stufe Ly besitzt die K -Dimension 1.

(2) Esist grady L = #(D).

(3) Es sei D = (dy,...,dy) ein Erzeugendensystem von D und es sei
x; € Ly, v; # 0, fiziert. Dann ist L = Klxy,...,x,]. Insbesondere
wird L von homogenen Elementen erzeugt.

(4) Jedes homogene Element x € Lg, x # 0 besitzt ein Minimalpolynom
der Form X™ —a mit a € K.

(5) Die Kirpererweiterung K C L ist eine Radikalerweiterung.

Beweis. (1). Nach Voraussetzung ist Ly # 0. Seien a, b € L, von 0 verschieden
und sei ¢ € L_4 ebenfalls # 0. Dann sind ca und ¢b Elemente # 0 in Ly =
K und daher besteht die Beziechung ca = Acb mit A € K, die sich durch



53

Multiplikation mit ¢~! (dieses Element gibt es, da wir in einem Koérper sind)
zuriickiibersetzt zu a = Ab. (2) folgt direkt aus (1). (3) ist klar wegen (1).
(4). Sei n € N die Ordnung von d € D. Fiir ein homogenes Element z € Ly,
x # 0, ist daher a = 2" € L,y = Ly = K. Also ist X" —a € K[X] ein
annullierendes Polynom. Die Potenzen %, 0 < i < n — 1, liegen alle in
verschiedenen homogenen Stufen. Daher sind sie linear unabhéngig und es
kann kein annullierendes Polynom von kleinerem Grad geben. (5) folgt aus
(3) und (4). d

9.2. Charaktergruppe und Automorphismengruppe bei einer gra-
duierten Korpererweiterung.

Wir wollen nun die Automorphismen auf einer graduierten Korpererweite-
rung kennenlernen. Die Graduierung erlaubt es, die Automorphismen {iiber-
sichtlich zu beschreiben, was fiir eine beliebige Korpererweiterung keineswegs
selbstverstandlich ist. Die Automorphismen héngen eng mit den sogenannten
Charakteren der graduierenden Gruppe zusammen, so dass wir zuerst iiber
Charaktere sprechen.

Definition 9.8. Es sei G ein Monoid und K ein Korper. Dann heifit ein
Monoidhomomorphismus
X G — (KX717')

ein Charakter von G in K.

Die Menge der Charaktere von G nach K bezeichen wir mit Char (G, K).
Mit dem trivialen Charakter (also der konstanten Abbildung nach 1) und
der Verkniipfung

(x1 - x2)(9) = x1(9) - x2(9)
ist Char (G, K) selbst ein Monoid, und zwar ein Untermonoid des Abbil-
dungsmonoid von G nach K*. Da es zu jedem Charakter den inversen Cha-
rakter x ! gibt, der durch x7'(g) = (x(g))™"! definiert ist, bildet Char (G, K)
sogar eine kommutative Gruppe (siehe unten).

Definition 9.9. Es sei G ein Gruppe und K ein Korper. Dann nennt man
die Menge der Charaktere

GY = Char (G,K) = {x : G — K*| x Charakter}
die Charaktergruppe von G (in K).

Lemma 9.10. Sei G eine Gruppe, K ein Korper und G¥ = Char (G, K) die
Charaktergruppe zu G. Dann gelten folgende Aussagen.

(1) GY st eine kommutative Gruppe.
(2) Bei einer direkten Gruppenzerlequng G = G1 X Gy ist (G1 X Gy)Y =
Gy x GY.

Beweis. Siehe Aufgabe 9.4. O
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Lemma 9.11. Es sei K ein Korper, D eine kommutative Gruppe und A
eine D-graduierte kommutative K-Algebra. Dann gibt es einen Gruppenho-
momorphismus

DY = Char (D, K) — Auty (A4), x — (aq — x(d)aa),

der Charaktergruppe von D in die K-Automorphismengruppe von A. Wenn
alle Ag # 0 sind, so ist diese Zuordnung injektiv.

Beweis. Zu jedem Charakter
x:D— K*

ist die durch ¢y (> ,cpad) = Dogep X(d) - ag definierte Abbildung ¢, mit
der Addition vertréglich. Die Vertréglichkeit mit der Multiplikation folgt fiir
homogene Elemente a; € Ay und a. € A, aus

oy(ag-ac) = x(d+e)aq-a. = x(d) - x(€)aq- ac = py(aq) - pylac),

woraus sich aufgrund des Distributivgesetzes auch der allgemeine Fall er-
gibt. Fir a € Ay = K ist ferner ¢, (a) = x(0)a = a, so dass ein
K-Algebra-Homomorphismus vorliegt. Der triviale (konstante) Charakter
geht bei dieser Zuordnung auf die Identitédt. Es seien nun zwei Charaktere
X1, X2 € Char (D, K) gegeben. Fiir ein homogenes Element a4 € A ist

Px1-x2 (&d) = (Xl ’ XQ)(d) " Qq
= x1(d) - x2(d) - aq
X1(d) - oy, (aa)
= ¥x (QOX2 (ad))
= (@Xl © @Xz)(ad)v

so dass die Gesamtzuordnung mit den Verkniipfungen vertréiglich ist. Daher
gilt auch
Px ©Px—1 = Pyox—t = 1 = idAa

so dass jedes ¢, ein K-Algebra-Automorphismus und die Gesamtzuordnung
ein Gruppenhomomorphismus ist. Die Injektivitéit ergibt sich unter Verwen-
dung von Lemma 4.9 folgendermaflien. Bei x # 1 gibt es ein d € D mit
x(d) # 1. Nach Voraussetzung ist A; # 0, sei also a € Ay, a # 0. Damit ist
oy (a) = x(d)a # a, da x(d) — 1 eine Einheit ist. Also ist ¢, # ida. d

Beispiel 9.12. Es sei K ein Korper, a € K und n € N derart, dass X" —a
irreduzibel ist. Dann ist K C K[X]/(X"™ — a) nach Korollar 7.7 und nach
Beispiel 9.4 eine Z/(n)-graduierte Korpererweiterung.

Eine notwendige Voraussetzung fiir die Irreduzibilitat von X" —a ist, dass a in
K keine n-te Wurzel besitzt, da sonst das Polynom sofort einen Linearfaktor
besitzt. Bei n = 2 oder n = 3 ist diese Bedingung auch hinreichend. Bei
n = 2 und wenn die Charakteristik von K nicht gleich 2 ist, so ist 1 # —1
und der nichttriviale Charakter

x:D=7Z/(2) — K~



55

mit x(0) = 1 und x(1) = —1 definiert iiber Lemma 9.11 den nichttri-
vialen K-Kérper-Automorphismus mit z +— —x (wobei x die Restklasse

von X sei), also die Konjugation in der quadratischen Korpererweiterung
K C K[X]/(X?% —a).

Beispiel 9.13. Die Q-Algebra Q[X]/(X* + 4) ist eine Z/(4)-graduierte Q-
Algebra. Das Polynom X* + 4 besitzt keine Nullstelle in Q, es ist aber nicht
irreduzibel, wie die Zerlegung

X' 4+4 = (X2 -2X +2)(X* +2X +2)
zeigt.

Beispiel 9.14. Wir betrachten den von V2 und V3 erzeugten Unterkorper
L = Q\W2,V3) = Q[v2,V3] von C (oder von R). Die Elemente
1, \/§, \/§, V6 bilden dabei unmittelbar ein Q-Erzeugendensystem und so-
gar eine Basis, da man andernfalls \/3 als rationale Linearkombination von

1 und /2 ausdriicken konnte. Damit liegt insgesamt eine Korpererweiterung
vom Grad vier vor. Sei D = 7Z/(2) x Z/(2). Wir setzen

Loy =Q, Loy =Q- V2, Loy =Q-V3,Lu1y =Q- V6,
und erhalten dadurch eine D-graduierte Korpererweiterung von Q.

Beispiel 9.15. Wir betrachten die Korpererweiterung Q C L = Q[i, /2] in
C. Diese besitzt eine D = Z/(2) x Z/(2)-Graduierung, bei der 1,4, /2,iv/2
eine homogene Basis bilden. Das (in dieser Graduierung nicht homogene)
Element (g = %(\/5 +1/2i) ist eine 8-te primitive Einheitswurzel und wegen
(% =iist L = Q(¢g) der achte Kreisteilungskorper.” Das Minimalpolynom
zu (g ist X4+ 1, so dass man auch L = Q[X]/(X? + 1) schreiben kann. Dies
zeigt, dass L auch eine Z/(4)-graduierte Korpererweiterung von Q ist, bei
der (g homogen ist.

10. VORLESUNG

10.1. Endliche Untergruppen der Einheitengruppe eines Korpers.

Wir wollen zeigen, dass die Einheitengruppe Z/(p), p Primzahl, zyklisch ist.
Dafiir brauchen wir einige gruppentheoretische Vorbereitungen.

Lemma 10.1. Sei G eine kommutative Gruppe und x,y € G Elemente der
endlichen Ordnungen n = ord (x) und m = ord (y), wobei n und m teiler-
fremd seien. Dann hat xy die Ordnung nm.

Beweis. Sei (xy)* = 1. Wir haben zu zeigen, dass k ein Vielfaches von nm
ist. Es ist

1= (:L,kyk)n — :L,knykm — ykn7

"Mit Kreisteilungskérpern werden wir uns spéter ausfiihrlich beschéftigen.
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da ja n die Ordnung von x ist. Aus dieser Gleichung erhélt man, dass kn
ein Vielfaches der Ordnung von y, also von m sein muss. Da n und m teiler-
fremd sind, folgt aus Lemma 3.17, dass k ein Vielfaches von m ist. Ebenso
ergibt sich, dass k ein Vielfaches von n ist, so dass k, wieder aufgrund der
Teilerfremdheit, ein Vielfaches von nm sein muss. U

Definition 10.2. Der Ezponent exp(G) einer endlichen Gruppe G ist die
kleinste positive Zahl n mit der Eigenschaft, dass 2" = 1 ist fiir alle z € G.

Lemma 10.3. Sei G eine endliche kommutative Gruppe und sei exp(G) =
ord (G), wobei exp(G) den Exponenten der Gruppe bezeichnet. Dann ist G
zyklisch.

Beweis. Sei n = ord (G) = pi* - - - p* die Primfaktorzerlegung der Gruppen-
ordnung. Der Exponent der Gruppe ist

exp(G) = kgV(ord(z) : z € G).

Sei p; ein Primteiler von n. Wegen exp(G) = ord (G) gibt es ein Element
x € G, dessen Ordnung ein Vielfaches von p;* ist. Dann gibt es auch (in der
von z erzeugten zyklischen Untergruppe) ein Element z; der Ordnung p;'.
Dann hat das Produkt x; - - -z € GG nach Lemma 10.1 die Ordnung n. [

Satz 10.4. Sei U C K* eine endliche Untergruppe der multiplikativen Grup-
pe eines Korpers K. Dann ist U zyklisch.

Beweis. Sei n = ord(U) und e = exp(U) der Exponent dieser Gruppe. Dies
bedeutet, dass alle Elemente = € U eine Nullstelle des Polynoms X¢—1 sind.
Nach Korollar Anhang 1.5 ist die Anzahl der Nullstellen aber maximal gleich
dem Grad, so dass n = e folgt. Nach Lemma 10.1 ist dann U zyklisch. [

Satz 10.5. Es sei K ein endlicher Korper. Dann ist die Einheitengruppe
K> eine zyklische Gruppe.

Beweis. Dies folgt direkt aus Satz 10.4. U

Satz 10.6. Sei p eine Primzahl. Dann ist die Einheitengruppe (Z/(p))*
zyklisch der Ordnung p — 1. Es gibt also (sogenannte primitive) Elemente g
mit der Eigenschaft, dass die Potenzen ¢, i = 0,1,...,p — 2, alle Einheiten
durchlaufen.

Beweis. Dies folgt unmittelbar aus Satz 10.4, da Z/(p) ein endlicher Korper
ist. U

Definition 10.7. Eine Einheit u € (Z/(n))* heiit primitiv (oder eine pri-
mitive Einheit), wenn sie die Einheitengruppe erzeugt.

Beispiel 10.8. Wir betrachten die Einheitengruppe des Restklassenkorpers
Z/(23). Nach Satz 10.6 ist sie zyklisch und es gibt daher Erzeuger der Ein-
heitengruppe, also primitive Elemente. Wie kann man diese finden? Man ist
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hierbei prinzipiell auf Probieren angewiesen, man kann dies allerdings deut-
lich vereinfachen. Man weif}, dass die Einheitengruppe 22 Elemente besitzt,
als Ordnung von Elementen dieser Gruppe kommen also nur 1,2, 11 und 22,
in Frage. Es gibt genau ein Element mit der Ordnung 1, ndmlich 1, und ein
Element mit der Ordnung 2, ndmlich —1 = 22. Alle anderen Elemente haben
also die Ordnung 11 oder 22, und genau die letzteren sind primitiv. Der erste
Kandidat ist 2. Wir miissen also

21 mod 23
ausrechnen. Es ist 2° = 32 = 9 und daher ist
21 = 9.9.2 =12.2 = 24 = 1.

Die Ordnung ist also 11, und die 2 ist nicht primitiv. Betrachten wir die 3.
Es ist 3° = 27 = 4 und daher ist

31 =4.4.4.9=18-9 = 162 = 1,

also wieder nicht primitiv. Der néchste Kandidat 4 muss nicht gecheckt wer-
den, denn wegen 4 = 22 ist sofort 4! = 222 = 1 (diese Beobachtung gilt fiir
alle Quadratzahlen, und zwar auch fiir diejenigen Zahlen, die nur modulo 23
ein Quadrat sind). Betrachten wir also 5. Es ist 5% = 2. Damit ist

510 =2°.5 =9.5 =45 = —1 # 1.
Daher hat 5 die Ordnung 22 und ist ein primitives Element.

Man kann diesen Sachverhalt auch so ausdriicken, dass die Abbildung
Z/(22) — (Z/(23))%, k +— 5",

einen Gruppenisomorphismus definiert. Dieser iibersetzt die Addition in die
Multiplikation, daher spricht man von einer diskreten FExponentialfunktion
und nennt die Umkehrabbildung auch einen diskreten Logarithmus. Solche
Abbildungen spielen eine wichtige Rolle in der Kryptologie. Wenn man wie in
diesem Beispiel einen solchen Isomorphismus gefunden hat, so kann man viele
Eigenschaften der Einheitengruppe in der ,,einfacheren“ Gruppe entscheiden.
Z.B. sind in Z/(22) alle ungeraden Elemente aufier 11 ein Gruppenerzeuger,
daher sind in der Einheitengruppe alle Elemente der Form

5% w ungerade, u # 11,
primitiv.
10.2. Primitive Einheitswurzeln.

Die Menge der n-ten Einheitswurzeln in einem Korper K bilden eine endliche
Untergruppe von K*, die wegen Satz 10.4 zyklisch ist.

Definition 10.9. Eine n-te Einheitswurzel heifit primitiv, wenn sie die Ord-
nung n besitzt.
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Man beachte, dass ein Erzeuger der Gruppe der Einheitswurzeln nur dann
primitiv heifft, wenn es n verschiedene Einheitswurzeln gibt. Wenn ( eine
primitive n-te Einheitswurzel ist, so sind genau die ¢* mit i < n und i teiler-
fremd zu n die primitiven Einheitswurzeln.®

10.3. Endliche Korper.

Definition 10.10. Ein Koérper heifit endlich, wenn er nur endlich viele Ele-
mente besitzt.

Uber die Anzahl der Elemente in einem endlichen Korper gilt folgende wich-
tige Bedingung.

Lemma 10.11. Se: K ein endlicher Korper. Dann besitzt K genau p™ Ele-
mente, wobei p eine Primzahl ist und n > 1.

Beweis. Der endliche Korper kann nicht Charakteristik null besitzen, und
als Charakteristik eines Korpers kommt ansonsten nach Lemma 13.9
(Einfithrung in die Algebra (Osnabriick 2009)) nur eine Primzahl in Frage.
Diese sei mit p bezeichnet. Das bedeutet, dass K den Korper Z/(p) enthélt.
Damit ist aber K ein Vektorraum iiber Z/(p), und zwar, da K endlich ist,
von endlicher Dimension. Sei n die Dimension, n > 1. Dann hat man eine
Z/(p)-Vektorraum-Isomorphie K = (Z/(p))™ und somit besitzt K gerade p™
Elemente. ]

Die vorstehende Aussage gilt allgemeiner fiir endliche Ringe, die einen Korper
enthalten. Es sei schon jetzt erwidhnt, dass es zu jeder Potenz p" bis auf
Isomorphie genau einen Koérper mit p™ Elementen gibt. Dies werden wir in der
néchsten Vorlesung beweisen. Fiir einige Beispiele siehe auch die Aufgaben.

Beispiel 10.12. Wir konstruieren einen Koérper mit 232 = 529 Elementen
und kniipfen dabei an Beispiel 10.8 an. Da die 5 € Z/(23) primitiv ist, folgt,
dass das Polynom X? —5 € Z/(23)[X] irreduzibel ist. Andernfalls miisste es
eine Nullstelle haben und dann wire 5 = a? ein Quadrat mit a € Z/(23).
Doch dann wire 5! = a?? = 1, was nicht der Fall ist.

Es folgt nach Satz 7.6, dass

K = Z/(23)[X]/(X* = 5)
ein Korper ist. Dieser hat 23% Elemente, da man jede Restklasse auf genau
eine Weise als az + b mit a,b € Z/(23) schreiben kann (z bezeichne die
Restklasse von X). Dieser Korper enthélt Z/(23), und die Ordnungen die-

ser Elemente &ndern sich nicht (und sie sind insbesondere nicht primitiv im
groferen Korper).

8Insbesondere gibt es, wenn es iiberhaupt primitive Einheitswurzeln gibt, genau o(n)
primitive Einheitswurzeln, wobei ¢(n) die eulersche p-Funktion bezeichnet. Siehe Vorle-
sung 19.
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Wir méchten eine primitive Einheit in diesem Korper finden. Die Ordnung
von K ist 528 = 16-3-11. Wir miissen fiir jede dieser Primzahlpotenzen ein
Element mit dieser Ordnung finden. Die 2 hat die Ordnung 11. Das Element
11 — z hat die Ordnung 3, es ist ndmlich

(11-2)* = 121-11-3-1212+332*—2> = 66—3-62+50—5r = 116—23x = 1.

Um ein Element der Ordnung 16 zu finden, ziehen wir sukzessive Quadrat-
wurzeln aus —1. Es ist

(3z)* = 92° = 45 = —1.
Eine Quadratwurzel daraus ist 14 4+ 192, wegen
(14 +192)* = 196 + 361 -5+2-14-192 = 124+ 16-5+5- 192 = 3.

Um eine Quadratwurzel fiir 14419z zu finden, setzen wir (a+bz)* = 14+19z
an, was zum Gleichungssystem a?+5b? = 14 und 2ab = 19 iiber Z/(23) fiihrt.
Es ist dann a = 21 - b~ !, was zu 4b=2 + 5b* = 14 bzw. zur biquadratischen
Gleichung

56" +9b° +4=0
fiihrt. Normieren ergibt b + 110* + 10 = 0. Quadratisches Erginzen fithrt zu
(b +17)% = 177 — 10 = 49.

Dabher ist b> = 13 und somit b = 6 und a = 15, also ist 15 + 6z ein Element
der Ordnung 16. Damit ist insgesamt

2(11 — z)(154 6x) = 2(165 — 30 + 51lz) = 2(20 + bz) = 17+ 10z
eine primitive Einheit nach Lemma 10.1.
Satz 10.13. Se: K ein endlicher Kérper. Dann ist das Produkt aller von 0

verschiedener Elemente aus K gleich —1.

Beweis. Die Gleichung % = 1 hat in einem Korper nur die Losungen 1 und
—1, die allerdings gleich sein kénnen. Das bedeutet, dass fiir x # 1, —1 immer
x # 2! ist. Damit kann man das Produkt aller Einheiten schreiben als

H(=1D)aay gyt
Ist —1 # 1, so ist das Produkt —1. Ist hingegen —1 = 1, so fehlt in dem
Produkt der zweite Faktor und das Produkt ist 1 = —1. 0
Die folgende Aussage heifit Satz von Wilson.

Korollar 10.14. Sei p eine Primzahl. Dann ist
(p—1)!'=—-1 mod p.
Beweis. Dies folgt unmittelbar aus Satz 10.13, da ja die Fakultiat durch alle

Zahlen zwischen 1 und p — 1 lduft, also durch alle Einheiten im Restklas-
senkorper Z/(p). O
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11. VORLESUNG

11.1. Zerfallungskorper.

Wir wollen zu einem Polynom F' € K[X] einen Korper konstruieren, iiber
dem F'in Linearfaktoren zerféllt. Dies beruht auf einer recht einfachen Kon-
struktion. Zu jedem Korper kann man sogar einen Korper K C K konstruie-
ren, der algebraisch abgeschlossen ist, was wir aber nicht ausfiihren werden.
Eine erste Anwendung ist die Konstruktion und die Charakterisierung von
endlichen Korpern.

Lemma 11.1. Sei Kein Korper und F ein Polynom aus K[X]|. Dann gibt
es einen Erweiterungskorper K C L derart, dass F' tber L in Linearfaktoren
zerfallt.

Beweis. Sei F' = P --- P, die Zerlegung in Primpolynome in K|[X], und sei
Py nicht linear. Dann ist

K — K[Y]/(P(Y)) = K’

eine Korpererweiterung von K nach Satz 7.6. Wegen Py (Y) = 0 in K’ ist
die Restklasse y von Y in K’ eine Nullstelle von P;. Daher gilt in K'[X] die
Faktorisierung

PIZ(X_y)pa

wobei P einen kleineren Grad als P; hat. Das Polynom F hat also iiber K’
mindestens einen Linearfaktor mehr als iiber K. Induktive Anwendung von
dieser Konstruktion liefert eine Kette von Erweiterungen K ¢ K’ c K" ...,
die stationér wird, sobald F' in Linearfaktoren zerfillt. O

Definition 11.2. Es sei K ein Korper, F' € K[X] ein Polynom und K C
L eine Korpererweiterung, iiber der F' in Linearfaktoren zerfillt. Es seien
ai,...,a, € L die Nullstellen von F'. Dann nennt man

Klay,...,a,) C L

einen Zerfillungskorper von F.°

Es handelt sich hierbei wirklich um einen Korper, wie wir gleich sehen wer-
den. Haufig beschrankt man sich auf Polynome vom Grad > 1, bei konstanten
Polynomen schen wir einfach K selbst als Zerfillungskérper an. Uber dem
Zerfallungskorper zerfallt das gegebene Polynom in Linearfaktoren, da er ja
nach Definition alle Nullstellen enthélt, mit denen alle beteiligten Linearfak-
toren formuliert werden kénnen.

9Der Sprachgebrauch ist nicht ganz einheitlich. Manche Autoren nennen jeden Korper,
iiber dem das gegebene Polynom in Linearfaktoren zerfillt, einen Zerfallungskorper,
und bezeichnen den von den Nullstellen erzeugten Zerfallungskorper als minimalen
Zerfallungskorper.
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Lemma 11.3. Es sei K ein Korper, F' € K[X]| ein Polynom und L = Z(F)
der Zerfdllungskorper von F. Es sei K C K' C L ein Zwischenkdrper. Dann
ist L auch ein Zerfillungskorper des Polynoms F € K'[X].

Beweis. Das ist trivial. O

Lemma 11.4. Es sei K ein Korper, F' € K[X]| ein Polynom und L = Z(F)
der Zerfdllungskorper von F. Dann ist K C L eine endliche Kdrpererweite-
rung.

Beweis. Es sei L = Klay,...,a,], wobei a; € L die Nullstellen von F seien
und F' iiber L in Linearfaktoren zerféllt. Es liegt die Kette von K-Algebren

K g K[al] g K[GIJGQ] g g K[a17"'7an] =L

vor. Dabei ist sukzessive a; algebraisch iiber Klay,...,a; 1], da ja a; eine
Nullstelle von F' € K[X] ist. Daher sind die Inklusionen nach Satz 8.1 end-
liche Korpererweiterungen und nach Satz 2.8 ist dann die Gesamtkdrperer-
weiterung ebenfalls endlich. O

Satz 11.5. Es sei K ein Korper und sei F' € K[X] ein Polynom. Es seien
K C Ly und K C Ly zwei Zerfdallungskorper von F. Dann gibt es einen
K-Algebra-Isomorphismus

@:Ll—)LQ.

Insbesondere gibt es bis auf Isomorphie nur einen Zerfdillungskorper zu einem
Polynom.

Beweis. Wir beweisen die Aussage durch Induktion iiber den Grad grady L;.
Wenn der Grad eins ist, so ist K = L; und das Polynom F' zerfallt bereits
iiber K in Linearfaktoren. Dann gehoren alle Nullstellen von F' in einem
beliebigen Erweiterungskorper K C M zu K selbst. Also ist auch L, = K. Es
sei nun grad, L; > 2 und die Aussage sei fiir kleinere Grade bewiesen. Dann
zerfallt F' iiber K nicht in Linearfaktoren. Daher gibt es einen irreduziblen
Faktor P von F' mit grad (P) > 2 und K’ = K[X]/(P) ist nach Satz 7.6 und
nach Proposition 7.9 eine Korpererweiterung von K vom Grad > 2. Da P
als Faktor von F' ebenfalls iiber L; und iiber Ly in Linearfaktoren zerfillt,
gibt es Ringhomomorphismen K’ — Ly und K’ — Ls. Diese sind injektiv, so
dass K’ sowohl von L, als auch von L, ein Unterkorper ist. Nach Lemma 11.3
sind dann L; und Ly Zerfallungskorper von F' € K'[X]. Nach Satz 2.8 ist
grady, L1 < grady Ly, so dass wir auf K, Ly, Ly die Induktionsvoraussetzung
anwenden konnen. Es gibt also einen K’-Algebra-Isomorphismus

QOZL1—>L2.

Dieser ist erst recht ein K-Algebra-Isomorphismus. U
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11.2. Konstruktion endlicher Korper.

Endliche Koérper mit der Anzahl p" konstruiert man, indem man ein in
(Z/(p))[X] irreduzibles Polynom vom Grad n findet. Ob ein gegebenes Poly-
nom irreduzibel ist, ldsst sich dabei grundsétzlich in endlich vielen Schritten
entscheiden, da es ja zu jedem Grad iiberhaupt nur endlich viele Polynome
gibt, die als Teiler in Frage kommen koénnen. Zur Konstruktion von einigen
kleinen endlichen Korpern siehe Aufgabe 10.13 und Aufgabe 11.13. Gene-
rell kann man einen Kérper mit ¢ = p™ Elementen als Zerféallungskoérper des
Polynoms X9 — X erhalten.

€

Lemma 11.6. Sei K ein Korper der Charakteristik p, sei ¢ = p°, e > 1. Fs
sel

M={reK: :z?=zx}.

Dann ist M ein Unterkédrper von K.

Beweis. Zunéchst gilt fiir jedes Element z € Z/(p) C K, dass

= @Y = = =2

ist, wobei wir wiederholt den kleinen Fermat benutzt haben. Insbesondere
ist also 0,1,—1 € M. Es ist 27 = F°(z) und der Frobenius

F'K— K, v+ 2P,
ist ein Ringhomomorphismus.'® Daher ist fiir z,y € M einerseits
(z+y)! = F(z+y) = F(z) + F*(y)
und andererseits
(ey)" = 2y’ = ay.
Ferner gilt fiir x € M, x # 0, die Gleichheit
(@) =(@)" =",

so dass auch das Inverse zu M gehort und in der Tat ein Korper vorliegt.
O

Im Beweis der néchsten Aussage werden wir die Technik des formalen Ab-
leitens verwenden. Ableiten ist eigentlich eine analytische Technik, und be-
kanntlich ist die Ableitung eines Monoms X™ gleich mX™ !, und die Ablei-
tung eines Polynoms ergibt sich durch lineare Fortsetzung dieser Regel. Da
der Exponent der Variablen zum Vorfaktor wird, und da man jede ganze Zahl
in jedem Korper eindeutig interpretieren kann, ergeben solche Ableitungen
auch rein algebraisch fiir jeden Grundkorper Sinn. Wir definieren daher.

10giche dazu Aufgabe 11.4 und Vorlesung 15.
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Definition 11.7. Sei K ein Kérper und sei K[X] der Polynomring iber K.
Zu einem Polynom

F=> aX €K[X]
i=0
heifit das Polynom

F'=na, X" '+ (n—1Dap1 X" 2+ ... +3a3X? + 20, X + ay
die formale Ableitung von F'.

Man beachte, dass, insbesondere bei positiver Charakteristik, das algebrai-
sche Ableiten einige iiberraschende Eigenschaften haben kann. In positiver
Charakteristik p ist bspw.

(XY = pX"t = 0.

Fiir einige grundlegende Eigenschaften des Ableitens siehe die Aufgaben.
Wichtig ist fiir uns, dass man mit der formalen Ableitung testen kann, ob die
Nullstellen eines Polynoms einfach oder mehrfach sind (eine Nullstelle a heif3t
mehrfach, wenn das zugehorige lineare Polynom X —a das Polynom mehrfach
teilt, d.h. wenn es in der Primfaktorzerlegung mit einem Exponenten > 2
vorkommt).

Lemma 11.8. Sei K ein Korper der Charakteristik p > 0, sei g = p°, e > 1.
Das Polynom X1 — X zerfalle iber K in Linearfaktoren. Dann ist

M={zreK:2'=uzx}

ein Unterkorper von K mit ¢ Elementen.

Beweis. Nach Lemma 11.6 ist M ein Unterkorper von K, und nach Korollar
Anhang 1.5 besitzt er hochstens ¢ Elemente. Es ist also zu zeigen, dass F' =
X7 — X keine mehrfache Nullstellen hat. Dies folgt aber aus F' = —1 und
Aufgabe 11.19. O

Satz 11.9. Seip eine Primzahl und e € N1. Dann gibt es bis auf Isomorphie
genau einen Korper mit ¢ = p® Elementen.

Beweis. Existenz. Wir wenden Lemma 11.1 auf den Grundkérper Z/(p) und
das Polynom X% — X an und erhalten einen Korper L der Charakteristik p,
iiber dem X7 — X in Linearfaktoren zerfillt. Nach Lemma 11.8 gibt es dann
einen Unterkorper M von L, der aus genau ¢ Elementen besteht.

Eindeutigkeit. Wir zeigen, dass ein Koérper mit ¢ Elementen der Zerfallungs-
korper des Polynoms X?— X sein muss, so dass er aufgrund dieser Eigenschaft
nach Satz 11.5 eindeutig bestimmt ist. Sei also L ein Korper mit g Elementen,
der dann Z/(p) als Primkorper enthélt. Da L™ genau g — 1 Elemente besitzt,
gilt nach Korollar 4.17 die Gleichung z¢~! = 1 fiir jedes x € L* und damit
auch z¢ = z fiir jedes z € L. Dieses Polynom vom Grad ¢ hat also in L
genau ¢ verschiedene Nullstellen, so dass es also {iber L zerfallt. Zugleich
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ist der von allen Nullstellen erzeugte Unterkérper gleich L, so dass L der
Zerfallungskorper ist. U

Notation 11.10. Sei p eine Primzahl und e € N, . Der aufgrund von Satz
11.9 bis auf Isomorphie eindeutig bestimmte endliche Kérper mit ¢ = p°
Elementen wird mit

F

q
bezeichnet.

Fir ¢ = p ist F, = Z/(p). Dagegen sind fiir ¢ = p°, e > 2, die Ringe F,
und Z/(q) verschieden, obwohl beide Ringe ¢ Elemente besitzen. Dies liegt
einfach daran, dass F, ein Korper ist, Z/(q) aber nicht.

12. VORLESUNG

Wir interessieren uns fiir die Frage, wann eine endliche Kérpererweiterung
K C L einfach ist, also in der Form L = K(z) mit einem Element z € L
geschrieben werden kann. Antwort gibt der Satz vom primitiven Element
(d.h. erzeugenden Element), der besagt, dass dies unter der recht schwachen
Voraussetzung der Separabilitéat der Fall ist.

12.1. Separable Korpererweiterungen.

Definition 12.1. Es sei K ein Korper. Ein Polynom P € K[X] heifit sepa-
rabel, wenn es iiber keinem Erweiterungskorper K C L mehrfache Nullstellen
besitzt.

Lemma 12.2. Es sei K ein Korper und sei P € K[X] ein Polynom. Dann
sind die folgenden Aussagen dquivalent.

(1) P ist separabel.

(2) Es gibt eine Korpererweiterung K C L derart, dass P tber L in
einfache Linearfaktoren zerfdillt.

(3) P und die Ableitung P’ sind teilerfremd.

(4) P und die Ableitung P’ erzeugen das Finheitsideal.

Beweis. (1) = (2). Dies folgt aus Lemma 11.1. (2) = (3). Nehmen wir an,
dass P und P’ einen gemeinsamen nichttrivialen Teiler in K [X] besitzen. Dies
ist dann auch in L[X] der Fall. Dies bedeutet wiederum, dass ein Linearfaktor
von P auch ein Teiler von P’ ist. Daher besitzen P und P’ eine gemeinsame
Nullstelle und somit besitzt P eine mehrfache Nullstelle im Widerspruch zur
Voraussetzung. (3) = (4). Dies folgt aus Lemma 3.16. (4) = (1). Sei K C L
eine Korpererweiterung, so dass P € L[X] in Linearfaktoren zerfillt. Nach
Voraussetzung kann man 1 in K[X] als Linearkombination von P und P’
darstellen. Diese Eigenschaft tibertrégt sich direkt auf L[X]. Wenn P in L
eine mehrfache Nullstelle hétte, so wire diese Nullstelle auch eine Nullstelle
der Ableitung. Das kann aber wegen der Darstellbarkeit der 1 nicht sein. [
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Definition 12.3. Eine endliche Korpererweiterung K C L heiflt separabel,
wenn fiir jedes Element x € L das Minimalpolynom separabel ist.

Lemma 12.4. Es sei K C L eine endliche separable Korpererweiterung und
M, K C M C L, ein Zwischenkdrper. Dann ist auch M C L eine separable
Korpererweiterung.

Beweis. Siehe Aufgabe 12.5. O

Unser erstes wichtiges Ziel ist es, zu zeigen, dass eine endliche Korperer-
weiterung bereits dann separabel ist, wenn die Minimalpolynome zu einem
Erzeugendensystem separabel sind.

Lemma 12.5. Es sei K C L = K|z] = K(z) eine einfache Korpererweite-
rung vom Grad d = grady L. Fs sei K C M eine Kérpererweiterung, unter
der das Minimalpolynom F von x in Linearfaktoren zerfdllt. Dann ist F' ge-
nau dann ein separables Polynom, wenn es d verschiedene K -Finbettungen
von L in M gibt.

Beweis. Es sei also K C L = Klz] = K[X]/(F) vom Grad d mit dem
Minimalpolynom F' gegeben. Dieses Polynom F' ist genau dann separabel,
wenn es in M genau d Nullstellen besitzt. Diese Nullstellen stehen geméafl Satz
6.4 in Bijektion zu den K-Algebra-Homomorphismen von L = K[X]/(F)
nach M. |

Lemma 12.6. Fs sei K C L = K[xq,...,x,] eine endliche Kérpererweite-
rung vom Grad d = grady L mit der Figenschaft, dass die Minimalpolynome
F; € K[X] zu den z; separabel sind. Es sei K C M eine Korpererweiterung,
unter der die F; in Linearfaktoren zerfallen. Dann gibt es d wverschiedene
K -FEinbettungen von L in M.

Beweis. Wir fithren Induktion iiber n, bei n = 0 ist der Grad der Korperer-
weiterung gleich 1 und es gibt auch nur die K-Einbettung K C M. Sei die
Aussage fiir n bewiesen. Wir betrachten die Korperkette

KCK =Klx1,...,2,) C K'[tp1] = L.

Wir wissen also, dass es grad, K’ verschiedene K-Einbettungen von K’
nach M gibt. Aufgrund der Gradformel geniigt es zu zeigen, dass es fiir
K' C K'[x,11] = L so viele K'-Einbettungen von L in M gibt, wie es der
Korpergrad grady, L vorgibt. Es geniigt also, den Fall n = 1 zu beweisen,
und dieser folgt aus Lemma 12.5. U

Satz 12.7. Es set K C L = K|xy,...,x,] eine endliche Korpererweiterung.
Es sei vorausgesetzt, dass die Minimalpolynome F; der x; separabel sind.
Dann ist die Erweiterung K C L separabel.

ir betrachten den

Beweis. Es sei x € L mit Minimalpolynom F' € . W
] C L, wobei die Grade

K[X
zugehorigen Zwischenkorper K C K[z] & K[X]/(F)

/
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mit d; = grad; K[z], dy = grad,) L und mit d = ddy = grad; L bezeichnet
seien. Es sei L C M ein Korper, iiber dem F und die Fj in Linearfaktoren
zerfallen. Nach Lemma 12.6 gibt es d K-Algebra-Homomorphismen von L
nach M. Wenn die Anzahl der Homomorphismen von K[z] nach M kleiner
als dy wire, so wiirde es mehr als ds Homomorphismen L — M geben, deren
Einschrénkungen auf K[x] tibereinstimmen wiirden. Nach Lemma 12.4 ist
K[z] C L eine separable Korperweiterung vom Grad ds und daher gibt es
nach Lemma 12.5 genau dy Homomorphismen von L nach M iiber K|z] ist,
so dass das nicht sein kann. Also gibt es d; Algebra-Homomorphismen von
K[z] = K[X]/(F) nach M und somit ist F', wiederum nach Lemma 12.5, ein
separables Polynom. O

12.2. Der Satz vom primitiven Element.

Lemma 12.8. Fs sei K C L = K(z) eine endliche einfache Kérpererweite-
rung und K C M C L ein Zwischenkorper. Es sei G = Z?:o b; X7 € M[X]
das Minimalpolynom von x iber M. Dann ist M = K (b, ..., by).

Beweis. Wir gehen von der Inklusion K’ = K(by,...,br) € M aus. Die
Korpererweiterung K’ C L ist ebenfalls einfach mit dem Erzeuger z, und
G € K'[X] ist irreduzibel, da es ja irreduzibel in M[X] ist. Somit ist G
nach Lemma 7.12 auch das Minimalpolynom von z iiber K’. Daher ist L =
M[X]/(G) und L = K'[X]/(G) und insbesondere

grad,; L. = Grad (G) = grady, L.
Nach der Gradformel folgt K’ = M. O

Satz 12.9. Sei K C L eine endliche Korpererweiterung. Dann ist K C
L genau dann eine einfache Korpererweiterung, wenn es nur endlich viele
Zwischenkérper K C M C L gibt.

Beweis. Wenn K ein endlicher Kérper ist, so ist auch L endlich und die Vor-
aussetzung iiber die endlich vielen Zwischenkorper ist automatisch erfiillt. In
diesem Fall ist aber auch nach Satz 10.5 die Korpererweiterung einfach. Wir
konnen also annehmen, dass K unendlich ist. Sei zunéchst vorausgesetzt, dass
es in K C L nur endlich viele Zwischenkorper gibt. Sei grad, L = n. Jeder
von L verschiedene Zwischenkorper M; ist ein maximal (n—1)-dimensionaler
K-Untervektorraum von L und daher gibt es eine von 0 verschiedene K-
lineare Abbildung
;i L — K

mit ;(M;) = 0. Zu ; gehort ein lineares Polynom P; (in n Variablen)!' mit
der entsprechenden Eigenschaft. Das Polynom P = Hle P; ist dann auf der
Vereinigung aller Zwischenkorper M; # L gleich 0. Da K unendlich ist, gibt es
aber nach Aufgabe 12.11 auch Elemente a = (ay,...,a,) € L mit P(a) # 0.

H)Man fixiert hierzu eine K-Basis von L, die zugehorige Dualbasis entspricht dann den
n Variablen. Die folgende Tupelschreibweise bezieht sich ebenfalls auf die Basis.
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Der von einem solchen Element a iiber K erzeugte Korper muss gleich L
sein, da er nach Konstruktion in keinem anderen Zwischenkdrper liegt. Sei
nun L = K(z) = Klz] = K[X]/(F) eine einfache Korpererweiterung mit
dem Minimalpolynom F' € K[X]. Fiir jeden Zwischenkorper M, K C M C
L, ist L = M(z) und das Minimalpolynom G von x tiber M ist in M|[X]
und insbesondere in L[X] ein Teiler von F. Nach Lemma 12.8 besteht die
Beziehung M = K(by,...,b;), wobei die b; die Koeffizienten von G sind.
Da F nur endlich viele (normierte) Teiler besitzt, gibt es nur endlich viele
Zwischenkorper. O

Korollar 12.10. Es sei K C L eine endliche einfache Korpererweiterung
und K C M C L ein Zwischenkérper. Dann ist auch K C M eine einfache
Korpererweiterung.

Beweis. Dies folgt unmittelbar aus Satz 12.9, da ja K C M unter der Vor-
aussetzung auch nur endlich viele Zwischenkorper besitzt. U

Der folgende Satz heifit Satz vom primitiven Element.

Satz 12.11. Sei K C L eine separable endliche Korpererweiterung. Dann
wird L von einem Element erzeugt, d.h. es gibt ein f € L mit

L=K(f) = K[X]/(P)

mit einem irreduziblen (Minimal-)Polynom P € K[X].

Beweis. Bei K endlich folgt die Aussage sofort aus Satz 10.5, wir kénnen
also K als unendlich annehmen. Es sei K C L = Klzy,...,x,]. Es geniigt
zu zeigen, dass man sukzessive zwei Erzeuger davon durch einen Erzeuger
ersetzen kann. Dabei ist K C K|z, 25| ebenfalls separabel. Sei also L =
K|z,y] gegeben und n = grady L. Es sei K C M eine Korpererweiterung,
bei der die Minimalpolynome von z und von y in Linearfaktoren zerfallen.
Es gibt gemifl Lemma 12.6 n K-Einbettungen

O1y.e..,0p L — M.

Wir betrachten das Polynom

P =1]((oi(y) = 05(1))X + 0i(x) = 75(x))
i#]
das zu M[X] gehort. Dies ist nicht das Nullpolynom, da keiner der Linearfak-
toren gleich 0 ist. Daher besitzt P nur endlich viele Nullstellen und somit gibt
es, da K unendlich ist, ein ¢ € K mit P(c) # 0. Die Elemente o;(z + cy) =
oi(x) + co;(y) sind alle verschieden. Aus o;(x) + co;(y) = oj(x) + co;(y) fir
i # j folgt namlich (0;(y) —o0;(y))c+0i(x) —oj(x) = 0, und ¢ wére doch eine
Nullstelle. Es gibt also n verschiedene Einbettungen von K (x + cy) nach M
und insbesondere ist grad, K[z + cy] > n, also ist K(z + cy) = L. O
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13. VORLESUNG

13.1. Automorphismen und Nullstellen.

Lemma 13.1. Es sei K ein Korper, F € K[X] ein Polynom und L = Z(F)
der Zerfillungskorper von F. Es seien ayq, . . ., o, die Nullstellen von F in L.
Dann gibt es einen natiirlichen injektiven Gruppenhomomorphismus

Gal (L|K) — S({au, ..., an})

der Galoisgruppe in die Permutationsgruppe der Nullstellen.

Beweis. Sei ¢ € Gal (L|K). Nach Lemma 8.15 ist ¢(«;) wieder eine Nullstelle
von F', daher muss ¢(«;) = « fiir ein gewisses j sein. Dies definiert ein Abbil-
dung der Nullstellenmenge in sich selbst. Da ¢ injektiv ist, ist auch diese in-
duzierte Abbildung injektiv, also nach Lemma 3.14 (Mathematik (Osnabriick
2009-2011)) bijektiv und somit eine Permutation. Die Gesamtzuordnung ist
offenbar ein Gruppenhomomorphismus. Da die Nullstellen ein Erzeugenden-
system des Zerfiallungskorpers bilden, liegt nach Lemma 8.14 ein injektiver
Homomorphismus vor. U

Definition 13.2. Es sei K ein Korper und A eine kommutative K-Algebra.
Zwei iiber K algebraische Elemente o, 3 € A heiflen konjugiert, wenn ihre
Minimalpolynome iibereinstimmen.

Satz 13.3. Es set K C L eine endliche Korpererweiterung und es seien o
und B konjugierte Elemente aus L. Es sei L der Zerfallungskorper des ge-
meinsamen Minimalpolynoms F' dieser beiden Elemente. Dann gibt es einen
K -Algebra-Automorphismus ¢ von L mit p(a) = .

Beweis. Zunéchst gibt es wegen
Klo] = K[X]/(F) = K[5]

einen K-Algebra-Homomorphismus ¢ von K[a| nach K[5]. Der Korper L ist
iiber diesen beiden Unterkorpern der Zerfallungskérper von F. Daher gibt
es nach Satz 11.5 einen K-Algebra-Homomorphismus von L nach L, der ¢
fortsetzt. O
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13.2. Das Lemma von Dedekind.

Richard Dedekind (1831-1916)

Die Menge der Charaktere auf einem Monoid G in einen Korper K, also
Char (G, K), ist selbst ein Monoid, und zwar ein Untermonoid des Abbil-
dungsmonoids von G nach K*. Da Charaktere insbesondere Abbildungen
von G nach K sind, kann man von Linearkombinationen von Charakteren
sprechen. Diese sind im Allgemeinen keine Charaktere mehr. Es gilt die fol-
gende bemerkenswerte Aussage, das Lemma von Dedekind.

Satz 13.4. Es sei G ein Monoid, K ein Koérper und xi,...,Xn €
Char (G, K) seien n Charaktere. Dann sind diese Charaktere linear un-
abhingig (als Elemente in Homg (G, K)).

Beweis. Es sei
arx1+ ...+ apxn =0,

wobei die yx; verschiedene Charaktere seien und alle a; € K von 0 verschieden
seien. Dariiber hinaus sei n minimal gewahlt mit dieser Eigenschaft. Wegen
X(eg) = 1 ist ein einzelner Charakter nicht die Nullabbildung, also linear
unabhéngig und somit ist zumindest n > 2. Wegen x; # x2 gibt es auch
ein ¢ € G mit x1(9) # x2(g9). Wir behaupten die Gleichheit (wieder von
Abbildungen von G nach K)

arx1(9)x1 + -+ anXn(9)xn = 0.
Fiir ein beliebiges h € G ist ndmlich

(arxi(g@)x1 + -+ anXnlg)Xn)(h) = arxi(g)xa(h) + ...+ anXn(g)xn(h)
= glxl(g-h)+---+anxn(9-h)

wegen der Ausgangsgleichung. Wenn man vom x1(g)-fachen der Ausgangs-
gleichung die zweite Gleichung abzieht, so kann man x; elimineren und erhélt
eine nichttriviale (wegen ay # 0 und der Wahl von g) lineare Relation zwi-
schen xa, ..., X, im Widerspruch zur Minimalitatseigenschaft von n. U
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13.3. Galoiserweiterungen.

Aus dem Lemma von Dedekind ergibt sich eine direkte Abschéatzung zwischen
der Ordnung der Galoisgruppe und dem Grad einer endlichen Korpererwei-
terung.

Satz 13.5. Sei K C L eine endliche Korpererweiterung. Dann ist
#(Gal (L|K)) < grady L.

Beweis. Nach Satz 8.16 ist #(Gal (L|K)) endlich. Wir setzen
m = #(Gal (L|K)

und n = grad, L und miissen m < n zeigen. Nehmen wir also m > n an.
Es sei vq,...,v, eine K-Basis von L und die Elemente in der Galoisgruppe
seien 1, ..., @,. Wir betrachten die Matrix

e1(v1) - (1)

e1(vn) -+ om(vn)
Ihr Rang ist maximal gleich n, da sie nur n Zeilen besitzt. Daher gibt es eine
nicht-triviale Relation zwischen den m Spalten, sagen wir
e1(v1) Pm(v1)
©1(vn) ©m(Vn)

wobei nicht alle b; gleich 0 sind. Wir betrachten nun

> s,
j=1

wobei wir die Automorphismen ¢; als Charaktere von L* nach L* auffassen.
Fir ein beliebiges Element v € L schreiben wir v = " | a;v;. Mit diesen
Bezeichnungen gilt

(ij%')(v) = (ij%)(zawi)

= Z bj(%‘(z a;v;))

= Z bi(Y  aip;(v:))

=1
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da ja wegen der obigen linearen Abhéngigkeit die Zeilensummen

> bjpi(vi) =0
j=1

sind fiir jedes 7. Also liegt eine nicht-triviale Relation zwischen Charakteren
vor, was nach Satz 13.4 nicht sein kann. O

Eine wichtige Frage ist, wann in der vorstehenden Abschétzung Gleichheit
vorliegt. Dies machen wir zur Grundlage der folgenden Definition. Wir wer-
den spéter noch viele dquivalente Eigenschaften kennenlernen.

Definition 13.6. Sei K C L eine endliche Korpererweiterung. Sie heiflt eine
Galoiserweiterung, wenn

#(Gal (L|K)) = grady L
gilt.

Lemma 13.7. Es sei K ein Korper mit einer Charakeristik # 2 und sei
K C L eine quadratische Korpererweiterung. Dann ist K C L eine Galois-
erweiterung.

Beweis. Siehe Aufgabe 13.6. g

Die vorstehende Aussage ist ein Spezialfall der Aussage, dass graduierte
Korpererweiterungen unter der Voraussetzung, dass hinreichend viele Ein-
heitswurzeln im Grundkorper vorhanden sind, Galois-Erweiterungen sind.
Dazu brauchen wir ein vorbereitendes Lemma.

Lemma 13.8. FEs sei G eine endliche kommutative Gruppe mit dem Expo-
nenten m, und es sei K ein Kérper, der eine primitive m-te Einheitswurzel
besitzt. Dann sind G und GV isomorphe*® Gruppen.

Beweis. Nach Lemma 9.10 und Korollar Anhang 4.2 kann man annehmen,
dass G = Z/(n) eine endliche zyklische Gruppe ist, und dass K eine n-te
primitive Einheitswurzel besitzt. Jeder Gruppenhomomorphismus

0:G— K~
ist durch ¢ = (1) eindeutig festgelegt, und wegen

" = (p()" = ¢(n) = ¢(0) =1
ist ¢ eine n-te Einheitswurzel. Umgekehrt kann man zu jeder n-ten Einheits-
wurzel ¢ durch die Zuordnung 1 — ¢ nach Lemma 4.4 und Satz 5.10 einen
Gruppenhomomorphismus von Z/(n) nach K* definieren. Die Menge der n-
ten Einheitswurzeln ist, da eine primitive Einheitswurzel vorhanden ist, eine
zyklische Gruppe der Ordnung n. Also gibt es n solche Homomorphismen.

2Djese Isomorphie ist nicht kanonisch, es gibt keine natiirliche Beziehung zwischen den
Elementen aus G und den Charaktern auf G.
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Wenn ( eine primitive Einheitswurzel ist, dann besitzt der durch 1 +— (
festgelegte Homomorphismus die Ordnung n und ist damit ein Erzeuger der
Charaktergruppe, also (Z/(n))¥ = Z/(n). O

Satz 13.9. Es sei K ein Korper, D eine endliche kommutative Gruppe und
K C L eine D-graduierte Kérpererweiterung. Zu jedem Primpotenzteiler p”
von #(D) enthalte K eine p"-te primitive Einheitswurzel. Dann ist K C L
eine Galoiserweiterung mit Galoisgruppe DY = Char (D, K).

Beweis. Die Voraussetzung iiber die primitiven Einheitswurzeln in Verbin-
dung mit Lemma 13.8 und Lemma 9.7 sichern

#(D") = #(D) = gradg L.

Nach Lemma 9.11 ist

#(DY) < #(Gal(L|K)).
Also ist

arad, I < #(Gal (L|K)),
und somit haben wir nach Satz 13.5 hier Gleichheit, also liegt eine Galoiser-
weiterung vor. Damit ist auch der nach Lemma 9.11 injektive Gruppenho-
momorphismus

DY —s Gal (L|K)

bijektiv. 0

Beispiel 13.10. Sei n € N, und sei K ein Koérper, der eine n-te primitive
Einheitswurzel enthilt. Es sei a € K derart, dass das Polynom X" — a
irreduzibel sei. Dann ist

KCL=K[X]/(X"—a)

eine nach Beispiel 9.4 D = Z/(n)-graduierte Kérpererweiterung, und nach
Satz 13.9 handelt es sich um eine Galoiserweiterung mit Galoisgruppe

Gal (L|K) = DV = Z/(n).

Dabei ist L auch der Zerfallungskorper von X™ — a. Wenn x die Restklasse
von X bezeichnet, so sind die n verschiedenen Nullstellen dieses Polynoms
gleich

Cxmit € pp(K)={z€ K|2" =1},
die allesamt homogene Elemente der Stufe 1 € D sind. Ein Charakter xy € DV
bzw. der zugehorige Automorphismus ¢, operiert geméfl Lemma 13.1 auf
dieser Nullstellenmenge M (die nichtkanonisch isomorph zu p,(K) ist) durch

oy M — M, Cz — x(1)Cz.

Die graduierende Gruppe D, sein Charakterdual DV, die Gruppe der n-ten
Einheitswurzeln p,(K), die Galoisgruppe Gal (L|K) und die Nullstellenmen-
ge M bestehen aus n Elementen, die Permutationsgruppe von M besteht
somit aus n! Elementen. Zu je zwei Nullstellen 1 = (i und x5 = (x gibt es
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einen eindeutigen Charakter bzw. Automorphismus, dessen zugehorige Per-
mutation z; in x5 {iberfithrt, ndmlich derjenige Charakter y mit x(1) = ¢t

Bei K = Q und L = Q[i] = Q[X]/(X?+1) sind M = {i,—i} die beiden
Nullstellen und der nichtkonstante Charakter vertauscht die beiden Nullstel-
len. Wegen 2! = 2 rithrt jede Permutation von einem Automorphismus bzw.
einem Charakter her.

Bei K = Q[i] und X* -3 € K[X] ist L = K[X]/(X* — 3) eine Z/(4)-
graduierte Korpererweiterung. Die vier Nullstellen sind {‘/g, —{‘/g, iv/3 und
—iv/3. Die Irreduzibilitit von X* — 3 ergibt sich dadurch, dass das Produkt
von je zwei Linearfaktoren nicht zu K[X] gehort. Jeder Charakter y ist durch
X(1) bestimmt und die zugehorige Permutation ist die Multiplikation mit
x(1). Bei x(1) = —1 ist das die Permutation 1 +» —1, i <> —i, bei x(1) = ¢
ist das die Permutation 1 — ¢ — —1 — —¢ und bei x(1) = —i ist das die
Permutation 1 — —i — —1 — . Unter den 24 Permutationen riihren also
nur 4 von einem Charakter her, eine Permutation wie 1 <> 1, —1 <> —1, und
1 <> —i z.B. nicht.

14. VORLESUNG

14.1. Normale Korpererweiterungen.

Definition 14.1. Eine Korpererweiterung K C L heif3t normal, wenn es zu
jedem x € L ein Polynom F € K[X]|, F # 0, mit F'(z) = 0 gibt, das iiber L
zerfallt.

Eine normale Korpererweiterung ist insbesondere algebraisch. Wir werden
gleich noch dazu #dquivalente Eigenschaften kennenlernen. Einfache Eigen-
schaften von normalen Erweiterungen werden im folgenden Lemma zusam-
mengefasst.

Lemma 14.2.

(1) Die Identitdt ist eine normale Korpererweiterung.

(2) Jede quadratische Korpererweiterung ist normal.

(3) Wenn K C L eine normale Kérpererweiterung ist und K C M C L
ein Zwischenkérper, so ist auch M C L normal.

(4) FEine Erweiterung von endlichen Korpern ist normal.

Beweis. (1) ist trivial. (2). Sei € L mit dem Minimalpolynom F', das den
Grad 1 oder 2 besitzt. In L[X] besitzt F' einen Linearfaktor, der andere
Faktor ist wegen der Gradbedingung konstant oder auch ein Linearfaktor.
(3). Zu jedem = € L gibt es ein Polynom F' € K|[X]|, F # 0, mit F(x) = 0,
das iiber L[X] zerféllt. Wegen K[X] C M[X] gilt diese Eigenschaft auch fiir
M C L. (4). Nach (3) konnen wir sofort eine Kérpererweiterung

Z/(p) € IF,
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mit einer Primzahl p und einer Primzahlpotenz ¢ = p® betrachten. Jedes
Element = € F, ist nach dem Satz von Lagrange eine Nullstelle des Polynoms
X7 — X, so dass dieses Polynom iiber I, zerfallt. U

Satz 14.3. Sei K C L eine endliche Kérpererweiterung. Dann sind folgende
Aussagen dquivalent.

(1) Die Kérpererweiterung ist normal.

(2) Wenn ein irreduzibles Polynom P € K[X]| eine Nullstelle in L besitzt,
so zerfallt es in L[X].

(3) Es gibt ein K-Algebra-Erzeugendensystem x; € L, i € I, von L und
iiber L zerfallende Polynome F; € K[X], F; #0 ,i € I, mit Fi(x;) =

0.
(4) Fir jede Korpererweiterung L C M und jeden K-Algebra-Homomor-
phismus
po:L—M
ist (L) C L.

Beweis. (1) = (2). Sei P € K[X] irreduzibel und P(z) = 0. Dann ist P
nach Lemma 7.12 das Minimalpolynom zu z. Nach (1) gibt es ein tiber L
zerfallendes Polynom F' mit F'(x) = 0. Da F ein Vielfaches von P ist, muss
auch P iiber L zerfallen. (2) = (1). Zu x € L gehort das Minimalpoly-
nom P, das nach Lemma 7.12 irreduzibel ist und nach Voraussetzung (2)
in Linearfaktoren zerfillt. (2) = (3). Die Familie aller Elemente mit ihren
Minimalpolynomen besitzt diese Eigenschaft. (3) = (4). Seien L C M und
¢ :L — M gegeben. Sei z; € L ein Element aus der erzeugenden Familie
und sei F; # 0 das zugehorige zerfallende Polynom mit Fj(z) = 0, das wir
als irreduzibel annehmen diirfen. Es ist

Fi(p(x:)) = o(Fi(xi)) = »(0) =0,
daher ist ¢(x;) € M eine Nullstelle des iiber L zerfallenden Polynoms F;. Das
heifit aber, dass p(z;) € L ist. Diese Zugehorigkeit gilt dann fiir alle x € L,
da sie fiir ein Algebra-Erzeugendensystem gilt. (4) = (2). Sei P € K[X]
irreduzibel und sei * € L mit P(z) = 0. Wir konnen nach Lemma 7.12
annehmen, dass P das Minimalpolynom von z ist. Wir setzen x; = x und
ergianzen dies zu einem K-Algebra-Erzeugendensystem von L, sagen wir

L=Klzy,...,2,).

Es seien P, = P, P, ..., P, die Minimalpolynome von z; iiber K. Wir be-
trachten das Produkt F' = P; - - - P,, und den Zerfallungskorper M von F' iiber
L, der zugleich der Zerfallungskorper iiber K ist. Sei y € M eine Nullstelle
von P. Wir miissen y € L zeigen. Es gibt einen K-Isomorphismus

p: Kle] = K[X]/(P) — Kly]

mit ¢(x) = y. Der Korper M ist der Zerfallungskorper von F' iiber K[z] als
auch iiber K[y]. Daher gibt es nach Satz 11.5 ein kommutatives Diagramm
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K[z] % Ky
! 4
M 5 M
mit einem K-Isomorphismus ¢. Nach Voraussetzung ist dabei ¢(L) C L, also
ist y = p(z) € L. O

Bemerkung 14.4. Insbesondere die zweite Eigenschaft von Satz 14.3 zeigt,
dass es sich hierbei um eine recht starke Eigenschaft handelt. Wenn man mit
einem Primpolynom P € K[X] startet und sich den Restklassenkorper L =
K[X]/(P) anschaut, so besitzt P in L eine Nullstelle, ndmlich die Restklasse
x von X. Daher gilt in L[ X] die Beziehung P = (X —z)(@ mit einem Polynom
Q) € L[X]. Es gibt aber keinen allgemeinen Grund, warum @ iiber L in
Linearfaktoren zerfallen sollte.

Wir setzen weiterhin voraus, dass eine endliche Korpererweiterung vorliegt.
Dann sind die normalen Koérpererweiterungen genau die Zerfallungskorper
von Polynomen.

Satz 14.5. Sei K C L eine endliche Kérpererweiterung. Dann ist K C L
genau dann eine normale Korpererweiterung, wenn L Zerfillungskorper eines
Polynoms F € K[X] ist.

Beweis. Sei K C L normal. Wegen der vorausgesetzten Endlichkeit ist
L = K[zy,...,2,). Zu z; sei F; € K[X]| das Minimalpolynom. Wegen der
Normalitét zerfillt jedes F; in L[X] in Linearfaktoren. Daher ist L der
Zerfallungskorper des Produktes F' = Fj---F,. Sei nun L = Z(F) ein
Zerfallungskorper, und sei F' = (X —ay) - - - (X — ) die Faktorzerlegung zu
den Nullstellen a; € L, die den Korper L erzeugen. Wir werden das Krite-
rium Satz 14.3 (4) anwenden. Sei also L C M eine Korpererweiterung und
sel
p:L—M

ein K-Algebra-Homomorphismus. Es ist dann

Fp(w)) = ¢(F(ai)) = 0,
da sich die Koeffizienten von F' nicht &ndern (vergleiche Lemma 8.15), und

somit gehort ¢(«;) zur Nullstellenmenge {ay, ..., a,} und damit insbeson-
dere zu L. Daher gilt generell (L) C L. O

Korollar 14.6. Sei K C L eine endliche normale Korpererweiterung und
M, K C M C L, ein Zunschenkérper. Es sei ¢ : M — L ein K-Algebra-
Homomorphismus. Dann besitzt ¢ eine Fortsetzung zu einem Automorphis-
mus auf L.

Beweis. Aufgrund von Satz 14.5 wissen wir, dass L der Zerfallungskorper
eines Polynoms F € K[X] ist. L ist auch der Zerfillungskorper von F €
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MI[X]. Sei M" = ¢(M) das isomorphe Bild von M in L unter ¢. Somit ist
L auch der Zerfillungskorper von F' € M'[X]. Daher gibt es nach Satz 11.5
einen Isomorphismus ¢ : L — L, der mit den Abbildungen M — L und
M 5 M’ — L vertriiglich ist. O

Korollar 14.7. Sei K C L eine endliche normale Korpererweiterung und
es seten o, 3 € L. Dann sind o und 3 genau dann konjugiert, wenn es einen
K -Automorphismus ¢ : L — L mit p(a) = (3 gibt.

Beweis. Wenn es einen K-Automorphismus ¢ mit ¢(«) = [ gibt, so in-
duziert dieser einen Isomorphismus K[a| — K[3]. Da diese erzeugten Un-
terkorper jeweils durch die Minimalpolynome von « bzw. 3 festgelegt sind,
miissen die Minimalpolynome {ibereinstimmen. Also sind a und f konjugiert.
Wenn umgekehrt!? die beiden Elemente konjugiert sind, so gibt es einen K-
Isomorphismus K[a] — K[B]. Mit der Inklusion K[F] C L fiihrt dies zu
einem K-Homomorphismus

Kla] — L,

den man nach Korollar 14.6 zu einem Automorphismus auf L fortsetzen kann.
O

Korollar 14.8. Sei K C L eine endliche normale Korpererweiterung und
see M, K C M C L, ein Zwischenkérper. Dann ist K C M genau dann
normal, wenn fir jeden K-Algebra-Automorphismus

o:L — L
die Beziehung o(M) C M gilt.

Beweis. Wenn K C M normal ist, so gilt die Homomorphismuseigenschaft
aufgrund von Satz 14.3. Zur Umkehrung verwenden wir das Kriterium Satz
14.3. Sei also P € K[X] ein irreduzibles (normiertes) Polynom, das in M
eine Nullstelle, sagen wir «, besitzt. Dieses Polynom zerfallt iiber L in Li-
nearfaktoren, und wir miissen zeigen, dass die zugehorigen Nullstellen zu M
gehoren. Sei f € L eine weitere Nullstelle von P. Wegen der Irreduzibilitét
und Lemma 7.12 ist P das Minimalpolynom von « und auch von 3, d.h. die
beiden Elemente sind konjugiert. Nach Korollar 14.7 gibt es daher einen K-
Automorphismus ¢ : L — L mit ¢(«) = . Nach Voraussetzung ist 5 € M.

O

Beispiel 14.9. Wir betrachten die Korperkette Q € M C L, wobei M =
Q(v3) und L = M (/1 + +/3) ist. Das sind zwei quadratische Kérpererwei-

terungen, die beide nach Lemma 14.2 normal sind. Wir setzen v = v/ 1 + v/3,
und dieses Element erzeugt L iiber Q. Wir konnen L als einen Unterkérper

BDie Umkehrung folgt auch aus Satz 13.2.
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von R auffassen, indem wir fiir V3 und dann fiir /1 ++/3 die positiven

reellen Wurzeln wahlen. Wir haben
u' —2u* -2 = (v —-1)* -3 =0,

d.h. das Polynom X* —2X? —2 wird von u annuliert. Dieses Polynom besitzt
iiber L die Zerlegung

Xt -2X?-2 = (X*-1)*-3
= (X2—1—\/§)(X2—1+\/§)
(X2 —u?)(X? =1+ 3)
(X — )(X+u)(X2—1+\/_)

Wegen L € R und v3 — 1 > 0 ist das hintere quadratische Polynom iiber
L unzerlegbar. Dieses Polynom zerfillt also iiber L nicht in Linearfaktoren
und somit ist Q C L nicht normal.

15. VORLESUNG
15.1. Fixkorper.

Definition 15.1. Es sei L ein Kérper und H C Aut (L) eine Untergruppe
der Automorphismengruppe von L. Dann heif3t

Fix (H) = {x € L| p(x) = z fiir alle ¢ € H}

der Fizkérper zu H.

Es ist unmittelbar klar, dass es sich dabei um einen Unterkorper von L
handelt. Dies gilt auch dann, wenn H eine beliebige Menge von Ringhomo-
morphismen ist, die nicht notwendigerweise bijektiv sein miissen.

Lemma 15.2. Es sei L ein Korper und G = Aut (L) die Automorphismen-
gruppe von L. Dann gelten folgende Eigenschaften.

(1

(2
(3
(4

) Fir Untergruppen Hy C Hy C G st Fix (Hy) 2 Fix (Hs).

) Fiir Unterkorper My € My C L ist Gal (L| M) D Gal (L|My).
) Fiir eine Untergruppe H C G ist H C Gal (L| Fix (H)).

) Fiir einen Unterkorper M C L ist M C Fix (Gal (L|M)).

Beweis. Siehe Aufgabe 15.3. U

Bemerkung 15.3. Zur trivialen Untergruppe {id} C Aut (L) gehort der
Fixkorper L, und fiir jede andere Untergruppe ist der Fixkorper ein ech-
ter Unterkorper. Den Fixkorper zur gesamten Automorphismengruppe kann
man dagegen nicht einfach charakterisieren (es ist nicht immer der Primkor-

per).
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15.2. Charakterisierung von Galoiserweiterungen.

Wir streben eine umfassende Charakterisierung von Galoiserweiterungen an,
was einige Vorbereitungen erfordert.

Lemma 15.4. Es sei L ein Kérper und sei H C Aut (L) eine endliche
Untergruppe der Automorphismengruppe von L. Es sei K = Fix (H). Dann
st K C L eine algebraische Korpererweiterung, die normal und separabel
ist. Fiir jedes x € L ist der Grad des Minimalpolynoms von x maximal gleich

#(H).
Beweis. Sei x € L fixiert. Wir betrachten die endliche Menge

M= {p@)|p € H} = {z1,..., 22}
wobel 1 = x sei. Wir setzen
F = (X—z)(X—z) - (X—2,) = ap+a X +a:X’+.. +a, 1 X"+ X"

(€ L[X]). Esist F(x) = 0. Wir zeigen zuerst, dass die Koeffizienten a; dieses
Polynoms zu K gehoren. Sei dazu ¢ € H. Dann ist

n n

ng(ai)Xi = [[(X =) = [[(X —2) = ZaiXi'

i=1 i=1

Dabher ist ¢(a;) = a;. Somit gehoren die Koeffizienten zum Fixkorper K =
Fix (H) und daher ist F' € K[X]. Dies bedeutet, dass z algebraisch iiber K
ist, und dass sein Minimalpolynom einen Grad

< Grad (F) = n = #(M) < #(H)

besitzt. Da F' iiber L in Linearfaktoren zerfillt, und da alle Nullstellen von
F einfach sind, ist die Erweiterung normal und separabel. U

. : |
Emil Artin (1898-1962)

Der folgende Satz heifit Satz von Artin.
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Satz 15.5. Es sei L ein Korper und sei H C Aut (L) eine endliche Un-
tergruppe der Automorphismengruppe von L. Es sei K = Fix(H). Dann
15t

grad, L = #(H).

Insbesondere ist K C L eine Galoiserweiterung mit Galoisgruppe H.

Beweis. Nehmen wir an, dass #(H) < grady L ist. Wir kénnen annehmen,
dass L endlich iiber K ist, da wir L durch einen (iiber K endlichen) Zwi-
schenkorper der Form K[p(z;), ¢ € H, i = 1,...,n| mit beliebig hohem Grad
ersetzen konnen. Nach Lemma 15.4 ist die Korpererweiterung separabel und
nach dem Satz vom primitiven Element kann man L = K |[x] schreiben. Dabei
ist der Grad des Minimalpolynoms von z gleich dem Grad der Korpererwei-
terung, so dass sich ein Widerspruch zu Lemma 15.4 ergibt. Also ist K C L
eine endliche Korpererweiterung mit #(H) > grad, L. Nach Satz 13.5 muss
hierbei Gleichheit gelten. Die Inklusion H C Gal (L|K) ist trivial. Da H nach
Satz 13.5 schon die maximal mégliche Anzahl von Automorphismen enthélt,
gilt hier Gleichheit. U

Der néchste Satz fasst die verschiedenen Charakterisierungen einer Galoiser-
weiterung zusammen.

Satz 15.6. Set K C L eine endliche Korpererweiterung und sei G =
Gal (L|K) die Galoisgruppe. Dann sind folgende Eigenschaften dquivalent.

(1) Die Kérpererweiterung K C L ist eine Galoiserweiterung.

(2) Esist Fix (G) = K.

(3) Die Korpererweiterung K C L ist normal und separabel.

(4) L ist Zerfillungskorper eines separablen Polynoms F € K[X].

Beweis. Zum Beweis der Implikation von (1) nach (2) betrachten wir die
Korperkette K C Fix (G) C L. Nach der Gradformel und da eine Galoiser-
weiterung vorliegt ist

grad Fix (G) - gradpyy ) L = gradg L = #(G).

Nach dem Satz von Artin ist gradp, () L = #(G), also ist grad Fix (G) = 1
und somit K = Fix (G). Die Implikation von (2) nach (3) folgt aus Lemma
15.4. Die Aquivalenz von (3) und (4) ergibt sich sofort aus Satz 14.5. Sei nun
(3) erfiillt. Wir schreiben L = Klz1,...,2,). Die Minimalpolynome F; €
K[X] der x; zerfallen wegen der Normalitét in L[X] in Linearfaktoren. Daher
kénnen wir Lemma 12.6 mit M = L anwenden und erhalten n = grad, L
Einbettungen von L nach L (iiber K), und somit besitzt die Galoisgruppe n
Elemente. ]

Korollar 15.7. Es sei K C L eine endliche Galoiserweiterung und M, K C
M C L, ein Zwischenkérper. Dann ist auch M C L eine Galoiserweiterunyg.
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Beweis. Nach Lemma 14.2 ist M C L eine normale Korpererweiterung. Nach
Lemma 12.4 ist sie auch separabel. Somit handelt es sich aufgrund von Satz
15.6 um eine Galoiserweiterung. O

15.3. Endliche Ko6rper als Galoiserweiterung.

Wir besprechen zuerst endliche Kérper im Rahmen der Galoistheorie.

N el

Ferdinand Georg Frobenius (1849-1917)

Definition 15.8. Sei R ein kommutativer Ring, der einen Koérper der posi-
tiven Charakteristik p > 0 enthalte. Der Frobenius-Homomorphismus ist der
Ringhomomorphismus

R — R, f+— fP.

Zu jeder Primzahl p und jedem Exponenten m gibt es nach Satz 11.9 einen
eindeutig bestimmten endlichen Korper mit p™ Elementen.

Lemma 15.9. Se: L ein endlicher Kéorper der Charakteristik p. Dann ist
der Frobenius-Homomorphismus

®:.L — L, x+—ab,

ein Automorphismus, dessen Fixzkdorper Z/(p) ist.

Beweis. Der Frobenius-Homomorphismus ist stets ein Ringhomomorphis-
mus. Die Injektivitat ergibt sich aus Korollar 13.17, und daraus ergibt sich
die Surjektivitdt wegen der Endlichkeit aus Lemma 3.14 (Mathematik (Os-
nabriick 2009-2011)) . Wegen ®(1) = 1 werden die Elemente aus Z/(p) auf
sich selbst abgebildet. Daher gibt es p Elemente in K mit 2?7 = x. Mehr kann
es wegen Korollar Anhang 1.5 nicht geben. g
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Satz 15.10. Es sei p eine Primzahl und m € N, ¢ = p™. Dann ist die
Korpererweiterung F, C F, eine Galoiserweiterung mit einer zyklischen
Galoisgruppe der Ordnung m, die vom Frobenius-Homomorphismus erzeugt
wird.

Beweis. Es sei

¢:F, — T,
der Frobenius-Homomorphismus, der nach Lemma 159 ein Fp-
Automorphismus ist. Daher sind auch die Iterationen ®* Automorphismen,
und zwar gilt

*(2) = 2",
Bei k = m ist nach Korollar 4.17 /" = z fiir alle z € F,, also ist ®™ = id.
Fiir k¥ < m kann ®F nicht die Identitéit sein, da dies sofort Korollar An-
hang 1.5 widersprechen wiirde. Also gibt es m verschiedene Potenzen des
Frobenius-Automorphismus. Nach Satz 13.5 kann es keine weiteren Auto-
morphismen geben und die Korpererweiterung ist galoissch mit der vom Fro-
benius erzeugten Gruppe als Galoisgruppe. U

Korollar 15.11. Es sei p eine Primzahl und m,n € N,. Es seien K und
L endliche Kérper mit p™ bzw. p™ Elementen. Dann ist K genau dann ein
Unterkorper von L, wenn m ein Teiler von n ist. In diesem Fall ist K C L
eine Galoiserweiterung vom Grad n/m mit einer zyklischen Galoisgruppe der
Ordnung n/m, die von der m-ten Iteration des Frobenius erzeugt wird.

Beweis. Sei ¢ = p™. Wenn K ein Unterkorper von L ist, so ist L ein K-
Vektorraum einer gewissen endlichen Dimension. Daher muss die Element-
anzahl eine Potenz von ¢ sein. Aus

pn — qk — (pm)k — pmk
ergibt sich sofort, dass n ein Vielfaches von m ist. Sei umgekehrt m ein
Teiler von n. Die Frobeniusiteration ®™ auf L erzeugt eine Untergruppe H
der nach Satz 15.10 zyklischen Galoisgruppe von F,, C L. Die Ordnung von
H ist n/m. Es sei M = Fix (H) C L der zugehorige Fixkorper. Dann besitzt
die Korpererweiterung M C L nach Korollar 15.7 den Grad n/m und somit

besitzt I, € M den Grad m. Daher besitzt M gerade p™ Elemente und ist
daher wegen Satz 11.9 isomorph zu K. O

16. VORLESUNG

16.1. Die Galoiskorrespondenz.

Der folgende Satz heifit auch Hauptsatz der Galoistheorie oder Satz iiber die
Galoiskorrespondenz. Er stiftet eine unmittelbare Beziehung zwischen den
Zwischenkorpern einer endlichen Galoiserweiterung und Untergruppen der
Galoisgruppe. Er bildet die Grundlage dafiir, gruppentheoretische Aussagen
auf Korpererweiterungen anzuwenden.
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Satz 16.1. Es sei K C L eine endliche Galoiserweiterung mit der Galois-
gruppe G = Gal (L|K). Dann sind die Zuordnungen

M — Gal (L|M) und H — Fix (H)

zueinander inverse Abbildungen zwischen der Menge der Zwischenkérper M,
K C M C L, und der Menge der Untergruppen von G. Bei dieser Korre-
spondenz werden die Inklusionen umgekehrt.

Beweis. Diese Abbildungen sind wohldefiniert und kehren nach Lemma 15.2
die Inklusion um. Sei M ein Zwischenkorper. Nach Korollar 15.7 ist M C L
eine Galoiserweiterung, also ist Fix (Gal (L|M)) = M nach Satz 15.6. Sei nun
H vorgegeben mit dem Fixkorper M = Fix (H). Nach dem Satz von Artin
ist M C L eine Galoiserweiterung mit Galoisgruppe H = Gal (L|M). O

Fiir einen Automorphismus ¢ € Gal (L|K) und einen Zwischenkorper M,
K C M C L,ist M' = p(M) wieder ein Zwischenkorper, der zu M
K-isomorph ist. Zwischen den zugehérigen Galoisgruppen Gal (L|M) und
Gal (L|M") gilt die folgende Beziehung.

Satz 16.2. Es sei K C L eine endliche Galoiserweiterung und sei M, K C
M C L, ein Zwischenkirper. Es sei ) € G = Gal (L|K) und M' = ¢(M).
Dann gilt in der Galoisgruppe G die Beziehung

Gal (L|M') = + Gal (L|M)y .

Beweis. Sei ¢ € Gal (L|M"). Wir schreiben ¢ = ¥ (¥ "1p1))y~! und miissen
zeigen, dass ¥ 11 zu Gal (L| M) gehort. Sei dazu x € M. Dann ist

W oY) (z) = ¥ (0¥ ().
Dabei gehort 1(z) € M und somit ist p(¢(z)) = ¥ (z). Also ist

v pW(@) = ¥ () = =
Die umgekehrte Inklusion ergibt sich genauso bzw. folgt direkt daraus, dass
beide Gruppen die gleiche Anzahl besitzen. O

Korollar 16.3. Es set K C L eine endliche Galoiserweiterung und sei M,
K C M C L, ein Zwischenkérper. Dann sind folgende Aussagen dquivalent.

(1) Fir alle ¢ € Gal (LK) ist (M) = M.
(2) Die Untergruppe Gal (L|M) C Gal (L|K) ist nur zu sich selbst kon-
Jugiert.

Beweis. Siehe Aufgabe 16.12. O

Wir wissen bereits, dass bei einer Galoiserweiterung K C L und einen Zwi-
schenkorper K C M C L auch die hintere Erweiterung M C L galoissch ist.
Die Erweiterung K C M muss hingegen nicht galoisch sein, vielmehr liefert
die folgende Aussage ein Kriterium.



83

Satz 16.4. Es sei K C L eine endliche Galoiserweiterung und M, K C
M C L, ein Zwischenkorper. Dann gelten folgende Aussagen.

(1) Die Korpererweiterung K C M ist genau dann eine Galoiserweite-
rung, wenn die Untergruppe Gal (L|M) C Gal (L|K) ein Normalteiler
15t.

(2) Sei K C M eine Galoiserweiterung. Dann besteht zwischen den Ga-
loisgruppen die natiirliche Restklassenbeziehung

Gal (M|K) = Gal (L|K)/ Gal (L|M).

Bei dieser Zuordnung wird ein Automorphismus ¢ € Gal (L|K) auf
M eingeschrdinkt.

Beweis. (1). Da die Korpererweiterung K C M separabel ist, muss auf-
grund von Satz 15.6 nur die Normalitdt betrachtet werden. Nach Satz 14.3
ist die Korpererweiterung K C M genau dann normal, wenn jeder K-
Automorphismus von L den Unterkorper M in sich selbst iiberfithrt. Dies
ist wegen Korollar 16.3 genau dann der Fall, wenn Gal (L|M) unter jeder
Konjugation auf sich selbst abgebildet wird, also ein Normalteiler ist. (2).
Sei nun K C M normal. Dann ist o(M) = M fiir jedes ¢ € Gal (L|K) und
somit gibt es eine natiirliche Abbildung

Gal (LK) — Gal(M|K), ¢ — ¢|m-

Diese ist offensichtlich ein Gruppenhomomorphismus. Aufgrund von Satz
14.3 gibt es fir einen Automorphismus ¢ € Gal (M|K) eine Fortsetzung zu
einem Automorphismus ¢ € Gal (L|K). Daher ist der Gruppenhomomor-
phismus surjektiv. Der Kern davon ist offenbar Gal (L|M), so dass sich die
behauptete Isomorphie aus Korollar 5.10 ergibt. U

16.2. Beispiele zur Galoiskorrespondenz.

Die zuletzt genannte Aussage ist natiirlich im Fall, dass eine Galoiserweite-
rung mit abelscher Galoisgruppe vorliegt, unmittelbar anwendbar. In dieser
Situation ist also jeder Zwischenkorper iiber dem Grundkorper galoissch.

Beispiel 16.5. Es sei F, C F, mit ¢ = p" eine Koérpererweiterung endlicher
Korper. Nach Satz 15.10 ist dies eine Galoiserweiterung mit zyklischer Ga-
loisgruppe der Ordnung m, die vom Frobenius-Homomorphismus ® erzeugt
wird. Die Galoisgruppe ist also isomorph zu Z/(n). Die Untergruppen von
Z/(n) sind von der Form

H = (m)={0,m,2m,...,(k—1)m}

mit einem Teiler m von n, wobei k = = die Ordnung der Untergruppe ist.
Der zugehorige Fixkorper ist der Fixkorper zu ™, der nach Korollar 15.11
isomorph zu Fym ist, und H ist die Galoisgruppe von Fym C Fpn.
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Zu jeder Untergruppe H = (m) gibt es die Restklassenabbildung
Z)(n) — (Z/(n))/H = Z[(m).

Gemif Satz 16.4 ist die Restklassengruppe dabei die Galoisgruppe von I, C
Fym, und der Frobenius ® von F,» wird dabei auf den Frobenius von [F,m
eingeschrankt.

Insbesondere héngen die Anzahl und die Inklusionsbeziehungen der Zwi-

schenkorper von F, C FF,» nur von n und nicht von der Primzahl ab.

Proposition 16.6. Es sei K ein Korper, D eine endliche kommutati-
ve Gruppe und K C L eine D-graduierte Korpererweiterung. Der Korper
K enthalte eine m-te primitive Einheitswurzel, wober m der Exponent von
D sei. Dann ist jeder Zwischenkorper M, K C M C L, von der Form
M = @, La mit einer eindeutig bestimmten Untergruppe £ C D.

Beweis. Die Korpererweiterung K C L ist nach Satz 13.9 eine Galoiserwei-
terung mit Galoisgruppe G = Char (D, K). Da K hinreichend viele Einheits-
wurzeln besitzt, entsprechen sich die Untergruppen von D und von G iiber
die Charakter-Korrespondenz

E+— Bt ={x € G|x(d) =1 fiir alle d € E}
und
H+—— H* = {d € D|x(d) =1 fiir alle y € H}.

Zu jeder Untergruppe E C D ist @, p Lq ein Zwischenkorper. Da wegen
der Galoiskorrespondenz die Anzahl der Zwischenkorper mit der Anzahl der
Untergruppen der Galoisgruppe, und diese mit der Anzahl der Untergruppen
in D iibereinstimmt, ist jeder Zwischenkorper graduiert. U

Zu einer Untergruppe H C G ist dabei
Fix (H) = @D La.
deH+

und zu einem Unterkorper M = L = @deE L, ist
Gal (L|M) = E*+ = {x € DY|x(d) = 1 fiir alle d € E}.
Die Galoisgruppe von M = L iiber K ist gleich
Gal(M|K) = EY = DY/E*.

Die bijektive Beziehung zwischen Zwischenkérpern und Untergruppen der
graduierenden Gruppe im Galoisfall wird manchmal auch als Kogaloiskorre-
spondenz bezeichnet. Bei ihr werden Inklusionen erhalten und drehen sich
nicht wie bei der Galoiskorrespondenz um (bei der Bijektion zwischen Un-
tergruppen und ihrem Charakterdual drehen sich die Inklusionen um).
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Beispiel 16.7. Wir kniipfen an Beispiel 9.14 an. Aufgrund von Satz 13.9 liegt
eine Galoiserweiterung vor. Die graduierende Gruppe ist D = Z/(2) x Z/(2).
Neben der trivialen Untergruppe und D selbst gibt es noch die drei Un-
tergruppen {<07 0)7 (17 0)}7 {(07 O)a (07 1)}? {(07 O)a (17 1)}7 die den Zwischen-
korpern

Q, Q(v2), Q(v3), Q(v6), L

entsprechen. Wegen Proposition 16.6 gibt es keine weiteren Zwischenkorper.
Die Galoisgruppe ist G = DY = Z/(2) x Z/(2). Zur Untergruppe E =
{(0,0),(1,0)} C D gehort dabei E+ (das der Galoisgruppe Gal (E|Lg) ent-
spricht), das aus dem konstanten Charakter und der Abbildung

x:D— Q~
besteht, die F auf 1 und D \ E auf —1 abbildet. Dazu gehort wiederum der

durch
1— 1, V2+— V2, V3+— —V3, V6 — —V6

festgelegte Q-Automorphismus .

QV2.V3) {1)

v QW) QWY (LAY (LS {Lg}

Q (L0, Jo

Beispiel 16.8. Wir betrachten die Z/(6)-graduierte Koérpererweiterung
Q C L =Q[V2,V-3] = Q[V-108] = Q[X]/(X° + 108).

Die Graduierung ist durch L, = Q - 2 mit 2 = /=108 = v/2 - vV/—3 ge-
geben. Es ist /=3 = —12% und V2 = Lz Da es in Q keine primitive
dritte Einheitswurzel gibt, ist Char (Z/(6),Q*) = Z/(2) und daher gibt es
nur zwei homogene Automorphismen (somit ist dies auch keine Kummerer-
weiterung.'*) Dennoch handelt es sich um eine Galoiserweiterung. Zunichst
gehort

¢ = -14++v-3  —6-2°
T2 T2
zu L, und es ist Q((3) = Q(v/—3) = Lo & Ls. Ein weiterer (mit der Gradu-

ierung vertriglicher) Zwischenkorper ist Q(v/2) = Ly @ Ly @ Ly. Die durch
r' — (—1)'z' gegebene Abbildung ist ein homogener Automorphismus

HMgiche die niichste Vorlesung.
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mit p? = id. Aber auch die Zuordnung z° — ((3)'z" definiert einen (nicht-
homogenen) Automorphismus 1 mit ¢* = id. Es gibt also insgesamt 6 Au-
tomorphismen und daher liegt eine Galoiserweiterung vor. Dabei ist

(pod)(x) = $lb(x)) = plGor) = p(— ) = 2
und
(o p)(x) = Yp()) = ¥(-2) = —p(a) = T = TEL

Dabher ist die Galoisgruppe nicht kommutativ, und es muss Gal (L|Q) = S
sein.

17. VORLESUNG

17.1. Kummererweiterungen.

Ernst Eduard Kummer (1810-1893)

Wir haben in der letzten Vorlesung gesehen, dass sich einige Eigenschaf-
ten einer Galoiserweiterung vereinfachen, wenn die Galoisgruppe abelsch
sind. Beispielsweise ist dann jeder Zwischenkorper selbst galoissch iiber dem
Grundkérper. Man spricht von abelschen Galoiserweiterungen.'® Wichtige
Beispiele solcher abelschen Koérpererweiterungen sind Erweiterungen von
endlichen Koérpern und graduierte Korpererweiterungen, wenn hinreichend
viele Einheitswurzeln im Grundkérper vorhanden sind.'® Unter dieser Bedin-
gung folgt umgekehrt, dass sich eine abelsche Erweiterung graduieren lésst.
Dies ist der Inhalt der Kummertheorie.

I5Es ist eine generelle Bezeichnungsphilosophie, dass ein Eigenschaftswort zu einer Ga-
loiserweiterung sich auf die Galoisgruppe bezieht.

Eine weitere wichtige Beispielsklasse sind die Kreisteilungskorper, siehe die beiden
néchsten Vorlesungen.
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Definition 17.1. Sei m € N und sei K ein Korper, die eine m-te primitive
Einheitswurzel enthélt. Eine Galoiserweiterung K C L heifit eine Kumme-
rerweiterung zum Exponenten m, wenn ihre Galoisgruppe abelsch und ihr
Exponent ein Teiler von m ist.

Satz 17.2. Sei m € N und sei K ein Korper, der eine m-te primitive Fin-
heitswurzel enthdlt. Es set K C L eine endliche Kérpererweiterung. Dann
gelten folgende Aussagen.

(1) Wenn L = @, La eine D-graduierte Korpererweiterung ist, so ist
K C L eine Kummererweiterung zum Ezxponenten m.

(2) Sei K C L eine Kummererweiterung zum Exponenten m mit Galois-
gruppe G. Es sei D = Char (G, K) die Charaktergruppe von G. Zu
§ € D seit”

Ls ={x € Ll p(x) = () - fir alle p € G}.

Dann ist L = @, Ls eine D-graduierte Korpererweiterung.

Beweis. (1). Dies ist eine Neuformulierung von Satz 13.9. (2). Nach Korollar
Anhang 7.3 sind sdmtliche Automorphismen ¢ € G = Gal (L|K) diagonali-
sierbar. Da die Galoisgruppe abelsch ist, folgt aus Satz Anhang 7.4 die si-
multane Diagonalisierbarkeit aller Automorphismen ¢y, ..., ¢, (n = #(G)).
Das heift, dass man L = €., L; mit eindimensionalen K-Untervektorriu-
men L; schreiben kann, die unter jedem ¢ € Gal (L|K) auf sich abgebildet
werden. Zu jedem L; und jedem ¢ ist dabei ¢(x) = (;, - = fiir jedes x € L,
das Element (; , beschreibt also den Eigenwert von ¢ auf L;. Die Zuordnung

3 G — K™, o — (i,

ist dabei ein Charakter. Es ist L; C Ls,, da ja L; die zu J; gehérende Eigen-
raumbedingung erfiillt. Wegen

n = gradg L = #(G) = #(D)

ist L; = Ls, und jeder Charakter 0 tritt als ein d; auf. Also ist L = @, Ls.
Die Stufe zum konstanten Charakter ist K. Fiir x; € Ls, und x5 € L, und
v € G ist

p(r112) = P(T1)P(72) = 01(P)T102(P)T2 = d1(P)d2(P) 2172 = (01°02)() 712,

also 129 € Ls,.5,, so dass in der Tat eine graduierte Korpererweiterung
vorliegt. U

Korollar 17.3. Sez m € N und sei K ein Korper, der eine m-te pri-
mitive Finheitswurzel enthdilt. Es sev K C L eine Kummererweiterung

"Hier orientiert sich die Indizierung - entgegen der sonst iiblichen additiven Schreib-
weise fiir eine graduierende Gruppe - an der multiplikativen Struktur von Char (G, K).
Insbesondere ist Lq die Stufe zum neutralen Element.
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zum FEzxponenten m mit Galoisgruppe G, zugehériger Charaktergruppe D =
Char (G, K) und zugehériger Graduierung

L:@Ld.

deD

Es seien H* die homogenen Elemente # 0 von L. Dann ist die natirliche
Inklusion

H* — {aec L*|a™ e K}

ein Gruppenisomorphismus.

Beweis. Die Charaktergruppe D = Char (G, K) besitzt wegen der Voraus-
setzung iiber die Einheitswurzeln nach Lemma 13.8 den gleichen Expo-
nenten wie G. Fiir ein homogenes Element x € L, gilt also insbesondere
2™ € Lgm = Ly = K,*® so dass die linke Menge eine Teilmenge der rechten
ist. Die Multiplikation ist links und rechts gleich, so dass eine Untergruppe
vorliegt. Zum Nachweis der Surjektivitit sei a € L* mit o™ € K vorgege-
ben. Wir zeigen, dass ein solches Element einen Charakter der Galoisgruppe
definiert. Zu ¢ € Gal (L|K) ist

(@)m _ (ple)™ _ pla™) _a™

a a™ a™ a™

Der Bruch 6,(¢) = @ ist also eine m-te Einheitswurzel und gehort somit
zu K. Fur zwei Automorphismen ¢, € Gal (L|K) ist dabei

(potp)(a)  w((a))

T eld) e)
a ¢(a)
_ @aa) ~90(¢gl>)
_ #le) vla)
so dass
p(a)

§o: Gal (LK) — K<, g r—s 22U
a

ein Charakter ist. Wegen p(a) = “’fla)a = du(p)a ist a € Ls,, also homogen.
O
Korollar 17.4. Sei m € N und sei K ein Kérper, der eine m-te primitive

FEinheitswurzel enthdlt. Es set K C L eine Kummererweiterung zum Expo-
nenten m. Dann ist K C L eine Radikalerweiterung.

Beweis. Dies folgt direkt aus Satz 17.2 und aus Lemma 9.7. U

18Hjer verwenden wir wieder additive Schreibweise.
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Innerhalb der Radikalerweiterungen sind die Kummererweiterungen speziell,
ndmlich von der folgenden Gestalt.

Satz 17.5. Sei m € N und sei K ein Korper, der eine m-te primitive Fin-
heitswurzel enthdlt. Es sei K C L eine Korpererweiterung. Dann ist K C L
genau dann eine Kummererweiterung zum Exponenten m, wenn es eine Be-

schreibung
L=K(%ay,..., ¥/a,)
mit a; € K gibt.

Beweis. Aus Satz 17.2 und Lemma 9.7 folgt, dass eine Kummererweiterung
die angegebene Radikaldarstellung besitzt. Zum Beweis der Umkehrung sei
L = K(xy,...,2,) mit 2" = a; € K. Wir miissen zeigen, dass diese Erwei-
terung galoissch mit abelscher Galoisgruppe ist. Es sei ( € K eine primitive
m-te Einheitswurzel. Die Produkte (‘z; erfiillen ebenfalls (C%i)m = qa;. Da
man die x; als von 0 verschieden annehmen kann, und ¢ primitiv ist, sind
diese Produkte fiir jedes ¢ untereinander verschieden. Dies bedeutet, dass die
Polynome X™ —ay,..., X™ — a, iiber L in verschiedene Linearfaktoren zer-
fallen. Damit ist L der Zerfallungskorper dieser separablen Polynome, so dass
nach Satz 15.6 eine Galoiserweiterung vorliegt. Sei G = Gal (L|K) die Ga-
loisgruppe dieser Erweiterung. Fiir jedes ¢ € G und jedes i ist ¢(x;) ebenfalls
eine Losung der Gleichung X™ = a; und daher ist o(z;) = (‘x; mit einem
gewissen (von ¢ und i abhéngigen) ¢. Fiir zwei Automorphismen ¢y, ¢ € G
ist daher

(o1 0pa)(w:) = prlpa(@)) = wr(Ca) = Pr(a) = B¢ = (M0,
Somit wirken die Automorphismen auf dem Erzeugendensystem kommutativ
und daher ist ¢1 0y = pyop;. Damit ist die Galoisgruppe abelsch. Fiir jedes
x; ist ferner

P (@) = () =
mit einem gewissen £. Also ist ¢™ = id, so dass m ein Vielfaches des Expo-
nenten ist. O

Beispiel 17.6. Der achte Kreisteilungskorper iiber Q, also die (siehe Beispiel
9.15) (mehrfach) graduierte Kérpererweiterung

QC L =Ks=Q[i,v2] = Q[X]/(X*+1)

ist eine Kummererweiterung zum Exponenten 2 mit Galoisgruppe Z/(2) X
Z/(2). Die geméB Satz 17.2 zugehorige Z/(2) x Z/(2)-Graduierung ist

QeQieQV2eQiv2,
Nach Korollar 17.3 gilt
H* ={a € L*|a* € Q},

d.h. die Menge der rationalen Quadratwurzeln von L sind einfach beschreib-
bar. Es gibt aber auch noch weitere Wurzeln aus rationalen Zahlen in L,
bspw. die achte Einheitswurzel (g, die eine vierte Wurzel von —1 ist.
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17.2. Das Lemma von Gauss und das Eisensteinkriterium.

In der néchsten Vorlesung werden wir uns mit Kreisteilungskorpern beschéfti-
gen. Dazu brauchen wir einige wichtige Irreduzibilitédtskriterien fiir Polynome

aus Q[X].
Die folgende Aussage heifit Lemma von Gauf.

Lemma 17.7. Es sei f € Z[X] ein nichtkonstantes Polynom derart, dass in
Z[X] nur Faktorzerleqgungen f = gh mit g € Z oder h € Z  mdglich sind.
Dann ist [ irreduzibel in Q[X].

Beweis. Nehmen wir an, es gebe eine nicht-triviale Faktorzerlegung f = gh
mit nicht-konstanten Polynomen g, h € Q[X]. Sowohl in g als auch in h kom-
men nur endlich viele Nenner aus Z vor, so dass man mit einem gemeinsamen
Hauptnenner r € Z multiplizieren kann und somit eine Darstellung rf = §}~L
mit §, h € Z[X] erhilt. Dabei haben sich die Grade der beteiligten Polyno-
me nicht gedndert. Es sei r = p;- - -p, die Primfaktorzerlegung von r. Nach
Lemma 20.12 (Einfiihrung in die Algebra (Osnabriick 2009))* ist p; auch
im Polynomring Z[X|] prim. Da es das Produkt gh teilt, muss es einen der
Faktoren teilen, sagen wir h. Dann kann man mit p1 kiirzen und erhélt eine
Gleichung der Form
r'f = gl}’.

Dabei dndern sich wieder die Grade nicht. So kann man sukzessive alle Prim-
faktoren wegkiirzen und erhélt schlielich eine Zerlegung

f — g/h/

mit nicht konstanten Polynomen %', ¢' € Z[X] im Widerspruch zur Voraus-
setzung. O

Lemma 17.8. Sei R ein Integrititsbereich und sei F =" ;X" € R[X]
ein Polynom. Es sei p € R ein Primelement mit der Figenschaft, dass p den
Leitkoeffizienten c,, nicht teilt, alle anderen Koeffizienten teilt, aber dass p?

nicht den konstanten Koeffizienten cq teilt. Dann besitzt F keine Zerlequng
F = GH mit nicht-konstanten Polynomen G, H € R[X].

Beweis. Sei angenommen, dass es eine Zerlegung F° = GH mit nicht-
konstanten Polynomen G, H € R[X] gibe, und sei G = & a; X’ und
H = Z}n:o ijj. Dann ist ¢y = agby und dies ist ein Vielfaches von p, aber
nicht von p?. Da p prim ist, teilt es einen der Faktoren, sagen wir ag, aber
nicht den anderen. Es ist nicht jeder Koeffizient von G ein Vielfaches von p, da
sonst G und damit auch F ein Vielfaches von p wére, was aber aufgrund der
Bedingung an den Leitkoeffizienten ausgeschlossen ist. Es sei r der kleinste In-
dex derart, dass a, kein Vielfaches von pist. Esist r < grad (G) < grad (F),

9Giche Aufgabe 18.1
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da H nicht konstant ist. Wir betrachten den Koeffizienten c,, fiir den

Cr = aobr + albr—l + ...+ a'r—lbl + arbo

gilt. Hierbei sind ¢, und alle Summanden a;b,_;, © = 0,...,r — 1, Vielfache
von p. Daher muss auch der letzte Summand a,.by ein Vielfaches von p sein.
Dies ist aber ein Widerspruch, da p fa, und p fbo. O

Das folgende Kriterium fiir die Irreduzibilitit von Polynomen heifit
Eisenstein-Kriterium.

Satz 17.9. Es sei ' =Y " ;X' € Z[X] ein Polynom. Es sei p € Z eine
Primzahl mit der Figenschaft, dass p den Leitkoeffizienten c,, nicht teilt, aber
alle anderen Koeffizienten teilt, aber dass p® nicht den konstanten Koeffizi-
enten ¢y teilt. Dann ist F irreduzibel in Q[X].

Beweis. Dies folgt aus Lemma 17.8 und Lemma 17.7. U

18. VORLESUNG
18.1. Kreisteilungskorper.

Definition 18.1. Der n-te Kreisteilungskorper ist der Zerfallungskorper des
Polynoms

X"—1
iiber Q.

Offenbar ist 1 eine Nullstelle von X™ — 1. Daher kann man X" — 1 durch
X — 1 teilen und erhélt, wie man schnell nachrechen kann,

X" 1=(X-DX" '+ X" 24+ . +X+1).

Wegen 1 € Q ist daher der n-te Kreisteilungskorper auch der Zerféallungs-
korper von

Xty Xr 24+ X+1.

Es gibt auch Kreisteilungskorper iiber anderen Koérpern, da es ja stets Zerfal-
lungskorper gibt. Wir beschrianken uns aber weitgehend auf die Kreistei-
lungskorper iiber QQ, die wir auch mit K, bezeichnen. Da X" — 1 auf die in
der zweiten Vorlesung beschriebenen Art iiber C in Linearfaktoren zerfallt,
kann man K, als Unterkorper von C realisieren, und zwar ist K, der von
allen n-ten Einheitswurzeln erzeugte Unterkorper von C. Dieser wird sogar
schon von einer einzigen primitiven Einheitswurzel erzeugt.

Lemma 18.2. Sein € N,. Dann wird der n-te Kreisteilungskorper iber Q
von e*™/™ erzeugt. Der n-te Kreisteilungskiorper ist also

Kn _ Q(627ri/n) _ Q[627ri/n] )
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Insbesondere ist jeder Kreisteilungskorper eine einfache Koérpererweiterung
von Q.20

Beweis. Es sei K, der n-te Kreisteilungskorper iiber Q. Wegen (/)" = 1
ist Q[e*™/"] C K,. Wegen (e*/m)k = 2mk/n gehgren auch alle anderen
Einheitswurzeln zu Q[e?/"], also ist Q[e*™/"] = K,,. O

Statt e kann man auch jede andere n-te primitive Einheitswurzel aus C
als Erzeuger nehmen.

Beispiel 18.3. Wir bestimmen einige Kreisteilungskorper fiir kleine n. Bei
n =1 oder 2 ist der Kreisteilungskorper gleich Q. Bei n = 3 ist

X 1=(X-DX?*+X+1)

und der zweite Faktor zerfallt

1 V3 1 V3
X2—|—X+1:(X—|———z£)(X+——H£).
2 2 2 2
Daher ist der dritte Kreisteilungskorper der von v/—3 = v/3i erzeugte Korper,
es ist also K3 = Q[v/—3] eine quadratische Kérpererweiterung der rationalen

Zahlen.
Bei n = 4 ist natiirlich
Xt -1 (X2 —1)(X2+1)
(X —1D)(X+1)(X2+1)
= (X=X 4+ 1)(X —i)(X +1).
Der vierte Kreisteilungskorper ist somit Q[i] = Q[X]/(X?+1), also ebenfalls
eine quadratische Korpererweiterung von Q.

Lemma 18.4. Sei p eine Primzahl. Dann ist der p-te Kreisteilungskérper
gleich
QX]/(XP  +XP 24+ .+ X' +1)

Insbesondere besitzt der p-te Kreisteilungskorper den Grad p — 1 tber Q.

Beweis. Der p-te Kreisteilungskorper wird nach Lemma 18.2 von e*™/? er-
zeugt, er ist also isomorph zu Q[X]/(P), wobei P das Minimalpolynom von
e>™/P bezeichnet. Als Einheitswurzel ist e2™/? eine Nullstelle von X? — 1 und
wegen e>™/P =£ 1 ist e2™/P eine Nullstelle von XP~' + XP~2 4 4+ X! +1.
Das Polynom X?P~! + XP=2 4+ + X'+ 1 ist irreduzibel nach Aufgabe 17.11
und daher handelt es sich nach Lemma 7.12 um das Minimalpolynom von
e?m’/p' |

Weiter unten werden wir fiir jedes n die Minimalpolynome der primitiven
n-ten Einheitswurzeln bestimmen.

20Djes ist natiirlich auch klar aufgrund des Satzes vom primitiven Element.
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Beispiel 18.5. Der fiinfte Kreisteilungskorper wird von der komplexen Zahl
e?™/5 erzeugt. Er hat aufgrund von Lemma 18.4 die Gestalt

K 2QIX]/(X*+ X+ X?+ X + 1),

wobei die Variable X als ¢?™/% (oder eine andere primitive Einheitswurzel)
zu interpretieren ist. Sei x = €™/ und setze u = 2z* + 2z + 1. Aus Symme-
triegriinden muss dies eine reelle Zahl sein. Es ist

w? = 4% +42% + 1+ 82° + 42t + 4z
= 4o + 422 + 1+ 8+ 4zt + 4z
= 5+4(z'+ 2+ 2 + 2+ 1)
= 5.

Es ist also u = V/5 (die positive Wurzel) und somit haben wir eine Folge von
quadratischen Korpererweiterungen

Q C Q[V5] C K.

Definition 18.6. Zu einer natiirlichen Zahl n bezeichnet ¢(n) die Anzahl
der Elemente von (Z/(n))*. Man nennt ¢(n) die Eulersche ¢-Funktion.

Die Zahl ¢(n) gibt also an, wie viele natiirliche Zahlen k, 1 < k < n, teiler-
fremd zu n sind. In einem Korper, in dem es iiberhaupt eine n-te primitive
Einheitswurzel gibt, gibt es genau ¢(n) primitive Einheitswurzeln, da dann
die Gruppe der n-ten Einheitswurzeln isomorph zur zyklischen Gruppe der
Ordnung n ist.

18.2. Kreisteilungspolynome.

Definition 18.7. Sei n € N und seien 21, ..., 2,(,) die primitiven komple-
xen Einheitswurzeln. Dann heif3t das Polynom
e(n)
¢, = [[(X - 2) € CX]
i=1

das n-te Kreisteilungspolynom.

Nach Konstruktion hat das n-te Kreisteilungspolynom den Grad ¢(n).
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Lemma 18.8. Sein € N.. Dann gilt in C[X] die Gleichung

X”—1=Hq>d.

d|n

Beweis. Jede der n verschiedenen n-ten Einheitswurzeln besitzt eine Ord-
nung d, die ein Teiler von n ist. Eine n-te Einheitswurzel der Ordnung d ist
eine primitive d-te Einheitswurzel. Die Aussage folgt daher aus

X"—1 = 11 (X —2)
z ist n-te Einheitswurzel

- 11« I1 (X ~2)

d|n  z ist primitive d-te Einheitswurzel

= [ 2«

d|n

Lemma 18.9. Die Koeffizienten der Kreisteilungspolynome liegen in 7Z.

Beweis. Induktion iiber n. Fiir n = 1 ist ®; = X — 1 € Z[X]. Fiir beliebiges
n betrachten wir die in Lemma 18.9 bewiesene Darstellung

Xt—1=][®=(J[ @) 2.

d|n d|n,d#n

Der linke Faktor ist ein normiertes Polynom und er besitzt nach der Induk-
tionsvoraussetzung Koeffizienten in Z. Daraus folgt mit Aufgabe 18.2, dass
auch ®,, Koeffizienten in Z besitzt. O

Grundlegend ist die folgende Aussage.
Satz 18.10. Die Kreisteilungspolynome ®,, sind irreduzibel iiber Q.

Beweis. Nehmen wir an, dass ®,, nicht irreduzibel iiber QQ ist. Dann gibt es
nach Lemma 17.7 eine Zerlegung ®,, = F'G mit normierten Polynomen F, G €
Z[X] von kleinerem Grad. Wir fixieren eine primitive n-te Einheitswurzel ¢.
Dann ist nach Definition der Kreisteilungspolynome ®,,(¢) = 0 und daher ist
(ohne Einschréankung) F'(¢) = 0. Wir kénnen annehmen, dass F' irreduzibel
und normiert ist, also das Minimalpolynom von ( ist.Wir werden zeigen,
dass jede primitive n-te Einheitswurzel ebenfalls eine Nullstelle von F' ist.
Dann folgt aus Gradgriinden grad (F) = ¢(n) = grad (®,,) im Widerspruch
zur Reduzibilitit. Jede primitive Einheitswurzel kann man schreiben als (¥
mit einer zu n teilerfremden Zahl k. Es geniigt dabei, den Fall (? mit einer
zu n teilerfremden Primzahl p zu betrachten, da sich jedes ¢* sukzessive
als p-Potenz erhalten ldsst (wobei man ( sukzessive durch (? ersetzt und
F(¢?) = 0 verwendet). Nehmen wir also an, dass F'(¢?) # 0 ist. Dann muss
G(¢?) = 0 sein. Daher ist ¢ eine Nullstelle des Polynoms G(X?) und daher gilt
FH = G(X?) mit H € Q[X], da ja F' das Minimalpolynom von ¢ ist. Wegen
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Aufgabe 18.2 gehoren die Koeffizienten von H zu Z. Wir betrachten nun
die Polynome ®,,, F, G, H modulo p, also als Polynome in Z/(p)[X], wobei
wir dafiir ®,,, F usw. schreiben. Aufgrund des Frobenius-Homomorphismus
in Charakteristik p und Aufgabe 7.8 gilt

G(XP) = (G(X))".
Daher ist
FH = G(X*) = (G(X))",

Sei nun Z/(p) C L der Zerfiallungskorper von X" — 1 iiber Z/(p), so dass
iiber L insbesondere auch ®,, und damit auch F in Linearfaktoren zerfillt.
Sei u € L eine Nullstelle von F. Dann ist u wegen der obigen Teilbarkeits-
beziehung auch eine Nullstelle von G. Wegen ®,, = FG ist dann u eine
mehrfache Nullstelle von ®,,. Damit besitzt auch X™ —1 eine mehrfache Null-
stelle in L. Nach dem formalen Ableitungskriterium ist aber (X" —1)" = (n
mod p) X" und dieser Koeffizient ist nicht null. Also erzeugt das Polynom
X™—1 und seine Ableitung das Einheitsideal, so dass es nach Aufgabe 11.19

keine mehrfache Nullstellen geben kann und wir einen Widerspruch erhalten.
OJ

Korollar 18.11. Der n-te Kreisteilungskorper K, iber Q hat die Beschrei-
bung

wober ®,, das n-te Kreistellungspolynom bezeichnet. Der Grad des n-ten
Kreisteilungskorpers ist o(n).

Beweis. Es ist K,, = Q[(], wobei ¢ eine primitive n-te Einheitswurzel ist.
Nach Definition des Kreisteilungspolynoms ist ®,(¢{) = 0 und Satz 18.10 ist
das Kreisteilungspolynom irreduzibel, so dass es sich um das Minimalpoly-
nom von ¢ handeln muss. Also ist nach Satz 7.11 K,, = Q[X]/(®,). O

19. VORLESUNG

In dieser Vorlesung méchten wir zunéichst nachweisen, dass es sich bei ei-
nem Kreisteilungskorper iiber Q um eine Galoiserweiterung handelt, deren
Galoisgruppe abelsch ist und eine Struktur besitzt, die unmittelbar mit den
Einheitswurzeln zusammenhéngt.

19.1. Kreisteilungskorper als Galoiserweiterung.
Wir kommen nun zur Galoiseigenschaft der Kreisteilungskorper iiber Q.

Satz 19.1. Es sei K,, der n-te Kreisteilungskorper. Dann ist Q C K,, eine
Galoiserweiterung mit der Galoisgruppe

Gal (K,|Q) = (Z/(n))” .

Dabei entspricht der Einheit a € (Z/(n))* derjenige Automorphismus p, €
Gal (K,,|Q), der eine n-te Finheitswurzel ¢ auf (* abbildet.
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Beweis. Nach Korollar 18.10 ist

wobei ®,, das n-te Kreisteilungspolynom ist. Dieses ist das Produkt &, =

#((X — 2) iiber die ¢(n) primitiven Einheitswurzeln und damit vom
Grad ¢(n). Da der Kreisteilungskorper all diese primitiven Einheitswurzeln
enthélt, zerfillt das Kreisteilungspolynom iiber K, in Linearfaktoren und
daher ist K, der Zerfallungskorper des Kreisteilungspolynoms und somit
nach Satz 15.6 eine Galoiserweiterung.

Es sei nun ( eine primitive n-te Einheitswurzel, und zwar diejenige, die bei
der obigen Restklassenidentifizierung der Variablen X entspricht. Zu a €
(Z)Zn)* ist (* ebenfalls eine primitive Einheitswurzel. Wir betrachten den
Einsetzungshomomorphismus

QX] — Q[X]/(Pn), X — ("

Dieser ist surjektiv, da (* den Kreisteilungskorper erzeugt. Wegen @,,(¢*) = 0
induziert dies einen Automorphismus

QX]/(2n) — QIX]/(Pn), ¢ — C*.
Dadurch erhalten wir eine Zuordnung

(Z)Zn)* — Gal (K,|Q), a — ¢q.
Fir a,a’ € (Z/Zn)* ist

Paa (C) = Caa/ = (Ca/)a = QOa(Ca/) = pa(a(C)) = (a0 va)(C),
so dass pue = pa 0 P gilt (da die Automorphismen auf dem Erzeuger
festgelegt sind). Die Zuordnung ist also ein Gruppenhomomorphismus. Fiir
verschiedene Einheiten a # o’ ist (¢ # ¢% und somit ¢, # ¢, . Die Abbildung
ist also injektiv. Da es links und rechts ¢(n) Elemente gibt, ist die Abbildung
eine Bijektion. O

Beispiel 19.2. Wir betrachten den achten Kreisteilungskorper Kg. Die Ein-
heitengruppe (Z/(8))* ist {1,3,5,7}, wobei 3,5,7 die Ordnung 2 besitzen.
Die nach Satz 19.1 zugehérigen Kérperautomorphismen sind neben der Iden-
titat die Abbildungen s, @5, @7, die auf den Einheitswurzeln (¢ sei eine
primitive achte Einheitswurzel) folgendermafen wirken.

O3 :C— 3 P =i+ =—i, O,

05 :C— G i=C«— =i, B« (7, —i— —i,
und
07 (= i=C— M=—i, 3« .

Korollar 19.3. Zu jeder endlichen abelschen Gruppe G ¢ibt es eine endliche
Galoiserweiterung Q C L, deren Galoisgruppe gleich G ist.
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Beweis. Nach einem elementaren Satz, den wir hier nicht beweisen, lédsst sich
G als Restklassengruppe einer Einheitengruppe (Z/(n))* auffassen. Es sei

q:(Z/(n)" — G

der zugehorige surjektive Restklassenhomomorphismus und H der Kern da-
von. Nach Satz 19.1 ist (Z/(n))* die Galoisgruppe der n-ten Kreisteilungs-
erweiterung Q C K,,. Es sei M C K,, der Fixkorper zu H. Nach Satz 16.4
ist Q C M eine Galoiserweiterung mit Galoisgruppe G. O

Es ist ein offenes Problem, ob jede endliche Gruppe als Galoisgruppe einer
Galoiserweiterung von Q auftritt. Diese Fragestellung gehort zur sogenannten
inversen Galoistheorie.

19.2. Galoiseigenschaften des Kompositums.
Wir betrachten eine wichtige Konstruktion, das sogenannte Kompositum.

Definition 19.4. Sei K C L eine Koérpererweiterung und seien K C My,
M, C L zwei Zwischenkorper. Dann nennt man den von M; und M er-

zeugten Unterkorper das Kompositum der beiden Korper (in L). Es wird mit
M M5 bezeichnet.

Lemma 19.5. Es set K C L eine endliche separable Kérpererweiterung
und sei K C K' eine weitere Korpererweiterung mit dem gemeinsamen
Oberkorper M, in dem das Kompositum L' = LK’ gebildet sei. Dann ist
K' C L ebenfalls eine endliche separable Korpererweiterung.

Beweis. Es sei K C L = K|[xy,...,x,| separabel, und seien F; € K[X] die
zu x; gehorigen (separablen) Minimalpolynome. Dann ist L' = K'[xq, ..., x,]
und die Minimalpolynome G; der z; iiber K’ sind in K'[X] Teiler der F; und
daher selbst separabel. Nach Satz 12.7 ist K’ C L’ eine separable Korperer-
weiterung. U

Lemma 19.6. Es set K C L eine endliche normale Korpererweiterung
und sei K C K' eine weitere Korpererweiterung mit dem gemeinsamen
Oberkorper M, in dem das Kompositum L' = LK’ gebildet sei. Dann ist
K' C L ebenfalls eine normale Korpererweiterung.

Beweis. Wir kénnen L = K|xy,...,z,| schreiben, und wir wissen, dass es
zugehorige Polynome F; € K[X] mit F;(x;) = 0 gibt, die tiber L zerfallen.
Daher ist L' = K'[x1,...,z,] und dieselben Polynome, aufgefasst in K'[X],
erfiilllen die gleichen Eigenschaften. Aus Satz 14.3 ergibt sich die Normalitét.

O

Aus diesen zwei Lemmata ergibt sich der folgende Satz, der fiir die Charak-
terisierung der auflésbaren Korpererweiterungen wichtig ist.
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Satz 19.7. Es set K C L eine endliche Galoiserweiterung, und es sei K C
K’ eine weitere Korpererweiterung mit dem gemeinsamen Oberkéorper M,
in dem das Kompositum L' = LK’ gebildet sei. Dann ist K' C L' ebenfalls
eine endliche Galoiserweiterung, und fir ihre Galoisgruppe gilt die natiirliche
Isomorphie

Gal (L'|K’) = Gal (L|L N K").

Beweis. Die Erweiterung K’ C L’ ist normal nach Lemma 19.6 und separabel
nach Lemma 19.5, also eine Galoiserweiterung aufgrund von Satz 15.6. Zur
Berechnung der Galoisgruppe gehen wir von der Einschrankungsabbildung

U : Gal (L'|K') — Gal (LK), ¢ — ¢|y,

aus, die wegen der Normalitdt von K C L nach Satz 14.3 ein wohldefinier-
ter Gruppenhomomorphismus ist. Es sei ¢ € Gal (L'|K’) ein Automorphis-
mus, dessen Bild unter diesem Homomorphismus trivial sei, also o[, = id.
Da auch ¢|x = idg: gilt, ist ¢ auf dem Kompositum L' = LK’ die Iden-
titdt, also das neutrale Element. Daher ist ¥ nach Lemma 4.9 injektiv.
Das Bild von V¥ ist eine Untergruppe H = bild ¥ C Gal (L|K). Aufgrund
der Galoiskorrespondenz gibt es einen Zwischenkorper Z, K C Z C L,
mit H = Gal(L|Z), und zwar ist Z der Fixkorper von H. Fiir jedes
(oS Gal (L/|K/) ist QO’K’ = idK/, und daher ist auch (@‘L”LﬂK’ = idpnk -
Also ist LN K" C Z. Wenn z € Z ist, so bedeutet dies, dass fiir jedes
¢ € Gal (L'|K") die Gleichheit (¢|.)(z) = = gilt. Dann ist aber z € K’, we-
gen Satz 15.6 und da eine Galoiserweiterung vorliegt, und somit ist z € LNK’.
Insgesamt ist also

Gal (L'|K') = bild ¥ = Gal (L|L N K').

20. VORLESUNG

In den néchsten drei Vorlesungen mochten wir auflosbare Korpererweiterun-
gen galoistheoretisch charakterisieren und insbesondere zeigen, dass nicht
jede Korpererweiterung auflosbar ist, also sich nicht jedes Polynom durch
(sukzessive) Radikale (auf)losen ldsst. In dieser Vorlesung bereiten wir dazu
das gruppentheoretische Fundament.

20.1. Auflésbare Gruppen.

Definition 20.1. Eine Gruppe G heifit aufldsbar, wenn es eine Filtrierung
{e} =Gy CGICGC...CG1 CGL=G

gibt derart, dass GG; ein Normalteiler in G, ist und die Restklassengruppe
Gi11/G; abelsch ist (fir jedes i =0,...,k —1).
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Die in dieser Definition auftretende Filtrierung nennt man auch eine auflgsen-
de Filtrierung. Eine kommutative Gruppe ist natiirlich auflésbar, wie die
triviale Filtrierung {e} C G zeigt.

Lemma 20.2. Es sei G eine auflosbare Gruppe. Dann ist auch jede Unter-
gruppe H C G aufiisbar.

Beweis. Wir gehen von einer aufléosenden Filtrierung
{e} =G CGi1CGC...CGr1 CGr=G

aus, d.h., dass die GG; Normalteiler in G,;; und die Restklassengruppen
Gi+1/G; kommutativ sind. Die Untergruppe H C G besitzt durch H; =
H N G; eine induzierte Filtrierung. Dabei liegt das kommutative Diagramm

HﬁGZ — HmGi-i-l
! !

G — Gi

vor. Wir betrachten den Homomorphismus
f cHN Gz’+1 — G1+1/G1

Der Kern von f ist offenbar H N G;. Daher ist H; nach Lemma 5.6 ein
Normalteiler in H;,1, und der Quotient H,;/H; ist nach Satz 5.12 eine
Untergruppe von G,41/G; und damit kommutativ. Also bilden die H; eine
auflésende Filtrierung von H. O

Lemma 20.3. Es sei G eine Gruppe, N C G ein Normalteiler und G/N die
zugehorige Restklassengruppe. Dann ist G genau dann auflosbar, wenn dies
fir N und G/N gilt.

Beweis. Sei zunachst G auflosbar. Nach Lemma 20.2 ist N C G auflosbar.
Betrachten wir also die Restklassengruppe H = G/N und fixieren wir eine
auflosende Filtrierung

{e}:GOQGlgGQQQGk_lgGk:G
Es sei
q:G— H

der Restklassenhomomorphismus. Wir setzen H; = ¢(G;), dies ist eine Filtrie-
rung von H mit Untergruppen. Wir betrachten das kommutative Diagramm

Gi — G
1 1

Hy — Hiy,

wobei die vertikalen Homomorphismen surjektiv sind. Wir behaupten, dass
H; ein Normalteiler in H;,; ist, und ziehen dazu
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Lemma 5.4 heran. Sei also h € H; und x € H;,,, die wir durch h e G
bzw. & € G4, reprisentieren. Dann ist zhx™! = q(iﬁffl) und wegen der
Normalitit von G; ist #hi~' € G; und somit zhz ' € H;. Wir betrachten
die zusammengesetzte surjektive Abbildung

Giy1 — Hipn — Hi /H; .
Da G; zum Kern dieser Abbildung gehort, gibt es aufgrund von Satz 5.10
eine surjektive Abbildung
Giy1/Gi — Hia/H;,
weshalb H,,,/H; ebenfalls kommutativ ist.
Seien nun N und H = G/N auflésbar, sei ¢ : G — G/N der Restklassenho-
momorphismus und seien
{e}=NgC N CNyC...C N1 CN,=N
und
{e}=HCHCH,C...CH_CH=H
auflosende Filtrierungen. Wir ergénzen die Filtrierung von N durch die Ur-
bilder G; = ¢~ *(H,) zu einer Filtrierung von G. Die surjektive Abbildung
Gjp1 — Hjpy — Hj/Hj

besitzt den Kern G; und zeigt, dass G; ein Normalteiler in G;;; mit kom-
mutativer Restklassengruppe ist. O

Die Definition einer auflésbaren Gruppe legt nicht nahe, wie man eine solche
Filtrierung finden konnte. Ein systematischer Weg, eine solche Filtrierung
zu finden, falls es denn eine gibt, wird durch iterierte Kommutatorgruppen
gegeben. Ein Kommutator ist ein Element der Form aba='b~!.

Definition 20.4. Zu einer Gruppe G heifit die von allen Kommutatoren
aba='bt, a,b € G, erzeugte Untergruppe die Kommutatorgruppe von G. Sie
wird mit K (G) bezeichnet.

Lemma 20.5. Es sei G eine Gruppe und K(G) ihre Kommutatorgruppe.
Dann gelten folgende Aussagen.

(1) K(G) ist ein Normalteiler in G.
(2) Die Restklassengruppe G /K (G) ist abelsch.
(3) Die Gruppe G ist genau dann abelsch, wenn K(G) trivial ist.

Beweis. (1). Es ist zu zeigen, dass fiir jedes z € G der Automorphismus

G—G, g— xgx_l,

die Untergruppe K(G) in sich selbst iiberfiihrt. Fiir einen Kommutator
aba~tb~1 ist

waba bty “H(xb? ’1)
bz~ H !

I
=
IS
H\
=
j=pl
&\
=
Q

L a
,_\
,_.\_/
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wieder ein Kommutator. Daher wird auch jedes Produkt von Kommutatoren
auf ein Produkt von Kommutatoren abgebildet und somit ist 2K (G)z™! C
K(G). (2). In der Restklassengruppe G/K(G) ist

[a][b] = [a][B][b~"a™"ba] = [a][b][b~"][a™"][b]la] = [b][a].

(3). Eine Gruppe ist genau dann abelsch, wenn sdmtliche Kommutatoren
trivial sind. U

Definition 20.6. Es sei G eine Gruppe. Die i-te iterierte Kommutatorun-
tergruppe wird induktiv durch

K@) = G und K'(G) = K(K™YQ))
definiert.

Die erste Kommutatorgruppe ist einfach die Kommutatorgruppe, die zwei-
te Kommutatorgruppe ist die Kommutatorgruppe der Kommutatorgruppe,
u.s.w. Dies ergibt insgesamt eine absteigende Filtrierung

GOK(G) 2K G)2K*(G)2...2.

Diese Filtrierung kann unendlich absteigend sein oder aber stationér werden,
d.h. es kann K*(G) = K" (G) gelten. Die Auflésbarkeit einer Gruppe kann
mit dieser Filtrierung folgendermaflen charakterisiert werden.

Lemma 20.7. Eine Gruppe ist genau dann auflosbar, wenn es ein i gibt
derart, dass die i-te iterierte Kommutatorgruppe K*(G) trivial wird.

Beweis. Wenn die Filtrierung der iterierten Kommutatorgruppen trivial
wird, sagen wir

G2 K(G)D2K*G@)2...2KY(G) 2 K'(G) ={e},
so liegt unmittelbar eine auflésende Filtrierung vor, da ja
K7*(G) = K(K'(G)) € K7(G)

nach Lemma 20.5 ein Normalteiler ist mit einer abelschen Restklassengruppe.
Sei nun G auflosbar. Wir zeigen durch Induktion iiber die Anzahl k der
beteiligten Untergruppen in einer auflosenden Filtrierung von G, dass die
Filtrierung der iterierten Kommutatorgruppen trivial wird. Dabei sind die
Fille £ = 0,1 klar. Wir betrachten die Untergruppe Gy_1 C Gy = G in
der Filtrierung. Da die Restklassengruppe G/Gj_1; kommutativ ist, wird die
Kommutatorgruppe K (G) unter der Restklassenabbildung auf 0 abgebildet
und daher ist K(G) C Gg_1. Dabei besitzt natiirlich Gi_; eine auflésende
Filtrierung mit k& — 1 Untergruppen, und der Beweis zu Lemma 20.2 zeigt,
dass dies auch fiir die Untergruppe K (G) gilt. Nach Induktionsvoraussetzung
wird also die Filtrierung von K(G) durch die iterierten Kommutatorgruppen
trivial. U

Lemma 20.8. Fir n < 4 sind die Permutationsgruppen S, auflosbar.
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Beweis. Siehe Aufgabe 20.9. 0

Lemma 20.9. Firn > 5 sind die Permutationsgruppen S, nicht auflosbar.

Beweis. Wir betrachten eine Filtrierung
GoCGiCGC...CGr1CGL=05,

derart, dass die G; C G117 Normalteiler sind mit kommutativen Restklas-
sengruppen. Wir werden zeigen, dass jedes G; samtliche Dreierzykel (also
Permutationen, bei denen drei Elemente zyklisch vertauscht werden, und alle
tibrigen festgelassen werden), enthélt. Daher kann diese Filtrierung nicht bei
der trivialen Gruppe enden, also ist Gy # {e}. Die Aussage iiber die Dreier-
zykel beweisen wir durch absteigende Induktion, wobei der Fall G, = §,, klar
ist. Sei also vorausgesetzt, dass G alle Dreierzykel enthalt. Sei (z1, 29, 23)
ein Dreierzyklus (mit verschiedenen Elementen zq, 29,23 € {1,...,n}.) We-
gen n > 5 gibt es noch zwei weitere Elemente x,y € {1,...,n}, die von
21, 29, 23 und untereinander verschieden sind. Nach Induktionsvoraussetzung
gehoren die Dreierzykel

o= (z1,29,x) und 7 = (21, 23, Y)

zu Giy1. Eine elementare Uberlegung zeigt

(21,22, 23) = (23,4, 22) 0 (21,4, 23) = (070 o1 ' = o0 7.

Dieses Element wird unter der Restklassenabbildung
Giy1 — Giy1 /Gy

auf das neutrale Element abgebildet, da ja die Restklassengruppe kommuta-
tiv ist. Also ist (21, 29, 23) € G. O

21. VORLESUNG

Definition 21.1. Es sei K C L eine algebraische Kérpererweiterung. Man
nennt einen Koérper N mit L C N eine normale Hiille von L iiber K, wenn
N der gemeinsame Zerféallungskorper aller Minimalpolynome von Elementen
aus L ist.

Lemma 21.2. Sei K C L eine endliche Korpererweiterung. Dann existiert
die normale Hiille L C N.

Beweis. Es sei L = K(x1,...,x,) und seien Py,..., P, die zugehorigen Mini-
malpolynome. Wir setzen P = P, --- P,, und es sei N der Zerfdllungskoérper
von P iiber L. Nach Satz 14.5 ist die Korpererweiterung X' C N normal.

O
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21.1. Auflésbare Korpererweiterungen.

Wir kommen nun zu einer Ausgangsfrage zuriick, ndmlich zur Frage, ob man
fiir jedes gegebene Polynom P € Q[X] eine Kette von einfachen Radikaler-
weiterungen Q C K; C ... C K,, = K finden kann, so dass K die Nullstellen
von P enthélt. Dies ist die korpertheoretische Variante der Frage, ob es ent-
sprechend zur Losungsformel von Cardano auch fiir hhere Grade eine Losung
mit Radikalen gibt. Diese Fragestellung fithrt zu den folgenden Begriffen.

Definition 21.3. Eine Korpererweiterung K C L heifit auflosbar, wenn es
eine Radikalerweiterung X' C M mit L C M gibt.

Definition 21.4. Es sei K ein Kérper und F' € K[X] ein Polynom. Man
sagt, dass das Polynom F' auflésbar ist (bzw., dass die Gleichung F(z) = 0
auflosbar ist), wenn die Korpererweiterung K C Z(F') auflosbar ist.

Wir erinnern daran, dass eine Radikalerweiterung aus einer Kette von einfa-
chen Radikalerweiterungen besteht, wobei eine einfache Radikalerweiterung
durch die Adjunktion einer gewissen Wurzel eines Elements gegeben ist.?! Ei-
ne Radikalerweiterung A C L nennt man eine m-Radikalerweiterung, wenn
es eine Korperkette aus einfachen Radikalerweiterungen L; .1 = L;(z;) gibt,
wobei die Beziehung z]* € L, gilt. Jede Radikalerweiterung ist eine m-
Radikalerweiterung fiir viele m, beispielsweise kann man jedes gemeinsame
Vielfache der Einzelexponenten der beteiligten einfachen Radikalerweiterun-
gen nehmen. Ein solches m hat (&hnlich wie der Exponent bei Kummerer-
weiterungen) lediglich die Funktion, gewisse numerische Daten durch eine
,gemeinsame Schranke® zu kontrollieren.

Lemma 21.5. Es sei K C L eine m-Radikalerweiterung. Dann ist auch die
normale Hiille N von L eine m-Radikalerweiterung von K.

Beweis. Es sei eine Korperkette aus einfachen Radikalerweiterungen gegeben,
also

K=LyClL,C..CL,=1L

mit L;1 = Li(z;) und 2" € L;. Wir zeigen durch Induktion iiber n, dass die
normale Hiille von L iiber K ebenfalls eine m-Radikalerweiterung ist. Bei n =
0 ist nichts zu zeigen. Wir nehmen also an, dass die Aussage schon fiir kleinere
Zahlen n’ < n bewiesen sei. Es sei L C N die normale Hiille, die die normale
Hiille N,,_y von L, _; enthélt. Nach Induktionsvoraussetzung ist K C N,,_,
eine m-Radikalerweiterung. In N,,_; zerfallen die Minimalpolynome der z;,
t <n—2,und in N zerfallen die Minimalpolynome der x;, + < n — 1. Daher

ist N = Np_1(ov, ..., ax), wobei die «; die Nullstellen des Minimalpolynoms
von z,_1 sind. Wegen z,' | = a,—; € L, sind diese a;; auch Nullstellen des
Polynoms X™ — a,,_1. ]

2IMan beachte, dass eine einfache Radikalerweiterung nicht das gleiche ist wie eine
Radikalerweiterung, die zugleich eine einfache K6rpererweiterung ist.
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Wir kommen nun zur gruppentheoretischen Charakterisierung von auflésba-
ren Korpererweiterungen. Dabei beschranken wir auf Charakteristik null.
Dies sichert, dass es zu jeder Zahl n primitive n-te Einheitswurzeln in ei-
nem Erweiterungskorper gibt. Durch die Hinzunahme von Einheitswurzeln
konnen wir auf eine Situation hin transformieren, in der wir mittels Kum-
mertheorie aus der Kommutativitéat von gewissen Galoisgruppen auf die Exi-
stenz von Wurzeln schlieflen konnen.

Satz 21.6. Fs sei K ein Korper der Charakteristik 0 und sei K C L ei-
ne Galoiserweiterung. Dann ist die Kdérpererweiterung K C L genau dann
auflosbar, wenn ihre Galoisgruppe Gal (L|K) aufldsbar ist.

Beweis. Es sei zuerst die Korpererweiterung K C L auflosbar, und zwar sei
L C M eine Korpererweiterung derart, dass K C M eine Radikalerweiterung
ist. Es sei m dabei ein gemeinsamer , Radikalexponent® der einfachen Radi-
kalerweiterungen. Da wir in Charakteristik null sind, kénnen wir zu M eine
m-te primitive Einheitswurzel ¢ adjungieren und erhalten eine Radikalerwei-
terung K C M' = M((). Wir ersetzen M’ durch seine normale Hiille A", die
nach Lemma 21.5 ebenfalls eine m-Radikalerweiterung von K ist. Da wir in
Charakteristik 0 sind, ist K C M” eine Galoiserweiterung. Wir kénnen also
davon ausgehen, dass eine Kette

K=LoCK()=LCLyC...CL,=M

vorliegt, wobei K C M galoissch ist und wo die sukzessiven Korpererweite-
rungen L; C L; einfache Radikalerweiterungen sind. Es sei G = Gal (M |K)
und wir setzen

G; = Gal (M|L;).
Dabei gelten nach Lemma 15.2 die natiirlichen Inklusionen

Gr={ld} CGy-1 CG2C...C G CGy=G.

Da die Zwischenerweiterungen L; C L;,; fiir ¢ > 1 einfache Radikalerwei-
terungen und in L; die benétigten Einheitswurzeln vorhanden sind, folgt
aus Satz 17.5, dass es sich um Galoiserweiterungen mit abelscher Galois-
gruppe handelt. Aufgrund von Satz 16.4 sind daher die GG;;; Normalteiler
in G; und die Restklassengruppen G;/G;y1 sind kommutativ. Die Erweite-
rung K C K(¢) = Ly besitzt nach Aufgabe 19.11 ebenfalls eine abelsche
Galoisgruppe. Daher liegt insgesamt eine Filtrierung vor, die GG als auflésbar
erweist. Da K C L eine Galoiserweiterung ist, gilt wieder nach Satz 16.4 die
Beziehung

Gal(LIK) = G/ Gal (M|L),
so dass auch Gal (L|K) wegen Lemma 20.3 eine auflésbare Gruppe ist.

Sei nun vorausgesetzt, dass die Galoisgruppe G = Gal (L|K) auflosbar ist,
und sei

{Id} =G, CG1 CGr2C...C G CGy=G
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eine Filtrierung mit Untergruppen derart, dass jeweils G;11 C G; ein Normal-
teiler ist mit abelscher Restklassengruppe G;/G;.1. Wir setzen L; = Fix (G;),
so dass nach Lemma 15.2 und Satz 15.6 die Korperkette

vorliegt. Dabei sind nach Korollar 15.7 die Korpererweiterungen L; C L
galoissch, und ihre Galoisgruppen sind G; gemafl Satz 16.1. Da die G411
Normalteiler in G; sind, sind aufgrund von Satz 16.4 die Kérpererweiterun-
gen L; C L;y; galoissch mit Galoisgruppe Gal (L;11|L;) = G;/G;y1. Diese
sukzessiven Erweiterungen sind also Galoiserweiterungen mit abelscher Ga-
loisgruppe. Es sei m der Exponent von GG. Es sei L C M ein m-ter Kreistei-
lungskorper, also ein Zerfallungskoérper von X —1 iiber L, und sei ( € M eine
m-te primitive Einheitswurzel. Es ist somit M = L(¢). Wir setzen M; = L;(()
(innerhalb von M) und haben dann die Korperkette

KCMy=K()CMC...CM,=M.

Hierbei gilt M;y; = M;L;,. Nach Satz 19.6 ist M; C M,,; ebenfalls ga-
loissch, und es gilt die Untergruppenbeziehung

Gal (Ml+1|MZ) = Gal (Li+1|Li+1 N Mz) g Gal (L1+1|Lz) s

so dass diese Galoisgruppen auch abelsch sind. Da die m-te primitive Ein-
heitswurzel ¢ zu M, gehort, sind die Erweiterungen M; C M, allesamt
Kummererweiterungen und damit nach Korollar 17.4 auch Radikalerweite-
rungen. Da auch K C M, = K (() eine (einfache) Radikalerweiterung ist, ist
insgesamt K C M eine Radikalerweiterung, die L umfasst. Somit ist K C L
auflosbar. U

Korollar 21.7. Es sei K ein Korper der Charakteristik 0 und sei F' € K|[X]
ein Polynom. Dann ist F' genau dann auflosbar, wenn die Galoisgruppe
Gal (Z(F)|K) des Zerfillungskorpers von F auflésbar ist.

Beweis. Wegen Satz 15.6 ist K C Z(F) eine Galoiserweiterung, so dass die
Aussage direkt aus Satz 21.6 folgt. U

Ein wichtiges unmittelbares Korollar aus der vorstehenden Charakterisierung
ist die Auflosbarkeit mit Radikalen von polynomialen Gleichungen vom Grad
vier, wobei man dieses Ergebnis auch direkt {iber die (recht komplizierten,
aber) expliziten Cardanoschen Losungsformeln zum vierten Grad erhalten
kann.

Korollar 21.8. Es sei K ein Korper der Charakteristik 0 und sei F' € K|[X]
ein Polynom vom Grad < 4. Dann ist F' auflosbar. D.h. es gibt eine Radika-
lerweiterung K C M, so dass F' iiber M in Linearfaktoren zerfdllt.

Beweis. Es sei L der Zerfallungskorper von F'iiber K, der aufgrund der Vor-
aussetzung liber die Charakteristik nach Satz 15.6 eine Galoiserweiterung
ist. Sei G = Gal (L|K). Uber L besitzt F' maximal d = grad (F') Nullstellen.
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Nach Lemma 13.1 ist GG eine Untergruppe der Permutationsgruppe der Null-
stellen, also ist jedenfalls G C S;. Wegen Lemma 20.8 und Lemma 20.2 ist
somit GG eine auflosbare Gruppe. Aus Satz 21.6 folgt daher die Auflosbarkeit
des Zerfallungskorpers iiber K. O

Das entscheidende Schlussfolgerung aus der obigen Charakterisierung ist
aber, dass nicht alle Gleichungen auflosbar sind. Das ist Gegenstand der
néchsten Vorlesung.

22. VORLESUNG

22.1. Polynome mit unauflésbarer Galoisgruppe.

Wir mochten nun zeigen, dass gewisse Korpererweiterungen, und zwar die
Zerfallungskorper von gewissen Polynomen vom Grad > 5, nicht auflésbar
sind. Dazu miissen wir aufgrund der Galoistheorie fiir auflosbare Kérperer-
weiterungen und den gruppentheoretischen Uberlegungen zu den Permuta-
tionsgruppen S,, n > 5, (Lemma 20.8) lediglich nachweisen, dass diese Per-
mutationsgruppen als Galoisgruppen auftreten. Dazu bedarf es einiger Vor-
bereitungen iiber Permutationsgruppen.

Zu einer Permutationsgruppe S(M) auf einer Menge M liefert jede Teilmenge
T C M eine Untergruppe S(7') C S(M). Man setzt einfach die Permutation
auf T" durch die Identitat auf M \ T zu einer Permutation auf ganz M fort.

Lemma 22.1. Es sei M eine endliche Menge und Ty, Ty C M seien Teilmen-
gen mit Ty NTy # (). Es sei G C S(M) eine Untergruppe der Permutations-
gruppe, die sowohl S(T') als auch S(Ty) wumfasst. Dann ist S(T1UT,) C G.

Beweis. Jedes Element o € S(T} UT,) lisst sich nach Lemma Anhang 3.6 als
Produkt von Transpositionen auf 77 U T5 schreiben. Es muss also lediglich
gezeigt werden, dass solche Transpositionen zu G gehoren. Sei o € S(T7UT3)
eine Transposition, und zwar vertausche o die Elemente a und b, also o =
(a,b). Wenn beide Elemente zu T} (oder zu T3) gehoren, sind wir fertig. Sei
also @ € T7 und b € T5. Es sei ferner ¢ € T7 N5, und ¢ sei von a und b
verschieden (sonst gehoren beide zu einer der Teilmengen). Dann ist

o = {(a,b) = (a,c)o (b,c)oa,c)

und diese drei Transpositionen gehoren zu S(77) oder zu S(7%) und damit
zu G. 4

Definition 22.2. Es sei M eine Menge und sei G = S(M) die zugehérige
Permutationsgruppe. Eine Untergruppe H C G heifit transitiv, wenn es zu
je zwei Elementen z,y € M ein o € H gibt mit o(z) = y.

Lemma 22.3. Es sei p eine Primzahl und S, die Permutationsgruppe zu
{1,...,p}. Es set H C S, eine transitive Untergruppe, die eine Transposition
enthalte. Dann ist H = S,.
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Beweis. Sei M = {1,...,p}. Wir betrachten Teilmengen 7" C M derart,
dass S(T)) C H ist, und wollen T" = M zeigen. Sei dazu T} eine solche
Teilmenge mit maximaler Elementzahl, die wir k£ nennen. Da es mindestens
eine Transposition in H gibt, ist k& > 2. Fiir jedes 0 € H ist T, = o(1})
ebenfalls eine k-elementige Menge mit S(7,) C H. Fiir 7 € S(T,) ist ndmlich
7 = o(oc 'ro)o
und o170 ist eine Permutation auf 77, so dass 7 € H gilt. Fiir Permutationen
01,09 € H ist entweder T,, = T,, oder T,, NT,, = (), da andernfalls nach
Lemma 22.1 S(T} UT,) C H wire im Widerspruch zur Maximalitdt von k.
Sei nun x € M vorgegeben und ein y € 77 fixiert. Aufgrund der Transitivitét
gibt es ein 0 € H mit o(y) = . Dann ist natiirlich = € T,. Das bedeutet,
dass die Mengen T,, 0 € H, die Gesamtmenge M iiberdecken. Wegen der
Gleichméchtigkeit dieser Mengen ist p ein Vielfaches von k und somit ist
p =k, also M =Tj. O

Lemma 22.4. Sei p eine Primzahl und F € Q[X] ein irreduzibles Polynom
vom Grad p, das genau p — 2 reelle Nullstellen besitzt. Dann ist die Galois-
gruppe des Zerfillungskirpers Q C Z(F') gleich der Permutationsgruppe S,,.
Bei p > 5 ist diese Korpererweiterung nicht auflosbar.

Beweis. Es seien oy, . .., oy die reellen Nullstellen und oy,—1, oy, die beiden
nichtreellen komplexen Nullstellen. Nach Lemma 13.1 ist die Galoisgruppe
Gal (Z(F)|Q) in natiirlicher Weise eine Untergruppe der Permutationsgrup-
pe der Nullstellen. Wir zeigen, dass es sich um die volle Permutationsgruppe
handelt. Die komplexe Konjugation induziert einen Q-Automorphismus auf
L, der die reellen Nullstellen unveréndert ldsst und die beiden nichtreellen
Nullstellen ay,_; und «, ineinander iiberfiihrt. Daher bewirkt dieser Automor-
phismus auf den Nullstellen eine Transposition. Da F' iiber Q irreduzibel ist,
ist F' fiir jede Nullstelle das Minimalpolynom und daher sind alle Nullstellen
zueinander konjugiert. Nach Satz 13.2 gibt es somit fiir je zwei Nullstellen
a und f einen Automorphismus ¢ mit ¢(a) = §. Damit sind die Voraus-
setzungen von Lemma 22.3 erfiillt und somit ist die Galoisgruppe die volle
Permutationsgruppe. U

Korollar 22.5. Sei a eine Primzahl und sei
F=X"+a*X"—acQ[X].
Dann gelten folgende Aussagen.

(1) Das Polynom F ist irreduzibel in Q[X].

(2) F besitzt drei reelle Nullstellen und dariber hinaus zwei komplexe
nichtreelle Nullstellen.

(3) Die Galoisgruppe des Zerfillungskorpers Q C Z(F) ist die Permuta-
tionsgruppe Ss.

(4) Die Korpererweiterung Q C Z(F') ist nicht auflésbar.
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Beweis. (1) ergibt sich aus dem Kriterium von Eisenstein. (2). Wir berechnen
einige Funktionswerte von F'. Es ist

F(—a*) = —a"+a"" —a = —a < 0,
F(-1) = -1+a*—a = —1+ala—1) > 0,
F0) = —a <0

und schliefllich
F(1) =1+a*—a > 0.
Nach dem Zwischenwertsatz gibt es daher mindestens drei reelle Nullstellen.
Die Ableitung von F' ist
4
F' = 5X* +4a®X? = 5X3(X + 5a2)
und besitzt die zwei reellen Nullstellen 0 und —‘—éaz. Nach dem Mittelwertsatz
der Differentialrechnung kann somit F' nicht mehr als drei reelle Nullstellen
besitzen, da zwischen zwei Nullstellen stets eine Nullstelle der Ableitung liegt.
Die Nullstellen der Ableitung sind wegen

F(—gcﬂ) # 0

(wegen der Irreduzibilitdt von F' iiber Q) keine Nullstelle von F', so dass F'
keine mehrfache Nullstelle besitzen kann. Daher muss es zwei weitere kom-
plexe nichtreelle Nullstellen geben. (3) und (4) folgen aus (1), (2) und Lemma
22.4. O

Paolo Ruffini (1765-1822 Niels Henrik Abel (1802-1829)

Das erste Beispiel fiir ein solches Polynom ist X® + 4X* — 2. Durch die Exi-
stenz solcher Polynome folgt die allgemeine Unauflosbarkeit fiir algebraische
Gleichungen vom Grad 5 und hoher. Diese Aussage heifit Satz von Abel-
Ruffini.

Satz 22.6. Fir n > 5 gibt es polynomiale Gleichungen vom Grad n, die
nicht auflosbar sind.
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Beweis. Fiir n = 5 folgt dies direkt aus Korollar 22.5, und fiir n > 6 kann
man ein unauflésbares Polynom vom Grad 5 einfach mit einem beliebigen
Polynom vom Grad n — 5 multiplizieren. U

23. VORLESUNG

Unter den drei klassischen Problemen der antiken Mathematik versteht man

(1) die Quadratur des Kreises,
(2) die Dreiteilung des Winkels,
(3) die Wiirfelverdoppelung.

Dabei sollen diese Konstruktionen ausschlieSlich mit Zirkel und Lineal durch-
gefithrt werden, wobei dies natiirlich prézisiert werden muss. Nach langen ver-
geblichen Versuchen, solche Konstruktionen zu finden, ergab sich im Laufe
des neunzehnten Jahrhunderts die Erkennntnis, dass es keine solche Kon-
struktionen geben kann. Dies erfordert natiirlich, dass man eine Ubersicht
iiber alle moglichen Konstruktionen erhalten kann.

23.1. Konstruktionen mit Zirkel und Lineal.

gt otk T s s
Y i o ek eyt St Y 1

R oS ] v

Auch Albrecht Diirer hatte Spafl
an der Quadratur des Kreises

Unter der Ebene F verstehen wir im Folgenden die Anschauungsebene, die
wir spiter mit R? & C identifizieren. Zunéchst sind die Konstruktionen , ko-
ordinatenfrei“. An elementargeometrischen Objekten verwenden wir Punkte,
Geraden und Kreise. An elementargeometrischen Gesetzméfigkeiten verwen-
den wir, dass zwei verschiedene Punkte eine eindeutige Gerade definieren,
dass zwei Geraden entweder identisch sind oder parallel und schnittpunktfrei
oder genau einen Schnittpunkt haben, u.s.w.
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Definition 23.1. Es sei M C FE eine Teilmenge der Ebene F. Eine Gerade
G C FE heifit aus M elementar konstruierbar, wenn es zwei Punkte P, Q) € M,
P # @), gibt derart, dass die Verbindungsgerade von P und @) gleich G ist.
Ein Kreis C' C E heifit aus M elementar konstruierbar, wenn es zwei Punkte
Z, 5 € M, Z # S, gibt derart, dass der Kreis mit dem Mittelpunkt Z und
durch den Punkt S gleich C' ist.

Man kann also an zwei Punkte aus der vorgegebenen Menge M das Lineal
anlegen und die dadurch definierte Gerade zeichnen, und man darf die Na-
delspitze des Zirkels in einen Punkt der Menge stechen und die Stiftspitze des
Zirkels an einen weiteren Punkt der Menge anlegen und den Kreis ziehen.

Wenn ein Koordinatensystem vorliegt, und zwei Punkte P = (p1,p2) und
Q = (q1,92) gegeben sind, so ist die Gleichung der Verbindungsgeraden der
beiden Punkte bekanntlich

(p1 — q1)y + (g2 — p2)x + qup2 — q2p1 = 0.

Wenn zwei Punkte Z = (21, 22) und S = (s1, $2) gegeben sind, so besitzt der
Kreis mit dem Mittelpunkt Z durch den Punkt S die Kreisgleichung

(= 21)" + (y = 22)* = (51— 21)" = (52— 22)* = 0.

Definition 23.2. Es sei M C F eine Teilmenge der Ebene E. Dann heif3t ein
Punkt P € E aus M in einem Schritt konstruierbar, wenn eine der folgenden
Moglichkeiten zutrifft.

(1) Es gibt zwei aus M elementar konstruierbare Geraden G; und G mit
G1 NGy ={P}.

(2) Es gibt eine aus M elementar konstruierbare Gerade G und einen aus
M elementar konstruierbaren Kreis C' derart, dass P ein Schnittpunkt
von GG und C' ist.

(3) Es gibt zwei aus M elementar konstruierbare Kreise C, und Cs derart,
dass P ein Schnittpunkt der beiden Kreise ist.

Definition 23.3. Es sei M C E eine Teilmenge der Ebene F. Dann heifit
ein Punkt P € E aus M konstruierbar (oder mit Zirkel und Lineal konstru-
ierbar), wenn es eine Folge von Punkten

P,... P,=P

gibt derart, dass P; jeweils aus M U{Py,..., P,_;} in einem Schritt konstru-
ierbar ist.

Definition 23.4. Eine Zahl z € C = E heillt konstruierbar oder konstruier-
bare Zahl, wenn sie aus der Startmenge

{0,1}cRcC

mit Zirkel und Lineal konstruierbar ist.
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Bemerkung 23.5. Man startet also mit zwei beliebig vorgegebenen Punk-
ten, die man 0 und 1 nennt und die dann die arithmetische Funktion iiber-
nehmen, die mit diesen Symbolen verbunden wird. Als erstes kann man die
Gerade durch 0 und 1 ziehen, und diese Gerade wird mit den reellen Zah-
len R identifiziert. Wir werden gleich sehen, dass man eine zu R senkrechte
Gerade durch 0 konstruieren kann, mit deren Hilfe ein kartesisches Koordi-
natensystem entsteht und mit dem wir die Ebene mit den komplexen Zahlen
C identifizieren konnen.

In den folgenden Konstruktionen verwenden wir einige Begrifflichkeiten aus
der euklidischen Geometrie, wie Winkel, senkrecht, parallel, Strecke und ele-
mentare Grundtatsachen wie die Strahlensétze, Symmetriesétze und den Satz
des Pythagoras.

Lemma 23.6. In der Ebene lassen sich folgende Konstruktionen mit Zirkel
und Lineal durchfihren.

(1) Zu einer Geraden G und zwei Punkten (QQq,Q2 € G kann man die zu
G senkrechte Gerade zeichnen, die die Strecke zwischen Q1 und Qo
halbiert.

(2) Zu einer Geraden G und einem Punkt P € G kann man die zu G
senkrechte Gerade durch P zeichnen.

(3) Zu einer Geraden G und einem Punkt P kann man die zu G senk-
rechte Gerade durch P zeichnen.

(4) Zu einer gegebenen Geraden G und einem gegebenen Punkt P kann
man die Gerade G' durch P zeichnen, die zu G parallel ist.

Beweis. Wir verwenden im Beweis einige elementargeometrische Grundtat-
sachen.

(1) Wir zeichnen die beiden Kreise C; und Cy mit dem Mittelpunkt ¢4
durch @) und umgekehrt. Die beiden Schnittpunkte von C; und Cy
seien S7 und S;. Deren Verbindungsgerade steht senkrecht auf G und
halbiert die Strecke zwischen 1 und Q5.

(2) Man zeichnet einen Kreis C' mit P als Mittelpunkt und einem be-
liebigen Radius (dazu braucht man neben P noch einem weiteren
Punkt). Es seien ()7 und @, die beiden Schnittpunkte der Gerade
G mit C. Fiir diese beiden Punkte fithren wir die in (1) beschriebe-
ne Konstruktion durch. Diese Halbierungsgerade lauft dann durch P
und steht senkrecht auf G.

(3) Wenn P auf der Geraden liegt, sind wir schon fertig mit der Kon-
struktion in (2). Andernfalls zeichnen wir einen Kreis mit P als Mit-
telpunkt mit einem hinreichend groflen Radius derart, dass sich zwei
Schnittpunkte 1 und Q2 mit der Geraden ergeben (dafiir braucht
man, dass mindestens ein weiterer Punkt zur Verfiigung steht). Dann
fithrt wieder die erste Konstruktion zum Ziel.
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(4) Dafiir fithrt man zuerst die Konstruktion der Senkrechten S durch
P wie in (3) beschrieben durch. Mit P und S fithrt man dann die
Konstruktion (2) durch.

g

23.2. Arithmetische Eigenschaften von konstruierbaren Zahlen.

Von nun an werden wir stets die Ebene E mit der reellen Zahlebene R? bzw.
der komplexen Ebene C identifizieren. Dies erlaubt es, die geometrischen
Objekte und die Konstruktionen mit Hilfe von Koordinaten zu beschreiben.

Lemma 23.7. Sei P = (x,y) € C = R? ein Punkt in der Ebene. Dann ist
P genau dann konstruierbar, wenn die beiden Koordinaten x und y konstru-
terbar sind.

Beweis. Zunéchst einmal kann man aufgrund der vorgegebenen Punkte die
x-Achse und dann wegen Lemma 23.6 die dazu senkrechte Achse durch 0,
also die y-Achse, konstruieren. Es steht also das Achsenkreuz zur Verfiigung.
Wenn nun P gegeben ist, so kann man aufgrund von Lemma 23.6 die zu den
Achsen parallelen Geraden zeichnen und erhélt somit die Koordinatenwerte.
Den y-Wert kann man dann noch mit einem Kreis mit dem Nullpunkt als
Mittelpunkt auf die z-Achse transportieren. Wenn umgekehrt die beiden Ko-
ordinaten gegeben sind, so kann man durch diese die senkrechten Geraden
zeichnen. Deren Schnittpunkt ist der gesuchte Punkt. O

Lemma 23.8. Es sei G eine mit 0 und 1 markierte Gerade, die wir mit den
reellen Zahlen identifizieren. Es seien zwei Punkte a,b € G gegeben. Dann
gelten folgende Aussagen

(1) Die Summe a + b ist (mit Zirkel und Lineal) konstruierbar.
(2) Das Produkt ab ist konstruierbar.
(3) Bei b # 0 ist der Quotient a/b konstruierbar.

Beweis. (1) Wir verwenden eine zu G senkrechte Gerade H durch 0 und
darauf einen Punkt x # 0. Dazu nehmen wir die zu H senkrechte Gerade G’
durch z, die also parallel zu G ist. Wir zeichen die Gerade H’, die parallel zu
H ist und durch a € G verlauft. Der Schnittpunkt von H' und G' markieren
wir als @', so dass der Abstand von o’ zu x gleich a ist. Jetzt zeichnen wir
die Gerade L durch b und z und dazu die parallele Gerade L’ durch a’. Der
Schnittpunkt von L' mit G ist y = a + b, da z,b,ad’,y ein Parallelogramm
bilden. Zum Beweis von (2) und (3) verwenden wir wieder die zu G senkrechte
Gerade H. Wir schlagen Kreise mit dem Nullpunkt als Mittelpunkt durch
1, a und b und markieren die entsprechenden Punkte auf H als 1/, @’ und
b'. Dabei wahlt man 1’ als einen der beiden Schnittpunkte und o’ und ¥
miissen dann auf den entsprechenden Halbgeraden sein. Um das Produkt zu
erhalten, zeichnet man die Gerade L durch a und 1’ und dazu die parallele
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Gerade L' durch ¥'. Diese Gerade schneidet GG in genau einem Punkt z. Fiir
diesen Punkt gilt nach dem Strahlensatz das Steckenverhéltnis

zr b b
a 1V T
Also ist * = ab. Um den Quotienten § bei b # 0 zu erhalten, zeichnet

man die Gerade T durch 1 und ¥ und dazu parallel die Gerade 7" durch a'.
Der Schnittpunkt von 7" mit G sei z. Aufgrund des Strahlensatzes gilt die
Beziehung

a/

= — =2z

bW

U

Satz 23.9. Die Menge der konstruierbaren Zahlen ist ein Unterkérper von

C.

Beweis. Die 0 und die 1 sind als Ausgangsmenge automatisch darin enthal-
ten. Zu einem Punkt P gehort auch der ,,gegeniiberliegende“ Punkt — P dazu,
da man ihn konstruieren kann, indem man die Gerade durch P und 0 und
den Kreis mit Mittelpunkt 0 und Radius P zeichnet; der zweite Schnittpunkt
von diesem Kreis und dieser Geraden ist —P. Die Menge der konstruierbaren
Zahlen ist also unter der Bildung des Negativen abgeschlossen.

Aufgrund von Lemma 23.7 kann man sich beim Nachweis der Korpereigen-
schaften darauf beschrianken, dass die reellen konstruierbaren Zahlen einen
Korper bilden. Dies folgt aber aus Lemma 23.8. O

23.3. Konstruktion von Quadratwurzeln.

Wenn man sich zwei Punkte 0 und 1 vorgibt und man die dadurch definierte
Gerade mit R identifiziert, so wird diese Gerade durch 0 in zwei Hélften
(Halbgeraden) unterteilt, wobei man dann diejenige Hélfte, die 1 enthilt, als
positive Hélfte bezeichnet. Aus solchen positiven reellen Zahlen kann man
mit Zirkel und Lineal die Quadratwurzel ziehen.

Lemma 23.10. Es sei G eine mit zwei Punkten 0 und 1 markierte Gerade,
die wir mit den reellen Zahlen identifizieren. Es sei a € G, eine positive
reelle Zahl. Dann ist die Quadratwurzel \/a aus 0,1,a mittels Zirkel und
Lineal konstruierbar.

Beweis. Wir zeichnen den Kreis mit Mittelpunkt 0 durch 1 und markieren
den zweiten Schnittpunkt dieses Kreises mit G als —1. Wir halbieren die
Strecke zwischen —1 und a geméafl Lemma 23.6 und erhalten den konstruier-
baren Punkt M = % € G. Der Abstand von M zu a als auch zu —1 ist
dann %1 Wir zeichnen den Kreis mit Mittelpunkt M und Radius “—;1 und
markieren einen der Schnittpunkte des Kreises mit der zu GG senkrechten Ge-
raden H durch 0 als . Wir wenden den Satz des Pythagoras auf das Dreieck
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mit den Ecken 0,2, M an. Daraus ergibt sich

) (a—i—l)2 (a—l)2 a*>+2a+1—(a*>—2a+1) 4a
22 = - = = — = a.
2 2 4 4
Also repréasentiert x die Quadratwurzel aus a. O

24. VORLESUNG

24.1. Die Quadratur des Rechtecks.

Korollar 24.1. Es sei ein Rechteck in der Ebene gegeben. Dann ldsst sich
mit Zirkel und Lineal ein flichengleiches Quadrat konstruieren.

Beweis. Die Langen der Rechteckseiten seien a und b. Wir wéhlen einen Eck-
punkt des Rechtecks als Nullpunkt und verwenden die Geraden durch die
anliegenden Rechteckseiten als Koordinatenachsen. Wir wéhlen willkiirlich
einen Punkt 1 auf einer der Achsen und schlagen einen Kreis um den Null-
punkt durch den Eckpunk auf der anderen Achse, so dass beide Seitenlédngen
auf der mit 0 und 1 markierten Achse liegen. Darauf fithren wir die Mul-
tiplikation ab nach Lemma 23.8 durch. Aus diesem Produkt zieht man nun
gemiB Lemma 23.10 die Quadratwurzel und erhélt somit v/ab. Mit dieser
Streckenlénge konstruiert man ein Quadrat, dessen Fldcheninhalt gleich dem
Flacheninhalt des vorgegebenen Rechtecks ist. |

Man beachte, dass im Beweis der vorstehenden Aussage die Zahl ab von der
Wahl der 1 abhingt, nicht aber v/ab und damit natiirlich auch nicht die
Seitenlénge des konstruierten Quadrats.

24.2. Konstruierbare und algebraische Zahlen.

Wir wollen nun die konstruierbaren Zahlen algebraisch mittels quadrati-
scher Korpererweiterungen charakterisieren. Unter einer reell-quadratischen
Korpererweiterung eines Korpers K C R verstehen wir eine quadratische
Korpererweiterung K C K’ mit K’ C R, die sich also innerhalb der reellen
Zahlen abspielt. Eine solche Korpererweiterung ist immer gegeben durch die
Adjunktion einer Quadratwurzel einer positiven reellen Zahl y/c mit ¢ € K,
Ve & K. Es gilt die Isomorphie

K[ve = K[X]/(X* - ).

Lemma 24.2. Sei K C R ein Korper. Es set P € C ein Punkt, der sich aus
K? in einem Schritt konstruieren lisst. Dann liegen die Koordinaten von P
i einer reell-quadratischen Korpererweiterung von K.

Beweis. Wir gehen die drei Moglichkeiten durch, einen Punkt aus K? in
einem Schritt zu konstruieren. Es sei P der Schnittpunkt von zwei ver-
schiedenen Geraden (G; und G,, die iiber K definiert sind. Es sei also
Gr = {(z,y)|a1x + biy + 1 = 0} und Gy = {(z,y)| asx + bed + co = 0}
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mit ai, by, c1,as, by, co € K. Dann gehort der Schnittpunkt zu K2 und seine
Koordinaten gehoren zu K. Sei GG eine iiber K definierte Gerade und C' ein
tiber K definierter Kreis. Dann ist G = {(z,y)| ax + by + ¢ = 0} und C =
{(x,9)] (x—7)?+(y—s)? =d} mit a,b,c,r,s,d € K. Wir kénnen annehmen,
dass b # 0 ist, so dass die Geradengleichung auf die Form y = uz+v gebracht
werden kann. Einsetzen von dieser Gleichung in die Kreisgleichung ergibt eine
quadratische Gleichung fiir x iiber K. Die reellen Koordinaten der Losungen
davon liegen in einer quadratischen Erweiterung von K. Das gilt dann auch
fiir die zugehorigen Losungen fiir y. Seien nun C; und Cy zwei iiber K defi-
nierte verschiedene Kreise. Es seien C; = {(z,y)| (z—71)*+(y—s1)*—a, = 0}
und Cy = {(z,y)| (x — r9)* + (y — s2)* — ay = 0} die Kreisgleichungen. Ein
Schnittpunkt der beiden Kreise muss auch jede Linearkombination der beiden
Gleichungen erfiillen. Wir betrachten die Differenz der beiden Gleichungen,
die die Gestalt

o(=2r1 +2r9) + 17 — 15 + y(—28;, +289) + 57 — 83 —a; +az =0

besitzt. D.h. dies ist eine Geradengleichung, und die Schnittpunkte der beiden
Kreise stimmen mit den Schnittpunkten eines Kreises mit dieser Geraden
iiberein. Wir sind also wieder im zweiten Fall. U

M 5/ X\D
/ \ :
Beispiel 24.3. Wir betrachten die beiden Kreise mit den Kreisgleichungen
2 +y* =1und (v —2)* +9* = 3.

»

Die Differenz der beiden Gleichungen ist
2 —(r—-22+2=0
bzw. )
4:c:2undsomitx:§.
Die Schnittpunkte der beiden Kreise miissen also auch auf der durch x =

gegebenen Geraden liegen. Setzt man diese Geradenbedingung in die erst
Kreisgleichung ein, so erhélt man

1
2
e

3

2 2
=1-a22=1--="2°
y x T

also
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Satz 24.4. Es sei P € C eine komplexe Zahl. Dann ist P eine konstruierbare
Zahl genau dann, wenn es eine Kette von reell-quadratischen Korpererweite-

rungen
QCcK i CKyC...CK,

qibt derart, dass die Koordinaten von P zu K, gehdren.

Beweis. Es sei P € C eine konstruierbare komplexe Zahl. D.h. es gibt eine
Folge von Punkten Py, ..., P, = P derart, dass P, aus den Vorgéngerpunk-
ten {0,1, Py,..., P} in einem Schritt konstruierbar ist. Es sei P, = (a;, b;)
und es sei
Ki = Q(al, bl, ey Qg bz)

der von den Koordinaten der Punkte erzeugte Unterkérper von R. Nach
Lemma 24.2 liegt K;,; in einer reell-quadratischen Korpererweiterung von
K; (und zwar ist K;,1 = K; oder K, ist eine reell-quadratische Kérperer-
weiterung von K;). Die Koordinaten von P liegen also in K,,, und K, ist das
Endglied in einer Folge von quadratischen Korpererweiterungen von Q. Sei
umgekehrt angenommen, dass die Koordinaten eines Punktes P = (a,b) in
einer Kette von reell-quadratischen Korpererweiterungen von Q liegen. Wir
zeigen durch Induktion iiber die Lange der Korperkette, dass die Zahlen in ei-
ner solchen Kette aus quadratischen Korpererweiterungen konstruierbar sind.
Bei n = 0 ist Ky = Q, und diese Zahlen sind konstruierbar. Sei also schon
gezeigt, dass alle Zahlen aus K, konstruierbar sind, und sei K,, C K, eine
reell-quadratische Korpererweiterung. Nach Lemma 2.7 ist K, 11 = K,[/c]
mit einer positiven reellen Zahl ¢ € K,,. Nach Induktionsvoraussetzung ist c
konstruierbar und nach Lemma 23.10 ist y/c konstruierbar. Daher ist auch
jede Zahl u + vy/c mit u,v € K,, konstruierbar. Damit sind die Koordi-
naten von P konstruierbar und somit ist nach Lemma 23.7 auch P selbst
konstruierbar. U

Wir werden in der néchsten Vorlesung zeigen, dass eine komplex-algebraische
Zahl z genau dann konstruierbar ist, wenn der Grad des Zerfallungskorpers
des Minimalpolynoms von z eine Potenz von 2 ist. Fiir viele Anwendungen
sind allerdings schon die oben vorgestellte Charakterisierung und die folgen-
den Korollare ausreichend.

Korollar 24.5. Fine mit Zirkel und Lineal konstruierbare Zahl ist algebra-
1sch.

Beweis. Dies folgt direkt aus Satz 24.4, aus Satz 2.8 und aus Satz 8.4. [
Korollar 24.6. Sei z € C eine konstruierbare Zahl. Dann ist der Grad des

Minimalpolynoms von z eine Potenz von zwei.

Beweis. Die Koordinaten der konstruierbaren Zahl z liegen nach Satz 24.4
in einer Folge von reell-quadratischen Korpererweiterungen

QCcK i CKyC...CK,.
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Diese Kette kann man um die komplex-quadratische Koérpererweiterung
K, C K,[i] = L ergénzen mit z € L. Dabel ist Q(z) = Q[z] C L ein
Unterkorper und daher ist nach Satz 2.8 der Grad von Q[z] iiber Q ein Teiler
von 2"t also selbst eine Potenz von 2. O

24.3. Das Delische Problem.

Die Bewohner der Insel Delos befragten wiahrend einer Pestepidemie 430 v.
Chr. das Orakel von Delphi. Sie wurden aufgefordert, den wiirfelformigen
Altar des Apollon zu verdoppeln.

Wir kommen zur ersten Konsequenz von unserer systematischen Untersu-
chung der konstruierbaren Zahlen fiir die klassischen Konstruktionsproble-
me.

Korollar 24.7. Die Wiirfelverdopplung mit Zirkel und Lineal ist nicht
maoglich.

Beweis. Wir betrachten einen Wiirfel mit der Kantenléinge 1 und dem Volu-
men 1. Die Konstruktion eines Wiirfels mit dem doppelten Volumen wiirde
bedeuten, dass man die neue Kantenlinge, also 2'/% mit Zirkel und Lineal
konstruieren kénnte. Das Minimalpolynom von 22 ist X? — 2, da dieses of-
fenbar 2'/3 annulliert und nach Lemma 22.12 irreduzibel ist. Nach Korollar
24.6 ist 2'/3 nicht konstruierbar, da 3 keine Zweierpotenz ist. O

24.4. Die Quadratur des Kreises.

Satz 24.8. FEs ist nicht maoglich, zu einem vorgegebenen Kreis ein flichen-
gleiches Quadrat mit Zirkel und Lineal zu konstruieren.
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Beweis. Wenn es ein Konstruktionsverfahren gébe, so kénnte man insbeson-
dere den Einheitskreis mit dem Radius 1 quadrieren, d.h. man koénnte ein
Quadrat mit der Seitenldnge /7 mit Zirkel und Lineal konstruieren. Nach
Korollar 24.5 muss aber eine konstruierbare Zahl algebraisch sein. Nach dem
Satz von Lindemann ist aber 7 und damit auch /7 transzendent. U

Es gibt natiirlich einige geometrische Methoden die Zahl 7 zu erhalten, z.B.
die Abrollmethode und die Schwimmbadmethode.

Beispiel 24.9. Die einfachste Art, die Zahl m geometrisch zu konstruieren, ist
die Abrollmethode, bei der man einen Kreis mit Durchmesser 1 einmal exakt
abrollt. Die zuriickgefiihrte Entfernung ist genau der Kreisumfang, also .

o 1 2 3 4
€9

Ly
T¢

Beispiel 24.10. Man kann die Zahl m auch mit Hilfe von Schwimmbecken
und einer idealen Fliissigkeit erhalten.

Wir starten mit ei- den wir als Grund- eines Schwimm- Das fiillen wir rand-
nem Einheitskreis, flache beckens der Hohe 1  voll mit Wasser auf.
nehmen.

Wir nehmen ein Der Inhalt des in das zweite Der Wasser-
zweites Schwimm- ersten  Schwimm- Schwimmbecken stand im zweiten
becken mit quadra- beckens wird gegossen. Schwimmbecken ist
tischer Grundflache exakt .

1 x 1 und Hohe 4.



119

25. VORLESUNG

Wir haben gesehen, dass das Minimalpolynom einer aus Q konstruierbaren
komplexen Zahl eine Zweierpotenz als Grad besitzt. Wir werden hier zeigen,
dass eine komplexe algebraische Zahl genau dann konstruierbar ist, wenn der
Grad des Zerfallungskérper ihres Minimalpolynoms eine Zweierpotenz ist.
Dies erfordert einige einfache gruppentheoretische Vorbereitungen.

25.1. Konjugationsklassen und Klassengleichung.

Definition 25.1. Zu einer Gruppe G nennt man die Aquivalenzklassen zur
Aquivalenzrelation, bei der zwei Elemente als dquivalent (oder konjugiert)
gelten, wenn sie durch einen inneren Automorphismus ineinander {iberfiihrt
werden kénnen, die Konjugationsklassen.

Zwei Elemente a,b € G sind also konjugiert, wenn es ein z € G gibt mit
b=zxax .

Die folgende Aussage heifit Klassengleichung.

Lemma 25.2. Sei G eine endliche Gruppe und seien Ky,..., K, die Kon-
jugationsklassen von G mit mindestens zwei Elementen. Dann ist

ord (G) = ord (Z(G)) + Z #(K;)

Beweis. Die Konjugationsklassen sind Aquivalenzklassen, daher bilden sie
eine Zerlegung von G. Die Summe der Anzahl der Elemente in den Konju-
gationsklassen ist daher gleich der Ordnung von G. Die einelementigen Kon-
jugationsklassen entsprechen dabei den Elementen im Zentrum der Gruppe.

O

Die Anzahl der Elemente in den einzelnen Konjugationsklassen unterliegt
starken Einschrankungen, die das folgende Lemma beinhaltet.

Lemma 25.3. Sei G eine endliche Gruppe und sei a € G. Dann gelten
folgende Aussagen.

(1) Die Menge G, = {z € G|xax™" = a} ist eine Untergruppe von G.
(2) Sei K = [a] die Konjugationsklasse zu a. Dann ist

#(K) = indG Ga.
(3) Die Elementanzahl von K = [a] ist ein Teiler von ord (G).

Beweis. (1). Es ist klar, dass das neutrale Element zu G, gehort. Seien z,y €

G,. Dann ist
1 1

rya(zy) ™t = zyay 'zt = zart = aq,
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1 1

also xy € G,. Bei x € G, ist xrax™ = a, was man direkt zu a = =7 ax
auflésen kann, was wiederum z~! € G, bedeutet. (2). Wir betrachten die
Abbildung

G — K, z+— zax™'.

Da K genau aus allen zu a konjugierten Elementen besteht, ist diese Ab-
bildung surjektiv. Unter dieser Abbildung ist G, das Urbild von a. Es gilt
rar~' = yay~! genau dann, wenn y~'zazr 'y = a ist, also genau dann, wenn
y~lz € G, ist. Das bedeutet, dass die Fasern der Abbildung gerade die Links-
nebenklassen zur Untergruppe G, sind. Daher ist #(K) gleich dem Index von
G, in G. (3) folgt aus (2) und Satz 4.16. O

Lemma 25.4. Es sei p eine Primzahl und G eine endliche Gruppe mit p",
r > 1, Elementen. Dann ist das Zentrum Z von G nicht trivial.

Beweis. Wir gehen von der Klassengleichung aus, also von

ord (G) = ord (Z) + an,
jed
wobei n; den Index der zu den mehrelementigen Konjugationsklassen C;
gehorenden echten Untergruppen (im Sinne von Lemma 25.3) G; C G be-

zeichnet. Jedes n; ist nach Lemma 25.3 ein Vielfaches von p. Daher ist auch
ord (Z) ein Vielfaches von p. Somit ist Z nicht trivial. O

25.2. Galoistheoretische Charakterisierung von konstruierbaren
Zahlen.

Lemma 25.5. Fs ses K = Ly C L4 C ... C L, = L eine Kette von
quadratischen Korpererweiterungen in C. Dann gibt es eine endliche Galoi-
serweiterung K C M in C, die L enthdlt, und die ebenfalls eine Kette von
quadratischen Korpererweiterungen besitzt.

Beweis. Wir fiithren Induktion iiber r, wobei die Félle r = 0,1 klar sind. Sei
also eine Kette von quadratischen Korpererweiterungen

K=LyCIL,C...CL CL1=1L

gegeben. Nach Induktionsvoraussetzung gibt es einen Kérper M, L, C M C
C, derart, dass K C M eine Galoiserweiterung ist, die eine Kette von qua-
dratischen Korpererweiterungen besitzt. Als Galoiserweiterung iiber K ist M
nach Satz 15.6 der Zerfillungskorper eines (separablen) Polynoms F' € K[X].
Wir kénnen L, ; = L,.(x) mit 2> = a € L, schreiben. Wir betrachten das
Polynom
H=J] (X*—¢).
peGal (M|K)

Die Koeffizienten dieses Polynoms sind invariant unter der Galoisgruppe
Gal (M|K) und gehoren daher wegen Satz 15.6 zu K. Sei M’ der Zerfil-
lungskorper von H iiber M in C. Dieser ist insgesamt der Zerfiallungskorper
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vom Produkt F'H iiber K, so dass K C M’ insbesondere eine Galoiser-
weiterung ist. Nach Konstruktion ist z eine Nullstelle von H, woraus sich
L = L,(x) C M’ ergibt. Nach Induktionsvoraussetzung gibt es eine Kette
von quadratischen Korpererweiterungen

K=MyCcM C...C Myg=M.
Diese erweitern wir sukzessive zu einer Kette
M=M,Cc Mg ,C...CM,=M

von quadratischen Korpererweiterungen, wobei M, ;.1 = Mg ;(\/pi(a)) sei
und ¢; die Automorphismen von Gal (M|K') durchlaufe. O

Satz 25.6. Es set K C C ein Unterkorper und z € C. Dann sind folgende
Aussagen dquivalent.

(1) Die komplexe Zahl z ist aus K konstruierbar.
(2) Es gibt in C eine Korperkette aus quadratischen Korpererweiterungen

K=LyclL,C...CL =L

mit z € L.

(3) Das Element z ist algebraisch iber K, und der Grad des Zerfillungs-
kérpers von z tiber K ist eine Zweierpotenz.

(4) Das Element z ist algebraisch iiber K, und die Ordnung der Galois-
gruppe des Zerfillungskorpers von z diber K ist eine Zweierpotenz.

(5) Es gibt eine endliche Galoiserweiterung K C M (in C) mit z € M,
deren Grad eine Zweierpotenz ist.

Beweis. Die Aquivalenz von (1) und (2) ergibt sich wie in Satz 24.4. Sei (2)
erfiillt. Nach Lemma 25.5 gibt es eine endliche Galoiserweiterung K C M,
die L und damit z enthélt und die eine Kette von quadratischen Korperer-
weiterungen besitzt. Nach Satz 2.8 ist dann der Grad von K C M eine
Zweierpotenz. Es sei L' der Zerfallungskorper von z iiber K. Da M galoissch
ist, gilt L' C M, und daher ist auch der Grad von K C L’ eine Zweierpotenz.
Die Implikation von (3) nach (4) und von (4) nach (5) sind klar aufgrund
von Satz 15.6. (5) = (2). Sei nun (5) erfiillt, und eine Galoiserweiterung
K C M in C mit z € M gegeben, deren Grad eine Zweierpotenz 2" ist. Wir
zeigen durch Induktion nach r, dass es eine Filtration der Kérpererweiterung
durch quadratische Korpererweiterungen gibt (also ohne direkten Bezug auf
ein z). Dabei ist der Fall » = 0 trivial. Sei also grad, M = 2" (r > 1) und die
Existenz von Korperketten fiir kleinere Exponenten bereits bewiesen. Nach
Satz 15.6 ist dann auch die Ordnung der Galoisgruppe G = Gal (M| K) gleich
2". Aufgrund von Lemma 25.4 gibt es ein nichttriviales Zentrum Z C G, so
dass es nach dem Hauptsatz fiir endliche abelsche Gruppen auch eine Unter-
gruppe H C Z mit zwei Elementen gibt. Als Untergruppe des Zentrums ist
H ein Normalteiler in G. Wir betrachten L = Fix (H) C M. Nach Satz 15.6
ist grad; M = 2 und nach Satz 16.4 ist K C L eine Galoiserweiterung der
Ordnung 2"~ und besitzt nach Induktionsvoraussetzung eine Filtration aus
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quadratischen Korpererweiterungen. Diese Filtration wird durch L € M zu
einer solchen Gesamtfiltration erginzt wird. U

Bemerkung 25.7. Wir betrachten die konstruierbare Zahl u = /1 + V3
und kniipfen dabei an Beispiel 14.9 an. Dort wurde gezeigt, dass u das Mi-
nimalpolynom X* — 2X? — 2 besitzt, welches iiber L = Q[u] die Primfaktor-
zerlegung

X'—2X?-2 = (X —u)(X +u)(X>—1+V3)

besitzt. Insbesondere ist L nicht normal, der Zerfallungskorper ist vielmehr

7 = L[v/1 — /3] und hat den Grad 8 iiber Q. Seine Galoisgruppe ist nicht
abelsch, denn andernfalls wére jeder Zwischenkorper nach Satz 16.4 eine
Galoiserweiterung von QQ, was aber fiir L nicht zutrifft.

Abschlieend bemerken wir, dass es algebraische Elemente z € C gibt, deren
Minimalpolynom zwar den Grad 4 besitzt, wo der Grad des Zerfallungskor-
pers aber keine Zweierpotenz ist. Fiir ein hinreichend kompliziertes Polynom
vom Grad 4 ist ndmlich die Galoisgruppe des Zerféallungskorpers gleich der
symmetrischen Gruppe S, und daher ist der Grad des Zerfallungskorpers
gleich 12.

26. VORLESUNG

26.1. Konstruierbare Einheitswurzeln.

Definition 26.1. Sei n € N,. Man sagt, dass das regelmdfsige n-Eck mait
Zirkel und Lineal konstruierbar ist, wenn die komplexe Zahl

: 2 2T
2mi/n “n s o2
e cos(n)+zsm(n)
eine konstruierbare Zahl ist.
Die Menge der komplexen Einheitswurzeln e%, k =0,...,n—1, bilden

die Eckpunkte eines regelméfligen n-Ecks, wobei 1 eine Ecke bildet. Alle
Eckpunkte liegen auf dem Einheitskreis. Die Ecke e’ ist eine primitive Ein-
heitswurzel; wenn diese mit Zirkel und Lineal konstruierbar ist, so sind auch
alle weiteren Eckpunkte konstruierbar. Das reguldre n-Eck ist genau dann
konstruierbar, wenn der n-te Kreisteilungskorper ein Unterkorper der kon-
struierbaren Zahlen ist.

Bei n = 1, 2 kann man sich dariiber streiten, ob man von einem regelméfligen
n-Eck sprechen soll, jedenfalls gibt es die zugehorigen Einheitswurzeln und
diese sind aus Q, also erst recht konstruierbar. Das regelméflige Dreieck ist
ein gleichseitiges Dreieck und dieses ist konstruierbar nach Beispiel 18.3, da
der dritte Kreisteilungskorper eine quadratische Kérpererweiterung von Q ist
(man kann einfacher auch direkt zeigen, dass ein gleichseitiges Dreieck aus
seiner Grundseite heraus konstruierbar ist). Das regelméflige Viereck ist ein
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Quadrat mit den Eckpunkten 1,4, —1, —¢, und dieses ist ebenfalls konstruier-
bar. Das regelméfige Fiinfeck ist ebenfalls konstruierbar, wie in Beispiel 18.5
bzw. Aufgabe 26.9 gezeigt wurde. Wir werden im Folgenden sowohl positive
als auch negative Resultate zur Konstruierbarkeit von regelmafigen n-Ecken
vorstellen.

—

Konstruktion eines reguldaren Fiinfecks mit Zirkel und Lineal

Lemma 26.2. Sei m = kn, m,k,n € Ny. Dann gelten folgende Aussagen.

(1) Das regelmdflige 2"-Eck, r € N, ist konstruierbar.

(2) Wenn das regelmdfige m-Eck konstruierbar ist, so sind auch das re-
gelmdfsige n-Eck und das regelmdflige k-Eck konstruierbar.

(3) Wenn n und k teilerfremd sind und wenn das regelmdijige n-Eck und
das regelmdfsige k-Eck konstruierbar sind, so ist auch das regelmdjige
m-Eck konstruierbar.

Beweis. (1) folgt daraus, dass eine Winkelhalbierung stets mit Zirkel und

Lineal durchfiihrbar ist. (2). Nach Voraussetzung ist et konstruierbar. Dann
ist auch nach Satz 23.9 die Potenz

konstruierbar. (3). Seien nun ¢’n und e konstruierbar und n und k tei-
lerfremd. Nach dem Lemma von Bezout gibt es dann ganze Zahlen r, s mit

rn + sk = 1. Daher ist auch

2mi 27 2mik 2min 2misk 2mirn 2mi(sk+rn) 2mi
(6 n )8<e k )T g (e nk )S(e nk )T‘ = e nk e nk = e nk = en
konstruierbar. O

Aus diesem Lemma kann man in Zusammenhang mit den oben erwéhnten
Konstruktionsmoglichkeiten folgern, dass die regelméfligen 3 - 2"-Ecke, die
regelmafligen 5 - 2"-Fcke und die regelméfligen 15 - 2"-Ecke fiir jedes r kon-
struierbar sind.

Satz 26.3. Sei n eine natiirliche Zahl derart, dass das regelmdfige n-FEck
konstruierbar ist. Dann ist p(n) eine Zweierpotenz.



124

2mi

Beweis. Die Voraussetzung besagt, dass die primitive Einheitswurzel ( = e
konstruierbar ist. Dann muss nach Korollar 24.6 der Grad des Minimalpoly-
noms von ( eine Zweierpotenz sein. Nach Korollar 18.10 ist das Minimalpo-
lynom von ¢ das n-te Kreisteilungspolynom, und dieses hat den Grad ¢(n).
Also muss ¢(n) eine Zweierpotenz sein. O

26.2. Winkeldreiteilung.
Wir sind nun in der Lage, das Problem der Winkeldreiteilung zu beantworten.

Korollar 26.4. Das regelmdfsige 9-Eck ist nicht mit Zirkel und Lineal kon-
struierbar.

Beweis. Wire das regelméflige 9-Eck konstruierbar, so miisste nach Satz 26.3
©(9) eine Zweierpotenz sein. Es ist aber ¢(9) =2 -3 = 6. O

Satz 26.5. Es ist nicht maglich, einen beliebig vorgegebenen Winkel mittels
Zirkel und Lineal in drei gleich grofie Teile zu unterteilen.

Beweis. Es geniigt, einen (konstruierbaren) Winkel av anzugeben derart, dass
«/3 nicht konstruierbar ist. Wir betrachten ov = 120° Grad, welcher konstru-
ierbar ist, da die dritten Einheitswurzeln konstruierbar sind, weil sie namlich
in einer quadratischen Korpererweiterung von Q liegen. Dagegen ist der Win-
kel a/3 = 120°/3 = 40° nicht konstruierbar, da andernfalls das regelméfige
9-Eck konstruierbar wire, was nach Korollar 26.4 aber nicht der Fall ist. [

Wir geben noch einen weiteren Beweis, dass die Winkeldreiteilung mit Zirkel
und Lineal nicht moglich ist, der nicht auf der allgemeinen Irreduzibilitéit der
Kreisteilungspolynome beruht.

Lemma 26.6. FEs sei F' € Z[X] ein normiertes Polynom vom Grad < 3 ohne
Nullstelle in Z. Dann ist F' irreduzibel in Q[X].

Beweis. Aufgrund von Lemma 20.13 und der Gradvoraussetzung geniigt es
zu zeigen, dass es keine Faktorzerlegung F' = GH in Z[X]| mit grad (G) =1
geben kann. Sei also angenommen, dass G = aX +b € Z[X] ein Teiler von F
ist. Der Leitkoeffizient a teilt den Leitkoeffizienten von F', also 1, daher muss
a € Z eine Einheit sein. Dann ist @ = 41 und somit ist +b eine Nullstelle im
Widerspruch zur Voraussetzung. O

Einfache Beispiele wie F' = (2X + 1)? zeigen, dass ohne die Voraussetzung
normiert die Aussage nicht stimmt. Ob ein ganzzahliges normiertes Polynom
ganzzahlige Nullstellen besitzt oder nicht, ist im Allgemeinen einfach zu zei-
gen. Fiir n betragsméflig gro kann man durch eine einfache Abschéatzung
zeigen, dass es dafiir keine Nullstelle geben kann, und fiir n in einem ver-
bleibenden iiberschaubaren Bereich kann man durch explizites Ausrechnen
feststellen, ob eine Nullstelle vorliegt oder nicht.
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Bemerkung 26.7. Wir zeigen direkt, dass man den Winkel 20° Grad nicht
konstruieren kann (obwohl man 60° Grad konstruieren kann). Aufgrund der
Additionstheoreme fiir die trigonometrischen Funktionen gilt

cos3a = 4cos® a — 3cosa
und damit
1
(2c0820°)® — 3(2¢c0s20°) —1 = 2(4cos”20° — 3 cos20° — 5)

1
2(cos 60° — =)

2
= 0.

Also wird 2 cos 20° vom Polynom X?—3X —1 annulliert. Dieses Polynom hat
keine ganzzahlige Nullstelle und ist daher nach Lemma 26.6 irreduzibel. Also
muss es nach Lemma 7.12 das Minimalpolynom von 2 cos 20° sein. Daher kann
2 cos 20° nach Korollar 24.6 nicht konstruierbar sein und damit ebensowenig
cos 20°.

26.3. Fermatsche Primzahlen.

Die Frage der Konstruierbarkeit von regelméfiigen n-Ecken fiihrt uns zu Fer-
matschen Primzahlen.

Definition 26.8. FEine Primzahl der Form 2° 4 1, wobei s eine positive
natiirliche Zahl ist, heiit Fermatsche Primzahl.

Es ist unbekannt, ob es unendlich viele Fermatsche Primzahlen gibt. Es ist
noch nicht mal bekannt, ob es aufler den ersten fiinf Fermatschen Primzahlen

3,5,17,257,65537
iiberhaupt weitere Fermatschen Primzahlen gibt.

Lemma 26.9. Bei einer Fermatschen Primzahl 2° + 1 hat der Exponent die
Form s = 2" mit einem r € N.

Beweis. Wir schreiben s = 2%y mit « ungerade. Damit ist
22 41 = (22)" 41.
Fiir ungerades u gilt generell die polynomiale Identitét (da —1 eine Nullstelle
ist)
Xi4l=(X+D)(X" T = X" 2+ X" — 4+ X - X+1).

Also ist 22° +1 > 3 ein Teiler von 22"+ 1. Da diese Zahl nach Voraussetzung
prim ist, miissen beide Zahlen gleich sein, und dies bedeutet u = 1. U

Eine Fermatsche Primzahl ist nach diesem Lemma also insbesondere eine
Fermat-Zahl im Sinne der folgenden Definition.

Definition 26.10. Eine Zahl der Form 22" + 1, wobei r eine natiirliche Zahl
ist, heifit Fermat-Zahl.
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Diese Torte wurde
nicht mit Zirkel und
Lineal geteilt.

Satz 26.11. Ein reguldires n-Eck ist genau dann mit Zirkel und Lineal kon-
struterbar, wenn die Primfaktorzerleqgung von n die Gestalt hat

n=2%1 - pg,
wobetr die p; verschiedene Fermatsche Primzahlen sind.

Beweis. Es sei n = 2%j*---p;* die Primfaktorzerlegung von n mit den ver-

schiedenen ungeraden Primzahlen p;, 2 = 1,..., k, und positiven Exponenten
r; > 1 (und a > 0). Nach Satz 26.3 muss die eulersche Funktion eine Zwei-
erpotenz sein, also

o(n) =2".
Andererseits gilt nach Korollar 15.16 die Beziehung

p(n) =2"Hp, — Vpp - (o — )pj

(bei v = 0 ist der Ausdruck 27! zu streichen). Da dies eine Zweierpotenz sein
muss, diirfen die ungeraden Primzahlen nur mit einem Exponenten 1 (oder
0) auftreten. Ferner muss jede beteiligte Primzahl p die Gestalt p = 2° 4 1
haben, also eine Fermatsche Primzahl sein. Fiir die andere Richtung muss
man aufgrund von Lemma 26.2 lediglich zeigen, dass fiir eine Fermatsche
Primzahl p = 2% 4+ 1 das regelméflige p-Eck konstruierbar ist. Der p-te Kreis-
teilungskorper besitzt nach Lemma 18.4 den Grad p — 1 = 2°, und dieser
ist der Zerfallungskorper des p-ten Kreisteilungspolynoms und wird von der
p-ten primitiven Einheitswurzel ¢ = e2™/P erzeugt. Aufgrund von Satz 25.6
ist somit  konstruierbar. Il
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Arbeitsblatter

1. ARBEITSBLATT
Aufwiarmaufgaben

Aufgabe 1.1. Bestétige folgende Aussagen.

(1) Die dritten Einheitswurzeln in C sind 1, € = — + \/ng und 7 =

_1_ 3y
20

2
(2) Esist €2 =n und n? = e.
(3) Esist 1 + e+ €2 =0.
(4) Esist e + € = —1.

Aufgabe 1.2. Eliminiere in der kubischen Gleichung
2’ + 62> —5r —2 =0

den quadratischen Term.

Aufgabe 1.3. Bestimme die Losungen der Gleichung
2 —z+5=0

mit der Cardanoschen Formel.

Aufgabe 1.4. Es sei p eine Primzahl. Zeige, unter Verwendung der eindeu-
tigen Primfaktorzerlegung von natiirlichen Zahlen, dass die reelle Zahl |/p
irrational ist.

Aufgabe 1.5. Fiihre in Q[X] die Division mit Rest , P durch T* fir die
beiden Polynome P = 3X* +7X%? —2X +5und T = 2X? + 3X — 1 durch.

Aufgabe 1.6. Es sei 23 + ap2? + a2 + ag = 0 eine kubische Gleichung mit
a; € Q. Eliminiere den linearen Term. Ist dies stets {iber Q mdoglich?
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Aufgaben zum Abgeben

Aufgabe 1.7. (4 Punkte)

Es sei
™ 4+ ap 12" 4. a4 ag =0

eine polynomiale Gleichung mit a; € C, a,, # 0. Zeige, dass es eine dquivalente
polynomiale Gleichung der Form

2+ by 0" P+ b+ by =0

gibt.

Aufgabe 1.8. (6 Punkte)
Bestimme die Losungen der Gleichung
20° —42° + 52 —3 =0

mit der Cardanoschen Formel.

Aufgabe 1.9. (5 Punkte)

Bestimme die Losungen der polynomialen Gleichung

2 =42+ 7=0.

Aufgabe 1.10. (3 Punkte)

Sei K ein algebraisch abgeschlossener Korper. Zeige, dass K nicht endlich
sein kann.

In der nichsten Aufgabe soll iiber dem Kérper L = Q[v/3] aus Beispiel 1.7
gerechnet werden.

Aufgabe 1.11. (4 Punkte)

Fiihre in (Q[v/3])[X] die Division mit Rest ,, P durch T fiir die beiden Poly-
nome P = 3X°%—(24+v3) X2 +5v/3X+1+2v/3und T = V3X2 — X +2+7/3
durch.
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2. ARBEITSBLATT
Aufwirmaufgaben

Aufgabe 2.1. Finde die Losungen der kubischen Gleichung
3 +pr =0
(p € C) direkt und mit Hilfe der Formel von Cardano.

Aufgabe 2.2. Sei K C L eine Korpererweiterung. Zeige, dass L ein K-
Vektorraum ist.

Aufgabe 2.3. Sei K C L eine Korpererweiterung und z € L. Zeige, dass die
Abbildung
L— L, x+— zx,

K-linear ist.

Aufgabe 2.4. Es sei K ein Korper mit einer Charakteristik # 2 und es sei
K C L eine quadratische Korpererweiterung. Zeige, dass es dann ein x € L,
r ¢ K, mit 22 € K gibt.

Aufgabe 2.5. Es sei X3 + pX + ¢ € Q[X] und es seien ay, s, a3 € C die
Nullstellen dieses Polynoms. Konstruiere unter Bezug auf die Formel von
Cardano eine Kette

QCKCLCMCN
von endlichen Korpererweiterungen von ,, moglichst kleinem® Grad, so dass

M alle Nullstellen und alle , Hilfszahlen“, die in dieser Formel auftreten,
enthélt. Welche Grade kénnen dabei auftreten?

Aufgabe 2.6. Zeige, dass die Korpererweiterung Q C R nicht endlich ist.

Aufgabe 2.7. Zeige, dass die Menge der rationalen Funktionen iiber R einen
Korper bildet.

(Dieser Korper wird mit R(X) bezeichnet.)

Aufgabe 2.8. Es sei K ein Korper, n € N und sei M die Menge der n-ten

Einheitswurzeln in K. Zeige, dass M eine Untergruppe der Einheitengruppe
K> ist.
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Aufgabe 2.9. Es sei K ein Korper, a € K und n € N. Beweise die folgenden
Aussagen.

(1) Wenn by,by € K zwei Losungen der Gleichung X" = a sind und
by # 0, so ist ihr Quotient by /by eine n-te Einheitswurzel.

(2) Wenn b € K eine Losung der Gleichung X™ = a und ( eine n-te
Einheitswurzel ist, so ist auch (b eine Losung der Gleichung X" = a.

Aufgaben zum Abgeben

Aufgabe 2.10. (3 Punkte)

Es sei K C R ein Unterkorper. Zeige, dass dann auch K[i] ein Unterkorper
von C ist.

Aufgabe 2.11. (2 Punkte)

Sei K C L eine endliche Korpererweiterung und sei xy,...,x, € L eine
K-Basis von L. Zeige, dass die Multiplikation auf L durch die Produkte

rir;, 1 <1< j<n,

eindeutig festgelegt ist.

Aufgabe 2.12. (3 Punkte)

Es seien Q € K C C und Q C L C C zwei endliche Kérpererweiterungen
von Q vom Grad d bzw. e. Es seien d und e teilerfremd. Zeige, dass dann

KNL=0Q

ist.

Aufgabe 2.13. (3 Punkte)

Berechne die Quadratwurzeln, die vierten Wurzeln und die achten Wurzeln
von 4.

Aufgabe 2.14. (3 Punkte)

Zeige, dass die Korpererweiterung R C R(X), wobei R(X) den Korper der
rationalen Funktionen bezeichnet, nicht endlich ist.
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3. ARBEITSBLATT
Aufwirmaufgaben

Aufgabe 3.1. Sei K C L eine Korpererweiterung und es sei a € L. Zeige,
dass die Einsetzungsabbildung, also die Zuordnung

b K[X] — L, P— P(a),
folgende Eigenschaften erfiillt (dabei seien P, Q) € K[X]).
(1) (P+@Q)(a) = P(a) + Qa),

(2) (P-Q)(a) = P(a) - Q(a),
(3) 1(a) = 1.

Aufgabe 3.2. Zeige, dass ein Unterring eines Korpers ein Integritédtsbereich
ist.

Aufgabe 3.3. Es sei R ein kommutativer Ring. Zu jedem f € R sei
luf:R—>R7g'_>fga

die Multiplikation mit f. Zeige, dass py genau dann bijektiv ist, wenn es
surjektiv ist.

Man zeige durch ein Beispiel, dass in dieser Situation aus der Injektivitét
nicht die Bijektivitat folgt.

Aufgabe 3.4. Es sei R ein kommutativer Ring und f € R. Charakterisiere
mit Hilfe der Multiplikationsabbildung

pr:R— R, gr— fg,

wann f ein Nichtnullteiler und wann f eine Einheit ist.

Aufgabe 3.5. Bestimme die Einheiten von Z und von K[X], wobei K ein
Korper sei.

Aufgabe 3.6. Sei R ein kommutativer Ring und sei
ap CapCazC...

cine aufsteigende Kette von Idealen. Zeige, dass die Vereinigung J,,cy an
ebenfalls ein Ideal ist. Zeige ebenso durch ein einfaches Beispiel, dass die
Vereinigung von Idealen im Allgemeinen kein Ideal sein muss.
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Aufgabe 3.7. Zeige, dass ein reelles Polynom von ungeradem Grad nicht
irreduzibel ist.

Aufgabe 3.8. Es sei K ein Korper und sei F' € K[X] ein von 0 verschiedenes
Polynom. Zeige, dass es eine (bis auf die Reihenfolge der Faktoren) eindeutige
Produktdarstellung

F=aF---F,

mit a € K* und irreduziblen normierten Polynomen F;, ¢ = 1,...,r, gibt.

Aufgabe 3.9. Zeige, dass Z[X] und der Polynomring in zwei Variablen
K[X,Y] iiber einem Korper K keine Hauptidealbereiche sind.

Aufgaben zum Abgeben

Aufgabe 3.10. (2 Punkte)

Sei K ein algebraisch abgeschlossener Korper. Bestimme in K[X] die irredu-
ziblen Polynome.

Aufgabe 3.11. (5 Punkte)

Sei K ein Koérper und sei K[X] der Polynomring tiber K. Zeige, dass es
unendlich viele normierte irreduzible Polynome in K[X] gibt.

Aufgabe 3.12. (4 Punkte)

Essei P € R[X] ein nichtkonstantes Polynom mit reellen Koeffizienten. Zeige,
dass man P als ein Produkt von reellen Polynomen vom Grad 1 oder 2
schreiben kann.

Aufgabe 3.13. (6 Punkte)

Es sei R ein Integritétsbereich. Zeige, dass man auf folgende Weise einen
Koérper K konstruieren kann, der R enthélt.

Wir betrachten auf
M =R x (R\ {0})
die durch
(a,b) ~ (¢, d), falls ad = bc,
definierte Relation.

a) Zeige, dass dies eine Aquivalenzrelation ist.
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b) Definiere auf der Quotientenmenge (Q(R) Verkniipfungen derart, dass
Q(R) zu einem Koérper wird und dass

¢:R— Q(R), r — [(r,1)],
mit Addition und Multiplikation vertréglich ist und ¢(1) = 1 gilt.

4. ARBEITSBLATT
Aufwirmaufgaben

Aufgabe 4.1. Es seien G und H Gruppen und ¢ : G — H sei ein Gruppen-
homomorphismus. Zeige, dass ¢(eg) = ey und (¢(g))~! = ¢(g7!) fiir jedes
g € (G ist.

Aufgabe 4.2. Sei GG eine Gruppe. Zeige, dass sich Gruppenelemente g € G
und Gruppenhomomorphismen ¢ von Z nach G iiber die Korrespondenz

g— (n—g") und ¢ — (1)

entsprechen.

Aufgabe 4.3. Seien G und H Gruppen und sei
p:G—H
ein Gruppenisomorphismus. Zeige, dass auch die Umkehrabbildung
o ' H — G, h—s ¢ Y(h),

ein Gruppenisomorphismus ist.

Aufgabe 4.4. Seien G und H Gruppen und sei ¢ : G — H ein Gruppenho-
momorphismus. Zeige, dass das Bild von ¢ eine Untergruppe von H ist.

Aufgabe 4.5. Stifte einen Gruppenisomorphismus zwischen der additiven
Gruppe der reellen Zahlen (R, 0, +) und der multiplikativen Gruppe der po-
sitiven reellen Zahlen (R4, 1,-).

Aufgabe 4.6. Betrachte die Gruppe der komplexen Zahlen ohne null, C* =
(C\ {0},-,1). Bestimme fiir jedes n € N den Kern des Potenzierens

C* — C*, z— 2"

Sind diese Gruppenhomomorphismen surjektiv?
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Aufgabe 4.7. Es sei K ein Korper und n € N, Zeige, dass die Determinante

ein surjektiver Gruppenhomomorphismus ist.

Aufgabe 4.8. Man gebe fiir jedes n € N eine invertierbare Matrix M €
GL2 (R) an, derart, dass die Ordnung von M gleich n ist.

Aufgabe 4.9. Sei G eine endliche Gruppe. Zeige, dass jedes Element g € G
eine endliche Ordnung besitzt, und dass die Potenzen

P =ec g9 =g 9, ... 9"

alle verschieden sind.

Aufgabe 4.10. Bestimme die Nebenklassen zu den folgenden Untergruppen
von kommutativen Gruppen.

) (Z,0,+) C (R,0,+).

) (Q,0,+) C (R,0,+).

) (R,0,+) € (C,0,+).

) (Zn,0,+) C (Z,0,+) (n € N).

) ({z € C[[z[ =1},1,-) C(C\ {0}, 1,-).

(6) {z€Clz"=1}1,-) C ({z € Cl|z] =1}, 1,7) (n €N).

Wann bestehen die Nebenklassen aus endlich vielen Elementen, wann ist der
Index endlich?

(1
(2
(3
(4
(5
6

Aufgaben zum Abgeben

Aufgabe 4.11. (2 Punkte)
Betrachte die Matrix
3 4
1 2/

Zeige, dass diese Matrix einen Gruppenhomomorphismus von Q2 nach Q?
und ebenso von Z? nach Z? definiert. Untersuche diese beiden Gruppenho-
momorphismen in Hinblick auf Injektivitdat und Surjektivitat.

Aufgabe 4.12. (1 Punkt)

Sei G eine (multiplikativ geschriebene) kommutative Gruppe und sei n € N.
Zeige, dass das Potenzieren

G— G, z— 2",

ein Gruppenhomomorphismus ist.
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Aufgabe 4.13. (3 Punkte)

Stifte einen surjektiven Gruppenhomomorphismus von der Gruppe der kom-
plexen Zahlen ohne null (C\ {0}, -,1) in die multiplikative Gruppe der posi-
tiven reellen Zahlen (R, -, 1).

Was ist der Kern dieser Abbildung?

Aufgabe 4.14. (3 Punkte)
Bestimme die Gruppenhomomorphismen von (Q, +,0) nach (Z, +,0).

Aufgabe 4.15. (4 Punkte)

Man gebe fiir jedes n € N eine invertierbare Matrix M € GL; (Q) an (dabei
sei k geeignet gewéihlt), derart, dass die Ordnung von M gleich n ist.

Aufgabe 4.16. (3 Punkte)

Sei GG eine Gruppe, in der jedes Element die Ordnung zwei hat, d.h. fiir jedes
Gruppenelement ¢ gilt g = e. Zeige, dass die Gruppe G dann abelsch ist.

5. ARBEITSBLATT
Aufwiarmaufgaben

Aufgabe 5.1. Seien G und H Gruppen und sei ¢ : G — H ein Gruppenho-
momorphismus. Zeige, dass das Urbild ¢~ !(N) eines Normalteilers N C H
ein Normalteiler in G ist.

Aufgabe 5.2. Zeige, dass der Durchschnitt von Normalteilern N;, i € I, in
einer Gruppe G ein Normalteiler ist.

Aufgabe 5.3. Sei G eine Gruppe und g € G ein Element mit dem (nach
Lemma 4.4) zugehorigen Gruppenhomomorphismus

07— G, n+—g".

Beschreibe die kanonische Faktorisierung von ¢ geméfl Satz 5.12.

In der folgenden Aufgabe wird das Zentrum einer Gruppe verwendet.
Sei G eine Gruppe. Das Zentrum Z = Z(G) von G ist die Teilmenge
Z ={g € G| gz = xg fir alle z € G} .
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Aufgabe 5.4. Sei G eine Gruppe. Zeige, dass das Zentrum Z C G ein
Normalteiler in G ist. Man bringe das Zentrum in Zusammenhang mit dem
Gruppenhomomorphismus

k:G — Aut (G), g — Ky

Was ist das Bild von diesem Homomorphismus, und was besagen die Homo-
morphieséitze in dieser Situation?

Aufgabe 5.5. Sei M eine Menge und sei M = |#,.; M; eine Partition von M,
d.h. jedes M; ist eine Teilmenge von M und M ist die disjunkte Vereinigung
der M;. Zeige, dass die Produktgruppe

H Perm (M;)

eine Untergruppe von Perm (M) ist.

Aufgabe 5.6. Sei M = {1,...,n} und sei o eine Permutation auf M. Die
zugehorige Permutationsmatriz M, ist dadurch gegeben, dass

Ao (i)i = 1
ist und alle anderen Eintrdage null sind. Zeige, dass
det(M,) = sgn(o)

1st.
Aufgabe 5.7. Man gebe eine Matrix M € GLy (Q) der Ordnung 4 an.

Aufgabe 5.8. Es sei GL,, (K) die Menge der reellen invertierbaren n x n-
Matrizen iiber einem Korper K. Zeige, dass fiir zueinander konjugierte Ma-
trizen M und N aus GL, (K) die folgenden Eigenschaften bzw. Invarianten
iibereinstimmen: Die Determinante, die Eigenwerte, die Dimension der Ei-
genrdume zu einem Eigenwert, die Diagonalisierbarkeit, die Trigonalisierbar-
keit.

Aufgaben zum Abgeben

Aufgabe 5.9. (3 Punkte)

Sei n € N. Zeige, dass die Gruppe der n-ten Einheitswurzeln in C und die
Gruppe Z/(n) isomorph sind.
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Aufgabe 5.10. (2 Punkte)

Sei GG eine Gruppe. Betrachte die Relation R auf G, wobei xRy bedeutet,
dass es einen inneren Automorphismus x, gibt mit © = k,(y). Zeige, dass
diese Relation eine Aquivalenzrelation ist.

Die Aquivalenzklassen zu dieser Aquivalenzrelation bekommen einen eigenen
Namen:

Zu einer Gruppe G nennt man die Aquivalenzklassen zur Aquivalenzrelati-
on, bei der zwei Elemente als dquivalent (oder konjugiert) gelten, wenn sie
durch einen inneren Automorphismus ineinander iiberfiihrt werden kénnen,
die Konjugationsklassen.

Aufgabe 5.11. (2 Punkte)

Es sei S3 die Gruppe der bijektiven Abbildungen der Menge {1, 2,3} in sich
selbst. Bestimme die Konjugationsklassen dieser Gruppe.

Aufgabe 5.12. (2 Punkte)

Seien G und H Gruppen und sei ¢ :G — H ein surjektiver Gruppenho-
momorphismus. Zeige, dass das Bild ¢(N) eines Normalteilers N C G ein
Normalteiler in H ist.

Aufgabe 5.13. (2 Punkte)

Zeige, dass jede Untergruppe vom Index zwei in einer Gruppe G ein Normal-
teiler in G ist.

Aufgabe 5.14. (5 Punkte)
Man gebe eine Matrix M € GL; (Q) der Ordnung 3 an.

6. ARBEITSBLATT
Aufwirmaufgaben

Aufgabe 6.1. Zeige, dass das Bild unter einem Ringhomomorphismus ein
Unterring ist.

Aufgabe 6.2. Zeige, dass das Bild eines Ideals unter einem Ringhomomor-
phismus nicht unbedingt wieder ein Ideal ist.
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Aufgabe 6.3. Es sei A C Q die Menge derjenigen rationalen Zahlen, die
eine abbrechende Dezimalentwicklung besitzen. Zeige, dass A ein Unterring
von Q ist und bestimme die Einheiten von A.

Aufgabe 6.4. Sei R ein kommutativer Ring mit endlich vielen Elementen.
Zeige, dass R genau dann ein Integritétsbereich ist, wenn R ein Korper ist.

Aufgabe 6.5. Zeige, dass ein kommutativer Ring genau dann ein Koérper
ist, wenn er genau zwei Ideale enthélt.

Aufgabe 6.6. Sei K ein Korper und sei K[X]| der Polynomring iiber K.
Berechne das Bild des Polynoms X?3+4X —3 unter dem durch X — X?+X—1
definierten Einsetzungshomomorphismus K[X] — K[X].

Aufgabe 6.7. Sei K ein Korper und sei K[X]| der Polynomring iiber K. Es
sei a € K ein fixiertes Element. Bestimme den Kern des Einsetzungshomo-

morphismus
KX] — K, X+—a.

Aufgabe 6.8. Es sei C = C° (R,R) der Ring der stetigen Funktionen von
R nach R. Entscheide, ob die folgenden Teilmengen von C' einen Unterring
bilden.

(1) Die Menge der stetigen 2m-periodischen Funktionen.
(2) Die Menge der stetigen geraden Funktionen.
(3) Die Menge der stetigen ungeraden Funktionen.

Aufgabe 6.9. Es sei K = R oder C und es sei Dx = C'(K,K) der Ring
der stetig-differenzierbaren Funktionen von K nach K. Zeige, dass der Ein-
setzungshomomorphismus

U :K[X] — Dk, X — idg,

injektiv ist. Bestimme die Polynome F' € K[X], fiir die U(F') eine Einheit in
D]K ist.

Aufgaben zum Abgeben

Aufgabe 6.10. (3 Punkte)

Sei K ein Korper und sei K[X] der Polynomring iiber K. Berechne das Bild
des Polynoms X* — 2X?% + 5X — 2 unter dem durch X ~ 2X3 4+ X — 1
definierten Einsetzungshomomorphismus K[X] — K[X].
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Aufgabe 6.11. (5 Punkte)

Sei K ein Korper und sei K[X] der Polynomring iiber K. Es sei P € K[X]
ein nicht-konstantes Polynom. Zeige, dass der durch X — P definierte Ein-
setzungshomomorphismus von K[X] nach K[X] injektiv ist und dass der
durch P erzeugte Unterring K[P] C K[X] isomorph zum Polynomring in
einer Variablen ist.

Zeige, dass bei grad (P) > 2 ein echter Unterring K[P] C K[X] vorliegt.

Aufgabe 6.12. (2 Punkte)

Sei R ein Integritdtsbereich und R[X] der Polynomring iber R. Zeige, dass
die Einheiten von R[X] genau die Einheiten von R sind.

Aufgabe 6.13. (4 Punkte)

Es sei K ein Korper. Betrachte den Matrizenring Mats(K) und darin die
Matrix

M =

— N W
s
-~ O Ot

Definiere einen Ringhomomorphismus
K[X] — Mat;(K),
der X auf M schickt. Bestimme den Kern dieser Abbildung.

7. ARBEITSBLATT
Aufwirmaufgaben

Aufgabe 7.1. Bestimme die multiplikative Ordnung aller Einheiten im Rest-
klassenkorper Z /(7).

Aufgabe 7.2. Berechne 3'%7 in Z/(13).

Aufgabe 7.3. Bestimme im Polynomring F5[X] alle irreduziblen Polynome
vom Grad 3.

Aufgabe 7.4. Bestimme die fiinf kleinsten Primzahlen p mit der Eigen-
schaft, dass das Polynom X% — 1 {iber Z/(p) in Linearfaktoren zerfillt.
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Aufgabe 7.5. Betrachte den Koérper K = Fy = Z/(2)[U]/(U? + U + 1).
Fiihre im Polynomring K[X] die Polynomdivision

X*+uX?+ (u+1)X + 1 durch uX? + X +u+1

aus, wobei u die Restklasse von U in K bezeichnet.

Aufgabe 7.6. a) Bestimmen Sie die Primfaktorzerlegung des Polynoms F' =
X3+ X +2in Z/(5)[X].

b) Zeigen Sie, dass durch
K =Z/()[T)/(T* - 2)
ein Korper mit 25 Elementen gegeben ist.

c¢) Bestimmen Sie die Primfaktorzerlegung von F = X3 + X + 2 iiber K =
Z/(5)[T)/(T* - 2).

Aufgabe 7.7. Bestimme sdmtliche Primkdorper.

Aufgabe 7.8. Sei p eine Primzahl. Beweise durch Induktion den kleinen
Fermat, also die Aussage, dass a? — a ein Vielfaches von p ist fiir jede ganze
Zahl a.

Aufgabe 7.9. Sei R ein kommutativer Ring und p € R, p # 0. Zeige,
dass p genau dann ein Primelement ist, wenn der Restklassenring R/(p) ein
Integritatsbereich ist.

Aufgabe 7.10. Sei X ein topologischer Raum und R = CY (X, R) der Ring
der stetigen Funktionen auf X. Es sei T' C X eine Teilmenge. Zeige, dass die
Teilmenge

I'={feR[flr=0}

ein Ideal in R ist. Definiere einen Ringhomomorphismus
R/I — C°(T,R).

Ist dieser immer injektiv? Surjektiv?

Aufgabe 7.11. Zeige, dass die beiden kommutativen Gruppen (Q, 0, +) und
(Q4, 1, -) nicht isomorph sind.

Aufgabe 7.12. Zeige, dass die Abbildung
@[Z]X — (Q+? 17 ')7 2=+ Zy — |Z|2 = £C2 —+ ’yQ’

ein Gruppenhomomorphismus ist.
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Aufgabe 7.13. Zeige, dass die Menge
So = {z € Q[i]| |2| = 1}

mit der Multiplikation in Q[¢] eine kommutative Gruppe ist.

Aufgabe 7.14. Es sei
So = {# € Q[i]| |z| = 1}

der rationale Einheitskreis mit der aus Q[i]* ererbten Gruppenstruktur. Be-
rechne die ersten vier Potenzen von % + %z’ € Sé.

Aufgaben zum Abgeben

Aufgabe 7.15. (3 Punkte)

Bestimme die multiplikative Ordnung aller Einheiten im Restklassenkorper
Z/(11).

Aufgabe 7.16. (5 Punkte)

Bestimme im Polynomring Z/(3)[X] alle irreduziblen Polynome vom Grad
4.

Aufgabe 7.17. (4 Punkte)

Sei p eine Primzahl und sei f(z) ein Polynom mit Koeffizienten in Z/(p) vom
Grad d > p. Zeige, dass es ein Polynom g(x) mit einem Grad < p gibt derart,
dass fiir alle Elemente a € Z/(p) die Gleichheit

fla) = g(a)
gilt.

Aufgabe 7.18. (4 Punkte)

Es sei

So = {7 € Qli]| || = 1}
der rationale Einheitskreis mit der aus Q[i]* ererbten Gruppenstruktur. Zei-
ge, dass die Gruppen Sé und Q/Z nicht isomorph sind.

Aufgabe 7.19. (5 Punkte)
Zeige, dass der Gruppenhomomorphismus
Qi) — (Qq4,1,-), o + iy — 2% + ¢/,

nicht surjektiv ist.
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8. ARBEITSBLATT

Aufwiarmaufgaben

Aufgabe 8.1. Zeige, dass die Menge der algebraischen Zahlen A keine end-
liche Korpererweiterung von Q ist.

Aufgabe 8.2. Zeige, dass es nur abzihlbar viele algebraische Zahlen gibt.

Aufgabe 8.3. Es seien K C L und L C M algebraische Korpererweite-
rungen. Zeige, dass dann auch K C M eine algebraische Korpererweiterung
ist.

Aufgabe 8.4. Es sei K ein Korper. Zeige, dass es aufler K keine endliche
K-Unteralgebra A C K[X] gibt.

Aufgabe 8.5. Es sei K ein kommutativer Ring und A eine kommutative
K-Algebra. Beweise die folgenden Aussagen.

(1) Die Identitét ist ein K-Algebra-Automorphismus.

(2) Die Verkniipfung ¢ o ) von zwei K-Algebra-Automorphismen ¢ und
¥ ist wieder ein Automorphismus.

(3) Die Umkehrabbildung ¢! zu einem K-Algebra-Automorphismus ¢
ist wieder ein Automorphismus.

(4) Die Menge der K-Algebra-Automorphismen bilden mit der Hinter-
einanderschaltung als Verkniipfung eine Gruppe.

Aufgabe 8.6. Es sei K ein Korper der Charakteristik # 2 und sei K C L
eine quadratische Koérpererweiterung. Zeige, dass es neben der Identitét einen
weiteren K-Algebra-Automorphismus L — L gibt.

Aufgabe 8.7. Sei K ein Korper und sei K[X]| der Polynomring iiber K.
Zeige, dass ein Polynom P € K[X]| genau dann irreduzibel ist, wenn das um
a € K ,verschobene“ Polynom (das entsteht, wenn man in P die Variable X
durch X — a ersetzt) irreduzibel ist.

Aufgabe 8.8. Sei x = V2 + /5 € R und betrachte die Koérpererweiterung
QCQE) =L.

Zeige, dass diese Korpererweiterung algebraisch ist und bestimme den Grad
der Korpererweiterung, das Minimalpolynom von x und das Inverse von z.

(Man darf dabei verwenden, dass v/2,v/5, /10 irrationale Zahlen sind.)
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Aufgabe 8.9. Sei K C L eine Koérpererweiterung und es sei z; € L, i € [,
ein Korper-Erzeugendensystem von L iiber K. Es seien ¢, ¢ € Gal (L|K) mit
o(x;) = ¥(x;) fiir alle i € I. Zeige, dass ¢ = 1 ist.

Aufgabe 8.10. Es sei z = a + bi € C, a,b € R, eine algebraische Zahl.
Zeige, dass auch die konjugiert-komplexe Zahl Z = a — bi sowie der Real-
und der Imaginérteil von z algebraisch sind. Man bestimme den Grad der
Koérpererweiterung

ANRCA.

Aufgaben zum Abgeben

Aufgabe 8.11. (3 Punkte)

Sei K C L eine Korpererweiterung und sei f € L ein Element. Zeige: f ist
genau dann algebraisch iiber K, wenn K|[f] = K(f) ist.

Aufgabe 8.12. (3 Punkte)

Bestimme das Inverse von 222 +3z—1 im Korper Q[X]/(X?3—5) (z bezeichnet
die Restklasse von X).

Aufgabe 8.13. (4 Punkte)

Sei K C L eine Korpererweiterung, wobei L algebraisch abgeschlossen sei.
Zeige, dass auch der algebraische Abschluss K von K in L algebraisch abge-
schlossen ist.??

Aufgabe 8.14. (3 Punkte)

Es sei K ein Korper und sei K[X, Y| der Polynomring iiber K in zwei Varia-
blen. Sei P € K[X] ein Polynom in der einen Variablen X. Zeige, dass durch
die Einsetzung X +— X und Y — Y + P(X) ein K-Algebra-Automorphismus
von K[X,Y] in sich definiert wird, der im Allgemeinen nicht linear ist.

Aufgabe 8.15. (5 Punkte)

Sei K ein Korper und sei L = K(X) der rationale Funktionenkorper iiber
K. Zeige, dass es zu jedem n € N, einen Ringhomomorphismus ¢ : L — L
gibt derart, dass L = ¢(L) C L eine endliche Korpererweiterung vom Grad
n ist.

22Dje Bezeichnungen wiren natiirlich schlecht gewiihlt, wenn dies nicht gelten wiirde.
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9. ARBEITSBLATT

Aufwirmaufgaben

Aufgabe 9.1. Es sei K ein Korper, D eine kommutative Gruppe und A
eine D-graduierte K-Algebra. Zeige, dass zu einem Untermonoid M C D der
K-Vektorraum

BaemAd

ein Unterring von A ist.

Aufgabe 9.2. Es sei K ein Korper, D eine endliche kommutative Grup-
pe und K C L eine D-graduierte Koérpererweiterung. Zeige, dass zu einem
Untermonoid M C D der K-Vektorraum

DPacmAa

ein Unterkorper von A ist.

Aufgabe 9.3. Es sei K ein Korper, D eine kommutative Gruppe und A eine
D-graduierte K-Algebra, die ein Integritiatsbereich sei. Zeige, dass die Menge

M ={d € D| Ay # 0}

ein Untermonoid von D ist.

Aufgabe 9.4. Sei D eine Gruppe, K ein Koérper und DY = Char (D, K) die
Charaktergruppe zu D. Beweise die folgenden Aussagen.

(1) DY ist eine kommutative Gruppe.
(2) Bei einer direkten Gruppenzerlegung D = Dy x Dy ist (D1 x Ds)¥ =
DY x Dy.

Aufgabe 9.5. Sei D eine endliche Gruppe, K ein Korper und y € DV =
Char (D, K) ein Charakter. Zeige, dass x(d) fiir jedes d € D eine Einheits-
wurzel in K ist.

Vor der nichsten Aufgabe erwdhnen wir die folgende Definition.

Es sei K ein Korper, D eine kommutative Gruppe und A eine D-graduierte
K-Algebra. Ein K-Automorphismus

p:A— A
heifit homogen, wenn fiir jedes homogene Element a € A, gilt p(a) € Ay.

Aufgabe 9.6. Es sei K ein Korper, D eine kommutative Gruppe und A eine
D-graduierte K-Algebra. Zeige, dass der in Lemma 9.11 zu einem Charakter
X € DV eingefiihrte Automorphismus

oyt A— A

homogen ist.
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Aufgabe 9.7. Es sei G die Menge der stetigen geraden Funktionen und U
die Menge der stetigen ungeraden Funktionen von R nach R. Zeige, dass

C"(R,R)=GaU
eine Z/(2)-graduierte R-Algebra ist.

Aufgaben zum Abgeben

Aufgabe 9.8. (3 Punkte)

Sei K ein algebraisch abgeschlossener Korper und sei F' € K[X,Y] ein ho-
mogenes Polynom. Zeige: I zerféllt in Linearfaktoren.

Aufgabe 9.9. (4 Punkte)

Es sei K ein Koérper, D eine kommutative Gruppe und A eine D-graduierte
K-Algebra. Es sei

p:A— A
ein homogener Automorphismus. Zeige, dass es einen Charakter y € DV gibt
mit ¢ = ¢,, wobei ¢, der gemifl Lemma 9.11 zu x gehorige Automorphismus
ist.

Aufgabe 9.10. (3 Punkte)

Zeige, dass man /3 nicht als Q-Linearkombination von 1 und /2 schreiben
kann.

Aufgabe 9.11. (4 Punkte)
Betrachte die Korpererweiterung
QCcQWV5, V7 =L.

Zeige, dass einerseits 1,v/5,v/7,/35 und andererseits (\/3 + \/7)’, T =
0,1,2,3, eine Q-Basis von L bildet. Berechne die Ubergangsmatrizen fiir
diese Basen.

Aufgabe 9.12. (5 Punkte)

Es sei

f:C—C
eine stetige Funktion. Zeige, dass die beiden folgenden Aussagen &dquivalent
sind.

(1) Es gibt eine stetige Funtion
qg ZRzo — (C

mit f(z) = g(|z|) fiir alle z € C.
(2) Fiir alle n- ten Einheitswurzeln ¢ € C (alle n € N) ist f((z) = f(z)
tiir alle z € C.
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10. ARBEITSBLATT

Aufwirmaufgaben

Aufgabe 10.1. Finde primitive Einheiten in den Restklassenkorpern Z/(2),
Z/(3), Z/(5), Z/(7) und Z/(11).

Aufgabe 10.2. Bestimme samtliche primitive Einheiten im Restklassenkor-
per Z/(13).

Aufgabe 10.3. Sei p eine ungerade Primzahl und Z/(p) der zugehérige Rest-
klassenkorper. Zeige, dass das Produkt von zwei primitiven Einheiten niemals
primitiv ist.

Aufgabe 10.4. Konstruiere einen Korper Fg mit 9 Elementen.

Aufgabe 10.5. Bestimme in Fy fiir jedes Element die multiplikative Ord-
nung. Man gebe insbesondere die primitiven Einheiten an.

Aufgabe 10.6. Es sei p eine Primzahl und F ein Kérper mit p? Elementen.
Welche Ringhomomorphismen zwischen Z/(p?) und F' gibt es? Man betrachte
beide Richtungen.

Aufgabe 10.7. a) Sei K ein Korper. Zeige, dass die Einheitengruppe von K
nicht zyklisch unendlich ist.

b) Sei R ein kommutativer Ring, dessen Charakteristik nicht zwei ist. Zeige,
dass die Einheitengruppe von R nicht zyklisch unendlich ist.

¢) Beschreibe einen kommutativen Ring, dessen Einheitengruppe zyklisch
unendlich ist.

Aufgabe 10.8. Bestimme den Rest von 44! modulo 47.

Aufgabe 10.9. Bestimme die Zerlegung von X?~! —1 in irreduzible Polyno-
me im Polynomring Z/(p)[X]. Beweise aus dieser Zerlegung erneut den Satz
von Wilson.

Aufgaben zum Abgeben

Aufgabe 10.10. (3 Punkte)

Finde primitive Einheiten in den Restklassenkorpern Z/(13), Z/(17) und
Z/(19).
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Aufgabe 10.11. (5 Punkte)

Konstruiere zu einer Primzahl p einen Kérper mit p? Elementen.

Aufgabe 10.12. (4 Punkte)
Konstruiere endliche Korper mit 4, 8,9, 16, 25,27, 32 und 49 Elementen.

Aufgabe 10.13. (4 Punkte)

Es sei Fg = Z/(3)[Z]/(Z* + 1) der Korper mit 9 Elementen (z bezeichne
die Restklasse von Z). Fiihre in Fg[X] die Division mit Rest ,,P durch T
fiir die beiden Polynome P = X* + (1 4+ 22)X% + 2X? + 2X 4+ 2 + 2z und
T=(2+1)X?+ 2X + 2 durch.

Aufgabe 10.14. (4 Punkte)

Finde einen Erzeuger der Einheitengruppe eines Korpers mit 25 Elementen.
Wieviele solche Erzeuger gibt es?

11. ARBEITSBLATT

Aufwarmaufgaben

Aufgabe 11.1. Zeige, dass der Korper der komplexen Zahlen C der Zerfal-
lungskorper des Polynoms X2 + 1 € R[X] ist.

Aufgabe 11.2. Es sei K ein Korper und seien F,..., F, € K[X]| Polyno-
me. Zeige, dass es eine Korpererweiterung K C L gibt derart, dass diese
Polynome in L[X] in Linearfaktoren zerfallen.

Aufgabe 11.3. Sei K C L eine Kérpererweiterung von endlichen Koérpern.
Zeige, dass dies eine einfache Korpererweiterung ist.

Aufgabe 11.4. Sei R ein kommutativer Ring, der einen Korper der positiven
Charakteristik p > 0 enthalte (dabei ist p eine Primzahl). Zeige, dass die
Abbildung

R— R, f+— f?,
ein Ringhomomorphismus ist, den man den Frobenius-Homomorphismus
nennt.

Aufgabe 11.5. Sei K ein Koérper der positiven Charakteristik p. Sei F' :
K — K der Frobenius-Homomorphismus. Zeige, dass genau die Elemente
aus Z/(p) invariant unter F sind.
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Aufgabe 11.6. Sei p eine Primzahl und ¢ = p", n > 2. Zeige, dass Z/(p")
kein Vektorraum iiber Z/(p) sein kann.

Aufgabe 11.7. Bestimme die formale Ableitung von
2XT+ X0+ 22X+ X+ XP + X2 +2€ Z/(3)[X].

Aufgabe 11.8. Sei K ein Korper der positiven Charakteristik p > 0. Be-
stimme die Menge der Polynome F' € K[T] mit formaler Ableitung F’ = 0.

Die folgenden fiinf Aufgaben waren schon mal Klausuraufgaben (es gibt dazu
auch Losungen).

Aufgabe 11.9. Bestimme in der Einheitengruppe Z/(17)* zu jeder mogli-
chen Ordnung k ein Element x € Z/(17)*, das die Ordnung k besitzt. Man
gebe auch eine Untergruppe

HC7/)17)"

an, die aus vier Elementen besteht.

Aufgabe 11.10. Sei p eine Primzahl und = € (Z/(p))* eine Einheit. Es sei
a die Ordnung von z in der additiven Gruppe (Z/(p),+,0) und es sei b die
Ordnung von z in der multiplikativen Gruppe ((Z/(p))*,-,1). Zeige, dass a
und b teilerfremd sind.

Aufgabe 11.11. Sei F, ein endlicher Korper der Charakteristik ungleich
2. Zeige unter Verwendung der Isomorphiesétze, dass genau die Hélfte der
Elemente aus F ein Quadrat in [, ist.

Aufgabe 11.12. Beschreibe den Korper mit neun Elementen Fy als einen
Restklassenkorper von Z/(3)[X]. Man gebe eine primitive Einheit in Fq an.

Aufgabe 11.13. Beschreibe den Koérper mit acht Elementen Fg als einen
Restklassenkorper von Z/(2)[X]. Man gebe eine primitive Einheit in Fg an.

Aufgaben zum Abgeben

Aufgabe 11.14. (4 Punkte)
Konstruiere endliche Korper mit 64, 81,121,125 und 128 Elementen.

Aufgabe 11.15. (4 Punkte)

Sei p eine Primzahl und e,d € N,. Zeige: F,q ist ein Unterkorper von [F,.
genau dann, wenn e ein Vielfaches von d ist.
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Aufgabe 11.16. (4 Punkte)

Sei g eine echte Primzahlpotenz und IF, der zugehdrige endliche Korper. Zeige,
dass in F2 jedes Element aus I, ein Quadrat ist.

Aufgabe 11.17. (4 Punkte)

Finde einen Erzeuger der Einheitengruppe eines Korpers mit 27 Elementen.
Wie viele solche Erzeuger gibt es?

Aufgabe 11.18. (3 Punkte)

Sei K ein Korper und sei K[X]| der Polynomring tiber K. Beweise die fol-
genden Rechenregeln fiir das formale Ableiten F' +— F”:

(1) Die Ableitung eines konstanten Polynoms ist null.
(2) Die Ableitung ist K-linear.
(3) Es gilt die Produktregel, also

(FG) = FG' + F'G.
Es sei K ein Korper. Ein Element a € K heifit mehrfache Nullstelle eines

Polynoms P € K[X], wenn in der Primfaktorzerlegung von P das lineare
Polynom X — a mit einem Exponenten > 2 vorkommt.

Aufgabe 11.19. (4 Punkte)

Sei K ein Korper und sei K[X] der Polynomring iiber K. Es sei F' € K|[X]
und a € K. Zeige, dass a eine mehrfache Nullstelle von F' genau dann ist,
wenn F'(a) = 0 ist, wobei F” die formale Ableitung von F' bezeichnet.

12. ARBEITSBLATT

Aufwirmaufgaben

Aufgabe 12.1. Sei K C L eine endliche Korpererweiterung, deren Grad
eine Primzahl sei. Zeige, dass dann eine einfache Korpererweiterung vorliegt.

Aufgabe 12.2. Es sei K ein Korper und L = K(X) der Quotientenkorper
des Polynomrings K[X]. Zeige, dass K C L eine einfache, aber keine endliche
Korpererweiterung ist.

Aufgabe 12.3. Es sei K ein Korper und P € K[X] ein separables Polynom.
Zeige, dass ein Teiler F' € K[X] von P ebenfalls separabel ist.

Aufgabe 12.4. Sei K ein Korper. Ist ein konstantes Polynom P € K|[X]
separabel?
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Aufgabe 12.5. Es sei K C L eine endliche separable Kérpererweiterung
und M, K C M C L, ein Zwischenkorper. Zeige, das auch M C L eine
separable Korpererweiterung ist.

In den néchsten Aufgaben verwenden wir die folgende Definition.

Ein Korper K heifit vollkommen, wenn jedes irreduzible Polynom P € K[X]
separabel ist.

Aufgabe 12.6. Es sei K ein vollkommener Korper und K C L eine endliche
Korpererweiterung. Zeige, dass K C L eine separable Korpererweiterung ist.

Aufgabe 12.7. Zeige, dass jeder Korper der Charakteristik 0 vollkommen
ist.

Aufgabe 12.8. Zeige, dass jeder algebraisch abgeschlossene Korper vollkom-
men ist.

Aufgabe 12.9. Zeige, dass der Korper F,(X) der rationalen Funktionen
nicht vollkommen ist.

Aufgabe 12.10. Man gebe ein Beispiel fiir eine endliche einfache Korperer-
weiterung K C L, die nicht separabel ist.

Aufgaben zum Abgeben

Aufgabe 12.11. (6 Punkte)

Sei K ein unendlicher Kérper und sei F' € K[Xy,...,X,] ein von null ver-
schiedenes Polynom. Zeige, dass dann die zugehorige Polynomfunktion

F:K"— K, (a,...,a,) — F(ay,...,a,),

nicht die Nullfunktion ist.

Aufgabe 12.12. (3 Punkte)

Es sei K ein Korper und L = K(X) der Quotientenkorper des Polynomrings
K[X]. Zeige, dass es unendlich viele Zwischenkorper zwischen K und L gibt.

Aufgabe 12.13. (3 Punkte)

Es sei K ein Korper und L = K(X) der Quotientenkorper des Polynomrings
K[X]. Essei M, K C M C L, M # K, ein Zwischenkorper. Zeige, dass
M C L eine endliche Korpererweiterung ist.
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Aufgabe 12.14. (5 Punkte)

Es sei K ein Korper der positiven Charakteristik p. Wir betrachten die
Korpererweiterung

K(XPYP)CK(X,)Y).
Zeige, dass dies keine einfache Korpererweiterung ist.

13. ARBEITSBLATT

Aufwarmaufgaben

Aufgabe 13.1. Es sei K ein Korper, F' € K[X] ein Polynom vom Grad n

und K C L der Zerfillungskorper von F. Zeige, dass die Abschéitzung
grad, L < nl!

gilt.

Aufgabe 13.2. Sei K C L eine endliche Korpererweiterung mit Galoisgrup-
pe G = Gal (L|K) und sei K C M eine weitere Korpererweiterung. Es sei £
die Menge der K-Algebra-Homomorphismen von L nach M. Zeige, dass die
Zuordung

G — Perm (E), p — (L +— 10 ),

ein Gruppenhomomorphismus ist.

Aufgabe 13.3. Betrachte die Menge 114(C) der vierten Einheitswurzeln in
C. Welche sind untereinander iiber Q konjugiert?

Aufgabe 13.4. Sei n € N,. Zeige, dass die n Vektoren (im C")
(17 C? C27 st 7Cn_1)7c E ILLTL((C)7

linear unabhéngig sind.

Aufgabe 13.5. Sein € N, und sei ( = e . Berechne die Determinante der
(n x n)-Matrix

((CT+S)OST,SSn—1)
firn=1,2,3,4.

Aufgabe 13.6. Es sei K ein Korper mit einer Charakeristik # 2 und sei
K C L eine quadratische Korpererweiterung. Zeige, dass K C L eine Galois-
erweiterung ist.

Aufgabe 13.7. Zeige, dass die quadratische Korpererweiterung IFo C [Fj eine
Galoiserweiterung ist.
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Aufgabe 13.8. Zeige, dass die quadratische Korpererweiterung Fo(X) C
Fo(X)[T]/(T? — X) keine Galoiserweiterung ist.

Aufgabe 13.9. Sei K C L eine endliche Kérpererweiterung und sei p, (L)
(zu n € N;) die Gruppe der n-ten Einheitswurzeln in L. Zeige, dass es zu
jedem n einen natiirlichen Gruppenhomomorphismus

Gal (L|K) — Aut (uun(L))
gibt.

Bei einer endlichen Korpererweiterung K C L kann man jeden K-Algebra-

Automorphismus von L - also jedes Element der Galoisgruppe - als eine
bijektive K-lineare Abbildung

L=K"— L=K"

auffassen und kann daher die Begriffe der linearen Algebra darauf anwenden.
Damit hat man insbesondere den Begriff der Determinante zur Verfiigung.

Aufgabe 13.10. Sei K C L eine endliche Korpererweiterung mit Galois-
gruppe G = Gal (L|K). Zeige, dass die Abbildung

G — K, o —> det ¢,

ein Gruppen-Homomorphismus ist.

Aufgabe 13.11. Sei D eine endliche kommutative Gruppe mit der zugehori-
gen Charaktergruppe DV in einen Korper K. Zeige, dass die Abbildung

DY — K*, x— [ x(@),

deD
ein Gruppenhomomorphismus ist.
Aufgaben zum Abgeben
Aufgabe 13.12. (3 Punkte)
Es sei K ein Korper und sei
p: K — K

ein Korper-Automorphismus. Zeige, dass die Abbildung
K[X] — K[X], Y aX' — > o(a;) X",
i=0 i=0

ein Ring-Automorphismus des Polynomrings K[X] ist.
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Aufgabe 13.13. (2 Punkte)

Sei D eine endliche kommutative Gruppe und sei K C L eine D-graduierte
Korpererweiterung. Beweise fiir y € DV die Gleichheit

H x(d) = det ¢y,
deD

wobei ¢, den zugehorigen K-Automorphismus von L bezeichnet (siehe Lem-
ma 9.11).

Aufgabe 13.14. (3 Punkte)

Betrachte die Menge pg(C) der achten Einheitswurzeln in C. Welche sind
untereinander iiber Q@ konjugiert?

Aufgabe 13.15. (5 Punkte)

Sei D eine endliche zyklische Gruppe der Ordnung n mit der zugehorigen
Charaktergruppe DV mit Werten in einem Korper K.

a) Zeige, dass der Gruppenhomomorphismus
DY — KX, x — [ x(@),
deD
nur die Werte 1 und —1 annehmen kann.

b) Es sei vorausgesetzt, dass K eine n-te primitive Einheitswurzel enthélt.
Zeige, dass ¢ genau dann den Wert —1 annimmt, wenn n gerade ist.

14. ARBEITSBLATT

Aufwiarmaufgaben

Aufgabe 14.1. Zeige, dass man in Satz 14.3 nicht auf die Bedingung der
Irreduzibilitdat verzichten kann.

Aufgabe 14.2. Zeige, dass man in Satz 14.3 die dquivalenten Bedingungen
durch die folgende Eigenschaft ergénzen kann:

Zu jeder Korpererweiterung K C M und zu zwei K-Algebra-Homomorphis-
men
p1,09: L — M

ist 1(L) = wa(L).

Aufgabe 14.3. Es sei ¢ € Q eine rationale Zahl, die in Q keine dritte
Wurzel besitzt, so dass Q C L = Q[X]/(X? — ¢) ein Kérpererweiterung vom
Grad 3 ist. Zeige anhand der verschiedenen dquivalenten Formulierungen
von Satz 14.3, dass diese Korpererweiterung nicht normal ist. Man gebe die
verschiedenen Einbettungen von L in C an.
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Aufgabe 14.4. Es sei ¢ € Q eine rationale Zahl und es sei L der Zerfallungs-
kérper von X3 — q. Welchen Grad besitzt L (iiber Q)? Man gebe fiir jeden
moglichen Grad Beispiele an.

Tipp: Man betrachte eine Einbettung L C C und den Durchschnitt L N R.

Aufgabe 14.5. Sei K C L eine endliche normale Kérpererweiterung und
M, K C M C L, ein Zwischenkorper, der iiber K nicht normal sei. Zeige,
dass es einen weiteren Zwischenkorper M’ £ M gibt, der zu M isomorph ist.

Aufgabe 14.6. Finde fiir den Korper L aus Beispiel 14.9 eine endliche
Korpererweiterung L C L' mit L' C C und so, dass L' iiber Q normal ist.
Beschreibe einen Q-Automorphismus ¢ : L' — L' mit ¢(L) # L.

Aufgabe 14.7. Wir betrachten die Korpererweiterung Q C M aus Beispiel
14.9. Zeige anhand der verschiedenen dquivalenten Formulierungen von Satz
14.3, dass diese Korpererweiterung nicht normal ist.

Aufgabe 14.8. Es sei K ein Korper, D eine endliche kommutative Gruppe
und K C L eine D-graduierte Koérpererweiterung. Zu jedem Primpotenzteiler
p" von #(D) enthalte K eine p’-te primitive Einheitswurzel. Zeige, dass
K C L eine separable Kérpererweiterung ist.

Aufgabe 14.9. Bestimme fiir die Korpererweiterung F3 C Fy, welche Ele-
mente aus Fg untereinander konjugiert sind.

Aufgaben zum Abgeben

Aufgabe 14.10. (4 Punkte)

Man gebe in jeder Charakteristik Beispiele fiir eine normale Korpererweite-
rung K C L vom Grad 3.

Aufgabe 14.11. (3 Punkte)

Sei K C L eine endliche Korpererweiterung und seien My, My Zwischenkor-
per, die beide iiber K normal seien. Zeige, dass auch K C M; N M, normal
ist.

Aufgabe 14.12. (4 Punkte)

Es sei K ein Korper, D eine endliche kommutative Gruppe und K C L eine
D-graduierte Korpererweiterung. Zu jedem Primpotenzteiler p” von #(D)
enthalte K eine p"-te primitive Einheitswurzel. Zeige, dass K C L eine nor-
male Korpererweiterung ist.
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Aufgabe 14.13. (4 Punkte)

Sei K C L eine endliche normale und separable Korpererweiterung. Es sei x €
L mit 2™ = a € K, wobei grad, K(x) = n sei. Zeige, dass L n verschiedene
n-te Einheitswurzeln besitzt.

Aufgabe 14.14. (4 Punkte)

Bestimme fiir die Korpererweiterung Fy C Fg, welche Elemente aus Fg un-
tereinander konjugiert sind.

15. ARBEITSBLATT

Aufwirmaufgaben

Aufgabe 15.1. Es sei L ein Kérper und M eine Menge von Ringhomomor-
phismen von L nach L. Zeige, dass die Menge

{z € L|p(x) = x fiir alle p € M}

ein Unterkorper von L ist.

Aufgabe 15.2. Es sei L ein Korper, es sei M eine Menge von Automor-
phismen von L nach L und es sei H die von M erzeugte Untergruppe der
Automorphismengruppe. Zeige die Gleichheit

Fix (H) ={x € L|p(z) = z fiir alle p € M} .

Aufgabe 15.3. Es sei L ein Korper und G = Aut L die Automorphismen-
gruppe von L. Begriinde die folgenden Beziehungen.

(1) Fiir Untergruppen H; C Hy C G ist Fix (Hy) 2 Fix (Hs).

(2) Fiir Unterkorper M; C My C L ist Gal (L| M) 2 Gal (L|Ms).
(3) Fiir eine Untergruppe H C G ist H C Gal (L|Fix (H)).

(4) Fiir einen Unterkorper M C L ist M C Fix (Gal (L|M)).

Aufgabe 15.4. Es sei K ein Korper und H eine endliche Gruppe von Kor-
perautomorphismen. Sei x € K. Zeige, dass

Y ela) und [T e(@)

zum Fixkorper Fix (H) gehoren.

Aufgabe 15.5. Es sei L ein Korper und sei
o:L— L

ein Automorphismus. Zeige, dass die Einschrankung von ¢ auf den Prim-
korper von L die Identitét ist.
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Aufgabe 15.6. Beweise Lemma 11.6 mit Hilfe von Fixkorpern.

Aufgabe 15.7. Es sei p eine Primzahl und ¢ = p°, e > 1, eine Primzahl-
potenz. Beweise mit Hilfe der verschiedenen édquivalenten Eigenschaften aus
Satz 15.6, dass die Kérpererweiterung IF, C I, galoissch ist.

Aufgabe 15.8. Bestimme die Matrix des Frobenius-Homomorphismus
o :F, — I,
bzgl. einer geeigneten F,-Basis von I, fiir p =2 und ¢ = 4 bzw. ¢ = 8.

Aufgaben zum Abgeben

Aufgabe 15.9. (3 Punkte)

Es seien L und L’ isomorphe Korper. Zeige, dass dann auch die Automorphis-
mengruppen Aut (L) und Aut (L') in natiirlicher Weise zueinander isomorph
sind.

Aufgabe 15.10. (5 Punkte)

Bestimme die Korper-Automorphismen von R.

Aufgabe 15.11. (3 Punkte)
Bestimme die Matrix des Frobenius-Homomorphismus
¢:F, — T,
bzgl. einer geeigneten IF,-Basis von [F, fiir p = 3 und ¢ = 9 bzw. ¢ = 27.

Aufgabe 15.12. (5 Punkte)

Es sei K C L eine endliche Galoiserweiterung mit einer zyklischen Ga-
loisgruppe. Zeige, dass fiir jeden Zwischenkoérper M auch die Erweiterung
K C M galoissch ist mit einer ebenfalls zyklischen Galoisgruppe.

16. ARBEITSBLATT

Aufwarmaufgaben

Aufgabe 16.1. Sei p eine Primzahl. Erstelle Inklusionsdiagramme fiir die
Zwischenkdrper der Korpererweiterung F, C F,. fiir n = 4,6,8,12. Wie
sehen die zugehorigen Inklusionsdiagramme der Untergruppen der Galois-
gruppe aus?
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Aufgabe 16.2. Es seien D; und D, kommutative Gruppen und seien DY
und DJ die zugehorigen Charaktergruppen zu einem Korper K.

(1) Zeige, dass zu einem Gruppenhomomorphismus
w:Dy — Dy
durch die Zuordnung x + x o ¢ ein Gruppenhomomorphismus
¢’ Dy — DY

definiert wird.
(2) Es sei D3 eine weitere kommutative Gruppe und sei

YDy — Ds
ein Gruppenhomomorphismus. Zeige die Gleichheit

(Wop) = oy

Aufgabe 16.3. Es sei D eine kommutative Gruppe und K ein Korper.
a) Zeige, dass durch
D — (DY)Y, d+— (evqg: x — x(d))
ein natiirlicher Gruppenhomomorphismus von D in das Doppeldual (DY)
gegeben ist.

b) Es sei nun D endlich und es sei vorausgesetzt, dass K eine m-te primitive
Einheitswurzel enthélt, wobei m der Exponent von D sei. Zeige, dass dann
die Abbildung aus a) ein Isomorphismus ist.

Die in der vorstehenden Aufgabe auftretende Abbildung ev, heifit Evaluie-
rungsabbildung (zu d).

Aufgabe 16.4. Es sei D eine endliche kommutative Gruppe und es sei K
ein Korper. Wir betrachten die Zuordnung
E+— Et ={x e DY|x(d) =1fiir alle d € E},

die einer Untergruppe von D eine Untergruppe von DV zuordnet. Zeige die
folgenden Aussagen.

a) Die Zuordnung ist inklusionsumkehrend.
b) Unter der kanonischen Abbildung

D — (DY), d— (evq: x — x(d)),
ist evg(E) C (E4)*.

c) Es sei vorausgesetzt, dass K eine m-te primitive Einheitswurzel enthilt,
wobei m der Exponent von D sei. Zeige, dass dann evy(FE) = (E+)* gilt.
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Aufgabe 16.5. Es sei D eine endliche kommutative Gruppe mit dem Expo-
nenten m, und es sei K ein Korper, der eine primitive m-te Einheitswurzel
besitzt. Zeige, dass die Zuordnungen

E+—— Bt ={x € DY|x(d) =1 fiir alle d € E}
und
H+— H*

(zwischen den Untergruppen von D und den Untergruppen von DV) zuein-
ander invers sind.

Aufgabe 16.6. Bestimme die Zwischenkorper in Beispiel 16.8.

Ein Element f € L einer Kérpererweiterung K C L definiert durch Multi-
plikation eine K-lineare Abbildung

pr L — L, y— fy.

Aufgabe 16.7. Sei K C L eine endliche Kérpererweiterung. Zeige, dass die
Abbildung
L — Endg (L), f— py,

ein Ringhomomorphismus ist.

Aufgabe 16.8. Sei K C L eine endliche Kérpererweiterung und sei f € L
gegeben mit der zugehorigen Multiplikationsabbildung pf. Zeige, dass das
charakteristische Polynom Y, ein Vielfaches des Minimalpolynoms zu f ist.

Aufgabe 16.9. Sei K C L eine endliche Korpererweiterung. Zeige, dass
zwischen ¢ € Gal (L|K) und der Multiplikationsabbildung sy, f € L, beide
aufgefasst als K-lineare Abbildung von L nach L, weder die Beziehung
Ho(f) = HfO®
noch die Beziehung
Ho(f) = PO Hf
gelten muss.

Uber u ¢ wird auch die Norm von f € L definiert.

Definition 16.10. Sei K C L eine endliche Korpererweiterung. Zu einem
Element f € L nennt man die Determinante der K-linearen Abbildung

pr L — L, y— fy,
die Norm von f. Sie wird mit N(f) bezeichnet.

Aufgabe 16.11. Sei K C L eine endliche Korpererweiterung. Zeige, dass
die Norm
N:L— K, f— N(f),

folgende Eigenschaften besitzt.
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(1) Bs ist N(fg) = N(f)N(g).

(2) Fiir f € K ist N(f) = f", wobei n den Grad der Korpererweiterung
bezeichne.

(3) Esist N(f) = 0 genau dann, wenn f = 0 ist.

Aufgaben zum Abgeben

Aufgabe 16.12. (3 Punkte)
Es sei K C L eine endliche Galoiserweiterung und sei M, K C M C L, ein
Zwischenkorper. Zeige, dass die folgenden Aussagen édquivalent sind.

(1) Fiir alle ¢ € Gal (L|K) ist (M) = M.
(2) Die Untergruppe Gal (L|M) C Gal (L|K) ist nur zu sich selbst kon-
jugiert.

Aufgabe 16.13. (3 Punkte)

Es sei K ein Korper und F' € K[X] ein irreduzibles separables Polynom.
Es sei vorausgesetzt, dass die Galoisgruppe des Zerfallungskorpers L von F
kommutativ sei. Zeige, dass dann L = K[X]|/(F) ist.

Aufgabe 16.14. (4 Punkte)
Es sei K ein Korper und sei D eine endliche kommutative Gruppe mit dem

Exponenten m. Zeige, dass folgende Aussagen dquivalent sind.

(1) K besitzt eine m-te primitive Einheitswurzel.

(2) Zu jedem Primpotenzteiler p” von m besitzt K eine p"-te primitive
Einheitswurzel.

(3) Zu jedem Teiler n von m besitzt K eine n-te primitive Einheitswurzel.

(4) Zu jeder Ordnung n eines Elementes d € D besitzt K eine n-te pri-
mitive Einheitswurzel.

Aufgabe 16.15. (4 (1+3) Punkte)

Es sei D eine endliche kommutative Gruppe und F C D eine Untergruppe.
Es sei K ein Korper.

a) Zeige, dass der Kern des natiirlichen Gruppenhomomorphismus
Y :DY — EY, x — X|E,
gleich B ist.

b) Es sei vorausgesetzt, dass K eine m-te primitive Einheitswurzel besitzt,
wobei m der Exponent von D sei. Zeige, dass 1 surjektiv ist.
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17. ARBEITSBLATT

Aufwirmaufgaben

Aufgabe 17.1. Sei K C L eine endliche Korpererweiterung und sei ¢ €
Gal (LK) ein K-Automorphismus. Es sei A ein Eigenwert von ¢. Zeige, dass
A eine Einheitswurzel ist.

Aufgabe 17.2. Sei K C L eine endliche Korpererweiterung und sei 6 € GV
ein Charakter auf der Galoisgruppe G = Gal (L|K). Man mache sich die
Gleichheit

Ls = {z € L|p(z) = 6(¢p) - x fiir alle p € G} = () Bigy(, ()
peG

klar.

Aufgabe 17.3. Bestimme die Eigenwerte und die FEigenrdume des
Frobenius-Homomorphismus auf Fo5.

Aufgabe 17.4. Bestimme die Eigenwerte und die Eigenrdume des
Frobenius-Homomorphismus auf F».

Aufgabe 17.5. Bestimme die Matrizen zu sdmtlichen Korperautomorphis-
men in Beispiel 16.8 bzgl. einer geeigneten Basis.

Aufgabe 17.6. Bestimme die Nullstellen von X° 4 108 in Beispiel 16.8 und
beschreibe, wie die Automorphismen auf diesen Nullstellen wirken. Welche
Nullstellen sind konjugiert?

Aufgabe 17.7. Formuliere und beweise das ,, verschobene Eisensteinkriteri-
um®. Man gebe auch ein Beispiel eines Polynoms P € Q[X], wo man die
Irreduzibilitdt nicht mit dem Eisensteinkriterium, aber mit dem verschobe-
nen Eisensteinkriterium nachweisen kann.

Aufgabe 17.8. Formuliere und beweise das umgekehrte Eisensteinkriterium,
bei dem die Rollen des Leitkoeffizienten und des konstanten Koeffizienten
vertauscht werden.

Aufgabe 17.9. Wende eine Form des Fisensteinkriteriums an, um die Irre-
duzibilitét der folgenden Polynome aus Q[X] nachzuweisen.

(1) X*+2X%+2,
(2) 20X° — 15X* + 125X3 — 10X + 4,
(3) X*+09.
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Aufgabe 17.10. Bestimme die Primfaktorzerlegung des Polynoms X°¢ — 1
tiber den Korpern K = Q, R, C,Z/(7) und Z/(5).

Aufgaben zum Abgeben

Aufgabe 17.11. (6 Punkte)

Es sei p eine Primzahl. Betrachte das Polynom
P=XP14+XP24+  +X?+X+1.

Zeige, dass P irreduzibel in Q[X] ist.

Aufgabe 17.12. (6 Punkte)

Sei K ein Korper und sei p eine Primzahl. Es sei a € K ein Element, das in
K keine p-te Wurzel besitzt. Zeige, dass das Polynom X? — a irreduzibel ist.

(Tipp: Betrachte die Norm zu einer geeigneten Kérpererweiterung.)

Aufgabe 17.13. (3 Punkte)

Bestimme die FEigenwerte und die Eigenrdume des Frobenius-
Homomorphismus auf Fsys.

Aufgabe 17.14. (5 Punkte)

Es sei K C L = K]|x] eine endliche einfache Korpererweiterung und sei
Wy o L — L die Multiplikation mit z.

a) Schreibe die Matrix der linearen Abbildung p, bzgl. der Basis
1,z,2%, ..., 2" ! von L mit Hilfe des Minimalpolynoms von z.

b) Zeige ausgehend von der Matrix aus a), dass das charakteristische Polynom
zu (1, mit dem Minimalpolynom zu z iibereinstimmt.

c¢) Begriinde , theoretisch®, dass das charakteristische Polynom das Minimal-
polynom ist.

18. ARBEITSBLATT

Aufwarmaufgaben

Aufgabe 18.1. Es sei R ein kommutativer Ring und sei p € R ein Primele-
ment. Zeige, dass p auch im Polynomring R[X] prim ist.

Aufgabe 18.2. Es seien F,G € Z[X] normierte Polynome mit der Eigen-
schaft, dass F' = GH ist mit H € Q[X]. Zeige, dass H € Z[X] ist.
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Aufgabe 18.3. Berechne die Werte der Eulerschen Funktion ¢(n) fir n <
20.

Man diskutiere dabei auch die Einheitenversion des Chinesischen Restsatzes,
sieche Anhang 4.

Aufgabe 18.4. Schreibe den 5-ten Kreisteilungskorper Ky als quadratische
Korpererweiterung von Q[v/5].

Aufgabe 18.5. Es sei n € N ungerade. Zeige, dass der n-te Kreistei-
lungskorper mit dem 2n-ten Kreisteilungskorper iibereinstimmt.

Aufgabe 18.6. Bestimme die Kreisteilungspolynome ®,, fiir n < 15.
Uber einem beliebigen Korper K werden Kreisteilungskorper folgendermafien
definiert.

Es sei K ein Koérper und n € N. Der n-te Kreisteilungskéorper iiber K ist der
Zerfallungskorper des Polynoms

X" -1
iuber K.

Aufgabe 18.7. Sei p eine Primzahl und ¢ = p®, e > 1, eine Primzahlpotenz.
Zeige, dass der (¢ — 1)-te Kreisteilungskorper iiber F, gleich F,, ist.

Aufgaben zum Abgeben

Aufgabe 18.8. (3 Punkte)
Betrachte das Polynom

P =2%—52° + 112" — 132% + 927 — 32 + 1.
Zeige, dass P irreduzibel in Q[X] ist.

Aufgabe 18.9. (4 Punkte)

Zeige, dass die beiden folgenden Polynome in Q[z, y| irreduzibel sind.
a) y* + 3u?y® + 4o’y + 2z,

b) yb + 3zy* + 322y? + 3.

Aufgabe 18.10. (4 Punkte)
Zeige, dass die Eulersche Funktion ¢ fiir natiirliche Zahlen n, m die Eigen-
schaft
(8T (m, n))p(kgV(m,n)) = @(n)p(m)
erfiillt.
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Aufgabe 18.11. (4 Punkte)

Sei p(n) die Eulersche Funktion. Zeige, dass die Folge @, n € N, sowohl in

1 als auch in % einen Haufungspunkt besitzt.

Aufgabe 18.12. (4 Punkte)

Beweise die Fulersche Formel fiir die Eulersche Funktion ¢, das ist die Aus-
sage, dass

pln, p prim

gilt.

Aufgabe 18.13. (4 Punkte)

Zeige, dass das achte Kreisteilungspolynom X* 4 1 iiber allen endlichen
Primkorpern F, reduzibel ist.

Hinweis: Zeige, dass F,2 fiir p # 2 bereits eine primitive achte Einheitswurzel
enthalt.

Aufgabe 18.14. (4 Punkte)

Es sei p eine Primzahl und n eine natiirliche Zahl, die wir als n = kp*
schreiben mit k£ und p teilerfremd. Zeige, dass der n-te Kreisteilungskorper
tiber F,, gleich F, ist (mit ¢ = p®), wobei ¢ die minimale echte Potenz von p
mit der Eigenschaft ist, dass ¢—1 ein Vielfaches von k ist. Zeige insbesondere,
dass es ein solches ¢ gibt.

Die nichste Aufgabe ist eine Kollektivaufgabe, die auf Wikiversity bearbeitet
werden soll.

Aufgabe 18.15. (8 Punkte)

Erstelle eine Tabelle, die fiir die ersten zwolf Primzahlen p und fiir n =
1,...,12 angibt, welcher endliche Korper F,. der n-te Kreisteilungskérper
iiber IF), ist.

(Man trage die Exponenten e ein; es empfiehlt sich zur Probe, die Zeilen und
Spalten unabhéingig voneinander durchzurechnen.)
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p | 112345678910/ 11| 12
2 11111214

3|1

5 11

711

11 | 1

1711

19 | 1

23 |1

29 |1

31 |1

37 |1

19. ARBEITSBLATT
Aufwirmaufgaben

Aufgabe 19.1. Bestimme fiir n < 12, welche der n-ten Einheitswurzeln in
K,, zueinander konjugiert sind.

Aufgabe 19.2. Bestimme fiir n < 12, wie viele Unterkorper der n-te Kreis-
teilungskorper K, besitzt und wie viele davon selbst Kreisteilungskorper
sind.

Aufgabe 19.3. Zeige, dass das Kompositum KKy zu zwei Korpererweite-
rungen K C K; und K C K, vom gewéhlten Oberkdérper abhéngen kann.

Aufgabe 19.4. Es seien K C K; und K C K, zwei Korpererweiterun-
gen vom Grad dy bzw. ds. Es sei K1K5 das in einem Oberkorper gebildete
Kompositum. Zeige, dass die Abschétzung grad, K; Ky < dids gilt.

Aufgabe 19.5. Es sei K ein Korper und es seien K C K; = K[X]/F(X)
und K C Ky = K[Y]/G(Y) zwei endliche einfache Kérpererweiterungen von
K.

a) Zeige, dass die K-Algebra A = K[X,Y]/(F,G) kein Korper sein muss.
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b) Es sei K1K5 das in einem gemeinsamen Oberkorper gebildete Kompo-

situm. Zeige, dass es einen surjektiven K-Algebra-Homomorphismus von A
nach KK, gibt.

Aufgabe 19.6. Es sei p eine Primzahl und sei F,, der Korper mit ¢; = p“
und F,, der Kérper mit ¢ = p* Elementen. Zeige, dass das Kompositum
(unabhéngig vom gewéhlten Oberkorper) von Fy, und F,, gleich F, mit ¢ = p°
und e = kgV (eq, ey) ist.

Aufgaben zum Abgeben

Aufgabe 19.7. (3 Punkte)
Sei p(n) die Eulersche Funktion. Zeige die Abschitzung

Aufgabe 19.8. (4 Punkte)

Es sei K, der n-te Kreisteilungskorper, n > 3. Zeige, dass es einen Zwi-
schenkorper L, Q C L C K, gibt, der eine quadratische Kérpererweiterung
von Q ist.

Aufgabe 19.9. (2 Punkte)

Es seien K,,, und K, zwei Kreisteilungskorper iiber Q. Zeige, dass das Kom-
positum (unabhéngig vom gewéhlten Oberkérper) von K,, und K,, gleich
K, ist, wobei n = kgV (n1,ns) ist.

Aufgabe 19.10. (3 Punkte)

Es seien m und n teilerfremde natiirliche Zahlen. Zeige, dass das n-te Kreis-
teilungspolynom iiber dem m-ten Kreisteilungskorper K, irreduzibel ist.

Aufgabe 19.11. (3 Punkte)

Es sei K ein Korper der Charakteristik 0 und sei K C K(() die Adjunktion
einer n-ten primitiven Einheitswurzel. Zeige mit Hilfe von Satz 19.6 und der
Theorie der Kreisteilungskorper (iiber Q), dass K C K(¢) eine Galoiserwei-
terung ist, deren Galoisgruppe abelsch ist.

Aufgabe 19.12. (4 Punkte)

Es sei K ein Korper und es seien K C K; & K[X]/F(X) und K C Ky &
K[Y]/G(Y) zwei endliche einfache Kérpererweiterungen von K, deren Grade
teilerfremd seien. Zeige, dass die K-Algebra A = K[X,Y]/(F,G) ein Korper
ist.
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Aufgabe 19.13. (7 Punkte)

Zun > 3 sei F, der Flacheninhalt eines in den Einheitskreis eingeschriebenen
gleichméfligen n-Eckes. Zeige F,, < F,11.

20. ARBEITSBLATT

Aufwiarmaufgaben

Aufgabe 20.1. Untersuche fiir jede Filtrierung von S5 mit Untergruppen,
ob eine auflésende Filtrierung vorliegt oder nicht.

Aufgabe 20.2. Sei G eine Gruppe. Zeige, dass G genau dann kommutativ
ist, wenn die Kommutatoruntergruppe K(G) trivial ist.

Aufgabe 20.3. Seien G und H Gruppen und sei
p:G—H
ein Gruppenhomomorphismus. Zeige die Beziehung ¢(K(G)) € K(H).

Die folgende Aussage heifit Satz von Cayley.

Jede Gruppe lasst sich als Untergruppe einer Permutationsgruppe realisieren.
Jede endliche Gruppe lasst sich als Untergruppe einer endlichen Permutati-
onsgruppe realisieren.

Aufgabe 20.4. Beweise den Satz von Cayley fiir Gruppen.

Eine Gruppe heifit einfach, wenn sie genau zwei Normalteiler enthélt
(némlich sich selbst und die triviale Gruppe).

Aufgabe 20.5. Sei G eine einfache, nicht kommutative Gruppe. Zeige, dass
G nicht auflésbar ist.

Aufgabe 20.6. Sei GG eine einfache, nicht kommutative Gruppe. Zeige, dass
G eine Untergruppe besitzt, die kein Normalteiler ist.

Zu n € N heifit die Untergruppe

A, ={o€S,|sgn(c) =1} C S,
der geraden Permutationen die alternierende Gruppe.

Wir erwéhnen, dass die alternierenden Gruppen A,,, n > 5, einfach sind (das
ist eine nichttriviale Aussage). Dies bedeutet, dass die Permutationsgruppen
Sn, n > 5, nur die alternierende Gruppe als Normalteiler enthalten.
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Aufgabe 20.7. Sei A, eine alternierende Gruppe mit n > 4. Zeige, dass A,
nicht kommutativ ist.

Eine Gruppe G heifit perfekt, wenn sie gleich ihrer eigenen Kommutatorun-
tergruppe ist, also wenn G' = K(G) gilt.

Aufgabe 20.8. Sei G eine einfache, nicht kommutative Gruppe. Zeige, dass
G perfekt ist.

Aufgaben zum Abgeben

Aufgabe 20.9. (4 Punkte)

Zeige, dass fiir n < 4 die Permutationsgruppen S,, auflésbar sind.

Aufgabe 20.10. (3 Punkte)

Sei G eine zyklische Gruppe. Zeige, dass G genau dann einfach ist, wenn G
endlich und ihre Ordnung eine Primzahl ist.

Aufgabe 20.11. (2 Punkte)

Zeige, dass jede gerade Permutation o € S,,, n > 3, ein Produkt aus Dreier-
zykeln ist.

Aufgabe 20.12. (4 Punkte)

Zeige: Keine der alternierenden Gruppen A, besitzt eine Untergruppe vom
Index zwei.

Hinweis: Aufgabe 20.11 hilft.

Aufgabe 20.13. (3 Punkte)

Sei G eine Gruppe mit Zentrum Z(G). Zeige:
(1) G ist genau dann abelsch, wenn G/Z(G) zyklisch ist.
(2) Der Index von Z(G) in G ist keine Primzahl.

(3) Ist G von der Ordnung pq fiir zwei Primzahlen p und ¢, so ist G
abelsch oder Z(G) trivial.

Aufgabe 20.14. (4 Punkte)

Sei K ein Korper mit mindestens 4 Elementen. Zeige, dass SLy(K') perfekt
ist.

Tipp: Es gibt ein € K mit 22 — 1 # 0.
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Aufgabe 20.15. (4 Punkte)
Sei K ein Korper. Zeige, dass SLy(K') von

{(é 11)) |beK}U{(i (1)) ce K}

erzeugt wird.

21. ARBEITSBLATT

Aufwiarmaufgaben

Aufgabe 21.1. Es seien K C L und L C M auflésbare Korpererweiterun-
gen. Zeige, dass auch K C M auflosbar ist.

Aufgabe 21.2. Essei K C L eine auflésbare Kérpererweiterung. Es sei K C
K’ eine weitere Korpererweiterung und es sei L' = LK’ das Kompositum von
L und K’ (das in einem gewissen Oberkorper gebildet sei). Zeige, dass auch
K’ C L' auflésbar ist.

Aufgabe 21.3. Es sei K ein Korper und seien P, F' € K[X] nichtkonstante
Polynome. Wir setzen () = P(F') (in P wird also das Polynom F' eingesetzt).
Zeige, dass man den Zerfillungskorper von P in den Zerfallungskorper von
() einbetten kann.

Aufgabe 21.4. Es sei K ein Korper und sei P € K[X] ein auflosbares
Polynom. Zeige, dass auch P(X™) auflosbar ist.

Nach Aufgabe 5.4 ist das Zentrum Z; = Z = Z(G) einer Gruppe G ein
Normalteiler in G. Folglich gibt es eine Restklassengruppe G/Z(G), die selbst
wiederum ein Zentrum besitzt. Das Urbild dieser Gruppe in G wird mit Z5
bezeichnet; sie ist wieder ein Normalteiler in G, so dass man eine Filtration

0CZ,CZCZ3C -
von Normalteilern in G erhélt. Diese Filtration nennt man Zentralreihe.

Eine Gruppe G heif3t nilpotent, wenn ihre Zentralreihe bei G endet, d.h. wenn
G mit einer iterierten Zentrumsgruppe Z,(G) iibereinstimmt.

Aufgabe 21.5. Zeige, dass eine nilpotente Gruppe auflosbar ist.
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Aufgaben zum Abgeben

Aufgabe 21.6. (4 Punkte)

Es sei K C L eine endliche Galoiserweiterung mit Galoisgruppe G und es sei-
en Hy, Hy, C G Untergruppen mit den zugehorigen Fixkorpern Ky = Fix (H;)
und Ky = Fix (H;). Zeige, dass das Kompositum K7 K, gleich dem Fixkorper
von H1 N H2 ist.

Aufgabe 21.7. (3 Punkte)

Sei n eine ungerade Zahl. Man gebe eine Korpererweiterung Q C L vom
Grad n derart, dass Gal (L|Q) trivial ist.

Aufgabe 21.8. (8 (5+3) Punkte)

Es sei £ C R? ein regulires n-Eck (n > 3) mit den Eckpunkten vy, ..., v,
und es sei V' der von diesen Eckpunkten erzeugte Q-Vektorraum.

a) Zeige die Abschétzungen
p(n) < dimg (V) < ¢(n) + 1.
(Dabei bezeichnet p(n) die eulersche ¢-Funktion).
b) Zeige, dass in (a) sowohl links als auch rechts Gleichheit gelten kann.

Aufgabe 21.9. (4 Punkte)

Wir betrachten die Tabelle, die fiir kleine p und n die endlichen Kreistei-
lungskorper beschreibt.

(p[[1]2]3]4]5]6]7[8][9][10[11]12 |
2 [[1[1]271T4]2]3[1]6]410] 2
31112141 ]6][2]1]4]5]2
5 11l1l2]1]1]2]6]2]6] 1[5 ]2
7Tl 24]1[1][2]3]410] 2
miffrfrf2l2)1]23[2]6l1 |12
wBlrfrfrfrl4(12]2]3]4 101
1711211426124 ]10] 2
offrfrfrl2]21]6[2]1]2]10] 2
2311227423 2]6] 41712
291121221 (2]6] 2107 2
stfftl1f1]2]1]1]6(2[3][1]5 ]2
3rrlrl1f1[4f1]3]21]4]5]1

Begriinde die folgenden (mehr oder weniger sichtbaren) Eigenschaften der
Tabelle.

a) Fir jedes n sind die Eintrige in der n-ten Spalte < ¢(n).
b) Fiir jedes p kommt in der p-ten Zeile die 1 unendlich oft vor.
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Aufgabe 21.10. (3 Punkte)

Es sei G eine endliche Gruppe, fiir die jede Untergruppe ein Normalteiler sei.
Zeige, dass G auflosbar ist.

Die folgende Aufgabe ist ein Kollektivaufgabe.

Aufgabe 21.11. (20 Punkte)

Man lege die folgende Tabelle an, die fiir kleine Primzahlen p zeigt, wie die
Primfaktorzerlegung der Kreisteilungspolynome in Z/(p)[X]| aussieht.

[ n | D, \ 2 \ 3 \ 5 | 7 | 11 | 13
1 X -1 X -1 X -1 X -1 X—-1X-1]X-1
2 X+1 X+1 X+1 X+1 X+1|X+1|X+1
3 X+ X4+1 X2+ X+1|(X+2)?

4 X?+1 (X+1)? | X*+1 | (X+2)(X+3)
5

6

7

8

9

10

12

15

22. ARBEITSBLATT

Aufwiarmaufgaben

Aufgabe 22.1. Zeige, dass zwei Permutationen mit disjunktem Wirkungs-
bereich vertauschbar sind.

Aufgabe 22.2. Sei GG eine zyklische Gruppe der Ordnung 6. Fiir welche
n € N ldsst sich G als Untergruppe der Permutationsgruppe S,, realisieren?

Aufgabe 22.3. Es sei F' € Q[X] ein irreduzibles Polynom vom Grad 3.
Zeige, dass F' entweder eine oder drei reelle Nullstellen besitzt.

Aufgabe 22.4. Zeige, dass die alternierende Gruppe A, C S, firn > 3
eine transitive Untergruppe ist.
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Aufgabe 22.5. Es sei K ein Korper und sei F' € K[X] ein separables ir-
reduzibles Polynom. Es sei L der Zerfallungskorper von F, G = Gal (L|K)
seine Galoisgruppe und Ay, ..., \, die Nullstellen von F' in L. Nach Lemma
13.1 ist G eine Untergruppe der Permutationsgruppe der Nullstellen. Zeige,
dass es sich um eine transitive Untergruppe handelt.

Aufgaben zum Abgeben

Aufgabe 22.6. (3 Punkte)

Sei M eine endliche Menge und sei o eine Permutation auf M und = € M.
Zeige, dass {n € Z|o"(z) = x} eine Untergruppe von Z ist. Den eindeutig
bestimmten nichtnegativen Erzeuger dieser Untergruppe bezeichnen wir mit
ord, 0. Zeige die Beziehung

ord (o) = kgV{ord, o|z € M}.

Aufgabe 22.7. (4 Punkte)

Es sei n > 2 keine Primzahl. Zeige, dass es eine echte Untergruppe H C S,
gibt, die transitiv ist und die mindestens eine Transposition enthélt.

Aufgabe 22.8. (3 Punkte)

Eliminiere in X° + a?X* — a (mit a € Q) durch eine geeignete Substitution
(einen Variablenwechsel) den Term zum Grad 4.

Aufgabe 22.9. (3 Punkte)

Es sei F' € Q[X] ein irreduzibles Polynom vom Grad 3 und seien «, 8,7 € C
die Nullstellen von F'. Zeige, dass die Differenzen a— g und  — v nicht beide
aus Q sein konnen.

Aufgabe 22.10. (4 Punkte)

Es sei F' € Q[X] ein irreduzibles Polynom vom Grad 3. Zeige, dass die
Nullstellen von F' in C nicht die Form a,a? a® (mit einem o € C) haben

konnen.

Aufgabe 22.11. (3 Punkte)

Zeige, dass es ein irreduzibles Polynom F' € Q[X] vom Grad 4 gibt, dessen
Nullstellen in C die Form «, o2, a?, a* besitzen.
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23. ARBEITSBLATT

Aufwirmaufgaben

Aufgabe 23.1. Bestimme die Koordinaten der beiden Schnittpunkte der
Geraden G und des Kreises K, wobei GG durch die Gleichung 2y —3x+1 =10
und K durch den Mittelpunkt (2,2) und den Radius 5 gegeben ist.

Aufgabe 23.2. Rekapituliere die Strahlensétze.

Aufgabe 23.3. Erldutere geometrisch, warum die 0 das neutrale Element
der geometrischen Addition von reellen Zahlen ist.

Aufgabe 23.4. Es seien P,(Q zwei Punkte auf einer Geraden L und M sei
eine weitere Gerade durch P. Konstruiere mit Zirkel und Lineal eine Raute,
so dass P und () Eckpunkte sind und eine Seite auf M liegt.

Aufgabe 23.5. Es seien P und @) zwei konstruierbare Punkte. Zeige, dass
dann auch der Abstand d(P, )) konstruierbar ist.

Aufgaben zum Abgeben

Aufgabe 23.6. (3 Punkte)

Berechne die Koordinaten der beiden Schnittpunkte der beiden Kreise K und
L, wobei K den Mittelpunkt (2,3) und den Radius 4 und L den Mittelpunkt
(5, —1) und den Radius 7 besitzt.

Aufgabe 23.7. (6 Punkte)

Es sei eine zweielementige Menge M = {0,1} in der Ebene gegeben. Wie
viele Punkte lassen sich aus M in einem Schritt, in zwei Schritten und in
drei Schritten konstruieren?

Aufgabe 23.8. (3 Punkte)

Erldutere geometrisch, warum die 1 das neutrale Element der geometrischen
Multiplikation von reellen Zahlen ist.

Aufgabe 23.9. (3 Punkte)

Erldutere geometrisch, woran die geometrische Division von reellen Zahlen
durch 0 scheitert.
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Aufgabe 23.10. (3 Punkte)

Bestimme alle Lésungen der Kreisgleichung
24yt =1

fir die Korper K =7Z/(2), Z/(5) und Z/(11).

Die folgende Aufgabe ist eine Kollektivaufgabe.
Aufgabe 23.11. (15 Punkte)

Schreibe Computeranimationen, die die in Lemma 23.6 beschriebenen Kon-
struktionen veranschaulichen (iber Commons hochladen).

24. ARBEITSBLATT

Aufwiarmaufgaben

Aufgabe 24.1. Es sei K C K’ (C R) eine reell-quadratische Kérpererweite-
rung. Zeige, dass dann auch K[i| C K'[i] eine quadratische Korpererweite-
rung ist.

Aufgabe 24.2. Ist die Zahl, die den ,goldenen Schnitt“ beschreibt, eine
konstruierbare Zahl?

Aufgabe 24.3. Betrachte ein DinA4-Blatt. Ist das Seitenverhéltnis aus lan-
ger und kurzer Seitenlédnge eine konstruierbare Zahl?

Aufgabe 24.4. Zeige direkt, ohne Bezug auf Koordinaten, dass die Summe
von zwei konstruierbaren komplexen Zahlen wieder konstruierbar ist.

Aufgabe 24.5. Zeige, dass es Matrizen M € Maty(R) gibt derart, dass das
charakteristische Polynom aus Q[X] ist, dass in M aber auch transzendente
Eintrdge vorkommen.

Aufgabe 24.6. Es sei ®,, das n-te Kreisteilungspolynom und es sei p eine zu
n teilerfremde Primzahl. Es sei K ein Korper der Charakteristik p, in dem
es eine n-te primitive Einheitswurzel ¢ gebe. Zeige, dass das Produkt

11 (X —¢)

0<i<n, i,n teilerfremd

zu Z/(p)[X] gehort und mit @, mod p tibereinstimmt.
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Aufgaben zum Abgeben

Aufgabe 24.7. (2 Punkte)

Sei Z € C eine konstruierbare Zahl und r eine konstruierbare positive reelle
Zahl. Zeige, dass dann auch der Kreis mit Mittelpunkt Z und Radius r
konstruierbar ist.

Aufgabe 24.8. (3 Punkte)

Es seien P, ()1,(Q)> drei konstruierbare Punkte derart, dass die Abstinde

d(P, Q) und d(P, Q) gleich 1 sind und dass der Winkel zwischen den da-
durch definierten Halbgeraden 90 Grad betriagt. Zeige, dass es dann eine
affin-lineare Abbildung

p:E=R>— E =R

gibt, die 0 auf P, 1 auf @; und i auf Q)5 schickt, und die konstruierbare
Punkte in konstruierbare Punkte iiberfiihrt.

Aufgabe 24.9. (2 Punkte)

Betrachte die Tastatur eines Klaviers. Ist das Schwingungsverhéltnis von
zwei nebeneinander liegendenTasten (bei ,gleichstufiger Stimmung*) eine
konstruierbare Zahl?

Aufgabe 24.10. (3 Punkte)

Konstruiere mit Hilfe von Zirkel und Lineal eine reelle Zahl x, deren Abwei-
chung von /7 kleiner als 0,00001 ist.

Aufgabe 24.11. (2 Punkte)

Zeige, dass die komplexe Zahl re? genau dann konstruierbar ist, wenn 7 und
€' konstruierbar sind.

Aufgabe 24.12. (5 Punkte)

Beweise auf zwei verschiedene Arten, dass die komplexe Quadratwurzel einer
konstruierbaren komplexen Zahl wieder konstruierbar ist.

In der folgenden Aufgabe soll eine Figenschaft bewiesen werden, die in der
Tabelle iiber Kreisteilungspolynome modulo p sichtbar wurde.

Aufgabe 24.13. (6 Punkte)

Es sei ®,, das n-te Kreisteilungspolynom und es sei p eine Primzahl. Zei-
ge, dass das Polynom (®,, mod p) € Z/(p)[X]| das Produkt von irreduziblen
Polynomen ist, die alle den gleichen Grad besitzen.

Tipp: Reduziere auf den Fall, wo n und p teilerfremd ist.
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25. ARBEITSBLATT

Aufwiarmaufgaben

Aufgabe 25.1. Sei GG eine Gruppe. Zeige, dass G genau dann kommutativ
ist, wenn alle Konjugationsklassen einelementig sind.

Aufgabe 25.2. Sei GG eine endliche Gruppe und seien z,y € G konjugierte
Elemente. Zeige, dass x und y die gleiche Ordnung besitzen.

Aufgabe 25.3. Sei GG eine Gruppe und sei H C Z eine Untergruppe des
Zentrums von G. Zeige, dass H ein Normalteiler in G ist.

Aufgabe 25.4. Zeige, dass zwei Permutationen 0,7 € S,, genau dann kon-
jugiert sind, wenn ihre Zykeldarstellung den gleichen Typ haben, d.h. wenn
die Anzahl der Zykel und deren Léngen {ibereinstimmen.

Aufgabe 25.5. Man gebe ein Beispiel fiir eine endliche Kérpererweiterung
Q C K, K C C, das zeigt, dass zu einem Element z = a + bi € K die reellen
Koordinaten a und b nicht zu K gehoéren miissen.

Aufgabe 25.6. Sei Q C K eine endliche normale Korpererweiterung und
sel

k:C—C
die komplexe Konjugation.
a) Zeige, dass k(K) C K gilt.
b) Zeige, dass k|x = idx genau dann gilt, wenn K C R ist.

Aufgabe 25.7. Es sei z € C eine konstruierbare Zahl. Zeige, dass der er-
zeugte Unterkorper Q(z) eine Radikalerweiterung von Q ist.

Aufgabe 25.8. Es sei z € C eine konstruierbare Zahl mit dem Minimal-
polynom F' € Q[X]. Zeige, dass jede komplexe Nullstelle von F' ebenfalls
konstruierbar ist.

Aufgabe 25.9. Es sei z € C eine konstruierbare Zahl mit dem Minimalpo-
lynom F € Q[X]. Zeige, dass der Zerfillungskorper von F' eine Radikaler-
weiterung von Q ist.
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Aufgaben zum Abgeben

Aufgabe 25.10. (4 Punkte)

Es seien K C L C M endliche Korpererweiterungen. Es sei F' € K[X]
ein irreduzibles Polynom, dass iiber M in Linearfaktoren zerfalle. Der Zwi-

schenkorper L enthalte keine Nullstelle von F'. Folgt daraus, dass F' irredu-
zibel {iber L ist?

Aufgabe 25.11. (4 Punkte)
Man gebe ein Beispiel fiir eine endliche Korpererweiterung Q C K, K C C,

derart, dass die komplexe Konjugation sich nicht auf K einschrinken lasst.

Aufgabe 25.12. Essei Q C L eine Korpererweiterung in C und es sei K C L
der Unterkorper, der aus allen konstruierbaren Zahlen in L besteht. Zeige,
dass fiir jeden Automorphismus ¢ € Gal(L|Q) die Beziehung ¢(K) C K
gilt.

Aufgabe 25.13. (3 Punkte)

Sei K C L eine endliche Kérpererweiterung und seien vq,...,v, € L Ele-
mente, die eine K-Basis von L bilden. Sei x € L, x # 0. Zeige, dass auch
vy, ..., 20, € L eine K-Basis von L bilden.

Aufgabe 25.14. (4 Punkte)

Zeige, dass fiir n > 2 der konstante Koeffizient der Kreisteilungspolynome
®,, immer 1 ist.

Aufgabe 25.15. (3 Punkte)
Es seien ay, ..., a, algebraische Zahlen.

a) Zeige, dass es ein irreduzibles Polynom F' € Q[X] gibt derart, dass man
alle o; als Q-Linearkombination von Potenzen der Nullstellen von F schreiben
kann.

b) Zeige, dass es kein irreduzibles Polynom F € Q[X] geben muss derart,
dass alle «; Nullstellen von F' sind.

Aufgabe 25.16. (5 Punkte)

Sei K C L eine endliche Galoiserweiterung mit Galoisgruppe G. Es sei z €
L ein Element derart, dass ¢(z), ¢ € G, eine K-Basis von L bildet. Wir
betrachten das Polynom

F=T[X - o).
peG

Zeige, dass die Koeflizienten von F' zu K gehoren, dass F'in K[X] irreduzibel
ist und dass L der Zerfallungskérper von F iiber K ist.
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26. ARBEITSBLATT

Aufwiarmaufgaben

Aufgabe 26.1. Was ist eigentlich ein ,, Winkel“?

Aufgabe 26.2. Zeige, dass man jeden vorgegebenen Winkel mittels Zirkel
und Lineal halbieren kann.

Aufgabe 26.3. Es sei ein Kreis K und ein Punkt P € K gegeben. Konstru-
iere die Tangente an den Kreis durch P.

Aufgabe 26.4. Zeige, dass es auf dem Einheitskreis unendlich viele konstru-
ierbare Punkte gibt.

Aufgabe 26.5. Bestimme fiir alle n < 30, ob das regelméfige n-Eck mit
Zirkel und Lineal konstruierbar ist oder nicht.

Aufgabe 26.6. Zeige mit Hilfe des verschobenen Eisensteinkriteriums, dass
das Polynom X? — 3X — 1 irreduzibel in Q[X] ist.

Aufgabe 26.7. Zeige, dass das Polynom X? + 2X? — 5 in Q[X] irreduzibel
ist.

Aufgaben zum Abgeben

Aufgabe 26.8. (4 Punkte)

Es sei ein Kreis K und ein Punkt P auflerhalb des Kreises gegeben. Kon-
struiere eine der Tangenten an den Kreis, die durch P lauft.

Aufgabe 26.9. (2 Punkte)

Beweise die Formel
cos 3o = 4 cos® o — 3 cos

aus den Additionstheoremen fiir die trigonometrischen Funktionen.

Aufgabe 26.10. (2 Punkte)
Beweise die Formel
Xitpl=X+DX" = X" 2+ X" - +X°—X+1)

fiir 4 ungerade.
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Aufgabe 26.11. (4 Punkte)

Bestimme die Koordinaten der fiinften Einheitswurzeln in C.

Aufgabe 26.12. (4 Punkte)

Zeige, dass es nicht fiir jede konstruierbare Zahl z € C einen Kreistei-
lungskorper K, gibt mit z € K,,.
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TESTKLAUSUR 1

Fachbereich Mathematik /Informatik 21. Mai 2011
Prof. Dr. H. Brenner

Korper- und Galoistheorie
Testklausur

Dauer: Zwei volle Stunden + 10 Minuten Orientierung, in denen noch nicht
geschrieben werden darf.

Es sind keine Hilfsmittel erlaubt.
Alle Antworten sind zu begriinden.

Es gibt insgesamt 64 Punkte. Es gilt die Sockelregelung, d.h. die Bewertung
pro Aufgabe(nteil) beginnt bei der halben Punktzahl. Die Gesamtpunktzahl
geht doppelt in Thre Ubungspunktzahl ein.

Zur Orientierung: Zum Bestehen braucht man 16 Punkte, ab 32 Punkten
gibt es eine Eins

Tragen Sie auf dem Deckblatt Thren Namen ein.
Viel Erfolg!

Name, VOTNAINE:  .ooooiiiiiiiiii e

MatrTIKeIUIINIOT: oo e

Aufgabe: 112131415 /6|7|8|9|10/11(12|13|14|>]
mogl. Pkt.: |4 (4|34 |13[4[4|3]6|7|8|5|4]|5>5 |64
erhalt. Pkt.:

Note:
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Aufgabe 1.1. (4 Punkte)
Definiere die folgenden (kursiv gedruckten) Begriffe.

1) Eine endliche Korpererweiterung K C L.

2) Der Grad einer endlichen Korpererweiterung K C L.

3) Eine Einheit u in einem kommutativen Ring R.

4) Eine n-te Einheitswurzel z in einem Korper K (n € N).
5) Die Charakteristik eines Korpers K.

6) Ein innerer Automorphismus einer Gruppe G.

7) Eine algebraische Zahl z € C.

8) Die Galoisgruppe einer Korpererweiterung K C L.

(
(
(
(
(
(
(
(

Aufgabe 1.2. (4 Punkte)

Formuliere die folgenden Sétze bzw. Formeln.

(1) Die Gradformel fiir zwei endliche Korpererweiterungen K C L und
LCM.

(2) Die trigonometrische Darstellung der n-ten komplexen Einheitswur-
zeln (n € N).

(3) Der Satz von Lagrange iiber die Ordnung eines Gruppenelementes
g € G in einer endlichen Gruppe G.

(4) Der Satz diber den Einsetzungshomomorphismus zu einer R-Algebra
A und einem Element f € A.

Aufgabe 1.3. (3 Punkte)

Bestimme eine ganze Zahl n derart, dass die Losungen der quadratischen
Gleichung
7
* + 3z + 3= 0
in Q[v/n] liegen.

Aufgabe 1.4. (4 Punkte)

Forme die Gleichung
2+ 102t +2-5=0
in eine dquivalente Gleichung der Form
Y? + b3y’ + bay® + by + by = 0
mit b; € Q um.

Aufgabe 1.5. (3 Punkte)
Bestimme das Minimalpolynom der komplexen Zahl 2 4 5i {iber Q.
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Aufgabe 1.6. (4 Punkte)

Betrachte den Kérper K = Fy = Z/(2)[U]/(U? 4+ U +1). Fiihre im Polynom-
ring K[X] die Polynomdivision

X'+ uX?+ (u+1)X + 1 durch uX?+ X +u+1

aus, wobei u die Restklasse von U in K bezeichnet.

Aufgabe 1.7. (4 Punkte)

Finde im Polynomring Z/(2)[X] ein irreduzibles Polynom vom Grad vier.

Aufgabe 1.8. (3 Punkte)
Berechne in

Z)(D[X]/(X?+4X* 4+ X +5)
das Produkt

(22 + 52 +3) - (32° + = + 6)

( bezeichne die Restklasse von X).

Aufgabe 1.9. (6 Punkte)

Beweise die ,,Gradformel® fiir eine Folge von endlichen Kérpererweiterungen
KCLCM.

Aufgabe 1.10. (7 Punkte)

Es seien k und n ganze Zahlen. Zeige, dass die folgenden Aussagen édquivalent
sind.

(1) k teilt n.
(2) Es ist Zn C Zk.
(3) Es gibt einen Ringhomomorphismus

(4) Es gibt einen surjektiven Gruppenhomomorphismus

Z](n) — Z/ (k).
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Aufgabe 1.11. (8 Punkte)

Es sei n € Ny und es sei pu,, C C die Menge der n-ten komplexen Einheits-
wurzeln. Es sei F' € C[X] ein Polynom. Zeige, dass F' € C[X"] (d.h., dass
F als Polynom in X™ geschrieben werden kann) genau dann gilt, wenn fiir
jedes z € p,, die Gleichheit

F(zX) = F(X)
gilt.

Aufgabe 1.12. (5 Punkte)

Sei K ein Korper und K[X] der Polynomring iiber K. Zeige unter Verwen-
dung der Division mit Rest, dass K[X] ein Hauptidealbereich ist.

Aufgabe 1.13. (4 Punkte)

Bestimme die Galoisgruppe (einschlielich der Gruppenstruktur) der Korper-
erweiterung Q C Q[d].

Aufgabe 1.14. (5 (342) Punkte)

Es seien D; und Dy kommutative Gruppen und seien DY und Dj die zu-
gehorigen Charaktergruppen zu einem Koérper K.

(1) Zeige, dass zu einem Gruppenhomomorphismus
w:Dy — Dy
durch die Zuordnung x — x o ¢ ein Gruppenhomomorphismus
¢" : Dy — DY
definiert wird.
(2) Es sei D3 eine weitere kommutative Gruppe und sei
Y : Dy — Ds
ein Gruppenhomomorphismus. Zeige die Gleichheit
(o) = oy,
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TESTKLAUSUR 1 MIT LOSUNGEN

Fachbereich Mathematik /Informatik 21. Mai 2011
Prof. Dr. H. Brenner

Korper- und Galoistheorie
Testklausur mit Losungen

Dauer: Zwei volle Stunden + 10 Minuten Orientierung, in denen noch nicht
geschrieben werden darf.

Es sind keine Hilfsmittel erlaubt.
Alle Antworten sind zu begriinden.

Es gibt insgesamt 64 Punkte. Es gilt die Sockelregelung, d.h. die Bewertung
pro Aufgabe(nteil) beginnt bei der halben Punktzahl. Die Gesamtpunktzahl
geht doppelt in Thre Ubungspunktzahl ein.

Zur Orientierung: Zum Bestehen braucht man 16 Punkte, ab 32 Punkten
gibt es eine Eins

Tragen Sie auf dem Deckblatt Thren Namen ein.
Viel Erfolg!

Name, VOTNAINE: ..ot

MatrIKeIUIIINIOT: oo e

Aufgabe: 112131415 /6|7|8|9|10/11(12|13|14|>]
mogl. Pkt.: |4 (4|34 |13[4[4|3]6|7|8|5|4]|5>5 |64
erhalt. Pkt.:

Note:
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Aufgabe 1.1. (4 Punkte)
Definiere die folgenden (kursiv gedruckten) Begriffe.

1
2) Der Grad einer endlichen Korpererweiterung K C L.

3) Eine Einheit u in einem kommutativen Ring R.

4) Eine n-te Finheitswurzel z in einem Korper K (n € N,).
5) Die Charakteristik eines Korpers K.

6) Ein innerer Automorphismus einer Gruppe G.

7) Eine algebraische Zahl z € C.

8) Die Galoisgruppe einer Korpererweiterung K C L.

(
(
(
(
(
(
(
(

Losung

(1) Eine Korpererweiterung K C L heifit endlich, wenn L ein endlich-
dimensionaler Vektorraum iiber K ist.

(2) Bei einer endlichen Korpererweiterung K C L nennt man die K-
(Vektorraum-)Dimension von L den Grad der Korpererweiterung.

(3) Ein Element v in einem kommutativen Ring R heit Einheit, wenn
es ein Element v € R mit uv = 1 gibt.

(4) Ein Element z € K heifit n-te Finheitswurzel, wenn 2™ = 1 ist.

(5) Die Charakteristik eines Korpers K ist die kleinste positive natiirliche
Zahl n mit der Eigenschaft n - 1x = 0. Die Charakteristik ist 0, falls
keine solche Zahl existiert.

(6) Ein Automorphismus

G—d
der Form z — gzg~! zu einem festen Element g € G heifit innerer
Automorphismus.

(7) Eine Zahl z € C heifit algebraisch, wenn es ein von 0 verschiedenes
Polynom P € Q[X] gibt mit P(z) = 0.

(8) Unter der Galoisgruppe versteht man die Gruppe aller K-Algebra-
Automorphismen von L, also

Aufgabe 1.2. (4 Punkte)

Formuliere die folgenden Sétze bzw. Formeln.

(1) Die Gradformel fur zwei endliche Korpererweiterungen K C L und
LCM.

(2) Die trigonometrische Darstellung der n-ten komplexen Einheitswur-
zeln (n € N).
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(3) Der Satz von Lagrange iiber die Ordnung eines Gruppenelementes
g € G in einer endlichen Gruppe G.

(4) Der Satz diber den Einsetzungshomomorphismus zu einer R-Algebra
A und einem Element f € A.

Losung

(1) Die Gradformel besagt, dass K’ C M eine endliche Kérpererweiterung
ist und dass

grady M = grad, L - grad; M

gilt.
(2) Die n-ten komplexen Einheitswurzeln besitzen die Darstellung
27k 27k
cosi—l—z inL k=0,1,...,n—1.
n n

(3) Die Ordnung von g teilt die Ordnung der Gruppe.
(4) Es gibt einen eindeutig bestimmten R-Algebra-Homomorphismus

¥ R[X] — A
mit P(X) = f.

Aufgabe 1.3. (3 Punkte)

Bestimme eine ganze Zahl n derart, dass die Losungen der quadratischen
Gleichung

7
x2+3x+§:0

in Q[v/n] liegen.

Losung

Wir schreiben die Gleichung als
79 —28 —|— 27 —1

3) L9
2 3 4 12°

x+——i\/;—j:\/—7——i\/_

Also liegen die Losungen in Q[v/—3

(z +
Dabher ist
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Aufgabe 1.4. (4 Punkte)

Forme die Gleichung
®+ 10z + 2 —-5=0
in eine dquivalente Gleichung der Form
y® + bsy® + bay® + b1y + by = 0
mit b; € Q um.

Losung

Wir machen den Ansatz r = y + c. Einsetzen ergibt
(y+¢)’ +10(y+e)* +y+c—5=0,
wobei der Koeffizient zu y* gleich 0 werden soll. Dieser Koeffizient ist 5¢+ 10,
also muss man
c=—2

wéhlen. Damit wird das Polynom zu

= (y+0’+10(y+c)' +y+c—5

= (y—2°+10(y—2)*+y—2-5

= v’ —5-2y" +10(—2)%y® + 10(—2)y* + 5(—-2)*y — 2°

+10(y* + 4(=2)y* + 6(—2)*y* + 4(—2)°y + 16) +y — 7

= y° +40y® — 80y* + 80y — 32 — 80y® + 240y — 320y + 160 +y — 7

= y° —40y® + 160y* — 239y + 121
und die dquivalente Gleichung ist

y® — 40y> + 160y — 239y + 121 = 0.

Aufgabe 1.5. (3 Punkte)
Bestimme das Minimalpolynom der komplexen Zahl 2 4 5¢ iiber Q.

Losung

Es ist
(2+50)* = 4—25+20i = —21 + 20i.
Dies ist eine Q-Linearkombination von 1 und 2 + 57, ndmlich
—21420i = —29- 1+ 4(2 + 57).

Daher ist
7% — 47 +29
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ein annullierendes Polynom von 2 + 5i. Wegen 2 + 5i ¢ Q kann es kein
annullierendes Polynom von einem kleineren Grad geben, also handelt es
sich um das Minimalpolynom.

Aufgabe 1.6. (4 Punkte)

Betrachte den Kérper K =Fy = Z/(2)[U]/(U?+ U +1). Fiihre im Polynom-
ring K[X] die Polynomdivision

X'+ uX?+ (u+1)X + 1 durch uX?+ X +u+1

aus, wobei u die Restklasse von U in K bezeichnet.

Losung

Die Division mit Rest ergibt
X uX?+H(u+ D)X +1 = (uX 4+ X +u+1D) ((u+ 1) X2+ (u+ 1) X +(u+1)) FuX +utl.

Aufgabe 1.7. (4 Punkte)

Finde im Polynomring Z/(2)[X] ein irreduzibles Polynom vom Grad vier.

Losung

Wir betrachten das Polynom
F=X'"+X+1.

Da weder 0 noch 1 eine Nullstelle von F' sind, besitzt es keinen Linearfaktor.
Die einzige verbleibende Faktorzerlegung wére als ein Produkt von zwei ir-
reduziblen Polynomen vom Grad zwei. Das einzige irreduzible Polynom vom
Grad zwei ist X? + X + 1. Wegen

(X2 4+ X+1)? = X'+ X2 +1 £F
ist F' irreduzibel.

Aufgabe 1.8. (3 Punkte)
Berechne in

Z)(DIX]/(XP +4X% + X +5)
das Produkt

(222 + 52 +3) - (32° + = + 6)
(x bezeichne die Restklasse von X).
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Losung
Es ist
23 = 322 4+ 6x+2
und
vt = 2(32% + 6z +2)

= 32° 4 62° + 22

= 3(32% 4+ 61 +2) + 62° + 22

= 2%+ 62 +6.
Daher ist

62" + 323 + 52 + bx + 4
= 6(2°+ 62 +6) + 3(32* + 62 + 2) + 52° + 5z + 4
= 627+ 32+ 4.

(22 + 51 +3) - (32° + = + 6)

Aufgabe 1.9. (6 Punkte)

Beweise die ,,Gradformel® fiir eine Folge von endlichen Kérpererweiterungen
KCLCM.

Losung

Wir setzen grady L = n und grad; M = m. Es sei x1,...,2z, € L eine K-
Basis von L und v, ...,y, € M eine L-Basis von M. Wir behaupten, dass
die Produkte

iy, 1 <1 <n, 1 <j5<m,
eine K-Basis von M bilden. Wir zeigen zuerst, dass diese Produkte den
Vektorraum M iiber K aufspannen. Sei dazu z € M. Wir schreiben

2 =Dbiy1 + ... + bpyn mit Koeflizienten b; € L.
Wir kénnen jedes b; als b; = ajjz1 + ... + anjz, mit Koeffizienten a;; € K

ausdriicken. Das ergibt

z = biyr+ ...+ bnYm
= (apnx1+ ...+ anz)yr + ...+ (@1 + -+ G ) Ym

E aijxiyj.

1<i<n, 1<j<m

Daher ist z eine K-Linearkombination der Produkte z;y;. Um zu zeigen, dass
diese Produkte linear unabhéngig sind, sei

0= Z Cij T3y

1<i<n, 1<j<m
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angenommen mit ¢;; € K. Wir schreiben dies als 0 = » 7% (371, cijzi)y;-

Da die y; linear unabhéngig iiber L sind und die Koeffizienten der y; zu L
gehoren folgt, dass Y, ¢;;z; = 0 ist fiir jedes j. Da die x; linear unabhéngig
iiber K sind und ¢;; € K ist folgt, dass ¢;; = 0 ist fiir alle ¢, j.

Aufgabe 1.10. (7 Punkte)

Es seien k und n ganze Zahlen. Zeige, dass die folgenden Aussagen dquivalent
sind.

(1) k teilt n.

(2) Es ist Zn C Zk.

(3) Es gibt einen Ringhomomorphismus
Z)(n) — Z (k).

(4) Es gibt einen surjektiven Gruppenhomomorphismus
Z)(n) — Z/ (k)

Losung

(1) = (2). Wenn k ein Teiler von n ist, so ist n = ak mit einem a € Z und da-
her ist n € Zk. Somit gilt die Idealinklusion Zn C Zk. (2) = (3). Wegen der
Idealinklusion Zn C Zk wird unter dem Restklassen-Ringhomomorphismus

Z — 7/(k)

das Ideal Zn auf 0 abgebildet. Daher gibt es aufgrund des Satzes iiber die
induzierte Abbildung einen Ringhomomorphismus

Z](n) — Z/(k).

(3) = (4). Es sei

p:2/(n) — Z/ (k)
der gegebene Ringhomomorphismus. Dieser ist insbesondere ein Gruppenho-
momorphismus, und es gilt ¢(1) = 1. Da die 1 € Z/(k) diese Gruppe erzeugt,
ist ¢ surjektiv. (4) = (1). Es sei

p:2/(n) — Z/ (k)

ein surjektiver Gruppenhomomorphismus. Bei n = 0 ist die Aussage richtig.
Sei also n # 0, so dass die angegebenen Gruppen die endlichen Ordnungen
n bzw. k besitzen. Dabei ist nach dem Isomorphiesatz die Gruppe Z/(k) iso-
morph zu einer Restklassengruppe von Z/(n) und aufgrund der Indexformel
ist k& (die Anzahl der Nebenklassen) ein Teiler von n.
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Aufgabe 1.11. (8 Punkte)

Es sei n € Ny und es sei pu,, C C die Menge der n-ten komplexen Einheits-
wurzeln. Es sei F' € C[X] ein Polynom. Zeige, dass F' € C[X"] (d.h., dass
F als Polynom in X™ geschrieben werden kann) genau dann gilt, wenn fiir
jedes z € p,, die Gleichheit

F(zX) = F(X)
gilt.

Losung

Sei zundchst F' € C[X™]. Dann schreiben wir F' = Ef_o a;(X™)'. Fiir z € p,
ist somit
k k

k
F(zX) = > ai((zX)") =) a(z"X") =) a(X") = F(X).
=0 1=0 =0
Fiir die Umkehrung sei

k
F= Z Xt
=0

Es sei z eine primitive n-te Einheitswurzel, so dass man alle Einheitswurzeln
eindeutig als 27, 7 = 0,...,n — 1, schreiben kann. Es ist

nF(X) = ) F(¥X)

Wir zeigen, dass die Koeffizienten zu X°, wenn i kein Vielfaches von n ist,
gleich 0 sind. Dies gilt dann auch fiir F.

Sei also i kein Vielfaches von n. Da z primitiv ist, ist w = 2° eine n-te
Einheitswurzel, aber nicht 1. Wegen der Faktorisierung

X' —1=(X-1D)X" " +.. . +X+1)
ist daher Z;:& wl = 0.

Aufgabe 1.12. (5 Punkte)

Sei K ein Korper und K[X] der Polynomring iiber K. Zeige unter Verwen-
dung der Division mit Rest, dass K[X] ein Hauptidealbereich ist.
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Losung

Sei I ein von null verschiedenes Ideal in K'[X]. Betrachte die nichtleere Menge
{grad (P)|P €I, P #0}.

Diese Menge hat ein Minimum m € N, das von einem Element F € I,
F # 0, herriihrt, sagen wir m = grad (F'). Wir behaupten, dass I = (F) ist.
Sei hierzu P € I gegeben. Aufgrund der Division mit Rest gilt

P =FQ+ R mit grad (R) < grad (F') oder R =0.

Wegen R € I und der Minimalitét von grad (F') kann der erste Fall nicht
eintreten. Also ist R = 0 und P ist ein Vielfaches von F.

Aufgabe 1.13. (4 Punkte)

Bestimme die Galoisgruppe (einschliellich der Gruppenstruktur) der Korper-
erweiterung Q C Q[i].

Losung

Es ist Q[i] & Q[X]/(X? + 1). Ein Q-Algebra-Homomorphismus muss i auf
eine Nullstelle von X? + 1 schicken, also auf ¢ oder auf —i. Die dadurch
definierten surjektiven Einsetzungshomomorphismen

QX] — Q[
legen nach dem Isomorphiesatz einen Q-Algebra-Automorphismus

Q[i] — Ql4]
fest. Die Galoisgruppe besteht also aus der Identitdt und der Konjugation
a+bi — a—bi. Die Identitét ist das neutrale Element dieser Gruppe und die

Hintereinanderausfithrung der Konjugation ist die Identitét, was die Grup-
penstruktur festlegt.

Aufgabe 1.14. (5 (342) Punkte)

Es seien D; und Dy kommutative Gruppen und seien DY und Dy die zu-
gehorigen Charaktergruppen zu einem Koérper K.

(1) Zeige, dass zu einem Gruppenhomomorphismus
w:Dy — Dy
durch die Zuordnung x + x o ¢ ein Gruppenhomomorphismus
¢ Dy — DY

definiert wird.
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(2) Es sei D3 eine weitere kommutative Gruppe und sei
Y : Dy — Ds
ein Gruppenhomomorphismus. Zeige die Gleichheit
(o) = ¢ oy,

Losung

(1) Ein Charakter y € Dy ist ein Gruppenhomomorphismus
Dy — K™,
daher ist die Verkniipfung
xop:Dy — K*

ein Element aus Dy, die Abbildung ist also wohldefiniert. Zu zwei
Charakteren x1, x2 € Dy und einem beliebigen Element d € Dy ist

(1 x2)op)(d) = (x1-x2)(e(d))
= x1(v(d)) - x2((d))
= ((xaop)(d) ((xao¢)(d))
= ((x109)  (x209))(d).
Also ist
e'(x1-x2) = (x1-x2)oe = (xi0o9) - (xao9) = ¢ (x1) - ¢’ (x2)

und die Zuordnung ist ein Gruppenhomomorphismus.
(2) Dies ergibt sich fiir x € Dy direkt aus

(o) (x) = xo(vop) = (xov)op = " (xov) = ¢* (' (x)) = (¢ ov")(x).
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TESTKLAUSUR 2

Fachbereich Mathematik /Informatik 2. Juli 2011
Prof. Dr. H. Brenner

Korper- und Galoistheorie

Testklausur 11

Dauer: Zwei volle Stunden + 10 Minuten Orientierung, in denen noch nicht
geschrieben werden darf.

Es sind keine Hilfsmittel erlaubt.
Alle Antworten sind zu begriinden.

Es gibt insgesamt 64 Punkte. Es gilt die Sockelregelung, d.h. die Bewertung
pro Aufgabe(nteil) beginnt bei der halben Punktzahl. Die Gesamtpunktzahl
geht doppelt in Thre Ubungspunktzahl ein.

Zur Orientierung: Zum Bestehen braucht man 16 Punkte, ab 32 Punkten
gibt es eine Eins

Tragen Sie auf dem Deckblatt Thren Namen ein.
Viel Erfolg!

Name, VOTNAINE:  .oooiiiiiiiiii et

MatrIKeIUIIINIOT: oo e

Aufgabe: 112131415 /6|7|8|9|10/11(12|13|14|>]
mogl. Pkt.: |4 (4314|143 [543 [3|5|5]|10|7 /|64
erhalt. Pkt.:

Note:
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Aufgabe 2.1. (4 Punkte)

Definiere die folgenden (kursiv gedruckten) Begriffe.
(1) Ein Normalteiler N in einer Gruppe G.
(2) Eine aufidsbare Gruppe G.
(3) Eine n-te primitive Einheitswurzel ¢ in einem Korper K (n € N,).
(4) Der Grad einer endlichen Korpererweiterung K C L.
(5) Ein separables Polynom P € K[X] iiber einem Korper K.
(6) Die Galoisgruppe einer Korpererweiterung K C L.
(7) Eine (endliche) Galoiserweiterung K C L.
(8) Der n-te Kreisteilungskorper (iiber Q).

Aufgabe 2.2. (4 Punkte)

Formuliere die folgenden Sétze bzw. Formeln.

(1) Das Lemma von Dedekind fiir Charaktere auf einem Monoid M in
einen Korper K.

(2) Der Satz dber die Galoiskorrespondenz bei einer endlichen Galoiser-
weiterung K C L.

(3) Das Eisensteinsche Irreduzibilititskriterium (iiber Z bzw. Q).

(4) Der Satz diber den Grad der Kreisteilungskdrper (iber Q).

Aufgabe 2.3. (3 Punkte)

Bestimme das Minimalpolynom der komplexen Zahl 7w + ei iiber R.

Aufgabe 2.4. (4 (1+1+2) Punkte)

a) Zeige, dass durch
K =27/(D[T]/(T° - 2)
ein Korper mit 343 Elementen gegeben ist.
b) Berechne in K das Produkt (7% + 2T + 4)(272 + 5).

c¢) Berechne das (multiplikativ) Inverse zu T+ 1.

Aufgabe 2.5. (4 (14+1+1+41) Punkte)
Wir betrachten das Polynom
P=X""+105X" 415X +45.
Bestimme fiir die folgenden Kérper K, ob P irreduzibel in K[X] ist.
a) K = Q.
b) K = R.
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) K =17/(2).
d) K =Q[T]/(T™2° + 10579 4+ 15T + 45).

Aufgabe 2.6. (3 (1+2) Punkte)

Sei Q C K eine endliche normale Korpererweiterung und sei
k:C—C

die komplexe Konjugation.

a) Zeige, dass k(K) C K gilt.

b) Zeige, dass k|x = idx genau dann gilt, wenn K C R ist.

Aufgabe 2.7. (5 Punkte)
Es sei K ein Korper. Beweise die Produktregel fiir das formale Ableiten
D:K[X] — K[X], F— F'.

Aufgabe 2.8. (4 Punkte)
Beweise das Lemma von Dedekind fiir zwei Charaktere
X1, X2 G— K

auf einem Monoid G in einen Kérper K.

Aufgabe 2.9. (3 Punkte)
Bestimme die Matrix des Frobenius-Homomorphismus
d ZF25 — F25

bzgl. einer geeigneten F5-Basis von Fos.

Aufgabe 2.10. (3 Punkte)
Wie viele Unterkorper besitzt der endliche Korper Fgos?

Aufgabe 2.11. (5 Punkte)

Sei D = Z/(n) und sei K ein Korper, der eine n-te primitive Einheitswurzel
¢ enthélt. Es sei L eine D-graduierte Koérpererweiterung von K. Beschreibe
die Matrizen der K-Algebra-Automorphismen auf L (also die Elemente der
Galoisgruppe Gal (L|K)) beziiglich einer geeigneten K-Basis von L.
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Aufgabe 2.12. (5 Punkte)

Es sei K C L eine endliche Galoiserweiterung mit Galoisgruppe G und es sei-
en Hy, Hy C G Untergruppen mit den zugehorigen Fixkorpern Ky = Fix (H;)
und Ky = Fix(Hy). Zeige, dass der Durchschnitt K; N K, gleich dem
Fixkorper zu H ist, wobei H die von H; und H, erzeugte Untergruppe be-
zeichnet (das ist die kleinste Untergruppe von G, die sowohl H; als auch H,
enthilt).

Aufgabe 2.13. (10 (4+6) Punkte)

Es sei Q C K, (in C) der n-te Kreisteilungskorper und sei ¢ eine n-te primi-
tive Einheitswurzel. Wir betrachten die Elemente (%, ¢ € (Z/(n))*.

a) Zeige, dass fiir eine Primzahl n = p diese Elemente eine Q-Basis von K,
bilden.

b) Sei p eine Primzahl und n = p?. Zeige, dass diese Elemente keine Q-Basis
von K,, bilden.

Aufgabe 2.14. (7 Punkte)
Es sei G eine auflésbare Gruppe und
q:G— H

ein surjektiver Gruppenhomomorphismus. Zeige, dass auch H auflosbar ist.
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TESTKLAUSUR 2 MIT LOSUNGEN

Fachbereich Mathematik /Informatik 2. Juli 2011
Prof. Dr. H. Brenner

Korper- und Galoistheorie
Testklausur 1I mit Loésungen

Dauer: Zwei volle Stunden + 10 Minuten Orientierung, in denen noch nicht
geschrieben werden darf.

Es sind keine Hilfsmittel erlaubt.
Alle Antworten sind zu begriinden.

Es gibt insgesamt 64 Punkte. Es gilt die Sockelregelung, d.h. die Bewertung
pro Aufgabe(nteil) beginnt bei der halben Punktzahl. Die Gesamtpunktzahl
geht doppelt in Thre Ubungspunktzahl ein.

Zur Orientierung: Zum Bestehen braucht man 16 Punkte, ab 32 Punkten
gibt es eine Eins

Tragen Sie auf dem Deckblatt Thren Namen ein.
Viel Erfolg!

Name, VOTNAINE:  .ooooiiiiiiiiii e

MatrIKeIUIINIOT: oo e

Aufgabe: 112131415 /6|7|8|9|10/11(12|13|14|>]
mogl. Pkt.: |4 (4314|143 [543 [3|5|5]|10|7 /|64
erhalt. Pkt.:

Note:
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Aufgabe 2.1. (4 Punkte)
Definiere die folgenden (kursiv gedruckten) Begriffe.

1
2) Eine auflosbare Gruppe G.

3) Eine n-te primitive Einheitswurzel ¢ in einem Koérper K (n € Ny).
4) Der Grad einer endlichen Kérpererweiterung K C L.

5) Ein separables Polynom P € K[X] {iber einem Korper K.

6) Die Galoisgruppe einer Korpererweiterung K C L.

7) Eine (endliche) Galoiserweiterung K C L.

8) Der n-te Kreisteilungskorper (iiber Q).

(
(
(
(
(
(
(
(

Losung

(1) Ein Untergruppe H C G ist ein Normalteiler, wenn
xH = Hzx

ist fiir alle x € G.
(2) Eine Gruppe G heifit auflosbar, wenn es eine Filtrierung

{e} =Gy CG1CG,C...CG1 CGr =G

gibt derart, dass GG; ein Normalteiler in GG;,; ist und die Restklassen-
gruppe G;,1/G; abelsch ist (fir jedes i =0,..., k—1).

(3) Eine n-te Einheitswurzel heifit primitiv, wenn sie die Ordnung n be-
sitzt.

(4) Bei einer endlichen Kérpererweiterung K C L nennt man die K-
(Vektorraum-)Dimension von L den Grad der Korpererweiterung.

(5) Ein Polynom P € K[X] heifit separabel, wenn es iiber keinem Erwei-
terungskoérper K C L mehrfache Nullstellen besitzt.

(6) Unter der Galoisgruppe versteht man die Gruppe der K-Algebra-
Automorphismen

Auty (L).

(7) Eine endliche Korpererweiterung K C L heifit eine Galoiserweite-
rung, wenn

#(Gal (L|K)) = grady L
gilt.
(8) Der n-te Kreisteilungskorper ist der Zerfallungskorper des Polynoms

X"—1
iiber Q.
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Aufgabe 2.2. (4 Punkte)

Formuliere die folgenden Sétze bzw. Formeln.

(1) Das Lemma von Dedekind fir Charaktere auf einem Monoid M in
einen Korper K.

(2) Der Satz iber die Galoiskorrespondenz bei einer endlichen Galoiser-
weiterung K C L.

(3) Das Fisensteinsche Irreduzibilititskriterium (iiber Z bzw. Q).

(4) Der Satz diber den Grad der Kreisteilungskorper (iiber Q).

Losung

(1) Es sei G ein Monoid, K ein Kérper und xi,...,x, € Char (G, K)
seien n Charaktere. Dann sind diese Charaktere linear unabhéngig
(als Elemente in Homg (G, K)).

(2) Es sei K C L eine endliche Galoiserweiterung mit der Galoisgruppe
G = Gal (L|K). Dann sind die Zuordnungen

M s Gal (L|M) und H — Fix (H)

zueinander inverse Abbildungen zwischen der Menge der Zwischen-
korper M, K C M C L, und der Menge der Untergruppen von G.
Bei dieser Korrespondenz werden die Inklusionen umgekehrt.

(3) Essei F =% ,¢; X" € Z[X] ein Polynom. Es sei p € Z eine Primzahl
mit der Eigenschaft, dass p den Leitkoeffizienten ¢, nicht teilt, aber
alle anderen Koeffizienten teilt, aber dass p? nicht den konstanten
Koeffizienten ¢y teilt. Dann ist F' irreduzibel in Q[X].

(4) Der Kreisteilungskorper K, besitzt iiber Q den Grad ¢(n) (¢ die
eulersche op-Funktion).

Aufgabe 2.3. (3 Punkte)

Bestimme das Minimalpolynom der komplexen Zahl 7 + ez iiber R.

Losung

Wegen e # 0 gehort diese Zahl nicht zu R, daher besitzt das Minimalpolynom
den Grad 2. Es ist

(m+ei)? = 72

Dabher ist

—e?+2mei = w—e*+2n(m+ei)—217 = 2n(n+ei) —n°—e’.

X2 —o2rX + 712 +e?

das Minimalpolynom.
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Aufgabe 2.4. (4 (1+1+2) Punkte)
a) Zeige, dass durch
K =1Z/(7[T]/(T° - 2)
ein Korper mit 343 Elementen gegeben ist.
b) Berechne in K das Produkt (72 + 2T + 4)(27? + 5).
c¢) Berechne das (multiplikativ) Inverse zu T+ 1.

Losung

a) Es ist
13=1,22=1,3=6,4=1,5=6,6=6.
Also besitzt das Polynom 7% — 2 keine Nullstelle in Z/(7) und ist somit

irreduzibel, also ist Z/(7)[T|/(T?—2) ein Kérper. Die Restklassen von 1, T, T
bilden eine Z/(7)-Basis, so dass dieser Kérper 72 = 343 Elemente besitzt.

b) Es ist
(T? + 2T +4)(2T° +5) = 2T* +4T° +6T*+ 3T +6

AT +1+6T*+3T +6
= 67>

¢) Polynomdivision liefert
T°—2=(T*+6T+1)(T+1)+4.

In K gilt somit (T + 1)(7? 4+ 6T + 1) = 3. Das Inverse von 3 in Z/(7) ist 5,
also ist 572 4+ 2T + 5 das Inverse von T + 1.

Aufgabe 2.5. (4 (1+1+1+41) Punkte)
Wir betrachten das Polynom

P =X 4105X"% + 15X +45.
Bestimme fiir die folgenden Kérper K, ob P irreduzibel in K[X] ist.

>K:@
b) K
c) K = Z/(2)

d) K = Q[T]/(T™ + 10579 + 15T + 45).
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Losung

a) Wir kénnen das Eisenstein-Kriterium mit der Primzahl 5 anwenden. Die 5
teilt alle Koeffizienten von P aufler dem Leitkoeffizienten, und 5% teilt nicht
den konstanten Term. Also ist P irreduzibel in Q[X].

b) Das Polynom hat ungeraden Grad, daher besitzt es aufgrund des Zwi-
schenwertsatzes eine reelle Nullstelle und ist daher nicht irreduzibel in R[X].

c¢) Uber K = Z/(2) wird das Polynom zu X™2 + X103 + X + 1, das die
Nullstelle 1 besitzt. Also ist P nicht irreduzibel in Z/(2)[X].

d) Zunéchst ist K ein Korper aufgrund von Teil (a). Es sei ¢ die Restklasse
von 7. In K ist nach Konstruktion P(t) = 0, also ist ¢ eine Nullstelle von P
und P ist nicht irreduzibel in K[X].

Aufgabe 2.6. (3 (1+2) Punkte)

Sei Q C K eine endliche normale Korpererweiterung und sei
k:C—C

die komplexe Konjugation.

a) Zeige, dass k(K) C K gilt.

b) Zeige, dass k|x = idx genau dann gilt, wenn K C R ist.

Losung

a) Die Verkniipfung K — C -+ C (¢ die Inklusion) ist ein Q-Algebra-
Homomorphismus, daher ist das Bild dieser Abbildung nach Satz 14.3 gleich
K.

b) Bei K C R ist natiirlich k|x = idg, da die komplexe Konjugation auf
R die Identitét ist und sich diese Eigenschaft auf eine Teilmenge iibertragt.
Wenn andererseits K Z R ist, so gibt es (wegen K C C) ein a + bi € K mit
b # 0. Fiir dieses Element ist k(a4 bi) = a—bi # a+bi, so dass die komplexe
Konjugation nicht die Identitéat auf K ist.

Aufgabe 2.7. (5 Punkte)

Es sei K ein Korper. Beweise die Produktregel fiir das formale Ableiten

D:K[X] — K[X], F— F.
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Losung

Die Produktregel besagt
(F-GY=F-G+F-G.

Nach Definition ist die Ableitung F' +— F’ eine K-lineare Abbildung. Deshalb
und aufgrund des Distributivgesetzes sind fiir festes G die Abbildungen

Fr—F -G— (F-G),

F—F-G&
und

F—F .-G
K-linear. Da jedes F' eine eindeutige Darstellung als K-Linearkombination
mit den Potenzen X", n € N, besitzt, geniigt es, die Aussage fiir F' = X" zu

zeigen. Die gleiche Uberlegung zeigt, dass man lediglich G = X™ betrachten
muss. Dann gilt einerseits

(Xn . Xm)/ — (Xn+m)/ — (n+m)Xn+m—l
und andererseits

Xn . (Xm)/ 4 (Xn)/ . Xm — anmel + anlem
— an+m—1 +an+m—1
= (n+m)xm,

so dass Gleichheit gilt.

Aufgabe 2.8. (4 Punkte)
Beweise das Lemma von Dedekind fiir zwei Charaktere
X1, X2 :G— K

auf einem Monoid G in einen Kérper K.

Losung

Wir miissen zeigen, dass x; und y» als Abbildungen von G nach K line-
ar unabhéngig sind. Das bedeutet, dass sie sich nicht um einen konstanten
Faktor unterscheiden. Wir nehmen ys = a - x; mit a € K* an. Wegen
x1(e) = x2(e) =1 fiir das neutrale Element e € G muss a = 1 sein. Dann ist
aber yo = x1 und es wiirden nicht zwei verschiedene Charaktere vorliegen.
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Aufgabe 2.9. (3 Punkte)

Bestimme die Matrix des Frobenius-Homomorphismus
d 2F25 — ]F25

bzgl. einer geeigneten F5-Basis von Fas.

Losung

Wegen 12 = (—1)?=1und 22 =32 =4 in F5 = Z/(5) ist X? — 2 irreduzibel
iiber F5. Daher ist Fo5 = Z/(5)[X]/(X? — 2). Wir betrachten den Frobenius-
Homomorphismus bzgl. der Basis 1 und x (x sei die Restklasse von X). Dabei
ist 1° = 1 und

=22 =220 = 4a.

Also ist

die beschreibende Matrix.

Aufgabe 2.10. (3 Punkte)
Wie viele Unterkorper besitzt der endliche Korper Fgos?

Losung

Wegen 625 = 5% ist die Galoisgruppe der Koérpererweiterung Fs C Feos zy-
klisch der Ordnung 4, also isomorph zu Z/(4). Diese Gruppe besitzt drei
Untergruppen, namlich 0, die durch 2 erzeugte Untergruppe und sich selbst.
Nach dem Satz iiber die Galoiskorrespondenz besitzt daher Fgo5 drei Zwi-
schenkorper.

Aufgabe 2.11. (5 Punkte)

Sei D = 7Z/(n) und sei K ein Korper, der eine n-te primitive Einheitswurzel
¢ enthélt. Es sei L eine D-graduierte Korpererweiterung von K. Beschreibe
die Matrizen der K-Algebra-Automorphismen auf L (also die Elemente der
Galoisgruppe Gal (L|K)) beziiglich einer geeigneten K-Basis von L.
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Losung

Die Automorphismen auf L entsprechen den Charakteren auf D = Z/(n).
Diese entsprechen wiederum eindeutig dem Bild der 1, welches eine n-te Ein-
heitswurzel sein muss, also sich mittels der gegebenen primitiven Einheits-
wuzel als ¢* mit einem eindeutigen ¢ zwischen 0 und n — 1 schreiben lisst. Es
seli z € Ly ein von 0 verschiedenes Element der ersten Stufe. Dann bilden die
29,0 < d <n -1, eine K-Basis von L. Der zu einem Charakter y gehoren-
de Automorphismus wirkt dabei in der d-ten Stufe durch Multiplikation mit
x(d). Daher besitzt der Automorphismus zum Charakter y mit x(1) = ¢’
bzgl. dieser Basis die Matrixdarstellung

0 ... ... 0
0 ¢ 0 ... 0
00 ¢¥ ... 0
0 0 ... 0 (D

Aufgabe 2.12. (5 Punkte)

Es sei K C L eine endliche Galoiserweiterung mit Galoisgruppe G und es sei-
en Hy, Hy C G Untergruppen mit den zugehorigen Fixkorpern Ky = Fix (H;)
und Ky = Fix(H;). Zeige, dass der Durchschnitt K; N Ky gleich dem
Fixkorper zu H ist, wobei H die von H; und H, erzeugte Untergruppe be-
zeichnet (das ist die kleinste Untergruppe von G, die sowohl H; als auch Ho
enthélt).

Losung

Es sei zuerst o € Fix (H). Wegen Hy, H, C H ist insbesondere = € Fix (H;)
und z € Fix (Ha), also auch x € Fix (H;) N Fix (Hy) = K; N K».

Aufgrund der Galoiskorrespondenz koénnen wir die andere Inklusion K; N
K, C Fix (H) dadurch zeigen, dass wir die umgekehrte Inklusion der Ga-
loisgruppen nachweisen. D.h. wir miissen H C Gal (L|K; N K3) zeigen. Da
rechts eine Gruppe steht und H die von H; und H, erzeugte Untergruppe ist,
miissen wir lediglich Hy, Hy C Gal (L|K; N K3) zeigen. Wegen K1 N Ky C K,
ist aber H; C Gal (L|K; N Ks) (ebenso fir Hy).
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Aufgabe 2.13. (10 (446) Punkte)

Es sei Q C K, (in C) der n-te Kreisteilungskorper und sei ¢ eine n-te primi-
tive Einheitswurzel. Wir betrachten die Elemente (', i € (Z/(n))*.

a) Zeige, dass fiir eine Primzahl n = p diese Elemente eine Q-Basis von K,
bilden.

b) Sei p eine Primzahl und n = p?. Zeige, dass diese Elemente keine Q-Basis
von K, bilden.

Losung

a) Der Kreisteilungskorper K, wird beschrieben als K, = Q[X]/(®,) mit
dem n-ten Kreisteilungspolynom ®,,. Dieses hat den Grad ¢(n) (mit der eu-
lerschen ¢-Funktion), und X wird durch ¢ ersetzt. Daher ist ¢, ¢?,. .., (¥ 1
eine Q-Basis von K,. Bei n = p ist ¢(p) = p — 1 und wir betrach-
ten die Elemente ¢*, i = 1,...,p — 1. Das p-te Kreisteilungspolynom ist
Xp~l4 XP=2 4 4+ X + 1. Daher ist

1= —¢rt—¢r?2— .. -
so dass man die 1 als Linearkombination der angegebenen Elemente darstel-

len kann. Daher bilden sie ein Erzeugendensystem und somit auch eine Basis,
da es sich um ¢(p) Elemente handelt.

b) Die Einheiten in Z/(p?) sind alle Zahlen, die keine Vielfachen von p sind.
Es gilt

0=1+C+C+...+¢ T,
Wir schreiben diese Summe als

n—1 n—1 n—1 p—1 n—1
0= = > ¢+ > =Y "+ > (.
i=0 i=0, p|i i=0,p )i J=0 i=0,p)i

Da (¢ eine p>-te primitive Einheitswurzel ist, ist (P eine p-te primitive Ein-
heitswurzel. Die linke Summe ist daher

p—1 p—1
D = (Y =0
=0 j=0

Also ist auch die rechte Summe
n—1
S oo
i=0,pJi

Dies ist aber die Summe iiber alle Elemente aus unserer Familie, so dass diese
Familie linear abhéngig ist.
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Aufgabe 2.14. (7 Punkte)
Es sei G eine auflosbare Gruppe und
q:G— H

ein surjektiver Gruppenhomomorphismus. Zeige, dass auch H auflosbar ist.

Losung

Wir fixieren eine auflosende Filtrierung
{e} =G CGiCGC...CGr1 CGr=GC

und setzen H; = ¢(G;), dies ist eine Filtrierung von H mit Untergruppen.
Wir betrachten das kommutative Diagramm

Gi — Giq

1 3

Hi — Hi+17

wobei die vertikalen Homomorphismen surjektiv sind. Wir behaupten, dass
H; ein Normalteiler in H;,; ist, und ziehen dazu Lemma 5.4 heran. Sei also
h € H; und x € H;, 4, die wir durch h e G; bzw. T € G,y repréasentieren.
Dann ist zhz ™' = ¢(2h# ") und wegen der Normalitéit von G; ist £hi~! € G;
und somit zhx™! € H;. Wir betrachten die zusammengesetzte surjektive
Abbildung
Gig1n — Hipy — Hiy /H; .

Da G; zum Kern dieser Abbildung gehort, gibt es aufgrund von Satz 5.10
eine surjektive Abbildung

Git1/G; — Hip/H,,
weshalb H,q/H; ebenfalls kommutativ ist.
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ANHANG 1: DER POLYNOMRING

Der Polynomring iiber einem Korper

Definition 1.15. Der Polynomring iiber einem Korper K besteht aus allen
Polynomen

P=as+a X +aX?+ ... +a,X"
mit a; € K, n € N, und mit komponentenweiser Addition und einer Multi-
plikation, die durch distributive Fortsetzung der Regel

X" X™m .= xntm
definiert ist.

Ein Polynom P = 7" a4, X' = ap + a1 X + ... + a, X" ist formal gesehen
nichts anderes als das Tupel (ag, ay,...,a,), die die Koeffizienten des Poly-
noms heiflen. Der Koérper K heifit in diesem Zusammenhang der Grundkorper
des Polynomrings. Aufgrund der komponentenweisen Definition der Addition
liegt unmittelbar eine Gruppe vor, mit dem Nullpolynom (bei dem alle Koef-
fizienten null sind) als neutralem Element. Zwei Polynome sind genau dann
gleich, wenn sie in allen ihren Koeffizienten {ibereinstimmen. Die Polynome
mit a; = 0 fiir alle ¢+ > 1 heiflen konstante Polynome, man schreibt sie einfach

als ag.

Die fiir ein einfaches Tupel zunéchst ungewohnliche Schreibweise deutet in
suggestiver Weise an, wie die Multiplikation aussehen soll, das Produkt
X" - X™ ist ndmlich durch die Addition der Exponenten gegeben. Dabei
nennt man X die Variable des Polynomrings. Fiir beliebige Polynome ergibt
sich die Multiplikation aus dieser einfachen Multiplikationsbedingung durch
distributive Fortsetzung gemafl der Vorschrift, ,,alles mit allem* zu multipli-
zieren. Die Multiplikation ist also explizit durch folgende Regel gegeben:

n m n+m k
E a; X" - E b; X7 = E e X mit ¢, = E arbr_, .
i=0 j=0 k=0 r=0

If\_ I |

Der Graph einer Polynomfunktion von R nach R vom Grad 5.

In ein Polynom P € K[X]| kann man ein Element a € K einsetzen, indem
man die Variable X an jeder Stelle durch a ersetzt. Dies fithrt zu einer Ab-

bildung
K — K, a— P(a),
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die die durch das Polynom definierte Polynomfunktion heifit.

Definition 1.16. Der Grad eines von null verschiedenen Polynoms
P=ay+a X +aX?+...+a,X"

mit a, # 0 ist n.

Das Nullpolynom bekommt keinen Grad. Der Koeffizient a,,, der zum Grad
n des Polynoms gehort, heiflt Leitkoeffizient des Polynoms.

Satz 1.17. Sei K ein Korper und sei K[X| der Polynomring iber K. Es sei-
en P,T € K[X] zwei Polynome mit T'# 0. Dann gibt es eindeutig bestimmte
Polynome Q, R € K[X] mit

P=TQ+ R und mit grad (R) < grad (T') oder R=10.

Beweis. Wir beweisen die Existenzaussage durch Induktion iiber den Grad
von P. Wenn der Grad von T grofler als der Grad von P ist, so ist Q = 0
und R = P die Losung, so dass wir dies nicht weiter betrachten miissen.
Bei grad (P) = 0 ist nach der Vorbemerkung auch grad (T') = 0 und damit
ist (da 7" # 0 und K ein Koérper ist) @ = P/T und R = 0 die Losung. Sei
nun grad (P) = n und die Aussage fiir kleineren Grad schon bewiesen. Wir
schreiben P = a, X" + ... + a1 X +ap und T = b, X* + ... + b1 X + by mit
A, br # 0, k < n. Dann gilt mit H = z—ZX"*’“ die Beziehung

P'=P—TH=0X"+ (ay_s — %bk_l)xn—l +..
k
+ (an_k — %bo)Xn_k -+ an_k_an_k_l + ...+ agp.
k

Dieses Polynom P’ hat einen Grad kleiner als n und darauf kénnen wir die
Induktionsvoraussetzung anwenden, d.h. es gibt " und R’ mit

P'=TQ + R mit grad (R') < grad (T') oder R' =0.
Daraus ergibt sich insgesamt
P=P+TH=TQ +TH+R =T(Q +H)+ R,

so dass also @ = @'+ H und R = R’ die Losung ist. Zur Eindeutigkeit
sei P=TQ + R =T + R mit den angegebenen Bedingungen. Dann ist
T(Q — Q') = R — R. Da die Differenz R’ — R einen Grad kleiner als grad (7")
besitzt, und der Polynomring nullteilerfrei ist, ist diese Gleichung nur bei
R = R’ und somit @ = @’ losbar. O

Lemma 1.18. Sei K ein Korper und sei K[ X] der Polynomring tiber K. Sei
P € K[X] ein Polynom und a € K. Dann ist a genau dann eine Nullstelle
von P, wenn P ein Vielfaches des linearen Polynoms X — a ist.
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Beweis. Wenn P ein Vielfaches von X — a ist, so kann man
P=(X-a)Q
mit einem weiteren Polynom () schreiben. Einsetzen ergibt
P(a) = (a —a)Q(a) =0.
Im Allgemeinen gibt es aufgrund der Division mit Rest eine Darstellung
P=(X-a)Q+R,

wobei R = 0 oder aber den Grad null besitzt, also eine Konstante ist. Ein-
setzen ergibt

P(a)=R.

Wenn also P(a) = 0 ist, so muss der Rest R = 0 sein, und das bedeutet, dass
P = (X —a)Q ist. Also ist X — a ein Linearfaktor von P. O

Korollar 1.19. Es sei K ein Kérper und K[X] der Polynomring tber K.
Sei P € K[X] ein Polynom (ungleich null) vom Grad d. Dann besitzt P
mazimal d Nullstellen.

Beweis. Wir beweisen die Aussage durch Induktion iiber d. Fiir d = 0,1
ist die Aussage offensichtlich richtig. Sei also d > 2 und die Aussage sei
fiir kleinere Grade bereits bewiesen. Sei a eine Nullstelle von P. Dann ist
P = Q(X — a) nach Lemma Anhang 1.4 und @ hat den Grad d — 1, so
dass wir auf ) die Induktionsvoraussetzung anwenden kénnen. Das Polynom
@ hat also maximal d — 1 Nullstellen. Fir b € K gilt P(b) = Q(b)(b — a).
Dies kann nur dann null sein, wenn einer der Faktoren null ist, so dass eine
Nullstelle von P gleich a ist oder aber eine Nullstelle von @) ist. Es gibt also
maximal d Nullstellen von P. O

Korollar 1.20. Sei K ein Kérper und sei K[X| der Polynomring tiber K.
Dann besitzt jedes P € K[X]|, P # 0, eine Produktzerlequng

P:(X_)\l)ﬂl...(X_)\k)uk.Q

mit p; > 1 und einem nullstellenfreien Polynom Q). Dabei sind die auf-
tretenden verschiedenen Zahlen A\, ..., A\ und die zugehorigen Exponenten
[, - -, g (bis auf die Reihenfolge) eindeutig bestimmdt.

Beweis. Siehe Aufgabe 17.7 (Mathematik (Osnabriick 2009-2011)/Teil I).
U

Es gilt allgemeiner, dass die Zerlegung eines Polynoms in irreduzible Faktoren
im Wesentlichen eindeutig ist. Der Polynomring K[X] ist ein kommutativer
Ring, aber kein Korper.



210

ANHANG 2: VERKNUPFUNG UND GRUPPEN

Definition 2.1. Eine Verknipfung o auf einer Menge M ist eine Abbildung
oM XM -— M, (z,y) — o(z,y) =z oy.

Statt o(x,y) schreibt man x o y oder x * y oder einfach zy.

Wenn X ein geometrisches Objekt ist, und M = Bew (X) die Menge der
Bewegungen auf X (also die bijektiven Abbildungen von X nach X, die die
geometrische Struktur von X respektieren), so ist die Hintereinanderschal-
tung von Bewegungen, also

Bew (X)) x Bew (X) — Bew (X), (f,g9) —> g o f,
eine Verkniipfung.

Definition 2.2. Ein Monoid ist eine Menge M zusammen mit einer Ver-
kniipfung
o:MxM—M

und einem ausgezeichneten Element e € M derart, dass folgende beiden
Bedingungen erfiillt sind.

(1) Die Verkniipfung ist assoziativ, d.h. es gilt
(zoy)oz=uwo(yoz)

fiir alle z,y,z € M.
(2) e ist neutrales Element der Verkniipfung, d.h. es gilt

roe=Tr =€e0x

fiir alle z € M.

Die Hintereinanderausfithrung von Bewegungen ist assoziativ, da es allgemei-
ner bei der Hintereinanderausfiithrung von Abbildungen nicht auf die Klam-
merung ankommt. Die identische Bewegung ist die neutrale Bewegung. In ei-
nem Monoid ist das neutrale Element eindeutig bestimmt. Wenn es nédmlich
zwei Elemente e; und ey gibt mit der neutralen Eigenschaft, so folgt sofort

€1 = €169 — €9.

Definition 2.3. Ein Monoid (G, o, e) heifit Gruppe, wenn jedes Element ein
inverses FElement besitzt, d.h. wenn es zu jedem x € G ein y € G gibt mit
roy=e=youx.

Die Menge aller Abbildungen auf einer Menge X in sich selbst ist mit der
Hintereinanderschaltung ein Monoid; die nicht bijektiven Abbildungen sind
aber nicht umkehrbar, so dass sie kein Inverses besitzen und daher keine
Gruppe vorliegt. Die Menge der bijektiven Selbstabbildungen einer Menge
und die Menge der Bewegungen eines geometrischen Objektes sind hingegen
eine Gruppe. In einer Gruppe ist das inverse Element zu einem Element
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x € G eindeutig bestimmt. Wenn namlich y und 2 die Eigenschaft besitzen,
zZu x invers zu sein, so gilt

y = ye = y(zz) = (yr)z = ez = z.
Daher schreibt man das zu einem Gruppenelement x € G eindeutig bestimm-

te inverse Element als
21

Definition 2.4. Eine Gruppe (G,o,e) heiit kommutativ (oder abelsch),
wenn die Verkniipfung kommutativ ist, wenn also x oy = y o x fiir alle
x,y € G gilt.

Lemma 2.5. Sei (G,e,0) eine Gruppe. Dann besitzen zu je zwei Gruppen-
elementen a,b € G die beiden Gleichungen
aor=bundyoa=>0

eindeutige Losungen x,y € G.

Beweis. Wir betrachten die linke Gleichung. Aus beidseitiger Multiplikation
mit ¢! (bzw. mit a) von links folgt, dass nur

r=altob

als Losung in Frage kommt. Wenn man dies einsetzt, so sieht man, dass es
sich in der Tat um eine Losung handelt. U

Definition 2.6. Sei (G,e,0) eine Gruppe. Eine Teilmenge H C G heifit
Untergruppe von G wenn folgendes gilt.

(1) ee H.
(2) Mit g,h € H ist auch goh € H.
(3) Mit g € H ist auch g7' € H.

ANHANG 3: PERMUTATIONSGRUPPEN

Definition 3.1. Zu einer Menge M nennt man die Menge
Aut (M) = Perm (M) = {¢ : M — M| ¢ bijektiv}

der bijektiven Selbstabbildungen die Automorphismengruppe oder die Per-
mutationsgruppe zu M.

Eine bijektive Selbstabbildung ¢ : M — M nennt man auch eine Permutati-
on. Fiir eine endliche Menge I = {1, ...,n} schreibt man S,, = Perm (/). Eine
endliche Permutation kann man bspw. mit einer (vollstandigen) Wertetabelle
oder mit einem Pfeildiagramm beschreiben.

mgﬁﬁ 12 6}_12 ﬁm
B P R
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Lemma 3.2. Sei M eine endliche Menge mit n Elementen. Dann besitzt die
Permutationsgruppe Perm (M) = S,, genau n! Elemente.

Beweis. Es sei M = {1,...,n}. Fir die 1 gibt es n mogliche Bilder, fiir 2
gibt es noch n — 1 mogliche Bilder, fiir 3 gibt es noch n — 2 mogliche Bilder,
usw. Daher gibt es insgesamt

n(n—1)(n—2)---2-1=nl
mogliche Permutationen. U

Lemma 3.3. Sei M eine Menge und N C M eine Teilmenge. Dann gibt es
eine natirliche injektive Abbildung

Perm (N) — Perm (M), 0 — &,

wobei & auf N gleich o und auf M \ N die Identitdt ist. Mittels dieser Ab-
bildung ist Perm (N) eine Untergruppe von Perm (M).

Beweis. Offenbar ist die Abbildung wohldefiniert. Sie ist injektiv, da aus
o = T sofort folgt, dass ¢ = 7 ist. Die Abbildung liefert eine Bijektion
zwischen Perm (V) und der Menge der Permutationen auf M, die M \ N fest
lassen. Diese Permutationen bilden eine Untergruppe. U

Zykeldarstellung fiir Permutationen

Sei M eine endliche Menge, o € Perm (M) eine Permutation und = € M.
Dann kann man die Folge

o'(z) =id (x) = z, o'(z) = o(2), o*(z), *(2) ...,

betrachten. Da M endlich ist, gibt es eine Wiederholung o(z) = o7(z) mit
i < j . Durch Multiplikation mit o~* sieht man, dass es ein minimales & € N
gibt mit o*(x) = 0%(x) = x, und dass alle ¢/ (z) fiir j, 1 < j < k, verschieden
sind. Ist y = o7(x), so durchliuft auch o'(y) dieselbe Teilmenge aus M.

Definition 3.4. Sei M eine endliche Menge und o eine Permutation auf M.
Man nennt o einen Zykel der Ordnung r, wenn es eine r-elementige Teilmenge
Z C M gibt derart, dass o auf M \ Z die Identitdt ist und o die Elemente
aus Z zyklisch vertauscht. Wenn Z = {z,0(2), 02(2),...,0""!(2)} ist, so
schreibt man einfach

o= (z,002),0%2),...,0"(2)).

Dabei kann man statt z jedes andere Element aus Z als Anfangsglied nehmen.
Die Menge Z heifit auch der Wirkungsbereich des Zykels, und die (geordnete)
Auflistung heifit die Wirkungsfolge des Zykels.

Definition 3.5. Eine Transposition auf einer endlichen Menge M ist eine
Permutation auf M, die genau zwei Elemente miteinander vertauscht und
alle anderen Elemente unveréandert lasst.
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Eine Transposition ist also ein besonders einfacher Zykel mit der Zyklendar-
stellung (z,y), wenn die Transposition die Punkte z und y vertauscht.

Lemma 3.6. Jede Permutation auf einer endlichen Menge M kann man als
Produkt von Transpositionen schreiben.

Beweis. Wir beweisen die Aussage durch Induktion iiber die Anzahl der Men-
ge M. Fiir #(M) = 1 ist nichts zu zeigen, sei also #(M) > 2. Die Identitat
ist das leere Produkt aus Transpositionen. Sei also ¢ nicht die Identitat, und
sei o(x) =y # x. Es sei 7 die Transposition, die x und y vertauscht. Dann ist
y ein Fixpunkt von o7, und man kann o7 auffassen als eine Permutation auf
M'" = M \ {y}. Nach Induktionsvoraussetzung gibt es dann Transpositionen
7j auf M’ mit o7 = [[; 7; auf M". Dies gilt dann auch auf M, und daher ist
o= O

Satz 3.7. Sei M eine endliche Menge und o eine Permutation auf M. Dann
gibt es eine Darstellung

o=01 0,

wobei die o; Zykel der Ordnung > 2 sind mit disjunkten Wirkungsbereichen.
Dabei ist die Darstellung bis auf die Reihenfolge eindeutig.

Beweis. Es sei F' die Fixpunktmenge von ¢ und es seien 71, ..., Z; diejeni-
gen Teilmengen von M mit mindestens zwei Elementen derart, dass o die
Elemente aus jedem Z; zyklisch vertauscht. Dann ist M die disjunkte Verei-
nigung aus I und den Z;. Zu v, 1 < i < k sei g; der Zykel auf M, der auf
M \ Z; die Identitét ist und auf Z; mit o iibereinstimmt. Wir behaupten

O=01 0.

Um dies einzusehen, sei x € M beliebig. Bei x € F'ist x ein Fixpunkt fiir alle
o; und daher kommt links und rechts wieder x raus. Sei also x kein Fixpunkt
der Permutation. Dann gehort z € Z; fiir genau ein ¢. Fiir alle j # 7 ist x ein
Fixpunkt von o;. Da y = o(x) ebenfalls zu Z; gehort, ist auch y ein Fixpunkt
von o, fiir alle j # 7. Wendet man daher die rechte Seite auf x an, so wird
x auf x abgebildet bis man zu ¢; kommt. Dieses bildet z auf y ab und die
folgenden o; bilden y auf y ab, so dass die rechte Seite insgesamt x auf y
schickt und daher mit o {ibereinstimmt. 0

Aufgrund von diesem Satz konnen wir allgemein eine Zyklendarstellung fiir
eine beliebige Permutation definieren.

Definition 3.8. Sei M eine endliche Menge und o eine Permutation auf M.
Es seien 73, ..., Z; die Wirkungsbereiche der Zyklen von o mit n; = #(Z;).
Es sei z; € Z; und Z; = {z;,0(x;),...,0™ (z;)}. Dann nennt man
(x1,0(x1),...,0" Nz W@, 0(22), ..., 0™ (w0)) - (xp, 0 (), . ., ™ (1))

die Zyklendarstellung von o.



214
Das Signum einer Permutation
Definition 3.9. Sei M = {1,...,n} und sei o eine Permutation auf M.
Dann heifit die Zahl ) (0
o(j)—ol(i
sgn(o) = H —
- J—1
1<]
das Signum (oder das Vorzeichen) der Permutation o.
Das Signum ist 1 oder —1, da im Zéahler und im Nenner die positive oder
die negative Differenz +(i — j) steht. Es gibt fiir das Signum also nur zwei

mogliche Werte. Bei sgn(o) = 1 spricht man von einer geraden Permutation
und bei sgn(o) = —1 von einer ungeraden Permutation.

Definition 3.10. Sei M = {1,...,n} und sei o eine Permutation auf M.
Dann heifit ein Indexpaar i < j ein Fehlstand, wenn o(i) > o(j) ist.

Lemma 3.11. Sei M = {1,...,n} und sei o eine Permutation auf M. Es
sei k = #(F') die Anzahl der Fehlstinde von o. Dann ist das Signum von o

gleich
sgn(o) = (—1)~.

Beweis. Wir schreiben

sgn(o) = HW
el —e®) 1 oli) o)
R (lEF J—t (i,jlng J—i
= -0 J] oli) = olj) I1 o(j) —ali)
wper 0 aper 1T

= (_1) k’
da nach dieser Umordnung sowohl im Zahler als auch im Nenner das Produkt

aller positiven Differenzen steht. U

Beispiel 3.12. Wir betrachten die Permutation

o(z) [2]4/6]5]|3]1

mit der Zyklendarstellung
(124536) .

Die Fehlstédnde sind
(1,6), (2,5), (2,6), (3,4), (3,5), (3,6), (4,5), (4,6), (5,6),

also 9 Stiick. Das Signum ist also (—1)? = —1 und die Permutation ist
ungerade.



215

Satz 3.13. Sei M = {1,...,n}. Dann ist die Zuordnung
Sp — {1,—1}, 0 —> sgn(o),

ein Gruppenhomomorphismus.

Beweis. Zunéchst ist das Signum wirklich gleich 1 oder —1. Dies beruht da-
drauf, dass sowohl im Zihler als auch im Nenner der Definition des Signums
zu jedem Indexpaar i < j die positive oder die negative Differenz +(i — 7)
vorkommt.

Das Signum der Identitét ist natiirlich 1. Seien zwei Permutationen o und 7
gegeben. Dann ist

sgn(cor) = H (00 T)(J'; : /50' o7) (i)
_ J (o’OT)(j)—(O'OT)(i) 7(j)—T(Z)
- (E T(j,)_”.) >11 i
o(r(i)) o(7(j)) - o(r())
7'(] z) ) H () —7(0) ) sgn(7)

1<g, (1) <7(j ) 1<J, 7(1)>7(7)

(j

(
) —
) —

\]

<4, 7(1)<7(4)

— H —0(2 : Z(k) sgn(7)
= s;n(o) sgn(7).

Lemma 3.14. Sei M = {1,...,n} und sei o eine Permutation auf M. Es
set

oC=T1-Tr
geschrieben als ein Produkt von r Transpositionen. Dann gilt fiir das Signum
die Darstellung

sgn(o) = (—=1)".

Beweis. Die Transposition 7 vertausche die beiden Zahlen k£ < ¢. Dann ist

) = [IU=T0

L 9=
1<)
-1 T(j) —7() 11 T(j) —7() 11 T(j) —7() 11 7(j) —7(9)
ikl ]_g i= k]# Z:_z idhget )T ikt )0
_ ]_ k—i
o H H 0 —3 —
]>k]7é£ z;ékz<€

—/ —1 —£ k—1i
- H] Hg H] g_i'<_1)

]>£ k<j<€ k<i<ft
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S—

Die letzte Gleichung ergibt sich daraus, dass im ersten und im zweiten Pro-
dukt alle Zahler und Nenner positiv sind und dass im dritten und im vierten
Produkt die Zahler negativ und die Nenner positiv sind, so dass sich diese
(wegen der gleichen Indexmenge) Minuszeichen wegkiirzen.

Die Aussage folgt dann aus der Gruppeneigenschaft. U

ANHANG 4: HAUPTSATZ UBER ABELSCHE GRUPPEN

Satz 4.1. Sei G eine endlich erzeugte kommutative Gruppe. Dann ist G das
Produkt von zyklischen Gruppen. D.h. es gibt eine Isomorphie

G=Z"xZ/(n) X - xZJ(ns) .

Beweis. Fiir einen Beweis siehe Storch/Wiebe, Lineare Algebra, 8.C.12. O

Korollar 4.2. Sei G eine endliche kommutative Gruppe. Dann ist G das
Produkt von endlichen zyklischen Gruppen. D.h. es gibt eine Isomorphie

G=2Z/(ny) x---xZ/(ng).
Beweis. Dies folgt direkt aus Satz Anhang 4.1. O

In diesem Zusammenhang sollte auch der chinesische Restsatz erwahnt wer-
den, der eine weitere Poduktzerlegung der zyklischen Gruppen erlaubt, wenn
die Primfaktorzerlegung bekannt ist.

Satz 4.3. Sei n eine positive natirliche Zahl mit kanonischer Primfaktor-
zerlegung n = pi* - py?- - -pt (die p; seien also verschieden und r; > 1). Dann
induzieren die kanonischen Ringhomomorphismen Z/(n) — Z/(p;") einen
Isomorphismus

Z)(n) = Z[(p}') x Z/(p5*) x -+ X Z](p}") -
Zu einer gegebenen ganzen Zahl (ay,as,...,a;) g¢ibt es also genau eine
natirliche Zahl a < n, die die simultanen Kongruenzen

a=a; modpy', a=ay modpy, ..., a=a, mod pr

lost.

Beweis. Da die Ringe links und rechts beide endlich sind und die gleiche
Anzahl von Elementen haben, ndmlich n, geniigt es, die Injektivitéit zu zeigen.
Sei x eine natiirliche Zahl, die im Produktring (rechts) zu null wird, also
modulo p;* den Rest null hat fiir alle i = 1,2, ..., k. Dann ist x ein Vielfaches
von p;* fiir alle i = 1,2,..., k, d.h. in der Primfaktorzerlegung von = muss p;
zumindest mit Exponent r; vorkommen. Also muss x

ein Vielfaches des Produktes sein muss, also ein Vielfaches von n. Damit ist

r =0 1in Z/(n) und die Abbildung ist injektiv. d
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Fiir die Einheitengruppe ergibt dies das folgende Korollar.

Korollar 4.4. Sei n eine positive natiirliche Zahl mit kanonischer Primfak-
torzerlegung n = pi* - py? - - - (die p; seien also verschieden und r; > 1).
Dann gibt es einen kanonischen Gruppenisomorphismus

(Z/(n)) = (Z)(p"))" % - X (Z](p}"))" -
Insbesondere ist eine Zahl a genau dann eine Finheit modulo n, wenn sie
eine Finheit modulo p;* ist firi=1,... k.

ANHANG 5: GRUPPENOPERATIONEN

Es sei G eine multiplikativ geschriebene Gruppe mit neutralem Element e.

Definition 5.1. Es sei GG eine Gruppe und M eine Menge. Eine Abbildung
GxM—M, (g,x) — gz,

heifit Gruppenoperation (von G auf M), wenn die beiden folgenden Eigen-
schaften gelten.

(1) ex =z fur alle z € M.
(2) (gh)z = g(hx) fir alle g, h € G und fur alle z € M.

Man spricht auch von einer Aktion der Gruppe G auf M. Im Zusammenhang
von Gruppenoperationen schreibt man die Gruppe zumeist multiplikativ, und
ebenso schreibt man die Operation multiplikativ.

Definition 5.2. Es sei GG eine Gruppe und M eine Menge. Eine Gruppen-
operation von G auf M heifit treu, wenn aus gr = x fiir alle x € M folgt,
dass g = e ist.

Lemma 5.3. FEs sei G eine Gruppe und M eine Menge. Es sei Perm (M)
die Gruppe der Permutationen auf M. Dann gelten folgende Aussagen.

(1) Wenn G auf M operiert, so ist die Abbildung
G — Perm (M), g — (z — gx),

ein Gruppenhomomorphismus.
(2) Wenn umgekehrt ein Gruppenhomomorphismus

¢ :G — Perm (M),
vorliegt, so wird durch

eine Gruppenoperation von G auf M definiert.

Kokokoksk ]

Beweis. Siehe Aufgabe

Unter dieser Korrespondenz ist die Operation genau dann treu, wenn ¢ in-
jektiv ist.
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Beispiel 5.4. Nach Lemma Anhang 5.3 und nach Lemma 4.4 ist eine Grup-
penoperation von (Z,0,4) auf einer Menge M dasselbe wie eine bijektive
Abbildung

F:M— M,
wobei die 1 wie F' wirkt. Bei gegebenem F ist also die Gruppenwirkung fiir
x € M durch

n-x=F"(x)
definiert, wobei F" bei n > 0 die n-fache Hintereinanderschaltung von F und
bei n < 0 die —n-fache Hintereinanderschaltung der Umkehrabbildung F~*
bedeutet.

Definition 5.5. Es liege eine Gruppenoperation einer Gruppe G auf einer
Menge M vor. Man nennt zwei Elemente x,y € M G-dquivalent (oder dqui-
valent unter GG), wenn es ein g € G gibt mit y = gx.

Diese Relation ist in der Tat eine Aquivalenzrelation, wie man sich direkt
iiberlegen kann. Die Aquivalenzklassen bekommen einen eigenen Namen.

Definition 5.6. Es liege eine Gruppenoperation einer Gruppe G auf einer
Menge M vor. Die Aquivalenzklassen auf M zur G-Aquivalenz nennt man
die Bahnen der Operation.

Definition 5.7. Es liege eine Gruppenoperation einer Gruppe G auf einer
Menge M vor. Zu x € M heif3t

G, ={g9 € G|gr =z}

die Isotropiegruppe zu x.

Dabei handelt es sich um eine Untergruppe von G. Andere Bezeichnungen
hierfiir sind Standgruppe oder Stabilisator.

Definition 5.8. Es liege eine Gruppenoperation einer Gruppe G auf einer
Menge M vor. Ein Punkt x € M heif$t Fizpunkt der Operation, wenn gx = g
ist fiir alle g € G.

Ein Element x € M ist genau dann ein Fixpunkt der Operation, wenn die
Bahn durch diesen Punkt einelementig ist, und dies ist genau dann der Fall,
wenn die zugehorige Standgruppe ganz G ist.

Beispiel 5.9. Es sei G eine Gruppe und M eine Menge. Dann gibt es stets
die sogenannte triviale Operation von G auf M, die durch gr = x fiir alle
g € Gund alle x € M gegeben ist. In diesem Fall ist jeder Punkt ein Fixpunkt
und alle Bahnen sind einelementig.

Beispiel 5.10. Sei G eine Gruppe. Die Verkniipfung
G xG— G, (g,h) — gh,

kann man als eine Gruppenoperation der Gruppe G auf sich selbst ansehen.
Diese Operation ist treu und es gibt nur eine Bahn. Fiir zwei Elemente ¢,

und ¢, ist ja g1 = (glggl)gg.



219

Beispiel 5.11. Sei GG eine Gruppe und H C G eine Untergruppe. Dann
liefert die Verkniipfung

H x G — G, (h,g) — hg,

eine Gruppenoperation von H auf G. Die Bahnen dieser Operation stim-
men mit den Rechtsnebenklassen zu dieser Untergruppe iiberein. Wenn G
endlich ist, so sind die Bahnen alle gleichméchtig, was bei einer beliebigen
Gruppenoperation keineswegs sein muss.

Beispiel 5.12. Sein € N, M = {1,...,n} und S,, die Gruppe der Permu-
tationen auf M. Dann liegt eine natiirliche Operation

Sy X M — M, (0,1) — o (i),

vor. Der zugehorige Gruppenhomomorphismus ist die Identitéit. Die Opera-
tion ist treu, da jede Permutation # id,; mindestens ein Element aus M
bewegt. Zu jedem i € M ist die Isotropiegruppe G; isomorph zur Permuta-
tionsgruppe S,_; = Perm (M \ {i}). Fiir je zwei Elemente i,j € M gibt es
eine Permutation (z.B. eine Transposition), die i in j iiberfiihrt. Bei dieser
Gruppenoperation gibt es also nur eine Bahn.

Beispiel 5.13. Es sei R ein kommutativer Ring und G = R* seine Einhei-
tengruppe. Die Einschrinkung der Ringmultiplikation

R*x R — R, (r,s) —> s,

liefert eine Gruppenoperation der Einheitengruppe auf dem Ring. Diese Ope-
ration ist treu, das Nullelement ist ein Fixpunkt der Operation. Zwei Ele-
mente a,b € R, die bzgl. dieser Operation dquivalent sind, heiflen assoziiert.
Dieser Begriff spielt bei der eindeutigen Primfaktorzerlegung in einem fakto-
riellen Bereich eine wichtige Rolle.

Satz 5.14. Es sei G eine endliche Gruppe, die auf einer endlichen Menge
M operiere. Es sei F' die Menge der Fizpunkte der Operation und es seien
Gy, ...,G, die verschiedenen Bahnen mit mindestens zwei Elementen. Dann
15t

#(M) = #(F) + 3 _#(Gh).

Beweis. Die Menge M ist zerlegt in die Bahnen der Operation, und diese sind
entweder einelementig und entsprechen den Fixpunkten, oder mehrelementig,
und werden dann rechts mitgezahlt. U

Beispiel 5.15. Sei G eine Gruppe. Die Konjugation kann man als eine Ope-
ration von GG auf sich selbst auffassen, indem man

gz =grg"
setzt. Dabei haben wir die Gruppenverkniipfung symbolfrei und die Operati-

on zur Unterscheidung mit - geschrieben. Dass eine Operation vorliegt kann
man direkt nachpriifen oder aus Lemma 5.2 folgern. Die Aquivalenzklassen
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unter dieser Operation, also die Bahnen der Konjugation, heilen Konjugati-
onsklassen. Die Elemente im Zentrum der Gruppe sind genau die Fixpunkte.

Definition 5.16. Es liege eine Gruppenoperation einer Gruppe G auf einer
Menge M vor. Dann nennt man die Menge der Bahnen den Bahnenraum der
Operation. Er wird mit
M\G
bezeichnet. Die Abbildung
M — M\G, x — [x],

wobei [z] die Bahn durch = bezeichnet, heifit Quotientenabbildunyg.

Der Bahnenraum ist also einfach die Quotientenmenge der Aquivalenzrela-
tion, die durch die Gruppenoperation festgelegt wird, und die angegebene
Quotientenabbildung ist die zugehorige kanonische Projektion.

Beispiel 5.17. Es sei M eine Menge und
F:M—M

eine bijektive Abbildung mit der zugehoérigen Gruppenoperation von Z auf
M. Die Operation ist genau dann trivial, wenn F' die Identitét ist. Die Fix-
punkte der Operation sind genau die Fixpunkte von F'. Die Isotropiegruppe
zux € M ist Zk (k > 1), falls = ein Fixpunkt der k-ten Hintereinanderschal-
tung F* und k£ minimal mit dieser Eigenschaft ist; andernfalls ist sie gleich
0. Die durch x € M definierte Bahn besteht aus

{F"(z)|n € Z}.
Dabei konnen natiirlich einzelne Bahnen endlich sein, auch wenn die Opera-

tion nicht treu ist.

Beispiel 5.18. Wir betrachten die n-dimensionale Sphére
S={z eR"™| |Jz[|=1}
und die antipodale Abbildung
a:S— S, r+— —x,

die also jeden Punkt auf seinen gegeniiberliegenden Punkt abbildet. Wegen
aoa = idg gibt dies Anlass zu einer Operation von G = {1, —1} = Z/(2) auf
der Sphére S, bei der 1 durch die Identitdt und —1 durch « operiert. Diese
Operation ist treu und jede Bahn ist zweielementig von der Form {z, —x}.
Insbesondere besitzt die Operation keinen Fixpunkt. Der Bahnenraum (ver-

sehen mit einer geeigneten Topologie ) heifit n-dimensionaler reell-projektiver
Raum.

Definition 5.19. Sei GG eine Gruppe und seien M und N zwei Mengen, auf
denen jeweils GG operiert. Dann heifit eine Abbildung

p: M — N
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G-invariant, wenn fiir alle ¢ € G und alle x € M die Gleichheit
plgr) = gp(z)
gilt.

Dieser Begriff wird insbesondere dann verwendet, wenn die Gruppe G auf
der zweiten Menge N trivial operiert.

Lemma 5.20. FEs liege eine Gruppenoperation einer Gruppe G auf einer
Menge M wor. Es sei M\G der Bahnenraum zu dieser Operation. Dann
gelten folgende Aussagen.

(1) Die Quotientenabbildung
q:M — M\G, v — [z],
ist G-invariant (wobei G auf dem Bahnenraum trivial operiert).
(2) Wenn N eine weitere Menge ist und
M — N
eine G-invariante Abbildung (wobei die Operation von G auf N trivial
sei), so gibt es genau eine Abbildung
¢ :M\G — N
mit ¢ = @ o q.
Beweis. (1) Fiir € M und g € G sind z und gz in der gleichen Aqui-
valenzklasse, also ist
q(gz) = [g2] = [a] = glx].
(2) folgt aus Lemma 6.17 (Einfithrung in die Algebra (Osnabriick 2009))
(3)-

O

Beispiel 5.21. Es sei X eine Menge und n € N,. Wir setzen
M=Xx---xX
mit n Faktoren. Die Permutationsgruppe S, operiert auf M durch
O_(xb s 7xn) = (xa(l)a s 7xo(n)) )

d.h. o vertauscht die Indizes. Die Fixpunkte dieser Operation sind genau
die Diagonalelemente, also die Elemente der Form (y,...,y). Wenn r die
Anzahl der verschiedenen Elemente in z = (z1,...,x,) bezeichnet und a;,

1 <i <r die Anzahl angibt, wie oft die einzelnen Werte auftreten, so ist die
Isotropiegruppe zu x gleich S, X - - -x.S,, (das sind diejenigen Permutationen,
die einen jeden Index auf einen Index mit gleichem Eintrag abbilden) und
besitzt genau ay!- - - a,! Elemente. Die zugehorige Bahn besitzt entsprechend

W Elemente.
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Bei X = R sind die polynomialen Funktionen z1+...4+x,, >
u.s.w. S,-invariante Abbildungen nach R.

i<j LiLj, T1° T

Beispiel 5.22. Es liege eine Gruppenoperation einer Gruppe G auf einer
Menge M vor. Es sei L eine weitere Menge und Abb (L, M) die Menge der
Abbildungen von L nach M. Dann wird durch

G x Abb (L, M) —s Abb (L, M), (g,¢) — ge,

wobei gy durch

(g99)(x) = g(p(x))
definiert sei, eine Operation von G auf Abb (L, M) gegeben. Fiir das neutrale
Element e € G gilt ja

(ep)(@) = e(p(z)) = ¢(z)
fiir jedes x € M, also ep = ¢, und fiir beliebige g, h € G, ¢ € Abb (L, M)
und z € M gilt
((gh)e)(x) = (gh)(e(x)) = g(h(p(x))) = g((he)(x)) = (9(he))(2),
also (gh)e = g(h).
Zu einer Gruppe G nennt man die Menge GG mit der durch
g “op h = hg
definierten Verkniipfung die oppositionelle Gruppe zu G.
Beispiel 5.23. Es liege eine Gruppenoperation einer Gruppe G auf einer

Menge M vor. Es sei N eine weitere Menge und Abb (M, N) die Menge der
Abbildungen von M nach N. Dann wird durch

G x Abb (M, N) — Abb (M, N), (g,¢) — ge,
wobei g durch

(gp) () = (¢(gz))

definiert sei, eine Operation der oppositionellen Gruppe G°P auf Abb (M, N)
gegeben. Fiir das neutrale Element e € G gilt ja

(ep)(z) = ¢lex) = ¢(z)
fir jedes x € M, also ep = ¢, und fiir beliebige g, h € G, ¢ € Abb (M, N)
und x € M gilt

((g-oph)e)(x) = ((hg)e)(x) = @((hg)(x)) = @(h(gz)) = (he)(gz) = (9(hp))(z),
also (g -op h) = g(hy). Statt mit der oppositionellen Gruppe zu arbeiten
kann man diese Konstruktion auch als eine Operation von rechts auffassen.

Die Fixelemente von Abb (M, N) unter dieser Operation sind gerade die G-
invarianten Abbildungen von M nach N. Diese Konstruktion wird insbe-
sondere bei N = R o0.A. angewendet, wenn es also um auf M definierte
Funktionen geht.
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ANHANG 6: SEPARABLER ABSCHLUSS

Separable und rein-inseparable Elemente

Lemma 6.1. Es sei K ein Korper der positiven Charakteristik p > 0 und
sei F' € K[X] ein irreduzibles Polynom. Dann gibt es ein irreduzibles und
separables Polynom G € K[X| mit F = G(X*") fiir ein geeignetes e € N,

Beweis. Da F' irreduzibel ist, ist der Grad von F' mindestens 1. Es sei e
der maximale Exponent derart, dass man F = G(X?") mit einem Polynom
G € K[X] schreiben kann. Dies muss es geben, da G nicht konstant ist und
daher der Grad von G(X*") mindestens so grof§ wie p° ist. Das Polynom G
ist ebenfalls irreduzibel, da eine Zerlegung davon sofort zu einer Zerlegung
von F fithrt. Wegen der Maximalitit von e ist G ¢ K[XP]. Daher ist G’ # 0
und somit ist G’ teilerfremd zum irreduziblen Polynom G. Also ist G nach
Fakt separabel. U

Definition 6.2. Sei K C L eine Korpererweiterung. Ein Element z € L
heifit separabel, wenn x algebraisch iiber K ist, und sein Minimalpolynom
separabel ist.

Definition 6.3. Sei K C L eine Korpererweiterung. Ein Element z € L
heifit rein-inseparabel, wenn x algebraisch ist und sein Minimalpolynom F' in
jedem Erweiterungskorper nur eine Nullstelle besitzt.

Ein Element z € L, das zu K gehort, ist geméfl dieser Definition rein-
inseparabel; sein Minimalpolynom ist ja X — z. In Charakteristik 0 sind
dies auch schon die einzigen rein-inseparablen Elemente. In positiver Cha-
rakteristik kann man die folgende Charakterisierung angeben.

Lemma 6.4. Es sei K ein Korper der positiven Charakteristik p > 0, es sei
K C L eine Kiorpererweiterung und x € L ein tiber K algebraisches Element.
Dann ist © genau dann rein-inseparabel, wenn x*° € K ist fiir ein e € N.

Beweis. Es sei 27" = y € K. Dann ist X?* —y = (X — 2)” € K[X] ein
Polynom, das x annuliert. Dieses Polynom besitzt iiber K(z) die einzige
Nullstelle z, so dass dies auch fiir das Minimalpolynom von x iiber K gilt,
und zwar auch in jedem Erweiterungskorper. Also ist x rein-inseparabel. Sei
nun x rein-inseparabel, mit dem Minimalpolynom F € K[X]|. Nach Fakt
gibt es ein irreduzibles separables Polynom G € K[X] und ein e € N mit
F = G(X?). Sei d der Grad von G. Es sei K C M der Zerfillungskorper von
G und G = (X —ay)-- (X — a4) die Faktorzerlegung von G iiber M. Wegen
der Separabilitdt von G sind diese Nullstellen verschieden. Bei d > 1 hétte
auch F' verschiedene Nullstellen (in einem geeigneten Erweiterungskorper
M C M'"). Also ist d = 1 und somit ist F' = X?" — y mit einem y € K. [
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Definition 6.5. Eine Korpererweiterung K C L heifit rein-inseparabel, wenn
jedes Element x € L rein-inseparabel {iber K ist.

Lemma 6.6. Sei K C L eine Korpererweiterung und es sei x € L ein

Element, das sowohl separabel als auch rein-separabel iber K ist. Dann ist
re K.

Beweis. Es sei F' € K[X] das Minimalpolynom von z. Dann besitzt F' wegen
der Separabilitdt in jedem Erweiterungskorper nur einfache Nullstellen, aber
wegen der reinen Inseparabilitit iiberhaupt nur eine Nullstelle. Also besitzt
F den Grad 1 und somit ist x € K. O

Definition 6.7. Sei K C L eine Korpererweiterung. Unter dem separablen
Abschluss (von K in L) versteht man die Teilmenge S C L, die aus allen
iiber K separablen Elementen aus L besteht.

Lemma 6.8. Sei K C L eine Korpererweiterung und es sei S, K C .S C L,
der separable Abschluss von K in L. Dann gelten folgende Aussagen.

(1) S ist ein Korper.
(2) Die Kdorpererweiterung K C L ist separabel.
(3) Der separable Abschluss von S in L ist gleich S.

Beweis. (1). Fiir zwei Elemente x,y € S ist Klz,y](C L) eine tiber K
nach Fakt eine endliche und nach Fakt separable Korpererweiterung. Also
ist K[z,y] € S und S ist ein Unterring. Fiir x # 0 ist auch = € K|z, y], so
dass ein Korper vorliegt. (1) ist klar. (3). Sei « € L separabel iiber S. Dann
ist « auch separabel iiber einem Kérper M, K C M C S, der endlich iiber
K ist. Daher ist x algebraisch iiber K. Es sei F' das Minimalpolynom von x
iiber K, das nach Fakt die Gestalt

F = G(X
mit ¢ = p° und einem irreduziblen separablen Polynom G € K[X]. Fiir
y = af
ist GG ein separables annullierendes Polynom, so dass y € S ist. Daher wird

x von X9 —y € S[X]| annulliert, so dass x auch rein-inseparabel iiber S ist.
Daherist e=0und zr =y € S. O

Satz 6.9. Fine endliche Korpererweiterung ist genau dann étale, wenn sie
separabel ist.

Beweis. Sei zunachst K C L separabel und z € L. Das Minimalpolynom
F € K[X] von z ist separabel, daher ist nach Fakt F’(z) # 0. Somit folgt
aus
0 = dF(z) = F'(x)dz,
dass
dr = 0
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ist. Sei nun umgekehrt {27 = 0 vorausgesetzt. Wir verwenden den separa-
blen Abschluss K C S C L und miissen S = L zeigen. Wir nehmen an, dass
S # L ist. Dann gibt es eine Kette

SQ S(Z'l) QS(xl,xg) Q Q S(l’l,...,l'n) :L,

wobei wir M = S(z1,...,2,-1) # L annehmen koénnen. Da S C L rein-
inseparabel ist, ist auch M C L = M(x,) rein-inseparabel. Daher ist das
Minimalpolynom von z,, iiber M gleich X? — a mit a € M und ¢ = p® mit
e>1. Also ist L = M[X]/(X?— a) und daher ist

Qpy = LdX/(X9—a)dX = LdX # 0

nach Fakt. Daher ist auch €1 x # 0 aufgrund von Fakt im Widerspruch zur
Voraussetzung. O

ANHANG 7: DIAGONALISIERBARKEIT

Satz 7.1. Es sei K ein Korper und es sei V' ein endlichdimensionaler K -
Vektorraum. Es sei
p:V—V

eine lineare Abbildung. Dann sind folgende Aussagen dquivalent.

(1) @ ist diagonalisierbar.

(2) Das charakteristische Polynom x, zerfdllt in Linearfaktoren und fir
jede Nullstelle \ stimmt die algebraische Vielfachheit j1) mit der geo-
metrischen Vielfachheit dim(Eig,(¢)) tberein.

(3) Das Minimalpolynom P zu @ zerfdllt in Linearfaktoren, die alle ein-

fach sind.

Definition 7.2. Es sei K ein Korper und V ein K-Vektorraum. Man sagt,
dass die linearen Abbildungen

Py oV —V

simultan diagonalisierbar sind, wenn es eine Basis v;, ¢ € I, von V gibt, so
dass jedes v; fiir jedes ¢; ein Eigenvektor ist.

Korollar 7.3. Es sei K ein Korper und es set V' ein endlichdimensionaler
K-Vektorraum. Es sei

p:V—V
eine lineare Abbildung mit ©™ = idy fiir ein n € N. Es sei vorausgesetzt, dass
K eine n-te primitive Einheitswurzel enthdlt. Dann ist ¢ diagonalisierbar.

Beweis. Nach der Voraussetzung an ¢ ist das Minimalpolynom von ¢ ein
Teiler von X™ — 1. Nach der Voraussetzung an den Korper besitzt dieses
Polynom n verschiedene Nullstellen. Daher zerfallt das Minimalpolynom in
einfache Linearfaktoren. Nach Satz Anhang 7.1 ist somit ¢ diagonalisierbar.

i
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Satz 7.4. Es sei K ein Korper und V' ein endlichdimensionaler K -Vektor-
raum. Es seien

Py oV —V
lineare Abbildungen, die alle diagonalisierbar seien. Dann sind diese linea-

ren Abbildungen genau dann simultan diagonaliserbar, wenn sie paarweise
vertauschbar sind.
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ANHANG A: BILDLIZENZEN

Die  Bilder  dieses  Textes stammen aus Commons (also
http://commons.wikimedia.org), und stehen unter unterschiedlichen
Lizenzen, die zwar alle die Verwendung hier erlauben, aber unterschiedliche
Bedingungen an die Verwendung und Weitergabe stellen. Es folgt eine Auf-
listung der verwendeten Bilder dieses Textes (nach der Seitenzahl geordnet,
von links nach rechts, von oben nach unten) zusammen mit ihren Quellen,
Urhebern (Autoren) und Lizenzen. Dabei ist Quelle so zu verstehen, dass
sich, wenn man

http://commons.wikimedia.org/wiki/File:

unmittelbar davor setzt, die entsprechende Datei auf Commons ergibt. Autor
benennt den Urheber des Werkes, falls dieser bekannt ist. Benutzer meint den
Hochlader der Datei; wenn keine weitere Information iiber den Autor vorliegt,
so gilt der Benutzer als Urheber. Die Angabe des Benutzernamen ist so zu
verstehen, dass sich, wenn man

http://commons.wikimedia.org/wiki/User:

unmittelbar davor setzt, die Benutzerseite ergibt. Wenn das Bild urspriinglich
in einem anderen Wikimedia-Projekt hochgeladen wurde, so wird die Doméne
(bspw. de.wikipedia.org) explizit angegeben.

Die Lizenz ist die auf der Dateiseite auf Commons angegebene Lizenz. Dabei
bedeuten

e GFDL: Gnu Free Documentation License (siehe den angehéngten Text, falls
diese Lizenz vorkommt)

e CC-BY-SA-2.5 (3.0): Creative Commons Attribution ShareAlike 2.5 (oder
3.0)

e PD: gemeinfrei (public domain)

ABBILDUNGSVERZEICHNIS
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Commons, Lizenz = CC-by-sa 3.0 9

Quelle = 3rd roots of unity.svg, Autor = Benutzer Marek Schmidt und
Nandhp auf Commons, Lizenz = PD 18
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