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VORWORT

Dieses Skript gibt die Vorlesung Mathematik fiir Anwender I wieder, die ich
im Wintersemester 2011/2012 an der Universitdt Osnabriick gehalten habe.
Ich habe diese Veranstaltung in dieser Form zum ersten Mal durchgefiihrt, bei
einem zweiten Durchlauf wiirden sicher noch viele Korrekturen und Anderun-
gen dazukommen. Dies bitte ich bei einer kritischen Durchsicht wohlwollend
zu beriicksichtigen.

Der Text wurde auf Wikiversity geschrieben und steht unter der Creative-
Commons-Attribution-ShareAlike 3.0. Die Bilder wurden von Commons
iibernommen und unterliegen den dortigen freien Lizenzen. In einem Anhang
werden die einzelnen Bilder mit ihren Autoren und Lizenzen aufgefiihrt. Die
CC-BY-SA 3.0 Lizenz ermoglicht es, dass das Skript in seinen Einzelteilen
verwendet, verdndert und weiterentwickelt werden darf. Ich bedanke mich
bei der Wikimedia-Gemeinschaft und insbesondere bei Benutzer Exxu fiir
die wichtigen Beitrdge im Projekt semantische Vorlagen, die eine weitgehend
automatische Erstellung des Latexcodes ermdoglichen.

Ich bedanke mich bei Herrn Daniel Brinkmann fiir Korrekturen und die Ko-
ordination des Ubungsbetriebs, ferner bei den Ubungsgruppenleitern Georg
Biedermann, Daniel Brinkmann, Alessio Caminata, Julio Moyano und bei
den Tutoren Danny Gomez-Ramirez, Linda Kock, Henning Mahr, Attila
Meeflen, Michael Robben, Kristina Volk, Sebastian Vof3 fiir die hervorragen-
de Mitarbeit bei der Veranstaltung. Bei Frau Marianne Gausmann bedanke
ich mich fiir die Erstellung der Pdf-Files und bei den Studierenden fiir einzel-
ne Korrekturen. Bei Jonathan Steinbuch bedanke ich mich fiir Verlinkungen
und Korrekturen.

Holger Brenner



Vorlesungen
1. VORLESUNG

1.1. Zahlen.
Wir arbeiten mit den folgenden Mengen, deren Kenntnis wir voraussetzen.
N={0,1,2,...},

die Menge der natirlichen Zahlen (mit der 0).
Z=A...,—2,-1,0,1,2,...},

die Menge der ganzen Zahlen.
Q= {aftla € Z, be Z\{0}},

die Menge der rationalen Zahlen und die Menge der reellen Zahlen R.

Diese Mengen sind mit den natiirlichen Operationen wie Addition und Mul-
tiplikation versehen, an deren Eigenschaften wir bald erinnern werden. Die
reellen Zahlen stellen wir uns als die Punkte einer Geraden vor, auf der sich
auch die zuvor genannten Zahlenmengen befinden. Zugleich kann man R als
die Menge aller (vor dem Komma endlichen, nach dem Komma eventuell un-
endlichen) Ziffernfolgen auffassen. Wir werden im Laufe der Vorlesung alle
entscheidenden Eigenschaften der reellen Zahlen kennenlernen (die sogenann-
ten Aziome der reellen Zahlen, aus denen man alle anderen Eigenschaften
logisch herleiten kann) und dann auch diese vorldufigen Sichtweisen préazisie-
ren.

1.2. Induktion.

Mathematische Aussagen, die von natiirlichen Zahlen abhéngen, kénnen mit
dem Beweisprinzip der vollstindigen Induktion bewiesen werden. Die folgen-
de Aussage begriindet dieses Prinzip.

Satz 1.1. Fliir jede natiirliche Zahl n sei eine Aussage A(n) gegeben. Es gelte

(1) A(0) ist wahr.
(2) Fiir alle n gilt: wenn A(n) gilt, so ist auch A(n + 1) wahr.

Dann gilt A(n) fir alle n.
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Beweis. Es sei
M = {n € N| A(n) ist wahr} .
Wir wollen zeigen, dass M = N ist, denn genau dies bedeutet, dass die
Aussage fiir alle n gilt. Nach der ersten Bedingung ist
0e M.

Nach der zweiten Voraussetzung gilt fiir M, dass ausn € M stetsn+1 € M
folgt. Damit enthélt M die 0, daher die 1, daher die 2, usw., und damit
iiberhaupt alle natiirlichen Zahlen. O

Der Nachweis von A(0) heifit dabei der Induktionsanfang und der Schluss
von A(n) auf A(n + 1) heilt der Induktionsschluss. In manchen Situationen
ist die Aussage A(n) erst fiir n > ny fiir ein gewisses ny (definiert oder)
wahr. Dann beweist man im Induktionsanfang die Aussage A(ng) und den
Induktionsschluss fithrt man fiir n > ng durch.

Das folgende Standardbeispiel fiir einen Induktionsbeweis verwendet das
Summenzeichen. Fiir gegebene reelle Zahlen ay, ..., a, bedeutet

Zak = a1+ a2+ ...+ 0p_ 1+ Qy.

Dabei héngen im Allgemeinen die a; in einer formelhaften Weise von k ab.
Entsprechend ist das Produktzeichen definiert, ndmlich

n
Hak = a1 Q2 Ap—1 * Ap.
k=1

Aufgabe 1.2. Beweise durch Induktion die folgende Formel.

Losung

Beim Induktionsanfang ist n = 1, daher besteht die Summe links nur aus
einem Summanden, ndmlich der 1, und daher ist die Summe 1. Die rechte
Seite ist % = 1, so dass die Formel fiir n = 1 stimmt.

Fiir den Induktionsschritt setzen wir voraus, dass die Formel fiir ein n gilt,
und miissen zeigen, dass sie auch fiir n + 1 gilt. Dabei ist n beliebig. Es ist

n+1 n
Y ko= (Zk>+n+1
k=1 =

1

n(n+1)+2(n+1)
2
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(n+2)(n+1)
5 .

Dabei haben wir fiir die zweite Gleichheit die Induktionsvoraussetzung ver-
wendet. Der zuletzt erhaltene Term ist die rechte Seite der Formel fiir n + 1,
also ist die Formel bewiesen.

1.3. Mengen.

David Hilbert (1862-1943) nannte sie ein Paradies, aus dem die Mathematiker
nie mehr vertrieben werden diirfen.
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Mathematische Strukturen, wie die eingangs erwahnten Zahlen, werden als
Mengen beschrieben. Eine Menge ist eine Ansammlung von wohlunterschie-
denen Objekten, die die Elemente der Menge heiflen. Mit ,, wohlunterschie-
den* meint man, dass es klar ist, welche Objekte als gleich und welche als
verschieden angesehen werden. Die Zugehorigkeit eines Elementes x zu einer
Menge M wird durch

reM

ausgedriickt, die Nichtzugehorigkeit durch
Fiir jedes Element(symbol) gilt stets genau eine dieser zwei Moglichkeiten.

Fiir Mengen gilt das Eztensionalititsprinzip, d.h. eine Menge ist durch die
in ihr enthaltenen Elemente eindeutig bestimmt, dariiber hinaus bietet sie
keine Information. Insbesondere stimmen zwei Mengen {iberein, wenn beide
die gleichen Elemente enthalten.

Die Menge, die kein Element besitzt, heiflit leere Menge und wird mit
0
bezeichnet.

Eine Menge N heifit Teilmenge einer Menge M, wenn jedes Element aus N
auch zu M gehort. Man schreibt dafiir

NCM

(manche schreiben dafiir N C M). Man sagt dafiir auch, dass eine Inklusion
N C M vorliegt. Fiir die oben erwédhnten Zahlenmengen gelten die Inklusio-
nen

NCZCQCR.
Im Nachweis, dass N C M ist, muss man zeigen, dass fiir ein beliebiges
Element x € N ebenfalls die Beziehung x € M gilt. Dabei darf man lediglich
die Eigenschaft x € N verwenden.

Fiir uns werden Mengen hauptséchlich Zahlenmengen sein.

1.4. Mengenoperationen.

Es gibt mehrere Moglichkeiten, aus gegebenen Mengen neue Mengen zu bil-
den. Die wichtigsten sind die folgenden.

o Vereinigung
AUB :={z|x € A oder x € B},

e Durchschnitt
ANB :={z|r € Aund = € B},

e Differenzmenge

A\ B :={z|x € Aund = ¢ B}.
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Diese Operationen ergeben nur dann einen Sinn, wenn die beteiligten Mengen
als Teilmengen in einer gemeinsamen Grundmenge gegeben sind. Dies sichert,
dass man iiber die gleichen Elemente spricht. Haufig wird diese Grundmenge
nicht explizit angegeben, dann muss man sie aus dem Kontext erschliefen.
Ein Spezialfall der Differenzmenge bei einer gegebenen Grundmenge G ist
das Komplement einer Teilmenge A C G, das durch

CA=G\A={r G|z ¢ A}

definiert ist. Wenn zwei Mengen einen leeren Schnitt haben, also AN B = ()
gilt, so nennen wir sie disjunkt.

1.5. Produktmenge.

Wir wollen die Rechenoperationen auf den oben erwdhnten Zahlenmengen,
insbesondere die Addition und die Multiplikation, mengentheoretisch erfas-
sen. Bei der Addition (beispielsweise auf N) wird zwei natiirlichen Zahlen a
und b eine weitere natiirliche Zahl, ndmlich a + b, zugeordnet. Die Menge der

Paare nennt man Produktmenge und die Zuordnung fiihrt zum Begriff der
Abbildung.

Wir definieren.t

Definition 1.3. Es seien zwei Mengen L und M gegeben. Dann nennt man
die Menge
LxM={(z,y)|zel,yeM}

die Produktmenge der beiden Mengen.

Die Elemente der Produktmenge nennt man Paare und schreibt (z,y). Da-
bei kommt es wesentlich auf die Reihenfolge an. Die Produktmenge besteht
also aus allen Paarkombinationen, wo in der ersten Komponenten ein Ele-
ment der ersten Menge und in der zweiten Komponenten ein Element der
zweiten Menge steht. Zwei Paare sind genau dann gleich, wenn sie in beiden
Komponenten gleich sind.

Wenn eine der beiden Mengen leer ist, so ist auch die Produktmenge leer.
Wenn die beiden Mengen endlich sind, und es in der ersten Menge n Elemente
und in der zweiten Menge £ Elemente gibt, so gibt es in der Produktmenge n-

IDefinitionen werden in der Mathematik zumeist als solche deutlich herausgestellt und
bekommen eine Nummer, damit man auf sie einfach Bezug nehmen kann. Es wird eine
Situation beschrieben, bei der die verwendeten Begriffe schon zuvor definiert worden sein
mussten, und in dieser Situation wird einem neuen Konzept ein Name (eine Bezeichnung)
gegeben. Dieser Name wird kursiv gesetzt. Man beachte, dass das Konzept auch ohne den
neuen Namen formulierbar ist, der neue Name ist nur eine Abkiirzung fiir das Konzept.
Sehr héufig héingen die Begriffe von Eingaben ab, wie den beiden Mengen in dieser Defi-
nition. Bei der Namensgebung herrscht eine gewisse Willkiir, so dass die Bedeutung der
Bezeichnung im mathematischen Kontext sich allein aus der expliziten Definition, aber
nicht aus der alltéglichen Wortbedeutung erschlieflen l4sst.
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k Elemente. Man kann auch fiir mehr als nur zwei Mengen die Produktmenge

bilden.

Beispiel 1.4. Es sei V' die Menge aller Vornamen (sagen wir der Vornamen,
die in einer bestimmten Grundmenge an Personen wirklich vorkommen) und
N die Menge aller Nachnamen. Dann ist

V x N

die Menge aller Namen. Aus einem Namen ldsst sich einfach der Vorname
und der Nachname herauslesen, indem man entweder auf die erste oder auf
die zweite Komponente des Namens schaut. Auch wenn alle Vornamen und
Nachnamen fiir sich genommen vorkommen, so muss natiirlich nicht jeder
daraus gebastelte mogliche Name wirklich vorkommen. Bei der Produktmen-
ge werden eben alle Kombinationsmoglichkeiten aus den beiden beteiligten
Mengen genommen.

Bei einer Produktmenge konnen natiirlich auch beide Mengen gleich sein.
Dann ist es verlockend, die Reihenfolge zu verwechseln, und also besonders
wichtig, darauf zu achten, dies nicht zu tun.

Die Produktmenge R x R stellt man sich als eine Ebene vor, man schreibt
dafiir auch R?. Die Produktmenge Z x Z kann man sich als eine Menge von
Gitterpunkten vorstellen.

——

—

Ein Zylindermantel ist die Produktmenge aus einem Kreis und einer Strecke
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Beispiel 1.5. Es sei S ein Kreis, worunter wir die Kreislinie verstehen, und
I eine Strecke. Der Kreis ist eine Teilmenge einer Ebene F und die Strecke ist
eine Teilmenge einer Geraden (G, so dass fiir die Produktmenge die Beziehung

SxICExG

gilt. Die Produktmenge E x G stellt man sich als einen dreidimensionalen
Raum vor, und darin ist die Produktmenge S x I ein Zylindermantel.

1.6. Abbildungen.

Definition 1.6. Seien L und M zwei Mengen. Eine Abbildung F von L
nach M ist dadurch gegeben, dass jedem Element der Menge L genau ein
Element der Menge M zugeordnet wird. Das zu x € L eindeutig bestimmte
Element wird mit F'(x) bezeichnet. Die Abbildung driickt man als Ganzes
héufig durch

F:L— M, z+— F(x),
aus.

Bei einer Abbildung F': L — M heifit L die Definitionsmenge (oder Definiti-
onsbereich) der Abbildung und M die Wertemenge (oder Wertevorrat oder
Zielbereich) der Abbildung. Zu einem Element = € L heifit das Element
F(z)e M

der Wert von F' an der Stelle x. Statt Stelle sagt man auch haufig Argument.
Zwei Abbildungen F' : Ly — M; und G : Ly — M, sind gleich, wenn die
Definitionsmengen und die Wertemengen {ibereinstimmen und wenn fiir alle
r € Ly = Lo die Gleichheit F(x) = G(z) in M; = M, gilt. Die Gleichheit
von Abbildungen wird also zuriickgefiihrt auf die Gleichheit von Elementen
in einer Menge.

Abbildungen werden héufig auch Funktionen genannt. Wir werden den Be-
griff Funktion fiir solche Abbildungen reservieren, deren Wertemenge die re-
ellen Zahlen R sind.

Zu jeder Menge L nennt man die Abbildung
L— L, x+—uz,

also die Abbildung, die jedes Element auf sich selbst schickt, die Identitdt
(auf L). Sie wird mit Id;, bezeichnet. Zu einer weiteren Menge M und einem
fixierten Element ¢ € M nennt man die Abbildung

L— M, x+—c,
die also jedem Element x € L den konstanten Wert c zuordnet, die konstante

Abbildung (mit dem Wert ¢). Sie wird hiufig wieder mit ¢ bezeichnet.?

2Von Hilbert stammt die etwas iiberaschende Aussage, die Kunst der Bezeichnung
in der Mathematik besteht darin, unterschiedliche Sachen mit denselben Symbolen zu
bezeichnen.
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Fiir eine Abbildung gibt es mehrere Darstellungsmoglichkeiten, z.B. Werte-
tabelle, Balkendiagramm, Kuchendiagramm, Pfeildiagramm, den Graph der
Abbildung. Dabei sind die Uberginge zwischen der formalen Definition ei-
ner Abbildung und den visuellen Realisierungen flieBend. In der Mathematik
wird eine Abbildung zumeist durch eine Abbildungsvorschrift beschrieben,
die es erlaubt, die Werte der Abbildung zu berechnen.

Die Rechenoperationen Addition und Multiplikation innerhalb der reellen
Zahlen fassen wir als eine Abbildung

RxR—R

auf, d.h. es wird dem Paar (z,y) € R x R die reelle Zahl = + y (bzw. x - y)
zugeordnet. Eine solche Abbildung heifit eine Verkniipfung.

Definition 1.7. Eine Verknipfung o auf einer Menge M ist eine Abbildung
o:MxM— M, (z,y) — o(x,y) =x0y.

Der Definitionsbereich ist also die Produktmenge von M mit sich selbst und
der Wertebereich ist ebenfalls M. Addition, Multiplikation und Subtraktion
(auf Z, auf Q oder auf R) sind Verkniipfungen. Auf Q und R ist die Division
keine Verkniipfung, da sie nicht definiert ist, wenn die zweite Komponente
gleich 0 ist (und schon gar nicht auf Z). Allerdings ist die Division eine Ver-
kniipfung auf R\ {0}. In der néchsten Vorlesung werden wir die algebraischen
Eigenschaften der Addition und der Multiplikation auf den reellen Zahlen im
Begrift des ,,Korpers® zusammenfassen.

2. VORLESUNG

2.1. Korper.

Wir werden nun die Eigenschaften der reellen Zahlen besprechen. Grundle-
gende Figenschaften von mathematischen Strukuren werden als Aziome be-
zeichnet. In der Mathematik werden sdmtliche Eigenschaften aus den Axio-
men logisch abgeleitet. Die Axiome fiir die reellen Zahlen gliedern sich in al-
gebraische Axiome, Anordnungsaxiome und das Vollstindigkeitsaxiom. Die
algebraischen Axiome werden im Begriff des Korpers zusammengefasst. Un-
ter algebraischen Eigenschaften versteht man solche Eigenschaften, die sich
auf die Rechenoperationen, also die Addition, die Subtraktion, die Multipli-
kation und die Division, beziehen. Diese Operationen ordnen zwei Elementen
der gegebenen Menge M, also beispielsweise zwei reellen Zahlen, ein weiteres
Element der Menge zu, es handelt sich also um Verkniipfungen.

Definition 2.1. Eine Menge K heifit ein Kdrper, wenn es zwei Verkniipfun-
gen (genannt Addition und Multiplikation)

+: AXxXK—Kund -: K xK — K

und zwei verschiedene Elemente 0,1 € K gibt, die die folgenden Eigenschaf-
ten erfiillen.
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(1) Axiome der Addition
(a) Assoziativgesetz: Fiir alle a,b, ¢ € K gilt: (a+b)+c = a+ (b+c).
(b) Kommutativgesetz: Fiir alle a,b € K gilt a+b =0+ a.
(c) 0 ist das neutrale Element der Addition, d.h. fiir alle a € K ist
a+0=a.
(d) Existenz des Negativen: Zu jedem a € K gibt es ein Element
be K mit a+b=0.
(2) Axiome der Multiplikation
(a) Assoziativgesetz: Fiir alle a,b,c € K gilt: (a-b)-c=a-(b-c).
(b) Kommutativgesetz: Fiir alle a,b € K gilt a-b=1"b"-a.
(c) 1ist das neutrale Element der Multiplikation, d.h. fiir alle a € K
ista-1=a.
(d) Existenz des Inversen: Zu jedem a € K mit a # 0 gibt es ein
Element ¢ € K mit a-c = 1.
(3) Distributivgesetz: Fiir alle a,b,c € K gilt a- (b+¢) = (a-b) + (a - c).

Dass all diese Axiome fiir die reellen Zahlen (und die rationalen Zahlen) mit
den natiirlichen Verkniipfungen gelten, ist aus der Schule bekannt.

In einem Korper gilt die Klammerkonvention, dass die Multiplikation stéarker
bindet als die Addition. Man kann daher a - b + ¢ - d statt (a - b) + (c -
d) schreiben. Zur weiteren Notationsvereinfachung wird das Produktzeichen
hiufig weggelassen. Die besonderen Elemente 0 und 1 in einem Korper werden
als Nullelement und als Einselement bezeichnet. Nach der Definition miissen
sie verschieden sein.

Die wichtigsten Beispiele fiir einen Korper sind fiir uns die rationalen Zah-
len, die reellen Zahlen und die komplexen Zahlen, die wir in der néchsten
Vorlesung kennenlernen werden.

Lemma 2.2. In einem Korper K ist zu einem Element x € K das Element
y mit x +y = 0 eindeutig bestimmt. Bei x # 0 ist auch das Element z mit
xz =1 eindeutig bestimmt.

Beweis. Sei x vorgegeben und seien y und ¢’ Elemente mit z+y =0 = 2 +/.
Dann gilt
y=yt0=y++y)=yta)+y =@ty +y =0+y =y
Insgesamt ist also y = 3. Fiir den zweiten Teil sei x vorgegeben mit x # 0.
Es seien z und 2’ Elemente mit xz = 1 = z2’. Dann ist
z =21 = z(z) = (22)2 = 12 = 2.

Also ist z = 2. O

Zu einem FElement a € K nennt man das nach diesem Lemma eindeutig
bestimmte Element y mit a + y = 0 das Negative von a und bezeichnet es
mit —a. Es ist —(—a) = a, da wegen a + (—a) = 0 das Element a gleich dem
eindeutig bestimmten Negativen von —a ist.
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Statt b + (—a) schreibt man abkiirzend b — a und spricht von der Differenz.
Die Differenz ist also keine grundlegende Verkniipfung, sondern wird auf die
Addition mit dem Negativen zuriickgefiihrt.

Das zu a € K, a # 0, nach diesem Lemma eindeutig bestimmte Element z
mit az = 1 nennt man das Inverse von a und bezeichnet es mit a~!.

Fiir a,b € K, b # 0, schreibt man auch abkiirzend
a/b:= % =ab!.

Die beiden linken Ausdriicke sind also eine Abkiirzung fiir den rechten Aus-

druck.

Zu einem Korperelement a € K und n € N wird a” als das n-fache Produkt
von a mit sich selbst definiert, und bei a # 0 wird @™ als (a~!)" interpretiert.

Ein  kurioser® Kérper wird im folgenden Beispiel beschrieben. Dieser Kérper
mit zwei Elementen ist in der Informatik und der Kodierungstheorie wichtig,
wird fiir uns aber keine grofle Rolle spielen. Er zeigt, dass es nicht fiir jeden
Korper sinnvoll ist, seine Elemente auf der Zahlengeraden zu verorten.

Beispiel 2.3. Wir suchen nach einer Korperstruktur auf der Menge {0, 1}.
Wenn 0 das neutrale Element einer Addition und 1 das neutrale Element einer
Multiplikation sein soll, so ist dadurch schon alles festgelegt, da 1 +1 =0
sein muss, da 1 ein inverses Element bzgl. der Addition besitzen muss, und
da in jedem Korper 0 -0 = 0 gelten muss. Die Operationstafeln sehen also
wie folgt aus.

SEE
OHH

[0
0
1

und

0]t ]
000
101

Durch etwas aufwéndiges Nachrechnen stellt man fest, dass es sich in der Tat
um einen Koérper handelt.

Die folgenden Eigenschaften sind fiir den Korper der reellen Zahlen vertraut,
wir beweisen sie aber allein aus den Axiomen eines Kérpers. Sie gelten daher
fiir einen jeden Korper.

Lemma 2.4. Es sei K ein Korper und seien a,b,c,aq,...,a,.,by,...,bs Ele-
mente aus K. Dann gelten folgende Aussagen.

(1) a0 = 0 (Annullationsregel ).
(2) (—a)b = —ab = a(-"b).
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(3) (—a)(—b) = ab (Vorzeichenregel ).

(4) a(b—c) = ab — ac.

(5) (Oimy @) (D ke k) = D0 icicr 1<p<s @ibi (allgemeines Distributivge-
setz). -

(6) Ausa-b=0 folgt a =0 oder b = 0.

Beweis. (1) Esist a0 = a(0+0) = a0+ a0. Durch beidseitiges Abziehen
von a0 ergibt sich die Behauptung.

(2)
(—a)b+ab = (—a+a)b =00 =0

nach Teil (1). Daher ist (—a)b das (eindeutig bestimmte) Negative
von ab. Die zweite Gleichheit folgt analog.

(3) Nach (2) ist (—(—a))b = (—a)(—b) und wegen —(—a) = a folgt die
Behauptung.

(4) Dies folgt auch aus dem bisher Bewiesenen.

(5) Dies folgt aus einer Doppelinduktion, siehe Aufgabe 2.10.

(6) Nehmen wir an, dass a und b beide von null verschieden sind.
Dann gibt es dazu inverse Elemente a~' und b~! und daher ist
(ab)(b~*a™') = 1. Andererseits ist aber nach Voraussetzung ab = 0
und daher ist nach der Annullationsregel

(ab)(b™'a™) = 0(b7ta™t) = 0,

so dass sich der Widerspruch 0 = 1 ergibt.

2.2. Anordnungseigenschaften der reellen Zahlen.

Bekanntlich kann man die reellen Zahlen mit einer Geraden identifizieren.
Auf dem Zahlenstrahl liegen von zwei Punkten einer weiter rechts als der
andere, was bedeutet, dass sein Wert grofier ist. Wir besprechen nun diese
Anordnungseigenschaften der reellen Zahlen.

Axiom 2.5. Die reellen Zahlen R erfiillen die folgenden Anordnungsaxiome.

(1) Fiir je zwei reelle Zahlen a,b € R ist entweder a > b oder a = b oder
b> a.

(2) Aus a > b und b > ¢ folgt a > ¢ (fiir beliebige a, b, ¢ € R).

(3) Aus a > b folgt a 4+ ¢ > b+ c (fiir beliebige a,b, c € R).

(4) Aus a > 0 und b > 0 folgt ab > 0 (fiir beliebige a,b € R).

(5) Fiir jede reelle Zahl a € R gibt es eine natiirliche Zahl n mit n > a.
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Archimedes (ca. 287 -212 v. C.)

Die ersten beiden Eigenschaften driicken aus, dass auf R eine totale (oder
lineare) Ordnung vorliegt; die in (2) beschriebene Eigenschaft heifit Transi-
tivitdt. Die fiinfte Eigenschaft heifit Archimedes-Azxiom.

Statt a > b schreibt man auch b < a. Die Schreibweise a > b bedeutet a > b
und a # b. Eine wichtige Bezichung in R ist, dass a > b #quivalent® zu
a —b > 0 ist. Diese Aquivalenz ergibt sich durch beidseitiges Addieren von
—b bzw. b aus dem dritten Axiom. Eine reelle Zahl a € R nennt man positiv,
wenn a > 0 ist, und negativ, wenn a < 0 ist. Die 0 ist demnach weder positiv
noch negativ, und jedes Element ist entweder positiv oder negativ oder null.
Die Elemente a mit a > 0 nennt man dann einfach nichinegativ und die
Elemente a mit a < 0 nichtpositiv. Fiir die entsprechenden Teilmengen der
reellen Zahlen schreibt man

Ry, R, Ry =R}, Rp =R
oder Ahnliches.
Lemma 2.6. Fir reelle Zahlen gelten die folgenden FEigenschaften.
(1) 1>0.

)
) Aus a > b und ¢ < 0 folgt ac < be.

) Esist a®> > 0.

) Aus a > b >0 folgt a™ > b™ fiir alle n € N.

) Aus a > 1 folgt a™ > a™ fiir ganze Zahlen n > m.
) Ausa>()folgt%>0.

)

Beweis. Siehe Aufgabe 2.4. O

3Man sagt, dass zwei Aussagen A und B zueinander dquivalent sind, wenn die Aussage
A genau dann wahr ist, wenn die Aussage B wahr ist. Dabei sind die beiden Aussagen
hiufig abhiingig von gewissen Variablenbelegungen, und die Aquivalenz bedeutet dann,
dass A(z) genau dann wahr ist, wenn B(x) wahr ist.
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Das folgende Lemma fasst Folgerungen aus dem Archimedes-Axiom zusam-
men.

Lemma 2.7. (1) Zu z,y € R mit x > 0 gibt es ein n € N mit nx > y.

(2) Zux >0 gibt es eine natirliche Zahl n mit + < x.

(3) Zu zwei reellen Zahlen x < y gibt es auch eine rationale Zahl n/k

(mitn € Z, k € Ny ) mit
n
T< <y

Beweis. (1). Wir betrachten y/x. Aufgrund des Archimedes-Axioms gibt es
ein n mit n > y/z. Da x positiv ist, gilt nach Lemma 2.6 auch nz > y. (2). Es
ist 27! eine wohldefinierte, nach Lemma 2.6 positive reelle Zahl. Aufgrund
des Archimedes-Axioms und daher gibt es eine natiirliche Zahl n € N mit
n > x~1. Dies ist nach Lemma 2.6 #quivalent zu

1 -1 —1\-1
—=n < (™) ==z

(3). Wegen y > x ist y — 2 > 0 und daher gibt es nach (2) ein & € N
mit % <y — x. Wegen (1) gibt es auch ein n’ € N mit n’% > . Wegen der
Archimedes-Eigenschaft gibt es ein n € N mit n > —zk. Nach Lemma 2.6
gilt daher (—ﬁ)% < z. Daher gibt es auch ein n € Z derart, dass

1 1
nE>xund(n—1)E§x

ist. Damit ist einerseits z < % und andererseits

n n—1+1< n
- = - <z —x =
ki Kk Y y

wie gewiinscht. U

Definition 2.8. Fiir reelle Zahlen a, b, a < b, nennt man

o a,b) = {x € Rlx > a und = < b} das abgeschlossene Intervall.
oa,bj={xr € R|x > a und = < b} das offene Intervall.

oa,b) = {xr € Rz > a und z < b} das linksseitig offene Intervall.
e a,b={x € R|z > a und z < b} das rechtsseitig offene Intervall.

Fiir das offene Intervall wird haufig auch (a, b) geschrieben. Die Zahlen a und
b heiBen die Grenzen des Intervalls (oder Randpunkte des Intervalls), genau-
er spricht man von unterer und oberer Grenze. Die Bezeichnung linksseitig
und rechtsseitig bei den beiden letzten Intervallen (die man auch als halbof-
fen bezeichnet) rithren von der iiblichen Représentierung der reellen Zahlen
als Zahlengerade her, bei der rechts die positiven Zahlen stehen. Manchmal
werden auch Schreibweisen wie (a, c0) verwendet. Dies bedeutet nicht, dass
es in R ein Element oo gibt, sondern ist lediglich eine kurze Schreibweise fiir
{r e R|z > a}.
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Fiir die reellen “Zahlen bilden die ganzzahligen Intervalle [n,n + 1], n € Z,
eine disjunkte Uberdeckung. Deshalb ist die folgende Definition sinnvoll.

3 = o
2 o O
1 = o—O —
0 ®

1 = *—O —
2 - o B
3 -0—O —

| | | | |

Definition 2.9. Die Gaufklammer ist die Funktion
|| R— R, z+— |z],

die durch
lz] =n, fallsz € n,n+1[und n € Z,

definiert wird.

Die Anordnungseigenschaften erlauben es auch, von wachsenden und fallen-
den Funktionen zu sprechen.

Definition 2.10. Es sei I C R ein Intervall und
f:I—R

eine Funktion. Dann heifit f wachsend, wenn

f(&') > f(x) fiir alle z,2" € T mit 2’ > x gilt,
streng wachsend, wenn

f(z") > f(x) fir alle x,2’" € I mit 2’ > z gilt,
fallend, wenn

f(a") < f(x) fiir alle z,2" € I mit 2’ > x gilt,
streng fallend, wenn

f(a") < f(x) fir alle z,2" € I mit 2’ > z gilt.
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2.3. Der Betrag.

y = |x]|

Definition 2.11. Fiir eine reelle Zahl x € R ist der Betrag folgendermaflen
definiert.
z falls z >0
|z =

—z falls x < 0.

Der Betrag ist also nie negativ und hat nur bei x = 0 den Wert 0, sonst ist
er immer positiv. Die Gesamtabbildung
R — R, 2 — 2],

nennt man auch Betragsfunktion. Der Funktionsgraph setzt sich aus zwei
Halbgeraden zusammen; eine solche Funktion nennt man auch stickweise
linear.

Lemma 2.12. Die reelle Betragsfunktion

R— R, 2+ 2|,
erfillt folgende Figenschaften (dabei seien x,y beliebige reelle Zahlen).
1) |z| > 0.

|z| =0 genau dann, wenn x = 0 ist.

2)
3) |x| = |y| genau dann, wenn x =y oder x = —y ist.

4) ly — 2| = |z —yl.

5) |yl = || [yl.

6) Fiir x # 0 ist |z = |z| .

7) Esist |z +y| <|z| + |y| (Dreiecksungleichung fiir den Betrag).

(
(
(
(
(
(
(

Beweis. Siehe Aufgabe 2.7. O
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3. VORLESUNG

3.1. Bernoullische Ungleichung.

Die Bernoulli’sche Ungleichung fiir n = 3.
Die folgende Aussage heifit Bernoulli Ungleichung.

Satz 3.1. Fiir jede reelle Zahl x > —1 und eine natiirliche Zahl n gilt die
Abschdtzung

(I4+2)">14nx.

Beweis. Wir fithren Induktion iiber n. Bei n = 0 steht beidseitig 1, so dass
die Aussage gilt. Sei nun die Aussage fiir n bereits bewiesen. Dann ist

(1+z)"* (I+z)"(1+x)
(1+nx)(1+x)
1+ (n+ 1z +na®
14+ (n+1)x.

VIV

3.2. Die Binomialkoeffizienten.

Definition 3.2. Zu einer natiirlichen Zahl n nennt man die Zahl
nl:=nn—1)n-2)---3-2-1
die Fakultdt von n (sprich n Fakultét).
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Man setzt 0! = 1.

Definition 3.3. Es seien k und n natiirliche Zahlen mit k& < n.* Dann nennt

man
ny n!
k) El(n — k)!

den Binomialkoeffizienten ,n iiber k.

Diesen Bruch kann man auch als
nn—1)n-2)---(n—k+2)(n—Fk+1)
k(k—1)(k—2)---2-1

schreiben, da die Faktoren aus (n — k)! auch in n! vorkommen und daher
kiirzbar sind. In dieser Darstellung stehen im Zahler und im Nenner gleich
viele Faktoren. Von der Definition her ist es nicht sofort klar, dass es sich bei
den Binomialkoeffizienten um natiirliche Zahlen handelt. Dies folgt aus der
folgenden Beziehung.

1 1

1 2 1

1 3

1
1 5 10 10 5 1
1 6 15 20 15 6 1
1 7 21 35 5 1

1 8 28 56 70 56 28 8 1
1 4 12 26 84

9 36 & 5 1
1 10 45 120 210 210

6 1 36 9
252 120 45 10 1

Das Dreieck der Binomialkoeffizienten war in Indien und in Persien schon um
1000 bekannt,

in China heiit es Yanghui-Dreieck (nach Yang Hui (um 1238-1298)),

“Bei k > n setzen wir die Binomialkoeffizienten gleich 0.
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in Europa heifit es das Pascalsche Dreieck (nach Blaise Pascal (1623-1662)).

Lemma 3.4. Die Binomialkoeffizienten erfillen die rekursive Bedingung®

n+1\ (n n n
k \k k—1)
Beweis. Siehe Aufgabe 3.1. O

Die folgende Formel bringt die Addition und die Multiplikation miteinander
in Beziehung.

Satz 3.5. Es seien a,b Elemente in einem Kérper. Ferner sein eine natiirli-
che Zahl. Dann gilt

(a+b)" = (Z) atbnr

k=0
Beweis. Wir fithren Induktion nach n. Fiir n = 0 steht einerseits (a+0)" = 1

und andererseits a’b® = 1. Sei die Aussage bereits fiir n bewiesen. Dann ist

(a+b)"" = (a+0b)(a+0b)"

= (a+b)Y (Z) ak bk

k=0

_ Zn: (Z) aF ik 4 Zn: (Z) akpr—kt1
k=0

]ZJ:r? n n+1 n
— kyn—k+1 kin—k+1
= E (k:—l)ab + E (k)ab

k=1 k=0

n+1 n n
— kanrlfk bn+1
(70 (1))

"Bei k = 0 ist (kfl) als 0 zu interpretieren.
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+
—_

n

—_ (n + 1) akbn—i—l—k + bn+1
k
1
_ (”Z >akbn+1—k'

Bemerkung 3.6. Fiir den Binomialkoeffizienten

(1)

gibt es eine wichtige inhaltliche Interpretation. Er gibt die Anzahl der k-
elementigen Teilmengen in einer n-elementigen Menge an. Z.B. gibt es in
einer 49-elementigen Menge genau

(49) _49-48-47-46-45-44

3 =

+ 1l
—

i
o

= 13983816

6 6-5-4-3-2-1

6-elementige Teilmengen. Der Kehrwert von dieser Zahl ist die Wahrschein-
lichkeit, beim Lotto sechs Richtige zu haben.

a b

al a2 |ab

b| ab [b?]

(a+b)’ =
a’+3ab+3ab’ +b°
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3.3. Die komplexen Zahlen.

Wir fithren nun ausgehend von den reellen Zahlen die komplexen Zahlen ein.
Zwar haben wir noch nicht alle Eigenschaften der reellen Zahlen kennenge-
lernt, insbesondere haben wir noch nicht die Vollstéandigkeit diskutiert, die R
von QQ unterscheidet, doch ist dies fiir die Konstruktion von C unerheblich.
Damit haben wir alle fiir die Anfangervorlesungen relevanten Zahlbereiche
zur Verfiigung.

Definition 3.7. Die Menge

R2
mit 0 := (0,0) und 1 := (1,0), mit der komponentenweisen Addition und der
durch

(a,b) - (c,d) := (ac — bd,ad + bc)

definierten Multiplikation nennt man Kdrper der komplexen Zahlen. Er wird
mit

C

bezeichnet.

Die Addition ist also einfach die vektorielle Addition im R?, wihrend die
Multiplikation eine neuartige Verkniipfung ist, die zwar numerisch einfach
durchfiihrbar ist, an die man sich aber dennoch gew6hnen muss. Wir werden
spéter noch eine geometrische Interpretation fiir die komplexe Multiplikation
kennen lernen.

Lemma 3.8. Die komplexen Zahlen bilden einen Korper.
Beweis. Siehe Aufgabe 3.6. U

Wir 16sen uns von der Paarschreibweise und schreiben
a+bi:= (a,b).

Insbesondere ist i = (0,1), diese Zahl heifit imagindre Einheit. Diese Zahl
hat die wichtige Eigenschaft

i =—1.
Aus dieser Eigenschaft ergeben sich sdmtliche algebraischen Eigenschaften

der komplexen Zahlen durch die Korpergesetze. So kann man sich auch die
obige Multiplikationsregel merken, es ist ja

(a+bi)(ct+di) = actadi+bic+bidi = ac+bdi*+(ad+be)i = ac—bd+(ad+be)i.

Wir fassen eine reelle Zahl a als die komplexe Zahl a + 0i = (a,0) auf. Es ist
gleichgiiltig, ob man zwei reelle Zahlen als reelle Zahlen oder als komplexe
Zahlen addiert oder multipliziert.
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Definition 3.9. Zu einer komplexen Zahl

z=a-+bi
heif3t

Re(z)=a
der Realteil von z und

Im(z) =10

heifit der Imagindrteil von z.

Man sollte sich allerdings die komplexen Zahlen nicht als etwas vorstellen, was
weniger real als andere Zahlensysteme ist. Die Konstruktion der komplexen
Zahlen aus den reellen Zahlen ist bei Weitem einfacher als die Konstruktion
der reellen Zahlen aus den rationalen Zahlen. Allerdings war es historisch ein
langer Prozess, bis die komplexen Zahlen als Zahlen anerkannt wurden; das
Irreale daran ist, dass sie einen Korper bilden, der nicht angeordnet werden
kann, und dass es sich daher scheinbar um keine Groflen handelt, mit denen
man sinnvollerweise etwas messen kann.

Im
A a+bi
bl———
|
|
I
1
:
0 2 » Re

Man kann sich die komplexen Zahlen als die Punkte in einer Ebene vorstellen;
fiir die additive Struktur gilt ja einfach C = R2. In diesem Zusammenhang
spricht man von der Gaussschen Zahlenebene. Die horizontale Achse nennt
man dann die reelle Achse und die vertikale Achse die imagindre Achse.

Lemma 3.10. Real- und Imagindrteil von komplexen Zahlen erfiillen folgen-
de FEigenschaften (fir z und w aus C).

(1) 2z =Re(z) + Im (2)i.

(2) Re(z +w) = Re(z) + Re (w).
(3) Im (z + w) = Im (2) + Im (w).
(4) Firr e R ist

Re(rz) =rRe(z) und Im (rz) = rIm (z).

(5) Es ist z = Re(z) genau dann, wenn z € R ist, und dies ist genau
dann der Fall, wenn Im (z) = 0 ist.
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Beweis. Siehe Aufgabe 3.7. 0
Definition 3.11. Die Abbildung
C—C,z=a+bi—zZ:=a-—U,

heifit komplexe Konjugation.

Zu z heiit z die konjugiert-komplexe Zahl von z. Geometrisch betrachtet ist
die komplexe Konjugation zu z € C einfach die Achsenspiegelung an der
reellen Achse.

Lemma 3.12. Fir die komplere Konjugation gelten die folgenden Rechen-
regeln (fir beliebige z,w € C).

Beweis. Siehe Aufgabe 3.14. O

Das Quadrat d? einer reellen Zahl ist stets nichtnegativ, und die Summe von
zwei nichtnegativen reellen Zahlen ist wieder nichtnegativ. Zu einer nichtne-
gativen reellen Zahl ¢ gibt es eine eindeutige nichtnegative Quadratwurzel \/c,
siche Aufgabe 13.8 (das werden wir spéter beweisen). Daher liefert folgende
Definition eine wohldefinierte nichtnegative reelle Zahl.

Definition 3.13. Zu einer komplexen Zahl
z=a+h
ist der Betrag definiert durch

lz| = Va? +b2.

Der Betrag einer komplexen Zahl z ist aufgrund des Satzes des Pythagoras
der Abstand von z zum Nullpunkt 0 = (0,0). Insgesamt ist der Betrag eine
Abbildung

C—>R20,Z'—>|Z’.
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Im ‘ .

; e""=cosp+ising

sin ¢

=
£
=
&
=
=
[e]

Die Menge aller komplexen Zahlen mit einem bestimmten Betrag bilden einen
Kreis mit dem Nullpunkt als Mittelpunkt und mit dem Betrag als Radius.
Insbesondere bilden alle komplexen Zahlen mit dem Betrag 1 den komplexen
Einheitskreis.

Lemma 3.14. Fir eine komplexe Zahl z gelten die folgenden Beziehungen.

Beweis. Siehe Aufgabe 3.8. U

Lemma 3.15. Flir den Betrag von komplexen Zahlen gelten folgende Eigen-
schaften.

(1) Fir reelles z stimmen reeller und komplexer Betrag tiberein.
(2) Es ist |z| =0 genau dann, wenn z = 0 ist.

(3) [z = [z]-

(4) [zw] = |2| [w].

(5) [Re (2)], [Im (2)| < [z].

(6) [z +w| < 2] + |w|.

(7) Fiir z#0 ist|1/z| =1/ |z].

Beweis. Wir zeigen die Dreiecksungleichung, fiir die anderen Aussagen siehe
Aufgabe 3.9. Zunéchst gilt nach (5) fiir jede komplexe Zahl u die Abschitzung
Re (u) < |u]. Daher ist

Re (zw) < [2] Jw]
und somit ist

|z +w| (z+w)(z + W)

2Z + ZwW + wz + ww
|2|* + 2 Re (2) + |w|?
2* + 22| [w| + |w]?

IA
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= (2l + lwl)*.

Durch Wurzelziehen ergibt sich die gewiinschte Abschéitzung. U

3.4. Quadratwurzeln von komplexen Zahlen.

Die imaginéire Einheit ¢ hat die wichtige Eigenschaft i = —1. Das Negative
von i besitzt die gleiche Eigenschaft, ndmlich (—i)? = (—1)%? = —1. Damit
gibt es zu jeder negativen reellen Zahl —c (mit ¢ positiv) in C die beiden
Quadratwurzeln /ci und —y/ci. Im folgenden Beispiel zeigen wir, dass nicht
nur jede reelle Zahl in C eine Quadratwurzel besitzt, sondern iiberhaupt jede
komplexe Zahl.

Beispiel 3.16. Es sei z = a+ bi eine komplexe Zahl. Dann hat die komplexe
Zahl

1 .
u= (o T ativE—a)

mit dem Vorzeichen
~J 1, fallsb >0
| —1fallsb<0.
die Eigenschaft
u=z.

Insbesondere besitzt also z zwei Quadratwurzeln, ndmlich v und —u, die bei
z = 0 zusammenfallen.

Wir zeigen dies fiir den Fall b > 0. Dann ist

u? = i( |z| +a+iv/]z| —a))?

3

h %(|Z|+a—(|z|—a)+2i(\/(|z|+a)(|z|_a))
B %(26”2@' 2" — a?)

- %(2@—1—2@'\/17_2)

- %(2@—1—2@'1))

= a+b

Daraus ergibt sich, dass innerhalb von C jede quadratische Gleichung
az> +bz4+c=0

mit a,b,c € C, a # 0, mindestens eine komplexe Losung besitzt, siehe Auf-
gabe 3.15.
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4. VORLESUNG

4.1. Injektive und surjektive Abbildungen.

Definition 4.1. Es seien L und M Mengen und es sei
F:L—M
eine Abbildung. Dann heifit F’

e injektiv, wenn fiir je zwei verschiedene Elemente z, 2’ € L auch F(z) und
F(z') verschieden sind.

o surjektiv, wenn es fiir jedes y € M mindestens ein Element x € L gibt mit
F(z) =y.

e hiyjektiv, wenn F' sowohl injektiv als auch surjektiv ist.

Diese Begriffe sind fundamental! Die Frage, ob eine Abbildung F' diese Ei-
genschaften besitzt, kann man anhand der Gleichung

F(z) =y
(in den beiden Variablen x und y) erlautern. Die Surjektivitéit bedeutet, dass
es zu jedem y € M mindestens eine Losung x € L fiir diese Gleichung gibt, die
Injektivitit bedeutet, dass es zu jedem y € M maximal eine Losung = € L
fiir diese Gleichung gibt, und die Bijektivitdt bedeutet, dass es zu jedem
y € M genau eine Losung x € L fiir diese Gleichung gibt. Die Surjektivitéit
entspricht also der Existenz von Losungen, die Injektivitdt der Eindeutig-
keit von Losungen. Beide Fragestellungen durchziehen die Mathematik und
konnen selbst wiederum haufig als die Surjektivitat oder die Injektivitit einer
geeigneten Abbildung interpretiert werden.

Beim Nachweis der Injektivitédt einer Abbildung geht man héufig so vor,
dass man zu zwei gegebenen Elementen x und 2z’ aus der Voraussetzung
F(z) = F(2') erschliefit, dass x = 2’ ist. Dies ist oft einfacher zu zeigen, als
aus x # x’ auf F(x) # F(2) zu schlielen.

Beispiel 4.2. Die Abbildung
R — R, z —> 22,

ist weder injektiv noch surjektiv. Sie ist nicht injektiv, da die zwei verschie-
denen Zahlen 2 und —2 beide auf 4 abgebildet werden. Sie ist nicht surjektiv,
da nur nichtnegative Elemente erreicht werden (eine negative Zahl hat keine
reelle Quadratwurzel). Die Abbildung

2
R20—>R,$|—)l’,

ist injektiv, aber nicht surjektiv. Die Injektivitéat folgt beispielsweise so: Wenn
r? = y? ist mit z,y > 0, so ist entweder = y = 0 oder (x/y)? = 1, also
z/y = 1 und daher = = y. Die Abbildung

2
R—>R20,ZL‘P—>(L',
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ist nicht injektiv, aber surjektiv, da jede nichtnegative reelle Zahl eine Qua-
dratwurzel besitzt. Die Abbildung
Rso — Rsg, 7 — 27,
ist injektiv und surjektiv.

Definition 4.3. Es sei F': L — M eine bijektive Abbildung. Dann heifit die
Abbildung

G:M— L,

die jedes Element y € M auf das eindeutig bestimmte Element z € L mit
F(x) = y abbildet, die Umkehrabbildung zu F'.

Definition 4.4. Es seien L, M und N Mengen und
F:L— M, z— F(x),
und
G:M — N, y— G(y),
Abbildungen. Dann heifit die Abbildung
GoF:L — N,z+— G(F(x)),
die Hintereinanderschaltung der Abbildungen F' und G.

Es gilt also

(Go F)(x) := G(F(x)),
wobei die linke Seite durch die rechte Seite definiert wird. Wenn die beiden
Abbildungen durch funktionale Ausdriicke gegeben sind, so wird die Hinter-
einanderschaltung dadurch realisiert, dass man den ersten Ausdruck anstelle

der Variablen in den zweiten Ausdruck einsetzt (und nach Moglichkeit ver-
einfacht).

Lemma 4.5. Es seien L, M, N und P Mengen und es seien
F:L— M, z+—— F(x),
G:M — N, y— G(y),

und
H:N— P, z— H(z),
Abbildungen. Dann ist

Ho(GoF)=(HoG)oF.

Beweis. Siehe Aufgabe 4.6. U

Satz 4.6. Seien M und N endliche Mengen mit n Elementen. Dann sind
fiir eine Abbildung
F:M—N

die Begriffe injektiv, surjektiv und bijektiv dquivalent.
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4.2. Polynome.

Definition 4.7. Es sei K ein Korper. Ein Ausdruck der Form
P:a0+a1X+a2X2+...+anX"
mit a; € K und n € N heifit Polynom in einer Variablen iiber K.

Dabei heilen die Zahlen ag, aq, ..., a, die Koeffizienten des Polynoms. Zwei
Polynome sind genau dann gleich, wenn sie in allen ihren Koeffizienten iiber-
einstimmen. Die Polynome mit a; = 0 fiir alle ¢ > 1 heiflen konstante Po-
lynome, man schreibt sie einfach als ag. Beim Nullpolynom sind iiberhaupt
alle Koeffizienten null.

Definition 4.8. Der Grad eines von null verschiedenen Polynoms
P=ay+a X +aX?+...+a,X"
mit a, # 0 ist n.

Das Nullpolynom bekommt keinen Grad. Der Koeffizient a,,, der zum Grad
n des Polynoms gehort, heiflt Leitkoeffizient des Polynoms.

Die Gesamtheit aller Polynome {iber einem Korper K heifit Polynomring
tiber K, er wird mit K[X]| bezeichnet. Dabei nennt man X die Variable des
Polynomrings.

Zwei Polynome

P = zn:aixi und @ = zm:bixi
i=0 1=0

werden komponentenweise miteinander addiert, d.h. die Koeffizienten der
Summe P+(@) sind einfach die Summe der Koeffizienten der beiden Polynome.
Bei n > m sind die ,,fehlenden“ Koeffizienten von ) als 0 zu interpretieren.
Diese Addition ist offenbar assoziativ und multiplikativ, das Nullpolynom ist
das neutrale Element und das negative Polynom — P erhélt man, indem man
jeden Koeffizienten von P negiert.

Zwei Polynome lassen sich auch miteinander multiplizieren, wobei man
Xn . Xm — Xn+m

setzt und diese Multiplikationsregel ,,distributiv fortsetzt*, d.h. man multi-
pliziert ,,alles mit allem* und muss dann aufaddieren. Die Multiplikation ist
also explizit durch folgende Regel gegeben:

n m n+m k
ZaiXi . ijXj = Z e X mit ¢, = Zarbk,r )
=0 =0 k=0 r=0
Fiir den Grad gelten die beiden folgenden Regeln
e grad (P + @) < max{grad (P), grad (Q)}.
e grad (P - Q) = grad (P) + grad (Q).
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!
Der Graph einer Polynomfunktion von R nach R vom Grad 5.

In ein Polynom P € K[X]| kann man ein Element a € K einsetzen, indem
man die Variable X an jeder Stelle durch a ersetzt. Dies fithrt zu einer Ab-
bildung

K — K, a— P(a),
die die durch das Polynom definierte Polynomfunktion heifit.

Wenn P und ) Polynome sind, so kann man die Hintereinanderschaltung
P o @) einfach beschreiben: man muss in P iiberall die Variable X durch @
ersetzen (und alles ausmultiplizieren und aufaddieren). Das Ergebnis ist wie-
der ein Polynom. Man beachte, dass es dabei auf die Reihenfolge ankommt.

4.3. Division mit Rest.

Satz 4.9. Sei K ein Kdrper und sei K[X] der Polynomring iber K. Es seien
P, T € K[X]| zwei Polynome mit T # 0. Dann gibt es eindeutig bestimmte

Polynome Q, R € K[X] mit
P =TQ + R und mit grad (R) < grad (T") oder R = 0.

Beweis. Dieser Beweis wurde in der Vorlesung nicht vorgefiihrt. U

Die Berechnung der Polynome () und R heifit Polynomdivision. Wir geben

dazu ein Beispiel iiber den komplexen Zahlen.

Beispiel 4.10. Wir fithren die Polynomdivision
P=(A4+3)X*+X*+5idurchT = (1+i)X*+ X —3+2i

aus. Das Inverse zu 1 + 7 ist % — %z und daher ist

11
(A4+3)(1+40)" = @+3n<§—§0
—2+——2+§'
- o Ty
701
= - —
2 2



37

Daher beginnt () mit (% — z) X und es ist
. 2 . 7 1 . . 3 7 . 2
(1+9)X"+ X —3+2) 575 X=(4+3)X"+(-—<i )X

Dies muss man nun von P abziehen und erhalt
7 1 19 17 5 1
. . 3 oL 2 Y L _(_2 L 2
P <(4—|—32)X +(2 2Z)X —l—( 2+22>X) ( 2—|—22>X

Auf dieses Polynom (nennen wir es P’) wird das gleiche Verfahren angewen-
det. Man berechnet

5111 L8,
BEVACEEY 2"

Daher ist der konstante Term von () gleich —1 + %Z und es ergibt sich

3 5 1 3 13
1 . 2 _ 2 _1 Q. _ Y = 2 _1 Q. __..
(( + 1) X"+ X — 34 2i)( +2z) ( 2~|—22)X +< +2z>X 5!

Dies ziehen wir von P’ ab und erhalten

5 1 3 13 21 23
P — —— 4+ =5 ) X? 1+t X—-——i) = —=—-101 ) X + —u.
(( 2—|-22) +( +22) 2z> (2 z) +22

Dies ist der Rest R, die vollstdndige Division mit Rest ist also

(4+3) X%+ X?+5i = (1 +i) X% + X — 3+ 2i) ((———z’)X—l—l——z’)

Lemma 4.11. Sei K ein Korper und sei K[X] der Polynomring tiber K. Sei
P € K[X] ein Polynom und a € K. Dann ist a genau dann eine Nullstelle
von P, wenn P ein Vielfaches des linearen Polynoms® X — a ist.

Beweis. Wenn P ein Vielfaches von X — a ist, so kann man
P=(X—-a)Q
mit einem weiteren Polynom () schreiben. Einsetzen ergibt
P(a) =(a—a)Q(a) =0.
Im Allgemeinen gibt es aufgrund der Division mit Rest eine Darstellung

P=(X-a)Q+R,

6X — @ heiBt dann ein Linearfaktor des Polynoms P.
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wobei R = 0 oder aber den Grad null besitzt, also eine Konstante ist. Ein-
setzen ergibt

P(a)=R.
Wenn also P(a) = 0 ist, so muss der Rest R = 0 sein, und das bedeutet, dass
P = (X —a)Q ist. O

Korollar 4.12. Sei K ein Korper und sei K[X] der Polynomring iber K.
Sei P € K[X] ein Polynom (ungleich null) vom Grad d. Dann besitzt P
mazximal d Nullstellen.

Beweis. Wir beweisen die Aussage durch Induktion iiber d. Fiir d = 0,1
ist die Aussage offensichtlich richtig. Sei also d > 2 und die Aussage sei
fiir kleinere Grade bereits bewiesen. Sei a eine Nullstelle von P. Dann ist
P = Q(X — a) nach Lemma 4.9 und @ hat den Grad d — 1, so dass wir auf
@ die Induktionsvoraussetzung anwenden kénnen. Das Polynom () hat also
maximal d — 1 Nullstellen. Fiir b € K gilt P(b) = Q(b)(b — a). Dies kann
nur dann null sein, wenn einer der Faktoren null ist, so dass eine Nullstelle
von P gleich a ist oder aber eine Nullstelle von @ ist. Es gibt also maximal
d Nullstellen von P. O

Korollar 4.13. Sei K ein Kérper und sei K[X| der Polynomring tiber K.
Dann besitzt jedes P € K[X]|, P # 0, eine Produktzerlequng

P:(X_)\l)ul...(X_)\k)uk.Q

mit p; > 1 und einem nullstellenfreien Polynom Q). Dabei sind die auf-
tretenden verschiedenen Zahlen A\, ..., A\ und die zugehorigen Exzponenten
[, -, g (bis auf die Reihenfolge) eindeutig bestimmdt.

Beweis. Siehe Aufgabe 4.15. O

Es gilt allgemeiner, dass die Zerlegung eines Polynoms in irreduzible Faktoren
im Wesentlichen eindeutig ist.

4.4. Der Fundamentalsatz der Algebra.

In der letzten Vorlesung haben wir gesehen, dass jede komplexe Zahl eine
Quadratwurzel besitzt. Daraus folgt direkt, dass jedes Polynom vom Grad
2 iiber den komplexen Zahlen eine Nullstelle besitzt. Allgemeiner gilt der
folgende Fundamentalsatz der Algebra, den wir hier ohne Beweis erwéhnen.

Satz 4.14. Jedes nichtkonstante Polynom P € C[X]| dber den komplezen
Zahlen besitzt eine Nullstelle.

Aus dem Fundamentalsatz der Algebra folgt, dass jedes von 0 verschiedene
Polynom P € C[X] in Linearfaktoren zerfillt, d.h. man kann schreiben

P=c(X —21)(X —2) - (X — z,)

mit eindeutig bestimmten komplexen Zahlen zy, . .., z, (wobei Wiederholun-
gen erlaubt sind).
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4.5. Rationale Funktionen.

Man kann auch Briiche P/Q von Polynomen als Funktionen auffassen, die
auflerhalb der Nullstellen des Nenners definiert sind. Das Beispiel zeigt den
Graph der rationalen Funktion 1/X.

Definition 4.15. Zu zwei Polynomen P,Q € R[X], Q # 0, heifit die Funk-
tion

D—>R,z»—>@

Q(z)’

wobei D das Komplement der Nullstellen von @ ist, eine rationale Funktion.

5. VORLESUNG

Die Vorlesungen der néchsten Wochen beschéftigen sich mit linearer Algebra.
Dabei wird stets ein Kérper K zugrunde gelegt, wobei man dabei grundsétz-
lich an die reellen Zahlen R denken kann. Da es aber zunéchst bei Fragen der
linearen Algebra nur auf die algebraischen Eigenschaften von R ankommt und
wir deren analytische Eigenschaften noch nicht besprochen haben, kann man
genauso gut an die rationalen Zahlen denken. Ab der Eigenwerttheorie (im
nichsten Semester) werden dann auch analytische Eigenschaften bedeutsam.

5.1. Lineare Gleichungssysteme.

Wir beginnen mit drei einfiihrenden Beispielen, einem alltéiglichen, einem
geometrischen und einem physikalischen, die alle zu einem linearen Glei-
chungssystem fiihren.

Beispiel 5.1. An einem Weihnachtsstand auf dem Weihnachtsmarkt gibt
es drei verschiedene Glithweintopfe. Alle drei beinhalten die Zutaten Zimt,
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Gewiirznelken, Rotwein und Zucker, allerdings mit unterschiedlichen Antei-
len. Die Zusammensetzung der einzelnen Glithweine ist

1 2 3
2 2 1
Gi=|11]C2=|12] F=|9
2 3 7

Jeder Glithwein wird also représentiert durch ein Vierertupel, deren einzelne
Eintrége fiir die Anteile an den Zutaten stehen. Die Menge aller (mogli-
chen) Glithweine bilden einen Vektorraum (diesen Begriff werden wir in der
néchsten Vorlesung einfithren), und die drei konkreten Glithweine sind drei
Vektoren in diesem Raum.

Nehmen wir an, dass keiner dieser drei Glithweine genau den gewiinschten
Geschmack trifft und dass der Wunschglithwein die Zusammensetzung

1
2
20
)

W:

hat. Gibt es eine Moglichkeit, den Wunschglithwein durch Zusammenschiitten
der vorgegebenen Glithweine zu erhalten? Gibt es also Zahlen” a,b,c € R
derart, dass

1 2 3 1
a 2 +b 2 +c 1 = 2
11 12 20 20
2 3 7 5

gilt. Hinter dieser einen vektoriellen Gleichung liegen vier einzelne Gleichun-
gen in den , Variablen“ a,b,c, wobei die Gleichungen sich aus den Zeilen

Sinnvoll interpretierbar sind in diesem Beispiel nur positive Zahlen, da man schwerlich
aus einem Glithweingemisch die einzelnen verwendeten Glithweinsorten wieder herauszie-
hen kann. In der linearen Algebra spielt sich aber alles iiber einem Koérper ab, so dass wir
auch negative Zahlen zulassen.
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ergeben. Wann gibt es eine solche Losung, wann keine, wann mehrere? Das
sind typische Fragen der linearen Algebra.

Zwei Ebenen im Raum, die sich in einer Geraden schneiden.

Beispiel 5.2. Im R? seien zwei Ebenen
E={(z,y,2) € R’| 4z — 2y — 3z = 5}

und
F={(z,y,2) € R*|3z — 5y + 2z = 1}

gegeben.® Wie kann man die Schnittgerade G = E N F beschreiben? Ein
Punkt P = (z,y,2) liegt genau dann auf der Schnittgerade, wenn er die
beiden FEbenengleichungen erfiillt; es muss also sowohl

dr — 2y — 3z =5 alsauch 3z —Hhy + 22 =1

gelten. Wir multiplizieren die erste Gleichung mit 3 und ziehen davon das
4-fache der zweiten Gleichung ab und erhalten

14y — 17z =11.

Wenn man y = 0 setzt, so muss z = —% sein und z = i—? D.h. der Punkt

P = (}—?, 0, —%) gehort zu G. Ebenso findet man, indem man z = 0 setzt, den

Punkt @ = (%, %,O). Damit ist die Schnittgerade die Verbindungsgerade

dieser Punkte, also

13 11 209 11 11
G = {(1_7’07_ﬁ> +t<%’ﬁ’l_7> |t€R} .

Beispiel 5.3. Ein elektrisches Netzwerk (ein Gleichstrom-Netzwerk) besteht
aus mehreren miteinander verbundenen Dréhten, die in diesem Zusammen-
hang die Kanten des Netzwerks genannt werden. In jeder Kante K liegt
ein bestimmter Widerstand R; vor. Die Verbindungspunkte P,, in denen die

8An dieser Stelle diskutieren wir nicht, dass solche Gleichungen Ebenen beschreiben.
Die Losungsmengen sind ,,verschobene Untervektorraume der Dimension zwei‘.
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Kanten zusammenlaufen, nennt man die Knoten des Netzwerks. Wenn an
das Netzwerk (bzw. gewisse Kanten davon) eine Spannung angelegt wird, so
fliet in jeder Kante ein bestimmter Strom I;. Es ist sinnvoll, fiir jede Kante
eine Richtung zu fixieren, um die Fliefirichtung des Stromes in dieser Kante
unterscheiden zu kénnen (wenn der Strom in die entgegengesetze Richtung
fliet, so bekommt er ein negatives Vorzeichen). Man spricht von gerichte-
ten Kanten. In einem Knotenpunkt des Netzwerks flielen die Strome der
verschiedenen anliegenden Kanten zusammen, ihre Summe muss 0 ergeben.
Entlang einer Kante K; kommt es zu einem Spannungsabfall U;, der durch
das Ohmsche Gesetz

beschrieben wird.

Unter einer Masche (oder einem Zykel) des Netzwerks versteht man eine
geschlossene gerichtete Verbindung von Kanten. Fiir eine solche Masche ist
die Gesamtspannung 0, es sei denn, es wird ,von auflen“ eine Spannung
angelegt.

Wir listen diese Kirchhoffschen Regeln nochmal auf.

(1) In jedem Knoten ist die Summe der (ein- und abflieBenden) Strome
gleich 0.

(2) In jeder Masche ist die Summe der Spannungen gleich 0.

(3) Wenn in einer Masche eine Spannung V' angelegt wird, so ist die
Summe der Spannungen gleich V.

Aus , physikalischen Griinden® ist zu erwarten, dass bei einer angelegten
Spannung in jeder Kante ein wohlbestimmter Strom flieit. In der Tat l&sst
sich dieser aus den genannten Gesetzméfligkeiten berechnen, indem man diese
in ein lineares Gleichungssystem iibersetzt und dieses 16st.
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In dem durch das Bild angegebenen Beispiel seien die Kanten Kj,..., K5
(mit den Widerstdnden Ry, ..., Rs) von links nach rechts gerichtet, und die
Verbindungskante Ky von A nach C' (an die die Spannung V' angelegt sei), sei
von oben nach unten gerichtet. Die vier Knotenpunkte und die drei Maschen
(A,D,B), (D,B,C) und (A, D, C) fiithren auf das lineare Gleichungssystem

—]0 +Il —]3 — 0
13 —|—]4 +]5 - 0
[0 +[2 —14 - 0
—[1 —IQ —I5 = 0
lel +R3[3 —R5[5 = O
RQIQ +R4I4 —R5[5 — 0

-’ +Ry0 = V.

Dabei sind die R; und V' vorgegebene Zahlen und die [; sind gesucht.

Definition 5.4. Es sei K ein Korper und a;; € K fir 1 < ¢ < m und
1 <5 <n. Dann nennt man

111 + a9 + ... + a1y =0
2171 + AT + ...+ agry, = 0
Am1T1 + QpaTo + ... + Gppx, = 0
ein (homogenes) lineares Gleichungssystem in den Variablen xq, ..., z,. Ein

Tupel (&1, ...,&,) € K™ heiBt Losung des linearen Gleichungssystems, wenn
> iy i =0 st fir allei = 1,...,m.

Wenn (ci, ..., cn) € K™ beliebig? ist, so heiBit

1121 + a2 + ... + a1pT, =
A91T1 + A29%9 + ... + Aopn Ty = (9
11 + Q22 + ...+ ATy, = Cpy
ein inhomogenes lineares Gleichungssystem und ein Tupel ((i,...,(,) €

K™ heifit Losung des inhomogenen linearen Gleichungssystems, wenn Z?Zl
aijCj = C; ist fiir alle 3.

Die Menge aller Losungen eines linearen Gleichungssystems heiflit die Lds-
ungsmenge. Im homogenen Fall spricht man auch vom Lésungsraum, da es
sich in der Tat, wie wir in der néchsten Vorlesung sehen werden, um einen
Vektorraum handelt.

Ein homogenes lineares Gleichungssystem besitzt immer die sogenannte tri-
viale Lésung 0 = (0,...,0). Ein inhomogenes Gleichungssystem braucht

9Ein solcher Vektor heiBt manchmal ein Stirvektor des Systems.
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nicht unbedingt eine Losung haben. Zu einem inhomogenen linearen Glei-
chungssystem heifit das homogene System, das entsteht, wenn man den Stor-
vektor gleich 0 setzt, das zugehdrige homogene System.

Beispiel 5.5. Es sei K ein Koérper und m € N. Im K™ seien n Vektoren

a1 Q12 Q1n
21 @22 Q2n
U1 = . , Uy = . y ooy Up =
am1 Am2 Amn
gegeben und sei
C1
Co
w = .
Cm

ein weiterer Vektor. Wir wollen wissen, wann w sich als ,,Linearkombinati-
on“ der v; darstellen ldsst. Es geht also um die Frage, ob es n Elemente
S1,...,8, € K gibt mit der Eigenschaft

an Q12 Q1n C1

a1 22 A2p, C2
S . + So . + ...+ s, . =

am1 Am?2 Amn Cm

Die Gleichheit von Vektoren bedeutet, dass Ubereinstimmung in jeder Kom-
ponenten vorliegen muss, so dass dies zum linearen Gleichungssystem

1181 + a1282 + ... + A1pSn =
(2181 + 9289 + ...+ 9,8, = (9
Am181 + Qm2s2 + ... + QmnSn = Cny

fithrt.

5.2. Das Losen von linearen Gleichungssystemen.

Lineare Gleichungssysteme werden mit dem Eliminationsverfahren gelost, bei
dem nach und nach Variablen eliminiert werden und schliefSlich ein besonders
einfaches dquivalentes Gleichungssystem entsteht, das direkte gelost werden
kann (bzw. von dem gezeigt werden kann, dass es keine Losung besitzt).

Definition 5.6. Es sei K ein Korper und seien zwei (inhomogene) lineare
Gleichungssysteme zur gleichen Variablenmenge gegeben. Die Systeme heiflen
dquivalent, wenn ihre Losungsmengen iibereinstimmen.
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Lemma 5.7. Es sei K ein Kérper und

a111 + 122 + ...+ 1Ty =
211 + A929T9 + ...+ AonTn = C9
11 + GmaT2 + ... + QmnTyn = Cm

ein inhomogenes lineares Gleichungssystem. Dann fiihren die folgenden Ma-
nipulationen an diesem Gleichungssystem zu einem dquivalenten Gleichungs-
system.

(1) Das Vertauschen von zwei Gleichungen.

(2) Die Multiplikation einer Gleichung mit einen Skalar s # 0.

(3) Das einfache Weglassen einer Gleichung, die doppelt vorkommt.

(4) Das Verdoppeln einer Gleichung (im Sinne von eine Gleichung zwei-
mal hinschreiben).

(5) Das Weglassen oder Hinzufiigen von einer Nullzeile.

(6) Das Ersetzen einer Gleichung H durch diejenige Gleichung, die ent-
steht, wenn man zu H eine andere Gleichung G des Systems addiert.

Beweis. Die meisten Aussagen sind direkt klar. (2) ergibt sich einfach daraus,
dass wenn

n
E a;r; = C
=1

gilt, dass dann auch

Z(sai):fvi = sc

i=1
fiir jedes s € K gilt. Bei s # 0 kann man diesen Ubergang durch Multiplika-
tion mit s~! riickgingig machen.

(6). Es sei G die Gleichung

n
E a;r; = C
=1

und H die Gleichung

=1

Wenn ein Tupel (¢,...,&,) die beiden Gleichungen erfiillt, so erfiillt es auch
die Gleichung H' = G 4+ H. Und wenn das Tupel die beiden Gleichungen G
und H' erfiillt, so auch die Gleichung G und H = H' — G. O

Fiir die praktische Losung eines linearen Gleichungssystems sind die beiden
Manipulationen (2) und (6) am wichtigsten, wobei man in aller Regel diese
beiden Schritte kombiniert und eine Gleichung H durch eine Gleichung der
Form H + A\G (mit G # H) ersetzt. Dabei wird A € K so gewihlt, dass die
neue Gleichung eine Variable weniger besitzt als die alte. Man spricht von
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Elimination einer Variablen. Diese Elimination wird nicht nur fiir eine Zeile
durchgefiihrt, sondern fiir alle Zeilen mit der Ausnahme von einer (geeignet
gewdhlten) ,, Arbeitszeile* G und mit einer fixierten ,, Arbeitsvariablen®. Das
folgende FEliminationslemma beschreibt diesen Rechenschritt.

Lemma 5.8. Es sei K ein Korper und S ein (inhomogenes) lineares Glei-
chungssystem iiber K in den Variablen xy,...,x,. Es sei x eine Variable, die
in mindestens einer Gleichung G mit einem von null verschiedenen Koeffizi-
enten a vorkommt. Dann lisst sich jede von G verschiedene'® Gleichung H
durch eine Gleichung H' ersetzen, in der x nicht mehr vorkommt, und zwar
so, dass das neue Gleichungssystem S’, das aus G und den Gleichungen H'
besteht, dquivalent zum Ausgangssystem S ist.

Beweis. Durch Umnummerieren kann man x = x; erreichen. Es sei G die
Gleichung

n
ary + E a;T; = b
i=2

(mit @ # 0) und H die Gleichung

n
cxry + g cr; =d.
i=2

Dann hat die Gleichung H' = H — £G die Gestalt

Z(cl—faz)xlzd—fb,
a a

=2
in der z; nicht mehr vorkommt. Wegen H = H' + £G gilt, dass die Glei-
chungssysteme dquivalent sind. U

Satz 5.9. Jedes (inhomogene) lineare Gleichungssystem tber einem Korper
K lasst sich durch die in Lemma 5.7 beschriebenen elementaren Umformun-
gen, durch Variablenumnummerierung und durch das Weglassen von tiber-
fliissigen Gleichungen in ein dquivalentes lineares Gleichungssystem der Drei-
ecksform

buyr +bi2yz .. Fbim¥Ym  FoimpYmer oo oy, = di
0 b22y2 e Ce Ce e +62nyn = dg
0 cee 0 bmmym +bmm+1ym+1 cee +bmnyn = dm
0 U | 0 o0 = dpn

tberfiihren, bei dem alle Diagonalelemente von 0 verschieden sind. Dabei ist
bei d, i1 = 0 die letzte Zeile diberflissig und bei dy,q1 # 0 besitzt das System
keine Ldsung.

10Mit verschieden ist hier gemeint, dass die beiden Gleichungen einen unterschiedlichen
Index im System haben. Es ist also sogar der Fall erlaubt, dass G und H dieselbe, aber
doppelt aufgefithrte Gleichung ist.



47

Beweis. Dies folgt direkt aus dem Eliminationslemma, das man solange an-
wenden kann, solange es noch nicht verarbeitete Zeilen mit von 0 verschie-
denen Koeffizienten gibt. Wenn dabei mehrere Gleichungen in der Form der
letzten Gleichung iibrig bleiben, und diese nicht alle die Nullgleichung sind,
so besitzt das System keine Losung. O

Lemma 5.10. FEs sei ein inhomogenes lineares Gleichungssystem tiber einem
Korper K in Dreiecksgestalt

a11ry +aiexry ... +a1mxm Ce +6L1nl‘n =
0 a922T9 . . e taopr, = €
0 . 0  AmmTm .- FQpnTn = Cm

gegeben, wobei vorne die Diagonalelemente alle ungleich 0 seien. Dann stehen
die Losungen (x1,...,%Tm, Tmit, ..., Tn) in Bijektion zu den Tupeln (41,
ooy Tp) € K™ D.h. die hinteren n — m Variablen sind frei wihlbar und
legen eine eindeutige Liosung fest, und jede Losung wird dabei erfasst.

Beweis. Dies ist klar, da bei gegebenem (2,41, ..., z,) die Zeilen von unten
nach oben sukzessive die anderen Variablen eindeutig festlegen. O

Bei m = n gibt es keine freien Variablen und es ist K = 0 und das Glei-
chungssystem besitzt genau eine Losung.

Beispiel 5.11. Wir wollen das inhomogene lineare Gleichungssystem

2z +5y +2z —v = 3
3r —4dy +u +2v = 1
4x -2z 42u = 7.

iiber R 16sen. Wir eliminieren zuerst x, indem wir die erste Zeile I beibehal-
ten, die zweite Zeile I1 durch I1 — %] und die dritte Zeile 111 durch I11—21
ersetzen. Das ergibt

2 +5y 42z v = 3
—2y 32 +u —i—%v = ’77
—10y —6z +2u +2v =

—_

Wir kénnten jetzt aus der (neuen) dritten Zeile mit Hilfe der zweiten Zeile y
eliminieren. Wegen der Briiche eliminieren wir aber lieber z (dies eliminiert
gleichzeitig u). Wir belassen also die erste und zweite Zeile und ersetzen die
dritte Zeile 111 durch I11 — 211. Dies ergibt, wobei wir das System in einer
neuen Reihenfolge!! aufschreiben, das System

2r +2z +5y —v =
23 7. =T
=3z tu —Fy +zv = F
13y —bv = 8.

HEine solche Umstellung ist ungefiihrlich, wenn man den Namen der Variablen mit-

schleppt. Wenn man dagegen das System in Matrizenschreibweise auffiihrt, also die Va-
riablennamen einfach weglésst, so muss man sich diese Spaltenvertauschungen merken.
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Wir kénnen uns nun v beliebig (oder ,frei“) vorgeben. Die dritte Zeile legt
dann y eindeutig fest, es muss nédmlich

8 5
Y=13 " 13"

gelten. In der zweiten Gleichung kénnen wir wieder u beliebig vorgeben, was
dann z eindeutig festlegt, namlich

1 7 7 n 23 (8 N 5
z = —=|—=—-u—= —|=+=
s\ 2 2" T2 \13 st
1 7 7 92 115
= —=|-=z—-u—zv+ =+ —7
3 2 2 13 26
1 /93 12
= ——|=—-—u+—v
3\ 26 13
93 1 12
= —— 4+ -u——v
8 3 39
Die erste Zeile legt dann x fest, namlich

1
r = 5(3—22—5y+v)

1, 03 1 12 (8.5,
-9 78 3" 39 137 137) "
130 2 4
- 2\13 3" 13"

5 1 2
= — — - —

13 3" 13

Daher kann man die Gesamtlosungsmenge als

g_l _3 é_i_i _%4_1 _2 ‘ cR
13 3" 13T T T3 T gy

schreiben. Eine besonders einfache Losung ergibt sich, wenn man die freien
Variablen v und v gleich 0 setzt. Dies fiihrt auf die spezielle Losung

15 8 93
($7y727u7/0) - (Eaﬁa_%aoa())

In der allgemeinen Losung kann man u und v als Koeffizienten rausziehen
und dann die Losungsmenge auch als

15 8 93 1 1 2 5 12
—, —, ——.0,0 ——.0,=-,1,0 — — —— 0.1 R
{(13’13’ 78 )“‘( 373 >+“( 13°13° 39" )’“’“6 }
schreiben. Dabei ist
1 1 2 5 12
{U <_§707§7170) +v <_Evl_37 _@7071) |U7U € R}

eine Beschreibung der allgemeinen Losung des zugehorigen homogenen linea-
ren Gleichungssystems.
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6. VORLESUNG

6.1. Der Matrizenkalkiil.

Ein lineares Gleichungssystem lésst sich am einfachsten mit Matrizen schrei-
ben. Dies ermoglicht es, die Umformungen, die zur Lésung eines solchen
Systems fiithren, durchzufiihren, ohne immer die Variablen mitschleppen zu
miissen. Matrizen (und der zugehérige Kalkiil) sind recht einfache Objek-
te; sie konnen aber ganz unterschiedliche mathematische Objekte beschrei-
ben (eine Familie von Spaltenvektoren, eine Familie von Zeilenvektoren, ei-
ne lineare Abbildung, eine Tabelle von Wechselwirkungen, ein Vektorfeld
etc.), die man stets im Hinterkopf haben sollte, um vor Fehlinterpretationen
geschiitzt zu sein.

Definition 6.1. Es sei K ein Koérper und [ und J zwei Indexmengen. Eine
I x J-Matriz ist eine Abbildung

IXJ—)K, (’l,j)i—>@l]

Bei I ={1,...,m}und J = {1,...,n} spricht man von einer m x n-Matriz.
In diesem Fall schreibt man eine Matrix zumeist tabellarisch als

a1 a1 ... Qip
921 29 ... QA9p
m1 Am2 ... Gmnp

Wir beschrénken uns weitgehend auf den durchnummerierten Fall. Zu jedem
i € I heiit a;; , j € J, die i-te Zeile der Matrix, was man zumeist als einen
Zeilenvektor

(aih a2, - - . ,am)

schreibt. Zu jedem j € J heiit a;; , ¢ € I, die j-te Spalte der Matrix, was
man zumeist als ein Spaltentupel

Cllj
CLQj

amj

schreibt. Die Elemente a;; heilen die Eintrdge der Matrix. Zu a;; heift ¢ der
Zeileninder und j der Spaltenindex des Eintrags. Man findet den Eintrag
a;j, indem man die i-te Zeile mit der j-ten Spalte kreuzt. Eine Matrix mit
m = n nennt man eine quadratische Matriz. Eine m x 1-Matrix ist einfach
ein Spaltentupel (oder Spaltenvektor) der Linge m, und eine 1 x n-Matrix
ist einfach ein Zeilentupel (oder Zeilenvektor) der Liange n. Die Menge aller
Matrizen mit m Zeilen und n Spalten (und mit Eintrdgen in K) wird mit
Mat,,« (K) bezeichnet, bei m = n schreibt man Mat,, (K).
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Zwei Matrizen A, B € Mat,,«x,(K) werden addiert, indem man sie kompo-
nentenweise addiert. Ebenso ist die Multiplikation einer Matrix A mit einem

Element r € K (einem Skalar) komponentenweise definiert, also

ailz a2 a1n b1 bio b1
ag1  A22 A2p ba1  ba bay,
. + . .
Am1  Am2 Amn bml bm2 bmn
ai; +bi aig +big a1y + b1p,
as; +ba1 agy + by a2y, + bap
am1 + bml Am2 + bm2 Amn + bmn
und
aix a2 a1n ray;  raiz rain
a21 Q22 A2n, raz; Tag raon
r . = . .
Am1  Am2 Amn ram1 Tam2 TQmn

Die Matrizenmultiplikation wird folgendermaflen definiert.

Definition 6.2. Es sei K ein Korper und es sei A eine m x n-Matrix und B
eine n X p-Matrix. Dann ist das Matrixprodukt

AB

diejenige m x p-Matrix, deren Eintrége durch

n

Cik = E aijbjk

j=1

gegeben sind.

Eine solche Matrizenmultiplikation ist also nur moéglich, wenn die Spalten-
anzahl der linken Matrix mit der Zeilenanzahl der rechten Matrix iiberein-
stimmt. Als Merkregel kann man das Schema

P
(ZEILE) | A
L
T

=(ZS+ EP+IA+ L*+ ET)

verwenden, das Ergebnis ist eine 1 x 1-Matrix. Insbesondere kann man eine
m X n-Matrix A mit einem Spaltenvektor der Lange n (von rechts) multipli-
zieren, und erhélt dabei einen Spaltenvektor der Lange m. Die beiden soeben
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angefiithrten Matrizen kann man auch in der anderen Reihenfolge multipli-
zieren (was nicht immer moglich ist) und erhalt

S SZ SE SI SL SE
P P77 PE PI PL PFE
A | (ZEILE)= | AZ AE Al AL AFE
L LZ LE LI L?> LE
T TZ TE TI TL TFE
Definition 6.3. Die n X n-Matrix
1 0 -+ --- 0
0 1 0 -0
En = T .
0 0 1 0
0 e 01

nennt man die Einheitsmatriz.

Die Einheitsmatrix F, besitzt die Eigenschaft E,M = M = ME, fiir eine
beliebige n x n-Matrix M.

Bemerkung 6.4. Wenn man eine Matrix A = (a;;);; mit einem Spaltenvek-

T
Z2 T ..
tor x = | . | multipliziert, so erhélt man
Tn
ay; Qa2 ... Qip T a; Ty + apxs + ...+ a1y
as; Qo2 ... Q9p ) a21T1 + G22%2 + ... + A2p Ty
Ar = | | . . = :
m1 Am2 ... Gmp T Am1T1 + Q2% + ... + Apnn

Damit lasst sich ein inhomogenes lineares Gleichungssystem mit dem Storvek-
C1

Co
tor ) kurz schreiben als

Cm
Ax =c.
Die erlaubten Gleichungsumformungen durch Manipulationen an den Zeilen,
die den Losungsraum nicht dndern, kénnen dann durch die entsprechenden
Zeilenumformungen in der Matrix ersetzt werden. Man muss dann die Varia-
blen nicht mitschleppen.
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6.2. Vektorraume.

Die Addition von zwei Pfeilen a und b, ein typisches Beispiel fiir Vektoren.
Der zentrale Begriff der linearen Algebra ist der Vektorraum.

Definition 6.5. Es sei K ein Korper und V' eine Menge mit einem ausge-
zeichneten Element 0 € V und mit zwei Abbildungen

+:VxV —V (u,v) — u+wv,

und

KxV —V, (s,0) — sv=s5s-v.
Dann nennt man V' einen K- Vektorraum (oder einen Vektorraum iiber K),
wenn die folgenden Axiome erfiillt sind'? (dabei seien r, s € K und u,v,w €

V beliebig) 3
(1) u+v="0v+u,

)

) v+0=u,

) Zu jedem v gibt es ein z mit v + z = 0,
) r(su) = (rs)u,

) (u+v) =ru+rv,

) (r+ s)u = ru+ su,

) 1-u=u.

Die Verkniipfung in V' nennt man (Vektor)-Addition und die Operation
K xV — V nennt man Skalarmultiplikation. Die Elemente in einem Vek-
torraum nennt man Vektoren, und die Elemente r € K heilen Skalare. Das
Nullelement 0 € V wird auch als Nullvektor bezeichnet, und zu v € V
heifit das inverse Element das Negative zu v und wird mit —v bezeichnet.
Den Korper, der im Vektorraumbegriff vorausgesetzt ist, nennt man auch
den Grundkéorper. Alle Begriffe der linearen Algebra beziehen sich auf einen

2Dje ersten vier Axiome, die unabhiingig von K sind, bedeuten, dass (V,0,+) eine
kommutative Gruppe ist.

B3 Auch fiir Vektorriume gilt die Klammerkonvention, dass Punktrechnung stiirker bin-
det als Strichrechnung.
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solchen Grundkorper, er darf also nie vergessen werden, auch wenn er manch-
mal nicht explizit aufgefithrt wird. Bei K = R spricht man von reellen Vek-
torrdumen und bei K = C von komplexen Vektorrdumen. Bei reellen und
komplexen Vektorrdumen gibt es zusétzliche Strukturen wie Langen, Win-
kel, Skalarprodukt. Zunéchst entwickeln wir aber die algebraische Theorie
der Vektorrdume iiber einem beliebigen Korper.

Beispiel 6.6. Es sei K ein Koérper und n € N,. Dann ist die Produktmenge

K'r=Kx---x K= Tl € K
R X X , {(‘Tlu ,ZE)|.T€ }

n—mal
mit der komponentenweisen Addition und der durch
s(x1, ..y xn) = (s21,.. ., STp)

definierten Skalarmultiplikation ein Vektorraum. Man nennt ihn den n-di-
mensionalen Standardraum. Insbesondere ist K! = K selbst ein Vektorraum.

Der Nullraum 0, der aus dem einzigen Element 0 besteht, ist ebenfalls ein
Vektorraum. Man kann ihn auch als K° = 0 auffassen.

Die Vektoren im Standardraum K™ kann man als Zeilenvektoren
(al, as, ..., an)

oder als Spaltenvektor

a1
ag

an
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schreiben. Der Vektor

0
wobei die 1 an der i-ten Stelle steht, heifit i-ter Standardvektor.

Beispiel 6.7. Die komplexen Zahlen C bilden einen Korper und daher bil-
den sie einen Vektorraum iiber sich selbst. Andererseits sind die komplexen
Zahlen als additive Struktur gleich R?. Die Multiplikation einer komplexen
Zahl a + bi mit einer reellen Zahl s = (s,0) geschieht komponentenweise,
d.h. diese Multiplikation stimmt mit der skalaren Multiplikation auf R? iibe-
rein. Daher sind die komplexen Zahlen auch ein reeller Vektorraum. Unter
Verwendung einer spéteren Terminologie kann man sagen, dass C ein ein-
dimensionaler komplexer Vektorraum ist und dass C ein zweidimensionaler
reeller Vektorraum ist mit der reellen Basis 1 und «.

Beispiel 6.8. Zu einem Korper K und gegebenen natiirlichen Zahlen m,n
bildet die Menge
Mat,, . (K)

der m x n-Matrizen mit komponentenweiser Addition und komponenten-
weiser Skalarmultiplikation einen K-Vektorraum. Das Nullelement in diesem
Vektorraum ist die Nullmatriz

0 ... 0

O=1: . :

0 ... 0

Beispiel 6.9. Sei R = K[X] der Polynomring in einer Variablen iiber dem
Koérper K. Mit der (komponentenweisen) Addition und der ebenfalls kom-
ponentenweisen Multiplikation mit einem Skalar s € K (was man auch als

die Multiplikation mit dem konstanten Polynom s auffassen kann) ist der
Polynomring ein K-Vektorraum.

Lemma 6.10. Es sei K ein Korper und V' ein K -Vektorraum. Dann gelten
die folgenden Figenschaften (dabei seiv € V und s € K ).

(1) Es ist Ov = 0. '

(2) Esist sO=0.

(3) Esist (—1)v = —v.

(4) Aus s # 0 und v # 0 folgt sv # 0.

MMan mache sich hier und im Folgenden klar, wann die 0 in K und wann sie in V zu
verstehen ist.
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Beweis. Siehe Aufgabe 6.15. 0

6.3. Untervektorriaume.

Definition 6.11. Es sei K ein Korper und V' ein K-Vektorraum. Eine Teil-
menge U C V heifit Untervektorraum, wenn die folgenden FEigenschaften
gelten.

(1) 0eU.
(2) Mit u,v € U ist auch u+v € U.
(3) Mit u € U und s € K ist auch su € U.

Auf einem solchen Untervektorraum kann man die Addition und die ska-
lare Multiplikation einschranken. Daher ist ein Untervektorraum selbst ein
Vektorraum, siehe Aufgabe 6.11. Die einfachsten Untervektorrdume in einem
Vektorraum V' sind der Nullraum 0 und der gesamte Vektorraum V.

Lemma 6.12. Es sei K ein Kdorper und

111 + a9 + ... + A1y =0
a91T1 + A92X9 + ... + GonTy, =0
Am1T1 + QmaXo + ...+ appx, = 0

ein homogenes lineares Gleichungssystem tiber K. Dann ist die Menge aller
Losungen des Gleichungssystems ein Untervektorraum des K™ (mit kompo-
nentenweiser Addition und Skalarmultiplikation,).

Beweis. Siehe Aufgabe 6.10. O

Man spricht daher auch vom Ldisungsraum des Gleichungssystems. Insbeson-
dere ist die Summe von zwei Losungen eines linearen Gleichungssystems wie-
der eine Losung. Die Losungsmenge eines inhomogenen Gleichungssystems
ist kein Vektorraum. Man kann aber zu einer Losung eines inhomogenen Glei-
chungssystems eine Losung des zugehorigen homogenen Gleichungssystems
hinzuaddieren und erhélt wieder eine Losung des inhomogenen Gleichungs-
systems.

Beispiel 6.13. Wir kniipfen an die homogene Version von Beispiel 5.11 an,
d.h. wir betrachten das homogene lineare Gleichungssystem

2v 45y +2z —v = 0
3r —4y +u +2v = 0
4x —2z +2u = 0.

iiber R. Aufgrund von Lemma 6.11 ist die Losungsmenge L ein Untervektor-
raum von R®. Wir haben ihn in Beispiel 5.11 explizit als

Lotio)+ 25 1200 |uueRr
U 37 7377 v 137137 3977 u7/U



56

beschrieben, woraus ebenfalls erkennbar ist, dass dieser Losungsraum ein
Vektorraum ist. In dieser Schreibweise wird klar, dass L in Bijektion zu R?
steht, und zwar respektiert diese Bijektion sowohl die Addition als auch die
Skalarmultiplikation (der Losungsraum L' des inhomogenen Systems steht
ebenfalls in Bijektion zu R?, allerdings gibt es keine sinnvolle Addition und
Skalarmultiplikation auf L’). Allerdings hingt diese Bijektion wesentlich von
den gewéhlten ,, Basislosungen (—%, 0, %, 1, O) und (—1—23, %, —%, 0, 1) ab, die
von der gewahlten Eliminationsreihenfolge abhéngen. Es gibt fiir L andere
gleichberechtigte Basislosungen.

An diesem Beispiel kann man sich Folgendes klar machen: Der Losungsraum
eines linearen Gleichungssystems iiber K ist ,in natiirlicher Weise*, d.h. un-
abhéingig von jeder Auswahl, ein Untervektorraum des K" (wenn n die An-
zahl der Variablen ist). Der Losungsraum kann auch stets in eine ,lineare
Bijektion® (eine ,,Isomorphie“) mit einem K? (d < n) gebracht werden, doch
gibt es dafiir keine natiirliche Wahl. Dies ist einer der Hauptgriinde dafiir,
mit dem abstrakten Vektorraumbegriff zu arbeiten anstatt lediglich mit dem
K"

7. VORLESUNG

Die Losungsmenge eines homogenen linearen Gleichungssystems in n Varia-
blen iiber einem Koérper K ist ein Untervektorraum des K". Haufig wird
dieser Losungsraum durch die Menge aller ,, Linearkombinationen“ von end-
lich vielen (besonders einfachen) Losungen beschrieben. In dieser und der
néchsten Vorlesung entwickeln wir die dazu notwendigen Begriffe.

7.1. Erzeugendensysteme.

Die von zwei Vektoren vy und v erzeugte Ebene besteht aus allen
Linearkombination u = zvi + yvs.

Definition 7.1. Es sei K ein Kérper und V' ein K-Vektorraum. Es sei
vy, ...,v, eine Familie von Vektoren in V. Dann heifit der Vektor

$1U1 + SoUg + ... + S, mit s; € K
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eine Linearkombination dieser Vektoren (zum Koeffiziententupel (si,...,

Sn))-
Zwei unterschiedliche Koeffiziententupel konnen denselben Vektor definieren.

Definition 7.2. Es sei K ein Korper und V ein K-Vektorraum. Dann heif3t
eine Familie v; € V', ¢ € I, ein Erzeugendensystem von V| wenn man jeden
Vektor v € V darstellen kann als'®

v = E SjUj

jed

mit einer endlichen Teilfamilie J C I und mit s; € K.

Im K™ bilden die Standardvektoren e;, 1 < i < n, ein Erzeugendensystem.
Im Polynomring K[X] bilden die Potenzen X", n € N, ein (unendliches)
Erzeugendensystem.

Definition 7.3. Es sei K ein Korper und V' ein K-Vektorraum. Zu einer
Familie v;, ¢ € I, setzt man

(vi,1€l)= Z sivi| s; € K, J C I endliche Teilmenge
icJ
und nennt dies den von der Familie erzeugten oder aufgespannten Untervek-
torraum.

Der von der leeren Menge erzeugte Unterraum ist der Nullraum.'® Dieser
wird ebenso von der 0 erzeugt. Zu einem einzigen Vektor v besteht der auf-
gespannte Raum aus Kv = {sv|s € K}. Bei v # 0 ist dies eine Gerade, was
wir im Rahmen der Dimensionstheorie noch préazisieren werden. Bei zwei
Vektoren v und w héngt die ,,Gestalt“ des aufgespannten Raumes davon ab,
wie die beiden Vektoren sich zueinander verhalten. Wenn sie beide auf einer
Geraden liegen, d.h. wenn gilt w = sv, so ist w iiberfliissig und der von den
beiden Vektoren erzeugte Unterraum stimmt mit dem von v erzeugten Un-
terraum tiberein. Wenn dies nicht der Fall ist (und v und w nicht 0 sind), so
erzeugen die beiden Vektoren eine ,,Ebene®.

Wir fassen einige einfache Eigenschaften fiir Erzeugendensysteme und Un-
terraume zusammen.

Lemma 7.4. Es sei K ein Korper und V' ein K-Vektorraum. Dann gelten
folgende Aussagen.

I5Es bedeutet keinen Verstéindnisverlust, wenn man hier nur endliche Familien betrach-
tet. Das Summenzeichen iiber eine endliche Indexmenge bedeutet einfach, dass alle Ele-
mente der Familie aufzusummieren sind.

16Djes kann man als Definition nehmen oder aber aus der Definition ableiten, wenn
man die Konvention beriicksichtigt, dass die leere Summe gleich 0 ist.
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(1) Sei U;, j € J, eine Familie von Untervektorraumen. Dann ist auch

der Durchschnitt'”
U=\U;

j€J
ein Untervektorraum.
(2) Zu einer Familie v;, i € I, von Elementen in V ist der erzeugte
Unterraum ein Unterraum® von V.
(3) Die Familie v;, i € 1, ist genau dann ein Erzeugendensystem von V,
wenn
<UZ', 1€ [> =V
15t.

Beweis. Siehe Aufgabe 7.4. O

7.2. Lineare Unabhéingigkeit.

Definition 7.5. Es sei K ein Korper und V ein K-Vektorraum. Dann heifit
eine Familie von Vektoren v;, i € I, (mit einer beliebigen endlichen Index-
menge 1) linear unabhingig, wenn eine Gleichung

Zsivi =0mit s; € K
icl
nur bei s; = 0 fiir alle ¢ moglich ist.

Wenn eine Familie nicht linear unabhingig ist, so nennt man sie [linear
abhdngig. Man nennt iibrigens eine Linearkombination ), ; a;v; = 0 eine
Darstellung des Nullvektors. Sie heifit die triviale Darstellung, wenn alle Ko-
effizienten a; null sind, andernfalls, wenn also mindestens ein Koeffizient nicht
null ist, spricht man von einer nichttrivialen Darstellung der Null. Eine Fa-
milie von Vektoren ist genau dann linear unabhéngig, wenn man mit ihnen
nur auf die triviale Art den Nullvektor darstellen kann. Dies ist auch dqui-
valent dazu, dass man keinen Vektor aus der Familie als Linearkombination
der anderen ausdriicken kann.

Lemma 7.6. Sei K ein Korper, V ein K-Vektorraum und v;, i € I, eine
Familie von Vektoren in V. Dann gelten folgende Aussagen.

(1) Wenn die Familie linear unabhingig ist, so ist auch zu jeder Teilmen-
ge J C I die Familie v; , 1 € J, linear unabhdngig.

(2) Die leere Familie ist linear unabhdngig.

(3) Wenn die Familie den Nullvektor enthdlt, so ist sie nicht linear un-
abhdngig.

"Der Durchschnitt N e ;T zu einer beliebigen Indexmenge J und einer durch J in-
dizierten Familie T}, j € J, von Teilmengen einer festen Obermenge M besteht aus allen
Elementen aus M, die in allen Mengen T} enthalten sind.

BIn der Bezeichnung ,erzeugter Unterraum® wurde diese Eigenschaft schon vorweg
genommen.
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(4) Wenn in der Familie ein Vektor mehrfach vorkommt, so ist sie nicht
linear unabhdngig.

(5) Ein Vektor v ist genau dann linear unabhingig, wenn v # 0 ist.

(6) Zwei Vektoren v und u sind genau dann linear unabhdingig, wenn
weder u ein skalares Vielfaches von v ist noch umgekehrt.

Beweis. Siehe Aufgabe 7.7. O

Beispiel 7.7. Die Standardvektoren im K™ sind linear unabhéngig. Eine
Darstellung

n

Zsiei =0

=1

bedeutet ja einfach

1 0 0 0

0 1 0 0
s1 ] . + S5 : + ...+ s, =1 ,

0 0 1 0

woraus sich aus der i-ten Zeile direkt s; = 0 ergibt.

Beispiel 7.8. Die drei Vektoren

3 0 4
31,14] und |8
3 5 9

sind linear abhéngig. Es ist ndmlich

3 0 4 0
4131 +314]1-3(8]=10
3 5 9 0

eine nichttriviale Darstellung des Nullvektors.
an QA1n
Bemerkung 7.9. Die Vektoren v; = R e : € K™ sind

am1 Gmn
genau dann linear abhéngig, wenn das homogene lineare Gleichungssystem

111 + a9 + ...+ a1y =0
A21X1 + Q222 + ... + A2pTy, =0
Am1X1 + Qoo + ... + Ay, = 0

eine nichttriviale (d.h. von 0 verschiedene) Losung besitzt.
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7.3. Basen.

Definition 7.10. Es sei K ein Korper und V' ein K-Vektorraum. Dann heif3t
ein linear unabhéngiges Erzeugendensystem v; € V, ¢ € I, von V eine Basis
von V.

Beispiel 7.11. Die Standardvektoren im K™ bilden eine Basis. Die lineare

Unabhéngigkeit wurde in Beispiel 7.7 gezeigt. Um zu zeigen, dass auch ein
by

bo
Erzeugendensystem vorliegt, seiv = | | | € K" ein beliebiger Vektor. Dann

bn

n
v = E bzez
i=1

Also liegt eine Basis vor, die man die Standardbasis des K™ nennt.

ist aber direkt

Satz 7.12. FEs sei K ein Korper und V ein K-Vektorraum. FEs sei
v1,...,0, € V eime Familie von Vektoren. Dann sind folgende Aussagen
dquivalent.

(1) Die Familie ist eine Basis von V.

(2) Die Familie ist ein minimales Erzeugendensystem, d.h. sobald man
einen Vektor v; wegldsst, liegt kein Erzeugendensystem mehr vor.

(3) Fir jeden Vektor w € V' gibt es genau eine Darstellung

U= 81U1+ ...+ SV, .

(4) Die Familie ist maximal linear unabhingig, d.h. sobald man irgendei-
nen Vektor dazunimmt, ist die Famailie nicht mehr linear unabhdngig.

Beweis. Wir fiithren einen Ringschluss durch. (1) = (2). Die Familie ist ein
Erzeugendensystem. Nehmen wir einen Vektor, sagen wir vy, aus der Familie
heraus. Wir miissen zeigen, dass dann die verbleibende Familie, also v, . .., v,
kein Erzeugendensystem mehr ist. Wenn sie ein Erzeugendensystem wére, so
wére insbesondere v; als Linearkombination der Vektoren darstellbar, d.h.

man hétte
n
V1 = E S;U; .
1=2

Dann ist aber
n
V1 — E S;V; = 0
i=2

eine nichttriviale Darstellung der 0, im Widerspruch zur linearen Unabhén-
gigkeit der Familie. (2) = (3). Nach Voraussetzung ist die Familie ein Er-
zeugendensystem, so dass sich jeder Vektor als Linearkombination darstellen
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lasst. Angenommen, es gibt fiir ein u € V' eine mehrfache Darstellung, d.h.
u = ZSZ'UZ‘ = Ztivi,
i=1 i=1
wobei mindestens ein Koeffizient verschieden sei. Ohne Einschrankung sei
s1 # t1. Dann erhélt man die Beziehung
(Sl — tl)Ul = Z(tl — Si)UZ' .

=2
Wegen s; — t; # 0 kann man durch diese Zahl dividieren und erhélt ei-
ne Darstellung von v; durch die anderen Vektoren. Nach Aufgabe 7.3 ist
auch die Familie ohne v; ein Erzeugendensystem von V', im Widerspruch zur
Minimalitét. (3) = (4). Wegen der eindeutigen Darstellbarkeit besitzt ins-
besondere der Nullvektor nur die triviale Darstellung, d.h. die Vektoren sind
linear unabhéngig. Nimmt man einen Vektor u hinzu, so besitzt dieser eine

Darstellung
u = Z 5;0;
i=1

und daher ist
n
0=u— Z S;;
i=1

eine nichttriviale Darstellung der 0, so dass die verldngerte Familie
U, vy, ...,0, nicht linear unabhéngig ist. (4) = (1). Die Familie ist linear
unabhéngig, wir miissen zeigen, dass sie auch ein Erzeugendensystem bildet.
Sei dazu u € V. Nach Voraussetzung ist die Familie u, vy, ..., v, nicht linear
unabhéngig, d.h. es gibt eine nichttriviale Darstellung

n
0=su+ E Siv; .
i=1

Dabei ist s # 0, da andernfalls dies eine nichttriviale Darstellung der 0 allein
mit den linear unabhéngigen Vektoren vy, ..., v, wire. Daher kénnen wir
n 5;
u = — —;
— s
=1

schreiben, so dass eine Darstellung von v maoglich ist. U
Bemerkung 7.13. Es sei eine Basis vy, ..., v, eines K-Vektorraums V' ge-
geben. Aufgrund von Satz 7.12 bedeutet dies, dass es fiir jeden Vektor u € V
eine eindeutig bestimmte Darstellung (eine Linearkombination)

U = S1V1 + SoUs + ... 4+ S, Up

gibt. Die dabei eindeutig bestimmten Elemente s; € K (Skalare) heiflen
die Koordinaten von u beziiglich der gegebenen Basis. Bei einer gegebe-
nen Basis entsprechen sich also die Vektoren und die Koordinatentupel



62

(s1,89,...,8,) € K™ Man sagt, dass eine Basis ein lineares Koordinaten-
system festlegt.!”

Satz 7.14. Es set K ein Korper und V' ein K-Vektorraum mit einem end-
lichen Erzeugendensystem. Dann besitzt V' eine endliche Basis.

Beweis. Es sei v;, © € I, ein Erzeugendensystem von V' mit einer endlichen
Indexmenge I. Wir wollen mit der Charakterisierung aus Satz 7.12 argumen-
tieren. Falls die Familie schon minimal ist, so liegt eine Basis vor. Andernfalls
gibt es ein k € I derart, dass die um vy, reduzierte Familie, also v;, i € I'\ {k},
ebenfalls ein Erzeugendensystem ist. In diesem Fall kann man mit der klei-
neren Indexmenge weiterargumentieren. Mit diesem Verfahren gelangt man
letztlich zu einer Teilmenge J C [ derart, dass v;, ¢ € J, ein minimales
Erzeugendensystem, also eine Basis ist. U

8. VORLESUNG

8.1. Dimensionstheorie.

Ein endlich erzeugter Vektorraum hat im Allgemeinen ganz unterschiedliche
Basen. Allerdings ist die Anzahl der Elemente in einer Basis stets konstant
und héngt nur vom Vektorraum ab. Diese wichtige Eigenschaft werden wir
jetzt beweisen und als Ausgangspunkt fiir die Definition der Dimension eines
Vektorraums nehmen.

Lemma 8.1. Es sei K ein Korper und V' ein K-Vektorraum mit einer Basis

V1, ..., Un. Bs seiw €V ein Vektor mit einer Darstellung
n
w = Z S;U;
i=1

wobei s, # 0 sei fiir ein bestimmtes k. Dann ist auch die Familie
U1y ooy Uk—1, Wy Vg1, - - -, Un

eine Basis von V.

Beweis. Wir zeigen zuerst, dass die neue Familie ein Erzeugendensystem ist.
Zunéchst kann man wegen
n
w = E S;U;
i=1

BLineare Koordinaten vermitteln also eine bijektive Beziehung zwischen Punkten und
Zahlentupeln. Aufgrund der Linearitét ist eine solche Bijektion mit der Addition und der
Skalarmultiplikation vertriglich. In vielen anderen Kontexten spielen auch nichtlineare
(oder krummlinige) Koordinaten eine wichtige Rolle. Auch diese setzen Raumpunkte mit
Zahlentupel in eine bijektive Verbindung. Wichtige nichtlineare Koordinaten sind u.A.
Polarkoordinaten, Zylinderkoordinaten und Kugelkoordinaten. Mathematische Probleme
konnen héufig durch eine geeignete Wahl von Koordinaten vereinfacht werden, beispiels-
weise bei Volumenberechnungen.
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und s; # 0 den Vektor vy als

schreiben. Sei nun u € V' beliebig vorgegeben. Dann kann man schreiben

u = Xn:tﬂ%
h n
= Yttt + Yt
=1

i=k+1
k—1 1 k—1 s n s n
i i
= Ztﬂ}i—Ftk (;w—zs—k%_ Z 5%) + Z v
i=1 i= i=k+1 i=k+1
= Z (ti—tk—z) vz+—kw+ Z (ti—tk—l) V;.
, Sk Sk X Sk
=1 i=k+1

Zum Nachweis der linearen Unabhéangigkeit nehmen wir zwecks Notations-
vereinfachung k£ = 1 an. Es sei

tlw + zn: tﬂ}i =0
1=2

eine Darstellung der Null. Dann ist

0= tlw + i tﬂ)i = tl (i Si’Ui) + itwi = tlslvl + i(tlsi + tl)Ul
=2 =1 =2 1=2

Aus der linearen Unabhéngigkeit der Ausgangsfamilie folgt insbesondere
t1s1 = 0, und wegen s; # 0 ergibt sich ¢; = 0. Deshalb ist Z?:Q tiv; = 0
und daher gilt t; = 0 fiir alle 7. U

Die vorstehende Aussage heifit Austauschlemmoa, die nachfolgende Austausch-
satz.

Satz 8.2. Fs sei K ein Korper und V' ein K-Vektorraum mit einer Basis
bi,...,b,.

Ferner ses
Uty ..., UL

eine Familie von linear unabhdngigen Vektoren in V. Dann gibt es eine Teil-
menge J = {i1,ia,...,1} C{1,...,n} =1 derart, dass die Familie

ul,...,uk,bi,iEI\J,

eine Basis von V ist. Insbesondere ist k < n.
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Beweis. Wir fithren Induktion iiber k, also iiber die Anzahl der Vektoren
in der Familie. Bei & = 0 ist nichts zu zeigen. Sei die Aussage fiir k£ schon
bewiesen und seien k£ + 1 linear unabhéngige Vektoren

Upy e ooy Uk, Ukt1

gegeben. Nach Induktionsvoraussetzung, angewandt auf die (ebenfalls linear
unabhéngigen) Vektoren
Upy ..., U

gibt es eine Teilmenge J = {iy,42,...,it} C {1,...,n} derart, dass die Fa-
milie

ul,...,uk,bi,i S ]\J,
eine Basis von V ist. Wir wollen auf diese Basis Lemma 8.1 anwenden. Da
eine Basis vorliegt, kann man

k
Up41 = ch“j + Z dibi
Jj=1 ieI\J
schreiben. Wéaren hierbei alle Koeffizienten d; = 0, so ergdbe sich sofort

ein Widerspruch zur linearen Unabhéngigkeit der u;, j = 1,...,k + 1. Es
gibt also ein ¢ € I\ J mit d; # 0. Wir setzen i, := i. Damit ist J' =
{i1,49, ..., ik, ix41} eine (k + 1)-elementige Teilmenge von {1,...,n}. Nach
dem Austauschlemma kann man den Basisvektor b durch wugy; ersetzen
und erhélt die neue Basis

Tht1

. /
ul,...,uk,qu,bi,zG]\J .

Der Zusatz folgt sofort, da eine k-elementige Teilmenge einer n-elementigen
Menge vorliegt. O

Satz 8.3. Es sei K ein Kdrper und V' ein K-Vektorraum mit einem end-
lichen Erzeugendensystem. Dann besitzen je zwei Basen von V die gleiche
Anzahl von Basisvektoren.

Beweis. Es seien b = by, ..., b, und u = uy,...,u; zwei Basen von V. Auf-
grund des Basisaustauschsatzes, angewandt auf die Basis b und die linear
unabhéngige Familie u ergibt sich & < n. Wendet man den Austauschsatz
umgekehrt an, so folgt n < k, also insgesamt n = k. U

Dieser Satz erlaubt die folgende Definition.

Definition 8.4. Es sei K ein Korper und V' ein K-Vektorraum mit einem
endlichen Erzeugendensystem. Dann nennt man die Anzahl der Vektoren in
einer Basis von V' die Dimension von V', geschrieben

dim (V).
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Wenn ein Vektorraum nicht endlich erzeugt ist, so setzt man dim(V') = oc.
Der Nullraum 0 hat die Dimension 0. Einen eindimensionalen Vektorraum
nennt man auch eine Gerade, einen zweidimensionalen Vektorraum eine Ebe-
ne, einen dreidimensionalen Vektorraum einen Raum (im engeren Sinn), wo-
bei man andererseits auch jeden Vektorraum einen Raum nennt.

Korollar 8.5. Es set K ein Korper und n € N. Dann besitzt der Stan-
dardraum K" die Dimension n.

Beweis. Die Standardbasis e;, 1 = 1,...,n, besteht aus n Vektoren, also ist
die Dimension n. U

Beispiel 8.6. Die komplexen Zahlen bilden einen zweidimensionalen reellen
Vektorraum, eine Basis ist z.B. 1 und 1.

Beispiel 8.7. Der Polynomring R = K[X] iiber einem Korper K ist kein
endlichdimensionaler Vektorraum. Seien n Polynome P, ..., P, fixiert. Es
sei d das Maximum der Grade dieser Polynome. Dann hat auch jede K-
Linearkombination Z?:l a; P; maximal den Grad d. Insbesondere konnen Po-
lynome von einem groferen Grad nicht durch P, ..., P, dargestellt werden.
Es gibt also kein endliches Erzeugendensystem.

Korollar 8.8. Es set K ein Korper und V' ein endlichdimensionaler K-
Vektorraum. Es set U C V' ein Unterraum. Dann ist U ebenfalls endlichdi-

mensional und es gilt
dim(U) < dim(V).

Beweis. Jede linear unabhéngige Familie in U ist auch linear unabhingig
in V. Daher kann es aufgrund des Basisaustauschsatzes in U nur linear un-
abhéngige Familien der Linge < n geben. Es sei k& < n derart, dass es in U
eine linear unabhéngige Familie mit £ Vektoren gibt, aber nicht mit k + 1

Vektoren. Sei u = uy, ..., u; eine solche Familie. Diese ist dann insbesondere
eine maximal linear unabhéngige Familie in U und daher wegen Satz 7.12
eine Basis von U. 0

Korollar 8.9. Fs sei K ein Korper und V' ein K -Vektorraum mait endlicher
Dimension n = dim(V'). Es seien n Vektoren vy,...,v, in V gegeben. Dann
sind folgende Eigenschaften dquivalent.

(1) v1,...,v, bilden eine Basis von V.
(2) v1,...,v, bilden ein Erzeugendensystem von V.
(3) v1,...,v, sind linear unabhdngig.
Beweis. Siehe Aufgabe 8.1. O

Beispiel 8.10. Es sei K ein Korper. Man kann sich einfach einen Uberblick
iiber die Unterrdaume des K™ verschaffen, als Dimension von Unterrdumen
kommt nur £ mit 0 < k < n in Frage. Bei n = 0 gibt es nur den Nullraum
selbst, bei n = 1 gibt es den Nullraum und K selbst. Bei n = 2 gibt es den
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Nullraum, die gesamte Ebene K2, und die eindimensionalen Geraden durch
den Nullpunkt. Jede solche Gerade G hat die Gestalt

G = Kv={sv|s € K}

mit einem von 0 verschiedenen Vektor v. Zwei von null verschiedene Vektoren
definieren genau dann die gleiche Gerade, wenn sie linear abhéngig sind.

Bei n = 3 gibt es den Nullraum, den Gesamtraum K3, die eindimensionalen
Geraden durch den Nullpunkt und die zweidimensionalen Ebenen durch den
Nullpunkt.

Der folgende Satz heifit Basisergdnzungssatz.

Satz 8.11. Es sei K ein Korper und V' ein endlichdimensionaler K -Vektor-
raum der Dimension n = dim (V). Es seien

Upy ..., Uk
linear unabhdngige Vektoren in V' Dann gibt es Vektoren

Uk+15 - -+ Un
derart, dass
ULy oo oy Uy UR41y -+ -5 Unp

eine Basis von V' bilden.

Beweis. Es seiby,...,b, eine Basis von V. Aufgrund des Austauschsatzes fin-
det man n—k Vektoren aus der Basis b, die zusammen mit den vorgegebenen
ui,...,u, eine Basis von V' bilden. ]

8.2. Basiswechsel.

Wir wissen bereits, dass in einem endlichdimensionalen Vektorraum je zwei
Basen die gleiche Lénge haben, also die gleiche Anzahl von Basisvektoren be-
sitzen. Jeder Vektor besitzt beziiglich einer jeden Basis eindeutig bestimmte
Koordinaten (oder Koeffizienten). Wir verhalten sich diese Koordinaten zu
zwei Basen untereinander? Dies beantwortet die folgende Aussage.

Lemma 8.12. Es sei K ein Korper und V' ein K-Vektorraum der Dimension
n. Es seten 0 = vy,...,v, und u = uq,...,u, 2wei Basen von V. Es sei

n
'Uj = E cijui
i=1
mit den Koeffizienten c;; € K, die wir zur n x n-Matriz

My = (cij)ij

u
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zusammengfassen. Dann hat ein Vektor w, der beziiglich der Basis v die Ko-

S1
ordinaten | : | besitzt, beziiglich der Basis u die Koordinaten
Sn
€11 Cl2 ... C
t s 11 Ci2 n s
o ) Cy1 C22 ... Cop
- Mu : - . . . .
tn Sn ] o Sn
Cnl1 Cn2 ... Cpn

Beweis. Dies folgt direkt aus
n n n n n
j=1 7j=1 =1 =1 7=1

und der Definition der Matrizenmultiplikation. U

Die Matrix M, die den Basiswechsel von v nach u beschreibt, nennt man
auch die Transformationsmatriz (oder Ubergangsmatriz). In der j-ten Spalte
der Transformationsmatrix stehen also die Koordinaten von v; beziiglich der
Basis wu.

Beispiel 8.13. Wir betrachen im R? die Standardbasis
(1 0
*=lo) 1
b — 1 —2
S \2)7\3 /)"

Die Basisvektoren von v lassen sich direkt mit der Standardbasis ausdriicken,
namlich

(1)) (7)) o)

Daher erhilt man sofort
1 =2
v __
Mo — (2 ; ) |

Zum Beispiel hat der Vektor, der beziiglich v die Koordinaten (4, —3) besitzt,
beziiglich der Standardbasis u die Koordinaten

(1)~ () ()~ (%)

Die Ubergangsmatrix M, ist schwieriger zu bestimmen: Dazu miissen wir die
Standardvektoren als Linearkombinationen von v; und vy ausdriicken. Eine

und die Basis
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direkte Rechnung (dahinter steckt das Losen von zwei linearen Gleichungs-

systemen) ergibt
1\ 3(1\ 2(-2
0/ 7\2 7\ 3
2 /1 1 /-2
=-la) =15 )
3
M;:(72 )
7

9. VORLESUNG

und

Somit ist

|11

9.1. Lineare Abbildungen.

Definition 9.1. Es sei K ein Koérper und es seien V und W Vektorrdume
iiber K. Eine Abbildung

p:V—W
heif3t lineare Abbildung, wenn die beiden folgenden Eigenschaften erfiillt sind.

(1) e(u+v) = ¢(u) + ¢(v) fir alle u,v € V.
(2) p(sv) = sp(v) fir alle s € K und v € V.

Die erste Eigenschaft nennt man dabei die Additivitit und die zweite Ei-
genschaft die Vertrdglichkeit mit Skalierung. Wenn man den Grundkorper
betonen mochte spricht man von K-Linearitidt. Die Identitdat Idy :V — V,
die Nullabbildung V' — 0 und die Inklusionen U C V' von Untervektorraum-
en sind die einfachsten Beispiele fiir lineare Abbildungen.

Beispiel 9.2. Es sei K ein Korper und sei K™ der n-dimensionale Stan-
dardraum. Dann ist die i-te Projektion, also die Abbildung

n
K —>K7 (alv"'uai—la i, Ajt1, "‘)an)'—>aia

eine K-lineare Abbildung. Dies folgt unmittelbar aus der komponentenweisen
Addition und Skalarmultiplikation auf dem Standardraum. Die i-te Projek-
tion heifit auch die i-te Koordinatenfunktion.

Lemma 9.3. FEs sei K ein Korper und seien U, V., W Vektorrdume tiber K.
Es seien

o:U—=>Vundy:V =W
lineare Abbildungen. Dann ist auch die Verkniipfung

Yop:U—W

eine lineare Abbildung.

Beweis. Siehe Aufgabe 9.7. O
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Lemma 9.4. FEs set K ein Kérper und es seien V. und W zwer K-
Vektorrdaume. Es sei

o:V—W
eine bijektive lineare Abbildung. Dann ist auch die Umkehrabbildung
oW —V
linear.
Beweis. Siehe Aufgabe 10.3. ]

9.2. Festlegung auf einer Basis.

Hinter der folgenden Aussage (dem Festlegungssatz) steckt das wichtige Prin-
zip, dass in der linearen Algebra (von endlichdimensionalen Vektorrdumen)
die Objekte durch endlich viele Daten bestimmt sind.

Satz 9.5. Fs sei K ein Korper und es seien V- und W Vektorrdume tiber K.
Es sei v;, 1 € I, eine endliche Basis von V' und es seien w;, © € I, Elemente
in W. Dann gibt es genau eine lineare Abbildung
fv—w
mil
fv) = w; fiir allei € 1.

Beweis. Da f(v;) = w; sein soll und eine lineare Abbildung fiir jede Linear-
kombination die Eigenschaft

f (Z Sivi) = Zszf(vz)

el el
erfiillt, und jeder Vektor v € V sich als eine solche Linearkombination schrei-
ben ldsst, kann es maximal nur eine solche lineare Abbildung geben. Wir
definieren nun umgekehrt eine Abbildung
f:v—Ww,
indem wir jeden Vektor v € V mit der gegebenen Basis als

v = E S;U;

i€l

f(v) = Z S W;
iel
ansetzen. Da die Darstellung von v als eine solche Linearkombination eindeu-
tig ist, ist diese Abbildung wohldefiniert. Zur Linearitét. Fiir zwei Vektoren

w=7 . sv;und v ="> . tv gilt

flutv) = f(ZSivi“‘ZtiUi)

el el

schreiben und
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= f <Z<Sz + ti)%‘)

— Z sif(v;) + Z ti f(vi)
= f <Z sivl) +f (Z tivi)
R0

Die Vertréglichkeit mit der skalaren Multiplikation ergibt sich d&hnlich. [

variable y
¥ =kx
Yaf====--z d
I-I|II1"". .
e '
| % 2 ariable x
-1

Der Funktionsgraph einer linearen Abbildung von R nach R, die Abbildung ist
allein durch den Proportionalitéitsfaktor k festgelegt.

Beispiel 9.6. Die einfachsten linearen Abbildungen sind (neben der Nullab-
bildung) diejenigen von K nach K. Eine solche lineare Abbildung

0: K — K, z— ¢(x),

ist aufgrund von Satz 9.5 bzw. direkt aufgrund der Definition durch ¢(1)
bzw. durch den Wert ¢(s) fiir ein einziges s € K, s # 0, festgelegt. Es ist
also p(r) = ar mit einem eindeutig bestimmten a € K. Insbesondere im
physikalischen Kontext, wenn K = R ist und wenn zwischen zwei messbaren
Groflen ein linearer Zusammenhang besteht, spricht man von Proportiona-
litat, und a heit der Proportionalititsfaktor. In der Schule tritt die lineare
Beziehung zwischen zwei skalaren Groflen als ,,Dreisatz® auf.

9.3. Lineare Abbildungen und Matrizen.

Eine lineare Abbildung
p: K" — K™
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ist durch die Bilder ¢(e;), j = 1,...,n, der Standardvektoren eindeutig fest-
gelegt, und jedes ¢(e;) ist eine Linearkombination

ple) =) aije;
=1

und damit durch die Elemente a;; eindeutig festgelegt. Insgesamt ist also eine
solche lineare Abbildung durch mn Elemente a;;, 1 <7 < m, 1 < j < n,
festgelegt. Eine solche Datenmenge kann man wieder als Matrix schreiben.
Nach dem Festlegungssatz gilt dies, sobald sowohl im Definitionsraum als
auch im Zielraum der linearen Abbildung eine Basis fixiert ist.

Definition 9.7. Es sei K ein Korper und sei V' ein n-dimensionaler Vektor-
raum mit einer Basis v = vy, ..., v, und sei W ein m-dimensionaler Vektor-
raum mit einer Basis to = wy, ..., wy,.

Zu einer linearen Abbildung
p:V—W
heilt die m x n-Matrix
M = My(p) = (ai;)i

wobei a;; die i-te Koordinate von ¢(v;) bzgl. der Basis w ist, die beschreibende
Matriz zu ¢ bzgl. der Basen.

Zu einer Matrix M = (a;;);; € Mat,,«,(K) heiBt die durch

m
Vj ——> E Qi W;
=1

geméf Satz 9.5 definierte lineare Abbildung P (M) die durch M festgelegte
lineare Abbildung.

Die Identitdt auf einem Vektorraum der Dimension n wird beziiglich einer
beliebigen Basis durch die Einheitsmatrix beschrieben.

Satz 9.8. Es sei K ein Korper und sei V' ein n-dimensionaler Vektorraum

mit einer Basis b = vy,...,v, und set W ein m-dimensionaler Vektorraum
mit einer Basis to = wy, ..., w,,. Dann sind die in der Definition festgelegten
Abbildungen

© — M (@) und M — @y (M)
muers zueinander.
Beweis. Dieser Beweis wurde in der Vorlesung nicht vorgefiihrt. U

Beispiel 9.9. Eine lineare Abbildung
p: K" — K™
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wird zumeist durch die Matrix M bzgl. den Standardbasen links und rechts
beschrieben. Das Ergebnis der Matrixmultiplikation

U1 T1
=M
Ym Tn

ist dann direkt als Punkt in K™ interpretierbar. Die j-te Spalte von M ist
das Bild des j-ten Standardvektors e;.

9.4. Untervektorridume unter linearen Abbildungen.

Lemma 9.10. Es set K ein Kérper und es seien V. und W zwei K-
Vektorrdume. Es sei

o:V—W

eine K -lineare Abbildung. Dann gelten folgende Aussagen.

(1) Fir einen Untervektorraum S C 'V st auch das Bild ¢(S) =
{p()|v € S} ein Unterraum von W.

(2) Insbesondere ist das Bild bild ¢ = (V') der Abbildung ein Unterraum
von W.

(3) Fiir einen Unterraum T C W ist das Urbild o= (T) = {v € V| ¢(v) €
W} ein Unterraum von V.

(4) Insbesondere ist p~'(0) ein Unterraum von V.

Beweis. Siehe Aufgabe 9.12. O

Definition 9.11. Es sei K ein Korper und es seien V und W zwei K-
Vektorrdume. Es sei

p:V—W
eine K-lineare Abbildung. Dann nennt man
kern ¢ := ¢ 1(0) = {v € V| p(v) = 0}

den Kern von .

Der Kern ist also nach der obigen Aussage ein Untervektorraum von V.
Wichtig ist das folgende Injektivitdtskriterium.

Lemma 9.12. Es set K ein Korper und es seien V. und W zwei K-
Vektorrdume. Es sei

p:V—W

eine K-lineare Abbildung. Dann ist ¢ injektiv genau dann, wenn kern ¢ = 0
158.

Beweis. Wenn die Abbildung injektiv ist, so kann es neben 0 € V keinen
anderen Vektor v € V mit ¢(v) = 0 geben. Also ist ¢~!(0) = 0. Sei umgekehrt
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kern ¢ = 0 und seien vy, v € V' gegeben mit p(v1) = ¢(vq). Dann ist wegen
der Linearitat

(v —v2) = @(v1) — p(v2) = 0.
Daher ist v; — v9 € kern ¢ und damit v; = v,. O

9.5. Die Dimensionsformel.
Die folgende Aussage heifit Dimensionsformel.

Satz 9.13. Es sei K ein Korper und es seien V und W zwei K -Vektorrdume.
Es set

p:V—W

eine K-lineare Abbildung und V' sei endlichdimensional. Dann gilt
dim (V') = dim(kern ¢) + dim(bild ).
Beweis. Sei n = dim (V). Es sei U = kern ¢ C V der Kern der Abbildung
und k = dim(U) seine Dimension (k < n). Es sei
Ul ..oy Ug

eine Basis von U. Aufgrund des Basiserginzungssatzes gibt es Vektoren

UVlye oy Up_k

derart, dass
Upy ooy Uy U1y ooy Up—k

eine Basis von V ist.Wir behaupten, dass

w; =¢,),j=1,...,n—k,

eine Basis des Bildes ist. Es sei w € W ein Element des Bildes ¢(V'). Dann
gibt es ein v € V mit ¢(v) = w. Dieses v ldsst sich mit der Basis als

k n—=k
V= Z S;u; + thvj
i=1 j=1
schreiben. Dann ist
w = o)
k n—=k
= (Z Siu; + Z t]vj>
i=1 j=1
k n—k
= Z sip(ui) + Z tip(vy)
i=1 j=1
n—=k
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so dass sich w als Linearkombination der w; schreiben lédsst. Zum Beweis der
linearen Unabhéngigkeit der w;, 7 = 1,...,n — k, sei eine Darstellung der
Null gegeben,

n—k
0 = thwj .
j=1
Dann ist

n—k n—k
@ (Z’%%’) = > tp(v;) = 0.
j=1 j=1

Also gehért Z;:f t;v; zum Kern der Abbildung und daher kann man

k

n—k
E tjvj: E S;U;
J=1

=1

schreiben. Da insgesamt eine Basis von V' vorliegt, folgt, dass alle Koeffizi-
enten null sein miissen, also sind insbesondere t; = 0. U

Definition 9.14. Es sei K ein Korper und es seien V und W zwei K-
Vektorraume. Es sei

p:V—W
eine K-lineare Abbildung und V sei endlichdimensional. Dann nennt man
rang ¢ := dim(bild )

den Rang von ¢.

Die Dimensionsformel kann man auch als
dim (V) = dim(kern ) + rang ¢
ausdriicken.

Beispiel 9.15. Wir betrachten die durch die Matrix

011
0 2 2
M= 1 3 4
2 4 6
gegebene lineare Abbildung
y+z
x x
2y + 2z
. T3 4 Y
p:R> — R, gi — M |y v+ 3y + Az

2z + 4y + 62
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Zur Bestimmung des Kerns miissen wir das homogene lineare Gleichungssy-
stem

y+z 0
2y + 2z 0
T+ 3y + 4z 0
2z + 4y + 62 0
l6sen. Der Losungsraum ist
1
L={s| 1 ||seR}
-1

und dies ist der Kern von ¢. Der Kern ist also eindimensional und daher ist
die Dimension des Bildes nach der Dimensionsformel gleich 2.

Korollar 9.16. Es sei K ein Korper und es seien V- und W Vektorrdume
tiber K der gleichen Dimension n. Es sei

p:V—W
eine lineare Abbildung. Dann ist ¢ genau dann injektiv, wenn ¢ surjektiv
15t.

Beweis. Dies folgt aus Satz 9.13 und Lemma 9.12. O

10. VORLESUNG

10.1. Verkniipfung von linearen Abbildungen und Matrizen.

Lemma 10.1. Bei der Korrespondenz zwischen linearen Abbildungen und
Matrizen entsprechen sich die Hintereinanderschaltung von linearen Abbil-
dungen und die Matrizenmultiplikation. Damat ist folgendes gemeint: es seien
U, V. W Vektorriume 1iber einem Korper K mit Basen
U=UL, ..., Up, O ="01,...,0, UNd 10 = Wy,...,Wy,.
Es seien
Yv:U—Vundyp:V —W

lineare Abbildungen. Dann gilt fiir die beschreibenden Matrizen von ¥, @ und
der Hintereinanderschaltung ¢ o) die Beziehung

My(pov) = (Mg(p)) o (My(¥)).
Beweis. Wir betrachten die Abbildungskette
U-5v-Sw.
Bzgl. den Basen werde ¢ durch die n x p-Matrix B = (bj;);x und ¢ durch

die m x n-Matrix A = (a;;);; beschrieben. Die Hintereinanderschaltung ¢ o)
wirkt auf einen Basisvektor uy folgendermaflen.

(po)(ur) = @((ur))
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()
j=1
= Z bisp(v;)
j=1
= Z bji (Z aijwi)
j=1

i=1

= Z (Z aijbjk> W;
=1 \j=1

m
= E CiW; .
=1

Dabei sind diese Koeffizienten c¢;, = Z?Zl a;;bj, gerade die Eintrége in der
Produktmatrix A o B. O

Daraus folgt beispielsweise, dass das Produkt von Matrizen assoziativ ist.

10.2. Invertierbare Matrizen.

Definition 10.2. Es sei K ein Korper und sei M eine n x n-Matrix iiber K.
Dann heifit M invertierbar, wenn es eine weitere Matrix A € Mat,, (K) gibt
mit

AoM=E,=MoA.
Definition 10.3. Es sei K ein Korper. Zu einer invertierbaren Matrix M €
Mat,, (K) heifit die Matrix A € Mat,,(K) mit

AoM=FE,=MoA
die wnverse Matriz von M. Man schreibt dafiir

M.

10.3. Lineare Abbildungen und Basiswechsel.

Lemma 10.4. Es sei K ein Koérper und es seien V. und W endlichdimen-
sionale K -Vektorrdaume. Es seien v und u Basen von V' und 1o und 3 Basen

von W. Es sei
p:V—W
eine lineare Abbildung, die bzgl. der Basen v und vo durch die Matriz My ()
beschrieben werde. Dann wird ¢ bzgl. den Basen u und 3 durch die Matrix
M o (My()) o (M)~

beschrieben, wobei M und M die Ubergangsmatrizen sind, die die Basis-
wechsel von v nach u und von vo nach § beschreiben.

Beweis. Dieser Beweis wurde in der Vorlesung nicht vorgefiihrt. U
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Korollar 10.5. Es sei K ein Kérper und es ser V' ein endlichdimensionaler
K-Vektorraum. Es sei

p:V—V
eine lineare Abbildung. Es seien u und v Basen von V. Dann besteht zwi-

schen den Matrizen, die die lineare Abbildung beziiglich u bzw. v (beidseitig)
beschreiben, die Beziehung

M () = My o My () o (M)
Beweis. Dies folgt direkt aus Lemma 10.4. O

10.4. Eigenschaften von linearen Abbildungen.

Lemma 10.6. FEs sei K ein Korper und es seien V. und W Vektorrdume
iiber K der Dimension n bzw. m. Es sei

p:V—W

eine lineare Abbildung, die beziiglich zweier Basen durch die Matriz M €
Mat,,xn (K) beschrieben werde. Dann gelten folgende Eigenschaften.

(1) ¢ ist genau dann injektiv, wenn die Spalten der Matriz linear un-
abhdngig sind.

(2) ¢ ist genau dann surjektiv, wenn die Spalten der Matriz ein Erzeu-
gendensystem von K™ bilden.

(3) Bei m = n ist ¢ genau dann bijektiv, wenn die Spalten der Matriz
eine Basis von K™ bilden, und dies ist genau dann der Fall, wenn M
invertierbar ist.

Beweis. Es seien v = vy,...,v, und tv = wy,...,w,, Basen von V bzw. W
und es seien $i,...,s, die Spalten von M. (1). Die Abbildung ¢ hat die
Eigenschaft

o) =Y sijwi,
i=1

wobei s;; der i-te Eintrag des j-ten Spaltenvektors ist. Daher ist

j=1 j=1 i=1 i=1 \j=1
Dies ist genau dann null, wenn Z?Zl a;s;; = 0 ist fiir alle 4, und dies ist
dquivalent zu Y77 a;s; = 0. Dafiir gibt es ein nichttrivales (Losungs)Tupel
(aq,...,a,) genau dann, wenn die Spalten linear abhéngig sind und genau
dann, wenn ¢ nicht injektiv ist. (2). Siehe Aufgabe 10.12. (3). Sei n = m.
Die erste Aquivalenz folgt aus (1) und (2). Wenn ¢ bijektiv ist, so gibt es die
(lineare) Umkehrabbildung ¢! mit

wop '=Idy und ¢ o =Idy .
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Es sei M die Matrix zu ¢ und N die Matrix zu ¢~ '. Die Matrix zur Identitét
ist die Einheitsmatrix. Nach Lemma 10.1 ist daher

MoN=FE,=NoM.

Die Umkehrung wird &hnlich bewiesen. U

10.5. Elementarmatrizen.

Definition 10.7. Es sei K ein Korper und sei M eine m X n-Matrix iiber
K. Dann nennt man die folgenden Manipulationen an M elementare Zeile-
numformungen.

(1) Vertauschung von zwei Zeilen.
(2) Multiplikation einer Zeile mit s # 0.
(3) Addition des a-fachen einer Zeile zu einer anderen Zeile.

Elementare Zeilenumformungen éndern nicht den Lésungsraum von homo-
genen linearen Gleichungssystemen, wie in Lemma 5.7 gezeigt wurde.

Satz 10.8. Es sei K ein Korper und sei M eine m X n-Matrix tber K.
Dann gibt es elementare Zeilenumformungen und eine (Neu- ) Nummerierung
der Spalten

j17 j27"-7]n

und ein r < n derart, dass in der entstandenen Matriz die Spalten die Gestalt

b1

0
0
und
b1,y
Sjk — br(’)jk fur k >r
0
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besitzen. Durch elementare Zeilenumformungen und zusdtzliche Spaltenver-
tauschungen kann man also eine Matrixz auf die Gestalt

dll * s * *

0 dy

0 0 dpy % *
0 O 0 0 0
0 O 0 0 0

mit dy; # 0 bringen.

Beweis. Dies beruht auf den entsprechenden Manipulationen wie beim Eli-
minationsverfahren, siche Vorlesung 5. U

Definition 10.9. Es sei K ein Korper. Mit B;; bezeichnen wir diejenige
n x n-Matrix, die an der Stelle (7, 7) den Wert 1 und sonst iiberall den Wert
null hat. Dann nennt man die folgenden Matrizen Elementarmatrizen.

(1) Vij := Ey — By — Bjj + By + Bji.

1
(3) Ajj(a) == E, +aB;j firi # jund a € K.

Ausgeschrieben sehen diese Elementarmatrizen folgendermaflen aus.

1 0 cvr vee eee e 0
0 0 1 0
Vi = o
0 1 0 0
0 0 1
1 0 0
0 1 0 0
Sk(s) =10 s 0 0
0 0 1 0
0 0 1
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1 0 0
0 1 a 0
0 1 0

Lemma 10.10. Es sei K ein Kdorper und M eine nxn-Matrix mit Eintrdagen
m K. Dann hat die Multiplikation mit den Elementarmatrizen von links mit
M folgende Wirkung.

(1) V;; o M = Vertauschen der i-ten und der j-ten Zeile von M.
(2) (Sk(s)) o M = Multiplikation der k-ten Zeile von M mit s.
(3) (Ajj(a))o M = Addition des a-fachen der j-ten Zeile von M zur i-ten

Zeile (i # j).

Beweis. Siehe Aufgabe 10.11. 0

10.6. Auffinden der inversen Matrix.

Verfahren 10.11. Es sei M eine quadratische Matrix. Wie kann man ent-

scheiden, ob die Matrix invertierbar ist, und wie kann man die inverse Matrix
M~! finden?

Dazu legt man eine Tabelle an, wo in der linken Hélfte zundchst die Matrix
M steht und in der rechten Hilfte die Einheitsmatrix. Jetzt wendet man
auf beide Matrizen schrittweise die gleichen elementaren Zeilenumformungen
an. Dabei soll in der linken Hélfte die Ausgangsmatrix in die Einheitsmatrix
umgewandelt werden. Dies ist genau dann moglich, wenn diese Matrix in-
vertierbar ist. Wir behaupten, dass bei dieser Vorgehensweise in der rechten
Hilfte die Matrix M ! als Endmatrix entsteht. Dies beruht auf folgendem
Invarianzprinzip. Jede elementare Zeilenumformung kann als eine Matrizen-
multiplikation mit einer Elementarmatrix £ von links realisiert werden. Wenn
in der Tabelle

<M17 MQ)
steht, so steht im néchsten Schritt
(EM;, EM,).

Wenn man das Inverse (das man noch nicht kennt, das es aber gibt unter
der Voraussetzung, dass die Matrix invertierbar ist) der linken Hélfte mit der
rechten Hélfte multipliziert, so ergibt sich

(EM)'EMy = M{'E"'EM, = M;'Ms.
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D.h., dass sich dieser Ausdruck bei den Einzelschritten nicht dndert. Zu Be-
ginn ist dieser Ausdruck gleich M~'E,,, daher muss zum Schluss fiir (E,, N)
gelten

N=E'N=M'E,=M"

1 31
Beispiel 10.12. Wir wollen zur Matrix [ 4 1 2 | geméfl dem in Verfahren
011
10.11 beschriebenen Verfahren die inverse Matrix M ~! bestimmen.
1 31 1 00
4 1 2 010
011 0 01
1 3 1 1 00
0 —11 -2 -4 10
0 1 1 0 01
1 3 1 1 00
0 1 1 0 01
0 —11 -2 -4 10
1 31 1 0 0
011 0 0 1
0 0 9 —4 1 11
1 31 1 0 0
011 0 0 1
o01) | \s i
1 0 =2 1 0 -3
01 1 ) (O 0 1 )
1 00 g 9 _72
010 5, _?1 ﬁ
0 01 5 5 o

11. VORLESUNG
11.1. Rang von Matrizen.

Definition 11.1. Es sei K ein Korper und sei M eine m x n-Matrix iiber K.
Dann nennt man die Dimension des von den Spalten erzeugten Unterraums
von K™ den (Spalten-)Rang der Matrix, geschrieben

rang M .

Lemma 11.2. Es sei K ein Korper und es seien V- und W Vektorrdaume
tiber K der Dimension n bzw. m. Es sei

p:V—=W
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eine lineare Abbildung, die beziiglich zweier Basen durch die Matriz M €
Mat,,xn (K) beschrieben werde. Dann gilt

rang ¢ =rang M .
Beweis. Siehe Aufgabe 11.17. U

Zur Formulierung der néchsten Aussage fithren wir den Zeilenrang einer m x

n-Matrix als die Dimension des von den Zeilen erzeugten Unterraumes von
K™ ein.

Lemma 11.3. Es ser K ein Korper und sei M eine m x n-Matriz iber
K. Dann stimmt der Spaltenrang mit dem Zeilenrang iiberein. Der Rang ist
gleich der in Satz 10.8 verwendeten Zahl r.

Beweis. Bei elementaren Zeilenumformungen dndert sich der von den Zeilen
erzeugte Raum nicht, und damit &ndert sich auch nicht der Zeilenrang. Der
Zeilenrang stimmt also mit dem Zeilenrang der in Satz 10.8 angegebenen
Matrix in Stufenform iiberein. Diese hat den Zeilenrang r, da die ersten r
Zeilen linear unabhéingig sind und ansonsten nur Nullzeilen auftauchen. Sie
hat aber auch den Spaltenrang r, da wiederum die ersten r Spalten (wenn
man auch noch die Spalten vertauscht hat) linear unabhéngig sind und die
weiteren Spalten Linearkombinationen dieser r Spalten sind. Die Aufgabe
11.2 zeigt, dass sich bei elementaren Zeilenumformungen auch der Spalten-
rang nicht dndert. ]

Beide Rénge stimmen also iiberein, so dass wir im Folgenden nur noch vom
Rang einer Matriz sprechen werden.

Korollar 11.4. Es sei K ein Korper und set M eine n X n-Matriz tiber K .
Dann sind folgende Aussagen dquivalent.
M st invertierbar.

(1)

(2) Der Rang von M ist n.

(3) Die Zeilen von M sind linear unabhdngig.
(4) Die Spalten von M sind linear unabhingig.

Beweis. Dies folgt aus Lemma 10.6 und aus Lemma 11.3. U

11.2. Determinanten.

Definition 11.5. Es sei K ein Korper und sei M = (a;;);; eine n x n-Matrix
tiber K. Zu i € {1,...,n} sei M; diejenige (n — 1) x (n — 1)-Matrix, die
entsteht, wenn man in M die erste Spalte und die i-te Zeile wegldsst. Dann
definiert man rekursiv die Determinante von M durch

det M = Gun | fallsn =1,
Zi:1(_1)l+1ai1 det M; firn>2.
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Die Determinante ist nur fiir quadratische Matrizen definiert. Fiir kleine n
kann man die Determinante einfach ausrechnen.

Beispiel 11.6. Fiir eine 2 x 2-Matrix

u ()

st

d;,

Als Merkregel fiir eine 3 x 3-Matrix verwendet man die Regel von Sarrus. Man
wiederholt die erste Spalte als vierte Spalte und die zweite Spalte als fiinfte
Spalte. Die Produkte der durchgezogenen Diagonalen werden positiv genommen,
die Produkte der gestrichelten Diagonalen negativ.

Beispiel 11.7. Fiir eine 3 x 3-Matrix
a11 aiz2 Az
M= 1an azxn a3
a31 dzz G33
ist
11 daiz2 A3
det | az1 a2 a3 | = ar1azass + aijoasaz + a13a21a32 — A13a22031
a31 dazz2 G33

— 11023032 — A12A21A33.

Lemma 11.8. Fir eine obere Dreiecksmatrix

by * *

0 by = *
M =

0 0 b,_; =*

0 0 b,

15t
det M = blbg' . 'bnflbn .
Insbesondere ist fiir die Einheitsmatriz

det £, =1.
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Beweis. Dies folgt mit einer einfachen Induktion direkt aus der Definition
der Determinante. O

11.3. Determinantenfunktionen.

Wir wollen zeigen, dass die oben rekursiv definierte Determinante eine ,,mul-
tilineare* , alternierende“ Abbildung ist, wenn man die Identifizierung

Mat, (K) = (K™)"

vornimmt, bei der einer Matrix das n-Tupel der Zeilen der Matrix zugeordnet
wird. Wir fassen also im Folgenden eine Matrix als ein Spaltentupel

(%1

Un
auf, wobei die einzelnen Eintrége v; Zeilenvektoren der Lénge n sind.
Satz 11.9. Es set K ein Korper und n € N.. Dann ist die Determinante
Mat, (K) = (K™)" — K, M —— det M,

multilinear. D.h., dass fiir jedes k € {1,...,n}, fir n — 1 Vektoren
Ulyevoy Vg1, Va1, - - s Up € K™ und fiir u,w € K™ die Gleichheit

U1 U1 U1
V-1 V-1 V-1

det | u+w | =det U + det w
Vik+1 Vk+1 Vk+1

Up, Up Up,

und fiir s € K die Gleichheit

(%1 (%1
V-1 Vk—1

det su = sdet U
Uk+1 Vk+1

(U Un,

qgilt.

Beweis. Dieser Beweis wurde in der Vorlesung nicht vorgefiihrt. U
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Satz 11.10. Es ser K ein Kérper und n € Ny. Dann besitzt die Determi-
nante
Mat, (K) = (K")" — K, M —— det M,

folgende Figenschaften.

(1) Wenn in M zwei Zeilen tbereinstimmen, so ist det M = 0. D.h., dass
die Determinante alternierend ist.

(2) Wenn man in M zwei Zeilen vertauscht, so dndert sich die Determi-
nante mit dem Faktor —1.

Beweis. Dieser Beweis wurde in der Vorlesung nicht vorgefiihrt. U

Satz 11.11. Es sei K ein Korper und sei M eine n X n-Matriz iber K.
Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent.

) det M # 0.

) Die Zeilen von M sind linear unabhdngig.
) M ist invertierbar.

) rang M =n.

Beweis. Die Beziehung zwischen Rang, Invertierbarkeit und linearer Un-
abhéangigkeit wurde schon in Korollar 11.4 gezeigt. Seien die Zeilen linear
abhéngig. Wir konnen nach Zeilenvertauschen annehmen, dass v, = Z;:ll

s;v; ist. Dann ist nach Satz 11.10

U1 U1
. n—1 .
det M = det : = Zsi det : = 0.
UTLII i=1 Un—1
Z;:l S;iV; Vg

Seien nun die Zeilen linear unabhéngig. Dann kann man durch Zeilenvertau-
schungen, Skalierung und Zeilenaddition die Matrix sukzessive zur Einheits-
matrix transformieren. Dabei dndert sich die Determinante stets durch einen
von null verschiedenen Faktor. Da die Determinante der Einheitsmatrix 1 ist,
muss auch die Determinate der Ausgangsmatrix # 0 sein. U
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Bemerkung 11.12. Bei K = R steht die Determinante in einer engen Bezie-
hung zu Volumina von geometrischen Objekten. Wenn man im R"™ Vektoren
vy, ...,U, betrachtet, so spannen diese ein Parallelotop auf. Dieses ist defi-
niert als
P :={syv1 + ...+ spvn|s; € [0,1]}.
Es besteht also aus allen Linearkombinationen der Vektoren, wobei aber die
Skalare auf das Einheitsintervall beschrankt sind. Wenn die Vektoren linear
unabhéngig sind, so handelt es sich wirklich um einen ,; voluminésen* Kérper,
andernfalls liegt ein Objekt von niedrigerer Dimension vor. Es gilt nun die
Beziehung
vol P = |det (vy,...,v,)],

d.h. das Volumen des Parallelotops ist der Betrag der Determinante derjeni-
gen Matrix, die entsteht, wenn man die aufspannenden Vektoren hinterein-
ander schreibt.

11.4. Der Determinantenmultiplikationssatz und Folgerungen.

Wir besprechen weitere wichtige Satze iiber Determinanten, die wir aber
nicht beweisen werden. Die Beweise beruhen auf einer systematischeren Un-
tersuchung der fiir die Determinante charakteristischen Eigenschaften, multi-
linear und alternierend zu sein. Durch diese beiden Eigenschaften zusammen
mit der Bedingung, dass die Determinante der Einheitsmatrix gleich 1 ist,
ist die Determiante namlich schon eindeutig festgelegt.

Satz 11.13. Es sei K ein Korper und n € Ny. Dann gilt fir Matrizen
A, B € Mat,,(K) die Beziehung

det (Ao B) =det A-det B.

Definition 11.14. Essei K ein Kérper und sei M = (a;;);; eine m xn-Matrix
iiber K. Dann nennt man die n x m-Matrix

Mtr = (bU)Z] Il'llt bij = Csz‘
die transponierte Matriz zu M.
Die transponierte Matrix entsteht also, indem man die Rollen von Zeilen und
Spalten vertauscht. Beispielsweise ist

tr

t
T
a

.3 O
~+~ 3O
|

t
n
0
e

" w3
~+~ o3 Q

= 3 w3

Satz 11.15. Es sei K ein Korper und sei M eine n x n-Matriz tiber K.
Dann ist
det M = det M.
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Daraus folgt, dass man die Determinante auch berechnen kann, indem man
,hach einer Zeile entwickelt®, wie die folgende Aussage zeigt.

Korollar 11.16. Es sei K ein Kdrper und sei M = (a;;);; eine n X n-Matric
tber K. Zui,j € {1,...,n} sei M;; diejenige Matriz, die entsteht, wenn man
in M die i-te Zeile und die j-te Spalte weglisst. Dann ist (bein > 2 fir jedes
feste i bzw. j)

det M = Z(—l)”jalj det Mij = Z(—l)”jazj det MZ]
i=1

Jj=1

Beweis. Fiir j = 1 ist dies die rekursive Definition der Determinante. Daraus
folgt die Aussage fiir ¢ = 1 aufgrund von Satz 11.15. Durch Spalten- und
Zeilenvertauschung folgt die Aussage daraus allgemein, siche Aufgabe 11.10.

O

11.5. Die Determinante einer linearen Abbildung.

Es sei
p:V—V

eine lineare Abbildung eines Vektorraumes der Dimension n in sich. Diese
wird beziiglich einer Basis durch eine Matrix M € Mat, (K) beschrieben.
Es liegt nahe, die Determinante dieser Matrix als Determinante der linearen
Abbildung zu definieren, doch hat man hier das Problem der Wohldefiniert-
heit: die lineare Abbildung wird beziiglich einer anderen Basis durch eine
,Vvollig“ andere Matrix beschrieben. Allerdings besteht zwischen den zwei
beschreibenden Matrizen M und N und der Basiswechselmatrix B aufgrund
von Korollar 10.5 die Beziehung

N=BMB™".
Aufgrund des Determinantenmultiplikationssatzes ist daher
det N = det (BMB™") = (det B)(det M)(det B)™* = det M,

sodass die folgende Definition in der Tat unabhéngig von der Wahl einer
Basis ist.

Definition 11.17. Es sei K ein Koérper und es sei V' ein endlichdimensionaler
K-Vektorraum. Es sei

p:V—=V

eine lineare Abbildung, die beziiglich einer Basis durch die Matrix M be-
schrieben werde. Dann nennt man

det o :=det M

die Determinante der linearen Abbildung .
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12. VORLESUNG

Heron von Alexandria (1. Jahrhundert n.C.)

12.1. Reelle Zahlenfolgen.
Wir beginnen mit einem motivierenden Beispiel.

Beispiel 12.1. Wir wollen die Quadratwurzel einer natiirlichen Zahl , be-
rechnen®, sagen wir von 5. Eine solche Zahl z mit der Eigenschaft 22 = 5
gibt es nicht innerhalb der rationalen Zahlen, wie aus der eindeutigen Prim-
faktorzerlegung folgt. Wenn = € R ein solches Element ist, so hat auch —zx
diese Eigenschaft. Mehr als zwei Losungen kann es aber nach Korollar 4.11
nicht geben, so dass wir nur nach der positiven Losung suchen miissen.

Obwohl es innerhalb der rationalen Zahlen keine Losung fiir die Gleichung
2% = 5 gibt, so gibt es doch beliebig gute Approximationen innerhalb der
rationalen Zahlen dafiir. Beliebig gut heifit dabei, dass der Fehler (oder die
Abweichung) unterhalb jede positive Schranke gedriickt werden kann. Das
klassische Verfahren, um eine Quadratwurzel beliebig anzunihern, ist das
Heron-Verfahren, das man auch babylonisches Wurzelziehen nennt. Dies ist
ein iteratives Verfahren, d.h., die nachste Approximation wird aus den vor-
ausgehenden Approximationen berechnet. Beginnen wir mit a := xq := 2 als
erster Ndherung. Wegen

12 =22=4<5
ist 7o zu klein, d.h. es ist 2o < x. Aus a® < 5 (mit a positiv) folgt zunichst

5/a> > 1 und daraus (5/a)? > 5, d.h. 5/a > /5. Man hat also die Ab-
schitzungen

a<V5<5/a,
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wobei rechts eine rationale Zahl steht, wenn links eine rationale Zahl steht.
Eine solche Abschéitzung vermittelt offenbar eine quantitative Vorstellung
dariiber, wo /5 liegt. Die Differenz 5/a — a ist ein Maf fiir die Giite der
Approximation.

Beim Startwert 2 ergibt sich, dass die Quadratwurzel von v/5 zwischen 2 und
5/2 liegt. Man nimmt nun das arithmetische Mittel der beiden Intervallgren-
zen, also

Wegen (%) 2 = % > 5 ist dieser Wert zu groB und daher liegt /5 im Intervall

[5-5.5]. Von diesen Intervallgrenzen nimmt man erneut das arithmetische
Mittel und setzt -

_ogtg _ 161

2 T2

als néchste Approximation. So fortfahrend erhélt man eine immer besser
werdende Approximation von v/5.

To .

Allgemein ergibt sich das folgende Heron-Verfahren.

Beispiel 12.2. Beim Heron- Verfahren zur Berechnung von +/c einer positi-
ven Zahl ¢ geht man iterativ wie folgt vor. Man startet mit einem beliebigen
positiven Startwert xy und berechnet davon das arithmetische Mittel aus xg
und ¢/zq. Dieses Mittel nennt man z;. Es gilt
2 2 2 2 _ 2 2

. x0+x_00 L x0+20+x3_c _ T 26+x3 _ l‘o—ﬁ |

! 2 4 4 2
D.h. dass x; mindestens so gro3 wie y/c ist. Auf 21 wendet man iterativ das
gleiche Verfahren an und erhélt so x5 usw. Die Definition von x,.; lautet
also

z, +c/xy,
2
Nach Konstuktion weifl man, dass v/c in jedem Intervall [¢/x,, z,] (fir n > 1)

Tnt1 =

C

2
liegt, da aus fo > cund z, - ¢/z, = c folgt, dass (E) < c ist. Bei jedem

Schritt gilt
C C
9 xn+1 g R Tn 3
Tn41 L,

d.h. das Nachfolgerintervall liegt innerhalb des Vorgéngerintervalls. Dabei
wird bei jedem Schritt die Intervalllinge mindestens halbiert.

Das eben beschriebene Verfahren liefert also zu jeder natiirlichen Zahl n eine
reelle Zahl, die eine durch eine gewisse algebraische Eigenschaft charakteri-
sierte Zahl beliebig gut approximiert. Bei vielen technischen Anwendungen
geniigt es, gewisse Zahlen nur hinreichend genau zu kennen, wobei aller-
dings die bendtigte Giite der Approximation von der technischen Zielsetzung
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abhéngt. Es gibt im Allgemeinen keine Giite, die fiir jede vorstellbare An-
wendung ausreicht, so dass es wichtig ist zu wissen, wie man eine gute Ap-
proximation durch eine bessere Approximation ersetzen kann und wie viele
Schritte man machen muss, um eine gewiinschte Approximation zu erreichen.
Dies fiithrt zu den Begriffen Folge und Konvergenz.

Definition 12.3. Eine reelle Folge ist eine Abbildung

N— R, n+—— z,.

Eine Folge wird zumeist als (x,),en, oder einfach nur kurz als (z,), ge-
schrieben. Manchmal sind Folgen nicht fiir alle natiirlichen Zahlen definiert,
sondern nur fiir alle natiirlichen Zahlen > N. Alle Begriffe und Aussagen las-
sen sich dann sinngemé&fl auch auf diese Situation iibertragen. Grundsatzlich
gibt es Folgen in jeder Menge, fiir die meisten Eigenschaften, fiir die man
sich im Kontext von Folgen interessiert, braucht man aber eine zusétzliche
,topologische Struktur®, wie sie in R existiert. Dies gilt insbesondere fiir den
folgenden Begriff.

Definition 12.4. Es sei (x,,),en eine reelle Folge und es sei € R. Man sagt,
dass die Folge gegen = konvergiert, wenn folgende Eigenschaft erfiillt ist.

Zu jedem positiven € > 0, € € R, gibt es ein ny € N derart, dass fiir alle
n > ng die Abschétzung

|z, — x| <€
gilt. In diesem Fall heiflt x der Grenzwert oder der Limes der Folge. Dafiir
schreibt man auch

lim z, :=x.
n—oo

Wenn die Folge einen Grenzwert besitzt, so sagt man auch, dass sie konver-
giert (ohne Bezug auf einen Grenzwert), andernfalls, dass sie divergiert.

Man sollte sich dabei das vorgegebene € als eine kleine, aber positive Zahl
vorstellen, die eine gewiinschte Zielgenauigkeit (oder erlaubten Fehler) aus-
driickt. Die natiirliche Zahl ng ist dann die Aufwandszahl, die beschreibt, wie
weit man gehen muss, um die gewiinschte Zielgenauigkeit zu erreichen, und
zwar so zu erreichen, dass alle ab ng folgenden Glieder innerhalb dieser Zielge-
nauigkeit bleiben. Konvergenz bedeutet demnach, dass man jede gewiinschte
Genauigkeit bei hinreichend groflem Aufwand auch erreichen kann. Je klei-
ner der Fehler, also je besser die Approximation sein sollen, desto hoher ist
im Allgemeinen der Aufwand. Statt mit beliebigen positiven reellen Zah-
len € kann man auch mit den Stammbriichen, also den rationalen Zahlen i

ko
k € N, , arbeiten, siehe Aufgabe 12.3.

Zu einem € > 0 und einer reellen Zahl z nennt man das Intervall |z — €,z +
e[ auch die e-Umgebung von z. Eine Folge, die gegen 0 konvergiert, heif3t

Nullfolge.
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Beispiel 12.5. Eine konstante Folge x, := c ist stets konvergent mit dem
Grenzwert c. Dies folgt direkt daraus, dass man fiir jedes € > 0 als Aufwands-
zahl ng = 0 nehmen kann. Es ist ja

|z, —¢| = lc—¢c| =10 =0 < ¢

fiir alle n.

Die Folge
1
Ty = —
n
ist konvergent mit dem Grenzwert 0. Sei dazu ein beliebiges positives € vorge-
geben. Aufgrund des Archimedes Axioms gibt es ein ng mit nio < e. Insgesamt
gilt damit fiir alle n > ny die Abschéatzung
1 1
Tp = — S - S €.
n Un

Lemma 12.6. FEine reelle Folge besitzt mazximal einen Grenzwert.

Beweis. Nehmen wir an, dass es zwei verschiedene Grenzwerte x,y, x # ,
gibt. Dann ist d := |z —y| > 0. Wir betrachten € := d/3 > 0. Wegen der
Konvergenz gegen x gibt es ein ng mit

|z, — x| < € fur alle n > ng
und wegen der Konvergenz gegen y gibt es ein ny mit

|z, — y| < e fiir alle n > ny .
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Beide Bedingungen gelten dann gleichermaflen fiir n > max{ng,ng}. Sei n
mindestens so grofl wie dieses Maximum. Dann ergibt sich aufgrund der Drei-
ecksungleichung der Widerspruch

d=|lr—yl <l|v—az,+ |z, —y|l < e+e=2d/3.

12.2. Beschranktheit.

Definition 12.7. Es sei M C R eine Teilmenge der reellen Zahlen.

(1) Ein Element S € R heiit eine obere Schranke fiix M, wenn x < S gilt
fiir alle z € M.

(2) Ein Element s € R heifit eine untere Schranke fir M, wenn x > s
gilt fiir alle x € M.

(3) M heiit nach oben beschrdnkt, wenn eine obere Schranke fiir M exi-
stiert.

(4) M heiBt nach unten beschrdnkt, wenn eine untere Schranke fiir M
existiert.

(5) M heiBBt beschrdnkt, wenn M sowohl nach oben als auch nach unten
beschrankt ist.

(6) Eine obere Schranke 7" von M heifit das Supremum von M, wenn
T < S fiir alle oberen Schranken S von M gilt.

(7) Eine untere Schranke t von M heifit das Infimum von M, wenn t > s
fiir alle unteren Schranken s von M gilt.

(8) Das Supremum 7" von M heifit Mazimum, wenn T € M ist.

(9) Das Infimum ¢ von M heifit Minimum, wenn t € M ist.

Obere und untere Schranken muss es nicht geben. Wenn S eine obere Schran-
ke ist, so ist auch jede groflere Zahl eine obere Schranke. Fiir das offene
Intervall 0, 1[ ist 1 das Supremum, aber nicht das Maximum, da 1 nicht da-
zu gehort. Entsprechend ist 0 das Infimum, aber nicht das Minimum. Beim
abgeschlossenen Intervall [0, 1] sind die beiden Grenzen Maximum und Mi-
nimum.

All diese Begriffe werden auch fiir Folgen angewendet, und zwar fiir die Bild-
menge {z,|n € N}. Fir die Folge 1/n, n € N, ist 1 das Maximum und das
Supremum, 0 ist das Infimum, aber nicht das Minimum.

Lemma 12.8. Fine konvergente reelle Folge ist beschrdnkt.
Beweis. Es sei (z,)nen die konvergente Folge mit dem Limes x € R und es
sei € > 0. Aufgrund der Konvergenz gibt es ein ny derart, dass
|z, — x| <€ firallen >mng.
Dann ist insbesondere

|| < x| + |z — x| < |z| + € fiir alle n > ny.
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Unterhalb von ng gibt es nur endlich viele Zahlen, so dass das Maximum
B := max{|x,|, |z| + €}
<no
wohldefiniert ist. Dies ist eine Schranke fiir alle |z,]|. O

Es ist einfach, beschrinkte, aber nicht konvergente Folgen anzugeben.

Beispiel 12.9. Es sei ¢ > 0 eine positive reelle Zahl. Dann ist die alternie-
rende Folge

z, = (—=1)"c
beschrankt, aber nicht konvergent. Die Beschranktheit folgt direkt aus
|zn| = [(=1)"[]c] = ¢

Konvergenz liegt aber nicht vor. Ware ndmlich x > 0 der Grenzwert, so gilt
fiir positives € < ¢ und jedes ungerade n die Beziehung

|z, — 2| = |—c—x| = c+a > ¢ > €
so dass es Folgenwerte auflerhalb dieser e-Umgebung gibt. Analog kann man

einen negativ angenommen Grenzwert zum Widerspruch fiithren.

12.3. Das Quetschkriterium.

Lemma 12.10. Es seien (T, )neny und (Yn)nen 2wei konvergente Folgen mit
Tn > Yp fiir alle n € N. Dann ist lim,, oo T, > iMoo Yn.

Beweis. Siehe Aufgabe 12.5. O

Die folgende Aussage heifit Quetschkriterium.

Lemma 12.11. Es seien (T,)nen, (Un)nen und (2p)nen drei reelle Folgen. Es
gelte

Tn < Yp < 2, flir allen € N
und (T, )nen und (z,)nen konvergieren beide gegen den gleichen Grenzwert a.
Dann konvergiert auch (y,)nen gegen diesen Grenzwert a.

Beweis. Siehe Aufgabe 12.6. U

Definition 12.12. Die reelle Folge (z,,)nen heiBt wachsend, wenn z, 11 > x,
ist fiir alle n € N, und streng wachsend, wenn x,.1 > x, ist fiir alle n € N.

Die Folge (x,,)nen heiit fallend, wenn x,,1 < x,, ist fiir alle n € N, und streng
fallend, wenn x,, 11 < x, ist fiir alle n € N.

Als gemeinsamen Begriff fiir (streng) waschsende oder (streng) fallende Fol-
gen verwendet man die Bezeichnung (streng) monotone Folgen.

Man stelle sich nun eine wachsende Folge vor, die aber dennoch beschrankt
ist. Muss eine solche Folge konvergieren? Wird dadurch eine reelle Zahl defi-
niert? In der Tat ist dies eine Version des Vollstéandigkeitsaxioms von R, dem
wir uns in der néchsten Vorlesung zuwenden.
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13. VORLESUNG
13.1. Rechenregeln fiir Folgen.

Lemma 13.1. Es seien (x,)nen und (Yn)nen konvergente Folgen. Dann gel-
ten folgende Aussagen.

(1) Die Folge (2, + Yn)nen ist konvergent und es gilt
lim (x, + yn) = (im z,,) + (lim y,) .
n—oo n—o0 n—oo

(2) Die Folge (xy, - Yn)nen ist konvergent und es gilt

Mim (20 - yn) = (Nim ) - (Hm yn)

(3) Fiir c € R gilt

lim cz,, = ¢(lim z,).
n—oo n—oo

(4) Es sei lim, oo, = x # 0 und x, # 0 fir alle n € N. Dann ist
( L ) ebenfalls konvergent mit
neN

Tn

(5) Es sei lim, s, = x # 0 und x, # 0 fir alle n € N. Dann ist
(y—"> ebenfalls konvergent mit
neN

Tn

Yn o lirnn%oo Yn

n—00 I, €

Beweis. Wir beweisen nur (2) und (4), die anderen Teile sind als Ubungen
zu beweisen. (2). Sei € > 0 vorgegeben. Die Folge (z,)nen ist insbesondere
beschrankt und daher existiert ein D mit |z,| < D fir alle n € N. Sei
x = lim, o, und y := lim,, o Y. Wir setzen C' = max{D, |y|,1}. Daher
gibt es natiirliche Zahlen N7 und Ny mit
€

2C
Diese Abschitzungen gelten dann auch fir n > N := max{Ny, No}. Fiir
diese Zahlen gilt daher

|z, — 2] < fiir n > N; und |yn—y|§%ﬁirn2]\72.

|xnyn - xy\ = |xnyn — TplY + Tl — $y|
< |xnyn - CCny| + |xny - xy]
= |xn|€|yn - y|€+ |y| |xn - J7|
< C—=+C—
= T20 Yac

1

(4). Da der Limes der Folge (z,),en nicht null ist, gilt fir n > Ny die Be-
t <
| —

dingung |z,| > 2 und dami

2 % Sei € > 0 vorgegeben. Wegen der

|zn



Konvergenz von (2, )nen gibt es ein Ny mit
€|’

fiir alle n > Ns.

Dann gilt fiir alle n > N := max{ Ny, No} die Abschétzung

11 1 | | < 2 ez
_ — l'n_l' < —
T, T | \:c]2 2

Ty — T

Txy,

13.2. Cauchy-Folgen.
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Ein Problem des Konvergenzbegriffes ist, dass zur Formulierung der Grenz-
wert verwendet wird, den man unter Umsténden noch gar nicht kennt. Wenn
man beispielsweise die durch das babylonische Wurzelziehen konstruierte Fol-
ge (2,)nen (sagen wir zur Berechnung von +/5) mit einem rationalen Start-
wert betrachtet, so ist dies eine Folge aus rationalen Zahlen. Wenn wir diese
Folge in R betrachten, wo v/5 existiert, so ist die Folge konvergent. Innerhalb
der rationalen Zahlen ist sie aber definitiv nicht konvergent. Es ist wiinschens-
wert, allein innerhalb der rationalen Zahlen den Sachverhalt formulieren zu
konnen, dass die Folgenglieder beliebig nahe zusammenriicken, auch wenn
man nicht sagen kann, dass die Folgenglieder einem Grenzwert beliebig nahe

zustreben. Dazu dient der Begriff der Cauchy-Folge.

Augustin Louis Cauchy (1789-1857)

Definition 13.2. Eine reelle Folge (z,,)nen heiit Cauchy-Folge, wenn folgen-

de Bedingung erfiillt ist.

Zu jedem e > 0 gibt es ein ny € N derart, dass fiir alle n,m > nq die

Beziehung
|T, — 2| <€
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gilt.
Satz 13.3. Jede konvergente Folge ist eine Cauchy-Folge.
Beweis. Sei (z,)nen die konvergente Folge mit Grenzwert x. Sei € > 0 gege-
ben. Wir wenden die Konvergenzeigenschaft auf e/2 an. Daher gibt es ein ng
mit
|z, — x| <€/2 fir alle n > ng .
Fiir beliebige n, m > ng gilt dann aufgrund der Dreiecksungleichung
|2y — | < |zp — 2|+ |2 —20] < €/24€¢/2 = €.
Also liegt eine Cauchy-Folge vor. U

Definition 13.4. Es sei (z,,),en eine reelle Folge. Zu jeder streng wachsenden
Abbildung N — N, ¢ +— n;, heifit die Folge

U T,
eine Teilfolge der Folge.

Lemma 13.5. Es sei (x,)nen eine wachsende, nach oben beschrinkte reelle
Folge. Dann ist (x,)nen eine Cauchy-Folge.

Beweis. Es sei b € R eine obere Schranke, also z, < b fiir alle Folgenglieder
z,. Wir nehmen an, dass (x,),en keine Cauchy-Folge ist. Dann gibt es ein
€ > 0 derart, dass es fiir jedes ng Indizes n > m > ng gibt mit x,, — x,, > €
(wir kénnen die Betragstriche weglassen). Wegen der Monotonie gibt es dann
auch zu jedem ng ein n > ny mit z,, — z,, > €. Wir konnen daher induktiv
eine wachsende Folge von natiirlichen Zahlen definieren durch

ny > ng o, dass T,, — Ty, > €,

ng > Ny S0, dass T, — Tp, > €,
etc. Andererseits gibt es aufgrund des Archimedesaxioms ein £ € N mit
ke >b— 2y, .

Die Summe der ersten k Differenzen der Teilfolge z,,,, 7 € N, ergibt

(xnk - xnk—l) + (Ink—l - xnk_z) +..o+ (xm - xm) + (Inl - xm))

Dies impliziert x,, > b im Widerspruch zur Voraussetzung, dass b eine obere
Schranke der Folge ist. O
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13.3. Die Vollstindigkeit der reellen Zahlen.

Axiom 13.6. Die reellen Zahlen R sind vollsténdig, d.h. jede reelle Cauchy-
Folge besitzt einen Grenzwert.

Damit haben wir alle Axiome der reellen Zahlen zusammengetragen: die
Korperaxiome, die Anordnungsaxiome und das Vollstéindigkeitsaxiom. Diese
Eigenschaften legen die reellen Zahlen eindeutig fest, d.h. wenn es zwei Mo-
delle Ry und R, gibt, die beide fiir sich genommen diese Axiome erfiillen, so
kann man eine bijektive Abbildung von R; nach Ry angeben, der alle mathe-
matischen Strukturen erhélt (sowas nennt man einen , Isomorphismus®).

Die Existenz der reellen Zahlen ist nicht trivial. Vom naiven Standpunkt her
kann man, und das haben wir bisher getan und werden wir auch weiterhin
tun, die Vorstellung einer , kontinuierlichen Zahlengerade® zugrunde legen,
und dies als Existenznachweis akzeptieren. In einer strengeren mengentheo-
retischen Begriindung der Existenz geht man von Q aus und konstruiert die
reellen Zahlen als die Menge der Cauchy-Folgen in Q mit einer geeigneten
Identifizierung.

13.4. Folgerungen aus der Vollstédndigkeit.

Korollar 13.7. FEine beschrinkte und monotone Folge in R konvergiert.

Beweis. Nach Voraussetzung ist die Folge wachsend und nach oben be-
schriankt oder fallend und nach unten beschriankt. Nach Lemma 13.7 liegt
eine Cauchy-Folge vor, und diese konvergiert in R. O

Diese Aussage ist auch die Grundlage dafiir, dass die Dezimalentwicklung
stets eine (eindeutige) reelle Zahl definiert. Eine (unendliche) Dezimalent-
wicklung

a,a_1aQ_2a_3 ...
mit @ € N (wir beschranken uns auf nichtnegative Zahlen) und a_, €
{0,...,9} ist ndmlich die Folge der rationalen Zahlen

1 1 1)?

To = a, T1 ::a—i—a,yﬁ, To:=a-+a_q- 1—O—|—a,2- (E) , etce.
Diese ist offenbar monoton wachsend. Wir werden in der nichsten Vorlesung
sehen, dass sie nach oben beschrankt ist (beispielsweise durch a + 1), so dass
dadurch in der Tat eine reelle Zahl definiert wird.

Satz 13.8. Jede nichtleere nach oben beschrinkte Teilmenge der reellen Zah-
len besitzt ein Supremum in R.

Beweis. Es sei M C R eine nichtleere, nach oben beschriankte Teilmenge. Es
sei xg € M und g, eine obere Schranke fiir M, d.h. es ist x < yq fiir alle
x € M. Wir konstruieren zwei Folgen (z,)nen und (y,)nen, wobei x, € M
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wachsend, (y,)nen fallend ist und jedes y,, eine obere Schranke von M ist (so
dass insbesondere z,, < y, fiir alle n ist), und so, dass (x,),en eine Cauchy-
Folge ist. Dabei gehen wir induktiv vor, d.h. die beiden Folgen seien bis n
bereits definiert und erfiillen die gewiinschten Eigenschaften. Wir setzen

T, falls 22392 g 1N M =0,
i ein beliebiger Punkt aus [223¥2 y,] N M sonst .

und

{—%;yn, falls [Z2F0 o 1AM =0,
Yn+1 =
UYn SONSE .

Dies erfiillt die gewiinschten Eigenschaften, und es ist

1 n
yn_xng 5 (yO_xO)a

da in beiden Fillen der Abstand zumindest halbiert wird. Da die Folge
() nen wachsend und nach oben beschrinkt ist, handelt es sich nach Lemma
13.7 um eine Cauchy-Folge. Wegen der Vollstéandigkeit besitzt die konstruier-
te Folge (x,,)nen einen Grenzwert x. Ebenso ist die fallende Folge (y,, )nen, die
nach unten beschrankt ist, eine Cauchy-Folge mit demselben Grenzwert z.
Wir behaupten, dass dieses x das Supremum von M ist. Wir zeigen zuerst,
dass x eine obere Schranke von M ist. Sei dazu z > x angenommen fiir ein
z € M. Da die Folge (y,)nen gegen z konvergiert, gibt es insbesondere ein n
mit
T < yn < 2

im Widerspruch dazu, dass jedes y,, eine obere Schranke von M ist. Fiir die
Supremumseigenschaft miissen wir zeigen, dass x kleiner oder gleich jeder
oberen Schranke von M ist. Sei dazu u eine obere Schranke von M und
nehmen wir an, dass * > wu ist. Da (z,)n.en gegen x konvergiert, gibt es
wieder ein n mit

U<, <T

im Widerspruch dazu, dass u eine obere Schranke ist. Also liegt wirklich das
Supremum vor. U

Beispiel 13.9. Es sei a € R>o und £ € N. Es sei
M = {z € Rso|2* < a}.

Diese Menge ist wegen 0 € M nicht leer und nach oben beschrinkt (bei
a < 1 ist 1 eine obere Schranke, sonst ist a eine obere Schranke). Es sei
s = sup (M), das es nach Satz 13.10 geben muss. Dann ist s* = a, d.h. s ist
eine k-te Wurzel von a, da sowohl die Annahme s* < a als auch die Annahme
sk > a zu einem Widerspruch fiihren.
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13.5. Intervallschachtelungen.

Definition 13.10. Eine Folge von abgeschlossenen Intervallen
I, = [an, by, n € N,
in R heif}t eine Intervallschachtelung, wenn I, C I, fiir alle n € N ist und
wenn die Folge der Intervalllingen, also
(bn - an)nGN )
gegen null konvergiert.

Satz 13.11. Es sei I,, n € N, eine Intervallschachtelung in R. Dann besteht
der Durchschnitt
i

neN

aus genau einem Punkt x € R. Eine reelle Intervallschachtelung bestimmit
also genau eine reelle Zahl.

Beweis. Siehe Aufgabe 13.3. O

Definition 13.12. Eine Folge (z,)nen in R heifit bestimmt divergent gegen
~+o00, wenn es zu jedem s € R ein NV € N gibt mit

T, > sfiur allen > N.

Sie heifit bestimmt divergent gegen —oo, wenn es zu jedem s € R ein N € N
gibt mit
T, < sfir allen > N.

14. VORLESUNG

14.1. Reihen.

Wir haben in der letzten Vorlesung gesagt, dass man eine Dezimalentwick-
lung, also eine (unendliche) Ziffernfolge mit Ziffern zwischen 0 und 9 als
eine wachsende Folge von rationalen Zahlen auffassen kann. Dabei hat die
n-te Nachkommastelle a_,, die Bedeutung, dass a_,, - 107" zur vorhergehen-
den Approximation hinzu zu addieren ist. Die Ziffernfolge gibt also direkt die
Differenz der Folgenglieder an, und die Folgenglieder ergeben sich durch Auf-
summieren dieser Differenzen. Diese Sichtweise fithrt zum Begriff der Reihe.

Definition 14.1. Sei (ay)ren eine Folge von reellen Zahlen. Unter der Reihe
> peo @k versteht man die Folge (s, )nen der Partialsummen

n
Sy 1= g ag .
k=0
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Falls die Folge (s,)nen konvergiert, so sagt man, dass die Reihe konvergiert.
In diesem Fall schreibt man fiir den Grenzwert ebenfalls

oo
>
k=0

und nennt ihn die Summe der Reihe.

Alle Begriffe fiir Folgen iibertragen sich auf Reihen, indem man eine Reihe
> reo ax als Folge der Partialsummen s, = > 7'_, ) auffasst. Wie schon bei
Folgen kann es sein, dass die Summation nicht bei k& = 0, sondern bei einer
anderen Zahl beginnt.

Beispiel 14.2. Wir wollen die Reihe
i 1
p k(k+1)

berechnen, wozu wir zuerst eine Formel fiir die n-te Partialsumme angeben.
Es ist

n
n

_ 1 1 1 1
° ;k(lsﬂ) kZ}k k:+1) n+1l n+1

Diese Folge konvergiert gegen 1, so dass die Reihe konvergiert und ihre Sum-
me gleich 1 ist.

Lemma 14.3. Es sei

> ak

k=0
eine Reihe von reellen Zahlen. Dann ist die Reihe genau dann konvergent,
wenn das folgende Cauchy-Kriterium erfillt ist: Zu jedem € > 0 ¢ibt es ein
ng derart, dass fiir alle n > m > ng die Abschdtzung

n
> o
k=m

<e€

qgilt.
Beweis. Siehe Aufgabe 14.6. |
Lemma 14.4. Es seien

i ap und i by
k=0 k=0

konvergente Reihen von reellen Zahlen mit den Summen s undt. Dann gelten
folgende Aussagen.

(1) Die Rethe y -, cx mit ¢ == ay, + by, ist ebenfalls konvergent mit der
Summe s +t.
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(2) Firr € R ist auch die Reihe Y ., dy, mit dy, := ray konvergent mit
der Summe rs.

Beweis. Siehe Aufgabe 14.8. U
Lemma 14.5. Es sei
D
k=0
eine konvergente Rethe von reellen Zahlen. Dann ist
lim a, =0
k—oc0
OJ

Beweis. Dies folgt direkt aus Lemma 14.3.

Nikolaus von Oresme (1330-1382) bewies, dass die harmonische Reihe divergiert.

Es ist also eine notwendige Bedingung fiir die Konvergenz einer Reihe, dass
die Reihenglieder eine Nullfolge bilden. Diese Bedingung ist nicht hinrei-
chend, wie die harmonische Reihe zeigt.

Beispiel 14.6. Die harmonische Reihe ist die Reihe
k=1

Diese Reihe divergiert: Fiir die 2" Zahlen k = 2" +1,...,2" " ist

2n+1 2n+1 1 1 1

1 n
Z EZ Z 2n+1:22n+1:§'

k=211 k=2n+1

S
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Dabher ist
gn+1 1 n 9it1 1 1
E:1+Z Z o =1+ D)
k=1 =0 k=211

Damit ist die Folge der Partialsummen unbeschrénkt und kann nach Lemma
12.8 nicht konvergent sein.

4
I
[—
|2 ——=n]
|
|
=
—
=]
EEE— .

Aus der Divergenz der harmonischen Reihe folgt, dass man einen beliebig weiten
Uberhang mit gleichformigen Bauklotzen bauen kann.

Die folgende Aussage heifit Leibnizkriterium fiir alternierende Reihen.

Satz 14.7. Sei (zy)ren eine fallende Nullfolge von mnichtnegativen reellen
Zahlen. Dann konvergiert die Reihe Y oo (—1)*zy.

Beweis. Dieser Beweis wurde in der Vorlesung nicht vorgefiihrt. U

14.2. Absolute Konvergenz.

Definition 14.8. Eine Reihe

o0

>

k=0
von reellen Zahlen heifit absolut konvergent, wenn die Reihe

oo
Dl
k=0

konvergiert.

Satz 14.9. Eine absolut konvergente Reihe von reellen Zahlen konvergiert.
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Beweis. Es sei € > 0 vorgegeben. Wir wenden das Cauchy-Kriterium an.
Aufgrund der absoluten Konvergenz gibt es ein ngy derart, dass fiir alle n >
m > ng die Abschétzung

n

> laxl

k=m

n

=) | < e

k=m

gilt. Daher ist

n n
Z ag| < Z lax| | <€,
k=m k=m
was die Konvergenz bedeutet. U

Beispiel 14.10. Eine konvergente Reihe muss nicht absolut konvergieren,
d.h. Satz 14.9 ldsst sich nicht umkehren. Aufgrund des Leibnizkriteriums
konvergiert die alternierende harmonische Reihe

i(—m“_l L1 11
n 2 3 4 5 7

n=1
und zwar ist ihr Grenzwert In 2, was wir hier aber nicht beweisen. Die zu-
gehorige absolute Reihe ist aber die harmonische Reihe, die nach Beispiel
14.6 divergiert.

Die folgende Aussage heifit das Majorantenkriterium.

Satz 14.11. Sei > ;- by eine konvergente Rethe von reellen Zahlen und
(ax)ren eine Folge reeller Zahlen mit |ay| < by fiir alle k. Dann ist die Reihe

oo
>
k=0

absolut konvergent.

Beweis. Das folgt direkt aus dem Cauchy-Kriterium. O
Beispiel 14.12. Wir wollen bestimmen, ob die Reihe

=1
25
k=1

konvergiert oder nicht. Dazu ziehen wir das Majorantenkriterium und Bei-

spiel 14.2 heran, wo wir die Konvergenz von » ,_, m gezeigt haben. Fiir
k> 2 1ist

1 < 1

k2~ k(k—1)

Daher konvergiert Y 37, & und somit auch > ,°, . Uber den Wert der
Summe ist damit noch nichts gesagt. Mit deutlich aufwéndigeren Methoden
kann man zeigen, dass diese Summe gleich %2 ist.
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14.3. Die geometrische Reihe und das Quotientenkriterium.

Dieses Bild veranschaulicht das Verhalten der geometrischen Reihe zu z = %. Die
Grundseite des Quadrates sei 2, dann passt die geometrische Reihe dreimal in
dieses Quadrat rein. Der jeweilige Flidcheninhalt der drei Reihen ist %.

Die Reihe Y 7, " heiBt geometrische Reihe zu x € R, es geht also um die
Summe

l+ax+a+2°+... .
Die Konvergenz héngt wesentlich vom Betrag von z ab.

Satz 14.13. Fir alle reellen Zahlen x mit |x| < 1 konvergiert die Reihe
> oo @* absolut und es gilt

o0
gxk:

k=0

Beweis. Fiir jedes x gilt die Beziehung

(x—1) <Z:c>—x —1

und daher gilt fiir die Partialsummen die Beziehung (bei x # 1)

—1
Zf o

Fiir n — oo und |z| < 1 konvergiert dies gegen $_—_11 =L O

—
|
8

Die folgende Aussage heifit Quotientenkriterium.

Satz 14.14. Es sei

o0

D

k=0
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eine Reihe von reellen Zahlen. Es gebe eine reelle Zahl ¢ mit 0 < q¢ < 1 und

ein ko mit

Ag+1
aj

fir alle k > ko (Insbesondere sei ay, # 0 fir k > ko). Dann konvergiert die
Rethe 72, ax absolut.

<q

Beweis. Die Konvergenz® #ndert sich nicht, wenn man endlich viele Glieder
andert. Daher kénnen wir ky = 0 annehmen. Ferner konnen wir annehmen,

dass alle a; nichtnegative reelle Zahlen sind. Es ist
a Qg a

k . k; 1 .. -—1 . CI/O S aoqk‘
ag—1 QGg—2 Qo

ap —

Somit folgt die Konvergenz aus dem Majorantenkriterium und der Konver-
genz der geometrischen Reihe. ]

Beispiel 14.15. Unter den Kochschen Schneeflocken versteht man die Folge
K, der folgendermaflen rekursiv definierten ebenen Figuren: Die Ausgangsfi-
gur K ist ein gleichseitiges Dreieck. Die Figur K, entsteht aus K,,, indem
man in jeder Begrenzungskante von K, das mittlere Drittel durch die bei-
den Schenkel eines darauf aufgesetzten nach auien gerichteten gleichméfiigen

Dreiecks ersetzt.

Es sei A,, der Fldcheninhalt und L,, die Lange des Randes der n-ten Koch-
schen Schneeflocke. Wir wollen zeigen, dass die Folge A,, konvergiert und die
Folge L, bestimmt gegen oo divergiert.

Die Anzahl der Kanten von K, ist 3 - 4", da bei jedem Unterteilungsschritt
eine Kante durch vier Kanten ersetzt wird, deren Lénge 1/3 der Lange der

20Wohl aber die Summe.
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Vorgéngerkante ist. Es sei r die Seitenléinge des gleichseitigen Ausgangsdrei-
ecks. Dann besteht K, aus 3 - 4" Kanten der Lénge r (%)n und die Ge-
samtlénge der Kanten von K, ist gleich

\" A\"
L,=3-47(=) =3r(=) .

Wegen (%) > 1 divergiert dies gegen oo.

Beim Ubergang von K, nach K,,; kommt fiir jede Kante ein neues Drei-
eck mit gedrittelter Seitenlédnge hinzu. Der Flicheninhalt eines gleichseiti-
gen Dreiecks mit Seitenldnge s ist \/T§52 (Grundseite mal Hohe durch 2). Im
Schritt von K, nach K,,; kommen somit 3-4" Dreiecke mit dem Flachenin-

halt \/Tg (%)ﬂnﬂ) r? = ‘/TETQ (%)RJrl hinzu. Daher ist der Gesamtflicheninhalt
von K, gleich

V3, 1 1\? 1\* 1\"
—r*l1+3=412(= 48 | = L g
al RRErks (9) + 8(9) +...+3 (9)
V3, 3 /4\' 3 /4\* 3[4\’ 3 [(4\"
= 221+ (= e (= L+ (=) ).
1 +4(9) +4(9) +4(9)+ +4(9)

Wenn wir hinten die erste 1 und den Faktor % ignorieren, was die Konvergen-
zeigenschaft nicht &dndert, so steht in der Klammer die Partialsumme einer
4

geometrischen Reihe zu 3, welche konvergiert.

15. VORLESUNG

15.1. Stetige Funktionen.

Den Abstand zwischen zwei reellen Zahlen z und 2’ bezeichnen wir mit
d(x,2) = |z — 2|

Bei einer Funktion
fTR—R

kann man sich fragen, inwiefern der Abstand in der Wertemenge durch den
Abstand in der Definitionsmenge kontrollierbar ist. Sei € R und y = f(x)
der Bildpunkt. Man mdochte, dass fiir Punkte 2/, die ,,nahe“ an x sind, auch
die Bildpunkte f(2') ,nahe“ an f(z) sind. Schon lineare Funktionen mit un-
terschiedlicher Steigung zeigen, dass die ,,Ndhe® im Bildbereich nicht mit der
,Néahe“ im Definitionsbereich direkt verglichen weden kann. Die Zielsetzung
ist vielmehr, dass es zu einer gewiinschten Genauigkeit im Bildbereich iiber-
haupt eine Ausgangsgenauigkeit gefunden werden kann, die sichert, dass die
Funktionswerte innerhalb der gewiinschten Genauigkeit beieinander liegen.

Um diese intuitive Vorstellung zu prézisieren, sei ein € > 0 vorgegeben. Dieses
€ reprasentiert eine ,,gewiinschte Zielgenauigkeit“. Die Frage ist dann, ob man
ein 0 > 0 finden kann (eine , Startgenauigkeit*) mit der Eigenschaft, dass fiir
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alle 2’ mit d(z,2") < § die Beziehung d(f(z), f(2')) < e gilt. Dies fiithrt zum
Begriff der stetigen Abbildung.

Definition 15.1. Es sei D C R eine Teilmenge,
f:D—R

eine Funktion und z € D. Man sagt, dass f stetig im Punkt x ist, wenn es
zu jedem € > 0 ein § > 0 gibt derart, dass fiir alle 2’ mit d(z,2") < ¢ die
Abschitzung d(f(x), f(2')) < € gilt. Man sagt, dass f stetig ist, wenn sie in
jedem Punkt z € D stetig ist.

Bei D sollte man an den Definitionsbereich der Funktion denken. Typische
Situationen sind, dass D ganz R ist, oder ein Intervall, oder R ohne endlich
viele Punkte und Ahnliches. Statt mit den reellen Zahlen € und § kann man
genauso gut mit Stammbriichen % und % arbeiten.

Beispiel 15.2. Eine konstante Funktion
R— R, z+——c

ist stetig. Zu jedem vorgegeben e kann man hier ein beliebiges § wihlen, da
ja ohnehin

d(f(z), f(z')) = d(c,c) =0 < ¢
gilt.
Die Identitét
R— R, z+— z,

ist ebenfalls stetig. Zu jedem vorgegebenen € und kann man hier § = € wéhlen,
was zu der Tautologie fithrt: wenn d(z,2") < § = €, so ist

d(f(z), f(2')) = d(z,2) < e

0.5

Beispiel 15.3. Wir betrachten die Funktion
fR—R

0 falls x < 0,
fle) = {1 falls z > 0.

mit
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Diese Funktion ist im Nullpunkt 0 nicht stetig. Fiir e = % und jedes beliebige
positive ¢ gibt es ndmlich negative Zahlen 2’ mit d(0,2’) = |2/| < ¢. Fur
diese ist aber d(f(0), f(2')) = d(1,0) = 1 £ 1.

Nicht jede stetige Funktion kann man zeichnen, auch nicht nach beliebiger
Vergroflerung. Gezeigt wird eine Approximation einer Weierstrafl-Funktion, die
stetig ist, aber nirgendwo differenzierbar. Bei einer stetigen Funktion kann man

zwar die Grofle der Schwankungen im Bildbereich durch Einschréinkungen im
Definitionsbereich kontrollieren, die Anzahl der Schwankungen (die Anzahl der
Richtungswechsel des Graphen) kann man aber nicht kontrollieren.

Die folgende Aussage bringt die Stetigkeit mit konvergenten Folgen in Ver-
bindung.

Lemma 15.4. Es sei D C R eine Teilmenge,
f:D—R
eine Funktion und x € D. Dann sind folgende Aussagen dquivalent.

(1) f ist stetig im Punkt x.
(2) Fiir jede konvergente Folge (xy,)nen tn D mit im,,_, x,, = x ist auch
die Bildfolge (f(xy))nen konvergent mit dem Grenzwert f(x).

Beweis. Sei (1) erfillt und sei (x,)nen eine Folge in D, die gegen x kon-
vergiert. Wir miissen zeigen, dass lim, . f(z,) = f(x) ist. Dazu sei € > 0
gegeben. Wegen (1) gibt es ein § mit der angegebenen Eigenschaft und wegen
der Konvergenz von (z,).en gegen x gibt es eine natiirliche Zahl ng derart,
dass fiir alle n > ng gilt

d(x,,x) < 4.
Nach der Wahl von ¢ ist dann

d(f(xy,), f(x)) < e fir alle n > ng,

so dass die Bildfolge gegen f(x) konvergiert.

Sei (2) erfiillt. Wir nehmen an, dass f nicht stetig ist. Dann gibt es ein € > 0
derart, dass es fiir alle 6 > 0 Elemente z € D gibt, deren Abstand zu x
maximal gleich § ist, deren Wert f(z) unter der Abbildung aber zu f(z)
einen Abstand besitzt, der grofler als e ist. Dies gilt dann insbesondere fiir
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die Stammbriiche 6 = 1/n, n € N. D.h. fiir jede natiirliche Zahl gibt es ein
T, € D mit

d(zp,z) < % und mit d(f(z,), f(x)) > €.

Diese so konstruierte Folge (z,),en konvergiert gegen x, aber die Bildfolge
konvergiert nicht gegen f(x), da der Abstand der Bildfolgenglieder zu f(x)
zumindest e ist. Dies ist ein Widerspruch zu (2). O

15.2. Rechenregeln fiir stetige Funktionen.

Lemma 15.5. Es seien D C R und E C R Teilmengen und
f:D—R

und
g:F—R

Funktionen mit f(D) C E. Dann gelten folgende Aussagen.

(1) Wenn f inx € D und g in f(z) stetig sind, so ist auch die Hinter-
einanderschaltung g o f in x stetig.
(2) Wenn f und g stetig sind, so ist auch g o fstetig.

Beweis. Die Aussage (1) ergibt sich direkt aus der Folgencharakterisierung
der Stetigkeit. Daraus folgt auch (2). 0
Lemma 15.6. Es sei D C R und seien
frg:D—R

stetige Funktionen. Dann sind auch die Funktionen

f+g:D—R x+— f(z)+ g(x),

f=9:D—R, 2+ f(z) —g(z),

fr9:D—R, z+— f(z) g(2),

stetig. Fir eine Teilmenge U C D, auf der g keine Nullstelle besitzt, ist auch
die Funktion

flg:U—R, xr— f(z)/g(x),
stetig.

Beweis. Dies ergibt sich aus der Folgencharakterisierung der Stetigkeit und
Lemma 12.10. U

Korollar 15.7. Polynomfunktionen
P:R— R, z+— P(x),
sind stetig.
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Beweis. Aufgrund von Beispiel 15.2 und Lemma 15.6 sind fiir jedes n € N
die Potenzen

R— R, z+— 2",
stetig. Daher sind auch fiir jedes a € R die Funktionen
R — R, x — ax",
stetig und wiederum aufgrund von Lemma 15.6 sind auch alle Funktionen
R—R, &+ apz" + ap12" '+ ...+ a1z + ao,

stetig. ]

Rationale Funktionen sind auf ihrer Definitionsmenge stetig.

Korollar 15.8. Es seien P,Q € R[X] zwei Polynome und es sei U := {x €
R|Q(x) # 0}. Dann ist die rationale Funktion

P
U— R, z+— (m),
Q(x)
stetig.
Beweis. Dies folgt aus Korallar 15.7 und Lemma 15.6. U

15.3. Grenzwerte von Funktionen.

Definition 15.9. Es sei T' C R eine Teilmenge und sei a € R ein Punkt. Es
sei

f:T—R

eine Funktion. Dann heifit b € R Grenzwert (oder Limes) von f in a, wenn fiir
jede Folge (x,,)nen in T', die gegen a konvergiert, auch die Bildfolge (f(z,))nen
gegen b konvergiert. In diesem Fall schreibt man

lim, ,, f(x)="0.
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Dieser Begriff ist eigentlich nur dann sinnvoll, wenn es iiberhaupt Folgen in
T gibt, die gegen a konvergieren. Fine typische Situation ist die folgende:
Es sei [ ein Intervall, a € I sei ein Punkt darin und es sei T = I \ {a}.
Die Funktion sei auf T', aber nicht im Punkt a definiert, und es geht um die
Frage, inwiefern man f zu einer sinnvollen Funktion f auf ganz I fortsetzen
kann. Dabei soll f(a) durch f bestimmt sein.

Lemma 15.10. Es set T C R eine Teilmenge und sei a € R ein Punkt.
Es seien f:T — R und g : T — R Funktionen derart, dass die Grenzwerte
lim,_,, f(x) und lim,_,, g(x) existieren. Dann gelten folgende Beziehungen.

(1) Die Summe f + g besitzt einen Grenzwert in a, und zwar ist
lim, . (f(z) + g(z)) = lim,_,, f(z)+ lim,_,, g(x).
(2) Das Produkt f - g besitzt einen Grenzwert in a, und zwar ist
lim, . (f(x) - g(z)) =lim,_, f(z) - lim,_,, g(x).
(3) Es sei g(x) # 0 fir alle x € T und lim,_,, g(z) # 0. Dann besitzt der
Quotient f/g einen Grenzwert in a, und zwar ist
f@) T, f(2)
g(x)  lim,,, g(x)

lim,_,q

Beweis. Dies ergibt sich direkt aus Lemma 12.10. U

Lemma 15.11. Es set T C R eine Teilmenge und sei a € R ein Punkt.
Es sei f: T — R eine Funktion und b € R. Dann sind folgende Aussagen
dquivalent.

(1) Es ist
lim, ,, f(x) ="0.
(2) Fir jedes € > 0 gibt es ein 6 > 0 derart, dass fir alle x € T mit
d(xz,a) <6 die Abschitzung d(f(x),b) < € folgt.

Beweis. Siehe Aufgabe 15.10. O

Fiir eine stetige Funktion f:7T — R folgt daraus, dass sie sich zu einer
stetigen Funktion f:7 U {a} — R (durch f(a) = b) genau dann fortsetzen
lasst, wenn der Limes von f in a gleich b ist.

16. VORLESUNG

16.1. Der Zwischenwertsatz.

Wir interessieren uns dafiir, was unter einer stetigen Abbildung f:R — R
mit einem Intervall passiert. Der Zwischenwertsatz besagt, dass das Bild
wieder ein Intervall ist.
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Satz 16.1. Seien a < b reelle Zahlen und sei f :[a,b] — R eine stetige
Funktion. Es sei ¢ € R eine reelle Zahl zwischen f(a) und f(b). Dann gibt
es ein x € [a,b] mit f(z) = c.

Beweis. Wir zeigen die Existenz von einem solchen ¢ mit Hilfe einer Intervall-
halbierung. Dazu setzt man ag := a und by := b, betrachtet die Intervallmitte

co 1= 24 und berechnet

f(co) -

Bei f(co) < u setzt man

ay := ¢p und by := by
und bei f(co) > u setzt man

ay :=aqp und b; := ¢y .

In jedem Fall hat das neue Intervall [ay, b;] die halbe Linge des Ausgangs-
intervalls und liegt in diesem. Da es wieder die Voraussetzung f(a;) < u <
f(by) erfullt, konnen wir darauf das gleiche Verfahren anwenden und gelan-
gen so rekursiv zu einer Intervallschachtelung. Sei ¢ die durch diese Inter-
vallschachtelung definierte reelle Zahl. Fiir die unteren Intervallgrenzen gilt
f(a,) < wund das tibertrégt sich wegen der Stetigkeit nach dem Folgenkri-
terium auf den Grenzwert ¢, also f(c¢) < w. Fir die oberen Intervallgrenzen
gilt f(b,) > w und das iibertréigt sich ebenfalls auf ¢, also f(c) > u. Also ist
f(e) = u. O

Die in diesem Beweis beschriebene Methode ist konstruktiv und kann zu
einem expliziten Verfahren ausgebaut werden.

Korollar 16.2. Seien a < b reelle Zahlen und sei f :[a,b] — R eine stetige
Funktion mit f(a) <0 und f(b) > 0. Dann gibt es ein x € R mita <x <b
und mit f(z) =0, d.h. f besitzt eine Nullstelle zwischen a und b.
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Beweis. Dies folgt direkt aus Satz 16.1. U
Beispiel 16.3. Die Abbildung
f:Q—Q, o+ 2?2,

ist stetig, sie geniigt aber nicht dem Zwischenwertsatz. Fiir x = 0 ist f(0) =
—2 < 0 und fir z = 2ist f(2) =2 > 0, es gibt aber kein 2 € Q mit f(z) =0,
da dafiir 22 = 2 sein muss, wofiir es in Q keine Losung gibt.

16.2. Stetige bijektive Funktionen und ihre Umkehrfunktion.

Fiir eine bijektive stetige Funktion auf einem reellen Intervall ist die Um-
kehrabbildung wieder stetig. Dies ist keineswegs selbstversténdlich.

Satz 16.4. Es sei I C R ein Intervall und
f:I—R

eine stetige, streng wachsende Funktion. Dann ist das Bild J = f(I) =
{f(z)|z € I} ebenfalls ein Intervall, und die Umkehrabbildung

g —1
ist ebenfalls stetig.

Beweis. Dass das Bild wieder ein Intervall ist folgt aus Satz 16.1. Die Funk-
tion f ist injektiv, da sie streng wachsend ist und damit ist die Abbildung

f:l—J
auf das Bild bijektiv. Die Umkehrfunktion
g —1I

ist ebenfalls streng wachsend. Sei g := f~! und y := f(z) vorgegeben. Es sei
zunéchst y kein Randpunkt von J. Dann ist auch = kein Randpunkt von I.
Sei € > 0 vorgegeben und ohne Einschrinkung [z —¢, x+¢] C I angenommen.
Dann ist

0:=min(y— f(z—¢), flx+e)—y) >0
und fiir ¢’ € [y — 0,y + d] gilt

9(W) €lgly —0),9(y+0)] Clr—e,x+¢.

Also ist g stetig in y. Wenn y ein Randpunkt von J ist, so ist auch z ein
Randpunkt von I, sagen wir der rechte Randpunkt. Dann ist zu vorgegebe-
nem € > 0 wieder [z —¢,2] C [ und 6 := y — f(z — ¢€) erfiillt die geforderte
Eigenschaft. U
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16.3. Wurzeln.

Satz 16.5. Sein € N,. Fiir n ungerade ist die Potenzfunktion
R— R, z+— 2",
stetig, streng wachsend, surjektiv und die Umkehrfunktion
R— R, z+— 2/
1st streng wachsend und stetig. Fir n gerade ist die Potenzfunktion
R>p — Rsg, 2 — 2",
stetig, streng wachsend, surjektiv und die Umkehrfunktion
Rso — Rsg, v — :171/”,

st streng wachsend und stetig.

Beweis. Die Stetigkeit ergibt sich aus Korallar 15.7. Das strenge Wachstum
fiir x > 0 folgt aus der binomischen Formel. Fiir ungerades n folgt das strenge
Wachstum fiir # < 0 aus der Bezichung 2™ = —(—x)" und dem Verhalten im
positiven Bereich. Fiir x > 1 ist 2™ > z, woraus die Unbeschranktheit des
Bildes nach oben folgt. Bei n ungerade folgt ebenso die Unbeschrinktheit
des Bildes nach unten. Aufgrund des Zwischenwertsatzes ist das Bild daher
R bzw. R>o. Somit sind die Potenzfunktionen wie angegeben surjektiv und
die Umkehrfunktionen existieren. Die Stetigkeit der Umkehrfunktionen folgt
aus Satz 16.4. U

Beispiel 16.6. Die Schallgeschwindigkeit auf der Erde ist abhéngig von der
Temperatur. Wenn man mit der absoluten Temperatur 7' (gemessen in Kel-
vin) arbeitet, so gilt die Beziehung

v =20,06VT,
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wobei die Schallgeschwindigkeit in m/s gemessen wird. Fiir 7' = 300K ist
also die Schallgeschwindigkeit ungefahr gleich 347, 5m/s.

16.4. Der Satz von Bolzano-Weierstraf3.

Karl Weierstrafl (1815-1897)

Die folgende Aussage heifit Satz von Bolzano-Weierstraf.

Satz 16.7. Es sei (x,)nen €ine beschrinkte Folge von reellen Zahlen. Dann
besitzt die Folge eine konvergente Teilfolge.

Beweis. Die Folge (z,)nen sei durch
ap < x, < by

beschréankt. Wir definieren zuerst induktiv eine Intervallhalbierung derart,
dass in den Intervallen unendlich viele Folgenglieder liegen. Das Startintervall
ist Iy := [ao, bo]. Sei das k-te Intervall I;, bereits konstruiert. Wir betrachten
die beiden Hélften

ak—i—bk (lk—i-bk

| und |

[a/k, ) bk] .

In mindestens einer der Hélften liegen unendlich viele Folgenglieder, und wir
wéhlen als Intervall I, eine Halfte mit unendlich vielen Gliedern. Da sich
bei diesem Verfahren die Intervalllingen mit jedem Schritt halbieren, liegt
eine Intervallschachtelung vor. Als Teilfolge wihlen wir nun ein beliebiges
Element

Tn, € I
mit ng > ng_1. Dies ist moglich, da es in diesen Intervallen unendlich viele

Folgenglieder gibt. Diese Teilfolge konvergiert gegen die durch die Intervall-
schachtelung bestimmte Zahl x. Il
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16.5. Minima und Maxima.

maxxzimno globale

maxzsimo locale

|u
T
1

minimo locale

minimo globale

- I 1 I I 1
1 12 14 bLE [ N | 1 1.2

Definition 16.8. Sei M eine Menge und
f:M—R

eine Funktion. Man sagt, dass f in einem Punkt z € M das Maximum
annimmt, wenn

f(x) > f(2') fiir alle 2’ € M gilt,

und dass f das Minimum annimmt, wenn

f(z) < f(2') fiir alle 2’ € M gilt.

Die gemeinsame Bezeichnung fiir ein Maximum oder ein Minimum ist Ez-
tremum. In der vorstehenden Definition spricht man auch von dem globalen
Maximum, da darin Bezug auf sémtliche Elemente der Definitionsmenge ge-
nommen wird. Interessiert man sich nur fiir das Verhalten in einer offenen,
eventuell kleinen Umgebung, so gelangt man zum Begriff des lokalen Maxi-
mums.

Definition 16.9. Sei D C R eine Teilmenge und sei
f:D—R

eine Funktion. Man sagt, dass f in einem Punkt x € D ein lokales Maximum
besitzt, wenn es ein € > 0 gibt derart, dass fiir alle ' € D mit [z — 2’| <€
die Abschétzung

fx) = f(2)
gilt. Man sagt, dass f in x € D ein lokales Minimum besitzt, wenn es ein
€ > 0 gibt derart, dass fiir alle 2’ € D mit |z — 2/| < € die Abschétzung

fx) < f(z)
gilt.
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Wenn f(z) > f(2') fiir alle ' # x, so spricht man von einem isolierten
Mazimum.

Satz 16.10. Sei [a,b] C R ein abgeschlossenes beschrinktes Intervall und sei
fila, b)) — R
eine stetige Funktion. Dann gibt es ein x € [a,b] mit
f(x) > f(z') fir alle 2’ € [a,b].

D.h., dass die Funktion ihr Mazimum (und ihr Minimum) annimmt.

Beweis. Nach dem Zwischenwertsatz wissen wir, dass das Bild J := f([a, b])
ein Intervall ist. Wir zeigen zunéchst, dass J (nach oben und nach unten)
beschrankt ist. Wir nehmen dazu an, dass J nicht nach oben beschrankt
ist. Dann gibt es eine Folge (2,,)nen in [ mit f(z,) > n. Nach Satz 16.7
besitzt (2,,)nen eine konvergente Teilfolge. Da [a, b] abgeschlossen ist, gehort
der Grenzwert der Teilfolge zu [a, b]. Wegen der Stetigkeit muss dann auch
die Bildfolge konvergieren. Die Bildfolge ist aber unbeschrénkt, so dass sie
nach Lemma 12.8 nicht konvergieren kann, und sich ein Widerspruch ergibt.

Sei nun y das Supremum von J. Es gibt eine Folge (y,,)nen in J, die gegen das
Supremum konvergiert. Nach Definition von J gibt es eine Folge (x,,),en mit
f(x,) = y,. Fiir diese Folge gibt es wieder nach Satz 16.7 eine konvergente
Teilfolge. Es sei x der Grenzwert dieser Teilfolge. Somit ist aufgrund der
Stetigkeit f(x) =y und daher y € J. O

Mit der Differentialrechnung werden wir bald schlagkréftige Methoden ken-
nenlernen, um Minima und Maxima zu bestimmen.

17. VORLESUNG

17.1. Potenzreihen.

Definition 17.1. Es sei (¢,)nen eine Folge von reellen Zahlen und x eine
weitere reelle Zahl. Dann heifit die Reihe

[o.¢]
g cpx”
n=0

die Potenzreihe in x zu den Koeffizienten (¢, )nen.

Durch Wahl geeigneter Koeffizienten kann man jede Reihe als Potenzreihe zu
einer fixierten Basis # € R ansehen. Bei Potenzreihen ist es aber wichtig, dass
man x variieren lasst und dann die Potenzreihe in einem Konvergenzintervall
eine Funktion in = darstellt.

Eine wichtige Potenzreihe haben wir schon in der 14ten Vorlesung kennen-
gelernt, ndmlich die geometrische Reihe ) 2", die fiir |z| < 1 konvergiert
und dort die Funktion 1/(1 — z) darstellt. Eine weitere besonders wichtige
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Potenzreihe ist die Ezponentialreihe, die fiir jede reelle Zahl konvergiert und
zur reellen Exponentialfunktion fithrt. Thre Umkehrfunktion ist der natiirliche
Logarithmus.

Satz 17.2. Es sei

f(zx) = Z "
n=0
eine Potenzreihe und es gebe ein xg # 0 derart, dass y ., c,x{ konvergiere.
Dann gibt es ein positives R (wobei R = oo erlaubt ist) derart, dass fir
alle x € R mit |z| < R die Reihe konvergiert. Auf einem solchen (offenen)
Konvergenzintervall stellt die Potenzreihe f(x) eine stetige Funktion dar.

Beweis. Der Beweis beruht auf einer systematischen Untersuchung fiir Po-
tenzreihen und dem Limes von Funktionenfolgen. Wir werden ihn nicht
durchfiihren. O

Definition 17.3. Zu zwei Reihen ) 7% a; und 3 77 b; reeller Zahlen heifit
die Reihe

) k
g ¢, mit ¢ 1= g a;bi_;
k=0 i=0

das Cauchy-Produkt der beiden Reihen.

Auch fiir die folgende Aussage geben wir keinen Beweis.

Lemma 17.4. Es seien
Z ap und Z by,
k=0 k=0

zwei absolut konvergente Reihen reeller Zahlen. Dann ist auch das Cauchy-
Produkt Y pe cx absolut konvergent und fiir die Summe gilt

S (50 (50)

k=0 k=0
17.2. Die Exponentialreihe und die Exponentialfunktion.

Definition 17.5. Fiir jedes x € R heifit die Reihe
|
“— nl

die Exponentialreihe in x.

Dies ist also die Reihe
. 25

T
1 — =+ =+ =+ ...
+x+2+6+24+120+
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Satz 17.6. Flir jedes x € R ist die Exponentialreihe

o n

T
2

n=0

absolut konvergent.

Beweis. Fiir x = 0 ist die Aussage richtig. Andernfalls betrachten wir den
Quotienten

xn+1
[CEE I A R
o n+1 n+1

Dies ist fiir n > 2|z| kleiner als 1/2. Aus dem Quotientenkriterium folgt
daher die Konvergenz. U

Aufgrund dieser Eigenschaft konnen wir die reelle Exponentialfunktion defi-
nieren.

(1, e)
(0, 1)

4./

Der Graph der reellen Exponentialfunktion

Definition 17.7. Die Funktion

o0
R—>R,x»—>expx:zz

n=0

xTL

H?
heifit (reelle) Exponentialfunktion.
Satz 17.8. Fiir reelle Zahlen x,y € R gilt

exp(x +y) =exp x-exp y.

Beweis. Das Cauchy-Produkt der beiden Exponentialreihen ist

oo
>
n=0
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mit ¢, =Y ., f—,% Diese Reihe ist nach Lemma 17.4 absolut konvergent

und der Grenzwert ist das Produkt der beiden Grenzwerte. Andererseits ist
der n-te Summand der Exponentialreihe von x + y gleich

(x"”y)n_ 1 (n i n—i _
n! _H‘Zo i vy = G

so dass die beiden Seiten iibereinstimmen. O

Korollar 17.9. Die Ezponentialfunktion
R— R, x— exp z,
besitzt folgende Figenschaften.

(1) Esistexp 0 = 1.

(2) Fiir jedes x € R ist exp(—z) = (exp z)~'. Insbesondere ist exp x # 0.
(3) Fiir ganze Zahlen n € Z ist exp n = (exp 1)".

(4) Fiir jedes x ist exp x € R..

(5) Firx >0 istexp x > 1 und fiir x <0 ist exp x < 1.

(6) Die reelle Exponentialfunktion ist streng wachsend.

Beweis. (1) folgt direkt aus der Definition. (2) folgt aus
exp x-exp(—z) = exp(r —z) = exp 0 = 1

aufgrund von Satz 17.8. (3) folgt fiir n € N aus Satz 17.8 durch Induktion,
und daraus wegen (2) auch fiir negatives n. (4). Die Nichtnegativitét ergibt
sich aus
exp r = exp (f_,_f) = exp E-exp L (exp £>2 >0
2 2 2 2 2/ =

(5). Fiir reelles z ist exp = - exp(—x) = 1, so dass nach (4) ein Faktor > 1
sein muss und der andere Faktor < 1. Fiir z > 0 ist

1 1
expxzzﬁ$n:1+$+§$2+...>l,
n=0

da ja hinten nur positive Zahlen hinzuaddiert werden. (6). Fiir reelle y > z
ist y — x > 0 und daher nach (5) exp(y — ) > 1, also

expy = exp(y —x +x) = exp(y — ) -exp £ > exp .

Mit der Exponentialreihe definieren wir die eulersche Zahl.

Definition 17.10. Die reelle Zahl
=1
k=0

heifit eulersche Zahl.



121

Diese Zahl hat den Wert

11 1
=14+l . 22T
e=1+ldg+o+o,+ 7

Bemerkung 17.11. Fiir die eulersche Zahl gilt

. "
e=lim, . (1 + —) ,
n

so dass e auch als Grenzwert dieser Folge eingefithrt werden kann. Die Kon-
vergenz bei der Exponentialreihe ist aber deutlich schneller.

Statt exp = werden wir in Zukunft auch e® schreiben.
Satz 17.12. Die reelle Fxponentialfunktion
R— R, z+— exp z,

ist stetig und stiftet eine Bijektion zwischen R und R, .

Beweis. Die Stetigkeit folgt aus Satz 17.2, da die Exponentialfunktion ja iiber
eine Potenzreihe definiert ist. Nach Korollar 17.9 liegt das Bild in R und ist
nach dem Zwischenwertsatz ein Intervall. Die Unbeschréanktheit des Bildes
folgt aus Korollar 17.9, woraus wegen Korollar 17.9, folgt, dass auch beliebig
kleine positive reelle Zahlen zum Bild gehoren. Daher ist das Bild gleich R, .
Die Injektivitét ergibt sich aus Korollar 17.9. U

17.3. Logarithmen.

Definition 17.13. Der natiirliche Logarithmus

In :Ry, — R, z+— In z,
ist definiert als die Umkehrfunktion der reellen Exponentialfunktion.
Satz 17.14. Der natiirliche Logarithmus

In :Ry, — R, z+— In z,

15t eine stetige, streng wachsende Funktion, die eine Bijektion zwischen R,
und R stiftet. Dabei gilt

In(z-y) = lnz+Iny

fiir alle z,y € R,.

Beweis. Dies folgt aus Satz 17.8, Korollar 17.9, Satz 17.12 und Satz 16.4.
O
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Die Exponentialfunktionen fiir verschiedene Basen

Definition 17.15. Zu einer positiven reellen Zahl b > 0 definiert man die
FExponentialfunktion zur Basis b als

b* :=exp(x In b).
Satz 17.16. Fir die Exponentialfunktionen
R— R, z+—— a”,

gelten die folgenden Rechenregeln (dabei seien a,b € Ry und x,y € R).

Beweis. Siehe Aufgabe 17.7. O

Bemerkung 17.17. Die Exponentialfunktionen x +— a® zur Basis a > 0
kann man auch anders einfithren. Fir natiirliche Zahlen n > 0 nimmt man
das n-fache Produkt von a mit sich selbst, also a”, als Definition. Fiir eine
negative ganze Zahl x setzt man a” := (a~*)~!. Fiir eine positive rationale
Zahl x = r/s setzt man
a® = +ar,

wobei man natiirlich die Unabhéngigkeit von der gewihlten Bruchdarstellung
beweisen muss. Fiir eine negative rationale Zahl arbeitet man wieder mit
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Inversen. Fiir eine beliebige reelle Zahl x schliellich nimmt man eine Folge
¢» von rationalen Zahlen, die gegen = konvergiert, und definiert

a® = lim, o a’ .

Hierzu muss man zeigen, dass diese Limiten existieren und unabhéngig von
der gewéhlten rationalen Folge sind. Fiir den Ubergang von Q nach R ist der
Begriff der gleichméfiigen Stetigkeit entscheidend.

Definition 17.18. Zu einer positiven reellen Zahl b > 0 wird der Logarith-

mus zur Basis b durch
In z

| =
08y T Inb

definiert.

Logarithmen zu verschiedenen Basen

Satz 17.19. Die Logarithmen zur Basis b erfiillen die folgenden Rechenre-
geln.

(1) Es ist log,(b*) = x und b'°%W) =y das heifit der Logarithmus zur
Basis b ist die Umkehrfunktion zur Exponentialfunktion zur Basis b.

(2) Es gilt logy(y - z) = log, y + log, 2

(3) Es gilt log, y* = u - log, y fir u € R.

(4) Es gilt

log,y = log,(V'*®¥) = log,y - log, b.

Beweis. Siehe Aufgabe 17.8. g

18. VORLESUNG

In dieser Vorlesung fithren wir weitere wichtige Funktionen iiber ihre Potenz-
reihen ein.
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18.1. Die Hyperbelfunktionen.

g{x)\= cosh( X} 1y
3

2

% B

i — Ol ; — iy

-2 -1 10 1 2
"«q
-2

fix) ='sinh(x)-3

Der Verlauf der Hyperbelfunktionen
Definition 18.1. Die fiir x € R durch
sinh = := %(e"‘" —e ")
definierte Funktion heif3t Sinus hyperbolicus.
Definition 18.2. Die fiir x € R durch
cosh z := %(em +e %)
definierte Funktion heif3t Kosinus hyperbolicus.

Lemma 18.3. Die Funktionen Sinus hyperbolicus und Kosinus hyperbolicus
besitzen die folgenden Eigenschaften.

(1)
(2)
(3)

cosh z + sinh z = ¢€*

cosh z — sinhz =e™®

(cosh 2)? — (sinh z)? = 1.

Beweis. Siehe Aufgabe 18.1. O

Lemma 18.4. Die Funktion Sinus hyperbolicus ist streng wachsend und die
Funktion Kosinus hyperbolicus ist auf R<o streng fallend und auf R>q streng
wachsend.

Beweis. Siehe Aufgabe 18.2 und Aufgabe 18.14. O
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tanh(r)

1..

Definition 18.5. Die Funktion

sinh et —e’ "
R— R, z+— tanh z = =
cosh z e* +e 7

definierte Funktion heifit Tangens hyperbolicus.

18.2. Der Kreis und die trigonometrischen Funktionen.

.

(cost,sint)

Die trigonometrischen Funktionen Sinus und Kosinus werden in einem nai-
ven Zugang am Einheitskreis definiert. Es sei

E = {(z,y) e R} 2> +y* =1}

der Finheitskreis, also der Kreis mit dem Radius 1 und dem Mittelpunkt
0 = (0,0). Fiir einen Punkt in der Ebene mit den Koordinanten (x,y) ist
aufgrund des Satzes des Pythagoras y/x2 + y? der Abstand zum Nullpunkt.
Ein ,Winkel“ « am Nullpunkt (und von der positiven , z-Achse® aus , ge-
gen den Uhrzeigersinn® gemessen) definiert eine vom Nullpunkt ausgehende
,Halbgerade“ (oder ,Strahl“). Da diese einen eindeutigen Durchstofungs-
punkt P(a) = (z,y) mit der Einheitskreislinie besitzt, definiert der Winkel
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auch einen eindeutigen Punkt auf dem Einheitskreis. Dessen Koordinaten
sind nach Definition gleich

P(a) = (cos a, sin « ),

d.h. die z-Koordinate wird durch den Kosinus und die y-Koordinate wird
durch den Sinus angegeben. Dadurch sind einige wichtige Eigenschaften di-
rekt klar:

(1) Es gilt
(cos a)?+ (sina)?=1.

(2) Esist cos 0 =1 und sin 0 = 0.

(3) Wenn der Winkel S eine Vierteldrehung bezeichnet, so ist cos § =0
und sin § = 1.

(4) Es ist cos (—a) = cos a und sin (—a) = — sin «. Dabei bezeichnet
—a den durch den gegenliufigen Strahl definierten Winkel.?!

(5) Die Werte von Sinus und Kosinus wiederholen sich nach einer Voll-
drehung.

Diese Definition ist zwar intuitiv klar, sie ist aber in verschiedener Hinsicht
unbefriedigend.

(1) Es ist nicht klar, wie der Winkel zu messen ist.

(2) Es gibt keinen analytischen , berechenbaren* Ausdruck, wie zu einem
gegebenen Winkel die Werte von Kosinus und Sinus berechnet werden
miussen.

(3) Damit fehlt die Grundlage, um Gesetzméfigkeiten dieser Funktionen
zu beweisen.

1

1.5

TN SN /7

-1.5

-2
- -imiE o-m -mf2 0 2 b3 imf?  Im

Die Graphen von Kosinus und Sinus. Der qualitative Verlauf ist von der naiven
Definition her klar. Mit der unten folgenden analytischen Definition iiber Reihen
kann man die Funktionswerte beliebig genau ausrechnen. Fiir viele wichtige
qualitative Eigenschaften wie die Periodizitét mit der Periodenléinge 27 muss
man aber die analytische Definition genauer studieren.

2IDieser Winkel ist o + 7 im BogenmaB.
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Mit diesen Defiziten héngt auch zusammen, dass wir noch keine prézise Defi-
nition fiir die Kreiszahl = haben. Diese ist bekanntlich gleich dem Kreisinhalt
des Einheitskreises und gleich der Hélfte des Kreisumfanges. Doch sind so-
wohl der ,,Flacheninhalt ebener berandeter Gebiete“ als auch die ,,Lénge von
gebogenen Kurven“ problematische Begriffe. Von daher ist es in der hoheren
Mathematik sinnvoll, die Kreisfunktionen iiber ihre Potenzreihen einzufiihren
und nach und nach zu beweisen, dass sie die gewiinschten Eigenschaften
erfiillen. Sodann kann man auch die Kreiszahl 7 iiber Eigenschaften dieser
Funktionen einfithren und letztlich den Winkel als Lénge des zugehorigen
Kreisbogens einfiithren, nachdem diese Lénge exakt definiert wird (was wir
erst im zweiten Semester tun).

Wir besprechen einige wichtige Anwendungen der trigonometrischen Funk-
tionen, ndmlich Polarkoordinaten und Drehungen, wobei wir die Winkel naiv
verstehen und die trigonometrischen Funktionen als geometrisch definiert be-
trachten.

18.3. Polar- und Zylinderkoordinaten.

Beispiel 18.6. Ein Winkel a und eine positive reelle Zahl r definieren einen
eindeutigen Punkt

P = (z,y) = (rcos a,r sin &) = r(cos a, sin )

in der reellen Ebene R?. Dabei bedeutet r den Abstand des Punktes P vom
Nullpunkt (0,0) und (cos «, sin ) bedeutet den Durchstoungspunkt der
durch P definierten Halbgeraden mit dem Einheitskreis. Jeder Punkt P =
(x,y) # 0 besitzt eine eindeutige Darstellung mit r = /22 + y? und mit
einem Winkel o, der je nach dem gewéhlten Winkelmafl geeignet zu wéhlen
ist, also beispielsweise aus [0, 27[ ist (der Nullpunkt wird durch » = 0 und
einen beliebigen Winkel reprisentiert). Die Komponenten (r, ) heiflen die
Polarkoordinaten von P.
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Beispiel 18.7. Eine rdumliche Variante von Beispiel 18.6 wird durch Zylin-
derkoordinaten gegeben. Ein Tripel (7, a, z) € Ry x [0, 27[xR wird dabei auf
die kartesischen Koordinaten

(x,y,2) = (r cos a,r sin «, 2)
abgebildet.

Beispiel 18.8. Jede komplexe Zahl z € C, z # 0, kann man eindeutig
schreiben als

z =r(cos a,sina) = (rcos a,rsina) = rcosa+(rsina)i

mit einer eindeutig bestimmten positiven reellen Zahl r, ndmlich dem Ab-
stand von z zum Nullpunkt (also r = |z|) und einem eindeutig bestimmten
Winkel a zwischen 0 (einschlieBlich) und 360 Grad (ausschlieBlich), der aus-
gehend von der positiven reellen Achse gegen den Uhrzeigersinn gemessen
wird. Man spricht von Polarkoordinaten fiir die komplexen Zahlen.

Polarkoordinaten der reellen Zahlenebene und fiir komplexe Zahlen unter-
scheiden sich nicht. Allerdings erlauben Polarkoordinaten eine Neuinterpre-
tation der Multiplikation von komplexen Zahlen: Wegen

(r cos a +ir sin a) - (s cos § +is sin 3)
= rs(cos a cos f — sin « sin B) +irs(cos a sin f — sin a cos )
= rs(cos(a+ ) +isin(a+j3))

(dabei wurden im letzten Schritt die Additionstheoreme fiir Sinus und Ko-
sinus verwendet) multipliziert man zwei komplexe Zahlen, indem man ihre
Betrédge multipliziert und ihre Winkel addiert.

Diese Neuinterpretation der Multiplikation von komplexen Zahlen fiihrt
auch zu einem neuen Verstdndnis der Wurzeln aus komplexen Zalen, die
es aufgrund des Fundamentalsatzes der Algebra geben muss. Wenn z =
r cos a + ri sin « ist, so ergibt sich, dass

w:\%_ﬂcosg—l—{L/Fz'sing
n n

eine n-te Wurzel von z ist. D.h. man muss fiir den Betrag der komplexen
Zahl die reelle n-te Wurzel nehmen und den Winkel durch n teilen.
18.4. Drehungen.
Eine Drehung der reellen Ebene R? um den Nullpunkt um den Winkel «
gegen den Uhrzeigersinn bildet L auf [ 0 %) und 0 auf [~ M@

0 sin «v 1 coS «
ab. Daher werden ebene Drehungen folgendermaflen beschrieben.

Definition 18.9. Eine lineare Abbildung
D(a) :R?* — R?,
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. . . [cosa —sin« o -
die durch eine Drehmatriz ( . (mit einem « € R) beziiglich
sin @ cos «

der Standardbasis gegeben ist, heifit Drehung.

Eine Raumdrehung ist eine lineare Abbildung des R? in sich, bei der um
eine Drehachse (durch den Nullpunkt) um einen bestimmten Winkel gedreht
wird. Wenn der Vektor v; # 0 die Drehachse definiert und us und us auf v,
und aufeinander senkrecht stehen, so wird die Drehung beziiglich vy, us, ug
durch die Matrix

1 0 0

0 cosa —sin «
0 sina cos «

beschrieben.

18.5. Die trigonometrischen Reihen.

Wir besprechen nun den analytischen Zugang zu den trigonometrischen
Funktionen.

Definition 18.10. Fiir z € R heif3t
i (_1)711,211
“—~  (2n)!

die Kosinusreihe und

0 n 2n+1
; 2n +1)!

die Sinusreihe zu x.

Durch Vergleich mit der Exponentialreihe ergibt sich sofort, dass diese beiden
Reihen fiir jedes x absolut konvergieren. Die zugehdrigen Funktionen

. = (=1)ra™ ) =L (=1t
COSJZ.:ZWqu S T :ZW
n=0 n=0

heiflen Sinus und Kosinus. Beide Funktionen stehen unmittelbar in Zusam-
menhang mit der Exponentialfunktion, wobei man allerdings die komplexen
Zahlen braucht, um diesen Zusammenhang zu erkennen. Der Hintergrund ist,
dass man in Potenzreihen stets auch komplexe Zahlen einsetzen kann (der
Konvergenzbereich ist dann nicht ein reelles Konvergenzintervall, sondern ei-
ne Kreisscheibe). Fiir die Exponentialreihe und z = iz (wobei x reell oder
komplex sein kann) ist (wir verwenden Rechenregeln fiir Potenzreihen, die
wir nicht behandelt haben)

o
exp(ix) Z k'
k=0
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= ix)* = ix)k
= 2 <k')+ 2. (k!

k=0, k gerade ’ k=0, k ungerade

0 i 2n > i 2n+1
- Y05 +z—< !

“— (2n)! “(2n+1)!

[e%S) 2 o 2n+1
— —1)" n

nz_%( ) (2n ; 2n +1)!

= cosx—l—zsm:v

Mit dieser Beziehung zwischen komplexer Exponentialfunktion und den tri-
gonometrischen Funktionen (die die eulersche Formel heift) lassen sich viele
Eigenschaften der letzteren besonders einfach beweisen. Prominente Spezi-
alfille dieser Beziehung sind

und

Aufgrund von Satz 17.2 sind Sinus und Kosinus stetige Funktionen. Weitere
wichtige Eigenschaften werden in der folgenden Aussage zusammengefasst.

Satz 18.11. Die Funktionen

R— R, x+—— cos x,
und

R— R, z +—— sin z,

besitzen fiir x,y € R folgende Eigenschaften.

(1) Esist cos 0 =1 und sin 0 = 0.
(2) Es ist cos(—x) = cos x und sin (—x) = — sin z.
(3) Es gelten die Additionstheoreme

cos(r+y) = cosx - cosy — sinz - siny.

und

sin(r+y) =sinz - cosy + cosx - siny .

(4) Es gilt
(cosz)*+ (sinz)* =1,

Beweis. (1) und (2) folgen direkt aus der Definition der Reihen. (3). Der 2n-
te Summand in der Kosinusreihe (die Koeffizienten zu z*, i ungerade, sind 0)
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von x + vy ist

(D" + )2 (=D o= (20 o
(2n)! - (zn)!;(i)”

2n
n 1 i, 2n—1
= (1) Zz‘!(zn—z)'”

2j+1 2n—2j5—1

n—1
]z: (25 4+ 1)! 2n—2j—1)

wobei wir im letzen Schritt die Indexmenge in gerade und ungerade Zahlen
aufgeteilt haben.

Der 2n-te Summand im Cauchy-Produkt von cos x und cos y ist

~ (=1)Y(=1)"7 2220 — () - z?y*n )
2 G- "2 e

J=0

und der 2n-te Summand im Cauchy-Produkt von sin  und sin y ist

11
27+ D!I2n—1-—j4)+1)!

2j+1y2(n—j)+1

%k
g

n-1 22+ 2(n=1—j)+1

Y
< (27 + DI 2(n—1—7)+ 1!

3
D
i

Daher stimmen die beiden Seiten des Additionstheorems iiberein. Das Ad-
ditionstheorem fiir den Sinus folgt dhnlich. (4). Aus dem Additionstheorem

fiir den Kosinus angewendet auf y := —z und aufgrund von (2) ergibt sich
1 = cos0
= cos(x—ux)

= cosz -cos(—x) — sin x -sin (—z)
= COsST -CcOST +sinx-sinx.

g

Die letzte Aussage im vorstehenden Satz besagt, dass das Paar (cos x, sin x )
ein Punkt auf dem FEinheitskreis {(u,v)|u* +v? = 1} ist. Wir werden spéter
sehen, dass sich jeder Punkt des Einheitskreises als (cos x, sin x ) schreiben
ldsst, wobei man z als Winkel interpretieren kann. Dabei tritt die Periode 27
auf, wobei wir die Kreiszahl w eben iiber die trigonometrischen Funktionen
einfiihren werden.
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In der folgenden Definition fiir Tangens und Kotangens verwenden wir in der

Formulierung der Definitionsbereiche die Zahl 7.

Definition 18.12. Die Funktion
R\ (Z—FZ?T) — R, z+—— tan z = Smx,
2 Ccos T
CcoS T

heifit Tangens und die Funktion
R\Zr — R, x —> cot + = ———,
sin x

heifit Kotangens.
19. VORLESUNG

19.1. Differenzierbarkeit.

~

X0

In diesem Abschnitt betrachten wir Funktionen
f:D—R,

wobei D C R eine Teilmenge ist. Wir wollen erkldren, wann eine solche
Funktion in einem Punkt a € D differenzierbar ist. Die intuitive Idee ist
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dabei, fiir einen weiteren Punkt x € D die Sekante durch die zwei Punkte
(a, f(a)) und (z, f(x)) des Funktionsgraphen zu ziehen und dann ,z gegen
a laufen zu lassen®. Wenn sich dieser Grenzwertprozess sinnvoll durchfiihren
lasst, so wird aus den Sekanten eine Tangente. Dieser Grenzwertprozess wird
iiber den Begriff des Grenzwertes einer Funktion prézise gefasst, den wir im
Anschluss an die Stetigkeit eingefiihrt haben.

Definition 19.1. Sei D C R eine Teilmenge, a € D ein Punkt und
f:D—R

eine Funktion. Zu x € D, x # a, heifit die Zahl
f(x) — f(a)

r—a
der Differenzenquotient von f zu a und .

Der Differenzenquotient ist die Steigung der Sekante am Graph durch die
beiden Punkte (a, f(a)) und (z, f(z)). Fir x = a ist dieser Quotient nicht
definiert. Allerdings kann ein sinnvoller Limes fiir + — a existieren. Dieser
repréasentiert dann die Steigung der Tangente an f im Punkt (a, f(a)) (oder
an der Stelle a).

Definition 19.2. Sei D C R eine Teilmenge, a € D ein Punkt und

f:D—R
eine Funktion. Man sagt, dass f differenzierbar in a ist, wenn der Limes
f(@) — fla)

lim,cp "
c a},x—a
\a} r—a

existiert. Im Fall der Existenz heifit dieser Limes der Differentialquotient oder
die Ableitung von f in a, geschrieben

f'(a).

Die Ableitung in einem Punkt a ist, falls sie existiert, ein Element in R.
Héufig nimmt man die Differenz h := x — a als Parameter fiir den Limes des
Differenzenquotienten, und lésst h gegen 0 gehen, d.h. man betrachtet
fla+h)—f(a)

Y .
Die Bedingung = € D \ {a} wird dann zu a + h € D, h # 0.

limy,_

Beispiel 19.3. Es seien s,c € R und sei
a:R— R, x+— sz +c,

eine affin-lineare Funktion. Zur Bestimmung der Ableitung in einem Punkt
a € R betrachtet man

(sx4c)—(sa+c) s(z—a)

= S.
T —a Tr—a
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Dies ist konstant gleich s, so dass der Limes fiir x gegen a existiert und gleich
s ist. Die Ableitung in jedem Punkt existiert demnach und ist gleich s. Die
Steigung der affin-linearen Funktion ist also die Ableitung.

Beispiel 19.4. Wir betrachten die Funktion
f:R— R, z+— 2%
Der Differenzenquotient zu a und a + h ist

fla+h)— f(a) (a+h)*—a’
h

h
a® + 2ah + h? — a?

h
2ah + h?

h
= 2a+ h.
Der Limes davon fiir A gegen 0 ist 2a. Die Ableitung von f in a ist daher
f'(a) = 2a.
19.2. Lineare Approximierbarkeit.

Satz 19.5. Sei D C R eine Teilmenge, a € D ein Punkt und
f:D—R

eine Funktion. Dann ist f in a genau dann differenzierbar, wenn es ein s € R

und eine Funktion
r:D—R

gibt mit r stetig in a und r(a) = 0 und mit
f(x)=fla)+s-(x—a)+r(z)(z—a).

Beweis. Wenn f differenzierbar ist, so setzen wir s := f’(a). Fiir die Funktion
r muss notwendigerweise

r—a

r(z) = {—f(z)_f(a) —sfirz #a,

0flirzr=a,

gelten, um die Bedingungen zu erfiillen. Aufgrund der Differenzierbarkeit
existiert der Limes

hmm—)a, zeD\{a} T (SL’)

= hmx—)a,IED\{a} (M - 8) 7

r—a
und hat den Wert 0. Dies bedeutet, dass r in a stetig ist. Wenn umgekehrt
s und r mit den angegebenen Eigenschaften existieren, so gilt fiir x # a die

Beziehung
f(z) — f(a)
T—a
Da r stetig in a ist, muss auch der Limes links fiir x+ — a existieren. O

=r(x)+s.
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Die in diesem Satz formulierte Eigenschaft, die zur Differenzierbarkeit dqui-
valent ist, nennt man auch die lineare Approzimierbarkeit. Die affin-lineare
Funktion

DR, f(a)+ f'(a)(x - a),
heifit dabei die affin-lineare Approzimation. Die durch f(a) gegebene kon-
stante Funktion kann man als konstante Approximation ansehen.

Korollar 19.6. Sei D C R eine Teilmenge, a € D ein Punkt und
f:D—R

eine Funktion, die 1tm Punkt a differenzierbar sei. Dann ist f stetig in a.

Beweis. Dies folgt direkt aus Satz 19.5. O

19.3. Rechenregeln fiir differenzierbare Funktionen.

Lemma 19.7. Sei D C R eine Teilmenge, a € D ein Punkt und
f,g:D—R

zwei Funktionen, die in a differenzierbar seien. Dann gelten folgende Diffe-
renzierbarkeitsregeln.

(1) Die Summe f + g ist differenzierbar in a mit

(f+9)(a) = f'(a) + d'(a).
(2) Das Produkt f - g ist differenzierbar in a mit

(f - 9)'(a) = f'(a)g(a) + f(a)g'(a).

(3) Fir c € R ist auch cf in a differenzierbar mit

(ef)(a) = cf'(a).
(4) Wenn g keine Nullstelle in D besitzt, so ist 1/g differenzierbar in a

mat . ( )
1 _—gla
(5) @ =Gl
(5) Wenn g keine Nullstelle in D besitzt, so ist f/g differenzierbar in a
mit
(j)' (a) = {@9(0) — [(@)g'(a)
(9(a))? '

g
Beweis. (1). Wir schreiben f bzw. g mit den in Satz 19.5 formulierten Ob-
jekten, also

f(z) = fla) + s(z — a) + r(z)(z — a)
und

g(x) =g(a)+ 3(x —a) + 7(z)(x — a) .
Summieren ergibt

f(x) + g(x) = fla) + g(a) + (s + 8)(z — a) + (r +7)(z)(z — a).
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Dabei ist die Summe 7 + 7 wieder stetig in @ mit dem Wert 0. (2). Wir gehen
wieder von
f(x) = fla) +s(x —a) +r(z)(z —a)
und
9(x) = g(a) + 5(x — a) + 7(z)(z — a)
aus und multiplizieren die beiden Gleichungen. Dies fiihrt zu

f(@)g(x)=(f(a) + s(x — a) +r(x)(x —a))(g(a) + 5(z — a) + 7(x)(z — a))
= f(a)g(a) + (sg(a) + 5f(a))(x — a)
=+f(a)F(z) + g(a)r(z) + s5(x — a)
=+s7(x)(x —a) + sr(z)(x — a) + r(x)F(zx)(z — a)(z — a).

Aufgrund von Lemma 15.10 fiir Limiten ist die aus der letzten Zeile ablesbare
Funktion stetig mit dem Wert 0 fiir x = a. (3) folgt aus (2), da eine konstante
Funktion differenzierbar ist mit Ableitung 0. (4). Es ist

1 1

i@ " g —1  glx)—g(a)

z—a  glaglx) r-a
Da g nach Korollar 19.6 stetig in a ist, konvergiert fiir z — a der linke
Faktor gegen —ﬁ und wegen der Differenzierbarkeit von ¢ in a konvergiert

der rechte Faktor gegen ¢'(a). (5) folgt aus (2) und (4). O
Satz 19.8. Seien D, E C R Teilmengen und seien

f:D—R
und

g:F—R

Funktionen mit f(D) C E. Es sei f in a differenzierbar und g sei inb := f(a)
differenzierbar. Dann ist auch die Hintereinanderschaltung

gof:D—R
in a differenzierbar mit der Ableitung
(go f)(a) =g (f(a)) - f(a).
Beweis. Aufgrund von Satz 19.5 kann man

f(z) = f(a) + f'(a)(x — a) + r(z)(z —a)
und

9(y) = g(f(a)) + ¢'(f(a))(y = f(a)) + s(y)(y — f(a))
schreiben. Daher ergibt sich

g(f(x)) = g(f(a)) +
= g(f(a) +¢
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Die hier ablesbare Restfunktion

t(z) == g'(f(a))r(z) + s(f(@))(f'(a) + r(z))
ist stetig in a mit dem Wert 0. O

Satz 19.9. Es seien D, E C R Intervalle und sei
f:D—FECR

eine bijektive stetige Funktion mit der Umkehrfunktion
f':E—D.

Es sei f in a € D differenzierbar mit f'(a) # 0. Dann ist auch die Umkehr-
funktion f~1 in b:= f(a) differenzierbar mit

1y B 1 B 1
U0 = 5070 = Fla)

Beweis. Wir betrachten den Differenzenquotienten

) —f710) _ fHy)—a
y—=b  y=b
und miissen zeigen, dass der Limes fiir y — b existiert und den behaupteten
Wert annimmt. Sei dazu (y,,)nen eine Folge in E\ {b}, die gegen b konvergiert.
Nach Satz 16.4 ist f~! stetig. Daher konvergiert auch die Folge mit den
Gliedern z,, :== f~*(y,) gegen a. Wegen der Bijektivitit ist z,, # a fiir alle n.

Damit ist

fm {) e g wema ( fea) = f@)) T
n—00 Yn — b n— o0 f(l‘n) — f(a) n—o0o T, — G
wobei die rechte Seite nach Voraussetzung existiert. O

Beispiel 19.10. Die Funktion
Ry — Ry, oz — /7,
ist die Umkehrfunktion der Funktion f mit f(x) = z? (eingeschriinkt auf
R, ). Deren Ableitung in einem Punkt a ist f'(a) = 2a. Nach Satz 19.9 gilt
daher fiir b € R, die Beziehung
1 1 1 1

SO = Fm T e T

Die Funktion

1R — R, x»—>$%,
ist die Umkehrfunktion der Funktion f mit f(x) = 2 Deren Ableitung in a
ist f'(a) = 3a?, dies ist fiir @ # 0 von 0 verschieden. Nach Satz 19.9 ist fiir

b # 0 somit . . .
SR (VIO AT

Im Nullpunkt ist f~! nicht differenzierbar.
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19.4. Die Ableitungsfunktion.

Bisher haben wir nur von der Differenzierbarkeit einer Funktion in einem
Punkt gesprochen. Jetzt 16sen wir uns von dieser punktweisen Betrachtung.

Definition 19.11. Sei I C R ein Intervall und sei
f:I—R

eine Funktion. Man sagt, dass f differenzierbar ist, wenn fiir jeden Punkt
a € I die Ableitung f’(a) von f in a existiert. Die Abbildung

I — R, z— f(x),

heifit die Ableitung (oder Ableitungsfunktion) von f.

20. VORLESUNG

20.1. Hohere Ableitungen.

Die Ableitung f’ einer (in jedem Punkt) differenzierbaren Funktion nennt
man haufig auch die erste Ableitung von f. Unter der nullten Ableitung ver-
steht man die Funktion selbst. Hohere Ableitungen werden rekursiv definiert.

Definition 20.1. Es sei I C R ein Intervall und sei
f:I—R

eine Funktion. Die Funktion f heifit n-mal differenzierbar, wenn sie (n — 1)-
mal differenzierbar ist und die (n—1)-te Ableitung, also ™~ differenzierbar
ist. Die Ableitung

FO @) = (") (@)

nennt man dann die n-te Ableitung von f.

Die zweite Ableitung schreibt man auch als f”, die dritte Ableitung als f".
Wenn eine Funktion n-mal differenzierbar ist, so sagt man auch, dass die Ab-
leitungen bis zur n-ten Ordnung existieren. Eine Funktion f heift unendlich
oft differenzierbar, wenn sie n-mal differenzierbar ist fiir jedes n.

Eine differenzierbare Funktion ist stetig, allerdings muss die Ableitung kei-
neswegs stetig sein. Daher ist der folgende Begriff nicht iiberfliissig.

Definition 20.2. Sei I C R ein Intervall und
f:I—R
eine Funktion. Man sagt, dass f stetig differenzierbar ist, wenn f differen-

zierbar ist und die Ableitung f’ stetig ist.

Eine Funktion heif3t n-mal stetig differenzierbar, wenn sie n-mal differenzier-
bar ist und die n-te Ableitung stetig ist.
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20.2. Extrema von Funktionen.

Wir untersuchen jetzt mit Mitteln der Differentialrechnung, wann eine diffe-
renzierbare Funktion

f:I— R,
wobei I C R ein Intervall ist, (lokale) Extrema besitzt und wie ihr Wachs-
tumsverhalten aussieht.

Satz 20.3. Es sei
f:la,b)[— R

eine Funktion, die in ¢ €la,b| ein lokales Extremum besitze und dort diffe-
renzierbar sei. Dann ist

f'(c)=0.

Beweis. Wir konnen annehmen, dass f ein lokales Maximum in ¢ besitzt. Es
gibt also ein € > 0 mit f(z) < f(c) fur alle x € [c — €, ¢ + €] Cla,b]. Es sei
(Sn)nen eine Folge mit ¢ — e < s, < ¢, die gegen ¢ (,,von unten*) konvergiere.

Dann ist
f(sn) B f(C)
Sp —C

>0

- Y

was sich dann auf den Limes iibertrigt. Fiir eine Folge (t,),eny mit ¢ + € >
t, > c gilt andererseits
f (tn) — f (C)
t, —C
Nach Voraussetzung existiert der Differentialquotient, d.h. fiir jede gegen ¢
konvergente Folge existiert der Limes und besitzt stets den gleichen Wert.
Also muss dieser Grenzwert 0 sein. U

<0.
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Man beachte, dass das Verschwinden der Ableitung nur ein notwendiges,
aber kein hinreichendes Kriterium fiir die Existenz eines Extremums ist. Das
einfachste Beispiel fiir dieses Phinomen ist die Funktion R — R, x + a2,
die streng wachsend ist, deren Ableitung aber im Nullpunkt verschwindet.

20.3. Der Mittelwertsatz der Differentialrechnung.
Der folgende Satz heifit Satz von Rolle.

Satz 20.4. Sei a < b und sei
fila, b)) — R
eine stetige, auf |a,b[ differenzierbare Funktion mit f(a) = f(b). Dann gibt

es ein ¢ €|a,b] mit

f'(e)=0.

Beweis. Wenn f konstant ist, so ist die Aussage richtig. Sei also f nicht
konstant. Dann gibt es ein x €|a, b mit f(z) # f(a) = f(b). Sagen wir,
dass f(z) grofer als dieser Wert ist. Aufgrund von Satz 16.10 gibt es ein
¢ € [a,b], wo die Funktion ihr Maximum annimmt, und dieser Punkt kann
kein Randpunkt sein. Fiir dieses ¢ ist dann f’(¢) = 0 nach Satz 20.3. O

Ily

Tongenle o c

a c bV x
Der Mittelwertsatz der Differentialrechnung besagt anschaulich gesprochen, dass
es zu einer Sekante eine parallele Tangente gibt.

Der folgende Satz, der direkt aus dem Satz von Rolle folgt, heifit Mittelwert-
satz der Differentialrechnung.

Satz 20.5. Seia < b und sei

f:la,b] — R
eine stetige, auf|a,b| differenzierbare Funktion. Dann gibt es ein ¢ €la, b| mit
f(b) — f(a)

floy = 5=
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Beweis. Wir betrachten die Funktion

f(b) = f(a)
b—a

Diese Funktion ist ebenfalls stetig und in ]a,b| differenzierbar. Ferner ist

g(a) = f(a) und

g:la,b] — R, z— f(z) — (x —a).

g(b) = f(b) = (f(b) — f(a)) = f(a).
Daher erfiillt g die Voraussetzungen von Satz 20.4 und somit gibt es ein
¢ €]a,b[ mit ¢’(c) = 0. Aufgrund der Ableitungsregeln gilt also

iy J(0) = fla)
f(e) = a4
O
Korollar 20.6. Se:
fila, b)) — R

eine stetige, auf |a,b| differenzierbare Funktion mit f'(z) = 0 fir alle x €
la,b[. Dann ist f konstant.

Beweis. Wenn f nicht konstant ist, so gibt es # < 2’ mit f(x) # f(z ) Dann

gibt es aufgrund von Satz 20.5 ein ¢, x < ¢ < 2/, mit f'(c) = f(x) f ) £,
ein Widerspruch zur Voraussetzung. U

Satz 20.7. Es sei I C R ein offenes Intervall und
f:I—R
eine differenzierbare Funktion. Dann gelten folgende Aussagen.

(1) Die Funktion f ist genau dann auf I wachsend (bzw. fallend), wenn
f(x) >0 (bzw. f'(x) <0) ist fir alle x € I.

(2) Wenn f'(x) >0 fir alle x € I ist und f" nur endlich viele Nullstellen
besitzt, so ist f streng wachsend.

(3) Wenn f'(x) <0 fir alle x € I ist und f" nur endlich viele Nullstellen
besitzt, so ist f streng fallend.

Beweis. (1). Es geniigt, die Aussagen fiir wachsende Funktionen zu beweisen.
Wenn f wachsend ist, und x € I ist, so gilt fiir den Differenzenquotient

fla+h) = 1@
ki

fiir jedes h mit x + h € I. Diese Abschétzung gilt dann auch fiir den Grenz-
wert, und dieser ist f’(x). Sei umgekehrt die Ableitung > 0. Nehmen wir
an, dass es zwel Punkte x < 2/ in I gibt mit f(z) > f(2). Aufgrund des
Mittelwertsatzes gibt es dann ein ¢ mit z < ¢ < 2’ mit

floy  HE) =)

' —x

<0
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im Widerspruch zur Voraussetzung. (2). Es sei nun f’(z) > 0 mit nur endlich
vielen Ausnahmen. Angenommen es wire f(x) = f(2) fir zwei Punkte x <
z’. Da f nach dem ersten Teil wachsend ist, ist f auf dem Intervall [z, 2]
konstant. Somit ist f* = 0 auf diesem gesamten Intervall, ein Widerspruch
dazu, dass f’ nur endlich viele Nullstellen besitzt. U

Korollar 20.8. Fine reelle Polynomfunktion
fR—R

vom Grad d > 1 besitzt maximal d—1 Extrema, und die reellen Zahlen lassen
sich in mazimal d Abschnitte unterteilen, auf denen f streng wachsend oder
streng fallend ist.

Beweis. Siehe Aufgabe 20.6. O

20.4. Der zweite Mittelwertsatz und die Regel von I"'Hospital.
Die folgende Aussage heifit auch zweiter Mittelwertsatz.
Satz 20.9. Es sei b > a und

f,g:la,b) — R

zwei stetige, auf |a,b| differenzierbare Funktionen mit ¢'(x) # 0 fir alle z €
la,b[. Dann ist g(b) # g(a) und es gibt ein ¢ €]a,b[ mit

g

Zur Berechnung von Grenzwerten einer Funktion, die als Quotient gegeben
ist, ist die folgende Regel von [’Hospital hilfreich.
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L’Hospital (1661-1704)

Korollar 20.10. Es sei I C R ein offenes Intervall und a € I ein Punkt. Es
seten

f,g: I — R

stetige Funktionen, die auf I \ {a} differenzierbar seien mit f(a) = g(a) =0
und mit g'(x) # 0 fir x # a. Es sei vorausgesetzt, dass der Grenzwert

f'(z)

=i T al,z—=a ;7 N
w Mger\{a},z— 7(2)

existiert. Dann existiert auch der Grenzwert

f(x)

l'Illl‘el ag, T—a Y
und Se’]/’n L[/€7 1’; 7/'81’/' ebenlalls w.

Beweis. Es sei (x,,)nen eine Folge in I\ {a}, die gegen a konvergiert. Zu jedem
x, gibt es nach Satz 20.9, angewandt auf I,, := [z,, a] bzw. [a, z,], ein ¢, (im
Innern® von I,,) mit

f(@n) = f(a) _ f'(cn)

9(wn) —gla)  g'(en)
Die Folge (¢,)nen konvergiert ebenfalls gegen a, so dass nach Voraussetzung

die rechte Seite gegen g ZEZ)) = w konvergiert. Daher konvergiert auch die linke
Seite gegen w, und wegen f(a) = g(a) = 0 bedeutet das, dass % gegen w
konvergiert. O

Beispiel 20.11. Die beiden Polynome
322 — 5z —2und 2® — 42+ + 6

22Unter dem Innern eines reellen Intervalls T C R versteht man das Intervall ohne die
Intervallgrenzen.
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haben beide fiir x = 2 eine Nullstelle. Es ist also nicht von vornherein klar,

ob der Limes
3x2 — b — 2

23 -4+ +6

existiert und welchen Wert er besitzt. Aufgrund der Regel von I’'Hospital

kann man den Grenzwert iiber die Ableitungen bestimmen, und das ergibt
3x? — br — 2 i 6z — 5 7
- = lml‘ _— =

23 -4+ +6 s

hm:c—>2

limx—>2

7
322 -8z +1 -3 3

21. VORLESUNG

21.1. Ableitung von Potenzreihen.

Viele wichtige Funktionen wie die Exponentialfunktion oder die trigonome-
trischen Funktionen werden durch eine Potenzreihe dargestellt. Der folgende
Satz zeigt, dass diese Funktionen differenzierbar sind und ihre Ableitung
durch diejenige Potenzreihe dargestellt wird, die sich durch gliedweises Ab-
leiten ergibt.

Satz 21.1. Es sei

o0

g(x) = Z anx"

n=0
eine Potenzreihe, die auf dem offenen Intervall | —r,r| konvergiere und dort
die Funktion f :] — r,r[— R darstellt. Dann ist auch die formal abgeleitete
Potenzreihe

g(x) = Z na,z" !
n=1

auf | — r,r[ konvergent. Die Funktion f ist in jedem Punkt dieses Intervalls
differenzierbar mit

fl@) =3g(x).
Beweis. Der Beweis erfordert ein genaues Studium von Potenzreihen. U

Satz 21.2. Die Ezxponentialfunktion
R— R, x+— exp z,

st differenzierbar mit
exp’(z) = exp .

Beweis. Aufgrund von Satz 21.1 ist

exp'(z) = (Z%)



Korollar 21.3. Die Ableitung des natiirlichen Logarithmus
In :R;y — R, x+—— In z,
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1
In":Ry — R, o+— —.
x

Beweis. Siehe Aufgabe 21.3.

Korollar 21.4. Es sei o« € R. Dann ist die Funktion
f Ry — R, x+— 2%

differenzierbar und ihre Ableitung ist

f'(x) = az® .

Beweis. Nach Definition ist

% =exp(a In x).
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Die Ableitung nach x ist aufgrund von Satz 21.2 und Korollar 21.3 gleich

(1’&)/ = (exp(a In :U))' = g-exp(oz Inz) = Qxa =
xr xXr

Satz 21.5. Die Sinusfunktion
R— R, z+— sin z,

ist differenzierbar mit
sin’(z) = cos x
und die Kosinusfunktion
R— R, x+—— cos x,
st differenzierbar mit

cos'(z) = —sin x .

Beweis. Siehe Aufgabe 21.4.
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21.2. Die Zahl 7.

Die Zahl 7 ist der Flacheninhalt bzw. der halbe Kreisumfang eines Krei-
ses mit Radius 1. Um darauf eine prézise Definition dieser Zahl aufzubauen
miisste man zuerst die Mafitheorie (bzw. die Lange von ,krummen Kurven*)
entwickeln. Auch die trigonometrischen Funktionen haben eine intuitive In-
terpretation am Einheitskreis, doch auch diese setzt das Konzept der Bo-
genldnge voraus. Ein alternativer Zugang ist es, die Zahl « {iber analytische
Eigenschaften der durch ihre Potenzreihen definierten Funktionen Sinus und
Kosinus zu definieren und dann erst nach und nach die Beziehung zum Kreis
herzustellen.

Lemma 21.6. Die Kosinusfunktion besitzt im reellen Intervall [0,2] genau
eine Nullstelle.

Beweis. Wir betrachten die Kosinusreihe
0 (_1)711.271
cos r = Z -
|
— (2n)!
Fir z = 0 ist cos 0 = 1. Fiir z = 2 kann man geschickt klammern und
erhalt

cos2 = 1——+———+——...

Nach dem Zwischenwertsatz gibt es also mindestens eine Nullstelle im angege-
benen Intervall. Zum Beweis der Eindeutigkeit betrachten wir die Ableitung
des Kosinus, diese ist nach Satz 21.5

cos'z = —sinz .

Es geniigt zu zeigen, dass der Sinus im Intervall |0, 2[ positiv ist, denn dann
ist das Negative davon stets negativ und der Kosinus ist dann nach Satz 20.7
im angegebenen Intervall streng fallend, so dass es nur eine Nullstelle gibt.
Fiir z €]0, 2] gilt

simr = T—— +—— 5 +...

vV
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Definition 21.7. Es sei r die eindeutig bestimmte reelle Nullstelle der Ko-
sinusfunktion auf dem Intervall [0,2]. Die Kreiszahl 7 ist definiert durch

Ti=2r.

Eine rationale Approximation der Zahl 7 auf einem m-Pie.

Satz 21.8. Die Sinusfunktion und die Kosinusfunktion erfiillen in R folgende
Periodizitétseigenschaften.

(1) Esist cos(x +2m) = cos x und sin (z + 27) = sin x fir alle v € R.

(2) Esistcos(x+m) = — cos x undsin (z+m) = — sin x fir allex € R.

(3) Es ist cos(x + m/2) = — sin & und sin (z + 7/2) = cos = fir alle
r € R.

(4) Es ist cos0 =1, cosm/2 =0, cosm = —1, cos 37/2 = 0 und
cos 2m = 1.

(5) Es ist sin0 = 0, sinnw/2 =1, sinm = 0, sin 37/2 = —1 und
sin 2 = 0.

Beweis. Aufgrund der Kreisgleichung

(cos z)*+ (sinx)? =1

™

ist (sin §)? =1, alsoist sin 5 = 1 wegen der Uberlegung im Beweis zu Lem-
ma 21.6. Daraus folgen mit den Additionstheoremen die in (3) angegebenen
Beziehungen zwischen Sinus und Kosinus. Es geniigt daher, die Aussagen fiir
den Kosinus zu beweisen. Alle Aussagen folgen dann aus der Definition von
7w und aus (3). O

21.3. Die inversen trigonometrischen Funktionen.

Korollar 21.9. Die reelle Sinusfunktion induziert eine bijektive, streng
wachsende Funktion
[—7/2,7/2] — [-1,1],
und die reelle Kosinusfunktion induziert eine bijektive streng fallende Funk-
tion
[0, 7] — [-1,1].
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Beweis. Siehe Aufgabe 21.12. 0

aresinfr)y arceos(r)y

Aufgrund der Bijektivitdt von Sinus und Kosinus auf geeigneten Intervallen
gibt es die folgenden Umkehrfunktionen.

Definition 21.10. Die Umkehrfunktion der reellen Sinusfunktion ist

—1,1] — [—g, g], x — arcsin x,

und heif3t Arcus-Sinus.
Definition 21.11. Die Umkehrfunktion der reellen Kosinusfunktion ist
[—1,1] — [0, 7], © — arccos z,

und hei3t Arcus-Kosinus.

21.4. Die Taylor-Formel.

Zu einer konvergenten Potenzreihe?

bilden die Teilpolynome Y ;_, c¢x(z — a)* polynomiale Approximationen fiir
die Funktion f im Punkt a. Ferner ist f in a beliebig oft differenzierbar und
die Ableitungen lassen sich aus der Potenzreihe ablesen. Wir fragen uns nun
umgekehrt, inwiefern man aus den hoheren Ableitungen einer hinreichend oft
differenzierbaren Funktion approximierende Polynome (oder eine Potenzrei-
he) erhalten kann. Dies ist der Inhalt der Taylor-Entwicklung.

23Bisher haben wir nur Potenzreihen der Form > neo ek’ betrachtet; die Variable z
darf jetzt auch durch die ,verschobene Variable“ z — a ersetzt werden, um das lokale
Verhalten im Entwicklungspunkt a beschreiben zu kénnen.
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Brook Taylor (1685-1731)

Definition 21.12. Es sei I C R ein Intervall,

f:I—R
eine n-mal differenzierbare Funktion und a € I. Dann heif3t
= fP(a) k
Ton(f)(z) = kz o (w—a
=0

das Taylor-Polynom vom Grad®** n zu f im Entwicklungspunkt a.

Das Taylor-Polynom zum Grad n ist dasjenige (eindeutig bestimmte) Po-
lynom vom Grad < n, das mit f an der Stelle a bis zur n-ten Ableitung
iibereinstimmt.

Satz 21.13. Es sei I ein reelles Intervall,
f:I—R

eine (n + 1)-mal differenzierbare Funktion, und a € I ein innerer Punkt des
Intervalls. Dann gibt es zu jedem Punkt x € I ein c € I mit

) (g (1) (.
1) =3 o T g

Daber kann ¢ zwischen a und x gewdhlt werden.
Beweis. Dieser Beweis wurde in der Vorlesung nicht vorgefiihrt. U
Korollar 21.14. Es sei I ein beschrinktes abgeschlossenes Intervall,

f:I—R

240der genauer das Taylor-Polynom vom Grad < n. Wenn die n-te Ableitung in a null
ist, so besitzt das n-te Taylor-Polynom einen Grad kleiner als n.
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eine (n + 1)-mal stetig differenzierbare Funktion, a € I ein innerer Punkt
und B := max (| f"*V(c)|,c € I). Dann gilt zwischen f(z) und dem n-ten
Taylor-Polynom die Fehlerabschdtzung

"L f®)(a B 1
_kz_o—f k'( ) (o — a)t|< el

Beweis. Die Zahl B existiert aufgrund von Satz 16.10, da nach Voraussetzung
die (n + 1)-te Ableitung f"*Y stetig auf dem kompakten Intervall I ist. Die
Aussage folgt somit direkt aus Satz 21.13. U

22. VORLESUNG

22.1. Kriterien fiir Extrema.

In der zwanzigsten Vorlesung haben wir gesehen, dass es eine notwendige
Bedingung fiir die Existenz eines Extremums einer differenzierbaren Funktion
ist, dass die Ableitung an der in Frage stehenden Stelle gleich 0 ist. Wir
formulieren nun ein wichtiges hinreichendes Kriterium, das auf die hoheren
Ableitungen Bezug nimmt.

Satz 22.1. Es sei I ein reelles Intervall,
f:I—R

eine (n+1)-mal stetig differenzierbare Funktion, und a € I ein innerer Punkt
des Intervalls. Es gelte

fl(a)=f"(a)=...= fa) =0 und f"V(a) £0.
Dann gelten folgende Aussagen.

(1) Wenn n gerade ist, so besitzt f in a kein Extremum.

(2) Sei n ungerade. Bei f™*V(a) > 0 besitzt f in a ein isoliertes Mini-
mum.

(3) Sei n ungerade. Bei f"1(a) < 0 besitzt f in a ein isoliertes Mazi-
mum.

Beweis. Unter den Voraussetzungen wird die Taylor-Formel zu

FOHD ()
@) = fla) = T
mit ¢ zwischen @ und z. Je nachdem, ob "9 (a) > 0 oder f"+Y(a) < 0 ist,
gilt auch (wegen der vorausgesetzten Stetigkeit der (n + 1)-ten Ableitung)
FO () > 0 bzw. f™+Y(z) < 0 fiir 7 € [a—¢€, a+¢] fiir ein geeignetes € > 0.
Fiir diese z ist auch ¢ € [a — ¢, a + €], so dass das Vorzeichen von f"+1(c)
vom Vorzeichen von f("*(a) abhingt. Bei n gerade ist n + 1 ungerade
und daher wechselt (z — a)"™! das Vorzeichen (abhingig von = > a oder
x < a). Da das Vorzeichen von f("*(c) sich nicht &ndert, &ndert sich das

(z —a)"*!
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Vorzeichen von f(x) — f(a). Das bedeutet, dass kein Extremum vorliegen
kann. Sei nun n ungerade. Dann ist n + 1 gerade, so dass (x — )" > 0
ist fiir alle z # a in der Umgebung. Das bedeutet in der Umgebung bei
fOtD(a) > 0, dass f(x) > f(a) ist und in a ein isoliertes Minimum vorliegt,
und bei f™+1(a) < 0, dass f(z) < f(a) ist und in a ein isoliertes Maximum
vorliegt. U

Ein Spezialfall davon ist, dass bei f’'(a) = 0 und f”(a) > 0 ein isoliertes
Minimum und bei f'(a) = 0 und f”(a) < 0 ein isoliertes Maximum vorliegt.

22.2. Die Taylor-Reihe.

Die reelle Sinusfunktion zusammen mit verschiedenen approximierenden
Taylorpolynomen (von ungeradem Grad).

Definition 22.2. Es sei [ C R ein Intervall,
f:I—R
eine oo-oft differenzierbare Funktion und a € I. Dann heif3t

® (k) (g
ka()<x_a)k

|
— k!
die Taylor-Reihe zu f im Entwicklungspunkt a.

Satz 22.3. Es sei Y c,x" eine Potenzreihe, die auf dem Intervall | —r,r|
konvergiere, und es sei

f:]=-rr[—R
die dadurch definierte Funktion. Dann ist f unendlich oft differenzierbar und

die Taylor-Reihe tm Entwicklungspunkt 0 stimmt mit der vorgegebenen Po-
tenzrethe tiberein.
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Beweis. Die unendliche Differenzierbarkeit folgt direkt aus Satz 21.1 durch
Induktion. Daher existiert die Taylor-Reihe insbesondere im Punkt 0. Es ist
also lediglich noch zu zeigen, dass die n-te Ableitung von f in 0 den Wert
cpn! besitzt. Dies folgt aber ebenfalls aus Satz 21.1. O

Beispiel 22.4. Wir betrachten die Funktion
fR— R, z+— f(z),

@) = {0, falls £ <0

e~ 7 falls x> 0.

Wir behaupten, dass diese Funktion unendlich oft differenzierbar ist, was nur
im Nullpunkt nicht offensichtlich ist. Man zeigt zunéchst durch Induktion,
dass simtliche Ableitungen von e~ die Form p(i)e‘i mit gewissen Polyno-
men p € R[Z] besitzen und dass davon der Limes fiir z — 0, x > 0 stets
= 0 ist (siche Aufgabe 22.4 und Aufgabe 22.5). Daher ist der (rechtsseitige)
Limes fiir alle Ableitungen gleich 0 und existiert. Alle Ableitungen am Null-
punkt haben also den Wert null und daher ist die Taylor-Reihe im Nullpunkt
die Nullreihe. Die Funktion f ist aber in keiner Umgebung des Nullpunktes
die Nullfunktion, da e~= > 0 ist.

22.3. Potenzreihenansatz.

Die Taylor-Reihe einer hinreichend oft differenzierbaren Funktion liefert
héufig eine gute Approximation fiir die Funktion. Definitionsgem&fl muss
man zur Berechnung der Taylor-Reihe die Funktion ableiten. Fiir ,impli-
zit“ gegebene Funktionen kann man sie aber auch direkt bestimmen, was
wir hier anhand typischer Beispiele demonstrieren. Als Faustregel gilt da-
bei, dass man lediglich die n-ten Ableitungen der die Funktion definierenden
Daten kennen muss, um das n-te Taylor-Polynom der Funktion zu bestim-
men. Wir verzichten weitgehend auf Konvergenziiberlegungen. Wenn aber die
Daten durch Potenzreihen gegeben sind, so konvergieren die im Folgenden
beschriebenen Taylor-Reihen auf einem gewissen Intervall und stellen eine
Funktion dar.

Bemerkung 22.5. Es seien

f:l—J
und

g:J—R

Funktionen, fiir die die Taylor-Polynome in den Entwicklungspunkten a € I
und b := f(a) € J bis zum Grad n bekannt seien (insbesondere seien also
diese Funktionen bis zur Ordnung n differenzierbar). Dann ist die hinterein-
andergeschaltete Funktion

gof:I —R
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bis zur Ordnung n differenzierbar. Das zugehorige Taylor-Polynom ldsst sich
direkt berechnen: Sei dazu S = .1 j¢;(x — a)* das Taylor-Polynom zu f
und 7' =37 d;(y — b)? das Taylor-Polynom zu g. Dann stimmt das Taylor-
Polynom von g o f bis zum Grad n mit dem Polynom 7" o S bis zum Grad n
iiberein (das Polynom T'o S hat im Allgemeinen einen Grad > n. Man denke
an f(z) = 2* und g(y) = y* und n = 2). D.h. man muss in 7T iiberall y durch
S ersetzen, durch Umsortieren ein Polynom in x — a erhalten und davon die
Monome vom Grad > n + 1 weglassen (diese Monome muss man also nicht
ausrechnen).

Bemerkung 22.6. Es sei
f:I—R

eine n-fach differenzierbare Funktion, fiir die das Taylor-Polynom im Ent-
wicklungspunkt a € I bis zum Grad n bekannt sei und fiir die f(a) # 0
sei. Dann ist die Funktion 1/f auf einem offenen Intervall um a definiert
und nach Lemma 19.7 differenzierbar in a. Aufgrund von Satz 14.13 gilt (fiir
[ < 1)

bzw.
MR S,

d.h. fiir die Funktion % ist die Taylor-Reihe im Entwicklungspunkt 1 bekannt.
Wir ersetzen f durch h = ﬁf, so dass h(a) = 1 gilt. Dann kann man die

Funktion 1/h als die Verkniipfung von h mit der Funktion % schreiben. Daher
erhélt man wegen Bemerkung 22.5 das Taylor-Polynom bis zum Grad n von
1/h, indem man in Y (—1)"(x — 1)" das Taylor-Polynom (bis zum Grad n)
von h im Entwicklungspunkt a einsetzt und beim Grad n abschneidet. Das
Taylor-Polynom von 1/f erhdlt man, indem man durch f(a) teilt.

Beispiel 22.7. Wir mdochten die Taylor-Reihe bis zum Grad 6 von ﬁ im
Entwicklungspunkt 0 geméfl Bemerkung 22.6 bestimmen. Nach Definition ist

== 1,1, 1 1, 1, 1

n=0

Zur Berechnung des Taylor-Polynoms bis zum Grad 6 braucht man nur die
angefiihrte Entwicklung des Kosinus bis zum Grad 6. Das Taylorpolynom bis
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zum Grad 6 von 1/ cos z im Nullpunkt ist somit

1 1 1 1 1 1 2
1+ <§x2 ——at+ —x6> + (—x2 — —at+ —xﬁ)

1 1 1 1 1
g gty g6 gd 6 a6
ToT T Tt Tt Tyt gt

1 5 61
= 1 ~ 2 4 _6.
+2m +24:E +720x

Dabei wurden nur die fiir den Grad 6 relevanten Monome ausgerechnet.

Bemerkung 22.8. Es sei
f:l—J
(I,J seien reelle Intervalle) eine bijektive, n-mal differenzierbare Funktion,

und in einem festen Punkt a € I gelte f'(a) # 0. Nach Satz 19.9 ist die
Umkehrfunktion

g=f1J—1
ebenfalls differenzierbar. Die Taylorreihe bis zum Grad n der Umkehrfunktion

g kann man aus der Taylorreihe S bis zum Grad n von f berechnen. Man
macht dazu ausgehend von f o g = id den Ansatz

SoT =uzx.

Dabei steht rechts die Taylor-Reihe der Identitét, und links muss man das zu
bestimmende Polynom 7" mit unbestimmten Koeffizienten in das Polynom

S einsetzen. Der Einfachheit halber sei @ = 0 und f(a) = 0. Es sei S =
ar1z+asx?+. . . +a,x™ (mit a; # 0) vorgegeben und T' = byx+byx®+. . . +bya™
gesucht. Dies fithrt zur Gesamtbedingung

z = SoT
= T +a1?+...4a, T
= al(blx+...~|—bn$”)+a2(b1:B—|—...+bnx")2+
oot an (b + 4 D)

Damit erhélt man die Einzelbedingungen (durch Koeffizientenvergleich zu
jedem Grad)

1 =aib,
0= CleQ + (lgb% ,

0 — albg + 2a2b1b2 + agb? s

aus denen man sukzessive die Koeffizienten by, by, b3, ... berechnen kann.
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23. VORLESUNG

AY

- f(x)

a b?rh

In den folgenden Vorlesungen beschéftigen wir uns mit der Integrationstheo-
rie, d.h. wir wollen den Flécheninhalt derjenigen Fldche, die durch einen
Funktionsgraphen einer Funktion

fila, b)) — R

und der x-Achse begrenzt wird, systematisch studieren und berechnen. Zu-
gleich ergibt sich ein direkter Zusammenhang zum Auffinden von Stamm-
funktionen von f, das sind Funktionen, deren Ableitung f ist. Der Fliachen-
inhalt ist kein unproblematischer Begriff, der erst im Rahmen der MajStheo-
rie grundlegend behandelt wird. Dennoch handelt es sich um einen intuitiv
leicht zugénglichen Begriff, von dem wir hier nur einige wenige naheliegende
Grundtatsachen verwenden. Sie dienen hier auch nirgendwo der Argumenta-
tion, sondern lediglich der Motivation. Ausgangspunkt ist, dass der Fléchen-
inhalt eines Rechtecks mit gegebenen Seitenléngen einfach das Produkt der
beiden Seitenldngen ist, und dass der Flidcheninhalt einer Fléche, die man
mit Rechtecken ,ausschépfen“ kann, als der Limes der Summe der betei-
ligten Rechtecksinhalte erhalten werden kann. Beim Riemannschen Integral,
das zumindest fiir stetige Funktionen eine befriedigende Theorie liefert, be-
schriankt man sich auf solche Rechtecke, die parallel zum Koordinatensystem
liegen, deren Breite (Grundseite auf der z-Achse) beliebig variieren darf und
deren Hohe in Beziehung zu den Funktionswerten {iber der Grundseite steht.
Dadurch werden die Funktionen durch sogenannte Treppenfunktionen appro-
ximiert.
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23.1. Treppenfunktionen.

T ]
-3 -2 -1 L] 1 2 3

Eine Treppenfunktion. Im statistischen Kontext spricht man von Histogrammen
oder von Sdulendiagrammen.

Definition 23.1. Sei [ ein reelles Intervall mit den Grenzen a,b € R. Dann
heifit eine Funktion

t: I — R
eine Treppenfunktion, wenn es eine Unterteilung
a=ay< a1 <A< < ap1<a,=2>b

von [ gibt derart, dass ¢ auf jedem offenen Teilintervall Ja;_1, a;[ konstant ist.

Diese Definition stellt also keine Bedingung an den Wert der Funktion an den
Unterteilungspunkten. Das Intervall |a; 1, a;[ nennt man i-tes Teilintervall,
und a; — a;_; heifit Lange dieses Teilintervalls. Wenn die Lange der Teilin-
tervalle konstant ist, so spricht man von einer dquidistanten Unterteilung.

Definition 23.2. Sei [ ein reelles Intervall mit den Grenzen a,b € R und sei
t: I — R

eine Treppenfunktion zur Unterteilung a = ag < a1 < as < -+ < a1 <
a, = b und den Werten ¢;, 2 = 1,...,n. Dann heift

T := th(al - Clifl)
i=1
das Treppenintegral von t auf I.

Das Treppenintegral wird auch mit f:t(a:) dx bezeichnet. Bei einer dquidi-
b—a

stanten Unterteilung mit der Teilintervalllinge ist das Treppenintegral

gleich I”T“(Z’::l t;). Das Treppenintegral ist nicht von der gew#hlten Unter-
teilung abhéngig, bzgl. der eine Treppenfunktion vorliegt.

Definition 23.3. Sei [ ein beschranktes Intervall und sei

f:I—R
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eine Funktion. Dann heifit eine Treppenfunktion
t: I —R

eine obere Treppenfunktion zu f, wenn t(z) > f(x)% ist fiir alle z € I. Eine
Treppenfunktion
s: I —R

heifit eine untere Treppenfunktion zu f, wenn s(z) < f(z) ist fir alle x € I.

Eine obere (untere) Treppenfunktion zu f gibt es genau dann, wenn f nach
oben (nach unten) beschrénkt ist.

Definition 23.4. Sei [ ein beschranktes Intervall und sei

f:I—R
eine Funktion. Zu jeder oberen Treppenfunktion
t: I —R
von f zur Unterteilung a;, ¢ = 0,...,n, und den Werten ¢;, 2 = 1, ..., n, heifit

das Treppenintegral

T = zn:tl(al — ai_l)
=1

eine Obersumme (oder ein oberes Treppenintegral) von f auf I.

Definition 23.5. Sei [ ein beschranktes Intervall und sei

f:I—R
eine Funktion. Zu jeder unteren Treppenfunktion
s: I — R
von f zur Unterteilung a;, ¢ = 0,...,n, und den Werten s;, i = 1,...,n,

heif3t

n

S = Zsi(ai —a;_1)

=1

eine Untersumme (oder ein unteres Treppenintegral) von f auf I.
Verschiedene obere (untere) Treppenfunktionen liefern natiirlich verschiedene
Obersummen (Untersummen).
Definition 23.6. Sei [ ein beschrianktes Intervall und sei

f:I—R

eine nach oben beschrinkte Funktion. Dann heifit das Infimum von samt-
lichen Obersummen von oberen Treppenfunktionen von f das Oberintegral
von f.

25Dafiir schreibt man auch ¢ > f.
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Definition 23.7. Sei [ ein beschranktes Intervall und sei
f:I—R

eine nach unten beschrénkte Funktion. Dann heifit das Supremum von samt-
lichen Untersummen von unteren Treppenfunktionen von f das Unterintegral
von f.

Die Beschrankung nach unten stellt sicher, dass es iiberhaupt eine untere
Treppenfunktion gibt und damit die Menge der Untersummen nicht leer ist.
Unter dieser Bedingung allein muss nicht unbedingt die Menge der Unter-
summen ein Supremum besitzen. Fiir (beidseitig) beschréankte Funktionen
existiert hingegen stets das Ober- und das Unterintegral. Bei einer gegebe-
nen Unterteilung gibt es eine kleinste obere (grofite untere) Treppenfunktion,
die durch die Maxima (Minima) der Funktion auf den Teilintervallen festge-
legt ist. Fiir das Integral muss man aber Treppenfunktionen zu sdmtlichen
Unterteilungen beriicksichtigen.

23.2. Riemann-integrierbare Funktionen.

Im Folgenden sprechen wir manchmal von einem kompakten Intervall, das ist
ein beschrianktes und abgeschlossenes Intervall, also von der Form I = [a, ]
mit a,b € R.

0.4

0.2+

o
0 02 04 06 ODE 1

Eine untere und eine obere Treppenfunktion. Der griine Flicheninhalt ist eine
Untersumme und der gelbe Flidcheninhalt (teilweise verdeckt) ist eine
Obersumme.
Definition 23.8. Sei [ ein kompaktes Intervall und sei

f:I—R

eine Funktion. Dann heifit f Riemann-integrierbar, wenn Ober- und Unter-
integral von f existieren und iibereinstimmen.
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Definition 23.9. Es sei I = [a, b] ein kompaktes Intervall. Zu einer Riemann-
integrierbaren Funktion

[l =a,b] — R, t —> f(t),

heifit das Oberintegral (das nach Definition mit dem Unterintegral iiberein-
stimmt) das bestimmte Integral von f iiber I. Es wird mit

b
dt oder mi d
/af(t) ¢ ode t/}f(t) .

bezeichnet.

Das Berechnen von solchen Integralen nennt man integrieren. Man sollte sich
keine allzu groflen Gedanken iiber das Symbol dt machen. Darin wird aus-
gedriickt, bzgl. welcher Variablen die Funktion zu integrieren ist. Es kommt
dabei aber nicht auf den Namen der Variablen an, d.h. es ist

/abf(t)dt_/abf(x)dx

Lemma 23.10. Sei I ein kompaktes Intervall und sei
f:I—R

eine Funktion. Es gebe eine Folge von unteren Treppenfunktionen (sp)nen
mit s, < f und eine Folge von oberen Treppenfunktionen (t,)neny mit t, > f.
Es sei vorausgesetzt, dass die beiden zugehdrigen Folgen der Treppenintegrale
konvergieren und dass thr Grenzwert tibereinstimmt. Dann ist f Riemann-
integrierbar, und das bestimmte Integral ist gleich diesem Grenzwert, also

b b b
limn_mo/ sp(z)dr = / f(x)de = lim,Hoo/ ty(z) dx

Beweis. Siehe Aufgabe 23.8. O

Beispiel 23.11. Wir betrachten die Funktion
f:00,1] — R, t — %,

die bekanntlich in diesem Intervall streng wachsend ist. Fiir ein Teilinter-
vall [a,b] C [0,1] ist daher f(a) das Minimum und f(b) das Maximum der
Funktion iiber diesem Teilintervall. Sei n eine positive natiirliche Zahl. Wir
unterteilen das Intervall [0, 1] in die n gleichlangen Teilintervalle

1 Iy .
i— (+1)—|,i=0,...,n—1,
n n
der Lénge % Das Treppenintegral zu der zugehorigen unteren Treppenfunk-
tionen ist
—1/1) 1 1 /1, 1, 1 111
P T I e e _ 0t
Z n (Zn) n3 ZZ_;Z n3 (3n 2" * 6n) 3 2n * 6n?

1=0
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(siche Aufgabe 1.2 fir die Formel fiir die Summe der Quadrate). Da die
beiden Folgen (1/2n),ex und (1/6n?),en gegen 0 konvergieren, ist der Limes
fiir n — oo von diesen Treppenintegralen gleich % Das Treppenintegral zu
der zugehorigen oberen Treppenfunktionen ist

n—1 1 1 2 1 n—1
. _ - . 2
> (rng) =S¥
=0 1=0
1 < ,
- w2
j=1

1 /1 1 1
= — (—n3 + =n? + —n)
n3

3 2 6
_1+1+1
3 2 6n?

Der Limes davon ist wieder % Da beide Limiten iibereinstimmen, miissen
nach Lemma 23.10 {iberhaupt das Ober- und das Unterintegral iibereinstim-
men, so dass die Funktion Riemann-integrierbar ist und das bestimmte In-

tegral
1
1
/ tdt = =
0 3

Lemma 23.12. Sei I = [a,b] ein kompaktes Intervall und sei

ist.

f:I—R

eine Funktion. Dann ist f genau dann Riemann-integrierbar, wenn es eine
Unterteilung a = ag < ay < --- < a, = b gibt derart, dass die einzelnen Ein-
schrankungen f; := flia,_,.a) Riemann-integrierbar sind. In dieser Situation
gilt

/:f@) it — Z::/ £(t) dt

Beweis. Siehe Aufgabe 23.9. O
Definition 23.13. Sei [ ein reelles Intervall und sei
f:I—R

eine Funktion. Dann heifit f Riemann-integrierbar, wenn die Einschréankung
von f auf jedes kompakte Intervall [a,b] C I Riemann-integrierbar ist.

Aufgrund des obigen Lemmas stimmen fiir ein kompaktes Intervall [a, b] die
beiden Definitionen {iberein.
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23.3. Riemann-Integrierbarkeit stetiger Funktionen.

Satz 23.14. Sei I ein reelles Intervall und set
f:I—R

eine stetige Funktion. Dann ist f Riemann-integrierbar.

Beweis. Wir werden den Beweis, der auf dem Begriff der gleichméfligen Ste-
tigkeit beruht, nicht durchfiihren. O

Wenn man Aussagen beweist, bei denen auf Unterteilungen eines Intervalls
Bezug genommen wird, so ist es haufig sinnvoll, feinere Unterteilungen ein-
zufithren. Insbesondere ersetzt man héufig zwei verschiedene Unterteilungen
durch eine gemeinsame Verfeinerung.

Lemma 23.15. Es sei I = a,b] ein kompaktes Intervall und es seien
f,g9:1 — R zwei Riemann-integrierbare Funktionen. Dann gelten folgende
Aussagen.

(1) Ist m < f(z) < M fir alle x € I, so ist m(b —a) < f:f(t)dt <
M —a).

2) Ist f(z) < g(x) fiir alle x € I, so ist f;f(t) dt < fabg(t) dt.

)

(
(3) Esist [*(f +g)(t)dt = [” f(t)dt + [ g(t) dt.

(4) FirceRist [P(cf)(t)dt = c [’ f(t)dt.

(5) Die Funktionen max (f,g) und min (f, g) sind Riemann-integrierbar.
(6) Die Funktion |f| ist Riemann-integrierbar.

(7) Das Produkt fg ist Riemann-integrierbar.

Beweis. Fiir (1) bis (4) siche Aufgabe 23.10. (5). Wir betrachten die Aus-
sage fiir das Maximum. Wir miissen zeigen, dass es zu jedem o > 0 eine
obere und eine untere Treppenfunktion gibt derart, dass die Differenz der
beiden Treppenintegrale < § ist. Sei also ein § > 0 vorgegeben. Aufgrund der
Riemann-Integrierbarkeit gibt es Treppenfunktionen

b
sp und ¢; mit 57 < f <7 und mit / (t1 — s1)(x)de < 0/2
und
b
So und ty mit sy < g <ty und mit / (to — s2)(x)dx < /2.
Wir kénnen annehmen, dass diesen Treppenfunktionen die gleiche Untertei-

lung zugrunde liegt. Es sei ¢, k = 1,...,n die Lange des k-ten Teilintervalls
I, und es sei

O = (t1 — s1)|r, + (t2 — s2)l1, -
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Dann gilt
Db = Y bt = s)ln + (b= s2)ln)
k=1 k=1
= ka(tl — 81)|[k + Zék(tQ - S2)|Ik
k=1 k=1
0,0
-2 2
Wir setzen

s 1= max (1, $2) und ¢ := max (t1, t2) .

Dies ist offenbar eine untere bzw. obere Treppenfunktionen fiir max (f, g).
Wir betrachten ein Teilintervall I}, dieser Unterteilung. Wenn dort

S1 S S92 und tl S tg
gilt, so ist
t—s = t2_52 S 519
Wenn dort
s1 < spund £y <ty
gilt, so ist ebenfalls
t—s = t]_—SQ S tl—Sl S 5k

Dies gilt auch in den beiden anderen Féllen. Damit ist die Differenz der
Treppenintegrale < > 7 | (0, < 0. (6) folgt direkt aus (5). Fiir (7) siehe
Aufgabe 23.12. O

24. VORLESUNG

24.1. Der Mittelwertsatz der Integralrechnung.

Furklion 5.Grates [i=0e5)" (5" (5 3 1) e 23 2]

) b
f{(z;dr: Ffiz)ih - a)

=

|
T2}

o [t
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Zu einer Riemann-integrierbaren Funktion f :[a,b] — R kann man

[P f(t)dt

b—a
als die Durchschnittshohe der Funktion ansehen, da dieser Wert mit der
Lange b — a des Grundintervalls multipliziert den Flécheninhalt ergibt. Der
Mittelwertsatz der Integralrechnung besagt, dass fiir eine stetige Funktion

dieser Durchschnittswert (oder Mittelwert) von der Funktion auch angenom-
men wird.

Satz 24.1. Sei [a,b] ein kompaktes Intervall und sei
fila, b)) — R

eine stetige Funktion. Dann gibt es ein ¢ € [a, b] mit
b
[ rwie= s -a).

Beweis. Uber dem kompakten Intervall ist die Funktion f nach oben und
nach unten beschrankt, es seien m und M das Minimum bzw. das Maximum
der Funktion. Dann ist insbesondere m < f(x) < M fiir alle x € [a, b] und

m(b—a)g/bf(t)dtﬁM(b—a).

Daher ist f;f(t) dt = d(b — a) mit einem d € [m, M| und aufgrund des
Zwischenwertsatzes gibt es ein ¢ € [a, b] mit f(c) = d. O

24.2. Der Hauptsatz der Infinitesimalrechnung.

Es ist geschickt auch Integralgrenzen zuzulassen, bei denen die untere Inte-
gralgrenze die obere Intervallgrenze und die obere Integralgrenze die untere
Intervallgrenze ist. Dazu definieren wir fiir @ < b und eine integrierbare Funk-

tion f :[a,b] - R
a b
/bf(t)dt::—/ f(t)dt.

Definition 24.2. Sei [ ein reelles Intervall und sei
f:I—R

eine Riemann-integrierbare Funktion und a € I. Dann heifit die Funktion
[ R, xl—>/ F(#)dt,
die Integralfunktion zu f zum Startpunkt a.

Man spricht auch von der Fldachenfunktion oder einem unbestimmten Integral.
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Das x im Satz ist das x in der Animation, und = + h im Satz ist das wandernde
2 in der Animation. Der wandernde Punkt z in der Animation ist ein Punkt, wie
er im Mittelwertsatz der Integralrechnung auftritt.

Satz 24.3. Sei I ein reelles Intervall und set
f:I—R

eine stetige Funktion. Es sei a € I und es sei
F(z) ::/ f(t)dt
die zugehorige Integralfunktion. Dann ist F' differenzierbar und es gilt

F'(z) = f(x)

fiir alle x € I.

Beweis. Es sei x fixiert. Der Differenzenquotient ist

F(x—i-h})L—F(x) _ %(/aﬁhf(t)dt—/jf(t)dt) = %/:Mf(t)dt-

Wir miissen zeigen, dass fiir h — 0 der Limes existiert und gleich f(x) ist.
Dies ist dquivalent dazu, dass der Limes von

H(/ - (o))

fir h — 0 gleich 0 ist. Mit der durch f(z) gegebenen konstanten Funktion
konnen wir Af(z) = ffrh f(z)dt schreiben und damit den Ausdruck

RGO

betrachten. Indem wir die Funktion g(t) := f(t) — f(z) betrachten, kénnen
wir annehmen, dass f(x) = 0 ist. Wegen der Stetigkeit von f gibt es zu
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jedem € > 0 ein § > 0 derart, dass fiir alle t € [z — d, x + 0] die Abschétzung
|f(t)] < egilt. Damit gilt fiir h € [—(5 +4] nach Lemma 23.5 die Abschéitzung

\/ it dt|<\/ \dt\<\/ dt|= |hle

und daher "
G rmase

24.3. Stammfunktionen.

Definition 24.4. Sei I C R ein Intervall und sei
f:I—R
eine Funktion. Eine Funktion
F:I—R
heilt Stammfunktion zu f, wenn F auf I differenzierbar ist und F'(z) = f(x)
gilt fiir alle z € 1.
Den Hauptsatz der Infinitesimalrechnung kann man zusammen mit Satz
23.14 als einen Existenzsatz fiir Stammfunktionen interpretieren.
Korollar 24.5. Sei I ein reelles Intervall und sei
f:I—R
eine stetige Funktion. Dann besitzt [ eine Stammfunktion.

Beweis. Es sei a € I ein beliebiger Punkt. Aufgrund von Satz 23.14 existiert
das Riemann-Integral
/ f(t)dt,

und aufgrund des Hauptsatzes ist F'(z) = f(x), d.h. F ist eine Stammfunk-
tion von f. U

Lemma 24.6. Sei I ein reelles Intervall und sei
f:I—R
eine Funktion. Es seien F' und G zwei Stammfunktionen von f. Dann ist

F — G eine konstante Funktion.

Beweis. Es ist
(F—G)/ =F -G =f-f=0.
Dabher ist nach Korollar 20.6 die Differenz F' — G konstant. O
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Isaac Newton (1643-1727)

Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716)

Die folgende Aussage ist ebenfalls eine Version des Hauptsatzes, der darin
ausgedriickte Zusammenhang heif3t auch Newton-Leibniz-Formel.

Korollar 24.7. Sei I ein reelles Intervall und sei
f:I—R

eine stetige Funktion, fir die F' eine Stammfunktion sei. Dann gilt fiir a < b
aus I die Gleichheit

/f@ﬁ:F@—F@.

Beweis. Aufgrund von Satz 23.14 existiert das Integral. Mit der Integralfunk-
tion G(x) := [ f(t)dt gilt die Beziehung

/f@ﬁ:G@ZG@—m@
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Aufgrund von Satz 24.3 ist G differenzierbar mit G'(z) = f(z), d.h. G ist
eine Stammfunktion von f. Wegen Lemma 24.6 ist F'(z) = G(x) + ¢. Daher

ist
b
/ f(t)dt = G(b) — G(a) = F(b) —c— F(a)+c = F(b) — F(a).

Da eine Stammfunktion nur bis auf eine additive Konstante bestimmt ist,
schreibt man manchmal

/ﬂﬂﬁ:F+a

und nennt c eine Integrationskonstante. In gewissen Situationen, insbesondere
im Zusammenhang mit Differentialgleichungen, wird diese Konstante durch
zusitzliche Bedingungen festgelegt.

Notation 24.8. Es sei [ ein reelles Intervall und F : 1 — R eine Stamm-
funktion zu f : I — R. Es seien a,b € [. Dann setzt man

F|b := F(b) — F(a) :/ f(t)dt.

Diese Notation wird hauptséchlich bei Rechnungen verwendet, vor allem
beim Ermitteln von bestimmten Integralen.

Mit den frither bestimmten Ableitungen von differenzierbaren Funktionen
erhélt man sofort eine Liste von Stammfunktionen zu einigen wichtigen Funk-
tionen. In der néchsten Vorlesung werden wir weitere Regeln zum Auffinden
von Stammfunktionen kennenlernen, die auf Ableitungsregeln beruhen. Im
Allgemeinen ist das Auffinden von Stammfunktionen schwierig.

Die Stammfunktion zu x®, wobei x € R, und a € R, a # —1, ist, ist #x“”.

Beispiel 24.9. Zwischen zwei (punktformig gedachten) Massen M und m
bestehe der Abstand Ry. Aufgrund der Gravitation besitzt dieses System
eine gewisse Lageenergie. Wie édndert sich die Lageenergie, wenn die beiden
Massen auf einen Abstand von R; > R, auseinander gezogen werden?

Die aufzubringende Energie ist Anziehungskraft mal Weg, wobei die Anzie-
hungskraft allerdings selbst vom Abstand der Massen abhéngt. Nach dem
Gravitationsgesetz ist die Kraft beim Abstand r gleich

Mm
Fr)=7—3-
wobei v die Gravitationkonstante bezeichnet. Daher ist die Energie (oder Ar-
beit), die man aufbringen muss, um den Abstand von Ry auf Ry zu erhohen,
gleich

RlM
E = 7m

3 dr
Ro
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1 1
— aMm = =)
! m(RO Rl)

Damit kann man der Differenz der Lageenergien zum Abstand Ry bzw. R,
einen sinnvollen Wert zuweisen, nicht aber den Lageenergien selbst.

Die Stammfunktion der Funktion % ist der natiirliche Logarithmus.

Die Stammfunktion der Exponentialfunktion ist die Exponentialfunktion
selbst.

Die Stammfunktion von sin x ist — cos x, die Stammfunktion von cos x
ist sin x.

Die Stammfunktion von ﬁ ist arctan x, es ist ja

1
(arctan z)) = ————

cos? (arctan x)

cos? (arctan x) +sin? (arctan x)
cos? (arctan x)

1+ tan? (arctan z)

B 1
142
Die Stammfunktion von — (fiir z €] — 1,1[) ist 5 In £, es ist ja
L L+ 1 1—2 (1-—2)4+(1+2)
— . In — — . .
2 1—x 2 1+zx (1 —x)?
e 2
2 (I+a)(1-2)
1
(A=)

In der iibernéchsten Vorlesung werden wir eine Verfahren angeben, wie man
zu einer beliebigen rationalen Funktion (also einem Quotienten aus zwei Po-
lynomen) eine Stammfunktion finden kann.

Achtung! Integrationsregeln sind nur anwendbar auf Funktionen, die im ge-
samten Intervall definiert sind. Z.B. gilt nicht

e dt 1 1 1 2
/ —d — ——|Cia = —_———— = = -,
12 T
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da hier {iber eine Definitionsliicke hinweg integriert wird.

Beispiel 24.10. Wir betrachten die Funktion
fR— R t— f(t),

Ft) = {Ofﬁrt:O,

%sintl2 fiirt #0.
Diese Funktion ist nicht Riemann-integrierbar, da sie weder nach oben noch

nach unten beschrankt ist. Es existieren also weder untere noch obere Trep-
penfunktionen fiir f. Trotzdem besitzt f eine Stammfunktion. Dazu betrach-

ten wir die Funktion
0 fiir t =0,
H<t) = $2 1 .
5 cos 5 firt #0.

Diese Funktion ist differenzierbar. Fiir ¢ # 0 ergibt sich die Ableitung
1 1 1
/ o .
H(zﬁ)—tcost—2 —|—¥Smt—2.
Fiir t = 0 ist der Differenzenquotient gleich

mit

2
S—COSS% S 1

2
. = 08 5 .

Fiir s — 0 existiert der Grenzwert und ist gleich 0, so dass H iiberall diffe-

renzierbar ist (aber nicht stetig differenzierbar). Der erste Summand in H’

ist stetig und besitzt daher nach Korollar 24.5 eine Stammfunktion G. Da-

her ist H — G eine Stammfunktion von f. Dies ergibt sich fiir ¢ # 0 aus der

expliziten Ableitung und fiir t = 0 aus

H'(0)-G'(0)=0-0=0.
24.4. Stammfunktionen zu Potenzreihen.

Wir erinnern daran, dass die Ableitung einer konvergenten Potenzreihe glied-
weise gewonnen werden kann.

Lemma 24.11. FEs ses
P23
n=0

eine auf | — r,r[ konvergente Potenzreihe. Dann ist die Potenzreihe

oo

>
n

n=1

ebenfalls auf | — r,r[ konvergent und stellt dort eine Stammfunktion fir f
dar.

Beweis. Der Beweis beruht auf der Theorie der Potenzreihen. O



170

Mit dieser Aussage kann man manchmal die Taylor-Polynome (bzw. die
Taylor-Reihe) einer Funktion bestimmen, indem man die Taylor-Polynome
der Ableitung verwendet. Wir geben dazu ein typisches Beispiel.

Beispiel 24.12. Wir wollen die Taylor-Reihe des natiirlichen Logarithmus
im Entwicklungspunkt 1 bestimmen. Die Ableitung des natiirlichen Loga-
rithmus ist nach Korollar 21.3 gleich 1/x. Diese Funktion besitzt nach Satz
14.13 die Potenzreihenentwicklung

1 oo

i -1 k o k

— =Y (-1 - 1)

k=0

im Entwicklungspunkt 1 (die fir |z| < 1 konvergiert). Daher besitzt nach
Lemma 24.11 der natiirliche Logarithmus die Potenzreihe

Z (_113 _ (x —1)~.

k=1
Mit z = z — 1 ist dies die Reihe
22 28 S5
2=t === ...

2 3 4 >

25. VORLESUNG

Wir besprechen nun die wesentlichen Rechenregeln, mit denen man Stamm-
funktionen finden bzw. bestimmte Integrale berechnen kann. Sie beruhen auf
Ableitungsregeln.

25.1. Partielle Integration.

Satz 25.1. Es seien
f7 g: [CL, b] — R

stetig differenzierbare Funktionen. Dann gilt

/f fdt = fl’ - /f

Beweis. Aufgrund der Produktregel ist f¢ eine Stammfunktion von f¢'+ f'g.

Dabher ist
/ F(0)g (1) dt + / I

- /(fg T o)ty dt
= fgl’.
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Bei der partiellen Integration sind insbesondere zwei Dinge zu beachten. Er-
stens liegt die zu integrierende Funktion im Allgemeinen nicht in der Form f¢’
vor, sondern einfach als Produkt v (wenn kein Produkt vorliegt, so kommt
man mit dieser Regel sowieso nicht weiter, wobei allerdings die triviale Pro-
duktzerlegung 1u manchmal helfen kann). Dann muss man einen Faktor in-
tegrieren und den anderen differenzieren. Wenn V' eine Stammfunktion von

v ist, so lautet die Formel
/uv:uV—/u'V.

Zweitens fithrt partielle Integration nur dann zum Ziel, wenn das Integral
rechts, also f; f'(t)g(t) dt, integriert werden kann.

Beispiel 25.2. Wir bestimmen eine Stammfunktion des natiirlichen Loga-
rithmus In x mittels partieller Integration, wobei wir In x = 1-In x schreiben
und 1 integrieren und den Logarithmus ableiten. Damit ist

b b
/ Inzdr = (x~1nx)|g—/$~—dx
a a x

b

= (z-In a:)|2—/ ldx
a

= (v-In2)> -2z

Eine Stammfunktion ist also z - In z — x.

Beispiel 25.3. Eine Stammfunktion der Sinusfunktion sin z ist — cos x.

Um Stammfunktionen zu sin™ x zu finden, verwenden wir partielle Integra-

tion, um eine rekursive Beziehung zu kleineren Potenzen zu erhalten. Um

dies prézise zu machen, arbeiten wir mit Intervallgrenzen, und zwar sollen

die Stammfunktionen von 0 ausgehen, also fiir 0 den Wert 0 besitzen. Fiir

n > 2 ist mittels partieller Integration

X xT
/ sin” ¢ dt = / sin® 2t - sin? t dt
0 0,

= sin" 2t - (1 — cos® t)dt
0

xr x
= / sin"? t dt — / (sin" %t cos t) cos t dt
0 0

x soon—1 T
sin t 1
:/ sin”—2tdt——cost|g——(/ sin”tdt).

Durch Multiplikation mit n — 1 und Umstellen erhélt man
n/ sin” t dt = (n— 1)/ sin"? t dt — sin" ! x cos x.
0 0
Speziell ergibt sich fiir n = 2

* 1
/ sithdt:§(m—sinx Cos T ).
0



172
25.2. Integration der Umkehrfunktion.

Satz 25.4. Es sei f :]a,b] — [c,d] eine bijektive differenzierbare Funktion
und es sei F' eine Stammfunktion von f. Dann ist

Gly) =yl '(v) — F(f (y))

eine Stammfunktion der Umkehrfunktion f=1.

Beweis. Ableiten unter Verwendung von Lemma 19.7 und Satz 19.8 ergibt

Wf W)~ FU W) = ) +y ) e

1
f'( () f'(f~ ()
= [y

4

& B =
Funktionsgraph mit Umkehrfunktion und Flédchen zur Berechnung eines Integrals
der Umkehrfunktion.

Diese Aussage besitzt einen einfachen geometrischen Hintergrund. Wenn
f:la,b] — R, eine streng wachsende stetige Funktion ist (und daher ei-
ne Bijektion zwischen [a,b] und [f(a), f(b)] induziert), so besteht zwischen
den beteiligten Flacheninhalten der Zusammenhang

b f(b)
/ fydst [ s 0a=070) - as@)

bzw.
f(b)

b
£ =b0) ~ af@) ~ [ f(5)ds.
f(a) a

Fiir die Stammfunktion G von f~! mit dem Startpunkt f(a) gilt daher, wenn
F' die Stammfunktion zu f bezeichnet, die Beziehung

Gly) = /f j)f‘l(t) it
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« 1)
= ) - af(a) - / £(s) ds

yf'(y) —af(a) = F(f'(y)) + F(a)
= yf '(y) = F(f'(y) —af(a) + F(a),

wobei —af(a) + F(a) eine Integrationskonstante ist.

Beispiel 25.5. Wir berechnen eine Stammfunktion von arctan x unter Ver-
wendung von Satz 25.4. Eine Stammfunktion des Tangens ist

/tantdt:— In(cos x).

Also ist
x - arctan x + In ( cos (arctan x) )

eine Stammfunktion von arctan x.

25.3. Die Substitutionsregel.

Satz 25.6. Sei I ein reelles Intervall und sei
f:I—R
eine stetige Funktion. Es sei

g:la,b] — T

stetig differenzierbar. Dann gilt
b . g(b)
[ remgwa= [ s
a g(a

Beweis. Wegen der Stetigkeit von f und der vorausgesetzten stetigen Diffe-
renzierbarkeit von g existieren beide Integrale. Es sei F' eine Stammfunktion
von f, die aufgrund von Korollar 24.5 existiert. Nach der Kettenregel hat
die zusammengesetzte Funktion ¢ — F(g(t)) = (F o g)(t) die Ableitung
F'(g(t)d'(t) = f(g(t))g'(t). Daher gilt insgesamt
b g9(b)
/ fo®)d (0 dt = (Feg)l, = Flgb)~Flo(a)) = Flyy = | f(s)ds.
a g(a

g

Beispiel 25.7. Typische Beispiele, wo man sofort erkennen kann, dass man
die Substitutionsregel anwenden kann, sind bspw.

/ g
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mit der Stammifunktion

1 gn+1
n—+1
oder )
/ g
g
mit der Stammfunktion
Ing.

Héufig liegt ein bestimmtes Integral nicht in einer Form vor, dass man die
vorstehende Regel direkt anwenden koénnte. Haufiger kommt die folgende

umgekehrte Variante zum Zug.
Korollar 25.8. Es sei
f:la, b)) — R
eine stetige Funktion und es sei
2 [Ca d] — [a’ab]u St (10(8)7
eine bijektive, stetig differenzierbare Funktion. Dann gilt
b 1 (b)
[ rwae= 7 gt s ds
a ¢~ 1(a)
Beweis. Nach Satz 25.6 ist

~Ha) e(p!(a))

©1(b) (™1 (b)) b
[ e = [ pwa - [

t

Bemerkung 25.9. Die Substitution wird folgendermaflen angewendet: Es

soll das Integral

/a ’ F(t) dt

berechnet werden. Man muss dann eine Idee haben, dass durch die Substi-

tution
t=(s)

das Integral einfacher wird (und zwar unter Beriicksichtigung der Ableitung
¢'(t) und unter der Bedingung, dass die Umkehrfunktion ¢! berechenbar

ist). Mit ¢ = ¢ !(a) und d = ¢~ 1(b) liegt insgesamt die Situation

le,d] -2 [a,b] -5 R

vor. In vielen Féallen kommt man mit gewissen Standardsubstitutionen weiter.

Bei einer Substitution werden drei Operationen durchgefiihrt.

(1) Ersetze f(t) durch f(p(s)).
(2) Ersetze dt durch ¢'(s)ds.

(3) Ersetze die Integrationsgrenzen a und b durch ¢!(a) und ¢=*(b).
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Fiir den zweiten Schritt empfiehlt sich die Merkregel
dt = dp(s) = ¢'(s)ds,
der man im Rahmen der Theorie der , Differentialformen* auch eine inhalt-

liche Bedeutung geben kann.

Beispiel 25.10. Die obere Kreislinie des Einheitskreises ist die Punktmenge
{(z,y)]2* +y* =1, -1 <a <1,y >0}

Zu gegebenem x, —1 < x < 1, gibt es genau ein y, das diese Bedingung erfiillt,
namlich y = /1 — x2. Daher ist der Flicheninhalt des oberen Einheitskreises
gleich der Fliache unter dem Graphen der Funktion x +— /1 — 22 iiber dem
Intervall [—1, 1], also gleich

1
/ v1—22dx.
-1

Mit der Substitution
xr = cost bzw. t = arccos x

(wobei cos : [0, 7] — [—1, 1] bijektiv ist), erhélt man

arccos b

b
/\/1—x2dx = V1 — cos? t(—sin t)dt

arccos a

arccos b
= — / sin’ ¢ dt
arccos a

arccos b
arccos a °

= §(sin t cost —t)
Insbesondere ist

1
§(x - 8in (arccos x ) — arccos x )

1
= —(x-vV1—2a2—arccos x
2

eine Stammfunktion zu v/1 — z2. Daher ist
1
1
/ V1—22dr = é(sin 0+sinm +m) = m/2.
-1

Beispiel 25.11. Wir bestimmen eine Stammfunktion von /22 — 1 unter
Verwendung der Hyperbelfunktionen sinh ¢ und cosh ¢, fiir die die Bezie-
hung cosh? t — sinh? ¢t = 1 gilt. Die Substitution

x = cosh t mit dv = sinh tdt

liefert?®

b
/ Va2 —1ldx

26Die Umkehrfunktion des Kosinus hyperbolicus heit Areakosinus hyperbolicus und
wird mit arcosh z bezeichnet.



176

arcosh b
= vV cosh®?t —1- sinh ¢ dt
arcosh a
arcosh b
= / sinh? ¢ dt.
arcosh a

Eine Stammfunktion des Sinus hyperbolicus im Quadrat ergibt sich aus

19 Lo oo _ Lo
sinh®t = (=z(e—€e™") ] = =(e"+e " =2).

2 4
Dabher ist
1/1 1 1 1
/ sinh?udu = = =e® — ¢ 2 -2y ) = = sinh 2u — —u
4\ 2 2 4 2
und somit

/\/mdx

1 1
= 1 sinh (2 arcosh =) — B arcosh x .

Beispiel 25.12. Wir wollen eine Stammfunktion fiir die Funktion

fo) = :

x
bestimmen. Als Voriiberlegung berechnen wir die Ableitung von
1

rcosx —sinz

(x cos x — sin x)?

Diese ist
oS T —x sinx — cosx T sin
~ (rcosx —sinz)?  (zcosxz —sinx)?
Wir schreiben daher f als ein Produkt
Fla) = T sin @ x

(z cos z — sin )2 sin z

und wenden darauf partielle Integration an, wobei wir den ersten Faktor in-
tegrieren und den zweiten Faktor ableiten. Die Ableitung des zweiten Faktors
ist

( T )’ sinx —x cos x
sin x sin? z '
Dabher ist

/f(x)dx - ! R

rcosx —sinx sinzx

1 sinx —x cos x
— - . — dx
T cosx — sin x sin® x
1 T 1
= . p— + —— dx
rcosx —sinx sinzx sin® x
1 T
= . — cot x.

rcosx —sinx sinx
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26. VORLESUNG

26.1. Stammfunktionen zu rationalen Funktionen.

Wir méchten zeigen, wie man zu einer rationalen Funktion P/Q (gegeben
durch zwei Polynome P,Q, @) # 0) eine Stammfunktion finden kann. Im
Allgemeinen gehen bei der Bestimmung einer solchen Stammfunktion ver-
schiedene Techniken ein, die wir im Laufe der Vorlesung kennengelernt ha-
ben: die Division mit Rest fiir Polynome, das Losen inhomogener linearer
Gleichungssysteme und Integrationsregeln.

Wenn das Nennerpolynom ) = 1 ist, so handelt es sich einfach um ein
Polynom P, das problemlos zu integrieren ist. Fiir die Funktion 1/z ist der
natiirliche Logarithmus eine Stammfunktion.?” Damit ist auch eine Funktion
vom Typ
1
ar +0b

(mit a # 0) integrierbar, eine Stammfunktion ist 1 In (az 4 b). Damit kann
man iiberhaupt beliebige rationale Funktionen der Form

P
ar +b

integrieren. Die Division mit Rest®® fiihrt zu einer Darstellung
P=H(ax+0b)+c,

mit einem weiteren Polynom H, und wobei das Restpolynom ¢ konstant ist,
da sein Grad kleiner als der Grad des linearen Polynoms ist, durch das die
Division durchgefiihrt wird. Aus dieser Gleichung erhélt man die Darstellung
P c
=H
ax +b + ar+0b’
wobei wir fiir die beiden Summanden Stammfunktionen angeben kénnen. Die
Division mit Rest wird auch im allgemeinen Fall entscheidend sein. Davor

betrachten wir aber noch den Fall eines quadratischen Nennerpolynoms mit
Zahler 1, also

1
ar? + bxr + ¢
mit a,b,c € R, a # 0. Durch Multiplikation mit a kann man den Koeffizienten
vor 22 zu 1 normieren. Durch quadratisches Erginzen kann man

Prbrtce=(x+d?+e

2TDie Wahl eines geeigneten Definitionsbereichs, um die Aussagen iiber Stammfunktio-
nen auch in dieser Hinsicht prézise zu machen, iiberlassen wir dem Leser.

28Man kann die Division mit Rest durch ein lineares Polynom az+b sukzessive fortsetzen
und erhélt ein Polynom in der ,neuen Variablen“ u = ax + b. Dies geht nicht mit einem
Polynom von héherem Grad.
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schreiben. Mit der neuen Variablen v = x + d (bzw. mit der Substitution
u = z + d) schreibt sich dies als u? +e. Mit einer weiteren Substitution unter
Verwendung der Quadratwurzel von e bzw. von —e gelangt man zu

1
5 oder o
Im ersten Fall gilt
/ 1
dv = arctan v
1+ 0?2

und im zweiten Fall gilt
1 1 14w
dv = =1
/ 1—2 T Ty
wie frither gezeigt wurde. Fiir die inversen Funktionen zu Potenzen von qua-

dratischen nullstellenfreien Polynomen werden die Stammfunktionen durch
folgende Rekursionsformel bestimmt.

Lemma 26.1. Es sei 22 + bx + ¢ (mit b,c € R) ein quadratisches Polynom
ohne reelle Nullstelle (d.h., dass A = I’Qf“ < 0 ist). Dann ist*

1 1 1 b
do = tan ——— -
/w2+b:v—i—c T M A (” 2)

und fiirn > 1 gilt die Rekursionsformel

| g
(22 4 bx + )"t v

1 2240 1
= dn — 2 —_— .
n(4c — b?) ((z2+bz+c)” + (4n )/ ($2+bx+c)"dx)

Beweis. Ableiten ergibt

(o (2 (2)) - e e
_A+&T92

C—bzgl—i-xz—i-bx—f‘%

224+ br+c

29Manchmal wird eine Stammfunktion zu einer Funktion mit einer neuen Variablen an-
gegeben, um die Rollen von Integrationsvariablen und Variable fiir die Integrationsgrenzen
auseinander zu halten. In einem unbestimmten Integral, wo keine Integrationsgrenzen auf-
gefithrt werden, ist das nicht wichtig. Bei einem Integral der Form fOZ f(@)dx ist = die
Integrationsvariable und z die Grenzvariable. Der Ausdruck hingt aber nicht von x ab,
sondern lediglich von z. Deshalb ist foz f(z)dx = F(z) (auf beiden Seiten steht eine von
z abhéingige Funktion, und diese stimmen iiberein) richtig und [; f(z)dz = F(z) falsch.
Eine Formulierung wie F'(z) ist eine Stammfunktion von f(x) ist aber korrekt.
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Zum Beweis der Rekursionsformel setzen wir ¢(x) := z* + bz + ¢ und leiten

ab.

(2z 4+ b)g™) 2¢7" — n(2z + b)g " (22 + b)
2q—n o nq—n—1(2x + b)2

2¢7" — ng " (4a® + dab + b?)
2¢7" —ng " (4q — 4c + b?)
207" — 4ng " 4+ n(dc — b*)g !
= (2—4n)qg " +n(dc—b*)g " .

Division durch n(4c — b*) und Umstellen ergibt

q—n—l
1 dn — 2
= ————(2x+b)qg ") + —q "
n(4c—62)(( THb)aT) + n(4c—b2)q
Dies ist die Behauptung. O

Bemerkung 26.2. Mit Lemma 26.1 kann man auch rationale Funktionen
der Form
T+ S

(2% + bx + )"

(mit ;s € R, r # 0,) integrieren, wo also das Zahlerpolynom linear ist und
das Nennerpolynom eine Potenz eines quadratischen Polynoms ist. Bein =1
ist

r 9 !

(5 In (z* + bx + c)>
r 2e+0b
2 22 +br+ec
TT + %b
224+ bxr+c
D.h., dass die Differenz zwischen dieser Ableitung und der zu integrierenden
Funktion vom Typ
u

22 +bx +c

ist, was wir aufgrund von Lemma 26.1 integrieren konnen. Bei n > 2 ist

(2(7: 1) (a2 + bler c)n—l)l

= Q(n_—jl)-(—n+1)-(2$+b)-

m:—k%b
(2% + bx + )"

1
(2% + bx + )"

und wieder ist das Integral auf eine schon behandelte Situation zuriick-
gefiihrt.
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Wir mochten fiir beliebige rationale Funktionen f = g mit P,Q € R[X]
Stammfunktionen bestimmen. Dies geht grundsétzlich immer, vorausgesetzt,
dass man eine Faktorzerlegung des Nennerpolynoms besitzt. Aufgrund der
reellen Version des Fundamentalsatzes der Algebra gibt es eine Faktorzerle-
gung
Q=(X—b) - (X=b) a s,

wobei die ¢; quadratische Polynome ohne reelle Nullstellen sind. Das Bestim-
men der Stammfunktionen zu rationalen Funktionen beruht auf der Partial-
bruchzerlegung von rationalen Funktionen, die wir zuerst besprechen.

26.2. Partialbruchzerlegung.

Die Partialbruchzerlegung liefert eine wichtige Darstellungsform fiir eine ra-
tionale Funktion P/Q, bei der die Nenner besonders einfach werden. Wir
beginnen mit dem Fall K = C, wo wir den Fundamentalsatz der Algebra zur
Verfiigung haben.

Satz 26.3. Es seien P,Q € C[X], Q # 0, Polynome und es sei
Q=(X—-a)" (X —ay)™

mit verschiedenen a; € C. Dann gibt es ein eindeutig bestimmtes Polynom
H € C[X] und eindeutig bestimmte Koeffizienten ¢;; € C, 1 <i < s, 1 <
j S T, mit

P C11 C12 Ciry
—=H+ + R L S
Q X—a (X—a1) (X —a)n
i Cs1 + Cs2 + + Csry
X—as (X—ay? (X —ayr

Beweis. Wir verzichten auf den Beweis, obwohl uns die dazu benotigten Me-
thoden zur Verfiigung stehen. O

Wir wenden uns nun der reellen Situation zu.
Korollar 26.4. Es seien P,Q € R[X], Q # 0, Polynome und es sei
Q:(X—CLl)Tl...(X_aS)TS ilQ};“

mit verschiedenen a; € R und verschiedenen quadratischen Polynomen Qj
ohne reelle Nullstellen. Dann gibt es ein eindeutig bestimmtes Polynom H &€
R[X] und eindeutig bestimmte Koeffizienten ¢;; € R, 1 <i<s,1<j <y,
und eindeutig bestimmte Polynome Ly = dpeX +epe, 1 <k <wu, 1 <0< ty,
mil

C11 C12 Cirq
= H o G
Y T e T T e — g
X —ay, (X —a)? T (X —ay

Ol
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Ly | Lo Lyy,
Tt
Q1 Q7 5
Lul Lu2 Lutu
et Gt ettt G
Beweis. Auch hier verzichten wir auf den Beweis, der auf der komplexen
Partialbruchzerlegung beruht. U

Neben dem Umweg iiber die komplexe Partialbruchzerlegung gibt es weite-
re Methoden, in Beispielen die reelle Partialbruchzerlegung zu bestimmen.
Grundsétzlich bedeutet das Bestimmen der (reellen oder komplexen) Koeffi-
zienten in der Partialbruchzerlegung, ein (inhomogenes) lineares Gleichungs-
system zu l6sen, wobei man sowohl durch Koeffizientenvergleich als auch
durch das Einsetzen von bestimmten Zahlen zu hinreichend vielen linearen
Gleichungen kommt.

Beispiel 26.5. Wir betrachten die rationale Funktion
1 1
X1 (X-1D(X2+X+1)’
wobei der Faktor rechts reell nicht weiter zerlegbar ist. Daher muss es eine
eindeutige Darstellung

1 _a N bX +c¢
(X3-1) X-1 X2+X+1
geben. Multiplikation mit dem Nennerpolynom fiihrt auf
1 = a(X?+X+1)+ (bX +o)(X —1)
= (a+b)X*+(a+c—bX+a—-c

Koeffizientenvergleich fiihrt auf das inhomogene lineare Gleichungssystem
a+b=0unda+c—b=0unda—c=1

mit den eindeutigen Losungen

Die Partialbruchzerlegung ist also

1 1 2
1 ! -ix-2 1 1 1 X+2

X°-1) X-1 Xe+X+1 3 X-1 3 Xe+x+1
Beispiel 26.6. Wir betrachten die rationale Funktion
X*-X+4+5 X°—-X+45
X1+ X2 X2(X24+1)°
wo die Faktorzerlegung des Nennerpolynoms sofort ersichtlich ist. Der Ansatz
X3—X+5 a b X +d
X X T x2 T xer




182

fithrt durch Multiplikation mit dem Nennerpolynom auf
XP—X+5 = aX(X?+1)+bX*+1)+ (cX +d)X?
= aX’+aX +bX*+b+cX’+dX?
= (a+o)X?*+ (b+d)X?*+aX +0.
Koeffizientenvergleich fiithrt auf das inhomogene lineare Gleichungssystem
a+c=1lundb+d=0unda=—-1und b=>5
mit der Losung
b=5a=-1,d=—-5c=2.
Insgesamt ist die Partialbruchzerlegung also gleich
XP—-X+5 1 n 5 +2X—5
X2(X2+1) X X2 X241

26.3. Integration rationaler Funktionen.

Verfahren 26.7. Es sel eine rationale Funktion

P
'=q

gegeben, fiir die eine Stammfunktion gefunden werden soll. Dabei seien P
und @ reelle Polynome. Man geht folgendermaflen vor.

(1) Bestimme die reelle Faktorzerlegung des Nennerpolynoms Q).
(2) Finde die Partialbruchzerlegung

_H+Z<Z >+z<z%>

j=1

(3) Bestimme fiir H, fiir jedes
Cij
(X — ai)j
und fiir jedes
dng —+ (%)
Q%
eine Stammfunktion.

Beispiel 26.8. Wir mdochten eine Stammfunktion zu

1
f(.l?) - 3 -1
bestimmen. Nach Beispiel 26.5 ist die reelle Partialbruchzerlegung gleich
1 1 1 1 T+ 2

x—l_g-x2+x+1
1 1 20+ 4

x—l_é.x2+$+1
1 1 2z +1 1 3

x—l_éix2+x+1_6‘x2+x+1

3 —1

W —RW| —,Ww|
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1 1 1 2z +1 1 1
3 r—1 6 224x+1 2 224z+1
Als Stammfunktion ergibt sich daher

1 1 1 2 1
—ln(:v—l)—g- In(z? +2x+1)— —- arctan—(:v—i——) :

3 /3 /3 2

wobel wir fiir den rechten Summanden Lemma 26.1 verwendet haben.

Beispiel 26.9. Wir mdochten eine Stammfunktion zu
x> —x+5
o=
bestimmen. Nach Beispiel 26.6 ist die reelle Partialbruchzerlegung gleich
x> —x+5 1 5 22-5
z2(22 + 1) :_E+ﬁ+x2+1'
Als Stammfunktion ergibt sich daher

—Inz—5z"" 4+ In(2? +1) — 5 arctan .

26.4. Stammfunktionen zu rationalen Funktionen in der Exponen-
tialfunktion.

Nachdem wir nun rationale Funktionen integrieren kénnen, kénnen wir auch
fiir eine ganze Reihe von Funktionen eine Stammfunktion finden, die wir
durch gewisse Standardsubstitution auf eine rationale Funktion zuriickfithren
konnen. Wir fithren dies exemplarisch fiir Funktionen durch, die sich als
rationale Funktionen in der Exponentialfunktion schreiben lassen.

Lemma 26.10. Es sei f eine rationale Funktion in der Exponentialfunktion,
d.h. es gebe Polynome P,Q € R[X], Q # 0, derart, dass

0= g

gilt. Dann kann man durch die Substitution

t=1Ins

das Integral [ f(t)dt auf das Integral einer rationalen Funktion zuriick-
fiihren.

Beweis. Bei der Substitution ¢t = In s ist
1
dt = —ds,
s

und fiir die Polynome P(e') und Q(e') ergeben sich
P(e') = P(e™*) = P(s) und Q(e') = Q(e™*) = Q(s).

Insgesamt ergibt sich also die rationale Funktion %(SS)). In deren Stammfunk-
tion muss man dann s = e’ einsetzen. ]
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Beispiel 26.11. Wir wollen eine Stammfunktion fiir die Funktion

f(t) = —

et + et
finden. Das in Lemma 26.10 beschriebene Verfahren fiihrt auf die rationale

Funktion
1 1 1 1

(s+s%)s  s2(s2+1) 2 241

so dass die Partialbruchzerlegung direkt vorliegt. Die Stammfunktion von
dieser rationalen Funktion ist

—— — arctan s.
S

Die Stammfunktion von f ist daher

—— — arctan e’.
et

27. VORLESUNG

27.1. Uneigentliche Integrale.

Beispiel 27.1. Wir kniipfen an Beispiel 24.9 an, d.h., es liegen zwei Massen
M und m vor, die untereinander den Abstand Ry besitzen. Wieviel Energie
muss man aufwenden, um die beiden Massen unendlich weit voneinander zu
entfernen? In Beispiel 24.9 haben wir die Energie berechnet, um den Abstand
von Ry auf R; zu erh6hen, ndmlich

B Mm 1 1
(R1) /ROVTQ r=r m(RO Rl)

Fiir Ry — oo ist R% — 0 und daher ist E(R;) — vaRLO.

Dieses Beispiel zeigt, dass es sinnvoll sein kann, bei bestimmten Integralen die
Intervallgrenzen ,,gegen unendlich laufen zu lassen®“. Dies fiithrt zum Begriff
der uneigentlichen Integrale.

Unter einem Randpunkt eines (ein- oder beidseitig) unbeschrankten Inter-
valls verstehen wir im Folgenden auch die Symbole co und —oo. Dies heifit
nicht, dass diese Symbole zu R gehoren, sondern lediglich, dass man dafiir
sinnvolle Grenzwertbetrachtungen durchfiithren kann. Die Definition fiir den
Grenzwert einer Funktion gegen +o0o bzw. —oo lautet folgendermaflen.

Definition 27.2. Es sei T = [a, o0] (oder T' = [—00, a]) ein rechtsseitig (bzw.
linksseitig) unbeschrianktes Intervall und

f:T—R
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eine Funktion. Dann heifit b € R Grenzwert (oder Limes) von f fiir x — +00
(bzw.  — —00), wenn es fiir jedes € > 0 ein zy > a (bzw. xy > a) gibt mit
|f(z) —b] < e fiir alle x > zg (bzw. x < zp). In diesem Fall schreibt man
(bzw. lim, , o f(x)="0).

Die Rechenregeln fiir diesen Grenzwertbegriff sind weitgehend analog zu den
Rechenregeln fiir den bisherigen Grenzwertbegriff fiir Funktionen (siehe Lem-
ma 15.10). Sie sind auch analog zu den Rechenregeln fiir Limiten von Folgen
(siche Lemma 12.10).

Definition 27.3. Es sei I C R ein Intervall, » ein Randpunkt von I und
a € I. Es sei eine stetige Funktion

f:I—R

gegeben. Man sagt, dass das uneigentliche Integral zu f fiir x — r existiert,
wenn der Grenzwert

lim,_,, / f(t)dt
existiert. In diesem Fall schreibt man fiir diesen Grenzwert auch

/a ") dt

und nennt dies das uneigentliche Integral von a nach r

23

1] 0.3 1 13 2 23 E |

Die Funktion - +i) 7> der blaue Flécheninhalt repréisentiert das (beidseitig)

uneigentliche Integral.

Die Existenz dieses uneigentlichen Integrals héngt nicht von dem gewé&hlten
Intervallpunkt a € I ab, wohl aber der Wert des uneigentlichen Integrals.
Die inhaltliche Interpretation des uneigentlichen Integrals ist wiederum der
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Flacheninhalt unterhalb des Funktionsgraphen, aber erstreckt iiber ein nicht
notwendigerweise kompaktes Intervall. Wenn fiir die Funktion f eine Stamm-
funktion F' bekannt ist, so geht es um das Bestimmen des Grenzwertes

lim,_,, /x f(t)dt =lim,,, F(x)— F(a).

Lemma 27.4. Es sei I ein reelles Intervall, a € I und r set ein Randpunkt
von I. Es seien

fih I — Ry

stetige Funktionen mait
f(t) < h(t) fir allet € I

und es sei vorausgesetzt, dass das uneigentliche Integral

/a ") di

existiert. Dann existiert auch das uneigentliche Integral

/a ") dt
[f(t) it < / Bt dt

Beweis. Wir behandeln den Fall, wo r die obere Intervallgrenze ist. Fiir alle

belist \ .
/ £t dt < / h(t) dt

wegen f(t) < h(t) fiir alle t € I. Wegen der Nichtnegativitit von h und von f
wachsen beide Seite bei b — r, und die rechte Seite ist durch das uneigentliche
Integral [ h(t)dt beschrinkt. Nach Satz 13.10 existiert der Grenzwert

lim, ,, /:f(t) it — / () dt.

und es gilt

g

Beispiel 27.5. Sei f(t) := t° mit ¢ € R. Wir interessieren uns fiir die un-
eigentlichen Integrale zu f fiir t von 0 bis 1. Dabei ist die Funktion bei der
Intervallgrenze 0 (bei negativem ¢) nicht definiert, das ist also der kritische
Randpunkt. Bei ¢ = —1 ist In ¢ eine Stammfunktion von 1/¢. Daher ist

1
1

/ —dt = — In x,

ot

und der Grenzwert fiir x — 0 existiert nicht. Das uneigentliche Integral
existiert also nicht.
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Sei nun ¢ < —1. Dann ist ;1115‘3“ eine Stammfunktion zu ¢¢ und daher ist

i 1 ' 1 11 : 1 zt

Da es sich rechts um eine negative Potenz von x handelt, ist lim,_,o 2™ =

oo. Das uneigentliche Integral existiert also nicht. Dies folgt iibrigens auch
aus Lemma 27.4, da jat ! <t firc< —1und 0 < ¢t < 1 gilt.

Sei nun ¢ > —1. Dann ist ;11150“ eine Stammfunktion zu t¢ und daher ist

1 1 i 1 SL’C+1
lim,, t°dt ) = lim, —t° = lim, — .
1Mo (/x ) 1M, o (C—l—l x) 1M, (c—|—1 c—|—1)

Da es sich um eine positive Potenz von x handelt, ist lim,_,o 2 = 0 (nach
Aufgabe 17.10). Das uneigentliche Integral existiert also und besitzt den Wert
1

c+1°

Beispiel 27.6. Sei f(t) := ¢ mit ¢ € R. Wir interessieren uns fiir das
uneigentliche Integral zu f fiir ¢ von 1 bis co. Der kritische Randpunkt ist
also +00. Bei ¢ = —1 ist In ¢ eine Stammfunktion von 1/t. Daher ist

1
/ —dt = In z,
1t

und der Grenzwert fiir x — 400 existiert nicht. Das uneigentliche Integral
existiert also nicht.

Sei nun ¢ < —1. Dann ist ;11750“ eine Stammfunktion zu t¢ und daher ist

I / Credr) = i L et} LR
M, _eo = lim, ,oo | —— = limy yoo | —— — )
- . 72 \e+1 M T2 \e+l e+l

Da es sich um eine negative Potenz von z handelt, ist lim,_,., 2°*! = 0. Das

uneigentliche Integral existiert also und besitzt den Wert —c%l.

Bei ¢ > —1 ist t¢ > t~! fiir t > 1 und daher kann nach Lemma 27.4 das
uneigentliche Integral nicht existieren.

Definition 27.7. Es sei I C R ein Intervall mit den beiden Randpunkten r
und s von [. Es sei eine stetige Funktion

f:I—R
gegeben. Man sagt, dass das (beidseitig) uneigentliche Integral

[ Cf)dt

existiert, wenn fiir ein a € I die beiden einseitig uneigentlichen Integrale

/raf(t) dt und /:f(t) dt
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existieren. In diesem Fall setzt man

/Sf(t)dt - /af(t)dtJr/sf(t)dt
und nennt dies das uZzez’gentlich@ I;Ltegml zu f :fon r nach s.

Die Existenz des beidseitig uneigentlichen Integrals héngt nicht von der Wahl
des Punktes a € I ab. Dariiberhinaus hangt der Wert dieses Integrals, falls
es existiert, ebensowenig von dem gewéhlten Punkt ab.

wir)

4 -3 -z -1 0 1 2 3 . &

2
Die Funktion \/%67% ist die Dichtefunktion der Gauflschen Normalverteilung.
Der Flacheninhalt unterhalb der Kurve ist 1.

Beispiel 27.8. Die Funktion e~ ist nicht elementar integrierbar, d.h., man
kann keine geschlossene Stammfunktion mit rationalen Funktionen, FExpo-
nentialfunktion, trigonometrischen Funktionen und ihren Umkehrfunktionen
angeben. Es ist

/ e_t2dt:ﬁ,

oo
was wir hier ohne Beweis mitteilen. Durch eine einfache Substitution ergibt

sich daraus
—1 /OO 7§ dt =1
e =1.
V2T oo

Dieses Integral nennt man Fehlerintegral; es spielt in der Stochastik eine
wichtige Rolle.

27.2. Vergleichskriterien mit Reihen.

Lemma 27.9. Sei I = [1,00] ein rechtsseitig unbeschrinktes Intervall und
set
f:I—R
eine stetige fallende Funktion mit f(x) > 0 fir alle x € I. Dann existiert das
uneigentliche Integral .
| rwa
1

> f(n)

genau dann, wenn die Reihe

konvergiert.
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Beweis. Wenn das uneigentliche Integral existiert, so betrachten wir die Ab-

schéitzung
k
< / f(t)dt
1

die darauf beruht, dass die linke Seite das Treppenintegral zu einer unteren
Treppenfunktion fiir f auf [1, k] ist. Da die rechte Seite beschrinkt ist, gilt
dies auch fiir die linke Seite, so dass wegen f(n) > 0 die Reihe konvergiert.
Ist umgekehrt die Reihe konvergent, so betrachten wir die Abschitzung

k k—1
/1 Ftyd <Y fn)

die gilt, da die rechte Seite das Treppenintegral zu einer oberen Treppenfunk-
tion ist. Wegen f(t) > 0 ist die Integralfunktion = — fl t) dt wachsend und
beschrénkt, da die rechte Seite wegen der Konvergenz der Relhe beschréankt
ist. Daher besitzt die Integralfunktion fiir x — oo einen Grenzwert und das
uneigentliche Integral existiert. U

Beispiel 27.10. Die Funktion

f:[l,o0] — R, t— %,
ist streng fallend. Daher ist die Funktion g, die fiir x mit k£ < x < k+1 durch
= definiert ist, eine Majorante fiir f, also g(t) > f(t). Auf jedem Intervall
[1 n] liefert g eine obere Treppenfunktion zu f. Ebenso liefert die durch 5
bei k < x < k + 1 definierte Funktion h eine untere Treppenfunktion fiir f.
Daher gelten die Abschéitzungen

, _
Ez/l—dzkz

Das Integral in der Mitte besitzt den Wert In n. Die Differenz zwischen der
linken und der rechten Summe ist 1 — % Daher ist die Differenz

1

k=1

n—1
1
——Inn

k
k=1

fiir jedes n positiv, mit n wachsend und nach oben beschrinkt. Daher existiert
fiir n — oo der Limes, und dieser Limes dndert sich nicht, wenn man vorne
in der Summe bis n aufsummiert anstatt bis n — 1. Wir setzen

"1
v o= limy, oo (Z T In n)

k=1

und nennen sie die eulersche Konstante (oder Mascheronische Konstante).
Ihr nummerischer Wert ist ungeféahr

v = 0,5772156649... .
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Es ist ein offenes mathematisches Problem, ob diese Zahl rational ist oder
nicht.

28. VORLESUNG

28.1. Die Fakultatsfunktion.

Die Fakultdt einer natiirlichen Zahl n ist n! =n-(n—-1)-(n —2)---3 -
2 - 1. Dabei gilt die rekursive Beziehung n! = n - ((n — 1)!). Gibt es eine
Moglichkeit, diese fiir die natiirlichen Zahlen definierte Funktion auf R
durch eine differenzierbare Funktion f fortzusetzen? Ist es sogar moglich,
dass dabei die Beziehung f(z) = zf(x — 1) fiir jedes x gilt? Wir werden mit
Hilfe von uneigentlichen Integralen zeigen, dass dies in der Tat moglich ist.

Beispiel 28.1. Sei x > —1. Wir betrachten die Funktion
Rzo — R, t— txe_t.

Wir behaupten, dass das uneigentliche Integral

o0
/ tTet dt
0

existiert. Fiir den rechten Rand (also 0o) betrachten wir eine natiirliche Zahl
n > x. Da die Exponentialfunktion schneller wéchst als jede Polynomfunk-
tion, gibt es ein a € R, derart, dass ez < 1 gilt fiir alle ¢ > a. Daher

1st
b b
/ tetdt < / t"e b dt
a CLb t .
= /t”e‘?e‘Z dt
ab .
< /6_2 dt

= 2 (e_% —e‘g> < 2¢” 3.

Fiir b — oo wichst das linke Integral und ist durch 2e~2 beschrénkt, so
dass der Grenzwert existiert. Fiir das Verhalten am linken Rand (das nur
bei —1 < x < 0 problematisch ist) miissen wir wegen e~* < 1 nach Lemma
27.4 nur fol t* dt betrachten. Eine Stammfunktion davon ist %Ht’”l, deren
Exponent positiv ist, so dass der Limes fiir ¢ — 0 existiert.

o0
/ tTe tdt
0

existiert also fiir x € R, x > —1. Dies ist der Ausgangspunkt fiir die Defini-
tion der Fakultatsfunktion.

Das uneigentliche Integral
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Definition 28.2. Fiir x € R, x > —1, heifit die Funktion
xr +— Fak (z) := / te ! dt
0
die Fakultditsfunktion.

Die fiir x > 0 durch
['(z) :=Fak(z — 1) = / t" et dt
0

definierte Funktion heifit Gammafunktion, mit der haufiger gearbeitet wird.
Mit der Fakultatsfunktion werden aber die Formeln etwas schoner und insbe-
sondere wird der Zusammenhang zur Fakultét, der in der folgenden Aussage
aufgezeigt wird, deutlicher.

Faetorial function

Satz 28.3. Die Fakultdtsfunktion besitzt die folgenden Figenschaften.

(

1) Es ist Fak (z) = x - Fak (x — 1) fiir x > 0.
(2
(3
(4

)

) Es ist Fak (0) = 1.
) Es ist Fak (n) = n! fiir natirliche Zahlen n € N.
)

Es ist Fak (—1) = /7.

l\DI»—A
~—

Beweis. (1) Mittels partieller Integration ergibt sich (fiir reelle Zahlen b >
a > 0 bei fixiertem z > 0)

b b
/tze_tdt = —t% —t2+/ ot" et dt

b
= —bet4a%e 4 1- / Tt dt.
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Fiir b — oo geht b~ — 0 und fiir a — 0 geht a®e~® — 0 (da z positiv
ist). Wendet man auf beide Seiten diese Grenzwertprozesse an, so erhélt man
Fak (z) = x - Fak (z — 1). (2). Es ist

Fak (0) = / e tdt = —e7tP = 1.
0
(3) folgt aus (1) und (2) durch Induktion. (4). Es ist

1 > > -
Fak (—§> = / t"retdt = 2/ e ds = / e ds = VT
0 0 —o0

Dies ergibt sich mit der Substitution ¢ = s> und dem sogenannten Fehlerin-
tegral. O

28.2. Gewohnliche Differentialgleichungen.

Welche Bewegung vollzieht ein Lowenzahnfallschirmchen? Das Fallschirm-
chen lésst sich zu jedem Zeitpunkt von dem Wind tragen, der an der Stelle
herrscht, wo es sich gerade befindet. Der Wind, seine Stérke und seine Rich-
tung, hangt sowohl von der Zeit als auch vom Ort ab. Das bedeutet, dass hier
ein gewisser , Riickkopplungsprozess“ vorliegt: Die bisherige Bewegung (also
die Vergangenheit) bestimmt, wo sich das Fallschirmchen befindet und damit
auch, welcher Wind auf es einwirkt und damit den weiteren Bewegungsablauf.
Solche Bewegungsprozesse werden durch Differentialgleichungen beschrieben.

Differentialgleichungen sind ein fundamentaler Bestandteil der Mathematik
und der Naturwissenschaften. Sie driicken eine Beziehung zwischen einer
abhingigen GroBe und der Anderung dieser Grofe aus. Viele Gesetzmifig-
keiten in der Natur wie Bewegungsprozesse, Ablauf von chemischen Reak-
tionen, Wachstumsverhalten von Populationen werden durch Differentialglei-
chungen beschrieben. Hier besprechen wir nur solche Differentialgleichungen,
die durch Integration gelost werden kénnen.
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Definition 28.4. Es sei U C R? eine Teilmenge und es sei
f :U — R, (tvy) = f(tay)v
eine Funktion. Dann nennt man

y = f(ty)
die (gewohnliche) Differentialgleichung zu f (oder zum Vektorfeld oder zum
Richtungsfeld f).

Dabei ist ¢ = f(t,y) erstmal nur ein formaler Ausdruck, dem wir aber sofort
eine inhaltliche Interpretation geben. Das y soll eine Funktion représentieren
und ¢ ihre Ableitung. Dies wird préazisiert durch den Begriff der Ldosung einer
Differentialgleichung.

Definition 28.5. Es sei U C R? eine Teilmenge und es sei
f U — Ra (tvy) — f(t>y>7
eine Funktion. Zur gewohnlichen Differentialgleichung

y = f(t.y)
heifit eine Funktion
y: I — R, ¢t — y(t),
auf einem (mehrpunktigen) Intervall I C R eine Lisung der Differentialglei-
chung, wenn folgende Eigenschaften erfiillt sind.

(1) Esist (t,y(t)) € U fur alle t € I.
(2) Die Funktion y ist differenzierbar.
(3) Esist /(t) = f(t,y(t)) fur alle t € I.

Differentialgleichungen beschreiben héufig physikalische Prozesse, insbeson-
dere Bewegungsprozesse. Daran soll auch die Notation erinnern, es steht ¢
fiir die Zeit und y fiir den Ort. Dabei ist hier der Ort eindimensional, d.h. die
Bewegung findet nur auf einer Geraden statt. Den Wert f(¢,y) sollte man
sich als eine zu einem Zeit- und Ortspunkt vorgegebene Richtung auf der
Ortsgeraden vorstellen. Eine Losung ist dann eine Funktion

y: I — R, t— y(t),

die differenzierbar ist und deren Ableitung, vorgestellt als Momentange-
schwindigkeit, zu jedem Zeitpunkt ¢ mit dem durch f(¢,y(t)) gegebenen
Richtungsvektor iibereinstimmt. Spéter werden wir auch Bewegungen be-
trachten, die sich in der Ebene oder im Raum abspielen, und die durch ein
entsprechendes Richtungsfeld gesteuert werden.

Beispiel 28.6. Wir betrachten die gewohnliche Differentialgleichung y' =
y, in der t gar nicht explizit vorkommt (solche Differentialgleichungen
nennt man zeitunabhéingig). Durch diese Differentialgleichung werden Wachs-
tumsprozesse beschrieben, bei denen beispielsweise der Zuwachs gleich der
Bevolkerung ist. Gesucht ist also nach einer Funktion y(t), die differenzierbar
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ist und die mit ihrer eigenen Ableitung {ibereinstimmt. Wir wissen bereits,
dass die Exponentialfunktion y(t) = €' diese Eigenschaft besitzt. Ebenso ist
jede Funktion ce! mit einem festen ¢ € R eine Losungsfunktion.

Wenn der Zuwachs zur Bevélkerung proportional ist, so fithrt dies zur Dif-
ferentialgleichung v’ = ay mit einer festen Zahl a. In diesem Fall sind
y(t) = ce™ die Losungen. Bei a > 0 spricht man von exzponentiellem Wachs-
tum und bei a < 0 von exponentiellem Verfall.

Beispiel 28.7. Wir betrachten die gewohnliche Differentialgleichung iy’ = yt.
Gesucht ist also nach einer Funktion y(¢), die differenzierbar ist und deren
Ableitung die Gestalt y(t)t besitzt. Hier ist nicht unmittelbar klar, wie eine
Losung aussieht und wie man sie findet. Durch Probieren findet man die
Losung y(t) = e2'".

Definition 28.8. Es sei U C R? eine Teilmenge und es sei
fU—R, (ty) — f(ty),
eine Funktion. Es sei (tg, y0) € U vorgegeben. Dann nennt man
y = f(t,y) und y(to) = yo

das Anfangswertproblem zur gewohnlichen Differentialgleichung v’ = f(¢,y)
mit der Anfangsbedingung y(to) = yo-

Definition 28.9. Es sei U C R? eine Teilmenge und es sei
f U —>R7 (t7y) L f(tay)v
eine Funktion. Es sei (to, y0) € U vorgegeben. Dann nennt man eine Funktion
y: I — R, t — y(t),
auf einem Intervall I C R eine Ldsung des Anfangswertproblems
y' = f(t,y) und y(to) = o,
wenn y eine Losung der Differentialgleichung ist und wenn zusétzlich
y(to) = Yo
gilt.
Es gibt kein allgemeines Verfahren eine Differentialgleichung bzw. ein An-

fangswertproblem explizit zu l6sen. Die Losbarkeit hangt wesentlich von der
gegebenen Funktion f(t,y) ab.

Das eine Differentialgleichung beschreibende Vektorfeld f(t,y) hingt im All-
gemeinen von beiden Variablen ¢ und y ab. Einfache, aber keineswegs triviale
Spezialfille von Differentialgleichungen liegen vor, wenn das Vektorfeld nur
von einer der beiden Variablen abhingt.
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Definition 28.10. Eine gewohnliche Differentialgleichung
y = fty)

heifit ortsunabhdngig, wenn die Funktion f nicht von y abhéngt, wenn also
f(t,y) = g(t) gilt mit einer Funktion g in der einen Variablen ¢.

Eine ortsunabhéngige gewohnliche Differentialgleichung

y' =g(t)

zu einer stetigen Funktion g ist nichts anderes als das Problem, eine Stamm-
funktion G(t) von ¢ zu finden; eine Losung y der Differentialgleichung ist
ja genau durch die Bedingung ausgezeichnet, dass y/(t) = g(t) ist. Da eine
Stammfunktion nur bis auf die Integrationskonstante bestimmt ist, besitzt
ein ortsunabhéngiges Anfangswertproblem eine eindeutige Losung.

Beispiel 28.11. Wir betrachten das ortsunabhéngige Anfangswertproblem
—
t2—1
Die Funktion ﬁ besitzt die Partialbruchzerlegung
1 1 1 1
2—1 2 t—1 2 t+1

daher sind die Stammfunktionen (wir beschranken uns auf ¢ > 1) gleich

mit der Anfangsbedingung y(5) = 3.

y(t) = -ln(t—l)—%- In(t+1)+c.

Die Anfangsbedingung y(5) = 3 fiithrt auf

1 1
5' 1H4—§ ln6+c=3,
also ist
1
c=3— = ln4—|—§- In 6
und die Losungsfunktion des Anfangswertproblems ist
()= (=1 =2 I +1) 43—~ 4+~ In6
=—-In(t—-1)—=-In ——-1In —-In6.
=5 2 2 2
Definition 28.12. Eine gewohnliche Differentialgleichung
y = fty)

heifit zeitunabhdngig, wenn die Funktion f nicht von ¢ abhéngt, wenn also
f(t,y) = h(y) gilt mit einer Funktion A in der einen Variablen y.

Bei einer zeitunabhéngigen Differentialgleichung héngt nur das zugrunde lie-
gende Vektorfeld nicht von der Zeit ab, die Losungskurven sind hingegen im
Allgemeinen zeitabhéngig.
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29. VORLESUNG

29.1. Homogene lineare gewohnliche Differentialgleichungen.
Definition 29.1. Eine Differentialgleichung der Form
y' =9t)y
mit einer Funktion (I reelles Intervall)
g: I — R, t— g(t),

heifdt lineare Differentialgleichung bzw. genauer gewdohnliche homogene linea-
re Differentialgleichung.

Linear bedeutet hierbei, dass in f(¢,y) = g(t)y der Ort y linear eingeht, d.h.
zu jedem fixierten Zeitpunkt ¢ ist f(Zg,y) eine lineare Funktion in y.

Die folgende Aussage zeigt, dass solche Differentialgleichungen durch Integra-
tion gelost werden konnen. Die Nullfunktion ist natiirlich immer eine Losung,
interessant sind daher die Losungen, die noch zusétzliche Eigenschaften (ty-
pischerweise eine Anfangsbedingung) erfiillen.
Satz 29.2. FEs sei
y' =gty
eine homogene lineare gewdhnliche Differentialgleichung mit einer stetigen
Funktion
g: I — R, t— g(t),
die auf einem Intervall I C R definiert sei. Es sei G eine Stammfunktion zu
g auf I. Dann sind die Losungen der Differentialgleichung gleich
y(t) = c-exp (G(t)) mit c € R.
Das Anfangswertproblem

y' = g(t)y und y(to) = yo
(mit ty € I, yo € R) besitzt eine eindeutige Lisung.

Beweis. Zunéchst gibt es eine Stammfunktion G von ¢ aufgrund von Ko-
rollar 24.5, so dass die angegebenen Funktionen existieren. Durch Ableiten
bestétigt man direkt, dass diese Funktionen wirklich Losungen sind. Es sei y
eine beliebige Losungsfunktion. Wir betrachten den Quotienten

( y(t) )' _ YW exp G{t) —y(t) - (exp (G(1)) - 9(1))
(t)

exp G exp? G(t)
_ y(t)g(t)exp G(t) — y(t) - (exp (G(1)) - 9(t))
. exp? G(t)

y(t)
exp

so dass aufgrund von Lemma 24.6 der Quotient 0 konstant sein muss,

a
woraus die Behauptung folgt. Die Bedingung y(ty) = wyo legt den Skalar

m eindeutig fest. "
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Beispiel 29.3. Die homogene lineare gewohnliche Differentialgleichung
Yy =0
besitzt genau die konstanten Losungen
y(t) =cmit c e R.
Dies folgt direkt aus Lemma 24.6, aber auch aus Satz 29.2.
Beispiel 29.4. Die homogene lineare gewohnliche Differentialgleichung
y =y
besitzt genau die Losungen
y(t) = ce’ mit c € R.

Beispiel 29.5. Sei a € R. Die homogene lineare gewthnliche Differential-
gleichung

y' =ay
besitzt nach Satz 29.2 die Losungen
y(t) = ce” mit ce R.

In den bisherigen Beispielen war die Funktion ¢(t) konstant, und es war be-
sonders einfach, die Losungen anzugeben. Man spricht von einer homogenen
linearen gewdhnlichen Differentialgleichung mit konstanten Koeffizienten. Die
folgenden Beispiele besitzen keine konstanten Koeffizienten, sondern varia-
ble Koeffizienten. Diese Differentialgleichungen sind sowohl orts- als auch
zeitabhéngig.
Beispiel 29.6. Wir betrachten die homogene lineare gewthnliche Differen-
tialgleichung
Y
Yy = P
Eine Stammfunktion zu g(t) = % ist der natiirliche Logarithmus. Die Losun-
gen dieser Differentialgleichung sind daher nach Satz 29.2 gleich
c-exp(lnt)=ct
mit ¢ € R.

Beispiel 29.7. Wir betrachten die homogene lineare gewthnliche Differen-
tialgleichung (¢t > 1)

y = Y
2 —1
Um die Losungen zu bestimmen brauchen wir eine Stammfunktion zu
1 1 1/2 1/2

I = m 7 T GCoas) =1 i+l

Aus der Partialbruchzerlegung gelangt man zur Stammfunktion
1

G(t)—§1n<t_1)_%1n(t+1>.
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Daher sind die Losungen gleich

i

1 1
c-expleft(zIn(t—1) — = In(t+ 1)right) =c- .
p left( (b= 1) = 5 In 6+ right) = -
Beispiel 29.8. Wir betrachten die homogene lineare gewthnliche Differen-
tialgleichung

Jo Y
241
Um die Losungen zu bestimmen brauchen wir eine Stammfunktion zu
1
t) =
g(t) L

eine solche ist durch
G(t) = arctan t

gegeben. Daher sind die Losungen gleich

c¢-exp (arctan t).

29.2. Inhomogene lineare gewohnliche Differentialgleichungen.

Es gibt homogene lineare Gleichungsysteme, bei denen es darum geht, den
Kern einer linearen Abbildung zu bestimmen, und es gibt inhomogene lineare
Gleichungssysteme, wo man das Urbild zu einem Vektor (Storvektor) unter
einer linearen Abbildung bestimmen soll. Auch zu den linearen Differential-
gleichungen gibt es eine inhomogene Variante, bei der eine Stdrfunktion die
Sache verkompliziert. Wie bei linearen Gleichungssystemen ist es auch hier
wichtig, zuerst die zugehorige homogene Gleichung zu losen.

Definition 29.9. Eine Differentialgleichung der Form
Yy =g(t)y+h(t)

mit zwei auf einem Intervall I C R definierten Funktionen ¢ — g¢(t) und
t +— h(t) heilt inhomogene lineare gewéhnliche Differentialgleichung.

Die folgende Aussage zeigt, dass solche Differentialgleichungen durch Inte-
gration gelost werden konnen.

Satz 29.10. Es sei
y = g(t)y + h(t)

eine inhomogene lineare gewohnliche Differentialgleichung mit stetigen Funk-
tionen g, h : I — R. Es sei G eine Stammfunktion von g und es sei

a(t) = exp (G(t))

eine Losung der zugehdrigen homogenen linearen Differentialgleichung. Dann
sind die Losungen (auf 1) der inhomogenen Differentialgleichung genau die
Funktionen
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wobei c(t) eine Stammfunktion zu % ist. Das Anfangswertproblem

y' = g(t)y + h(t) und y(to) = yo
(mit ty € I, yo € R) besitzt eine eindeutige Lisung.

Beweis. Da a(t) keine Nullstelle besitzt, kann man jede (differenzierbare)
Funktion
y: I —R
als
y(t) = clt)a(t)
mit einer unbekannten (differenzierbaren) Funktion c(t) ansetzen. Dabei ist
(fiir eine differenzierbare Funktion y)

y'(t) = (t)a(t) + c(t)d'(t) .

Daher kann man die Losungsbedingung

y'(t) = g(t)y(t) + h(t)
als

bzw.
dit)=—=
h(t)

gilt. D.h. ¢(t) muss eine Stammfunktion zu % sein. Es sei nun noch die

Anfangsbedingung y(ty) = yo vorgegeben. Mit ¢ ist auch ¢(t) + ¢ fiir jedes
co € R eine Stammfunktion zu % Die Bedingung
Yo = (c(to) + co)alto)

legt dann ¢y eindeutig fest. O

Die in diesem Satz verwendete Methode heif3t Variation der Konstanten. Man
ersetzt dabei die Losungsfunktionen der zugehorigen homogenen Gleichung,
also ca(t) mit konstantem ¢ € R, durch eine variable Funktion c(t).

Beispiel 29.11. Wir betrachten die inhomogene lineare gewohnliche Diffe-
rentialgleichung

v =ay+b
mit Konstanten a,b € R. Die Funktion z(t) = e ist eine Losung der zu-
gehorigen homogenen Differentialgleichung. Nach Satz 29.10 miissen wir da-
her eine Stammfunktion zu be~* bestimmen. Diese sind durch —ge_“t +c
gegeben. Also haben die Losungen der inhomogenen Differentialgleichung die

Form ; )
(__e—at + C) X eat = c. 6at _ =
a a
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Lieber den Kaffee trinken, bevor er geméf einer inhomogenen linearen
gewoOhnlichen Differentialgleichung die Auflentemperatur angenommen hat.

Eine solche Differentialgleichung tritt bei Abkiihlungsprozessen auf. Wenn ein
(heifler) Korper (beispielsweise eine Tasse Kaffee) sich in einem umgebenden
Medium (beispielsweise in einem Strafilencafé) mit konstanter Temperatur
A befindet, so wird die Temperaturentwicklung y(¢) des Kérpers nach dem
Newtonschen Abkiihlungsgesetz durch die Differentialgleichung

y'(t) = —d(y(t) — A)
beschrieben. Dieses Gesetz besagt, dass die Abkiihlung proportional zur Dif-

ferenz zwischen Auentemperatur und Korpertemperatur ist (der Proportio-
nalitdtsfaktor d > 0 héngt vom Kérper ab). Die Losungen sind

y(t) =ce "+ A.

Dabei ist das ¢ durch eine Anfangsbedingung bestimmt, also typischerweise
durch die Anfangstemperatur des Korpers zum Zeitpunkt 0. Fiir ¢ — 400
nimmt der Korper die Aulentemperatur A an.

Beispiel 29.12. Wir betrachten die inhomogene lineare gewohnliche Diffe-
rentialgleichung

y=y+t
mit der Anfangsbedingung y(3) = 4. Die Exponentialfunktion a(t) = e
ist eine Losung der zugehorigen homogenen Differentialgleichung. Nach Satz
29.10 miissen wir daher eine Stammfunktion zu

2

et

t

= t2 . e_t
finden. Mit zweifacher partieller Integration findet man die Stammfunktion
(—t? — 2t — 2)e".
Also haben die Losungen der inhomogenen Differentialgleichung die Form
(=t =2t —2)e " +e) = —t? =2t — 2+ cel.

Wenn wir noch die Anfangsbedingung y(3) = 4 beriicksichtigen, so ergibt
sich die Bedingung

—9—6—24ce® = =17+ ce® = 4,
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also ¢ = % Die Losung des Anfangswertproblems ist also

21
y(t) = —t2—2t—2+§et.

Beispiel 29.13. Wir betrachten fiir ¢ > 1 die inhomogene lineare gewohnli-

che Differentialgleichung
/ Y
=7 41
Yoeat
mit der Anfangsbedingung y(2) = 5. Hier ist also h(t) = t—1 die Storfunktion

und
/ Yy

-1
ist die zugehorige homogene lineare Differentialgleichung. Eine Stammfunk-
tion von ﬁ ist

G(t) = %m(t—n—%muﬂ) _ %m (%) ~ In (V—VED
Dabher ist nach Satz 29.2 (bzw. nach Beispiel 29.7)
t—
Vi+1

eine Losung zur homogenen Differentialgleichung. Zur Losung der inhomo-
genen Differentialgleichung brauchen wir eine Stammfunktion zu

h(t)  Vit+1 B e
a) ~ vio1 Y= Vitlvi-1=ve-1

Eine Stammfunktion dazu ist

1
c(t) = §(t\/ t2—1— arcosh t).

i

a(t) =

Die Losungen der inhomogenen Differentialgleichung haben also die Gestalt

[t —1 1
(V=1 = h
1 (2(15 t arcosh t) +c>

Die Anfangsbedingung fiihrt zu

1 1
5 = —- —2\/§—arcosh2 —i—c)—l—

Also ist

1
—— arcosh 2 + ¢p—=.
23 V3

1
co = 43 + 3 arcosh 2
und die Losung des Anfangswertproblems ist
y()

t—1 1 1
— - . <§(t\/t2 —1— arcosh t) + 43 + 3 arcosh 2) .

t+1
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30. VORLESUNG

30.1. Gewohnliche Differentialgleichungen mit getrennten Varia-
blen.

Definition 30.1. Eine Differentialgleichung der Form
Y =g(t) h(y)
mit zwei Funktionen (dabei sind I und J reelle Intervalle)
g: I — R, t+— g(t),

und
h:J— R, y+— h(y),

heifit gewohnliche Differentialgleichung mit getrennten Variablen.

Eine Differentialgleichung mit getrennten Variablen ist auf der Produktmen-
ge U = I x J definiert. Eine homogene lineare Differentialgleichung besitzt
offenbar getrennte Variablen (mit h(y) = y), dagegen besitzt eine inhomoge-
ne lineare Differentialgleichung im Allgemeinen keine getrennten Variablen.
Die Differentialgleichungen mit getrennten Variablen lassen sich durch In-
tegrieren 16sen. Wenn h(yy) = 0 ist, so bestétigt man direkt die konstante
Losung y(t) = yo. Daher beschrianken wir uns im Folgenden auf die Situation,
dass h keine Nullstelle besitzt.

Satz 30.2. Es sei
y' = g(t) - h(y)

eine Differentialgleichung mit getrennten Variablen mit zwei stetigen Funk-
tionen

g: I — R, t— g(t),
und
h:J— R, y+— h(y),

wobei h keine Nullstelle besitze. Es sei G eine Stammfunktion von g und

H eine Stammfunktion von % Weiter sei I' C I ein Teilintervall mit

G(I') € H(J). Dann ist H eine bijektive Funktion und die Lésungen die-
ser Differentialgleichung haben die Form

y(t) = H(G(1)).
Wenn zusdtzlich die Anfangsbedingung
y(to) = Yo mit (to,y0> el xJ

gegeben ist, und wenn die Stammfunktionen die zusdtzlichen FEigenschaften
G(to) = 0 und H(yo) = 0 erfiillen, so ist

y(t) = HH(G(1))

die eindeutige Losung des Anfangswertproblems.
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Beweis. Da h stetig ist und keine Nullstelle besitzt, ist h bzw. % entweder
stets positiv oder stets negativ, so dass H streng monoton und daher injektiv
(also bijektiv auf sein Bild) ist. Sei y(t) = H'(G(t)) wie angegeben. Dann
ist

G'(t)

y(t) =

= g(t) - h(H(G(1)))
= 9() - hy(1)),

so dass in der Tat eine Losung vorliegt. Es sei nun y(t) eine differenzierbare
Funktion, die die Differentialgleichung erfiillt. Daraus folgt

to B to y/(t) B y(t2)i i
/h g(t)dt = / m() = /yw Wz

wobei wir die Substitution z = y(t) angewendet haben. Fiir die zugehorigen
Stammfunktionen (mit den unteren Integralgrenzen t; bzw. y(t;)) bedeutet
dies G(t) = H(y(t)), also ist y(t) = H '(G(t)). Um die Anfangsbedingung
zu erfiillen muss man ¢y bzw. yo als untere Integralgrenze wéhlen. Wir zeigen,
dass dies die einzige Losung ist. Seien also H und H zwei Stammfunktionen
zu ¢+ und G und G zwei Stammfunktionen zu g derart, dass sowohl y(t) =
H'(G(t)) als auch §(t) = H-*(G(t)) die Anfangsbedingung erfiillen. D.h.
die beiden Funktionen stimmen zum Zeitpunkt ¢, iiberein. Da sich Stamm-
funktionen nur um eine Konstante unterscheiden, kénnen wir H=H-+¢
und G = G +d mit zwei Konstanten ¢, d € R ansetzen. Es gilt also einerseits
H(y(t)) = G(t) und andererseits H(y(t))+c = H(y(t)) = G(t) = G(t)+d,
so dass H(g(t)) — H(y(t)) = d — c gilt, woraus wegen ¢(ty) = y(ty) so-
fort ¢ = d folgt. Also ist H(y(t)) = G(t) = H(y(t)) und somit wegen der
Injektivitdt von H auch g(t) = y(t) fir alle ¢. O

Durch einen Ubergang von G nach G + ¢ mit einer geeigneten Konstanten ¢
kann man erreichen, dass es ein (echtes) Intervall I’ gibt mit G(I') C H(J).
Sowohl orts- als auch zeitunabhéingige Differentialgleichungen kann man als
Differentialgleichung mit getrennten Variablen auffassen. Fiir zeitunabhéngi-
ge Differentialgleichungen erhélt man den folgenden Losungsansatz.
Korollar 30.3. Es se:
y' = h(y)

eine zeitunabhdngige Differentialgleichung mit einer stetigen Funktion

h:J—R, y— h(y),
ohne Nullstelle. Es sei H eine Stammfunktion von % mit der Umkehrfunktion

H Y. J —J
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Dann sind die Funktionen
y(t) = H '(t+c) mitcc R
die Lisungen dieser Differentialgleichung auf dem IntervallP® H(J) — c.

Beweis. Dies folgt direkt aus Satz 30.2. U

Korollar 30.4. Fine Differentialgleichung der Form

Y =g(t) v

mit y > 0 und einer stetigen Funktion
g:R— R t+— g(t),
besitzt auf I' C R die Losungen

y(t) = o)

wobei G eine Stammfunktion zu g mit G(I') C R, sei.

Beweis. Siehe Aufgabe 30.11. U
Beispiel 30.5. Wir betrachten die zeitunabhéngige Differentialgleichung

y = siny
fir y € J =|0, 7[. Nach Korollar 30.3 miissen wir also ﬁ integrieren, eine

Stammfunktion dazu ist nach Beispiel 35.5 (Mathematik (Osnabriick 2009-
2011)) die Funktion

H:J— J =R,y H(y) = In(tan %)
Die Umkehrfunktion H~! berechnet sich iiber v = In(tan %) zu
H™*(y) = 2 arctan (e*) .
Also haben die Losungskurven die Gestalt
y(t) = 2 arctan (")
mit einem c € R.

Beispiel 30.6. Wir betrachten die zeitunabhéingige Differentialgleichung

y =-
)

fir y > 0. Es ist also h(y) = % und damit miissen wir nach Korollar 30.3 y
integrieren, eine Stammfunktion dazu ist

1

H(y)ZEyQ-

30Mit I+c ist das um ¢ verschobene Intervall gemeint. Es ist also I+¢ = {z € R|z—c €
I}.Beil =[a,blistalso I +c=[a+c,b+c],beil =Rist R+c=R.
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Die Umkehrfunktion berechnet sich aus dem Ansatz z = %yQ zuy =2z =
H~'(z). Also haben die Losungskurven die Gestalt

y(t) = V2(t +¢)
mit ¢ € R.

Beispiel 30.7. Wir betrachten die Differentialgleichung mit getrennten Va-
riablen

y/ — t . y3
fir y > 0. Eine Stammfunktion zu ?% ist H(y) = —3y™2 = 2 (2 ist also
negativ) mit der Umkehrfunktion

Die Stammfunktionen zu g(¢) = ¢ sind 1% + c. Daher sind die Losungen der
Differentialgleichung von der Form

y(t) = \/—% <%t2+0)_1 - \/%

Hierbei muss ¢ negativ gewahlt werden, damit diese Lésung einen nichtleeren
Definitionsbereich besitzt. Der Definitionsbereich ist dann das Intervall | —
vV —2¢,v/—2c[. Insbesondere sind die Losungen nur auf einem beschrinkten
offenen Intervall definiert. An den Intervallgrenzen strebt y(t) gegen oo,
d.h. die Losung ,,entweicht .

Beispiel 30.8. Wir betrachten die Differentialgleichung mit getrennten Va-
riablen

y/ — _t . y?)
fir y > 0. Eine Stammfunktion zu 5 ist H(y) = —5y~ = z (2 ist also
negativ) mit der Umkehrfunktion

y=H'(z2) = \/?

Die Stammfunktionen zu g(t) = —t sind —3¢* 4 ¢. Daher sind die Losungen
der Differentialgleichung von der Form

y(t) = \/—% (—%ﬁ—l—c)l _ \/g

Insbesondere erhélt man bei ¢ = 0 die auf R, definierte Losung g(t) = %
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He

Eine logistische Funktion

Beispiel 30.9. Es sei p(t) die GroBe einer Population zu einem Zeitpunkt
t. Wie setzen voraus, dass die Populationsentwicklung differenzierbar ist; die
Ableitung p'(t) repréasentiert dann das (infinitesimale) Bevolkerungswachs-
tum zum Zeitpunkt ¢. Den Quotienten

40

() = p(t)

nennt man die Wachstumsrate zum Zeitpunkt ¢. Wir fragen uns, inwiefern
man den Populationsverlauf aus der Wachstumsrate rekonstruieren kann. Die
Wachstumsrate kann von der Zeit (Jahreszeit, Nahrungsvorkommen, Ent-
wicklung von anderen Populationen etc.) abhéingen, aber auch von der ak-
tuellen Populationsgrofie p. Die Zeitabhéngigkeit der Wachstumsrate beruht
auf duleren Einfliissen, wahrend die Abhéngigkeit von der aktuellen Popula-
tionsgrofe eine innere Dynamik ausdriickt. Sie beruht darauf, dass eine grofie
Population sich hemmend auf die Fortpflanzung auswirkt.

Wir beschrianken uns auf eine Situation, wo die Wachstumsrate nur von der
Populationsgrofie abhéngt, nicht aber von sonstigen Einfliissen. Dann wird
die Wachstumsrate durch eine Funktion w(p) beschrieben, und die Wachs-
tumsrate zum Zeitpunkt ¢ ist demnach durch r(t) = w(p(t)) gegeben. Die
Wachstumsrate wirkt sich aber natiirlich auf die Populationsentwicklung aus.
GeméB des oben formulierten Zusammenhanges gilt

p'(t) = p(t) - r(t) = p(t) - w(p(t)) .

Es liegt also eine Differentialgleichung der Form

P =p-wp)
vor, die zeitunabhéngig ist, so dass insbesondere getrennte Variablen vor-
liegen (mit der Funktion h(p) = p - w(p)). Bei konstanter Wachstumsrate
w(p) = a liegt die Differentialgleichung p’ = ap vor, deren Losungen die
Funktionen ce® sind. Das bedeutet ezponentielles Wachstum. Wenn wir die
Wachstumsrate so ansetzen, dass es bei einer gewissen Populationsgroflie g
kein Wachstum mehr gibt, und bei sehr kleiner Bevolkerung die Wachstums-
rate maximal gleich s ist, und dazwischen die Wachstumsrate linear von p
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abhéngt, so erhélt man die Wachstumsrate

w(p) = s (1 - ﬁp)

und die Differentialgleichung
1 s
P = sp <1 - —p) = sp——p°.
g g

Eine solche Differentialgleichung nennt man logistische Differentialgleichung.
Geméaf dem Losungsansatz fiir Differentialgleichungen mit getrennten Varia-
blen miissen wir eine Stammfunktion zu

1 g 1

sp(1—§p> ~ s plg—p)

1 (1 1 )
= |24+
S\P g—0Pp
finden. Eine solche Stammfunktion ist
1 1 D
H = —(lnp—1 — = -1 )
(p) = Z(lnp—In(g—p)) = - L

Zur Berechnung der Umkehrfunktion H ! l6sen wir die Gleichung

1
u = — In P

s g—>o

nach p auf. Es ergibt sich
p
exp (su) = ——
(su) p—
und daraus
g-exp(su) = p+p-exp (su)
und damit
_ g-exp(su) g
l+exp(su) 1+exp(—su)
Da die Differentialgleichung zeitunabhéngig ist, ist
g
f)y=—=
p(t) 1 + exp (—st)

eine Losung. Bei t = 0 ist p(0) = §, fiir £ — 400 strebt die Losung gegen g
(die Grenzbevolkerung) und fiir ¢ — —oo gegen 0.
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Arbeitsblatter

1. ARBEITSBLATT

Aufwirmaufgaben

Aufgabe 1.1. Es seien A, B und C drei Mengen. Man beweise die folgenden
Identitéaten.

(1) Ano =0,

(2) Aud = A,

(3) ANB = BN A,

(4) AUB = BU A,

(5) AN(BNC)=(ANnB)NC,

(6) AU(BUC)=(AUB)UC,

(7) AN(BUC)=(ANB)U(ANC),
(8) Au(BNC)=(AuB)N(AU(C),
(9) A\ (BUC) = (A\ B)N(A\C).

Aufgabe 1.2. Beweise die mengentheoretischen Fassungen einiger aristote-
lischer Syllogismen. Dabei bezeichnen A, B, C' Mengen.

(1) Modus Barbara: Aus B C A und C' C B folgt C C A.
(2) Modus Celarent: Aus BN A= und C C B folgt C N A = 0.
(3) Modus Darii: Aus B C Aund CN B # () folgt C N A # (.
(4) Modus Ferio: Aus BN A= und C N B # () folgt C £ A.

(5) Modus Baroco: Aus BC Aund B € C folgt A Z C.

Aufgabe 1.3. Beweise durch Induktion die folgenden Formeln.
(1)

(2)
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Aufgabe 1.4. Zeige, dass mit der einzigen Ausnahme n = 3 die Beziehung
2" > n?

gilt.

Aufgabe 1.5.*

Zeige durch vollstandige Induktion, dass fiir jedes n € N die Zahl
6n+2 4 72n+1

ein Vielfaches von 43 ist.

Aufgabe 1.6. Beweise durch Induktion die Abschéatzung

n(n+1)
1-22.3...p"<n 2

Aufgabe 1.7.*

Beweise durch Induktion fiir alle n € N, die Formel
i(_l)kle — (_1)n+1n(n + 1) )

2
k=1

Aufgabe 1.8. Die Stiadte 5, ...,.9, seien untereinander durch Straffen ver-
bunden und zwischen zwei Stddten gibt es immer genau eine Strafle. Wegen
Bauarbeiten sind zur Zeit alle Stralen nur in einer Richtung befahrbar. Zei-
ge, dass es trotzdem mindestens eine Stadt gibt, von der aus alle anderen
Stéadte erreichbar sind.

Aufgaben zum Abgeben

Aufgabe 1.9. (4 Punkte)

Es seien A und B zwei Mengen. Zeige, dass die folgenden Aussagen dquivalent
sind.

(1) ACB,
(2) AnB = A,

(3) AUB = B,

(4) A\ B =10,

(5) Es gibt eine Menge C mit B = AU,
(6) Es gibt eine Menge D mit A= BN D.
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Aufgabe 1.10. (3 Punkte)

Beweise durch Induktion, dass die Summe von aufeinanderfolgenden ungera-
den Zahlen (beginnend bei 1) stets eine Quadratzahl ist.

Aufgabe 1.11. (3 Punkte)
Sei m € N. Zeige durch Induktion die Gleichheit

m m

@2m+ 1) []@i-1)=]]@4r* -1).

i=1 k=1

Aufgabe 1.12. (4 Punkte)

Eine n-Schokolade ist ein rechteckiges Raster, das durch a — 1 Léngsrillen
und b — 1 Querrillen in n = a - b (a,b € N, ) mundgerechte kleinere Recht-
ecke eingeteilt ist. Ein Teilungsschritt an einer Schokolade ist das vollstandi-
ge Durchtrennen einer Schokolade ldngs einer Lings- oder Querrille. Eine
vollsténdige Aufteilung einer Schokolade ist eine Folge von Teilungsschritten
(an der Ausgangsschokolade oder an einer zuvor erhaltenen Zwischenschoko-
lade), deren Endprodukt aus den einzelnen Mundgerechtecken besteht. Zeige
durch Induktion, dass jede vollstdndige Aufteilung einer n-Schokolade aus
genau n — 1 Teilungsschritten besteht.

2. ARBEITSBLATT
Aufwiarmaufgaben

Aufgabe 2.1. Es seien x, y, 2z, w Elemente in einem Korper, wobei z und w
nicht null seien. Beweise die folgenden Bruchrechenregeln.

i
(2)

1

— =1,

—1
(3)

- =0,
(4)

o1,
(5) T Tw
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LY

x
z 2w’

Y
w

(7)

r Yy  rTwHyz
2w 2w

Gilt die zu (7) analoge Formel, die entsteht, wenn man Addition mit Multi-
plikation (und Subtraktion mit Division) vertauscht, also

(2—2)-(y—w) = (x+w) - (y+2) — (z+w)?
Zeige, dass die ,,beliebte Formel*
T y Tty

z w Z+w

nicht gilt.

Aufgabe 2.2.*

Bestimme, welche der beiden rationalen Zahlen p und ¢ grofler ist:

_5T8 =200
P= Tosq "M YT 300

Aufgabe 2.3.*
a) Man gebe ein Beispiel fiir rationale Zahlen a, b, ¢ €]0, 1[ mit
A+ =2

b) Man gebe ein Beispiel fiir rationale Zahlen a, b, ¢ €]0, 1] mit
A+ b+

¢) Man gebe ein Beispiel fiir irrationale Zahlen a,b €]0, 1] und eine rationale
Zahl ¢ €]0, 1] mit
a’+ b =c*.

Die folgende Aufgabe soll allein unter Bezug auf die Anordnungsaxiome der
reellen Zahlen gezeigt werden.

Aufgabe 2.4. Zeige, dass fiir reelle Zahlen die folgenden Eigenschaften gel-
ten.

(1) 1>0.

(2) Aus a > b und ¢ > 0 folgt ac > be.

(3) Aus a > b und ¢ < 0 folgt ac < be.

(4) Es ist a® > 0.

(5) Aus a > b > 0 folgt a™ > b" fiir alle n € N.

(6) Aus a > 1 folgt a™ > o™ fiir ganze Zahlen n > m.
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(7) Aus a > 0 folgt 1 > 0.
(8) Ausa>b>()folgti<%.

Aufgabe 2.5.*

Zeige, dass fiir reelle Zahlen x > 3 die Bezichung
22+ (x+1)* > (z +2)?

gilt.

Aufgabe 2.6. Es seien z < y reelle Zahlen. Zeige, dass fiir das arithmetische
Mittel x—;“y die Beziehung
T+y
r < T <y

gilt.

Aufgabe 2.7. Beweise die folgenden Eigenschaften fiir die Betragsfunktion
R— R, z+— 2|,

(dabei seien x,y beliebige reelle Zahlen).

(1) |=| > 0.

(2) |z| = 0 genau dann, wenn x = 0 ist.

(3) |z| = |y| genau dann, wenn = = y oder x = —y ist.
4) ly — | =[x -yl

(5) |zy| =[x |y].

(6) Fiir = # 0 ist |z~ = |z .

(7)

Es ist |z + y| < |z| + |y| (Dreiecksungleichung fiir den Betrag).

Aufgabe 2.8. Skizziere die folgenden Teilmengen im R2.

(1) {(z,y)|z =5},
z,y)|x >4 und y = 3},

(2) {(z,y)

(3) {(z,y)ly* > 2},

(4) {(z,y)| |z[ =3 und [y[ <2},
(5) {(z,y)| 3z >y und 5z < 2y},
(6) {(z,y)|zy = 0},

(7) {(z,y)|zy =1},

8) {(z,y)|xy > 1 und y > 23},
9) {(x,y)|0 =0},

(10) {(z,y)[0=1}.
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Aufgaben zum Abgeben

Aufgabe 2.9. (2 Punkte)

Es seien xy, ..., x, reelle Zahlen. Zeige durch Induktion die Abschatzung

n n
IETE
=1 =1

Aufgabe 2.10. (5 Punkte)

Beweise das allgemeine Distributivgesetz fiir einen Korper.

Aufgabe 2.11. (3 Punkte)

Skizziere die folgenden Teilmengen im R2.

) {(z,y)|x +y =3},
z,y)|x+y < 3},
(z+y)* >4},

|
| [t +2|>5und |y —2| <3},

| |z] = 0 und |y* —2¢® + Ty — 5| > —1},
| —1<2z<3und 0 <y <z}

Aufgabe 2.12. (5 Punkte)

Aus einem Taschenbuch wurde ein Blatt herausgerissen. Die verbliebenen
Seitenzahlen addieren sich zu 65000. Wie viele Seiten hatte das Buch?

Hinweis: Zeige, dass es nicht das letzte Blatt sein kann. Aus den beiden Aus-
sagen ,, Es fehlt ein Blatt“ und ,,Das letzte Blatt fehlt nicht“ lassen sich zwei
Ungleichungen aufstellen, die (sinnvolle) obere und untere Abschitzungen
fiir die Anzahl der Seiten liefern.

3. ARBEITSBLATT
Aufwirmaufgaben
Aufgabe 3.1. Zeige, dass die Binomialkoeffizienten die rekursive Bedingung

-+ ()

erfiillen.



214

Aufgabe 3.2. Zeige, dass die Binomialkoeffizienten natiirliche Zahlen sind.

Aufgabe 3.3. Beweise die Formel

Aufgabe 3.4. Beweise durch Induktion, dass fiir n > 10 die Abschétzung
371 Z n4

gilt.

Bei den Rechenaufgaben zu den komplexen Zahlen muss das Ergebnis immer

in der Form a + bi mit reellen Zahlen a, b angegeben werden, wobei diese so
einfach wie moglich sein sollen.

Aufgabe 3.5. Berechne die folgenden Ausdriicke innerhalb der komplexen
Zahlen.

Aufgabe 3.6. Zeige, dass die komplexen Zahlen einen Korper bilden.

Aufgabe 3.7. Beweise die folgenden Aussagen zu Real- und Imaginéarteil
von komplexen Zahlen.

(1) z=Re(z) + Im (2)i.
(2) Re(z+w) = Re(z) + Re (w).
(3) Im (2 + w) =Im (z) + Im (w).
(4) Fiir r € R ist
Re(rz) =rRe(z) und Im(rz) = rIm(z).

(5) z = Re(z) genau dann, wenn z € R ist, und dies ist genau dann der
Fall, wenn Im (z) = 0 ist.

Aufgabe 3.8. Zeige, dass innerhalb der komplexen Zahlen folgende Rechen-
regeln gelten.

(1) |2 = V= %
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Aufgabe 3.9. Zeige die folgenden Regeln fiir den Betrag von komplexen
Zahlen.

(1) Fiir reelles z stimmen reeller und komplexer Betrag iiberein.
Es ist |z| = 0 genau dann, wenn z = 0 ist.

2] = [z].

\Zw\ !Z\ [w].

e(z2),Im (z) < |z].

(2)
(3)
(4)
(5) R
(6) Fiir z £ 0 ist [1/z] =1/ |z].

Aufgabe 3.10. Bestétige die in Beispiel 3.15 angegebene Formel fiir die
Quadratwurzel einer komplexen Zahl z = a + bi im Fall b < 0.

Aufgabe 3.11. Man bestimme die zwei komplexen Losungen der Gleichung

22 +5iz—3=0.
Aufgaben zum Abgeben

Aufgabe 3.12. (3 Punkte)

Beweise die Formel

n2nl = zn: k (Z) .

k=0

Aufgabe 3.13. (3 Punkte)
Berechne die komplexen Zahlen

(1+4)"
firn=1,2,3,4,5.

Aufgabe 3.14. (3 Punkte)

Zeige, dass fiir die komplexe Konjugation die folgenden Rechenregeln gelten

(1) zFw=z+w.
(2) —z=—-%.
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(3) z-w =72 w.

(4) Fiir z £ 0 ist 1/2 = 1/%.

(5) z = z.

(6) Z = z genau dann, wenn z € R ist.

Aufgabe 3.15. (2 Punkte)
Seien a, b, c € C mit a # 0. Zeige, dass es fiir die Gleichung
az? +bz+c=0

mindestens eine komplexe Losung z gibt.

Aufgabe 3.16. (3 Punkte)

Berechne die Quadratwurzeln, die vierten Wurzeln und die achten Wurzeln
von 1.

Aufgabe 3.17. (4 Punkte)
Man finde alle drei komplexen Zahlen z, die die Bedingung
2 =1

erfiillen.

4. ARBEITSBLATT

Aufwirmaufgaben

Aufgabe 4.1. Untersuche fiir jedes n € N die Funktion
R— R, z+— 2",

auf Injektivitdat und Surjektivitét.

Aufgabe 4.2. Man beschreibe eine Bijektion zwischen N und Z.

Aufgabe 4.3. Man gebe Beispiele fiir Abbildungen
p, 0 :N— N

derart, dass ¢ injektiv, aber nicht surjektiv ist, und dass ¢ surjektiv, aber
nicht injektiv ist.
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Aufgabe 4.4. Es seien L und M Mengen und es sei
F:L—M

eine Abbildung. Es sei
G:M— L

eine Abbildung, die F'o G =idy; und G o F =idy, erfiillt. Zeige, dass dann
G die Umkehrabbildung von F ist.

Aufgabe 4.5. Bestimme die Hintereinanderschaltungen
oy und Yo p
fiir die Abbildungen ¢, : R — R, die durch
o(z) =2* +32% — 22+ 5 und (z) = 22° — 2® + 62 — 1

definiert sind.

Aufgabe 4.6.*
Es seien L, M, N und P Mengen und es seien
F:L— M, z+— F(z),
G:M — N, y+— G(y),
und
H:N— P, z— H(z),
Abbildungen. Zeige, dass dann
Ho(GoF)=(HoG)oF.

gilt.

Aufgabe 4.7.*
Seien L, M, N Mengen und
f:L—Mundg: M — N

Abbildungen mit der Hintereinanderschaltung
gof:L— N, z+—— g(f(x)).
Zeige: Wenn g o f injektiv ist, so ist auch f injektiv.

Aufgabe 4.8. Es seien
fl,...,fnZR—>]R
Funktionen, die wachsend oder fallend seien, und sei f = f,, o--- o f; ihre

Hintereinanderschaltung. Es sei k& die Anzahl der fallenden Funktionen unter
den f;. Zeige, dass bei k gerade f wachsend und bei k ungerade f fallend ist.
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Aufgabe 4.9. Berechne im Polynomring C[X] das Produkt
(4+4)X? =3X +9i) - ((=3+ 7)) X+ (2+2i) X — 1 + 61).

Aufgabe 4.10. Sei K ein Korper und sei K[X| der Polynomring iiber K.
Zeige, dass der Grad folgende Eigenschaften erfiillt.

(1) grad (P + Q) < max{grad (P), grad (Q)}.
(2) grad (P - Q) = grad (P) + grad (Q).

Aufgabe 4.11. Zeige, dass in einem Polynomring iiber einem Korper K gilt:
Wenn P, Q) € K[X] beide ungleich null sind, so ist auch PQ # 0.

Aufgabe 4.12. Sei K ein Korper und sei K[X]| der Polynomring iiber K.
Es sei a € K. Zeige, dass die Einsetzungsabbildung, also die Zuordnung

¥ K[X] — K, P+— Pl(a),
folgende Eigenschaften erfiillt (dabei seien P, Q € K[X]).
(1) (P +Q)(a) = P(a) + Q(a).

(2) (P-Q)(a) =P(a)-Q(a).
(3) 1(a) = 1.

Aufgabe 4.13. Berechne das Ergebnis, wenn man im Polynom
2X% —5X* —4X +7
die Variable X durch die komplexe Zahl 2 — 5i ersetzt.

Aufgabe 4.14. Fiihre in Q[X] die Division mit Rest ,, P durch T fiir die
beiden Polynome P = 3X* +7X? —2X +5und T = 2X?% + 3X — 1 durch.

Aufgabe 4.15. Sei K ein Korper und sei K[X]| der Polynomring iiber K.
Zeige, dass jedes Polynom P € K[X], P # 0, eine Produktzerlegung
P=(X—-X)" (X =X)" Q

mit p; > 1 und einem nullstellenfreien Polynom ) besitzt, wobei die auf-
tretenden verschiedenen Zahlen Aq,..., A\; und die zugehérigen Exponenten
f1, - .., bis auf die Reihenfolge eindeutig bestimmt sind.

Aufgabe 4.16. Es sei F' € C[X] ein nichtkonstantes Polynom. Zeige, dass
F in Linearfaktoren zerfallt.
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Aufgabe 4.17. Bestimme die kleinste reelle Zahl, fiir die die Bernoullische
Ungleichung zum Exponenten n = 3 gilt.

Aufgabe 4.18. Skizziere die Graphen der folgenden rationalen Funktionen
f=g/h:U—R,

wobei U jeweils das Komplement der Nullstellenmenge des Nennerpolynoms
h sei.

Aufgabe 4.19. Es sei P € R[X] ein Polynom mit reellen Koeffizienten
und z € C sei eine Nullstelle von P. Zeige, dass dann auch die konjugiert-
komplexe Zahl Z eine Nullstelle von P ist.

Aufgaben zum Abgeben

Aufgabe 4.20. (3 Punkte)

Betrachte auf der Menge M = {1,2,3,4,5,6,7,8} die Abbildung
o: M — M, z+— p(x),

die durch die Wertetabelle

x |112|13|4]5 6|7
olx) [2]5]6[1]4 3|77

oo

gegeben ist. Berechne ¢'%%3 also die 1003-te Hintereinanderschaltung (oder

Iteration) von ¢ mit sich selbst.

Aufgabe 4.21. (2 Punkte)
Zeige, dass eine streng wachsende Funktion
fTR—R

injektiv ist.
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Aufgabe 4.22. (3 Punkte)

Seien L, M, N Mengen und
f:L—Mundg: M — N

Abbildungen mit der Hintereinanderschaltung
gof:L— N,z— g(f(2)).

Zeige: Wenn g o f surjektiv ist, so ist auch g surjektiv.

Aufgabe 4.23. (3 Punkte)
Berechne im Polynomring C[X] das Produkt
(4+9)X° —iX?+2X +3+2i)-(2—)X>+(3—=51) X*+ (2+i) X +1+5i).

Aufgabe 4.24. (3 Punkte)

Fiihre in C[X] die Division mit Rest ,,P durch 7 fiir die beiden Polynome
P=0G+)X"+iX?+B3-2)X —1und T = X? +iX + 3 — i durch.

Aufgabe 4.25. (5 Punkte)

Essei P € R[X] ein nichtkonstantes Polynom mit reellen Koeffizienten. Zeige,
dass man P als ein Produkt von reellen Polynomen vom Grad 1 oder 2
schreiben kann.

5. ARBEITSBLATT

Aufwirmaufgaben

Aufgabe 5.1. In einer Familie leben M, P, S und T'. Dabei ist M dreimal
so alt wie S und T zusammen, M ist dlter als P und S ist élter als T', wobei
der Altersunterschied von S zu T doppelt so gro3 wie der von M zu P ist.
Ferner ist P siebenmal so alt wie T" und die Summe aller Familienmitglieder
ist so alt wie die Gromutter véterlicherseits, ndmlich 83.

a) Stelle ein lineares Gleichungssystem auf, dass die beschriebenen Verhalt-
nisse ausdriickt.

b) Lose dieses Gleichungssystem.

Aufgabe 5.2. Kevin zahlt fiir einen Winterblumenstraufl mit 3 Schneeglock-
chen und 4 Mistelzweigen 2,50 € und Jennifer zahlt fiir einen Straufl aus 5
Schneeglockchen und 2 Mistelzweigen 2, 30 €. Wieviel kostet ein Straufl mit
einem Schneeglockchen und 11 Mistelzweigen.
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Aufgabe 5.3. Wir betrachten eine Uhr mit Stunden- und Minutenzeiger.
Es ist jetzt 6 Uhr, so dass die beiden Zeiger direkt gegeniiber stehen. Um
wieviel Uhr stehen die beiden Zeiger zum néchsten Mal direkt gegeniiber?

Aufgabe 5.4. Man finde ein Polynom
f=a+bX +cX?

mit a,b, c € R derart, dass die folgenden Bedingungen erfiillt werden.

f(=1)=2, f(1)=0, f(3) =5.

Aufgabe 5.5. Man finde ein Polynom
f=a+bX +cX?+dX?3

mit a,b, c,d € R derart, dass die folgenden Bedingungen erfiillt werden.

FO) =1, f(1) =2, f(2) =0, f(~1) = 1.

Aufgabe 5.6. Erstelle eine Geradengleichung fiir die Gerade im R?, die
durch die beiden Punkte (2,3) und (5, —7) lauft.

Vor der ndchsten Aufgabe erinnern wir an den Begriff der Sekante.
Zu einer auf einer Teilmenge 7" C R definierten Funktion
f:T—R

und zwei verschiedenen Punkten a,b € T heiit die Gerade durch (a, f(a))
und (b, f(b)) die Sekante von f an a und b.

Aufgabe 5.7. Bestimme eine Geradengleichung der Sekante der Funktion
R—R, z+— —2%+224+2,
zu den Stellen 3 und 4.

Aufgabe 5.8. Bestimme eine Ebenengleichung fiir die Ebene im R3, auf der
die drei Punkte
(1,0,0),(0,1,2) und (2,3,4)

liegen.

Aufgabe 5.9. Finde zu einer komplexen Zahl z = a + bi # 0 die inverse
komplexe Zahl mit Hilfe eines reellen linearen Gleichungssystems mit zwei
Variablen und zwei Gleichungen.
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Aufgabe 5.10. Lose iiber den komplexen Zahlen das lineare Gleichungssy-
stem

iz 4y +(2—1)z = 2
Ty 42z = —143i
2-5))z = 1.

Aufgabe 5.11. Es sei K der in Beispiel 2.3 eingefiihrte Koérper mit zwei
Elementen. Lose in K das inhomogene Gleichungssystem

T 4y = 1
y 4z = 0
r +y +z = 0.

Aufgabe 5.12. Zeige durch ein Beispiel, dass das durch die drei Gleichun-
gen LILIIT gegebene lineare Gleichungssystem nicht zu dem durch die drei
Gleichungen I-II, I-I1I1, II-ITI gegebenen linearen Gleichungssystem &quivalent
sein muss.

Aufgaben zum Abgeben

Aufgabe 5.13. (4 Punkte)
Lose das inhomogene Gleichungssystem

r+2y+3z2+4w =
20+ 3y + 4z + 5w =

r 4z =
T+Oy+oz+w =

|
S o

Aufgabe 5.14. (3 Punkte)

Betrachte im R? die beiden Ebenen
E={(2,y,2) € R} 3x+4y+52 = 2} und F = {(2,y,2) € R*|22—y+32 = —1}.
Bestimme die Schnittgerade £ N F.

Aufgabe 5.15. (3 Punkte)
Bestimme eine Ebenengleichung fiir die Ebene im R3, auf der die drei Punkte
(1,0,2),(4,—-3,2) und (2,1, —1)

liegen.
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Aufgabe 5.16. (3 Punkte)

Man finde ein Polynom
f=a+bX +cX?

mit a, b, c € C derart, dass die folgenden Bedingungen erfiillt werden.

FG) =1, f1) =141, f(1—2i) = —i.

Aufgabe 5.17. (4 Punkte)

Wir betrachten das lineare Gleichungssystem

20 —ay = -2
ax +3z = 3
—%x +y +z = 2

iiber den reellen Zahlen in Abhéngigkeit von a € R. Fiir welche a besitzt das
Gleichungssystem keine Losung, eine Losung oder unendlich viele Losungen?

6. ARBEITSBLATT

Aufwiarmaufgaben

Aufgabe 6.1. Berechne das Matrizenprodukt

Z E I L FE g 5 [I(
R E I H E A E A
H O R I 7 I R A
O N T A L T T I

Aufgabe 6.2.*
Berechne iiber den komplexen Zahlen das Matrizenprodukt

(2—z' —1-3i —1> o
l 0 4—2 9 4 5i

Aufgabe 6.3. Bestimme das Matrizenprodukt
€;0€j,
wobei links der i-te Standardvektor (der Lénge n) als Zeilenvektor und rechts

der j-te Standardvektor (ebenfalls der Linge n) als Spaltenvektor aufgefasst
wird.
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Aufgabe 6.4. Es sei M eine m x n-Matrix. Zeige, dass das Matrizenprodukt
Me; mit dem j-ten Standardvektor (als Spaltenvektor aufgefasst) die j-te
Spalte von M ergibt. Was ist e; M, wobei e; der i-te Standardvektor (als
Zeilenvektor aufgefasst) ist?

Aufgabe 6.5. Berechne das Matrizenprodukt

240 1-Li 4 ?/5;_4; 2;2; 1+
—5+Ti V2+i 0 | _Z. 2 — 3i

geméaf den beiden moglichen Klammerungen.

Fiir die folgende Aussage wird sich bald ein einfacher Beweis iiber die Bezie-
hung zwischen Matrizen und linearen Abbildungen ergeben.

Aufgabe 6.6. Zeige, dass die Matrizenmultiplikation assoziativ ist.
Genauer: Es sei K ein Korper und es sei A eine m x n-Matrix, B eine n X p-
Matrix und C' eine p x r-Matrix iiber K. Zeige, dass (AB)C' = A(BC) ist.

Zu einer Matrix M bezeichnet man mit M" die n-fache Verkniipfung (Matri-
zenmultiplikation) mit sich selbst. Man spricht dann auch von n-ten Potenzen
der Matrix.

Aufgabe 6.7. Berechne zur Matrix

die Potenzen

Aufgabe 6.8. Es sei K ein Koérper und es seien V' und W Vektorrdume iiber
K. Zeige, dass auch das Produkt

V xW

ein K-Vektorraum ist.

Aufgabe 6.9. Es sei K ein Koérper und [ eine Indexmenge. Zeige, dass
K' = Abb (I, K)

mit stellenweiser Addition und skalarer Multiplikation ein K-Vektorraum ist.
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Aufgabe 6.10. Es sei K ein Korper und

111 + a9 + ...+ a1y =0
(911 + Q999 + ...+ GopTy, =0
A1 + Qoo + ...+ Ay, = 0

ein lineares Gleichungssystem iiber K. Zeige, dass die Menge aller Losungen
des Gleichungssystems ein Untervektorraum des K™ ist. Wie verhélt sich
dieser Losungsraum zu den Losungsrdumen der einzelnen Gleichungen?

Aufgabe 6.11. Man mache sich klar, dass sich die Addition und die skalare
Multiplikation auf einen Untervektorraum einschréanken lédsst und dass dieser
mit den von V' geerbten Strukturen selbst ein Vektorraum ist.

Aufgabe 6.12. Es sei K ein Korper und V' ein K-Vektorraum. Es seien
U,W C V Untervektorrdume. Zeige, dass die Vereinigung U U W nur dann
ein Untervektorraum ist, wenn U C W oder W C U gilt.

Aufgaben zum Abgeben

Aufgabe 6.13. (3 Punkte)

Berechne iiber den komplexen Zahlen das Matrizenprodukt

) ) 1—2: —1
(3;% P 49> 3—di 243
! ¢ Y\s—7i 2-i
Aufgabe 6.14. (4 Punkte)
Wir betrachten die Matrix
0 a b ¢
0 0 d e
M=1y00 ¢
00 00

iiber einem Korper K. Zeige, dass die vierte Potenz von M gleich 0 ist, also
M*=MMMM =0.

Aufgabe 6.15. (3 Punkte)

Es sei K ein Korper und V' ein K-Vektorraum. Zeige, dass die folgenden
Eigenschaften gelten (dabei sei A € K und v € V).
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(1) Esist Ov = 0.

(2) Esist A0 =0.

(3) Esist (—1)v = —wv.

(4) Aus A # 0 und v # 0 folgt Av # 0.
Aufgabe 6.16. (3 Punkte)

Man gebe ein Beispiel fiir einen Vektorraum V' und von drei Teilmengen in
V' an, die jeweils zwei der Unterraumaxiome erfiillen, aber nicht das dritte.

7. ARBEITSBLATT
Aufwiarmaufgaben

Aufgabe 7.1. Driicke in Q? den Vektor
(2,-7)
als Linearkombination der Vektoren
(5,—3) und (—11,4)

aus.

Aufgabe 7.2. Driicke in C? den Vektor
(1,0)
als Linearkombination der Vektoren
(3+5¢,—3+2¢) und (1 — 6i,4 — 1)

aus.

Aufgabe 7.3. Es sei K ein Korper und V' ein K-Vektorraum. Es sei v,
t € I, eine Familie von Vektoren in V und w € V ein weiterer Vektor. Es sei
vorausgesetzt, dass die Familie

w,v;,1 € T,

ein Erzeugendensystem von V' ist und dass sich w als Linearkombination der
v;, ¢ € I, darstellen ldsst. Zeige, dass dann schon v;, ¢ € I, ein Erzeugenden-
system von V ist.

Aufgabe 7.4. Es sei K ein Korper und V' ein K-Vektorraum. Beweise fol-
gende Aussagen.
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(1) Sei Uj, j € J, eine Familie von Untervektorrdumen von V. Dann ist

auch der Durchschnitt
U=\U;

jeJ
ein Untervektorraum.
(2) Zu einer Familie v;, ¢ € I, von Elementen in V' ist der erzeugte Un-
terraum ein Unterraum.
(3) Die Familie v;, i € I, ist genau dann ein Erzeugendensystem von V|
wenn
<U¢, 1el > =V
ist.

Aufgabe 7.5. Zeige, dass die drei Vektoren

0 4 1
1 3 7
21710171 0
1 2 -1

im R* linear unabhéngig sind.

Aufgabe 7.6. Man gebe im R? drei Vektoren an, so dass je zwei von ihnen
linear unabhéingig sind, aber alle drei zusammen linear abhéngig.

Aufgabe 7.7. Sei K ein Korper, V ein K-Vektorraum und v;, i € I, eine
Familie von Vektoren in V. Beweise die folgenden Aussagen.

(1) Wenn die Familie linear unabhéngig ist, so ist auch zu jeder Teilmenge
J C I die Familie v; , 7 € J, linear unabhéngig.

(2) Die leere Familie ist linear unabhéngig.

(3) Wenn die Familie den Nullvektor enthélt, so ist sie nicht linear un-
abhéngig.

(4) Wenn in der Familie ein Vektor mehrfach vorkommt, so ist sie nicht
linear unabhéngig.

(5) Ein Vektor v ist genau dann linear unabhéngig, wenn v # 0 ist.

(6) Zwei Vektoren v und u sind genau dann linear unabhéngig, wenn
weder u ein skalares Vielfaches von v ist noch umgekehrt.

Aufgabe 7.8. Es sei K ein Korper, V' ein K-Vektorraum und sei v;, i € I,
eine Familie von Vektoren in V. Es sei \;, ¢ € I, eine Familie von Elementen
# 0 aus K. Zeige, dass die Familie v;, ¢ € I, genau dann linear unabhéngig
(ein Erzeugendensystem von V, eine Basis von V) ist, wenn dies fiir die
Familie \;v;, ¢ € I, gilt.
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Aufgabe 7.9. Bestimme eine Basis fiir den Losungsraum der linearen Glei-
chung
3r+4y — 22+ 5w =0.

Aufgabe 7.10. Bestimme eine Basis fiir den Losungsraum des linearen Glei-
chungssystems

—2x+4+3y—z+4w=0und 3z — 2w =0.

Aufgabe 7.11. Zeige, dass im R? die drei Vektoren

2 1 4
1], 13,1
5 7 2

eine Basis bilden.

Aufgabe 7.12. Bestimme, ob im C? die zwei Vektoren

2+ 7 o4 (15 +26i
3—4 ) "M 137

Aufgabe 7.13. Es sei K ein Kérper. Man finde ein lineares Gleichungssy-
stem in drei Variablen, dessen Losungsraum genau

eine Basis bilden.

3
{AM 2 || e K}
-5
ist.
Aufgaben zum Abgeben
Aufgabe 7.14. (3 Punkte)
Driicke in Q* den Vektor
(2,5,-3)

als Linearkombination der Vektoren
(1,2,3),(0,1,1) und (—1,2,4)

aus. Zeige, dass man ihn nicht als Linearkombination von zweien der drei
Vektoren ausdriicken kann.
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Aufgabe 7.15. (2 Punkte)

Bestimme, ob im R3 die drei Vektoren

2 9 ~1
3 |.12].] 4
-5 6 —1

eine Basis bilden.

Aufgabe 7.16. (2 Punkte)

Bestimme, ob im C? die zwei Vektoren

27 4 (506
3492 ) "M \3 17

Aufgabe 7.17. (4 Punkte)

Es sei Q" der n-dimensionale Standardraum iiber Q und sei vy,...,v, € Q"
eine Familie von Vektoren. Zeige, dass diese Familie genau dann eine Q-Basis
des Q" ist, wenn diese Familie aufgefasst im R™ eine R-Basis des R™ bildet.

eine Basis bilden.

Aufgabe 7.18. (3 Punkte)
Es sei K ein Korper und sei
3]
e K"
Qn

ein von 0 verschiedener Vektor. Man finde ein lineares Gleichungssystem in
n Variablen mit n — 1 Gleichungen, dessen Losungsraum genau

a1
A s ) eK}
an,
ist.
8. ARBEITSBLATT
Aufwiarmaufgaben

Aufgabe 8.1. Es sei K ein Kérper und V ein K-Vektorraum mit endlicher
Dimension n = dim(V). Es seien n Vektoren vy, ..., v, in V gegeben. Zeige,
dass die folgenden Eigenschaften dquivalent sind.
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(1) vy,...,v, bilden eine Basis von V.
(2) v1,...,v, bilden ein Erzeugendensystem von V.
(3) v1,...,v, sind linear unabhéngig.

Aufgabe 8.2. Es sei K ein Korper und sei K[X]| der Polynomring iiber K.
Sei d € N. Zeige, dass die Menge aller Polynome vom Grad < d ein endlich-
dimensionaler Untervektorraum von K[X] ist. Was ist seine Dimension?

Aufgabe 8.3. Zeige, dass die Menge aller reellen Polynome vom Grad < 4,
fiir die —2 und 3 Nullstellen sind, ein endlichdimensionaler Untervektorraum
in R[X] ist. Bestimme die Dimension von diesem Vektorraum.

Aufgabe 8.4.*

Es sei K ein Korper und es seien V und W endlichdimensionale K-Vektor-
raume mit dim(V) = n und dim(W) = m. Welche Dimension besitzt der
Produktraum V' x W7

Aufgabe 8.5. Es sei V ein endlichdimensionaler Vektorraum {iber den kom-
plexen Zahlen, und sei vy, ..., v, eine Basis von V. Zeige, dass die Vektoren-
familie

Vi,...,0, und ivy,..., 10,

eine Basis von V', aufgefasst als reeller Vektorraum, ist.

Aufgabe 8.6. Es sei die Standardbasis e, €5, €3, e4 im R* gegeben und die
drei Vektoren

1 2 —4
3 1 9
o |15 und 5
—4 7 1

Zeige, dass diese Vektoren linear unabhéngig sind und ergénze sie mit einem
geeigneten Standardvektor geméafl Satz 8.2 zu einer Basis. Kann man jeden
Standardvektor nehmen?

Aufgabe 8.7. Bestimme die Ubergangsmatrizen M* und M? fiir die Stan-
dardbasis u und die durch die Vektoren

0

—_

V] = , Ug = und vy =

_— o O O
OO = O

0
1
0

coo
S
w
|

gegebene Basis v im R*.
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Aufgabe 8.8. Bestimme die Ubergangsmatrizen M* und M fiir die Stan-
dardbasis u und die durch die Vektoren

3+ 5 24+ %
v={y und vy = At )

gegebene Basis b im C2.

Aufgabe 8.9. Wir betrachten die Vektorenfamilien
b — 7 8 du— 4 7
=\ _y) () mdu=1{g),15
im R2.

a) Zeige, dass sowohl v als auch u eine Basis des R? ist.

b) Es sei P € R? derjenige Punkt, der beziiglich der Basis v die Koordinaten
(—2,5) besitze. Welche Koordinaten besitzt der Punkt beziiglich der Basis
u.

¢) Bestimme die Ubergangsmatrix, die den Basiswechsel von v nach u be-
schreibt.

Aufgaben zum Abgeben

Aufgabe 8.10. (4 Punkte)

Zeige, dass die Menge aller reellen Polynome vom Grad < 6, fiir die —1, 0
und 1 Nullstellen sind, ein endlichdimensionaler Untervektorraum in R[X]
ist. Bestimme die Dimension von diesem Vektorraum.

Aufgabe 8.11. (3 Punkte)

Es sei K ein Korper und V' ein K-Vektorraum. Es sei vy, ..., v,, eine Familie
von Vektoren in V' und sei

U:<’l]i,i:1,...,m>

der davon aufgespannte Untervektorraum. Zeige, dass die Familie genau dann
linear unabhéngig ist, wenn die Dimension von U gleich m ist.

Aufgabe 8.12. (4 Punkte)
Bestimme die Ubergangsmatrizen MY und M? fiir die Standardbasis u und
die durch die Vektoren

4 2 5
v=\|5|,mu=1| 3 undwvs =1 7
1 -8 -3

gegebene Basis b im R3.
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Aufgabe 8.13. (6 Punkte)

Wir betrachten die Vektorenfamilien

1 4 0 0 6 3
v={2], (7)., (2] wdu=(2], (6], 5
3 1 5 4 1 9

im R3.
a) Zeige, dass sowohl v als auch u eine Basis des R? ist.

b) Es sei P € R? derjenige Punkt, der beziiglich der Basis v die Koordinaten
(2,5,4) besitze. Welche Koordinaten besitzt der Punkt beziiglich der Basis
u.

¢) Bestimme die Ubergangsmatrix, die den Basiswechsel von v nach u be-
schreibt.

9. ARBEITSBLATT
Aufwirmaufgaben

Aufgabe 9.1. Es sei K ein Korper und es seien V und W zwei K-
Vektorraume. Es sei

o V—W
eine K-lineare Abbildung. Zeige, dass fiir beliebige Vektoren vy,...,v, € V
und Koeffizienten sq, ..., s, € K die Beziehung

¥ (Z Si%‘) = Z sip(vi)

i=1 i=1
gilt.

Aufgabe 9.2. Es sei K ein Kérper und V' ein K-Vektorraum. Zeige, dass
zu a € K die Abbildung

V—V vr— av,

linear ist.3!

Aufgabe 9.3. Interpretiere die folgenden physikalischen Gesetze als lineare
Abbildungen von R nach R. Was sind die messbaren Grofien, was ist der
Proportionalitatsfaktor und wodurch ist dieser festgelegt?

(1) Masse ist Volumen mal Dichte.
(2) Energie ist Masse mal Brennwert.

31Eine solche Abbildung heit Homothetie oder Streckung mit dem Streckungsfaktor a.
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Die zuriickgelegte Strecke ist Geschwindigkeit mal Zeit.
Kraft ist Masse mal Beschleunigung.

Energie ist Kraft mal Weg.

Energie ist Leistung mal Zeit.

Spannung ist Widerstand mal Stromstérke.

Ladung ist Stromstérke mal Zeit.

Aufgabe 9.4. Um die Erde wird entlang des Aquators ein Band gelegt. Das
Band ist jedoch einen Meter zu lang, so dass es ringsherum gleichméflig an-
gehoben wird, um straff zu werden. Welche der folgenden Lebewesen kénnen
drunter durch laufen/schwimmen /fliegen /tanzen?

(1) Eine Amobe.

(2) Eine Ameise.

(3) Eine Meise.

(4) Eine Flunder.

(5) Eine Boa constrictor.

(6) Ein Meerschweinchen.

(7) Eine Boa constrictor, die ein Meerschweinchen verschluckt hat.
(8) Ein sehr guter Limboténzer.

Aufgabe 9.5. Es sei eine lineare Abbildung
0:R* —R

() -soe(2) -
o(5)-

Aufgabe 9.6. Erginze den Beweis zu Satz 9.5 um die Vertréglichkeit mit
der skalaren Multiplikation.

mit

gegeben. Berechne

Aufgabe 9.7. Es sei K ein Korper und seien U, V, W Vektorraume iiber K.
Es seien
p:U—=Vundy:V - W
lineare Abbildungen. Zeige, dass dann auch die Verkniipfung
Yop:U—W

eine lineare Abbildung ist.
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Aufgabe 9.8. Es sei K ein Korper und V' ein K-Vektorraum. Es sei
v1,. .., 0, eine Familie von Vektoren in V. Zeige, dass fiir die Abbildung

n
o K" —V, (517---78n>'—>23ivi7
i=1

die folgenden Beziehungen gelten.

(1) ¢ ist injektiv genau dann, wenn vy, ..., v, linear unabhéngig sind.

(2) ¢ ist surjektiv genau dann, wenn vy, ..., v, ein Erzeugendensystem
von V ist.

(3) ¢ ist bijektiv genau dann, wenn vy, ..., v, eine Basis ist.

Aufgabe 9.9. Zeige, dass die Abbildungen
C — R, z+— Re(z),
und
C—R, z+—Im(2),
R-lineare Abbildungen sind. Zeige ferner, dass die komplexe Konjugation
R-linear, aber nicht C-linear ist. Ist der Betrag
C—R, z— |7,

R-linear?

Aufgabe 9.10. Es sei K ein Korper und es seien V' und W zwei K-Vektor-
raume. Es sei

p:V—W
eine K-lineare Abbildung. Zeige, dass die folgenden Aussagen gelten.

(1) Fiir einen Untervektorraum S C V ist auch das Bild ¢(.S) ein Unter-
raum von W.

(2) Insbesondere ist das Bild bild ¢ = ¢(V) der Abbildung ein Unter-
raum von W.

(3) Fiir einen Unterraum 7' C W ist das Urbild ¢~ *(T') ein Unterraum
von V.

(4) Insbesondere ist »~!(0) ein Unterraum von V.

Aufgabe 9.11.*

Bestimme den Kern der linearen Abbildung

* 2 1 5 2 *

R* — R3, Z (3 —2 7 -1 'Z
2 1 —4 3

w w
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Aufgabe 9.12.*

Bestimme den Kern der durch die Matrix
230 -1
M= (4 2 2 5 )
gegebenen linearen Abbildung
¢ :R* — R2

Aufgabe 9.13. Finde mittels elementar-geometrischer Uberlegungen eine
Matrix, die eine Drehung um 45 Grad gegen den Uhrzeigersinn in der Ebene
beschreibt.

Aufgabe 9.14. Betrachte die Abbildung
f:R— R,

die eine rationale Zahl ¢ € Q auf ¢ schickt und die alle irrationalen Zah-
len auf 0 schickt. Ist dies eine Q-lineare Abbildung? Ist sie mit Skalierung
vertraglich?

Aufgaben zum Abgeben

Aufgabe 9.15. (3 Punkte)
Es sei eine lineare Abbildung

¢ :R* — R?

2 4 0 1 3 5
ell] = 2] 41 = 1 und ¢ | 1| = 0
3 2 1

gegeben. Berechne

AS)
SGLIITN

Aufgabe 9.16. (3 Punkte)

Finde mittels elementar-geometrischer Uberlegungen eine Matrix, die eine
Drehung um 30 Grad gegen den Uhrzeigersinn in der Ebene beschreibt.
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Aufgabe 9.17. (3 Punkte)
Bestimme das Bild und den Kern der linearen Abbildung

T 1 3 4 —1 T

L pd 4 D) 2 5 7 —1 i)
PRE=RL L 21 2 3 2 3
Ty -2 0 0 -2 T4

Aufgabe 9.18. (3 Punkte)

Es sei E C R3? die durch die lineare Gleichung 5z + 7y — 4z = 0 gegebene
Ebene. Bestimme eine lineare Abbildung

0 :R* — R?
derart, dass das Bild von ¢ gleich F ist.

Aufgabe 9.19. (3 Punkte)

Auf dem reellen Vektorraum G = R* der Glithweine betrachten wir die beiden
linearen Abbildungen

z
G — R, :f — 82+ 9n + 5r + s,
s
und
z
k:G— R, Z — 22 +n + 4r + 8s.
S

Wir stellen uns 7 als Preisfunktion und ~ als Kalorienfunktion vor. Man
bestimme Basen fiir kern 7, fiir kern & und fiir kern (7 x &) .32

32Man store sich nicht daran, dass hier negative Zahlen vorkommen kénnen. In einem
trinkbaren Glithwein kommen natiirlich die Zutaten nicht mit einem negativen Koeffizien-
ten vor. Wenn man sich aber beispielsweise iiberlegen mochte, auf wie viele Arten man eine
bestimmte Rezeptur dndern kann, ohne dass sich der Gesamtpreis oder die Energiemenge
dndert, so ergeben auch negative Eintrége einen Sinn.
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10. ARBEITSBLATT

Aufwiarmaufgaben

Aufgabe 10.1. Die Telefonanbieter A, B und C' kdmpfen um einen Markt,
wobei die Marktaufteilung im Jahr j durch das Kundentupel K; = (aj, b;, ¢;)
ausgedriickt wird (dabei steht a; fiir die Anzahl der Kunden von A im Jahr
j u.s.w.). Es sind regelméafBig folgende Kundenbewegungen innerhalb eines
Jahres zu beobachten.

(1) Die Kunden von A bleiben zu 80% bei A und wechseln zu je 10% zu
B bzw. zu C.

(2) Die Kunden von B bleiben zu 70% bei B und wechseln zu 10% zu A
und zu 20% zu C.

(3) Die Kunden von C' bleiben zu 50% bei C' und wechseln zu 20% zu A
und zu 30% zu B.

a) Bestimme die lineare Abbildung (bzw. die Matrix), die das Kundentupel
K1 aus K berechnet.

b) Welches Kundentupel entsteht aus dem Kundentupel (12000, 10000, 8000)
innerhalb eines Jahres?

¢) Welches Kundentupel entsteht aus dem Kundentupel (10000, 0, 0) in vier
Jahren?

Aufgabe 10.2. Es sei K ein Korper und es seien V' und W Vektorrdume
iiber K der Dimension n bzw. m. Es sei

o V—W

eine lineare Abbildung, die beziiglich zweier Basen durch die Matrix M €
Mat,,« (K) beschrieben werde. Zeige, dass ¢ genau dann surjektiv ist, wenn
die Spalten der Matrix ein Erzeugendensystem von K™ bilden.

Aufgabe 10.3. Es sei K ein Korper und es seien V und W zwei K- Vek-
torrdume. Es sei

o V—W
eine bijektive lineare Abbildung. Zeige, dass dann auch die Umkehrabbildung

oW —V

linear ist.
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Aufgabe 10.4. Bestimme die inverse Matrix zu
2 7
M= (_ \ 9) |

Aufgabe 10.5. Bestimme die inverse Matrix zu

1 2 3
M={6 -1 -2
0o 3 7

Aufgabe 10.6. Bestimme die inverse Matrix zur komplexen Matrix
(243 11—
M_<5—4z' 6—2@')'

Aufgabe 10.7.*

a) Bestimme, ob die komplexe Matrix

(2450 1-2i
M‘(3—4¢ 6—2@')

invertierbar ist.

b) Finde eine Losung fiir das inhomogene lineare Gleichungssystem
y (ZI) _ (54+ 72@) |
Z9 0

Aufgabe 10.8. Zeige, dass die Matrix

0 0  k+2 k+1
0 0  k+1 k&
-k k+1 0 0
k+1 —(k+2) 0 0

fiir jedes k zu sich selbst invers ist.

Aufgabe 10.9. Wir betrachten die lineare Abbildung

x X
125
. K3 2
okt >K’Z 5(411)1

Es sei U C K? der durch die lineare Gleichung 2z + 3y + 4z = 0 definierte
Untervektorraum von K2, und 1 sei die Einschrinkung von ¢ auf U. Zu U
gehoren Vektoren der Form

u=(0,1,a), v=1(1,0,b) und w = (1,¢,0).
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Berechne die Ubergangsmatrizen zwischen den Basen
by =v,w, by = u,w und by = u,v

von U sowie die beschreibenden Matrizen fiir ¢ bzgl. dieser drei Basen (und
der Standardbasis auf K?).

Aufgabe 10.10. Zeige, dass die Elementarmatrizen invertierbar sind. Wie
sehen zu den Elementarmatrizen die inversen Matrizen aus?

Aufgabe 10.11. Essei K ein Korper und M eine n xn-Matrix mit Eintrégen
in K. Zeige, dass die Multiplikation mit den Elementarmatrizen von links mit
M folgende Wirkung haben.

(1) V;; o M = Vertauschen der i-ten und der j-ten Zeile von M.
(2) (Sk(s)) o M = Multiplikation der k-ten Zeile von M mit s.
(3) (Aij(a))o M = Addition des a-fachen der j-ten Zeile von M zur i-ten

Zeile (i # 7).

Aufgabe 10.12. Beschreibe die Wirkungsweise, wenn man eine Matrix mit
einer Elementarmatrix von rechts multipliziert.

Aufgaben zum Abgeben

Aufgabe 10.13. (3 Punkte)

Bestimme die inverse Matrix zu

o W

M=

— Ot N
W = N

Aufgabe 10.14. (3 Punkte)

Fiihre das Invertierungsverfahren fiir die Matrix

(¢ o

unter der Voraussetzung ad — be # 0 durch.
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Aufgabe 10.15. (6 (3+1+2) Punkte)

Eine Tierpopulation besteht aus Traglingen (erstes Lebensjahr), Frischlin-
gen (zweites Lebensjahr), Halbstarken (drittes Lebensjahr), Reifen (viertes
Lebensjahr) und alten Hasen (fiinftes Lebensjahr), dlter konnen diese Tiere
nicht werden. Der Gesamtbestand dieser Tiere in einem bestimmten Jahr j
wird daher durch ein 5—Tupel Bj = (bLj, bgd, b37j, b47j, b57]‘) angegeben.

Von den Traglingen erreichen 7/8-tel das Frischlingsalter, von den Frischlin-
gen erreichen 9/10-tel das Halbstarkenalter, von den Halbstarken erreichen
5/6-tel das reife Alter und von den Reifen erreichen 2/3-tel das fiinfte Jahr.

Traglinge und Frischlinge kénnen sich noch nicht vermehren, dann setzt die
Geschlechtsreife ein und 10 Halbstarke zeugen 5 Nachkommen und 10 Rei-
fe zeugen 8 Nachkommen, wobei die Nachkommen ein Jahr spéter geboren
werden.

a) Bestimme die lineare Abbildung (bzw. die Matrix), die den Gesamtbestand
Bj1 aus dem Bestand B; berechnet.

b) Was wird aus dem Bestand (200, 150, 100, 100, 50) im Folgejahr?
¢) Was wird aus dem Bestand (0,0, 100,0,0) in fiinf Jahren?

Aufgabe 10.16. (3 Punkte)
Es sei z € C eine komplexe Zahl und es sei
C—C, wr— zw,

die dadurch definierte Multiplikation, die eine C-lineare Abbildung ist. Wie
sieht die Matrix zu dieser Abbildung beziiglich der reellen Basis 1 und 7 aus?
Zeige, dass zu zwei komplexen Zahlen z; und z; mit den zwei reellen Matrizen
M, und My die Produktmatrix My o My die beschreibende Matrix zu 2129
ist.

11. ARBEITSBLATT
Aufwirmaufgaben

Aufgabe 11.1. Bestimme explizit den Spaltenrang und den Zeilenrang der
Matrix

3 2 6
4 1 5
6 -1 3

Beschreibe lineare Abhéngigkeiten (falls solche existieren) zwischen den Zei-
len als auch zwischen den Spalten der Matrix.
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Aufgabe 11.2. Zeige, dass sich bei elementaren Zeilenumformungen der
Spaltenrang nicht dndert.

Aufgabe 11.3. Berechne die Determinante der Matrix
1431 5—1
3—20 4+41) "

Aufgabe 11.4. Berechne die Determinante der Matrix
1 35
21 3
8§ 7 4

Aufgabe 11.5. Zeige durch Induktion, dass bei einer oberen Dreiecksmatrix
die Determinante gleich dem Produkt der Diagonalelemente ist.

Aufgabe 11.6. Uberpriife die Multilinearitit und die Eigenschaft, alternie-
rend zu sein, direkt fiir die Determinante von 3 x 3-Matrizen.

Aufgabe 11.7. Es sei M eine quadratische Matrix, die man als

A B
=0 5)
mit quadratischen Matrizen A und D schreiben kann. Zeige det M = det A-
det D.

Aufgabe 11.8.*

Bestimme, fiir welche x € C die Matrix

2?4z —x
— 234+ 22+5r—1 22—z

invertierbar ist.

Aufgabe 11.9. Man mache sich anhand des Bildes klar, dass zu zwei Vekto-
ren (x1,y;) und (x2,y,) die Determinante der durch die Vektoren definierten
2 X 2-Matrix mit dem Flidcheninhalt des von den beiden Vektoren aufge-
spannten Parallelogramms (bis auf das Vorzeichen) iibereinstimmt.
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Y2 D

yi1qcC

2 1

Aufgabe 11.10. Zeige, dass man die Determinante nach jeder Zeile und
nach jeder Spalte entwickeln kann.

Aufgabe 11.11. Es sei K ein Koérper und m,n,p € N. Zeige, dass das
Transponieren von Matrizen folgende Eigenschaften besitzt (dabei seien
A, B € Mat,,xn(K), C € Mat,«,(K) und s € K).

(1) (A)i" = A.

(2) (A+ B)'" = A" + B'.
(3) (sA)r=s- A"

(4) (Ao )" =C" o A",

Aufgabe 11.12. Man berechne die Determinante der Matrix

027
14 5],
6 0 3

indem man die Matrix nach allen Spalten und nach allen Zeilen entwickle.

Aufgabe 11.13. Berechne die Determinanten aller 3 x 3-Matrizen, bei denen
in jeder Spalte und in jeder Zeile genau einmal 1 und zweimal 0 steht.

Aufgabe 11.14. Sei z € C und
C—C, wr— zw,

die zugehorige Multiplikation. Bestimme die Determinante dieser Abbildung,
wenn man sie als reell-lineare Abbildung R? — R? auffasst.
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Die néchsten Aufgaben verwenden die folgende Definition.

Es sei K ein Korper und V' ein K-Vektorraum. Zu a € K heifit die lineare
Abbildung

p:V—V, v— av,

die Streckung (oder Homothetie) zum Streckungsfaktor a.

Aufgabe 11.15. Was ist die Determinante einer Streckung?

Aufgabe 11.16. Bestitige den Determinantenmultiplikationssatz fiir zwei
Streckungen auf einem endlichdimensionalen Vektorraum.

Aufgabe 11.17. Bestétige den Determinantenmultiplikationssatz fiir die

beiden Matrizen
5 7 -3 1
A= (2 _4> undB:(6 5) .
Aufgaben zum Abgeben

Aufgabe 11.18. (4 Punkte)

Es sei K ein Korper und es seien V und W Vektorrdume iiber K der Dimen-
sion n bzw. m. Es sei

p:V—W

eine lineare Abbildung, die beziiglich zweier Basen durch die Matrix M €
Mat,,,«n (K) beschrieben werde. Zeige, dass

rang ¢ = rang M
gilt.

Aufgabe 11.19. (3 Punkte)
Berechne die Determinante der Matrix
14+7 3—22 5
7 1 3—1
21 —4—17 241
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Aufgabe 11.20. (4 Punkte)

Berechne die Determinante der Matrix

2 1 0 =2
1 3 3 -1
A= 3 2 4 =3
2 =2 2 3

Aufgabe 11.21. (2 Punkte)

Berechne die Determinanten der Elementarmatrizen.

Aufgabe 11.22. (5 Punkte)

Bestétige den Determinantenmultiplikationssatz fiir die beiden Matrizen

3 4 7 -2 1 0
A=12 0 —-1)| und B = 2 3 5
1 3 4 2 0 =3

12. ARBEITSBLATT
Aufwarmaufgaben

Aufgabe 12.1. Zeige, dass es in Q kein Element 2 mit 22 = 2 gibt.

Aufgabe 12.2. Berechne von Hand die Approximationen xi, s, x3, T4 im
Heron-Verfahren fiir die Quadratwurzel von 5 zum Startwert xo = 2.

Aufgabe 12.3. Es sei (z,)nen eine reelle Folge. Zeige, dass die Folge genau
dann gegen = konvergiert, wenn es fiir jedes k € N, ein ny € N gibt derart,
dass fiir alle n > ng die Abschitzung |z, — x| < % gilt.

Aufgabe 12.4. Untersuche die durch
1
Ty = ﬁ
gegebene Folge (n > 1) auf Konvergenz.

Aufgabe 12.5. Es seien (2, )neny und (Y, )nen zwei konvergente reelle Folgen
mit x, >y, fiir alle n € N. Zeige, dass dann lim,, o, z, > lim,,_., ¥, gilt.
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Aufgabe 12.6. Es seien (7,)nen, (Yn)nen und (2, )nen drei reelle Folgen. Es
gelte x, < y, < z, furallen € N und (z,)neny und (z,)neny konvergieren
beide gegen den gleichen Grenzwert a. Zeige, dass dann auch (y,)nen gegen
diesen Grenzwert a konvergiert.

Aufgabe 12.7. Es sei (x,)nen eine konvergente Folge reeller Zahlen mit
Grenzwert z. Zeige, dass dann auch die Folge

(|xn|)n€N

konvergiert, und zwar gegen |x|.

In den beiden folgenden Aufgaben geht es um die Folge der Fibonacci-Zahlen.
Die Folge der Fibonacci-Zahlen f,, ist rekursiv definiert durch

fii=1,fer=1und foi2:= fri1+ fa.

Aufgabe 12.8. Beweise durch Induktion die Stmpson-Formel oder Simpson-
Identitét fir die Fibonacci-Zahlen f,,. Sie besagt (n > 2)

fn+1fn—1 - f,f - (—1)n-

Aufgabe 12.9. Beweise durch Induktion die Binet-Formel fiir die Fibonacci-
Zahlen. Diese besagt, dass

(1+2\/5)n o (172\/5)71

fn: \/g

gilt (n > 1).

Aufgabe 12.10. Man untersuche die folgenden Teilmengen M C R auf die
Begriffe obere Schranke, untere Schranke, Supremum, Infimum, Maximum
und Minimum.

1) {Qa_37 _4a5767_171}7
{1 -3 -4 5 6 -1 1
]

22 779797137 3741
—5,2],

{i|neN,},
{%|n € N+} U {0},
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Aufgaben zum Abgeben

Aufgabe 12.11. (3 Punkte)

Untersuche die durch )
Ty — ﬁ

gegebene Folge (n > 1) auf Konvergenz.

Aufgabe 12.12. (3 Punkte)

Bestimme den Grenzwert der durch

™n? —3n? +2n—11
13n3 —5n+4

Ty =

definierten reellen Folge.

Aufgabe 12.13. (4 Punkte)
Zeige, dass die reelle Folge

()
2n neN

gegen 0 konvergiert.

Aufgabe 12.14. (6 Punkte)
Untersuche die durch
S
Ty = ——
n!

gegebene Folge auf Konvergenz.

Aufgabe 12.15. (5 Punkte)

Seien (x,)neny und (Y, )nen Folgen reeller Zahlen und sei die Folge (z,)nen
definiert durch zy, 1 := x,, und 29, = y,. Zeige, dass (2,)nen genau dann
konvergiert, wenn (z,)neny und (y,)nen gegen den gleichen Grenzwert kon-
vergieren.

Aufgabe 12.16. (3 Punkte)
Bestimme den Grenzwert der durch
. 2n +5y/n+7
" —Bn+3yn—4

definierten reellen Folge.
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13. ARBEITSBLATT

Aufwirmaufgaben

Aufgabe 13.1. Beweise die Aussagen (1), (3) und (5) von Lemma 13.1.

Aufgabe 13.2. Sei k € N,. Zeige, dass die Folge (nik)neN gegen 0 konver-
giert.

Aufgabe 13.3. Man gebe ein Beispiel fiir eine Cauchy-Folge in Q, die (in
Q) nicht konvergiert.

Aufgabe 13.4. Man gebe ein Beispiel fiir eine reelle Folge, die nicht kon-
vergiert, aber eine konvergente Teilfolge enthélt.

Aufgabe 13.5. Sei a € R eine nichtnegative reelle Zahl und ¢ € R,. Zeige,
dass die rekursiv definierte Folge mit zy = ¢ und

T, +a/x,
Tnf1 7= =5

gegen +/a konvergiert.

Aufgabe 13.6. Es sei (f,,)nen die Folge der Fibonacci-Zahlen und

o
" f n—1

Zeige, dass diese Folge in R konvergiert und dass der Grenzwert x die Bedin-
gung

r=1+2""

erfiillt. Berechne daraus =z.

Tipp: Zeige zuerst mit Hilfe der Simpson-Formel, dass man mit diesen Brii-
chen eine Intervallschachtelung basteln kann.

Vor der néchsten Aufgabe erinnern wir an die beiden folgenden Definitionen.

Zu zwei reellen Zahlen x und y heif3t
r+y
2

das arithmetische Mittel.

Zu zwei nichtnegativen reellen Zahlen z und y heifit

Vi
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das geometrische Mittel.

Aufgabe 13.7. Es seien x und y zwei nichtnegative reelle Zahlen. Zeige,
dass das arithmetische Mittel der beiden Zahlen mindestens so grof wie ihr
geometrisches Mittel ist.

Aufgabe 13.8. Es sei [,,, n € N, eine Intervallschachtelung in R. Zeige, dass
der Durchschnitt m
I

neN
aus genau einem Punkt x € R besteht.

Aufgabe 13.9. Sei x > 1 eine reelle Zahl. Zeige, dass die Folge 2", n € N,
bestimmt divergent gegen +oo ist.

Aufgabe 13.10. Man gebe ein Beispiel einer reellen Folge (2,)nen, fiir die
es sowohl eine bestimmt gegen 400 als auch eine bestimmt gegen —oo diver-
gente Teilfolge gibt.

Aufgaben zum Abgeben

Aufgabe 13.11. (3 Punkte)

Man gebe Beispiele fiir konvergente reelle Folgen (x,)nen und (y,)nen mit
x, # 0, n € N, und mit lim,,_,, x, = 0 derart, dass die Folge

()
Tn neN

(1) gegen 0 konvergiert,
(2) gegen 1 konvergiert,
(3) divergiert.

Aufgabe 13.12. (5 Punkte)

Es seien P = Y7 ;2" und Q = Y, bz Polynome mit ag, b, # 0. Man
bestimme in Abhéngigkeit von d und e, ob die durch

P(n)

Zp = ——~
Q(n)

(fiir n hinreichend grof}) definierte Folge konvergiert oder nicht, und bestim-

me gegebenenfalls den Grenzwert.
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Aufgabe 13.13. (4 Punkte)

Es sei I,,, n € N, eine Intervallschachtelung in R und sei (z,),en eine reelle
Folge mit x,, € I, fiir alle n € N. Zeige, dass diese Folge gegen die durch die
Intervallschachtelung bestimmte Zahl konvergiert.

Aufgabe 13.14. (6 Punkte)

Es seien b > a > 0 positive reelle Zahlen. Wir definieren rekursiv zwei Folgen
(Zn)nen und (Y )nen durch o = a, yo = b und durch

Tni1 = geometrisches Mittel von x,, und vy, ,

Ynt1 = arithmetisches Mittel von z,, und vy, .
Zeige, dass [z, y,] eine Intervallschachtelung ist.

Aufgabe 13.15. (2 Punkte)
Zeige, dass die Folge (y/n)nen bestimmt divergent gegen oo ist.

Aufgabe 13.16. (3 Punkte)

Es sei (z,)nen eine reelle Folge mit x,, > 0 fiir alle n € N. Zeige, dass die
Folge genau dann bestimmt divergent gegen +oo ist, wenn <Ii> gegen 0

"/ neN
konvergiert.

Weihnachtsaufgabe

Die folgende Aufgabe soll bis zum 4.1.2012 (getrennt von den anderen Auf-
gaben) abgegeben werden. Die erreichten Punkte fliefen zusétzlich auf Thr
Punktekonto.

Aufgabe 13.17. (10 Punkte)

In einem weihnachtlich geschmiickten Raum befinden sich n > 4 Personen,
die wichteln wollen. D.h. fiir jede Person A muss eine weitere Person B # A
bestimmt werden, fiir die A ein Geschenk besorgen soll.>3 Jede Person darf
nur wissen (und weif}), wen sie beschenken soll, und keine Person darf mehr
wissen.?? Die Personen bleiben die ganze Zeit im Raum, sie schauen nicht weg
oder Ahnliches. Es stehen allein Papier und Stifte zur Verfiigung. Mischen
ist erlaubt, d.h. man darf ,zufdllige* Permutationen von optisch gleichen

33Dabei soll jede Person genau ein Geschenk bekommen.
34Djes soll auch bedeuten, dass fiir jede Person alle anderen Personen mit der gleichen
Wahrscheinlichkeit als Schenker in Frage kommen.
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Objekten vornehmen, und diese sind nicht rekonstruierbar. Es darf gelost
werden und dabei darf eine gezogene Information verdeckt gelesen werden.
Zettel diirfen (auch heimlich) beschrieben werden.

Entwerfe ein einmalig durchzufiihrendes Verteilungsverfahren, das all diese
Bedingungen erfiillt.

14. ARBEITSBLATT
Aufwirmaufgaben

Aufgabe 14.1. Sei x eine reelle Zahl, z # 1. Beweise fiir n € N die Beziehung
xn—f—l -1

n

E ="
z—1

k=0

Aufgabe 14.2. Berechne die Reihe

)Y ) [ L A E B
5) 5 25 125 625 7

n=0

Aufgabe 14.3. Zeige, dass die beiden Reihen

o0

1 <1
und Z
s 2k +1 — 2k + 2

divergieren.

Aufgabe 14.4. Seien a,b € R, . Zeige, dass die Reihe

[e.e]

1
Zak—l—b

k=0

divergiert.

Aufgabe 14.5. Zeige, dass die Reihe

divergiert.

Aufgabe 14.6. Beweise das Cauchy-Kriterium fiir Reihen reeller Zahlen.
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Aufgabe 14.7. Zeige, dass bei einer reellen Folge die Anderung von endlich
vielen Folgengliedern weder die Konvergenz noch den Grenzwert éndert, und
dass bei Reihen die Anderung von endlich vielen Reihengliedern zwar die
Konvergenz nicht dndert, wohl aber die Summe.

Aufgabe 14.8. Es seien

i ap und i by,
k=0 k=0

konvergente Reihen von reellen Zahlen mit den Summen s und t. Beweise die
folgenden Aussagen.

(1) Die Reihe Y 77 ¢; mit ¢ = ay, + by, ist ebenfalls konvergent mit der
Summe s + ¢.

(2) Fir r € R ist auch die Reihe )", di mit dj, = ra; konvergent mit
der Summe rs.

Aufgabe 14.9. In einer Studenten-WG bereitet Studi 1 Kaffee zu, und fiillt
die Menge z; Kaffee in den Kaffeefilter. Dies sieht entsetzt Studi 2 und sagt:
,willst Du, dass wir alle schon total wach werden?“ und nimmt die Kaf-
feemenge x5 < x; wieder aus dem Filter heraus. Danach kommt Studi 3
und sagt: ,Bin ich hier in einer Weicheier-WG gelandet?* und kippt wie-
der eine Kaffeemenge x3 < x5 dazu. So geht es unendlich weiter, wobei sich
Kaffeerausnehmer und Kaffeenachfiiller abwechseln. Wie kann man charak-
terisieren, ob die Kaffeemenge im Filter konvergiert?

Aufgabe 14.10. Nachdem der Kaffee am Vortag fiir die Befiirworter eines
starken Kaffees zu schwach geworden ist, entwickeln sie eine neue Strategie:
Sie wollen etwas frither aufstehen, so dass am Tagesanfang und zwischen je
zwei Kaffeereduzierern immer zwei Kaffeeauffiiller zum Zuge kommen. Dabei
bleibt die interne Reihenfolge der beiden Lager als auch die hinzuzufiigende
bzw. wegzunehmende Kaffeemenge einer Person unveridndert. Kénnen sie mit
dieser Strategie den Kaffee starker machen?

Aufgabe 14.11. Zwei Personen, A und B, sitzen in der Kneipe. A will nach
Hause gehen, aber B will noch ein Bier trinken. ,Na gut, dann trinken wir
eben noch ein Bier, das ist aber das allerletzte” sagt A. Danach mochte B
immer noch Bier, aber da das vorhergehende Bier definitiv das letzte war,
einigen sie sich auf ein allerletztes halbes Bier. Danach trinken sie noch ein
allerletztes Viertelbier, danach noch ein allerletztes Achtelbier, u.s.w. Wieviel
yallerletztes Bier® trinken sie insgesamt?



252

Aufgabe 14.12. Sei k > 2. Zeige, dass die Reihe

=1
2

konvergiert.

Aufgabe 14.13. Beweise das folgende Minorantenkriterium.

Es seien Y, ay und Y, by zwei Reihen von nichtnegativen reellen Zahlen.
Die Reihe Ziio by sei divergent und es gelte a; > by, fiir alle £ € N. Dann ist
auch die Reihe ) 2 a; divergent.

Aufgaben zum Abgeben

Aufgabe 14.14. (2 Punkte)

Sei z € R, |z] < 1. Bestimme und beweise eine Formel fiir die Reihe

Aufgabe 14.15. (3 Punkte)

Berechne die Summe

>(5)

n=3

Aufgabe 14.16. (4 Punkte)

Es sei g € N | g > 2. Eine Ziffernfolge, die durch
z€{0,1,...,9g— 1} furi e Z,i <k,

(wobei k € N ist) gegeben ist, definiert eine reelle Reihe®

—o0
7
i=k

Zeige, dass eine solche Reihe gegen eine eindeutig bestimmte nichtnegative
reelle Zahl konvergiert.

3%Hier liuft also der Index in die umgekehrte Richtung.
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Aufgabe 14.17. (6 Punkte)
Zeige, dass die Reihe

[\

WE
SE

i
o

konvergiert.

Aufgabe 14.18. (5 Punkte)

Die Situation im Schildkréten-Paradoxon von Zenon von Elea ist folgender-
maflen: Eine langsame Schildkrote (mit der Kriechgeschwindigkeit v > 0)
hat einen Vorsprung s > 0 gegeniiber dem schnelleren Achilles (mit der Ge-
schwindigkeit w > v und dem Startpunkt 0). Sie starten gleichzeitig. Achilles
kann die Schildkréte nicht einholen: Wenn er beim Ausgangspunkt der Schild-
krote sg = s ankommt, so ist die Schildkréte nicht mehr dort, sondern ein
Stiick weiter, sagen wir an der Stelle s; > sq. Wenn Achilles an der Stelle s;
ankommt, so ist die Schildkrote wieder ein Stiick weiter, an der Stelle sy > sq,
U.S.W.

Berechne die Folgenglieder s,,, die zugehorigen Zeitpunkte ¢,,, sowie die je-
weiligen Grenzwerte. Vergleiche diese Grenzwerte mit den direkt berechneten
Uberholungsdaten.

15. ARBEITSBLATT
Aufwirmaufgaben

Aufgabe 15.1. Zeige, dass eine lineare Funktion
R— R, z+—— ax,

stetig ist.
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Aufgabe 15.2. Zeige, dass die Funktion
R — R, 2 — 2],

stetig ist.

Aufgabe 15.3. Zeige, dass die Funktion
RZO — RZ()’ r+— \/E,

stetig ist.

Aufgabe 15.4. Sei T' C R eine Teilmenge und sei
f:T—R

eine stetige Funktion. Es sei * € T ein Punkt mit f(x) > 0. Zeige, dass
dann auch f(y) > 0 gilt fiir alle y aus einem nichtleeren offenen Intervall
|z —a,x + al.

Aufgabe 15.5. Es seien a < b < c reelle Zahlen und es seien
g:la,b) — R

und
h:[b,c] — R

stetige Funktionen mit g(b) = h(b). Zeige, dass dann die Funktion
fila,] — R

mit

f(t)=g(t) fir t <bund f(t) = h(t) fir t > b
ebenfalls stetig ist.

Aufgabe 15.6. Berechne den Grenzwert der Folge

on+1\° on 4+ 1\2 om+1
xn:5<n+)_4(n+)+2<n+)_3
n n n

fiir n — oo.

Aufgabe 15.7. Es sei

f'R—R
eine stetige Funktion, die nur endlich viele Werte annimmt. Zeige, dass f
konstant ist.
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Aufgabe 15.8. Man gebe ein Beispiel einer stetigen Funktion
f : Q — ]Ra

die genau zwei Werte annimmt.

Aufgabe 15.9.*

Zeige, dass die Funktion

fPR—R
mit
z, fallsz € Q,
, sonst,

nur im Nullpunkt 0 stetig ist.

Aufgabe 15.10. Es sei T' C R eine Teilmenge und sei a € R ein Punkt. Es
sei f:T — R eine Funktion und b € R. Zeige, dass die folgenden Aussagen
dquivalent sind.

(1) Es ist

lim, ,, f(x)="0.
(2) Fiir jedes € > 0 gibt es ein 6 > 0 derart, dass fir alle x € T mit
d(xz,a) <6 die Abschitzung d(f(x),b) < e folgt.

Aufgaben zum Abgeben

Aufgabe 15.11. (4 Punkte)
Bestimme, fiir welche Punkte x € R die durch
1 firx < -1
fle)=qa?fir —1<z<?2
—2x + 7 fir x > 2
definierte Funktion stetig ist.

Aufgabe 15.12. (4 Punkte)
Bestimme den Grenzwert der durch
b, = 2a,, — 6a’ + a’ — 5a, + 3,
definierten Folge, wobei
3n® —5n?+7

n = An3 +2n —1

ist.
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Aufgabe 15.13. (3 Punkte)
Zeige, dass die Funktion f :R — R mit
1, falls z € Q,
-
sonst ,

in keinem Punkt x € R stetig ist.

Aufgabe 15.14. (3 Punkte)
Entscheide, ob die Folge
a, =vVn+1—+n

konvergiert, und bestimme gegebenenfalls den Grenzwert.

Aufgabe 15.15. (4 Punkte)

Bestimme den Grenzwert der rationalen Funktion
203 + 322 — 1
¥ —a?+x+3

im Punkt a = —1.

16. ARBEITSBLATT
Aufwirmaufgaben

Aufgabe 16.1. Finde fiir die Funktion
fR—R, o+ f(z) =24+ —1,

eine Nullstelle im Intervall [0, 1] mit Hilfe der Intervallhalbierungsmethode
mit einem Fehler von maximal 1/100.

Aufgabe 16.2. Es sei
f : [07 1] — [07 ]-[
eine stetige Funktion. Zeige, dass f nicht surjektiv ist.

Aufgabe 16.3. Man gebe ein Beispiel eines beschrinkten Intervalls /7 C R
und einer stetigen Funktion

f:I—R
derart, dass das Bild von f beschrinkt ist, die Funktion aber kein Maximum
annimmt.
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Aufgabe 16.4. Es sei

fila, b)) — R
eine stetige Funktion. Zeige, dass es eine stetige Fortsetzung
f"R—R
von f gibt.
Aufgabe 16.5. Es sei
f:I—R

eine stetige Funktion auf einem reellen Intervall. Die Funktion habe in den
Punkten xq,x9 € I, 1 < 19, lokale Maxima. Zeige, dass die Funktion zwi-
schen x; und z5 mindestens ein lokales Minimum besitzt.

Aufgabe 16.6. Bestimme direkt, fiir welche n € N die Potenzfunktionen
R— R, x— 2",

ein Extremum im Nullpunkt besitzen.

Aufgabe 16.7.*

Zeige, dass der Zwischenwertsatz nicht fiir stetige Funktionen von Q nach Q
gelten muss.

Aufgabe 16.8. Bestimme den Grenzwert der Folge

2 —4 cN
Tp =\ ————, 1 )
3n2 —5n+2

Aufgaben zum Abgeben

Aufgabe 16.9. (2 Punkte)
Bestimme das Minimum der Funktion

f:R—R, z+— 2°+ 3z —5.

Aufgabe 16.10. (4 Punkte)
Finde fiir die Funktion
fR—R, o+ f(x) =23z +1,

eine Nullstelle im Intervall [0, 1] mit Hilfe der Intervallhalbierungsmethode
mit einem Fehler von maximal 1/200.
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Aufgabe 16.11. (2 Punkte)
Bestimme den Grenzwert der Folge

B §/27n3+13n2+n
" 8n3 —Tn + 10

n e N.

Die néchste Aufgabe verwendet den Begriff der geraden und der ungeraden
Funktion.

Eine Funktion

fTR—R
heifit gerade, wenn fiir alle x € R die Gleichheit
f(z) = f(=x)
gilt.
Eine Funktion
fTR—R
heifit ungerade, wenn fiir alle x € R die Gleichheit
f(z) = =f(-x)

gilt.

Aufgabe 16.12. (4 Punkte)
Zeige, dass man jede stetige Funktion
fR—R
als
f=g+h

mit einer stetigen geraden Funktion g und einer stetigen ungeraden Funktion
h schreiben kann.

Die néchste Aufgabe verwendet den Begriff des Fixpunktes.
Es sei M eine Menge und
fM—M
eine Abbildung. Ein Element x € M mit f(z) = 2 heifit Fizpunkt der Abbil-
dung.

Aufgabe 16.13. (4 Punkte)
Es sei
f : [CL, b] — [(l,b]

eine stetige Funktion des Intervalls [a, b] in sich. Zeige, dass f einen Fixpunkt
besitzt.
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17. ARBEITSBLATT

Aufwirmaufgaben

Aufgabe 17.1. Berechne die ersten fiinf Glieder des Cauchy-Produkts der
beiden konvergenten Reihen

o 1 oo
;n_ und an

Aufgabe 17.2. Man mache sich klar, dass die Partialsummen des Cauchy-
Produkts von zwei Reihen nicht das Produkt der Partialsummen der beiden
Reihen sind.

Aufgabe 17.3. Esseien )~ ja,2™ und )~ b,a™ zwei absolut konvergente
Potenzreihen in z € R. Zeige, dass das Cauchy-Produkt der beiden Reihen

durch
o0 n
E c " mit ¢, = E a;iby_;
n=0 =0

gegeben ist.

Aufgabe 17.4. Sei z € R | |z| < 1. Bestimme (in Abhéngigkeit von z) die
Summen der beiden Reihen

o o
Zm% und ZI%H
k=0 k=0
Aufgabe 17.5. Es sei
o
Zanx”
n=0
eine absolut konvergente Potenzreihe. Bestimme die Koeffizienten zu den

Potenzen 2, z', 22, 23, 2* in der dritten Potenz

n=0 n=0
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Aufgabe 17.6. Zeige, dass die durch die Exponentialreihe definierte reelle
Funktion

exp :R— R, z — exp x,
nicht nach oben beschriankt ist und dass 0 das Infimum (aber nicht das Mi-
nimum) der Bildmenge ist.*®

Aufgabe 17.7. Zeige, dass fiir die Exponentialfunktionen
R— R, z+—a”,
die folgenden Rechenregeln gelten (dabei seien a,b € Ry und z,y € R).

(1) a®¥ =a” - a¥.

(2) a® = =&,
(3) (@) = a.
(4) (ab)* = a™b".

Aufgabe 17.8. Zeige, dass die Logarithmen zur Basis b die folgenden Re-
chenregeln erfiillen.

(1) Es ist log,(b®) = z und b°&®) = y das heiBt der Logarithmus zur
Basis b ist die Umkehrfunktion zur Exponentialfunktion zur Basis b.
(2) Es gilt log,(y - z) = log, y + log, =
(3) Es gilt log, y* = u - log, y fir u € R.
(4) Es gilt
log,y = log, (b'®¥) = log,y - log,b.

Aufgabe 17.9. Eine Wahrungsgemeinschaft habe eine Inflation von jéhrlich
2%. Nach welchem Zeitraum (in Jahren und Tagen) haben sich die Preise
verdoppelt?

Aufgabe 17.10. Seien b,d > 0. Zeige

limy0 b4 = 0.
Aufgaben zum Abgeben

Aufgabe 17.11. (3 Punkte)

Berechne die Koeffizienten ¢, ¢, ..., c5; der Potenzreihe ZZO:O c,x™, die das
Cauchy-Produkt der geometrischen Reihe mit der Exponentialreihe ist.

36 Aus der Stetigkeit folgt daraus, dass R, das Bild der reellen Exponentialfunktion ist.



261

Aufgabe 17.12. (4 Punkte)

Es sei
o0
E anx”
n=0

eine absolut konvergente Potenzreihe. Bestimme die Koeffizienten zu den

Potenzen 2, 2!, 22, 23, 2*, 2° in der vierten Potenz

o0 (o] 4
E " = E anx™ | .

Aufgabe 17.13. (5 Punkte)
Fir N € Nund 2 € R sei

N " 00 2"
Ryi1(z) = exp x — E = E -
n! n!

n=0 n=N+1

das Restglied der Exponentialreihe. Zeige, dass fir || < 1+ %N die Rest-
gliedabschdtzung

2
|Ryyi(z)] < N1 ||V

gilt.

Aufgabe 17.14. (3 Punkte)

Berechne von Hand die ersten 4 Nachkommastellen im Zehnersystem von

exp 1.

Aufgabe 17.15. (4 Punkte)

Zeige, dass die durch die Exponentialreihe definierte reelle Exponentialfunk-
tion die Eigenschaft besitzt, dass fiir jedes d € N die Folge

(exp n )
nd neN

bestimmt divergent gegen +oo ist.’7

3"Man sagt daher, dass die Exponentialfunktion schneller wichst als jede Polynom-
funktion.
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Aufgabe 17.16. (6 Punkte)

Es sei
fTR—R
eine stetige Funktion # 0, die die Gleichung
f+y)=flx)- fy)
fiir alle z,y € R erfiillt. Zeige, dass f eine Exponentialfunktion ist, d.h. dass
es ein b > 0 gibt mit f(z) = b”.

18. ARBEITSBLATT
Aufwirmaufgaben

Aufgabe 18.1. Zeige die folgenden Eigenschaften von Sinus hyperbolicus
und Kosinus hyperbolicus

cosh z + sinh z = ¢€*.

cosh x — sinhz =e™*.

(cosh )% — (sinh )2 = 1.

Aufgabe 18.2. Zeige, dass der Sinus hyperbolicus auf R streng wachsend
ist.

Aufgabe 18.3. Zeige, dass der Tangens hyperbolicus die Abschatzungen
—1 < tanh z <1 firallez e R
erfiillt.

Aufgabe 18.4. Beweise elementargeometrisch den Sinussatz, also die Aus-
sage, dass in einem Dreieck die Gleichheiten

sin o sin 3 sin 7y

a b c
gelten, wobei a, b, ¢ die Seitenlédngen gegeniiber den Ecken mit den Winkeln
a, 3,7 sind.

Aufgabe 18.5. Bestimme die Determinanten von ebenen und von raumli-
chen Drehungen.
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Aufgabe 18.6. Beweise die Additionstheoreme fiir den Sinus und den Ko-
sinus unter Verwendung von Drehmatrizen.

Aufgabe 18.7. Wir betrachten eine Uhr mit Minuten- und Sekundenzei-
ger, die sich beide kontinuierlich bewegen. Bestimme eine Formel, die aus
der Winkelstellung des Minutenzeigers die Winkelstellung des Sekundenzei-
gers (jeweils ausgehend von der 12-Uhr-Stellung im Uhrzeigersinn gemessen)
berechnet.

Aufgabe 18.8.*
Zeige, dass die Reihe

[e's) .
Z S 7
n2
n=1

konvergiert.

Aufgabe 18.9. Bestimme die Koeffizienten bis zu 2% in der Produktreihe
Yoo Cnz" aus der Sinusreihe und der Kosinusreihe.

Die néchste Aufgabe verwendet die Definition einer periodischen Funktion.
Eine Funktion
fTR—R
heiflt periodisch mit Periode L > 0, wenn fiir alle x € R die Gleichheit
fl#) = flz+ D)
gilt.

Aufgabe 18.10. Es sei
fTR—R
eine periodische Funktion und
g:R— R
eine beliebige Funktion.
a) Zeige, dass die Hintereinanderschaltung g o f wieder periodisch ist.

b) Zeige, dass die Hintereinanderschaltung f o g nicht periodisch sein muss.

Aufgabe 18.11. Es sei
fTR—R

eine stetige periodische Funktion. Zeige, dass f beschrankt ist.
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Aufgaben zum Abgeben

Aufgabe 18.12. (3 Punkte)

Zeige, dass in der Potenzreihe )" c,2" des Kosinus hyperbolicus die Ko-
effizienten ¢, gleich 0 sind fiir ungerades n.

Aufgabe 18.13. (6 Punkte)

Zeige, dass der Kosinus hyperbolicus auf R« streng fallend und auf Rsg
streng wachsend ist.

Aufgabe 18.14. (4 Punkte)
Es sei
¢:R* — R’

die Drehung des Raumes um die z-Achse um 45 Grad gegen den Uhrzeiger-
sinn. Wie sieht die beschreibende Matrix beziiglich der Basis

1 3 5
2.1 31, (o
4 1 7

aus?

Aufgabe 18.15. (5 Punkte)

Beweise das Additionstheorem
sin(z +y) = sinz - cosy + cos x - sin y

fiir den Sinus unter Bezug auf die definierenden Potenzreihen.

Aufgabe 18.16. (4 Punkte)
Es seien

fi,fa  R—R

periodische Funktionen mit den Periodenlédngen L; bzw. L,. Der Quotient
L1/ Ly sei eine rationale Zahl. Zeige, dass auch f; + fo eine periodische Funk-
tion ist.
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Aufgabe 18.17. (5 Punkte)

Es seien n komplexe Zahlen zq, 2o, ..., z, in der Kreisscheibe B mit Mittel-
punkt (0,0) und Radius 1, also in B = {z € C| |z] < 1}, gegeben. Zeige,
dass es einen Punkt w € B mit der Eigenschaft

n
Z]zi —w|>n
i=1

gibt.

19. ARBEITSBLATT

Aufwiarmaufgaben

Die folgende Aufgabe 16se man sowohl direkt als auch mittels der Ableitungs-
regeln.

Aufgabe 19.1. Bestimme die Ableitung der Funktion
[*R— R, z+— f(z) =2",

fiir jedes n € N.

Aufgabe 19.2. Bestimme die Ableitung der Funktion
f:R\{0} — R, 2 +— f(z) =2"

fiir jedes n € Z.

Aufgabe 19.3. Bestimme die Ableitung der Funktion
Ry — R, z+— f(x) =g,

fiir jedes n € N,.

Aufgabe 19.4.*

Bestimme direkt (ohne Verwendung von Ableitungsregeln) die Ableitung der
Funktion

f:R—R, x> f(z) =2+ 22% — 5z + 3,
in einem beliebigen Punkt a € R.

Aufgabe 19.5. Zeige, dass die reelle Betragsfunktion
R — R, 2 — 2],

im Nullpunkt nicht differenzierbar ist.
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Aufgabe 19.6. Bestimme die Ableitung der Funktion

FR\ {0} R, 2 flz) = St

3

Aufgabe 19.7. Zeige, dass die Ableitung einer rationalen Funktion wieder
eine rationale Funktion ist.

Aufgabe 19.8. Es sei f(x) = 23 +42? — 1 und g(y) = y* — y + 2. Bestimme
die Ableitung der Hintereinanderschaltung h(z) = g(f(x)) direkt und mittels
der Kettenregel.

Aufgabe 19.9. Zeige, dass ein Polynom P € R[X] genau dann einen Grad
< d besitzt (oder P = 0 ist), wenn die (d + 1)-te Ableitung von P das
Nullpolynom ist.

Aufgabe 19.10.*

Es seien
f,g : R— R

zwei differenzierbare Funktionen und sei
h(z) = (9(f(2)))* f(g(z)).
a) Driicke die Ableitung A" mit den Ableitungen von f und g aus.

b) Sei nun

flz)=2>—-1und g(x) =2 +2.
Berechne h/(z) auf zwei verschiedene Arten, einerseits iiber h(z) und ande-
rerseits iiber die Formel aus Teil a).

Bei der ,linearen Approximation“ von differenzierbaren Abbildungen kom-
men sogenannte affin-lineare Abbildungen vor.

Es sei K ein Korper und es seien V' und W Vektorrdume iiber K. Eine
Abbildung

a:V— W, v— av) =)+ w,
wobei ¢ eine lineare Abbildung und w € W ein Vektor ist, heifit affin-linear.

Aufgabe 19.11. Es sei K ein Korper und W ein K-Vektorraum. Zeige, dass
es zu zwei Vektoren u,v € W genau eine affin-lineare Abbildung

a: K — W
gibt mit @(0) = v und a(1) = v.
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Aufgabe 19.12. Bestimme die affin-lineare Abbildung
a:R— R?

mit a(0) = (2,3,4) und (1) = (5, -2, —-1).
Aufgaben zum Abgeben

Aufgabe 19.13. (3 Punkte)
Bestimme die Ableitung der Funktion
x? —i— x—1

f:D—R z+—— f(z)= et

wobei D die Menge sei, auf der das Nennerpolynom nicht verschwindet.

Aufgabe 19.14. (4 Punkte)

Bestimme die Tangenten an den Graphen zur Funktion f(z) = 23— 2% —z+1,
die parallel zu y = z sind.

Aufgabe 19.15. (4 Punkte)
(

Es sei f(z) = w und ¢(y) = 2 +3 Bestimme die Ableitung der Hinter-
einanderschaltung h( ) =g(f(x)) dlrekt und mittels der Kettenregel.

Aufgabe 19.16. (2 Punkte)
Bestimme die affin-lineare Abbildung

a:R— R,
deren Graph durch die beiden Punkte (—2,3) und (5, —7) verlauft.

Aufgabe 19.17. (3 Punkte)

Sei D C R eine Teilmenge und seien
fi:D—R i=1,...,n,

differenzierbare Funktionen. Beweise die Formel

(frofo) = freeficrfi fisr - fn

i=1
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20. ARBEITSBLATT
Aufwiarmaufgaben

Aufgabe 20.1. Zeige, dass die Funktion
R— R, z+— x|z,

differenzierbar ist, aber nicht zweimal differenzierbar.

Aufgabe 20.2. Betrachte die Funktion
f:R—R,
die durch

f(x) = x — |x], falls |z] gerade,
~ | |z] =z +1, falls |x] ungerade,

definiert ist. Untersuche f in Hinblick auf Stetigkeit, Differenzierbarkeit und
Extrema.

Aufgabe 20.3. Bestimme die lokalen und die globalen Extrema der Funk-
tion
f:]-2,5] — R, z+— f(z) = 22> — 52® + 4o — 1.

Aufgabe 20.4. Bestimme die lokalen und die globalen Extrema der Funk-
tion
f:[-4,4 — R, 2 — f(x) = 32° — T2* + 62 — 3.

Aufgabe 20.5. Betrachte die Funktion
fR—R x+ f(x) =42 +32% —z +2.

Finde die Punkte a € [—3,3] derart, dass die Steigung der Funktion in a
gleich der Gesamtsteigung zwischen —3 und 3 ist.

Aufgabe 20.6. Zeige, dass eine reelle Polynomfunktion
fTR—R
vom Grad d > 1 maximal d — 1 Extrema besitzt, und die reellen Zahlen sich

in maximal d Abschnitte unterteilen lassen, auf denen f streng wachsend
oder streng fallend ist.



269

Aufgabe 20.7. Bestimme den Grenzwert

32?2 — bx — 2
a3 =422+ +6
mittels Polynomdivision (vergleiche Beispiel 20.11).

hmx%Z

Aufgabe 20.8. Bestimme den Grenzwert der rationalen Funktion
23 -2+ x+4
24z

im Punkt a = —1.

Aufgabe 20.9. An einen geradlinigen Fluss soll ein rechteckiges Areal der
Fliche 1000m? angelegt werden, dessen eine Seite der Fluss ist. Fiir die drei
anderen Seiten braucht man einen Zaun. Mit welcher Zaunldnge kann man
minimal auskommen?

Aufgabe 20.10. Diskutiere den Funktionsverlauf der rationalen Funktion
2v — 3
512 — 3w + 4’

hinsichtlich Definitionsbereich, Nullstellen, Wachstumsverhalten, (lokale) Ex-
trema. Skizziere den Funktionsgraph.

f:D—R z+— f(z)=

Aufgabe 20.11.*
Es sei
flx)=a*+o2—1.
a) Zeige, dass die Funktion f im rellen Intervall [0, 1] genau eine Nullstelle
besitzt.

b) Berechne die erste Nachkommastelle im Zehnersystem dieser Nullstelle.

¢) Man gebe eine rationale Zahl ¢ € [0,1] derart an, dass |f(q)| < 55 ist.

Aufgabe 20.12.*

Bestimme den Grenzwert von
% — 31+ 2
3 —2r+1
im Punkt z = 1, und zwar

a) mittels Polynomdivision,

b) mittels der Regel von I'Hospital.
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Aufgabe 20.13. Es sei P € R[X] ein Polynom, a € R und n € N. Zeige,
dass P genau dann ein Vielfaches von (X — a)” ist, wenn a eine Nullstelle
samtlicher Ableitungen P, P', P", ... PV ist.

Aufgaben zum Abgeben

Aufgabe 20.14. (5 Punkte)

Aus einem Blatt Papier der Seitenldngen 20 cm und 30 cm soll eine Schach-
tel (ohne Deckel) mit moglichst groflem Volumen gebastelt werden, indem
ringsherum ein Rand hochgefaltet wird (die iiberlappenden Eckrénder wer-
den verklebt). Mit welcher Randbreite (=Schachtelhohe) erreicht man das
maximale Volumen?

Aufgabe 20.15. (4 Punkte)

Diskutiere den Funktionsverlauf der rationalen Funktion
322 —2x+1
f:D—>R,x»—>f(:v):%,
:Z‘ —_
hinsichtlich Definitionsbereich, Nullstellen, Wachstumsverhalten, (lokale) Ex-
trema. Skizziere den Funktionsgraph.

Aufgabe 20.16. (5 Punkte)

Zeige, dass eine nichtkonstante rationale Funktion der Form

ar +b
f(x)—cx—i-d

(mit a,b,c,d € R, a,c # 0), keine lokalen Extrema besitzt.

Aufgabe 20.17. (3 Punkte)
Bestimme den Grenzwert der rationalen Funktion
420 — 322 —dr+4
203 — 2?2 — 4z + 3

im Punkt a = 1.

Aufgabe 20.18. (5 Punkte)

Essei D C R und
F:D—R

eine rationale Funktion. Zeige, dass F' genau dann ein Polynom ist, wenn es
eine hohere Ableitung gibt mit F™ = 0.
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21. ARBEITSBLATT
Aufwirmaufgaben

Aufgabe 21.1. Bestimme die Ableitungen von Sinus hyperbolicus und Ko-
sinus hyperbolicus.

Aufgabe 21.2. Bestimme die Ableitung der Funktion
R — R, z — 2% - exp(z® — 4z).

Aufgabe 21.3. Bestimme die Ableitung der Funktion
In :R, — R.

Aufgabe 21.4. Bestimme die Ableitung der Sinus- und der Kosinusfunktion
unter Verwendung von Satz 21.1.

Aufgabe 21.5. Bestimme die 1034871-te Ableitung der Sinusfunktion.

Aufgabe 21.6. Bestimme fiir die folgenden Funktionen, ob der Funktions-
limes existiert und welchen Wert er gegebenenfalls annimmt.

sin x

( ) lim, o z )

(2) lim,_o %I)Q,
(3) lim, o 22 )
(4)

sin x
4 hmzﬁl nz 1

Aufgabe 21.7. Bestimme fiir die folgenden Funktionen, ob der Funktions-
limes fiir z € R\ {0}, z — 0, existiert und welchen Wert er gegebenenfalls
annimmt.

(1) sin 1,
(2) x - sin T,
(3) 2 sin <.

Aufgabe 21.8. Bestimme die Ableitung der Funktion

R — R, z — sin(cos z).
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Aufgabe 21.9. Bestimme die Ableitung der Funktion

R — R, 2 — (sin x )(cos ).

Aufgabe 21.10. Bestimme fiir n € N die Ableitung der Funktion

R— R, 2+ (sin z)".

Aufgabe 21.11. Bestimme die Ableitung der Funktion

sin x
D— R, z+—— tanx =

cos T

Aufgabe 21.12. Zeige, dass die reelle Sinusfunktion eine bijektive, streng
wachsende Funktion

[—7/2,7/2) — [-1,1]

induziert, und dass die reelle Kosinusfunktion eine bijektive, streng fallende
Funktion

0, 7] — [—1,1]

induziert.

Aufgabe 21.13.*

Bestimme den Grenzwert der Folge

sin n

,TLGN+.

Aufgabe 21.14. Bestimme die Ableitungen von Arcus-Sinus und Arcus-
Kosinus.

Aufgabe 21.15.*

Wir betrachten die Funktion
1

f Ry —mR z+— f(z) =1+ Inx— —.
T

a) Zeige, dass f eine stetige Bijektion zwischen R, und R definiert.

b) Bestimme das Urbild u von 0 unter f sowie f’(u) und (f~')(0). Fertige
eine grobe Skizze fiir die Umkehrfunktion f~! an.



Aufgabe 21.16.*

Es seien
f,g: R— R

zwei differenzierbare Funktionen. Es sei a € R. Es gelte
f(a) > g(a) und f'(x) > ¢'(x) fiir alle z > a.

Zeige, dass
f(z) > g(x) fiir alle z > a gilt.

Aufgabe 21.17.*
Wir betrachten die Funktion

f:R\ {0} — R, :cl—>f(x):e_i.

a) Untersuche das Monotonieverhalten dieser Funktion.
b) Zeige, dass diese Funktion injektiv ist.

c¢) Bestimme das Bild von f.

d) Man gebe die Umkehrfunktion auf dem Bild zu dieser Funktion an.

e) Skizziere den Funktionsgraphen von f.

Aufgabe 21.18.*
Betrachte die Funktion

fR—R z+— f(z) = (22 +3)e ™.
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Bestimme die Nullstellen und die lokalen (globalen) Extrema von f. Fertige

eine grobe Skizze fiir den Funktionsverlauf an.

Aufgabe 21.19. Diskutiere den Funktionsverlauf von

fR—R, o+ f(z) =% 27,

Bestimme insbesondere das Monotonieverhalten, FExtrema von f,

lim, o f(z) und ebenso fiir die Ableitung f’.

Aufgabe 21.20. Zeige, dass die Funktion

z sin L fiir z €]0, 1],
Jw) = {O fiir x = 0,

stetig ist und unendlich viele Nullstellen besitzt.
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Aufgaben zum Abgeben

Aufgabe 21.21. (3 Punkte)

Bestimme die linearen Funktionen, die tangential zur Exponentialfunktion
sind.

Aufgabe 21.22. (3 Punkte)
Bestimme die Ableitung der Funktion

R, — R, z+— 2",

Die folgende Aufgabe soll ohne Bezug auf die zweite Ableitung gelost werden.

Aufgabe 21.23. (4 Punkte)
Bestimme die Extrema der Funktion

f R— R 2+ f(x) = sinz + cos x.

Aufgabe 21.24. (6 Punkte)

Es sei
fTR—R
eine Polynomfunktion vom Grad d > 1. Es sei m die Anzahl der lokalen

Maxima von f und n die Anzahl der lokalen Minima von f. Zeige, dass bei
d ungerade m = n und bei d gerade |m — n| =1 ist.

22. ARBEITSBLATT
Aufwirmaufgaben

Aufgabe 22.1. Bestimme das Taylor-Polynom vom Grad 4 der Funktion
R— R, 2+ sin x cos x,

im Nullpunkt.

Aufgabe 22.2. Bestimme sédmtliche Taylor-Polynome der Funktion
flx)=a*—22° + 22 ~ 32+ 5

im Entwicklungspunkt a = 3.
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Aufgabe 22.3. Es sei >~ ¢,(x — a)" eine konvergente Potenzreihe. Be-
stimme die Ableitungen f*)(a).

Aufgabe 22.4. Es sei p € R[Y] ein Polynom und
1 1

9:Re — R 2 g(a) = p(—)e=.

Zeige, dass die Ableitung ¢'(z) ebenfalls von der Form

1

J(r) = g 1)

mit einem weiteren Polynom g ist.

Aufgabe 22.5. Wir betrachten die Funktion
f Ry — R z+— f(z) = e s,
Zeige, dass fiir jedes n € N die n-te Ableitung f™ die Eigenschaft
limger, a0 f™(2) =0

besitzt.

Aufgabe 22.6.*

Bestimme die Taylor-Reihe der Funktion f(z) = % im Punkt a = 2 bis zur
Ordnung 4 (man gebe also das Taylor-Polynom vom Grad 4 zum Entwick-
lungspunkt 2 an, wobei die Koeffizienten in einer moglichst einfachen Form
angegeben werden sollen).

Aufgabe 22.7.*
Bestimme das Taylor-Polynom vom Grad 3 zur Funktion
flz)=x-sinz

im Entwicklungspunkt a = 7.

Aufgabe 22.8. Es sei
fR— R, z+—— f(x),
eine differenzierbare Funktion mit den Eigenschaften
f'=fund f(0)=1.

Zeige, dass f(x) = exp x ist fiir alle z € R.
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Aufgabe 22.9. Bestimme das Taylor-Polynom bis zur vierten Ordnung der
Umkehrfunktion des Sinus im Punkt 0 mit dem in Bemerkung 22.8 beschrie-
benen Potenzreihenansatz.

Aufgaben zum Abgeben

Aufgabe 22.10. (4 Punkte)

Bestimme die Taylor-Polynome im Entwicklungspunkt 0 bis zum Grad 4 der
Funktion

f:R — R, x — sin (cos =) + 2° exp(z?).

Aufgabe 22.11. (4 Punkte)

Diskutiere den Funktionsverlauf der Funktion
f:0,27r] — R, x +— f(z) = sin = cos x,

hinsichtlich Nullstellen, Wachstumsverhalten, (lokale) Extrema. Skizziere den
Funktionsgraph.

Aufgabe 22.12. (4 Punkte)

Diskutiere den Funktionsverlauf der Funktion

f: [—g,g] — R, 2+ f(x) = sin®
hinsichtlich Nullstellen, Wachstumsverhalten, (lokale) Extrema. Skizziere den
Funktionsgraph.

x—zsinx,

Aufgabe 22.13. (4 Punkte)

Bestimme das Taylor-Polynom bis zur vierten Ordnung des natiirlichen Lo-
garithmus im Punkt 1 mit dem in Bemerkung 22.8 beschriebenen Potenzrei-
henansatz aus der Potenzreihe der Exponentialfunktion.

Aufgabe 22.14. (8 Punkte)

Zun > 3sei A, der Flicheninhalt eines in den Einheitskreis eingeschriebenen
gleichméBigen n-Eckes. Zeige A, < A, 1.
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23. ARBEITSBLATT
Aufwiarmaufgaben

Aufgabe 23.1. Bestimme das Treppenintegral tiber [—3, +4] zur Treppen-
funktion, die durch

(5, falls —3<t< -2,

=3, falls —2<t< -1,

%, falls —1<t<—%,

ft) =413, fallst = —3,

m, falls —%<t<e7

0, fallse <t <3,

(1, falls 3 <t <4,

gegeben ist.

Aufgabe 23.2.*
a) Unterteile das Intervall [—4, 5] in sechs gleichgrofle Teilintervalle.

b) Bestimme das Treppenintegral derjenigen Treppenfunktion auf [—4,5],
die auf der in a) konstruierten Unterteilung abwechselnd die Werte 2 und —1
annimmt.

Aufgabe 23.3. Man gebe ein Beispiel fiir eine Funktion f :[a,b] — R an,
die nur endlich viele Werte annimmt, aber keine Treppenfunktion ist.

Aufgabe 23.4. Es sei
f:la,b] — [e,d]
eine Treppenfunktion und
g:le,d —R
eine Funktion. Zeige, dass die Hintereinanderschaltung g o f ebenfalls eine
Treppenfunktion ist.

Aufgabe 23.5. Man gebe ein Beispiel einer stetigen Funktion
f:la,b] — [e,d]
und einer Treppenfunktion
g:le,d — R

derart, dass die Hintereinanderschaltung g o f keine Treppenfunktion ist.
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Aufgabe 23.6. Bestimme das bestimmte Integral

1
/ tdt
0

explizit iiber obere und untere Treppenfunktionen.

Aufgabe 23.7. Bestimme das bestimmte Integral

2
/ 3 dt
1

explizit iiber obere und untere Treppenfunktionen.

Aufgabe 23.8. Sei [ = [a,b] ein kompaktes Intervall und sei
f:I—R

eine Funktion. Es gebe eine Folge von Treppenfunktionen (s, ) ey mit s, < f
und eine Folge von Treppenfunktionen (t,),en mit ¢, > f. Es sei vorausge-
setzt, dass die beiden zugehorigen Folgen der Treppenintegrale konvergieren
und dass ihre Grenzwerte iibereinstimmen. Zeige, dass dann f Riemann-
integrierbar ist und dass

b b b
limn_m/ sp(x)de = / flz)dx = limn_m/ to(z) dx

gilt.

Aufgabe 23.9. Sei [ ein kompaktes Intervall und sei
f:I—R

eine Funktion. Zeige, dass f genau dann Riemann-integrierbar ist, wenn es
eine Unterteilung a = ap < a1 < --- < a, = b gibt derart, dass die einzelnen
Einschréankungen f; = f|,_, ., Riemann-integrierbar sind.

Aufgabe 23.10. Es sei [ = [a,b] C R ein kompaktes Intervall und es seien
f,g:1 — R zwei Riemann-integrierbare Funktionen. Beweise die folgenden
Aussagen.

(1) Ist m < f(x) < M fiir alle x € I, so ist m(b —a) < fabf(t)dt <
M(b—a).

(2) Ist f(x) < g(x) fiir alle z € I, so ist ff f(t)dt < fabg(t) dt.

(3) Bsiist [} f(t) + g(t)dt = [ f(t)dt+ [7 g(t) dt.

(4) Fiir c € Rist [“(cf)(t)dt = c [ f(t) dt.
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Aufgabe 23.11. Es sei [ = [a, b] ein kompaktes Intervall und f : I — R eine
Riemann-integrierbare Funktion. Zeige, dass

[ rwal< [rora

gilt.

Aufgabe 23.12. Es sei I = [a,b] ein kompaktes Intervall und es seien
fyg: 1 — R zwei Riemann-integrierbare Funktionen. Zeige, dass auch fg
Riemann-integrierbar ist.

Aufgaben zum Abgeben

Aufgabe 23.13. (2 Punkte)

Es seien

f7 g: [CL, b] — R
zwei Treppenfunktionen. Zeige, dass dann auch f + g eine Treppenfunktion
ist.

Aufgabe 23.14. (3 Punkte)

Bestimme das bestimmte Integral

b
/ 2 dt

in Abhéangigkeit von a und b explizit iiber obere und untere Treppenfunktio-
nen.

Aufgabe 23.15. (4 Punkte)

Bestimme das bestimmte Integral

7
/ — 34+ 3t2 =2t +5dt

2
explizit iiber obere und untere Treppenfunktionen.

Aufgabe 23.16. (3 Punkte)

Zeige, dass fiir die Funktion

1
10,1] — R, x —> —,
x

weder das Unterintegral noch das Oberintegral existiert.
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Aufgabe 23.17. (6 Punkte)

Zeige, dass fiir die Funktion
1
0,1] —m R, z+— —
] ) ] ) X \/57

das Unterintegral existiert, aber nicht das Oberintegral.

Aufgabe 23.18. (5 Punkte)
Sei I ein kompaktes Intervall und sei
f:I—R

eine monotone Funktion. Zeige, dass f Riemann-integrierbar ist.

24. ARBEITSBLATT

Aufwirmaufgaben

Aufgabe 24.1. Berechne das bestimmte Integral

5 2
3r—4
/H_xdl,
2

r—1

Aufgabe 24.2. Bestimme die zweite Ableitung der Funktion

F(z) = / VIS — 13 1 2t dt .
0

Aufgabe 24.3. Ein Korper werde zum Zeitpunkt 0 losgelassen und falle luft-
widerstandsfrei aus einer gewissen Hohe unter der (konstanten) Schwerkraft
der Erde nach unten. Berechne die Geschwindigkeit v(¢) und die zuriickge-
legte Strecke s(t) in Abhéngigkeit von der Zeit ¢. Nach welcher Zeit hat der

Korper 100 Meter zuriickgelegt?

Aufgabe 24.4. Es sei g :R — R eine differenzierbare Funktion und es sei

f iR — R eine stetige Funktion. Zeige, dass die Funktion

g(z)

h(z) = £(t) dt

0
differenzierbar ist und bestimme ihre Ableitung.
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Aufgabe 24.5. Es sei f:[0,1] — R eine stetige Funktion. Betrachte die
durch

n

ay, = /1 f(t)dt

definierte Folge. Entscheide, ob diese Folge konvergiert und bestimme gege-
benenfalls den Grenzwert.

Aufgabe 24.6. Es sei ) a, eine konvergente Reihe mit a,, € [0,1] fir
alle n € N und sei f :[0,1] — R eine Riemann-integrierbare Funktion. Zeige,

dass dann die Reihe .
Z / f(x)dx
n=1 0

absolut konvergent ist.

Aufgabe 24.7. Sei f eine Riemann-integrierbare Funktion auf [a,b] mit
f(z) > 0 fiir alle = € [a,b]. Man zeige: Ist f stetig in einem Punkt ¢ € [a, b]

mit f(c) > 0, dann gilt
b
/ f(z)dz > 0.

Aufgabe 24.8. Man zeige, dass die Gleichung

/ dt =1
0

eine einzige Losung x € [0, 1] besitzt.

Aufgabe 24.9. Seien
fyg:la,b) — R
zwei stetige Funktionen mit der Eigenschaft

/f dw—/ g(x)dx .

Beweise, dass es ein ¢ € [a,b] mit f(c) = g(c) gibt.
Aufgaben zum Abgeben

Aufgabe 24.10. (2 Punkte)

Bestimme den Flicheninhalt unterhalb® des Graphen der Sinusfunktion zwi-
schen 0 und 7.

38Gemeint ist hier der Flicheninhalt zwischen dem Graphen und der z-Achse.
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Aufgabe 24.11. (3 Punkte)
Berechne das bestimmte Integral

/7x3—2x2—x+5
1 r+1

dx .

Aufgabe 24.12. (3 Punkte)

Bestimme eine Stammfunktion fiir die Funktion
1

Vi+Vr+1

Aufgabe 24.13. (4 Punkte)

Berechne den Flicheninhalt der Flache, die durch die Graphen der beiden
Funktionen f und g mit

f(z) =2? und g(z) = —22% + 3z + 4

eingeschlossen wird.

Aufgabe 24.14. (4 Punkte)
Wir betrachten die Funktion

fR— R, t— f(t),

0firt=20
t) = ’
1) {sin%fﬁrt#@.

mit

Zeige, unter Bezug auf die Funktion g(x) = 2 cos %, dass f eine Stamm-
funktion besitzt.

Aufgabe 24.15. (3 Punkte)

Es seien
fug : [aub] — R

zwei stetige Funktionen und es sei g(t) > 0 fiir alle ¢ € [a, b]. Zeige, dass es
dann ein s € [a,b] gibt mit

b b
[ gy =s6s) [ gty
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25. ARBEITSBLATT

Aufwarmaufgaben

Aufgabe 25.1. Berechne das bestimmte Integral

v
/ x sin 2% dx .
0

In den folgenden Aufgaben, bei denen es um die Bestimmung von Stamm-
funktionen geht, ist jeweils ein geeigneter Definitionsbereich zu wéhlen.

Aufgabe 25.2. Bestimme eine Stammfunktion fiir die Funktion

tan x .

Aufgabe 25.3. Bestimme eine Stammfunktion fiir die Funktion

" In x.

Aufgabe 25.4. Bestimme eine Stammfunktion fiir die Funktion
N
eve.

Aufgabe 25.5. Bestimme eine Stammfunktion fiir die Funktion

I3

Vet +2

Aufgabe 25.6. Bestimme eine Stammfunktion fiir die Funktion

sin? z

cos? x

Aufgabe 25.7. Bestimme, fiir welche a € R die Funktion
2
a —> / at? — a*tdt
—1

ein Maximum oder ein Minimum besitzt.
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Aufgabe 25.8. Nach neuesten Studien zur Aufnahmefidhigkeit von durch-
schnittlichen Studierenden wird die Aufmerksamkeitskurve am Tag durch

8,18] — R, 2 — f(x) = —a* + 252 — 100,

beschrieben. Dabei ist = die Zeit in Stunden und y = f(z) ist die Aufnah-
mefihigkeit in Mikrocreditpoints pro Sekunde. Wann muss man eine ein ein-
halb stiindige Vorlesung ansetzen, damit die Gesamtaufnahme optimal ist?
Wieviele Mikrocreditpoints werden dann in dieser Vorlesung aufgenommen?

Aufgabe 25.9. Es sei [ ein reelles Intervall und es sei
f:I—R

eine stetige Funktion mit der Stammfunktion F'. Es sei GG eine Stammfunktion
von F' und es seien b, ¢ € R. Bestimme eine Stammfunktion der Funktion

(bt +¢) - £(2)

Aufgabe 25.10. Sei n € N, . Bestimme eine Stammfunktion der Funktion
R, — R, z — 2!/,

unter Verwendung der Stammfunktion von 2" und Satz 25.4.

Aufgabe 25.11. Bestimme eine Stammfunktion des natiirlichen Logarith-
mus unter Verwendung der Stammfunktion seiner Umkehrfunktion.

Aufgabe 25.12. Es sei
f : [(I, b] — [07 d]

eine bijektive, stetig differenzierbare Funktion. Man beweise die Formel fiir
die Stammfunktion der Umkehrfunktion, indem man fiir das Integral

/a )y

die Substitution y = f(z) durchfithrt und anschlieflend partiell integriert.

Aufgabe 25.13.*

Berechne durch geeignete Substitutionen eine Stammfunktion zu

V3x2 +5r —4.
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Aufgabe 25.14.*
Berechne das bestimmte Integral zur Funktion

fR—R x+— f(z) =22+ 3" — sin z,
tiber [—1,0].

Aufgabe 25.15.*

Berechne das bestimmte Integral zur Funktion

1 1
R, — R, 2 —s f(z) = VT — — e
f + , L f(x) \/E \/E+2£C+3 € )

tiber [1,4].
Aufgaben zum Abgeben

Aufgabe 25.16. (4 Punkte)
Berechne das bestimmte Integral fos f(t) dt, wobei die Funktion f durch

t+1, falls 0 <t < 2,

2 —6t+ 11, falls2 <t <5,
6, falls 5 <t <6,

—2t+ 18, falls 6 <t <8,

ft) =

gegeben ist.

Aufgabe 25.17. (3 Punkte)
Bestimme eine Stammfunktion fiir die Funktion

22 cosx —a%-sinzx.

Aufgabe 25.18. (2 Punkte)
Bestimme eine Stammfunktion fiir die Funktion

arcsin x .

Aufgabe 25.19. (4 Punkte)
Bestimme eine Stammfunktion fiir die Funktion

sin (In x) .
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Aufgabe 25.20. (5 Punkte)

Bestimme eine Stammfunktion fiir die Funktion
241
(z+1)%

T .

Aufgabe 25.21. (5 Punkte)
Es sei I ein reelles Intervall und es sei
f:I—R

eine stetige Funktion mit der Stammfunktion F'. Es sei GG eine Stammfunktion
von F und H eine Stammfunktion von GG. Es seien a, b, ¢ € R. Bestimme eine
Stammfunktion der Funktion

(at® + bt + ) - f(t)

26. ARBEITSBLATT
Aufwirmaufgaben
Aufgabe 26.1. Bestimme die Partialbruchzerlegung von

3X54+4X* —2X2+5X -6
X3 ‘

Aufgabe 26.2. Bestimme die Koeffizienten in der Partialbruchzerlegung in
Beispiel 26.5 durch Einsetzen von einigen Zahlen fiir X.

Aufgabe 26.3. Bestimme die komplexe und die reelle Partialbruchzerlegung

von
1

X2(X2+ 1)

Aufgabe 26.4. Bestimme die komplexe Partialbruchzerlegung von
1
X3 -1

Aufgabe 26.5. Bestimme die komplexe und die reelle Partialbruchzerlegung

von
1

X3(X — 1)
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Aufgabe 26.6. Bestimme die komplexe und die reelle Partialbruchzerlegung
von
X3 4+4X24+7
X2—-X -2~

Aufgabe 26.7. Bestimme die komplexe und die reelle Partialbruchzerlegung

von
X"+ X*—5X+3

X8_|_X6_X4_X2'

Aufgabe 26.8. Bestimme eine Stammfunktion fiir die Funktion
1
2 +5"

Aufgabe 26.9. Bestimme eine Stammfunktion fiir die Funktion
1
22 -5

Aufgabe 26.10. Bestimme eine Stammfunktion fiir die Funktion

1
202+ —1°
Aufgabe 26.11.*
Bestimme eine Stammfunktion von
S5a3 +4x — 3
2+ 1

mittels Partialbruchzerlegung.

Aufgabe 26.12.*

Wir betrachten die Funktion

2 +323 222+ -1
(x —1)*(z* + 1)

fR\{1l} — R, z+—

a) Bestimme die reelle Partialbruchzerlegung von f.

b) Bestimme eine Stammfunktion von f fir z > 1.

Aufgabe 26.13. Finde eine Darstellung der rationalen Zahl 1/60 als Summe
von rationalen Zahlen, deren Nenner Primzahlpotenzen sind.
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Aufgaben zum Abgeben

Aufgabe 26.14. (4 Punkte)
Schreibe die rationale Funktion
203 — 42 +5x — 1
4o + 3

in der neuen Variablen v = 4z 4 3. Berechne die Stammfunktion iiber die
reelle Partialbruchzerlegung und iiber die Substitution v = 4x + 3.

Aufgabe 26.15. (4 Punkte)
Bestimme die komplexe und die reelle Partialbruchzerlegung von

1
Xt—1

Aufgabe 26.16. (4 Punkte)
Bestimme die komplexe und die reelle Partialbruchzerlegung von

1
X(X —1)(X —2)(X —3)°

Aufgabe 26.17. (4 Punkte)

Bestimme eine Stammfunktion fiir die Funktion
1

1+ 24

Aufgabe 26.18. (5 Punkte)
Bestimme eine Stammfunktion fiir die Funktion
3r —5
(22422 +7)%

Aufgabe 26.19. (1 Punkt)
Bestimme eine Stammfunktion fiir die Funktion
Ta% — 182° + 823 — 922 + 2
27 — 326 4+ 224 — 323 + 22 — 5
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27. ARBEITSBLATT

Aufwiarmaufgaben

Aufgabe 27.1. Es sei

ffR—R
eine wachsende Funktion und b € R. Zeige, dass die Folge f(n), n € N, genau
dann gegen b konvergiert, wenn

lim, , o f(x) =0

gilt, wenn also die Funktion fiir x — 400 den Grenzwert b besitzt.

Aufgabe 27.2. Sei [ ein Intervall, r ein Randpunkt von I und
f:I—R

eine stetige Funktion. Zeige, dass die Existenz des uneigentlichen Integrals

/a "t

nicht vom gewihlten Startpunkt a € I abhéngt.

Aufgabe 27.3. Sei I =|r, s| ein beschréinktes offenes Intervall und
f:I—R

eine stetige Funktion, die sich auf [r,s| stetig fortsetzen ldsst. Zeige, dass
dann das uneigentliche Integral
| s

existiert.

Aufgabe 27.4. Formuliere und beweise Rechenregeln fiir uneigentliche In-
tegrale (analog zu Lemma 23.5.)

Aufgabe 27.5. Entscheide, ob das uneigentliche Integral

/°° 22— 32 +5 p
x
1 x4+ 223+ 5+ 8

existiert.
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Aufgabe 27.6. Bestimme das uneigentliche Integral
/ e tdt.
0

Aufgabe 27.7. Es sei I = [a,b] ein beschrinktes Intervall und es sei
f]a,b— R

eine stetige Funktion. Es sei (z,,),en eine fallende Folge in I mit dem Grenz-
wert @ und (Y )nen eine wachsende Folge in [ mit dem Grenzwert b. Es sei

vorausgesetzt, dass das uneigentliche Integral fab f(t) dt existiert. Zeige, dass
die Folge
Yn
Wy, = f(t)dt

gegen das uneigentliche Integral konvergiert.
Aufgaben zum Abgeben

Aufgabe 27.8. (2 Punkte)

Berechne die Energie, die notig wére, um die Erde, ausgehend von der jetzigen
Lage relativ zur Sonne, unendlich weit von der Sonne zu entfernen.

Aufgabe 27.9. (3 Punkte)

Entscheide, ob das uneigentliche Integral

/ommd“’

existiert und berechne es im Falle der Existenz.

Aufgabe 27.10. (5 Punkte)
Man gebe ein Beispiel fiir eine unbeschréankte, stetige Funktion
f 3R20 — Rzo

derart, dass das uneigentliche Integral fooo f(t) dt existiert.

Aufgabe 27.11. (2 Punkte)
Entscheide, ob das uneigentliche Integral

/]

existiert und berechne es im Falle der Existenz.
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Aufgabe 27.12. (4 Punkte)

Entscheide, ob das uneigentliche Integral

/°° 23 —32+5 p
x
1 4223 +5x+8

existiert.

Aufgabe 27.13. (8 Punkte)
Entscheide, ob das uneigentliche Integral

o
sin «
dx
0 x

(Versuche nicht, eine Stammfunktion fiir den Integranden zu finden.)

existiert.

Aufgaben zum Hochladen®

Aufgabe 27.14. (6 Punkte)

Erstelle fiir die rationale Funktion f(z) = -2

z2(z—3)
Partialbruchzerlegung dieser Funktion darstellt.

eine Skizze, die die reelle

Aufgabe 27.15. (6 Punkte)

Man fertige eine Skizze an, die die eulersche Konstante als einen Fldchenin-
halt darstellt.

28. ARBEITSBLATT

Aufwiarmaufgaben

Aufgabe 28.1. Sei x € R und betrachte die Funktion
Ry — R, t— f(t) =t"e".

Bestimme die Extremwerte dieser Funktion.

39Bei einer Aufgabe zum Hochladen geht es darum, ein Bild (Animation etc.) mit einem
Programm zu erstellen, iiber Wikimedia Commons hochzuladen (genau kategorisieren)
und es in den Kurs einzubinden (siche Materialseite des Kurses). Die Arbeit muss in
einem auf Commons erlaubten Format erstellt und unter die CC-by-sa 3.0-Lizenz gestellt
werden. Unbedingt das Urheberrecht beachten! Es gibt keinen genauen Abgabetermin,
Nachbesserungen sind moglich und erwiinscht. Bewertung letztlich durch den Dozenten.
Die Gutschrift auf das Punktekonto erfolgt am Ende des Semesters vor der Klausur.
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Aufgabe 28.2. Zeige, dass fiir die Fakultédtsfunktion fiir £ € N die Beziehung

() )

2 2k

gilt.

Aufgabe 28.3.*
a) Zeige, dass fiir x > 1 die Abschétzung

/ e tdt < 1
1
gilt.

b) Zeige, dass die Funktion H(x) mit

fiir x > 1 monoton wachsend ist.

c) Zeige, dass 10! > et + 1 gilt.

d) Zeige, dass fiir die Fakultatsfunktion fiir z > 10 die Abschitzung
Fak (z) > e”

gilt.

Aufgabe 28.4. Lose das Anfangswertproblem
Y = sin t mit y(m) = 7.

Aufgabe 28.5. Lose das Anfangswertproblem
y = 3t? — 4t + 7 mit y(2) = 5.

Aufgabe 28.6. Finde alle Losungen zur gewohnlichen Differentialgleichung
/
y=y.

Aufgabe 28.7. Man mache sich anschaulich und mathematisch klar, dass
bei einer ortsunabhéngigen Differentialgleichung der Abstand zwischen zwei
Losungen y; und y, zeitunabhéngig ist, d.h. dass y;(t) — y2(t) konstant ist.

Man gebe ein Beispiel, dass dies bei zeitunabhéngigen Differentialgleichungen
nicht der Fall sein muss.



293

Aufgaben zum Abgeben

Aufgabe 28.8. (2 Punkte)
Zeige, dass fiir die Fakultédtsfunktion die Beziehung

Fak (z) = /01(— In t)*dt

gilt.

Aufgabe 28.9. (3 Punkte)
Lose das Anfangswertproblem

y = 3t> — 2t + 5 mit y(3) = 4.

Aufgabe 28.10. (3 Punkte)

Finde eine Losung zur gewohnlichen Differentialgleichung

y=t+y.
Aufgabe 28.11. (4 Punkte)
Lose das Anfangswertproblem
t3
r : _
Yy = oS mit y(1) = 2.

29. ARBEITSBLATT
Aufwiarmaufgaben

Aufgabe 29.1. Finde samtliche Losungen der gewohnlichen Differentialglei-
chung

y:_g
.

Aufgabe 29.2. Finde sdmtliche Losungen der gewohnlichen Differentialglei-

chung

Y
y_tQ'

Aufgabe 29.3. Finde sdmtliche Losungen der gewohnlichen Differentialglei-
chung

/ t

Yy =cy.
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Aufgabe 29.4. Finde die Losungen der inhomogenen linearen Differential-
gleichung

y=y+T7.

Aufgabe 29.5. Finde die Losungen der inhomogenen linearen Differential-

gleichung
sinh ¢

cosh? t

/

y=y+t

Aufgabe 29.6. Es sei

f I — R+
eine differenzierbare Funktion auf einem Intervall I C R. Finde eine homo-
gene lineare gewohnliche Differentialgleichung, fiir die f eine Losung ist.

Aufgabe 29.7. Es sei

y =gty
eine homogene lineare gewthnliche Differentialgleichung mit einer unendlich
oft differenzierbaren Funktion g und es sei y eine differenzierbare Losung.

a) Zeige, dass y ebenfalls unendlich oft differenzierbar ist.

b) Es sei y(tg) = 0 fiir einen Zeitpunkt ty. Zeige unter Verwendung von
Aufgabe 19.17, dass y™ (t,) = 0 fiir alle n € N gilt.

Aufgabe 29.8.*
a) Finde alle Losungen der gewohnlichen Differentialgleichung (¢ € R.)

Z/:?

b) Finde alle Losungen der gewohnlichen Differentialgleichung (¢t € R,)

r Y 7
= 4+t
(] t+

c) Lose das Anfangswertproblem

y':%—i—t? und y(1) =5.

Die folgende Aussage nennt man das Superpositionsprinzip fiir inhomoge-
ne lineare Differentialgleichungen. Es besagt insbesondere, dass die Diffe-
renz zweier Losungen einer inhomogenen linearen Differentialgleichung eine
Losung der zugehorigen homogenen linearen Differentialgleichung ist.
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Aufgabe 29.9. Es sei I C R ein reelles Intervall und seien
g, hl, hg I — R

Funktionen. Es sei y; eine Losung der Differentialgleichung v = g(t)y+ hy(t)
und es sei y, eine Losung der Differentialgleichung 3’ = g(t)y + ha(t). Zeige,
dass dann y; + y5 eine Losung der Differentialgleichung

y' = g(t)y + h(t) + ho(t)
1st.

Aufgaben zum Abgeben
Aufgabe 29.10. (2 Punkte)

Bestétige durch Nachrechnen, dass die in Beispiel 29.7 gefundenen Funktio-
nen

t—1
t) =c
y() t+1
die Differentialgleichung
Y =y/(t*=1)

erfiillen.

Aufgabe 29.11. (3 Punkte)

Finde sédmtliche Losungen der gewohnlichen Differentialgleichung

J =Y
2 -3
Aufgabe 29.12. (5 Punkte)
Lose das Anfangswertproblem
t :
y = PR mit y(3) = 7.

Aufgabe 29.13. (3 Punkte)
Finde die Losungen der inhomogenen linearen Differentialgleichung

Y =y+e —de 41,

Aufgabe 29.14. (5 Punkte)
Finde die Losungen der inhomogenen linearen Differentialgleichung
, Y n 3 —2t+5 .

y=3 2 3



296

30. ARBEITSBLATT
Aufwirmaufgaben

Aufgabe 30.1. Skizziere die zugrunde liegenden Vektorfelder der Differen-
tialgleichungen
1
Y=~y =ty und y = -ty
Y

sowie die in Beispiel 30.6, Beispiel 30.7 und Beispiel 30.8 angegebenen Lo-
sungskurven.

Aufgabe 30.2. Bestétige die in Beispiel 30.6, Beispiel 30.7 und Beispiel 30.8
gefundenen Losungskurven der Differentialgleichungen

/

1
y' =—, ¢y =ty und y = —ty°
y

durch Ableiten.

Aufgabe 30.3. Interpretiere eine ortsunabhéngige Differentialgleichung als
eine Differentialgleichung mit getrennten Variablen anhand des Lésungsan-
satzes fiir getrennte Variablen.

Aufgabe 30.4. Bestimme alle Losungen der Differentialgleichung
v =y,
mit dem Losungsansatz fiir getrennte Variablen.

Aufgabe 30.5. Bestimme alle Losungen der Differentialgleichung
I oY
y =e€ ’

mit dem Losungsansatz fiir getrennte Variablen.

Aufgabe 30.6. Bestimme alle Losungen der Differentialgleichung
1
/

~ siny
mit dem Losungsansatz fiir getrennte Variablen.

Aufgabe 30.7. Lose die Differentialgleichung
/
y =ty

mit dem Losungsansatz fiir getrennte Variablen.
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Aufgabe 30.8. Betrachte die in Beispiel 30.9 gefundenen Lésungen

9
ylt) = 1 + exp (—st)

der logistischen Differentialgleichung.

a) Skizziere diese Funktion (fiir geeignete s und g).

b) Bestimme die Grenzwerte fiir t — oo und ¢t — —oc.
c¢) Studiere das Monotonieverhalten dieser Funktionen.

d) Fiir welche ¢ besitzt die Ableitung von y(t) ein Maximum (Fiir die Funk-
tion selbst bedeutet dies einen Wendepunkt, man spricht auch von einem
Vitalititsknick)

e) Uber welche Symmetrien verfiigen diese Funktionen?

Aufgabe 30.9.*

Finde eine Losung fiir die gewohnliche Differentialgleichung

t
/o 2
y_tz—]_y

mit ¢ > 1 und y < 0.

Aufgabe 30.10.*

Bestimme die Losungen der Differentialgleichung (y > 0)

y/ — t2y3

mit dem Losungsansatz fiir getrennte Variablen. Was ist der Definitionsbe-
reich der Losungen?

Aufgaben zum Abgeben

Aufgabe 30.11. (3 Punkte)
Zeige, dass eine Differentialgleichung der Form
Y =g(t)y’
mit einer stetigen Funktion
g:R— R t+—g(t),

auf einem Intervall I’ die Losungen

£) = ———
v =~Gm
besitzt, wobei G eine Stammfunktion zu g mit G(I') C R sei.
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Aufgabe 30.12. (3 Punkte)
Bestimme alle Losungen der Differentialgleichung
Y =ty’, y>0,

mit dem Losungsansatz fiir getrennte Variablen.

Aufgabe 30.13. (4 Punkte)
Bestimme alle Losungen der Differentialgleichung
y =t y>0,

mit dem Losungsansatz fiir getrennte Variablen.

Aufgabe 30.14. (5 Punkte)
Bestimme alle Losungen der Differentialgleichung
Y =ty+t
mit
a) dem Losungsansatz fiir inhomogene lineare Differentialgleichungen,

b) dem Losungsansatz fiir getrennte Variablen.
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BEISPIELKLAUSUR 1

Fachbereich Mathematik /Informatik
Prof. Dr. H. Brenner

Mathematik fiir Anwender 1
Beispielklausur 1

Dauer: Zwei volle Stunden + 10 Minuten Orientierung, in denen noch nicht
geschrieben werden darf.

Es sind keine Hilfsmittel erlaubt.
Alle Antworten sind zu begriinden.

Es gibt insgesamt 64 Punkte. Es gilt die Sockelregelung, d.h. die Bewertung
pro Aufgabe(nteil) beginnt bei der halben Punktzahl. Die Gesamtpunktzahl
geht doppelt in Thre Ubungspunktzahl ein.

Zur Orientierung: Zum Bestehen braucht man 16 Punkte, ab 32 Punkten
gibt es eine Eins.

Tragen Sie auf dem Deckblatt und jedem weiteren Blatt IThren Namen und
Ihre Matrikelnummer leserlich ein.

Viel Erfolg!

Name, VOTNAINE:  .oooiiiiiiiiii e e

MatrIReIUIIINIOT: oo e

Aufgabe: 11234567 [8[9]10[11]12|13[14|15(>"
mogl. Pkt.: |44 |4|3[4|3|8[3|4|6[5|3[5[3|5/|64
erhalt. Pkt.:

Note:
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Aufgabe 1. (4 Punkte)
Definiere die folgenden (kursiv gedruckten) Begriffe.

(1) Die komplexe Konjugation.

(2) Die lineare Unabhingigkeit von Vektoren wvy,...,v, in einem K-
Vektorraum V.

(3) Eine lineare Abbildung

p:V—W

zwischen zwei K-Vektorrdaumen V' und W.
(4) Eine Cauchy-Folge in R.
(5) Die Ezponentialreihe fir x € R.
(6) Die Stetigkeit einer Abbildung

p:R— R.

(7) Eine Treppenfunktion auf einem Intervall [a, b].
(8) Eine Differentialgleichung mit getrennten Variablen.

Aufgabe 2. (4 Punkte)

Formuliere die folgenden Sétze.

(1) Die Dimensionsformel fiir lineare Abbildungen.
(2) Das Quetschkriterium fiir reelle Folgen.

(3) Der Zwischenwertsatz fiir stetige Funktionen.
(4) Der Mittelwertsatz der Differentialrechnung.

Aufgabe 3. (4 Punkte)
Zeige durch vollstandige Induktion, dass fiir jedes n € N die Zahl
g2 4 72ntl

ein Vielfaches von 43 ist.

Aufgabe 4. (3 Punkte)

Driicke in R? den Vektor
(1,0,0)
als Linearkombination der Vektoren
(1,-2,5),(4,0,3) und (2,1,1)

aus.
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Aufgabe 5. (4 Punkte)

Bestimme den Kern der linearen Abbildung

X i
2 1 5 2
R* — R3, 4 — 13 —2 7 -1 4
4 4
2 -1 —4 3
w w

Aufgabe 6. (3 Punkte)

Bestimme, fiir welche x € C die Matrix
2+ -
—23 4222 +50r -1 2’ —ux

invertierbar ist.

Aufgabe 7. (8 Punkte)
Es sei V' ein Vektorraum und
Viy,...,Up

eine Familie von Vektoren in V. Zeige, dass die Familie genau dann eine Basis
von V' bildet, wenn es sich um ein minimales Erzeugendensystem handelt
(d.h. sobald man einen Vektor v; weglésst, liegt kein Erzeugendensystem
mehr vor).

Aufgabe 8. (3 Punkte)

Entscheide, ob die Folge
3P —n? =7
T ot + 8
in Q konvergiert und bestimme gegebenenfalls den Grenzwert.

Aufgabe 9. (4 Punkte)
Zeige, dass die Reihe

konvergiert.
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Aufgabe 10. (6 Punkte)
Wir betrachten die Funktion

1
f Ry —mR z+— fz)=1+ Inx— —.
x

a) Zeige, dass f eine stetige Bijektion zwischen R, und R definiert.

b) Bestimme das Urbild u von 0 unter f sowie f’(u) und (f~')'(0). Fertige
eine grobe Skizze fiir die Umkehrfunktion f~! an.

Aufgabe 11. (5 Punkte)
Betrachte die Funktion
fR—R, z— f(z)= (22 +3)e ™.

Bestimme die Nullstellen und die lokalen (globalen) Extrema von f. Fertige
eine grobe Skizze fiir den Funktionsverlauf an.

Aufgabe 12. (3 Punkte)

Bestimme die Taylor-Reihe der Funktion f(z) = 2 im Punkt a = 2 bis zur
Ordnung 4 (man gebe also das Taylor-Polynom vom Grad 4 zum Entwick-
lungspunkt 2 an, wobei die Koeffizienten in einer méglichst einfachen Form
angegeben werden sollen).

Aufgabe 13. (5 Punkte)

Es seien
f,g: R—R

zwei differenzierbare Funktionen. Es sei a € R. Es gelte
f(a) > g(a) und f'(x) > ¢'(z) fiir alle z > a.

Zeige, dass
f(x) > g(x) fiir alle x > a gilt .

Aufgabe 14. (3 Punkte)
Berechne das bestimmte Integral zur Funktion

fR—R, 2+ f(x) =22+ 3e" — sin z,
tiber [—1, 0].
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Aufgabe 15. (5 Punkte)
Finde eine Losung fiir die gewohnliche Differentialgleichung

t
! 2
y_t2_1y

mit ¢ > 1 und y < 0.
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BEISPIELKLAUSUR 1 MIT LOSUNGEN

Fachbereich Mathematik /Informatik
Prof. Dr. H. Brenner

Mathematik fiir Anwender 1
Beispielklausur I mit Losungen

Dauer: Zwei volle Stunden + 10 Minuten Orientierung, in denen noch nicht
geschrieben werden darf.

Es sind keine Hilfsmittel erlaubt.
Alle Antworten sind zu begriinden.

Es gibt insgesamt 64 Punkte. Es gilt die Sockelregelung, d.h. die Bewertung
pro Aufgabe(nteil) beginnt bei der halben Punktzahl. Die Gesamtpunktzahl
geht doppelt in Thre Ubungspunktzahl ein.

Zur Orientierung: Zum Bestehen braucht man 16 Punkte, ab 32 Punkten
gibt es eine Eins.

Tragen Sie auf dem Deckblatt und jedem weiteren Blatt IThren Namen und
Ihre Matrikelnummer leserlich ein.

Viel Erfolg!

Name, VOTNAINE:  .oooiiiiiiiii e

MatrIReIUIIINIET: oo e

Aufgabe: 11234567 [8[9]10[11]12|13[14|15(>"
mogl. Pkt.: |44 |4|3[4|3|8[3|4|6[5|3[5[3|5/|64
erhalt. Pkt.:

Note:



305
Aufgabe 1. Definiere die folgenden (kursiv gedruckten) Begriffe.

(1) Die komplexe Konjugation.

(2) Die lineare Unabhingigkeit von Vektoren vi,...,v, in einem K-
Vektorraum V.

(3) Eine lineare Abbildung

p:V—W

zwischen zwei K-Vektorrdumen V und W.
(4) Eine Cauchy-Folge in R.
(5) Die Ezponentialreihe fir x € R.
(6) Die Stetigkeit einer Abbildung

p:R— R

(7) Eine Treppenfunktion auf einem Intervall [a, b].
(8) Eine Differentialgleichung mit getrennten Variablen.

Losung

(1) Die Abbildung
C—C,z=a+bi—2zZ=a-—bi,

heifit komplexe Konjugation.
(2) Die Vektoren vy, ...,v, heiflen linear unabhingig, wenn eine Glei-

chung
Z a;V; = 0
i=1

nur bei a; = 0 fiir alle ¢ moglich ist.
(3) Eine Abbildung
p:V—W
heiflt lineare Abbildung, wenn die beiden folgenden Eigenschaften
erfiillt sind.
(a) p(u+v) = @(u) + ¢(v) fir alle u,v € V.
(b) p(sv) = sp(v) fir alle s € K und v € V.
(4) Eine Folge (x,,)nen in R heiit Cauchy-Folge, wenn folgende Bedingung
erfiillt ist.
Zu jedem € € R, € > 0, gibt es ein ng € N derart, dass fiir alle
n, m > ng die Beziehung

|z — x| <€

gilt.
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(5) Fiir jedes x € R heifit die Reihe

o n

>
—~ n!
die Fxponentialreihe in x.
(6) Eine Abbildung
¢:R—R

heifit stetig, wenn fiir jedes * € R und fiir jedes ¢ > 0 ein § > 0
existiert, so dass

p(lz = 0.2 +9[) Cp(a) — e, 0(z) + ¢
gilt.
(7) Eine Funktion
t:la, b)) — R
heifit eine Treppenfunktion, wenn es eine Unterteilung
a=ayp< a1 <ay<- - <Up1<a,=2>b

von [a,b] gibt derart, dass t auf jedem offenen Teilintervall Ja;_1, a;]
konstant ist.
(8) Eine Differentialgleichung der Form

Y =g(t) - h(y)
mit zwei Funktionen (dabei sind I und J reelle Intervalle)
g: I — R, t— g(t),

und
h:J— R, y+— h(y),

heifit gewohnliche Differentialgleichung mit getrennten Variablen.

Aufgabe 2. Formuliere die folgenden Sétze.

(1) Die Dimensionsformel fiir lineare Abbildungen.
(2) Das Quetschkriterium fiir reelle Folgen.

(3) Der Zwischenwertsatz fiir stetige Funktionen.
(4) Der Mittelwertsatz der Differentialrechnung.

Losung

(1) Es sei K ein Korper und es seien V und W zwei K-Vektorrdume. Es
sel
o:V—W
eine K-lineare Abbildung und V' sei endlichdimensional. Dann gilt

dim (V') = dim(kern ¢) 4+ dim(bild ¢).



307

(2) Es seien (2,)nen, (Yn)nen und (2, )nen drei reelle Folgen. Es gelte
Tp < yp < 2, fir allen € N

und (z,)neny und (z,)nen konvergieren beide gegen den gleichen
Grenzwert a. Dann konvergiert auch (y,),en gegen diesen Grenzwert
a.

(3) Seien a < b reelle Zahlen und sei f :[a,b] — R eine stetige Funktion.
Es sei ¢ € R eine reelle Zahl zwischen f(a) und f(b). Dann gibt es
ein x € [a,b] mit f(x) =c.

(4) Sei a < b und sei

f:la, b)) — R
eine stetige, auf |a, b| differenzierbare Funktion. Dann gibt es ein ¢ €
|a, b[ mit
fb) = f(a)
/ —
f (C) - b —a :

Aufgabe 3. Zeige durch vollstindige Induktion, dass fiir jedes n € N die

Zahl
6n+2 4 72n+1

ein Vielfaches von 43 ist.

Losung

Fiir n =0 ist

6> +7 =43
ein Vielfaches von 43. Sei nun die Aussage fiir n bewiesen und betrachten
wir den Ausdruck fiir n 4+ 1. Dieser ist

grtitz L 2(nt)+1 g gnt2 4 g2 p2ntl

= 6-6""2 + (6 +43)7 !
— 6<6n+2 + 72n+1) 4 43 . 72n+1
= 6-43-5443. 72"

wobei im letzten Schritt die Induktionsvoraussetzung verwendet wurde. Da-
her ist diese Zahl ein Vielfaches von 43.

Aufgabe 4. Driicke in R? den Vektor
(1,0,0)
als Linearkombination der Vektoren
(1,—2,5),(4,0,3) und (2,1, 1)

aus.
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Losung

Es geht darum, das lineare Gleichungssystem
r4+4dy+2z = 1
—2r +z =0
or+3y+z = 0

zu losen. Wir eliminieren mit Hilfe der ersten Gleichung die Variable y aus
der dritten Gleichung. Das resultierende System ist (/11" = 31 —4111)

r+4y+2z = 1
—2r +z = 0
—17r +2z = 3.
Wir eliminieren nun aus 71" mittels I die Variable z, das ergibt (I11'—2I1)

r+4y+2z = 1
—2r 4z = 0
—13zx = 3.
Wir konnen jetzt dieses System losen. Es ist
ro_3
137
6
= 2 = ——
z x 13
und
_ —bdr—z 15+6 21 7
YT T3 T 739 T 39 13
Also ist
1 1 4 2
= — ; 2|+ ! 0 — 6 1
13| 13 13
0 5 3 1

Aufgabe 5. Bestimme den Kern der linearen Abbildung

X T

9 1 5 2
R w2 7 1]
z 4

9 -1 —4 3
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Losung

Es geht darum, das lineare Gleichungssystem

24+ y+52z+2w = 0
3r—2y+7z —w = 0
20 —y—4z+3w = 0

zu losen. Wir eliminieren mit Hilfe der ersten Gleichung die Variable y. Das
resultierende System ist (/1" =11+ 21, II]' =111+ 1)

2v+y+5z+2w = 0
v +17z+3w = 0
4r 4+ z4+dw = 0.

Wir eliminieren nun aus /I’ mittels /71" die Variable z, das ergibt (11" —
17111")

2v+y+5z+2w = 0
dr 4+ z+5w = 0
—61z — 8w = 0.

Wir kénnen jetzt dieses System l6sen, wobei x # 0 die anderen Variablen
eindeutig festlegt. Sei x = 82. Dann ist w = —61. Damit ist

z=—4x —bw = —4-82 — 5(—61) = —328 + 305 = —23.

Schliefflich ist
y=—2x—>5z—2w=—2(82) — 5(—23) —2(—61) = —164+ 115+ 122 = 73.
Die Losungsmenge, also der Kern, ist somit

82

{s & |s € R}.
-23
—61

Aufgabe 6. Bestimme, fiir welche x € C die Matrix
4 —x
234222 +50x -1 22—z

invertierbar ist.
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Losung

Eine Matrix ist genau dann invertierbar, wenn ihre Determinante # 0 ist.
Die Determinante der Matrix ist

24z —x
det = (*+2)(2®—1)
—22 4+ 222 +5r—1 22 —=x

ta(—2® +22% 4+ 5z — 1)
= 2ttt 45t —

= 227 4+ 42® — x=x(22° + 42 — 1).

Dies ist gleich 0 bei #; = 0 oder bei 222 4+ 42 — 1 = 0. Diese quadratische
Gleichung ist dquivalent zu 22 + 2z — % =0 bzw. zu

1
(x+1)2—1—§:0.

3
1=24/=
x + \/;
3 3
.Z‘QZ\/;_]_unde}:_\/;_]_.

Die einzigen komplexen Zahlen, bei denen die Matrix nicht invertierbar ist,
sind also
3 3
0,4/=—1, —4/=—1.

Aufgabe 7. Es sei V' ein Vektorraum und

Also ist

und damit

Viy...,Upn

eine Familie von Vektoren in V. Zeige, dass die Familie genau dann eine Basis
von V' bildet, wenn es sich um ein minimales Erzeugendensystem handelt
(d.h. sobald man einen Vektor v; weglésst, liegt kein Erzeugendensystem
mehr vor).

Losung

Die Familie sei zunéchst eine Basis. Dann ist sie insbesondere ein Erzeugen-
densystem. Nehmen wir einen Vektor, sagen wir vy, aus der Familie heraus.
Wir miissen zeigen, dass dann die verbleibende Familie, also vy, ..., v, kein
Erzeugendensystem mehr ist. Wenn sie ein Erzeugendensystem wére, so wére
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insbesondere v, als Linearkombination der Vektoren darstellbar, d.h. man

hétte .
v = Z AiU;
Dann ist aber Zj
V] — Z AiU;
i=2

eine nichttriviale Darstellung der 0, im Widerspruch zur linearen Un-
abhéngigkeit der Familie.

Sei nun die Familie ein minimales Erzeugendensystem. Um zu zeigen, dass
eine Basis vorliegt, muss also lediglich gezeigt werden, dass die Familie linear
unabhéngig ist. Nehmen wir an, sie sei nicht linear unabhéngig. Dann gibt
es eine Darstellung

a1v1 + asvg + ...+ ayv, =0,

wobei mindestens ein Koeffizient a; # 0 ist. Wir behaupten, dass dann auch
die um v; reduzierte Familie noch ein Erzeugendensystem ist im Widerspruch
zur Minimalitédt. Dazu sei v € V' ein beliebiger Vektor, den man als

U:b101+...+bivi+...—|—bnvn

schreiben kann. Wir konnen v; schreiben als
! ai—1 Qi+1 Qn
Vi=——""0V —...— Vi—1 — Vi1 — ... — —Up.
a; a; i a;

Damit ist

v = b1U1—|—+bZ’U1—|——|—bn’Un

ay ai—1 Qi+1 Qn,
= blvl—l—...—l—bi(——vl—...— Vi—1 — Vit1 — ——Un)
i a; Q; a;
+ ...+ byuy,
woraus ablesbar ist, dass man v auch als Linearkombination der vy, ..., v;_1,
Vitl,- - ., U, darstellen kann.

Aufgabe 8. Entscheide, ob die Folge
3nd—n? -7
Ty = ——————————
2n3 +n + 8
in Q konvergiert und bestimme gegebenenfalls den Grenzwert.

Losung

Fiir n > 1 kann man die Folge (durch Erweiterung mit 1/n3) schreiben als

17
3n*—n*—-7 3-2-G
Ty 1=

2n3 +n+ 8 :2—1—#4—%'
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Folgen vom Typ a/n, a/n* und a/n3 sind Nullfolgen. Aufgrund der Summen-
regel fiir konvergente Folgen konvergiert der Zéhler gegen 3 und der Nenner
gegen 2, so dass nach der Quotientenregel die Folge insgesamt gegen 3/2 € Q
konvergiert.

Aufgabe 9. Zeige, dass die Reihe

[eS) .
Z S n
n2

n=1

konvergiert.

Losung

Wir zeigen, dass die Reihe absolut konvergiert, woraus nach Satz 14.9 die
Konvergenz folgt. Wegen —1 < sin x <1 ist

1

— n2‘

sin n

n2

Die Reihe )77 | - konvergiert nach Beispiel 14.12, so dass >, ’ A0 ‘ nach
dem Majorantenkriterium konvergiert.

Aufgabe 10. Wir betrachten die Funktion

1
[ Ry R z+— f(z)=1+ Inx— —.
T

a) Zeige, dass f eine stetige Bijektion zwischen R, und R definiert.

b) Bestimme das Urbild u von 0 unter f sowie f’(u) und (f~')(0). Fertige
eine grobe Skizze fiir die Umkehrfunktion f~! an.

Losung

Die Funktion f ist differenzierbar und die Ableitung ist

, 1 1
Fir z > 0 sind diese beiden Summanden positiv, so dass die Ableitung
stets positiv ist und f daher streng wachsend ist. Daher ist die Abbildung
injektiv. Die Funktion ist stetig, da sie differenzierbar ist. Daher geniigt es
fiir die Surjektivitdat, aufgrund des Zwischenwertsatzes, nachzuweisen, dass

beliebig groffie und beliebig kleine Werte angenommen werden.
Fiir0<a:<list1—%<0unddaher
flx) < Inz.
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Da der Logarithmus fiir z — 0 beliebig kleine Werte annimmt, gilt das auch
fiir f.
Fir z > 1 ist 1—%>0unddaher
f(x)> Inzx.

Da der Logarithmus fiir z — oo beliebig grole Werte annimmt, gilt das auch
fiir f.

b) Durch Einsetzen ergibt sich f(1) = 0, also ist u = 1 das Urbild von 0.
Aufgrund der Berechnung der Ableitung oben ist

1) =2.
Aufgrund der Regel fiir die Ableitung der Umkehrfunktion gilt daher
1 1 1

VO =550y ~ 7 " 2

Aufgabe 11. Betrachte die Funktion
fR—R, z— f(z)= (22 +3)e ™.

Bestimme die Nullstellen und die lokalen (globalen) Extrema von f. Fertige
eine grobe Skizze fiir den Funktionsverlauf an.

Losung

Da die Exponentialfunktion keine Nullstelle besitzt, liegt nur bei 2x + 3 =

0, also bei g = —% eine Nullstelle vor. Unterhalb davon ist die Funktion

negativ, oberhalb davon positiv.
Zur Bestimmung der lokalen Extrema leiten wir ab, was zu

Flx) =2 + (22 + 3)(—22)e ™™ = e (—42® — 6z + 2)
fithrt. Die Nullstellenbestimmung der Ableitung fithrt auf

3 1
2

—x——==0.
a:+2:1: 5

Quadratisches Ergénzen fiihrt zu

+32 9 1_,
Ty 16 2

bzw.

Also ist
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und somit

V1T 3 4 V1T 3
nE T et T
Fiir x < 7 ist die Ableitung negativ, fiir x mit 7y < x < x5 ist sie positiv
und fiir x > x5 wieder negativ. Daher ist die Funktion f unterhalb von x;
streng fallend, zwischen x; und x5 streng wachsend und oberhalb von zs
wieder streng fallend. Daher liegt in z; ein isoliertes lokales Minimum und
in x9 ein isoliertes lokales Maximum vor. Da es sonst keine lokalen Extrema
gibt, und die Funktion fiir x — —oo wichst, aber negativ bleibt, und fiir

x — +oo fallt, aber positiv bleibt, sind dies auch globale Extrema.

Aufgabe 12. Bestimme die Taylor-Reihe der Funktion f(z) = < im Punkt
a = 2 bis zur Ordnung 4 (man gebe also das Taylor-Polynom vom Grad
4 zum Entwicklungspunkt 2 an, wobei die Koeffizienten in einer moglichst
einfachen Form angegeben werden sollen).

Losung

Die erste Ableitung ist

1 1
f(z) = —g = 2 also f(2) = 1
Die zweite Ableitung ist
1
f"(x) = 2273, also f"(2) = 1
Die dritte Ableitung ist
3
f"(x) = —627*, also f"(2) = 3
Die vierte Ableitung ist
24 3
" (x) = 2427°, also f"(2) = B
Das Taylor-Polynom vom Grad 4 ist demnach
1 1 1 3 3
- (r-2+—x -2 - —(xr -2+ —(z—2)*
A A Ps 1 o TI A A PoTI )

bzw.

1 1 1 1 1
o=+ (=22 —(2 -2+ —(z —2)~.
5~ 1@ =2+ gle =27 - (@ =20+ (e -2)
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Aufgabe 13. Es seien
f,g: R— R

zwei differenzierbare Funktionen. Es sei a € R. Es gelte
f(a) > g(a) und f'(x) > ¢'(z) fiir alle z > a.

Zeige, dass
f(z) > g(x) fiir alle z > a gilt.

Losung

Wir betrachten die Hilfsfunktion
h:R— R, z+— h(z) = f(x) — g(x).

Nach den Voraussetzungen ist h differenzierbar, es ist h(a) > 0 und es ist
h'(z) > 0 fiir alle x > a. Wir miissen zeigen, dass h(xz) > 0 fiir alle z > a
ist. Nehmen wir also an, dass es ein > a gibt mit h(z) < 0. Aufgrund des
Mittelwertsatzes gibt es ein ¢ € [a, x] mit

h/(c> _ h(l’) — h(a) )

T —a
Da diese Zahl negativ ist, ergibt sich ein Widerspruch.

>
<

Aufgabe 14. Berechne das bestimmte Integral zur Funktion
fR—R, x+— f(z) =22+ 3" — sin z,
tiber [—1,0].

Losung

Eine Stammfunktion ist

14 T
§x + 3e® + cos x .

Daher ist das bestimmte Integral gleich

0
/ flz)dx = <%x4 + 3e” + cos :1:) 2,
1
= (0+3+1)— (%(—D“ +3e7 + COS(—1>>
= ; —3e ' — cos(—1).
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Aufgabe 15. Finde eine Losung fiir die gewohnliche Differentialgleichung

t
— 2

mit ¢ > 1 und y < 0.

Losung

Es liegt eine Differentialgleichung mit getrennten Variablen vor. Wir setzen

1
h Yy) = —3,

() "

davon ist
H(y) =~y
eine Stammfunktion. Die Umkehrfunktion davon ist ebenfalls
H 'u) = —u".
Wir setzen weiter g(t) = z—. Wir machen den Ansatz fiir die Partialbruch-
zerlegung, also
t a b

P11 i+t
Daraus ergibt sich die Bedingung

=a(t+1)+b(t—-1)

und daraus
b 1
a=b=—.
2
Also ist 1 1
G(t) = 3 1n(t—|—1)+§ In(t—1)

eine Stammfunktion von ¢(t). Daher ist

B -2
ylt) = In(t—1)+ In(t+1)

eine Losung, die fiir ¢ > 1 definiert ist und fiir die y(¢) < 0 gilt.
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BEISPIELKLAUSUR 2

Fachbereich Mathematik /Informatik
Prof. Dr. H. Brenner

Mathematik fiir Anwender 1
Beispielklausur 2

Dauer: Zwei volle Stunden + 10 Minuten Orientierung, in denen noch nicht
geschrieben werden darf.

Es sind keine Hilfsmittel erlaubt.
Alle Antworten sind zu begriinden.

Es gibt insgesamt 64 Punkte. Es gilt die Sockelregelung, d.h. die Bewertung
pro Aufgabe(nteil) beginnt bei der halben Punktzahl. Die Gesamtpunktzahl
geht doppelt in Thre Ubungspunktzahl ein.

Zur Orientierung: Zum Bestehen braucht man 16 Punkte, ab 32 Punkten
gibt es eine Eins.

Tragen Sie auf dem Deckblatt und jedem weiteren Blatt IThren Namen und
Ihre Matrikelnummer leserlich ein.

Viel Erfolg!

Name, VOTNAINE:  .oooiiiiiiiiii e e

MatrIReIUIIINIOT: oo e

Aufgabe: 11234567 [8[9]10[11]12|13[14|15(>"
mogl. Pkt.: | 4|4 |4|4]7|4|3]|5|3[2[3|6[3|6|6]/64
erhalt. Pkt.:

Note:
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Aufgabe 1. (4 Punkte)
Definiere die folgenden (kursiv gedruckten) Begriffe.
(1) Eine injektive Abbildung
f:M — N.

(2) Ein Untervektorraum U C V in einem K-Vektorraum V.
(3) Eine lineare Abbildung

p:V—W

zwischen zwei K-Vektorrdumen V' und W.
(4) Die geometrische Reihe fur x € R.
(5) Die Stetigkeit einer Abbildung

fR—R
in einem Punkt a € R.
(6) Die Differenzierbarkeit einer Abbildung
f R—R
in einem Punkt a € R.
(7) Das Taylor-Polynom vom Grad n zu einer n-mal differenzierbaren
Funktion
fR—R
im Punkt 0.
(8) Die Fakultitsfunktion Fak (x) (fir x € R, x > —1).

Aufgabe 2. (4 Punkte)

Formuliere die folgenden Sétze.

(1) Der Binomische Lehrsatz.

(2) Das Injektivitatskriterium fiir lineare Abbildungen.
(3) Das Quotientenkriterium fiir Reihen.

(4) Der Mittelwertsatz der Integralrechnung,.

Aufgabe 3. (4 Punkte)
Zeige, dass fiir jede natiirliche Zahl n > 1 die Abschéitzung
3" >nd

gilt.
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Aufgabe 4. (4 Punkte)

Die Zeitungen A, B und C' verkaufen Zeitungsabos und konkurrieren dabei
um einen lokalen Markt mit 100000 potentiellen Lesern. Dabei sind innerhalb
eines Jahres folgende Kundenbewegungen zu beobachten.

(1) Die Abonnenten von A bleiben zu 80% bei A, 10% wechseln zu B,
5% wechseln zu C' und 5% werden Nichtleser.

(2) Die Abonnenten von B bleiben zu 60% bei B, 10% wechseln zu A,
20% wechseln zu C' und 10% werden Nichtleser.

(3) Die Abonnenten von C' bleiben zu 70% bei C, niemand wechselt zu
A, 10% wechseln zu B und 20% werden Nichtleser.

(4) Von den Nichtlesern entscheiden sich je 10% fiir ein Abonnement von
A, B oder C, die iibrigen bleiben Nichtleser.

a) Erstelle die Matrix, die die Kundenbewegungen innerhalb eines Jahres
beschreibt.

b) In einem bestimmten Jahr haben alle drei Zeitungen je 20000 Abonnenten
und es gibt 40000 Nichtleser. Wie sieht die Verteilung ein Jahr spéter aus?

c¢) Die drei Zeitungen expandieren in eine zweite Stadt, wo es bislang iiber-
haupt keine Zeitungen gibt, aber ebenfalls 100000 potentielle Leser. Wie viele
Leser haben dort die einzelnen Zeitungen (und wie viele Nichtleser gibt es
noch) nach drei Jahren, wenn dort die gleichen Kundenbewegungen zu be-
obachten sind?

Aufgabe 5. (7 Punkte)

Es sei K ein Korper und V ein endlichdimensionaler K-Vektorraum. Es sei
U C V ein Untervektorraum. Zeige, dass es einen K-Vektorraum W und eine
surjektive K-lineare Abbildung

p:V—W
gibt derart, dass U = kern ¢ ist.

Aufgabe 6. (4 Punkte)

Bestimme die komplexen Zahlen z, fiir die die Matrix

z 2 2z+1
3 1 4
zZ 5 z

nicht invertierbar ist.
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Aufgabe 7. (3 Punkte)

Fiihre die ersten drei Schritte des babylonischen Wurzelziehens zu b = 7 mit
dem Startwert ag = 3 durch (es sollen also die Approximationen ay, ay, ag fiir
V7 berechnet werden; diese Zahlen miissen als gekiirzte Briiche angegeben
werden).

Aufgabe 8. (5 Punkte)
Untersuche, ob die Reihe

[e.9]

— 4n3 — 3n + 2
konvergiert oder divergiert.

Aufgabe 9. (3 Punkte)

Berechne das Cauchy-Produkt bis zur vierten Potenz der geometrischen Rei-
he mit der Exponentialreihe.

Aufgabe 10. (2 Punkte)
Wir betrachten die Funktion
Ry — R, z+— f(z) = cos(In z).
a) Bestimme die Ableitung f’.
b) Bestimme die zweite Ableitung f”.

Aufgabe 11. (3 Punkte)
Wir betrachten die Funktion
fR—R, x> f(zx)=2"+1.

Bestimme die Tangenten an f, die lineare Funktionen sind (die also durch
den Nullpunkt verlaufen).

Aufgabe 12. (6 Punkte)

Beweise den Mittelwertsatz der Integralrechnung.
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Aufgabe 13. (3 Punkte)

Berechne das bestimmte Integral zur Funktion

1 1 B
f:R+—>R,xl—>f(x):\/E—%+2$+3—e :

tiber [1,4].

Aufgabe 14. (6 (5+1) Punkte)

Es sei

2+ 72 —br+4

a) Bestimme die reelle Partialbruchzerlegung von f(z).

b) Bestimme eine Stammfunktion von f(z).

Aufgabe 15. (6 Punkte)
a) Finde alle Losungen der gewohnlichen Differentialgleichung (¢ € R)

Z/:;

b) Finde alle Losungen der gewohnlichen Differentialgleichung (f € Ry)

/ Yy 7
—Jm
¥y=3

c¢) Lose das Anfangswertproblem

y/:%—l—t? und y(1) =5.
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BEISPIELKLAUSUR 2 MIT LOSUNGEN

Fachbereich Mathematik /Informatik
Prof. Dr. H. Brenner

Mathematik fiir Anwender 1
Beispielklausur 2 mit Losungen

Dauer: Zwei volle Stunden + 10 Minuten Orientierung, in denen noch nicht
geschrieben werden darf.

Es sind keine Hilfsmittel erlaubt.
Alle Antworten sind zu begriinden.

Es gibt insgesamt 64 Punkte. Es gilt die Sockelregelung, d.h. die Bewertung
pro Aufgabe(nteil) beginnt bei der halben Punktzahl. Die Gesamtpunktzahl
geht doppelt in Thre Ubungspunktzahl ein.

Zur Orientierung: Zum Bestehen braucht man 16 Punkte, ab 32 Punkten
gibt es eine Eins.

Tragen Sie auf dem Deckblatt und jedem weiteren Blatt IThren Namen und
Ihre Matrikelnummer leserlich ein.

Viel Erfolg!

Name, VOTNAINE:  .oooiiiiiiiii e

MatrIReIUIIINIET: oo e

Aufgabe: 11234567 [8[9]10[11]12|13[14|15(>"
mogl. Pkt.: | 4|4 |4|4]7|4|3]|5|3[2[3|6[3|6|6]/64
erhalt. Pkt.:

Note:
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Aufgabe 1. Definiere die folgenden (kursiv gedruckten) Begriffe.
(1) Eine injektive Abbildung
f:M — N.

(2) Ein Untervektorraum U C V in einem K-Vektorraum V.
(3) Eine lineare Abbildung

p:V—W

zwischen zwei K-Vektorrdumen V' und W.
(4) Die geometrische Reihe fir x € R.
(5) Die Stetigkeit einer Abbildung

fTR—R

in einem Punkt a € R.
(6) Die Differenzierbarkeit einer Abbildung

fR—R

in einem Punkt a € R.
(7) Das Taylor-Polynom vom Grad n zu einer n-mal differenzierbaren
Funktion
fR—R

im Punkt 0.
(8) Die Fakultitsfunktion Fak (x) (fir x € R, x > —1).

Losung

(1) Die Abbildung
f*M— N

ist injektiv, wenn fiir je zwei verschiedene Elemente z,y € M auch
f(z) und f(y) verschieden sind.

(2) Die Teilmenge U C V heifit Untervektorraum, wenn die folgenden
Eigenschaften gelten.
(a) 0 e U.
(b) Mit u,v € U ist auch u +v € U.
(¢) Mit u € U und s € K ist auch su € U.

(3) Eine Abbildung

p:V—W
hei3t lineare Abbildung, wenn die beiden folgenden Eigenschaften
erfiillt sind.
(a) p(u+v) = @(u) + ¢(v) fir alle u,v € V.
(b) p(sv) = sp(v) fir alle s € K und v € V.
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(4) Die Reihe
>t
k=0
heifit die geometrische Reihe in x.
(5) Eine Abbildung
f'R—R
heiflt stetig in a, wenn fiir jedes € > 0 ein § > 0 existiert, so dass

Sz —6,2+6[) Clf(x) —€ f(x) + ¢

gilt.
(6) Die Funktion f heifit differenzierbar in a, wenn der Limes
. f(z) = fla)
1 T a}t,x—a —
MyzeRr\{a}, z— T —a
existiert.

(7) Das Polynom

= f®(0)
kz_% P

heifit das Taylor-Polynom vom Grad n zu f in 0.
(8) Die Fakultétsfunktion ist durch das uneigentliche Integral

Fak (z) := / te "t dt
0
definiert.
Aufgabe 2. Formuliere die folgenden Sitze.

(1) Der Binomische Lehrsatz.

(2) Das Injektivititskriterium fir lineare Abbildungen.
(3) Das Quotientenkriterium fiir Reihen.

(4) Der Mittelwertsatz der Integralrechnung.

Losung

(1) Es seien a,b Elemente in einem Korper. Ferner sei n eine natiirliche
Zahl. Dann gilt

a+b)" = n)akb"_k.
=3
(2) Es sei K ein Korper und es seien V und W zwei K-Vektorrdume. Es
sei
p:V—W
eine K-lineare Abbildung. Dann ist ¢ injektiv genau dann, wenn
kern ¢ = 0 ist.
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(3) Es sei

> ar
k=0
eine Reihe von reellen Zahlen. Es gebe eine reelle Zahl ¢ mit 0 < ¢ < 1
und ein kg mit
k1
agk

<q

fiir alle k£ > ko (insbesondere sei a;, # 0 fir k > kg). Dann konvergiert
die Reihe Y 77 aj absolut.
(4) Sei [a, b] ein kompaktes Intervall und sei

f:la, b)) — R

eine stetige Funktion. Dann gibt es ein ¢ € [a, b] mit

b
[ swie= s,

Aufgabe 3. Zeige, dass fiir jede natiirliche Zahl n > 1 die Abschétzung
3n Z n3

gilt.

Losung

Fiir n = 1,2, 3 ergibt sich die Abschétzung durch direktes Nachrechnen. Fiir
n > 4 wird die Aussage durch Induktion bewiesen. Wir nehmen also an, dass
die Aussage fiir ein n > 3 schon bewiesen ist und haben sie fiir n + 1 zu
zeigen. Dies ergibt sich aus

3t 3-3"

3n?

n® 4+ nd +n?

n® +3n%+3n+1

(n+1)%

wobei wir in der zweiten Zeile die Induktionsvoraussetzung, in der vierten

Zeile die Voraussetzung n > 3 und in der fiinften Zeile die binomische Formel
angewendet haben.

IR AVARIAVARI

Aufgabe 4. Die Zeitungen A, B und C' verkaufen Zeitungsabos und konkur-
rieren dabei um einen lokalen Markt mit 100000 potentiellen Lesern. Dabei
sind innerhalb eines Jahres folgende Kundenbewegungen zu beobachten.

(1) Die Abonnenten von A bleiben zu 80% bei A, 10% wechseln zu B,
5% wechseln zu C' und 5% werden Nichtleser.

(2) Die Abonnenten von B bleiben zu 60% bei B, 10% wechseln zu A,
20% wechseln zu C' und 10% werden Nichtleser.
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(3) Die Abonnenten von C' bleiben zu 70% bei C, niemand wechselt zu
A, 10% wechseln zu B und 20% werden Nichtleser.

(4) Von den Nichtlesern entscheiden sich je 10% fiir ein Abonnement von
A, B oder C, die iibrigen bleiben Nichtleser.

a) Erstelle die Matrix, die die Kundenbewegungen innerhalb eines Jahres
beschreibt.

b) In einem bestimmten Jahr haben alle drei Zeitungen je 20000 Abonnenten
und es gibt 40000 Nichtleser. Wie sieht die Verteilung ein Jahr spéter aus?

c¢) Die drei Zeitungen expandieren in eine zweite Stadt, wo es bislang iiber-
haupt keine Zeitungen gibt, aber ebenfalls 100000 potentielle Leser. Wie viele
Leser haben dort die einzelnen Zeitungen (und wie viele Nichtleser gibt es
noch) nach drei Jahren, wenn dort die gleichen Kundenbewegungen zu be-
obachten sind?

Losung

a) Die Matrix, die die Kundenbewegungen (in der Reihenfolge A, B, C' und
Nichtleser) beschreibt, ist

0,8 0,1 0 0,1
0,1 0,6 0,1 0,1
0,05 0,2 0,7 0,1
0,05 0,1 0,2 0,7

b) Die Kundenverteilung nach einem Jahr zur Ausgangsverteilung
(20000, 20000, 20000, 40000) ist

0,8 0,1 0 0,1 20000 22000
0,1 0,6 0,1 0,1 20000 ] 20000
0,05 0,2 0,7 0,1 20000 B 23000
0,05 0,1 0,2 0,7 40000 35000

c¢) Die Ausgangsverteilung ist (0,0, 0,100000), daher ist die Verteilung nach
einem Jahr gleich (10000, 10000, 10000, 70000).



Nach zwei Jahren ist die Kundenverteilung

Nach drei Jahren ist die Kundenverteilung
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0,8 0,1 0 0,1\ (10000 16000
0,1 0,6 0,1 0,1 ]10000| [15000
0,05 0,2 0,7 0,1 [10000| | 16500
0,05 0,1 0,2 0,7/ \70000 52500

0,8 0,1 0 0,1\ {16000 12800 + 1500 + 5250
0,1 0,6 0,1 0,1] | 15000 1600 + 9000 + 1650 + 5250
0,05 0,2 0,7 0,1 | 16500 800 + 3000 + 11550 + 5250
0,05 0,1 0,2 0,7/ \52500 800 + 1500 + 3300 -+ 36750
19550
| 100
| 20600
42350

Aufgabe 5. Es sei K ein Korper und V' ein endlichdimensionaler K-
Vektorraum. Es sei U C V ein Untervektorraum. Zeige, dass es einen K-
Vektorraum W und eine surjektive K-lineare Abbildung

p:V—W
gibt derart, dass U = kern ¢ ist.

Losung

Der Unterraum U ist ebenfalls endlichdimensional. Es sei uy, ug, .. ., u,, eine
Basis von U, die wir durch vy,...,v, € V zu einer Basis von V erginzen
kénnen. Es sei W = K". Wir betrachten die lineare Abbildung
p:V— K",

die durch

ou)=0firi=1,...,m
und

o(vj)=ejfirj=1,...,n
festgelegt ist (dabei sei e; der j-te Standardvektor des K™), was nach dem
Basisfestlegungssatz moglich ist. Wegen

(> t) =D tie(vy) = D tie
j=1 j=1 j=1
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ist die Abbildung surjektiv. Offenbar ist U C kern ¢. Es sei

v = Zsiui +thvj € kern ¢.
i=1 j=1
Dann ist
0= (,0(1)) = thej.
j=1

Da die Standardbasis vorliegt, sind die ¢; = 0 und daher ist v € U. Also ist
U = kern ¢.

Aufgabe 6. Bestimme die komplexen Zahlen z, fiir die die Matrix

z 2 2z+1
3 1 4
zZ 5 z

nicht invertierbar ist.

Losung

Die Matrix ist genau dann invertierbar, wenn ihre Determinante # 0 ist. Wir
miissen also die Nullstellen der Determinante bestimmen. Die Determinante
ist (nach der Regel von Sarrus)

224824302415 —222—2—202—62 = —22+ 112 + 15.
Dies ist gleich 0 genau dann, wenn
22—-11z2—15=0

ist. Durch quadratisches Ergénzen fiihrt diese Gleichung auf

112 121 181
i =154+ = = =7,

4 4
Daher sind
V181 11 11 ++/181 V181 11 11 — /181
R R S S S

die beiden einzigen Losungen der quadratischen Gleichung. Diese zwei reellen
Zahlen sind also die einzigen (reellen oder komplexen) Zahlen, fiir die die
Matrix nicht invertierbar ist.

Aufgabe 7. Fiihre die ersten drei Schritte des babylonischen Wurzelziehens
zu b = 7 mit dem Startwert ag = 3 durch (es sollen also die Approximationen
a1, as, ag fiir v/7 berechnet werden; diese Zahlen miissen als gekiirzte Briiche
angegeben werden).
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Losung

Die Formel fiir a,, 1 lautet

1 7
an+1:§ an—l—a— .

Dabher ist

Somit ist

(8, 7 1(8, 2 1 64+63 127
a = — — _— = — —_ —_— _ — . = —,
> 2\3 " 8/3 2\3 " 8 2 24 48

Schlief3lich ist
1 /127 7 1127 336\ 116120 +16128 32257
a5 = - ~ 3 6096 = 12102

2\ 38 T 17/ 2\ a8 T 127
Aufgabe 8. Untersuche, ob die Reihe

o0

— 4n3 — 3n + 2
konvergiert oder divergiert.
Losung
Fir n > 5 ist
2n+5 < 3n

und fiir n > 1 ist
4n® —3n+2 =n*+3n° —3n+2 > nP +3nn*-1) > n’
Daher gilt fiir die Reihenglieder fiir n > 5 die Abschétzung
2n+5 < 3n 3n 1

< — = 3—.
A3 —3n+2 — 4An3 —-3n+2 T nd n?

Die Reihe 07, # konvergiert nach Beispiel 14.12 und dies gilt auch fiir
> 3#. Nach dem Majorantenkriterium konvergiert auch

i 2n+5
e 4n3 — 3n + 2
und daher konvergiert auch die in Frage stehende Reihe.

Aufgabe 9. Berechne das Cauchy-Produkt bis zur vierten Potenz der geo-
metrischen Reihe mit der Exponentialreihe.
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Losung

Die geometrische Reihe ist > /2™ und die Exponentialreihe ist > oo, La™.
Das Cauchy-Produkt von zwei Reihen ergibt sich einfach dadurch, dass man
jeden Summanden mit jedem Summanden multipliziert und gleiche Potenzen
aufsummiert. Daher kénnen die Potenzen °, 2°, etc. ignoriert werden und es

ist
(14 +2*+ 23 + 2% 1+x+lx2+1x3—|—ix4
2 6 24
1 1 1 1 1
= <1+x+§x2+6x3+ﬁx4) + (x+x2+§x3+6:c4>
1
+(az2+x3+§x4 +ad 4ot 4t
5 8 65
= 1+20+ -2+ -2* + —a' + ...
+ :c+2a: —|—3:c —|—24:1: +
Das Cauchy-Produkt bis zur vierten Potenz der beiden Reihen ist also
5 8 65
1 9 2.2 .3 e 4'
+ a:+2x +3a: +24x

Aufgabe 10. Wir betrachten die Funktion

Ry — R, z+— f(z) = cos(In z).

a) Bestimme die Ableitung f’.
b) Bestimme die zweite Ableitung f”.

Losung
a) Es ist
f(z) = —é -sin (In z).
b) Es ist
" B sin (In 2)\’
fix) = — <T)

cos (In z) —sin (In z)
_ >
cos (In x) N sin (In x)

22 2
Aufgabe 11. Wir betrachten die Funktion
fR—R 2z f(z)=2>+1.

Bestimme die Tangenten an f, die lineare Funktionen sind (die also durch
den Nullpunkt verlaufen).
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Losung

Eine lineare Funktion wird durch g(x) = az mit a € R beschrieben. Eine
lineare Funktion, die im Punkt (z, f(x)) tangential zu f ist, muss a = f'(x)
und f(x) = ax erfiillen. Daraus ergibt sich die Bedingung

2 +1=(22)z
bzw.
?=1.
Also ist x = 1 oder x = —1. Daher gibt es zwei Tangenten an f, die lineare

Funktionen sind, ndmlich 2x und —2zx.

Aufgabe 12. Beweise den Mittelwertsatz der Integralrechnung.

Losung

Es sei

fila, b)) — R
eine stetige Funktion. Uber dem kompakten Intervall [a,b] ist die Funktion
f nach oben und nach unten beschrénkt, es seien m und M das Minimum
bzw. das Maximum der Funktion. Dann ist insbesondere m < f(x) < M fiir
alle z € [a,b] und

b
m(b— a) §/ ft)dt < M(b—a).
Daher ist fabf(t) dt = d(b — a) mit einem d € [m, M] und aufgrund des
Zwischenwertsatzes gibt es ein ¢ € [a,b] mit f(c) = d.

Aufgabe 13. Berechne das bestimmte Integral zur Funktion
1 1

fiR =R o @) = Vo - o=+

2w +3
tiber [1,4].

Losung

Eine Stammfunktion zu f ist
1
F(zx) = gx% — 22 +§ In(2x +3)+e .
Daher ist

|t = pay-F@)

16 1 2 1
= 3—44—51H11—|—€74—§—|—2—§1n5—€71
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8 1 11
= §+§ln€+€74—€71.

Aufgabe 14. Es sei

23+ T2 —br+4

a) Bestimme die reelle Partialbruchzerlegung von f(z).

b) Bestimme eine Stammfunktion von f(x).

Losung

a) Division mit Rest ergibt

2} 470 —b5r4+4 = (22 =3)(x +7) — 2z + 25.

Daher ist
224+ 722 -5z +4 -2z + 25
2 —3 =T 2 -3
Wegen 22 — 3 = (x — +/3)(x + v/3) machen wir den Ansatz
—2x +25 a b

— + )
7% =3 r—+V3 x+V3
Dies fiihrt auf

25 +25 = alz+V3)+ bz —V3)
= (a+b)z+ (a—b)V3.
Somit ist a +b = —2 und a — b = \2/—%, woraus sich 2a = —2 + \2/—53 und
20 = —2 — 25 ergibt. Also ist

V3

25 25
a=—-14+—F7undb=-1—-——.
2V/3 2V/3
Somit ist die Partialbruchzerlegung gleich
23+ Ta? — 5x + 4 e _1"‘% _1_%

+ .
r?—3 r—/3 z+/3

b) Eine Stammfunktion zu f(x) ist (auf dem Definitionsbereich)

1 25 25
Fl) = 52+ 7o+ (_Hﬁ) In |z — V3| + (_1_ﬁ> In |o+ V3|

Aufgabe 15. a) Finde alle Losungen der gewohnlichen Differentialgleichung
(t eRy)

Y
yit'
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b) Finde alle Losungen der gewohnlichen Differentialgleichung (¢t € Ry)

/ Yy 7
=41,
y t+

c¢) Lose das Anfangswertproblem

y/:%—l-t7 und y(1) =5.

Losung

a) Nach dem Losungsansatz fiir homogene lineare Differentialgleichungen
miissen wir zuerst eine Stammfunktion von % bestimmen, eine solche ist
In ¢. Die Exponentialfunktion davon ist ¢, so dass y = ¢t (mit ¢ € R) die
Losungen von y' = y/t sind.

b) Eine Stammfunktion zu & = ¢0 ist

1
—t7.
7
Damit ist 1 ]
—tTt=—1"
7 7

eine Losung der inhomogenen Differentialgleichung und somit sind
1
?ts +ct, c € R,

alle Losungen.

¢) Wenn zusétzlich die Anfangsbedingung y(1) = 5 erfiillt sein soll, so muss

= + 5

f— C f—

7
gelten, also

5 1 34

c=5—-=—.
7 7

Die Losungs des Anfangsproblems ist also

1 34
t) = =t + =—t.
y(t) -+
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BEISPIELKLAUSUR 3

Fachbereich Mathematik /Informatik
Prof. Dr. H. Brenner

Mathematik fiir Anwender 1
Beispielklausur 3

Dauer: Zwei volle Stunden + 10 Minuten Orientierung, in denen noch nicht
geschrieben werden darf.

Es sind keine Hilfsmittel erlaubt.
Alle Antworten sind zu begriinden.

Es gibt insgesamt 64 Punkte. Es gilt die Sockelregelung, d.h. die Bewertung
pro Aufgabe(nteil) beginnt bei der halben Punktzahl. Die Gesamtpunktzahl
geht doppelt in Thre Ubungspunktzahl ein.

Zur Orientierung: Zum Bestehen braucht man 16 Punkte, ab 32 Punkten
gibt es eine Eins.

Tragen Sie auf dem Deckblatt und jedem weiteren Blatt IThren Namen und
Ihre Matrikelnummer leserlich ein.

Viel Erfolg!

Name, VOTNAINE:  .oooiiiiiiiiii e e

MatrIReIUIIINIOT: oo e

Aufgabe: 112134567 |8[9]10[11[12]13|14|15[16|>_
mogl. Pkt.: |4 (4241433 [3|7[2[5|3[2[5/9[4|64
erhalt. Pkt.:

Note:
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Aufgabe 1. (4 Punkte)
Definiere die folgenden (kursiv gedruckten) Begriffe.
(1) Der Betrag einer komplexen Zahl z = a + bi.

(2) Eine Basis eines K-Vektorraums V.
(3) Der Kern einer linearen Abbildung

p:V—W

zwischen zwei K-Vektorrdumen V und W.

(4) Eine Cauchy-Folge in R.

(5) Der Logarithmus zu einer Basis b € R.

(6) Die ,Kreiszahl“ 7 (gefragt ist nach der Definition mittels trigonome-
trischer Funktionen).

(7) Eine Treppenfunktion t :[a,b] — R.

(8) Eine inhomogene lineare Differentialgleichung auf einem Intervall I C
R.

Aufgabe 2. (4 Punkte)

Formuliere die folgenden Sétze.

(1) Der Multiplikationssatz fiir Determinanten.
(2) Das Folgenkriterium fiir die Stetigkeit einer Funktion

fTR—R

in einem Punkt a € R.
(3) Die Funktionalgleichung der Exponentialfunktion.
(4) Der Hauptsatz der Infinitesimalrechnung fiir eine stetige Funktion

f:I—R

auf einem reellen Intervall I C R.

Aufgabe 3. (2 Punkte)
a) Berechne

(4 —7i)(5+ 3i) .

b) Bestimme das inverse Element 27! zu z = 3 + 4i.
c¢) Welchen Abstand hat z~! aus Teil (b) zum Nullpunkt?
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Aufgabe 4. (4 Punkte)

Im R3 seien die zwei Untervektorraume

(

2 4
U=4qs|1]|+t] -2
7 9
\
und )
3 5
V=qp|1|+q]| 2
0 —4
gegeben. Bestimme eine Basis fir U N V.
Aufgabe 5. (4 Punkte)
Es sei eine lineare Abbildung
¢ :R* — R?
mit
0 1
3
('0 1 = s (70 4 —=
—2
2 1
gegeben. Berechne
©l -5

Aufgabe 6. (3 Punkte)

Bestimme die inverse Matrix zu

|r,s €R

|p,g eR

3

-~

/

\

Ve
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Aufgabe 7. (3 Punkte)

Bestiitige den Determinantenmultiplikationssatz fiir die beiden Matrizen

1 4 0 1 2 7
A=12 0 5 und B=10 3 6
0 2 -1 0 -2 -3

Aufgabe 8. (3 Punkte)

Bestimme den Grenzwert der Folge
sin n

,n€N+.

Aufgabe 9. (7 Punkte)

Beweise das Folgenkriterium fiir die Stetigkeit einer Funktion f :R — R in
einem Punkt x € R.

Aufgabe 10. (2 Punkte)
Wir betrachten die Funktion
fR—R o+ f(z) = In(V1+22).

a) Bestimme die Ableitung f’.
b) Bestimme die zweite Ableitung f”.

Aufgabe 11. (5 Punkte)
Wir betrachten die Funktion
f:R—R, z+—> Va2

Bestimme die Punkte z € R, in denen f differenzierbar ist.

Aufgabe 12. (3 Punkte)
Bestimme die Taylor-Reihe der Funktion
f(z)=sinz

im Punkt 7/2 bis zur Ordnung 4 (man gebe also das Taylor-Polynom vom
Grad 4 zum Entwicklungspunkt 7/2 an, wobei die Koeffizienten in einer
moglichst einfachen Form angegeben werden sollen).
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2
a) Unterteile das Intervall [—4, 5] in sechs gleichgroBe Teilintervalle.

b) Bestimme das Treppenintegral derjenigen Treppenfunktion auf [—4,5],
die auf der in a) konstruierten Unterteilung abwechselnd die Werte 2 und —1
annimmt.

Aufgabe 13. (5 Punkte)

Eine Person will ein einstiindiges Sonnenbad nehmen. Die Intensitiat der Son-
neneinstrahlung werde im Zeitintervall [6,22] (in Stunden) durch die Funk-
tion

f:6,22] — R, t — f(t) = —t> 4 27t* — 120t,
beschrieben. Bestimme den Startzeitpunkt des Sonnenbades, so dass die Ge-
samtsonnenausbeute maximal wird.

Aufgabe 14. (9 (643) Punkte)

Wir betrachten die Funktion

2 +3 =22+ —1
(z —1)* (22 +1)

FiR\{1} — R, 2+

a) Bestimme die reelle Partialbruchzerlegung von f.

b) Bestimme eine Stammfunktion von f fiir z > 1.

Aufgabe 15. (4 Punkte)
Bestimme die Losungen der Differentialgleichung ( y > 0)
y/ — t2y3
mit dem Losungsansatz fiir getrennte Variablen. Was ist der Definitionsbe-
reich der Losungen?

Aufgabe 16. (4 Punkte)

Bestimme die Losungen der Differentialgleichung ( y > 0)

mit dem Losungsansatz fiir getrennte Variablen. Was ist der Definitionsbe-
reich der Losungen?
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BEISPIELKLAUSUR 3 MIT LOSUNGEN

Fachbereich Mathematik /Informatik
Prof. Dr. H. Brenner

Mathematik fiir Anwender I
Beispielklausur 3 mit Losungen

Dauer: Zwei volle Stunden + 10 Minuten Orientierung, in denen noch nicht
geschrieben werden darf.

Es sind keine Hilfsmittel erlaubt.
Alle Antworten sind zu begriinden.

Es gibt insgesamt 64 Punkte. Es gilt die Sockelregelung, d.h. die Bewertung
pro Aufgabe(nteil) beginnt bei der halben Punktzahl. Die Gesamtpunktzahl
geht doppelt in Thre Ubungspunktzahl ein.

Zur Orientierung: Zum Bestehen braucht man 16 Punkte, ab 32 Punkten
gibt es eine Eins.

Tragen Sie auf dem Deckblatt und jedem weiteren Blatt IThren Namen und
Ihre Matrikelnummer leserlich ein.

Viel Erfolg!

Name, VOTNAINE:  .oooiiiiiiiii e

MatrIReIUIIINIET: oo e

Aufgabe: 112134567 |8[9]10[11[12]13|14|15[16|>_
mogl. Pkt.: |4 (4241433 [3|7[2[5|3[2[5/9[4|64
erhalt. Pkt.:

Note:
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Aufgabe 1. Definiere die folgenden (kursiv gedruckten) Begriffe.

(1) Der Betrag einer komplexen Zahl z = a + bi.
(2) Eine Basis eines K-Vektorraums V.
(3) Der Kern einer linearen Abbildung

p:V—W

zwischen zwei K-Vektorrdumen V und W.

(4) Eine Cauchy-Folge in R.

(5) Der Logarithmus zu einer Basis b € R.

(6) Die ,Kreiszahl* 7 (gefragt ist nach der Definition mittels trigonome-
trischer Funktionen).

(7) Eine Treppenfunktion t :[a,b] — R.

(8) Eine inhomogene lineare Differentialgleichung auf einem Intervall I C
R.

Losung

(1) Der Betrag von z = a + bi ist
|z| = Va? + b2.
(2) Eine Familie v;, i € I, von Vektoren in V' heifit Basis, wenn diese
Vektoren linear unabhéngig sind und ein Erzeugendensystem bilden.
(3) Man nennt
kern ¢ :={v € V] p(v) =0}
den Kern von .
(4) Eine Folge (x,,)nen in R heifit Cauchy-Folge, wenn folgende Bedingung
erfiillt ist.

Zu jedem € € R, € > 0, gibt es ein ng € N derart, dass fiir alle
n, m > ng die Beziehung

|y — x| <€

gilt.
(5) Der Logarithmus zur Basis b > 0 ist die Funktion
] In z
x 0gy T = ——.
S In b

(6) Es sei r die eindeutig bestimmte reelle Nullstelle der Kosinusfunktion
auf dem Intervall [0,2]. Die Kreiszahl 7 ist definiert durch

Ti=2r.

(7) Die Funktion
t:I —R

heifit eine Treppenfunktion, wenn es eine Unterteilung

a=aqp< a1 <A< < Qp1<a,=2>b
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von [ gibt derart, dass ¢t auf jedem offenen Teilintervall |a;_1, a;| kon-
stant ist.

(8) Es seien
g,h: I —R
zwei Funktionen auf . Eine Differentialgleichung der Form
Y =g(t)y + h(t)
heifit inhomogene lineare (gewthnliche) Differentialgleichung.

Aufgabe 2. Formuliere die folgenden Sétze.

(1) Der Multiplikationssatz fiir Determinanten.
(2) Das Folgenkriterium fiir die Stetigkeit einer Funktion

fR—R

in einem Punkt a € R.
(3) Die Funktionalgleichung der Exponentialfunktion.
(4) Der Hauptsatz der Infinitesimalrechnung fiir eine stetige Funktion

f:I—R

auf einem reellen Intervall I C R.

Losung

(1) Es sei K ein Korper und n € N,. Dann gilt fir Matrizen A, B €
Mat, (K) die Beziehung

det (Ao B) =det A-det B.

(2) Die Stetigkeit von f im Punkt a ist #quivalent dazu, dass fiir jede
Folge (z,,)nen, die gegen a konvergiert, die Bildfolge (f(z,))nen gegen
f(a) konvergiert.

(3) Fiir reelle Zahlen z,y € R gilt

exp(z +y) =exp x -exp y.

(4) Fiir einen beliebigen Punkt a € I ist die Integralfunktion

Fla) = /xf(t) dt

differenzierbar und es gilt

fiir alle x € I.
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Aufgabe 3. a) Berechne
(4—"7i)(5+ 37).

b) Bestimme das inverse Element 27! zu z = 3 + 4i.

c) Welchen Abstand hat 2~! aus Teil (b) zum Nullpunkt?

Losung

a) Es ist
(4 —7i)(5+3i) = 20+ 21 — 35i + 12i = 41 — 23i.

b) Das inverse Element zu z ist =, also ist

1 a—bi  3—4i _i_ii
a4 b2 32442 25 25

c) Der Abstand von z zum Nullpunkt ist |z| = v/25 = 5, daher ist der
Abstand von z~! zum Nullpunkt gleich 1.

Aufgabe 4. Im R? seien die zwei Untervektorriume

2 4
U={s|1]|+t]|-2]|]|rseR}
7 9
und
3 )
V={p|1|+a]| 2 |Ip.aeR}
0 —4

gegeben. Bestimme eine Basis fir U N V.

Losung

Jeder Vektor aus dem Durchschnitt U NV besitzt eine Darstellung
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Die Koeffiziententupel (s, t,p, q) bilden den Losungsraum des linearen Glei-
chungssystems

S

2 4 -3 -5 0
t

1 -2 -1 -2 =101,
D

79 0 4 0
q

das wir 16sen miissen. Wir ersetzen die erste Gleichung durch
I'=1-3I: —s+10t+¢q=0

und die dritte Gleichung durch
I =1I1—4I": 11s - 31t =0.

Wir wihlen s = 31, so dass t = 11 sein muss. Dies legt eindeutig ¢ und dann
auch p fest. Daher ist der Durchschnitt U NV eindimensional und

2 4 62 + 44 106
11|+ -2 =1]31-22| = 9
7 9 217499 316

ist ein Basisvektor von U N V.

Aufgabe 5. Es sei eine lineare Abbildung

0 :R> — R?
mit
0 1 2
3 1 7
pl1]= e 4] = und @ [ 1] =
—2 0
2 1 3
gegeben. Berechne
3
@15
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Losung

Wir 16sen zuerst das lineare Gleichungssystem

0 1 2 3
all]l+bf4|+c|1]|=]-5
2 1 3 4

Die Zeilenoperation IV = 211 — II1 fiithrt auf
(IV) Tb—c=—14
und V = I 4 21V fiihrt auf

(V) 150 = —25.
Damit ist
=25 _5
153
und
5 14
2c=3—-b=3+- = —
c + 3 3
also
7
c= -,
3
und

) 7
a 5—4b—c 5 (3> 3 3 +

Also ist

3 0 1
s| = o =2l =2 sl +]
1 B R 3 3
4 2 1
0 1
- T3 3 Y 3 ¥
2 1
2 (3 5 (1) .7
3 \9) 3 \o) 3
5 49
—2-3+ 3




3

oo

—_

8

3

8
3
3
6

Aufgabe 6. Bestimme die inverse Matrix zu

Losung

1 30
5 2 1
0 0 2

130 100
521 010
00 2 001
1 3 0 1 00
0 —13 1 -5 10
0 0 2 0 01
13 0 1 0 0
01 ~5|| |5 -5 0
00 1 0 0 3
130 1 0
010 5 -4 %
001 0o 0 3
100 -2 3 -3
010 sz i 1
00 1 o o0 1

345
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Aufgabe 7. Bestétige den Determinantenmultiplikationssatz fiir die beiden
Matrizen

14 0 1 2 7
A=12 0 5 und B=10 3 6
0 2 -1 0 -2 -3

Losung

Die Determinante von A ist

14 0
det [2 0 5 | = —10—2(—4) = -2
02 -1

und die Determinante von B ist

1 2 7
det |0 3 6 = -94+12 = 3.
0 -2 -3

Das Produkt der beiden Matrizen ist

14 0 1 2 7 1 14 31
AB=120 5 ]ol0 3 6[|=1]2 -6 -1
02 -1 0 -2 -3 0 8 15

Die Determinante davon ist

1 14 31
det AB = det |2 —6 -1
0 &8 15

— —90+8—2(14-15—8-31)
—82 — 2(210 — 248)

= —82—2(-38)
— —82+76
— —6.

Dies stimmt mit dem Produkt der beiden einzelnen Determinanten iiberein.

Aufgabe 8. Bestimme den Grenzwert der Folge

sin n

,n€N+.
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Losung

Fiir reelles z ist immer —1 < sin 2 < 1. Somit ist

1 sin n 1
- < < =
n n n

fiir alle n € N,. Da die Folge (l

TL)nEN+
fiir die negative Folge (—%)nem gilt, muss aufgrund des Quetschkriteriums

auch die Folge (SinTn)nem

gegen 0 konvergiert und dies auch

gegen 0 konvergieren.

Aufgabe 9. Beweise das Folgenkriterium fiir die Stetigkeit einer Funktion
f R — R in einem Punkt z € R.

Losung

Es bezeichne (1) die Stetigkeit von f im Punkt x und (2) die Eigenschaft,
dass fiir jede gegen x konvergente Folge (Tn)nen die Bildfolge (f(z,))nen
gegen f(x) konvergiert. Wir miissen die Aquivalenz von (1) und (2) zeigen.

Sei (1) erfiillt und sei (z,)nen eine Folge in R, die gegen x konvergiert. Wir
miissen zeigen, dass lim,, ., f(z,) = f(z) ist. Dazu sei € > 0 gegeben. Wegen
(1) gibt es ein ¢ mit der angegebenen Eigenschaft und wegen der Konvergenz
von (Z,)nen gegen x gibt es eine natiirliche Zahl ng derart, dass fiir alle
n > ng gilt

d(x,,x) < 4.
Nach der Wahl von ¢ ist dann

d(f(z,), f(x)) < e fiir alle n > ng,

so dass die Bildfolge gegen f(z) konvergiert.

Sei (2) erfiillt. Wir nehmen an, dass f nicht stetig ist. Dann gibt es ein € > 0
derart, dass es fiir alle 0 > 0 Elemente z € R gibt, deren Abstand zu x
maximal gleich ¢ ist, deren Wert f(z) unter der Abbildung aber zu f(x)
einen Abstand besitzt, der grofler als e ist. Dies gilt dann insbesondere fiir
die Stammbriiche § = 1/n, n € N. D.h. fiir jede natiirliche Zahl gibt es ein

T, € R mit
d(zp,z) < % und mit d(f(x,), f(z)) > €.

Diese so konstruierte Folge (z,),en konvergiert gegen x, aber die Bildfolge
konvergiert nicht gegen f(x), da der Abstand der Bildfolgenglieder zu f(x)
zumindest € ist. Dies ist ein Widerspruch zu (2).

Aufgabe 10. Wir betrachten die Funktion
fR— R, z+— f(z) = In(V1+a2).

a) Bestimme die Ableitung f’.
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b) Bestimme die zweite Ableitung f”.

Losung
a) Es ist
1 1 1 T
/
— L or = ,
o ==y vize e
b) Es ist
) = z \' (142 -—z(2z)  1-—2?
S \1+a22) (1 + 22)2 T 14222 2t

Aufgabe 11. Wir betrachten die Funktion
f R—R z+— Va2,

Bestimme die Punkte = € R, in denen f differenzierbar ist.

Losung

Die Funktion x +— 22 ist iiberall differenzierbar und die Ableitung ist nur an
der Stelle x = 0 gleich 0. Daher ist die Umkehrfunktion y — /y fiir y # 0
differenzierbar. Daher ist auch f als Hintereinanderschaltung von z +— x?
und dieser Funktion fiir  # 0 differenzierbar.

Fiir x = 0 betrachten wir direkt den Differenzenquotient, also fiir h # 0 den
Ausdruck

3 h2

h
Wir betrachten positive A und kénnen den Nenner als

h = Vh = Vn2-Vh
schreiben. Daher ist der Differenzenquotient gleich
Ve YR 1 fi
h Vn2-vh Vh h
Fir h, = % steht hier /n und dies divergiert, also existiert der Grenzwert
des Differenzenquotienten nicht. Daher ist f in 0 nicht differenzierbar.

Aufgabe 12. Bestimme die Taylor-Reihe der Funktion
f(z) = sinx

im Punkt 7/2 bis zur Ordnung 4 (man gebe also das Taylor-Polynom vom
Grad 4 zum Entwicklungspunkt 7/2 an, wobei die Koeffizienten in einer
moglichst einfachen Form angegeben werden sollen).
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Losung

Wir miissen das Polynom

[]=
~
=
~| =
bl PN
e
SN~—
VRS
8
|
ol
N—
B

B
Il
o

berechnen. Es ist

—

BIOSE

N— ——
|
&,
=
|
N |3
l = N—
|
\:—‘

f

— =
AN —

[NON = RN
I
Il
|
Iy
o =
3 =
% .
N3

und

() - (3) -

Daher ist das vierte Taylor-Polynom (also die Taylor-Reihe bis zum Grad

vier) gleich
g (e-5) r g (e-3)
2\"72) Tau\" )
Aufgabe 13. a) Unterteile das Intervall [—4, 5] in sechs gleichgrofe Teilin-

tervalle.

b) Bestimme das Treppenintegral derjenigen Treppenfunktion auf [—4,5],
die auf der in a) konstruierten Unterteilung abwechselnd die Werte 2 und —1
annimmt.

Losung

a) Die Lange des Intervalls ist 9, daher muss die Linge der Teilintervalle
gleich % = % = 1,5 sein. Dies ergibt die Teilintervalle

b) Die Treppenfunktion, die abwechselnd die Werte 2 und —1 besitzt, hat
das Treppenintegral

Lb-(2—-142—-1+2-1) =1,5-3 = 4,5.
Aufgabe 14. Eine Person will ein einstiindiges Sonnenbad nehmen. Die
Intensitiat der Sonneneinstrahlung werde im Zeitintervall [6, 22] (in Stunden)
durch die Funktion
f:[6,22] — R, t — f(t) = —t* + 27t* — 120t,

beschrieben. Bestimme den Startzeitpunkt des Sonnenbades, so dass die Ge-
samtsonnenausbeute maximal wird.



350

Losung

Es sei a € [6,21] der Anfangszeitpunkt des Sonnenbades. Die Gesamtein-
strahlung der Sonne in der Stunde [a, a + 1] ist das bestimmte Integral

S(a)
a+1
= / (—t3 + 27% — 120t) dt

1
— (_Zt4 + 9% — 6Ot2) o+t

4

1
= —Z(4a3 +6a* +4a + 1) +9(3a® + 3a + 1) — 60(2a + 1)
5 205
= —CL3 + 7(12 — 94(1 — T
Fiir diese Funktion muss das Maximum im Intervall [6, 21] bestimmt werden.
Dafiir berechnen wir die Ableitung, diese ist

51 205\’
S'(a) = (—a3 + 712 — 94a — T) = —3a®> + 5la — 94.

= (—l(a +1)*+9(a+1)* — 60(a + 1)2) — <—ia4 + 9a” — 60a2>

Die Nullstellenberechnung dieser Ableitung fithrt auf a® — 17a + 9—; = 0 bzw.
auf
LITVI L 94 1TV o 280 3764867 _ 491
2) 3 2) 3 4 12 127
Also ist
491 17
Tz + 5 = 14,8966 = 14 Uhr 54

(die negative Wurzel muss nicht beriicksichtigt werden, da diese zu einem a
auflerhalb des Definitionsbereiches fiihrt). Die zweite Ableitung

S"(a) = —6a + 51

ag =

ist an der Stelle ay negativ, so dass dort das Maximum vorliegt. Da die Ablei-
tung keine weiteren Nullstellen im Intervall besitzt, miissen die Randpunkte
nicht gesondert betrachtet werden.

Aufgabe 15. Wir betrachten die Funktion

2 +3 =22+ —1

PRV} = Rp s s

a) Bestimme die reelle Partialbruchzerlegung von f.

b) Bestimme eine Stammfunktion von f fiir x > 1.



351

Losung

a) Zunéchst ist
(z—-1)%*2*+1) = (® =20+ 1)(2* + 1) = 2 —22° + 227 — 22 + 1.
Polynomdivision des Zéhlers durch den Nenner ergibt
2’ +32° - 202 +r—1 = (z+2) (2" —22° +22* — 20+ 1) +52° — 42® + 42— 3.
Daher ist
20+ 323 — 222 + 1 — 1 5% — 42% + 4z — 3
23 120 — 2w+ 1 x+2+x4—2x3+2m2—2x+1’
Fiir den rechten Bruch bestimmen wir die Partialbruchzerlegung iiber den
Ansatz

5xd —da? +4x — 3 a b cx+d

vt — 223 4222 — 20 +1 =1 (x —1)2 * (2 +1)’
der wiederum auf
5% —42® + 42 — 3 = a(r — 1)(2* + 1) + b(2® + 1) + (cx + d)(z — 1)*
fithrt.

Fiir x = 1 ergibt sich

also b= 1.
Fiir x = 0 ergibt sich

also 4 =a —d.
Fiir x = —1 ergibt sich
—5—-4—-—4-3=-16 = ~da+2+4(—c+d),
also % =a+c—d.
Der Koeffizient zu 2? fiihrt schlieBlich auf

5 =a+c.
Die Subtraktion der dritten Gleichung von der zweiten fiithrt auf
18 1
“T 2

Aus der vierten Gleichung folgt daraus a = % und aus der zweiten Gleichung
ergibt sich

1
d= —.
2
Somit ergibt sich insgesamt die Partialbruchzerlegung
9 1 1
2+ 323 222+ —1 PSS S 1 3T+ 3

xt — 223 + 222 — 22 4+ 1 r—1 (x—1)22 (22+1)
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b) Eine Stammfunktion von f ist

1 9 1 1
§x2+2x+§ln(x—l)—(x—l)_l—i—zln(x2+1)—|—§arctanx.

Aufgabe 16. Bestimme die Losungen der Differentialgleichung ( y > 0)

y/ — t2y3
mit dem Losungsansatz fiir getrennte Variablen. Was ist der Definitionsbe-
reich der Losungen?

Losung
Wir schrelben t) = t? und h(y) = y>. Eine Stammfunktion zu @ = 5 ist
H(y)=—3y% =2 (z ist also negativ) mit der Umkehrfunktion
1
y=H"'(2) = —52*1 )

Die Stammfunktionen zu g(t) = ¢* sind $t* + ¢ mit ¢ € R. Daher sind die
Losungen der Differentialgleichung von der Form

0 1 1t3 . -1 -1 -1
Y 2\3 2(365 + ¢) 23 1 2c

Bei gegebenem c ist diese Wurzel genau dann definiert, wenn

23
gt +2c<0

ist. Dies bedeutet
t < v/—3c.

Die Definitionsbereiche sind also
] — 00, vV —3¢].



353

ANHANG A: BILDLIZENZEN

Die  Bilder  dieses  Textes stammen aus Commons (also
http://commons.wikimedia.org), und stehen unter unterschiedlichen
Lizenzen, die zwar alle die Verwendung hier erlauben, aber unterschiedliche
Bedingungen an die Verwendung und Weitergabe stellen. Es folgt eine Auf-
listung der verwendeten Bilder dieses Textes (nach der Seitenzahl geordnet,
von links nach rechts, von oben nach unten) zusammen mit ihren Quellen,
Urhebern (Autoren) und Lizenzen. Dabei ist Quelle so zu verstehen, dass
sich, wenn man

http://commons.wikimedia.org/wiki/File:
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